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"INTRODUGAD

A teoria de interpolagao teve os seus fundamentos
assentades na década de 80, especialmentelatravég dos traba-
lhos de J.L. Lions e J, Peetre (Ver [22},[26]) e teve um r&pi
do desenvolvimento.

A teorias inicial de J.L. lLions-e J. Peetre envol-
via dois espagos normados e um parametro,

Extensces dos chamados K- e J- métodos de Lions~-
Peetre, considerando n+1 espagos & N parémetros foram conside
rados por Johnen [20] e- Sparr [28}0-

Um aspecto fundamental do K« & o J- método de in-
terpolagao de Lions-Peetre & que, mediante pequenas restrigoes
nos parametros, geram os mesmos espagos. Isto € fundamental,
tanto nos aspectos tedricos como nas aplicagces, porque esta
equivalgéncia entre os métoﬁos permite demonstrar resultados
de reiteragao e dualidade, por um lado,.e por outro lado, per
mite egtuda; teoremas de aproximacao direlos e invérsos [Uer.
[25]). Isto j& néd se passas com as teorias para n+1 espagos e
n parametres (Ver [28],[30]].

D.L. Fernandes, em sue tese de Doutorado, em 11874
£[11]] e am uma s5érie de trabalhos complementares (Ver [42],
[13],[14],[15] e [18]] desenvolveu ums teoria de interpolacgao
para 2" espagos de Banach 2 n- parametros, onde a equival&ncia
dos K- e J- métodos e suas consequéncias continuam validas,

Entre as indmeras aplicagoes, Lions-Peetre estuda
ram os chamados Xqu,q espagos de Banach gerados pDr'sémi-grg

pos de operadores & os caracterizaram como espacgos de inter-

polagdo (ver [23],[24]).



II

Ums dos objetivos do nosso trabalho & estudar a
conexan existente entre uma generalizagaho dos espagos Xa r,q’
s

obtida mediasnte a consideragao de semi-grupos multiparametri-

cos, e 0s espagos de interpolagac obtidos yia teoria de fFer-
nandez.

Por outro lade, P.L. Butzer, formulou em 1356, o
conceilto de saturacac para semi—grupos'de Dperadores'em espa=~
gos de Banach (Ver [04],[0511.

Visamos também, neste trabalho, extender o concel
to de saturacgio de Butzer para processos de aproximagéu bipa-
ramétricos & caracterizar as chamadas classes de saturacao ou
de Favard no caso dosS processos de aproximagao gerados por se
mi-grupos biparamétricos,

Faremos, a seguir, uma descricao rapida dos diver
sos capltulos quélcquSEm este trabalho,

No capitulo I, apresentamos o cenceito de semi-gru
po n-paramétrico e fizemos um estudo detalhado das suas pro-
priedades fundamentais., Com o objetiuq de estabelecer as co-
nexoes com a teoria de saturagao, introduzimos um conceito de
gerador infinitesimal diferente do habitual, gue levasse em
consideragd3n o comportamento das chamadas diferengas mistas,
0 que fol feito inspirando-nos na experi€ncia acumulada neste
setor do grupo de Fernandez,

No capitulo II, estudamos o problema da duslidade
dos semi-grupos n-paramétricos, que se reveste de especlal im
portancis no caso dos espacos nao re?lex;vos.

No capitulo III, introduzimos o conceitc de satu-
ragado para processos de aproximagao biparametricos e o fize-
mos em dois sentidos: o sentido restrito e o sentido amplo e
Caracteriéamos as suas'reapectivas classes de saﬁura@éo.

%
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No éapﬁtulo IV estudamos o problema da saturacgan
em espagos nao reflexivos, com a passagem aoQ dual.

No capitulo V, com o objetivo de torﬁar este tra-
balho didaticemente mais completo; apresentamos um resuma dos
conceitos e resultados basicos da teoria de interpolagan de

Fernandez.
No capitulo VI, que & um dos centrais deste trabea

lho, generalizamos o5 espagos X de Lions-Peeire e estabe

U, T, _
lecemos &S suas conexpes com os espagos de interpolagao multi
paramétricos de Fernandez.

No capitulo VII, o final, procuramos estudar 05
semi~grupos biparamétricos das translagoes, de Gauss-Weierstrass
e de Cauchy-Poisson, para podermos visualizar de forma CONore
ta a estrutura estabelecida no capituleo I,

Considerando gue a teorisa do; semi-grupos nhn-para-
meétricos estd estreitamente relacionada com a teoria dos semi-
grupos upiparamétricos, apreséntamos um apendice, com as defi-
nigdes e resultados basicos destas teoria.

Queremos observer que nao consideramos este traba
lho completo. O tema esta longe de ser exaurido, pelo contréa-
rio, consideramos este trabalho uma exploragac inicial de um
campo bastante rico e o que foi feito até agora, foi essencial
mente, estruturar a exploragan futura, definindo uma linha de
agao,

Finalmente, queremos ressaltar que, &ao escpever-
mos este trabalho, aslém da preocupagao de produzir um.traba~
lho cientIfico, sempre tivemgs a Dreocgpagéo de gue fosse di

daticamente bom., Procuramos nao poupar detalhes, talvez pecan
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do por excesso, fazendo, na medida do possivel, todas as de-

monstragoes, mesmo as consideraveis elementares,
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CAPITULD I
SEMI-GRUPOS H“PRRAMETRICGS
Neste primeiro capitulo procuramos assentar os

conceitos basicos dos semi-grupos multiparaméiricos e deixar
bem clara a sua estreita conexao com Ds'semi—grupos uhipara—
métricos.

Em virtude desta conex3o, os trabalhos existentes
na literatura especializade e gue sac do nessc conhecimento,
tratam do problema, gque poderia ser chamado de iterativo.

Tendo em vista o objetivo de estabelecer conexoOes
com a teoria de interﬂolagég de Fernandez é a teoria de éatu—
ragao de Butzer sentimos 3 necessidade de estudar o comporta-
mento das chamadas diferengas mistas. Nesta linhs introduzi-
mos um conceito de gaerador infinitesimal diferente do habituel
(Ver [GB],[21]3 que caracterizasse melhor esta problematica.
Procuramos ainda fazer uma analise sobre as duas formas de
tratamenta: o processao iterativo e a andlise "elobal" das di-

ferengas mistas,
1.1. Definicoes e Propriedades Basicas

1.1.1..Seja R" o espago Euclidiano n~dimensional com a metri-

ca e as definicoes das operacdes aritméticas ususis,

seja R, = {t = (t Lt ) eR™: 0 <t <@ k=1,...,n}

40 k

X um egspago de Hanach real pu complexo e se-

i de Banach dos endomorfismos de X,



1.1.2. Definigdo: Uma femilia de operadores lineares limita-
dos {T{(t): t ¢ PT} de X em X é chamada de semi-grupo nhparamé
trico de classe [CO] em L{(X), se as seguintes condigoes s&0

satisfeitas

Tls+t) = T(s)T(t) (s, t e R) (17

TL0) = I - (2)

s-1im T(t}Ff = f (f e X) ' (3)
n
teR
>0 .

1.1.3. Proposigao: Se {1ty : ¢ EJRHT} € um semi-grupoc n-para-
métrico de classe [CD} gm L(X), entdo existem n semi-grupas

ur iparamétricos {Tk[tk] : 0 < tk < o} de classe [CO] em L{X),

tais qgue

N
Tty = ©w T, (t, ) (1)
k=1 | )
Os operadores Th[tk]‘ 0 < tK <o (k= 1,...,n) co
mutam um com o outro,
Demonstracao: Basta tomar Tk[tk] = T(tkek], onde
e, - (0,...,7,0,...) & 0o k-8simo vetor da base candnica do
R",

Reciprocamente, vale:

1.1.4. Proposican: Se {Ti[ti) : 0 < ti < o} (i = 4,...,n) sdo

n semi-grupos uniparamétricos de classe [CU] em L{X) tais que



Tifti]Tj[tj] = Tj[thri[tiJ (i,j=1, .0 uns 1 74 3)

para todo 0 < t. < = e todo 0D < tj < e, entao.

g um semi-grupec n-paramétrico de classe (c) em L(X),

Demonstragéo: A propriedade 1.1.2 (1) segue imediatamente da
correspondente propriedade dos semi-grupos unidimensionais e
da hipétesé 1.1.4 (1),

A verificacgéo de 1.1.2 (2) & imediata.

Das propriedades dos semi—grupos unidimensionais

segue gue existem constantes Mi > 0 tais que
[T e 2 <my para t, e [0,1] o (3)

Temos

o
Hroere-+| - ]tjq Ti(ti]¥~T1[t1JF+T1[t1J?»f|[5

n
M1]|ij2 Tyl ) f-2f] « T, e df-f ]

Procedendo assim iteradamente, obtemos

reeye-fl <ompaem T e de=Ff e Ll

.1

M T e 367 + T, e e-7]f (4)



t, € [0,1], £ = 1,....n. Logo 1.1.2 (3) & também verificeda.
4.1,5, Observacgao: Em particular, deduz-sg do teorems 1.4 que,
ge uma familia de operadores {T(t) : t elﬁf} em L{X)] satisfaz

as condigoes 1.1.2 (1) e 1.1.2 {(2). e se

(j = 1,¢..,Nn) (11

s - lim T{t,e,]f = ¢
t =0 JJ
J +
Entao,
s - 1im T(t)f = ¥ (2)
teR
n
£>0
Du seja, a femllia {T(t) : t € ﬁ?} & um semi-grupo n-paramé

trico de classe [CDJ em L(X),
1.2. 0 Problema dos CGeradores InTinitesimais

Seja A, o gerador infinitesimal de {TK{t )

K K

0 <t < ©} com dominioc DIA ), kK = 1,...,n.

k

1.2,1, Proposigdo: a) [|[T(t)]] é limitado em todo retdngulo 1i

mitado defﬁz e, para cada f € X, a aplibagéo
telR + T(t)f
é continua, na topologia forte, em:ﬁ?.

bl Se f ¢ D[Ak]’ entao T(t)f € D[AKJ para todo t ¢ ﬁ? e



AKT[t]f_= Tft)AKf | [k = 1,c4a,n) _ (11}
n
c) N D[AK] & um subespago denso de X e & de Banach sob a
k=1 ‘
norma
n .
el el e 2 (Al (2)
k=1
M DEAK)
k=1

£ . DA A T, a f , =
d) Se f D[AJ](W [AJ K entaoc f ¢ DfAkAJ] =} AkAjF

Ajﬂkf (3,3 = 1....5n3 J F kI,

- n
Demonstragao: a) Como T(t) = 1w T (t_ ), temos gue

n
”T(t)l‘i f 1lTk(tk]“ e HTKEtk]H & limitado em_cada interva

lo limitado de [D,WJ (Ver Apendice, Proposicgdoc 3). Além dis-

so, para cada k = 1,,..,n, a aplicacgao
3 . .
tk[q, ) T e ,

f & X, & continua. (Ver Apéndice, Proposicgéo 3). Logo

f € X, & continua.

b) Temos

T(te, }J-1
TitIF

¢

HK[T]T(t]f

CTlte, -1
T(t) —



Como o operador T{t) &

AKT[t]f T{tJAKf

A temos’

k[TJf existe,

continuo & lim
: =0
+

(f € D(AKJ]

c] Sejam f € X g t = [tq,...,tnl Eiﬁz, Consideremos
t
i J 1 Jtn
"F T e —e——— 'L T(S]"F dS Illds [3]
t tq . tn 0 0 1 n
Como, para todo f € X, a aplicagéo
_ —nN
s € R, + Tlslf
€ fortemente continua, a integral estd bem definida.
De 1.1.2 {3) segue imediatamente que ft converge
para T, guandoc t ~ 0, t Eiﬁz.
n
Mostremos agora gue ?t e N D[AKB, para tado t em
k=1
RT. Comq
T[TeklﬂI
A AT = e
t
1 tn
-1 t—-—"———T jJ [T(s+7e, )-T(s)]F ds
T 9 7t Tndp g
t T
1 tk+ .tn
el MRTH Y
= . . T{s)fds,...ds
t.ve
R » 0 ! "
t1 tn
L J J T{s)fds d
- . «..ds
Tt1 - tn 0 o 1
T
1 th JtK+ -Jt”
= . . T(s)fds,...ds
‘tﬂ...fnt 0 N 0 1 n



- J 1 JT J n
e oo L T[SJ'}CGS -..dS

t

: 1 T fn
= -—-:—.-:-';Eﬂ—_[ jo .--J‘ -.,-JD [T[S'*tKBKJ”T(S]]‘FdE

= A (t )Ff _ ~
K k [tlljuul;tk ‘1,T,tk_,i;|llftln]
(4)
obtemos
s-1im A _(T)f_ = s-lim A ([t )f '
k' y o= R oAy x J- 3||-,t
140 k t 0, k (t, t Tt n}
(5}
Mas
s=lim £ ., £ PR S RS S t oLt
-0 (I " I *nT 1 R S A
_ B Fet Brer %
g | ) J
. - Tl8,40ee,8 .0,5 see.,5 1Tds
LI B | y LI B ) * 1 - ’ .
t1 tk~1-h+1 tn 0 0 0 0 k-1 k+1 n
dsk_,1 dSK+1 eo d5
(6]
Pois,
II-T[51,-l-’Sk,".’sn)F‘T[sq’.‘.,SK“"I,D’SR""],...JSI'"I}-F”
£71]

converge para zero, quando Sy - 0,

continuo, <concluimos ‘que’

._Coho A Etklzé um operador

K



s-1im A, (1)f, = A _(t )f _ (8)
e RTETE MPTL VPRI
Para todo t e R\ e k = 1,...,n.
n )
Afirmamos também que D(A,) € um espago de
k=1

Banach sob a norma

{1 e e §

1] =l v 2l
hD(Ak} X k=q K b

n
Com efeito, seja [Fﬁl uma sequéncia do Cauchy em M DEA Y. En
) k=1 B

tdo [Fj) 2 [thj] s3o seguéncias de Cauch& em X [(k=qg,...,nJ).

Lago, {j converge para fex e Aij cdnverge para gKEX. Como Ak

¢ fechado, k¥ = 1,...,Nn, vamos ter
n
£ e [? D{A,) e g = AT
k=1
Portantﬁ
n
45l oy =l F3il o Ella e ool

Converge para zero, guando J =+ o,

- d) Temos

AA T = s-1im A [(T]A, T
1k 0, 3 Kk

= g-1lim A.(7t){s-1dm A, {ol¥f)
J K
T—>D+ 0—>D+

s-lim [(s-1dim A.[T]AKEU]FJ (A.[T) @ continuo)
0, a0, o



n

s-1im (s-1im A (G)A (T)4)
K J
T%D+ a+D+ :

"

5=1im AKA,[T]f
>0, J

it
p
3
-

pois s-lim A (T)f existe e A € fechado.
0,

A demonstracao estd completa.

1.2.2. Consideremos agora um semi-grupo biparamétrico
=2 .
{T(t) : t ¢ R+} de classe [;0} em L{X) e sejam A10 e qu’-rei

pectivamente, os geradores infinitesimais dos semi-grupos uni

paramétricos:

{T(te, ) = T (6,0 0 <t, <=} (1)
{T[Eéeé] = T,lE,) D <t, <=} (2)
1.2.3, Prmposigéo:’Se f e D[Aqg] F}D[A&UAD1)’ entao
T(L)F € DA, )N DA,y - Ay,) pars todo & am:ﬁf e
TCEIA, AG T = A oAy, TE)S : (1)

10

Jtz Y
JU‘ quuJT EMJA1OADq? dudv - (21



10,

Demonstragado: al) Por 1.2.1 (b), T(t)f ¢ D[AqDJ(} D[AD1]’ para

todo © g:mf, g

Aqu[t}f = T[t]ﬂqaf . {2)
Ag  TLEDF = TLEIA,,f | (3)
Camo AU1F £ D[A1U], nougmente, par 1.2.1 (2) T[t]Au1f £ D[Aqg) e

AqﬂT[t)Aoqf =.T[t]A10AD1f' (4)

De (3} e (4) ssgue gue T(t]T = D[A10A01J e
A1OA01 Tit)f = T(t]ﬂqﬂﬁa1f
h) Por hipdtese f ¢ D[Aqol. Entao
- t
1
[T1f§11—1]£ = Jo T, ula, of du (53

Por outro lado [71[t1]—IJ¥ £ D[ﬂoql, para todo

t, eIR . Assim
1 + .

b2

JD T, (v3A, [T, (£ 3-T]fdy

11

[T2[t2}~I][T1[t1]—I]F

o a

= JD AD1T2{vJ JD Tq[U1ﬂqgde dv

t
2t

JD JD T1[U}T2[V]A01R1U{ dudv

1]



1.

pois T,(v) & L{X) e A . e DIA ], " cq.d

1.2.4, Se f & DA IO DA, A__), entao segue, imediatamente,

10 10 0A

de 1,2.3 (2) 2 da continuidade Torte do semi“grupo

{T(t) @ t EIﬁf] na origem que, o limite duplo

[T ]—J]|_T 7)—11#
g~1im T ~ e (13
t, >0, 172

t =0
+

gxiste e e igual a Aqoﬁgqf = ﬁD1'AﬂU{'

o
¥

Uma pergunta que formulamos neste momentoc € a s
guinte: Se o limite duple (1] existle, entéo_

i ? I-'
f o€ D(A1O]f\ D[Aqo'Aoﬁj' Vejamos

dn

1.2.5. Definicau: Seja {T(t) : t Eiﬁf} um semi-grupo biparamé

trico de classe [CD] em L{X]. Seja

[T, (e 3-1] [T, (e,0-1] ¢

2
Jﬂ {{CY|5 lim =T 2 existe}
t1+U 12
L2+D+
Definimos, para f € D{Aqq)'
o [Tyep-r) T -1 f
A’?'l-F = Shllm I T .
t >0 42
1 "+
t2+D+
1.2.86. Proposigao: a) D[A11] e um subespa;b de X e Aqq e um

gperador linear,

b) Se f ¢ D[A1 ), entio T(t)FfeD(A para todo t £ ﬁf e

17 14



12,

Ay TEEDF = TCOIA F (1)

' 2
¢) Para toda f € X e todo t = (t,,t,)] e R, a integral

i
T ()T, (v)F dudv
5 0 4 2

pertence ao dominio do operador A e

], entao

Alem disso, se f . ¢ D[A11

t2 t1

[T, e d-T] [T, (£0-T]F = Ju Jn T, (WT,vIA,F dudy

d) D[A11] € denso em X e A, & um operador fechado.

1

Demonstracdo: a) Segue imediatamente da definigéo 1.2.5 e da

linearidade dog elementos do semi~grupo.

b) Suponhamos gue ¥ € B(A,_,,). Temos

11
(7, s 3-1] [T, (s,)-1]
5152

] [T1[§1}~I][T2(s2]—1] .

5152.

T(E)f =

T(t

Donde, pela continuidade do operador T(t), segue o resuvltado,



13.

c) Temos
t,
[T1[513—I]LT2[52]—I] JD JU Tq(u312(v]F dudyv =
52 S’i
= [T, -1 7, ) -1] J J T, (1T, (V)T dudy ,
0 0 ‘
e CQmo
52 4
s-1im [ J Tﬂ{U]TZ[U]F dudv = f
s -0 %1°2 Jp Jo
177
52+U+

2
e T{t) ¢ LI{X), para todo t € R, vemos que

tZ t1
s-1im A10(51]A01[52] J J T1[U}T2EV]f dudvy =
51+U O 0
52+D
[T e -T] [T, -T] PV fe X (43

o gue demonstra (2).

Suponhamos agora gue f € D[311]. Fntao

t? t1
s-1lim A (s, JA {s_.] J J T, {u}T_ (v)Ff dudv =
o hp 10771 o 2t fo g 2
52+U

t2 t1
' (5)
jD JU _T1[U]T2(VJA1qf dudv

Com efeito

£t
2 Yy -
||JD Ju T T, (d Ay (s dAg sy ) -A  Fldudv]] <
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sup {|]T1[uﬂ|HTz[v?H]\A1U[5q]A (s ]{"Aqqfntq'

<y<t
O<u< ’

<y<
U“v __t2

converge para zero, guando s, » 0 e s, -~ 0 . Portanto (4} e
(5) demonstram [(3).

d] Mastremos que D(A 1] e densoc em X, Seja_F £ X. Considerae-

1

maS
ty
ft»,tz - t:tz Jo Ju T, ()T, (vIF dudy . (5)
Temos qgue
t t
|!Ft1t2-1°[|_<_ t:tz Jo Jo []thu}Tz'(vw—f!] dudyv (7)

converge pars zero, quando t, - U t, > 0,. Além disso

f e D(A,,), poara tode t,, t., » 0. De fato, temos

t1t2 11 1 2
A (s, JA (s,)4 = A [t A (Lt J)f
10 1 01 Z2 t1t2 10 1 01 2 ”152
Bonde concluimes qgue
s-1lim Aqg[sq]qu[slet g A1D(t1)AD1[t2]¥
s, 0 1 2

Finalmente, mostremos gue A11 e fechado.

Seja {fn}(: D[A11] tal gue f_ converge para f e

A11fn cenverge para g. Entao
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T, (udt, A, e - T (T, vigll <

w, Bt o +w_t
< Me 171 72 2”

Ayt mgll

converge para zero, guando n - o, uniformemente em relagan a
{u,v) no compacto [D’tqlep‘tz]' Assim,_por 1.2.6 [3}, abte-

mos

[r, e, 0-2] [Ty 0e,0-1]+ - 1in (T, (e )-1f [T (e,0-1]F

n-—+
t2 t1
= 1lim J J quu)TZ[v)A11fn dudv
n-ree 8] ]
tZ t1

Dgnde segue que,

1.2.7. Praposigao: M D[AKJ € um espaco de Banach sob a norma
kel

Z ]|AKF” ., onde ﬁ = I
: o

Hf”nD[Ak) 0o

ke
O- {00y, (013, €103, (113},

Demonstracaoc: Segue imediatamente do fato de AK, k €], ser fe

chado.
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1.2.8. Observagaon: Comoe, para cada f € X,

t
t2 il
1im lim _1_ J J T1EU]T2[V]f dudy =
t, 0+ t_-0+ 1°2 /0 <0
1 z2
t
1 .
. 4 , _
= 1im . J Tq[ulf du = ¥
t >0+ 1 a
1
e analogamente
t2 t1
Tim lim T J J Tq[u]TZEUJF dudy =
t =0+ t_+0+7"19 2 /D U
1 Z
t?
X 1 _
1im . J T2[u]f dgv = f ,
t1+0+ z a '

em virtude da representagao integral 41.2.8 (3) vemos claremen

1, entao

te que, se f ¢ D[A11

s~ lim lim AﬂD[t1JAD (L, }f =

1 2
=+ A ={] +
t1 A tz

C5- 1im lim A (Lt JA_ [(t_)f = A _f
t o0 t =D 10 1 01 Z 11

2 1

No entanto, nada podemos afirmar sobre a existén-

cia dos limites

s~ 1im A, . ([t 3f (1)
i Mottt |
1 +
s- 1im A_ (t_3F (z)
€0 g1ttz
.

Por outro lado, temos imediataments
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1.2.9. Proposicgao: Se f ¢ D[A11] e se os limites 1.12 (1) e

1.13 (2) exi=stem, entac f ¢ D[Aqubﬁuqlfq D[AD1A10] e

1;2.10. Observacdo: [ oportunoc lembrar agui um resultado devi
do a W. Kohnen (Ver [21]] g gue serd muito explorado por nos
no capitulo final.

0 teorema & bem geral e destacamos uma de suas coh

seguéncias, gue diz o seguinte:

Se {T(t) : t Eiﬁz} & um semi-grupo de classe [ED]

uniformemente limitado, isto &,
—n
[[Teer]} < K , (t.e R,)

e se X & um espasgo reflexivo, entac

Para finalizar este caplitulo, apresentamos uma ge

neralizagao da proposigao 7 do Apendice, {(Ver [17]].

r, r
. : ) 1,72, .
1.2, 1. Proposigao: Sijarr = {rq,rzl, r,.r, € N. D[A10A01] e um
subespaco de X @ A1SHU§ € um operador linear tal que
r r, r
T(t :
py - LLEE a a2 Teeye NP
T r 10" 01
01, 92,

1 2
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NS
T, (u, -+ U v+ +v  JA A T du du dv
o 0 0 ] 1771 ry 1 r, 10 D? 1 ', r,
(2)
r, T, r% r,
para todo.fre D[A1DA01f}. Mas ainda A10A01'e um operador fe-

A %3 & um espago de Banach sob a norma

chado e D(A1U 01

n

I | R O R R AP

(33
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CAPITULO II

SEMI-GRUPOS MULTIPARAMETRICOS DE OPERADORES DUAIS

Neste capftulo apresentamos essencialmente a ver-
sao biparamétrice da teecria dosbsemi-gfupos'de operadores duais
uniparamétricos, como € desenveolvids po; P.L. Butzer.e H.
Berens na secho 1.4 da referéncia [n6]. Observamos gue Butzer
e Berens se basearam, por sua vez, nos trabalhos de K, de

Leeuw e R.S., Phillips {ver [55} segan 1.8).
2.1, Definigao e Propriedades Bésicas

2.%.%1. Seja ¥ um espago de Banach real ou complexo.

Seja {T(t): teﬁ?} um semi-grupo n-paramétrico de
classé [EO] em L(X),

Seja X* o espago dual (ou adjunte} de todos os
funcionais lineares contfnuos f* definidos em X. X* & um espa

¢0 de Banach saob a norma

lexll = svpllert,esl . lelfen . e

Para nos situarmes bem, lembremas a8 seguinte defi

nicao

2.1.2. Uefinigéo: Seja U um operador linesr de X em X com do-
minic denso em X, 0 dual (ou sdjuntoc) U* de U & o operador cu
jo dominio D(U*) consiste em todos os elementos f*cX* para os

gquais existe g*eX* tal que
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n

<g*, F> <EFL,UT> , -

paré todo f € D(ul). Neste caso definimos

Ukf* = p* = f¥g| o (1)
e entao
D(U*) = {f*ex* | £%ol ¢ X*} .

A seguinte propesigao, fundamental ne nosso contox
to, & classica e pode ser encontrada em textos de Analise Fun

cional. Por e&sta razao omitimos a sua demonstragdo. Veja, por

exemplo,[QSJ

2.1.3. Proposicao: Seja U um operador linear de X em X, com

dominioo D{U) denso em X. Entac, -

a) O dual U* & um operador linear w*-fechado. Se U € limita-
do, entdo U¥elL(X*) e JJU*]] = |JU|] .

bl Se U ¢ fechado, entdo D(U*) & w*-denso em X¥ e, se X & re

flexivo, 0{U*) & denso em X*, na topologia da norma.

2.%.4. Proposicao: Seja {T(t):t ¢ ﬁf} um semi-grupo n-parame-

trico de operadores. de classe [ED} em L{X). Entdo, T*(tlelL (X¥)

e, |l T*(e) |} = |[T(t) || para todo t e R,. Além disso

T*{s+t) = T*(a),.T*(t) s Vs,t e R (1)

o

TH(Q) = I* (identidade em X*) . (2)
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wk-1im T*[(L)Ff* = f%* , ~para-toda f* ¢ X * (3)
t-0 :

n
teR
{continuidade w* de T*[(t) ne origem).

Demponstragao: Para cada t E:ﬁ? fixado, T#*(t) define, pela pro
posigao 2.3 (al, uma transformagae linear limitada de X* em X*%,
com || T*(t) ] =||T[E]|L

As relacoes (1) e (2) s3o consequéncia imediats

da defini¢ac de operador dual.
Também

[<T*(t)fr-F*,f>] = |<%*,T[t1f—f>] < fEHfTiey -1
Fortanto

1im  <T#(t)1f*-F%,f> = D ,
-0

=
th+
para todo feX e todo f* ¢ X*, o gue demonstra (3],

2.1.5. Dbservagao: Pelsas propriedades i) e ii) de 2.4 (1) ve

mes que {T*(t):t Efﬁz} define um semi-grupo de operadores em

L(X*) que, em geral, nao & de classe ECDJ. Mas, como a fun-

cao
t ¢ |, > TLE)f : (f e %)

€ continda na taopelogie da norma para toda fungadc f € X, se-

]
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gue imediatamente que, a aplicagao
t e R > THR (L] F* (% & X*)
€ w*-continua para teda f% g X. Assim, diremos que {T*{t):
i EZﬁ:} € um semi-grupo w¥-continuo ov um semi-grupo de classe
[(C J* em L(X*),
0

2.2. 0 Problema dos Geradores Infinitesimais

- =2 -
2.2.1, Proposigéo: Seja {T(t): t e R} um semi-grupo biparamg

trico de classe [Ca] em L(X). Entao,

al 0 duasl A%, do gerador infinitesimal A € um operador 1li-

11 _ 11
near w*-fechado e Dtﬂfql & w¥-denso am X¥%,
b) Se £% © D(A ), entao TH(t)f* & D(A¥ ) pars todo t e B2 o
AﬁqT*(t]$* =T*(tJA§1f*. Além disso,

[TACe 3-T*][TA(E )-IF]f%, ¢> =

2 1
<T#*{y,vIA¥ T%, Fé>dudvy (1)
11
0 0
2
(f g X, t = (t,_ ,t.) R,
1 z +

c) Sejs F* ¢ X*, Entao, f% ¢ D[A?ql s, e somente se, o limi

te

w*-14im (A, . [t JA [t2]J*f* =
t +D+

t_=+0
+
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existe e

* o714 - Xpk - Ak Fk
w*-1im {A10[t1}A01EtZJJ f Aﬂﬂf

t,+0,
t2+O+
Demonstragdo: e} Como Al € um operador fechado com DA, )
denso em X%, pela propoeigao 2.1.3., o dual H#1 satisfaz as

condigoes de item al,

* ¢ *
b) Se f* ¢ D[;f-\1,|

temoz, pela definigdo do adjunto e pela proposigac 1.,2.3 (b)

- [y
), entaa, para todo t elR_e toda f ¢ D(A11]

<A¥ FE, TIL)F>

STH(LIAF, %, >
- <FE,AL T(E)F>
= Ly * -]

T ,T(t)ﬂqu

= <THER(L)FHX, AL >

provando gue, T*(LIf*% ¢ D(ngl e

* T#* rk = TR(L]AX FR
A11 (t)f T [tlﬂqﬁf

Além disso, para tada f¥ ¢ D[ﬁﬁql fixada, a funcao

t e:ﬁ2 > <T*[t)ﬂ§ %, f>

.

41
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€ continua para toda f & X. Com efeito.

*(L)A* £% o < TR[t JA* FR_ x| -
| <THEEIAR £%, 7> - <TH(E JAX F¥, ¢

Ir-

[<a% $XT(L)f - T(t )F>]
11 0

I A

[[ax exifiircede - T 1]

e a Ultima expressdo converg® para zero guando t —- to. Assim,

= >
para todo t [tq'tz] > 0 [t1 g, t2 > 0)
t
2 tﬂ
<T* * £& = =
J J T [uq,uzlAq1{_,? du, du,
Q 0
t
2 t2
= o pk * Fags
JD Jg A11€ , T[u?,uzlr du,]du2
t2 t1
= ®
A, f ,J J T(u1.u2]f du,du, >
0 0
: t., t

_ p 1
= <7 *
7, A11!D JD T[u1,u21€ du1du2>

= <k, [T -1] [, )~
= <[Tree 0-1*] [T8e )-8, £
o que prova (1]

c) Suponhamos qgue f* € X* seja tal gue exista g* & X* satis-

fazendo



* - 1 - *pok = *
w lim [A1QEt1JHU1[t2]} F g
t1+0+ s

t2+D+

Portanto, para toda f eD(A11], temos
* = im < t, A *pE, P>
<g¥, f> tlig A?D[ 1] U1Et2] %, F
177 '
t2+D+

= lim <f*,A (tqlﬂ[tz]Fé

>0, 10
g0,
= <f*, A _F>

11

prcvsandp que F*ED[A?ﬂ] g A§1F*= g%,

Reciprocamente, para toda f*ED[qul fixada, pela relagao
2,2.1 (1) obtemos

' T - =
<CA, (e DA L (B ) %F%, ¢>

:'t;1t52<[T§tt1)~1*j[T;Etz}*l*]f#,f>

t t
4ol 200 .
= t <T* x £*
y t2 J J T [u1,u2]A11f ,F> du,idu2
0 ]
P t2 By
= * *
t,| t2 JU JU <H1qf , T[uq,u2]f> duqduz

t t

Z 1
<A¥* % t—qt-1 Tlu,,u,3f du, du_>
(RIS T2 PR 8 1212 1942

It

25,
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para toda f € X. Como

t
24 oq (2 b _
g~1im t1 t2 J J T[uq,uzlf du1du2 = f
10, 0 Jag
g+0

segue qus

il

lim <(A, [t }ngttz)}*F*’f>

* K
10° 71 <H11f . F>

oy seja

ke - KLk = Ak Tk
w*=1im EA1D[t1]HD1[LZJ] f Aqq?
t =0 .
t;+D

2.2.2, Corolario: 0 operador adjunto A?q € igual ao w¥-gera-

dor infinitesimal do semi-grupo dual.

2.2.3. Consideremes agora

'3

X%, ={f*ex*iig [ THCE)p*=TH(t, F*-TE (L IF*rex][ = 0}
+
X3g = {F*exx| %120 | T2t ye*-¢x]l = 0}
1 +
X2, = {f*ex*| lim |]T§ft2lf*—f*n = 0}
t.,»0
Z
xEog = UF*eX* | Lim([] T*(£)£*-* | = 0}
t~+0

Temus imediatasmente gue
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X80 = *1e O b | ' Y
e

XEOC: X¥1 ' (2)
2.2.4. Probosigaa: a) Xgo, Xﬁu, ng e X:q 2o subespagos inva

riantes e fechades de X*, na topologia da norma.’

x 5 . .
b)) DEA11]C: qu. Ainda mais,

| [Tate, 3-T][TH0e ) -Tx] e %] <

sup { HT [u][|]ﬁ [U}l”[lﬂ* f*l[t t .
O<u<t, 1 Z 11 1+ %2

Dfuftg

¢) Quando X € reflexivo, entao

Demonstracao: al) Como X?D e ng sao subespagos invariantes e

fechados de X*, na topolagia da norma (Ver 1ﬁ6] p. 501, o mes

: * - vk * -
mo podemes concluir de XOD X1U(W XD1f Resta, apenas, estu
*
dar X11'

Claro gue X?q & um subespago vetorial de X*. Para

provar gue X#1 & fechado na topologia da norma, consideremos

conlanct %) *
uma seguencia {[fu . em X,l,I tal que

f: > f*eX* (n » )



gm norma, isto é{ dado € > 0, existe n, = nbtsl tal gue
lfe* - #x)| < e/203M41) ,
para todo n > n. o ande
o= sup LIT*CEd]l = T, e [0,1] x ;;o,j]}
Seje n > n_ fixado. Entéo,
1501 [Ty 0o -1 x| -
| TxCt JTEOC,)FH-TH(E IR -TH(E, 3P e f*-TH(t JTE L )X

772 1

* 4 Th(t JE*
zl?n | Tq[tq]{n +

+ T?{t1}T§[t2]f3~T?[t1If;-Tgit
TECL )% - frepk]|

<l THEGE TR D FE-TE e D TE (L[
i TEE,IFE - T#[t1]¥ﬂ[ +
REASPOESSENREAS PO L I

[|[Tg[tql—l*][T%[tzl—ljf;||+ Hf;—F*“

< amen ] rreen|] e || TRy )-T%] [TX(e,)-1%] Xl

26.

Pela hipbtese, existe 6§ = § (e,n) > 0 (D < 6 < 1) tal que
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I ryce -] [Tyt 0-28F < /2

para O i tq, t2 < §. Logo

1 [T;'JfEt,[]+I*] [T§[t2]-1'*]1°*|| < e

para 0 < t,, t, < §, o que prova que X7, ¢ um subespago fecha
do de X*, na topologia da norma.

enféo T*{g)f¥en*

Além disso, se T+* g X* i1

T para

todo s ejﬁf. Com efeito
W [Tece, 0-T#] [T506,)-T¥] Tois) #%|| -

= [T [Tate d-1#] [Tate ) -1]f %]

<frxeeyl Trce -nx] [Tace ) -1H] £

e a ultima expressao CONVErge para zero, quandoc t - 0. Portan

.tm
Tr(s} [xr,] C X,

—2Z
para todo s e R .

b) De 2.2.1 {1) obtemos

[<[T30e 0-Tx] [TH(e0-I%] %, 55| <

t2 ‘!:{,|
< <T* * *
JD [g | T1[u]T2[v}an*,f>1 dudv
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t2 t1
o I S T T R TR TR
< sup Tt f] Im o ag, exii |+l bty ,

- onde o supremo @ tomado sobre (u,v]) £ [D,tqj X [q,tzj. Donde
segue (1),

¢} Quando X & reflexivo, entao

It
>
*
It
>
*

X &

(ver [08], p. 52). Como

13

X%

* & * *
§o = i M XEy . 80 C X7y

temos também gue,

'2.10. Como Xgo € um subespago fechado do espago de Banach X¥*,

sabemos que XGD também & de Banach. Assim, a restrigao

{TEEtJ:t siﬁf} do semi-grupo {T*{t):t EIRE} a XED define um.
semi-grupo de classe [CO] em L(X*), Denotaremus o gerador in-

finitesimal de {Tg[t]:t giﬁf}, no sentido da.de$iniggo 1,2.5
N

e seu dominio por D{A,_ )

g*
por A1 117"

d

Na seguinte proposigan estudaremos & conexao entre
; =2 -
o semi-grupo dual {T*(t):t E3R+} e sua restricao

2
* - k.3
{TD[tJ. t E3F.’+} a XOD'
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2.11. Proposican: al) Temns

o* .
D[A1q](: D[A#ql(: X#q

e D[A#1}(W X & densa em X% na topologia da norma.

oo’

o* - . ;- . ‘ )
A11 € a maior restrigao de A*, com dominio e imagem conti=

b) 11

o *
dos Em XDD'

% .
Demonstragdo: a) Se f*cD(AY ) entdo, pela definigo,

0*
A t)A s1J*f* - *
( 1D[ ) qu _ Aqu .
guanda t - U+ e s >0, em norma, Mas convergéncia em norma

implica wW*-convergéncia. Logo, pela proposigao 2.2.1 (e,

* . ®
F*% € D[A11].

A inclusao D[A§1](: X?ﬁ jé foi mostrada na propo-

sigan anterior.

0%, . ‘
Como D[A11] € densoc em Xg na topologia da norma

D#
o* .
D * * * : . .
£ como D{A11]( {Aqu' temos que D[511] r]XDD e fortemente

o *
denso em XDD'

b) Precisamos mostrar que, um elemento % ¢ D[A$1] pertence a
O*'c * E * * * N oA s -
D[A11J Se A11F & XUD' Mas, se Aﬁ1f £ XDD‘ entac a funcgao
u EZR2 : + TE{Uu)A* TF
+ 0 11

€ fortemente continua emiﬁf e por 2.8 (1) temos
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[roe e )-T*] [Tat e )-T#]p%, 6> =

t t

2 1 ax
= <T*® =k :
Jo JU rD[U1’u2}H11+ T2 du, du,

f2 o 0% - .
= * e A
<JD JD TD[U1,u2)A11F* du1du2,f>

para toda f € X e tode t = [tq’tzj > 0 fixado.

Por um corolario do teorema de Hahn-Banach, obtemos

[Tg[t,le,l]—l*] [Tg[t:zez]—-I*]-F* =

t
2 t1 D*
* F %
JD J Tg[uq‘uzl A11{ du1du2
0
D* D‘k

. £ Sk = * *
C gque prova gque f* E D[A11] e AL,f Aqu .

3

3z,
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CAPITULD IIT
CLASSES DE FAVARD DE PROECES30S [E APRDXINAQﬁD MULTIPARAMETRICA

0 pioneiro do conceito de saturagao foi J. Favard,
que o estabeleceu em 1947 para métodos de somsbilidade de sg
ries de Fourier (Ver [DQ],[1D]J e foi fDrmﬁlado para semi-gru-
pos de operadores em espagos de Banach, por P.L; Gutzer, 2m
1956 (ver [04],]057).

N6s procuramos extender o coﬁceito de sasturagac
de P,L. Bultzer para semi—grupos bipéramétricos g o fizemos em
dois sentidos; um gque chamames de sentido restriteo & outro de
sentido amplc & caracterizemos as classes de Favard dos semi-
grupos biparamétricos em cada um dos dois sentidos,

Iniciaremos o capitulo introduzindo o conceito de
soma bﬁoleana de prﬁcessos de aproximagao com o sentido dadeo
por Birkhoff e Gordon [03].

3.1. A Soms Booleasna de Processos de Aproximagao
3.1.1. 3eja A um espacgo de Benach real ou camplexo e seja
L({X) a algebra de Banach dos endomorfismos em X.

Seja R = {R(r)|r < 0} uma famflia de operadores

comutatives em L(X) tal gue
rteye]l < mje| D

para todo r > 0 e f £ X
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1im || R(r)F - f|| = © . ' | (2)
r+0 ’

Uma familia nas condigoes acima é denominada "processpo de apro
ximagaoc da identidsde” no sentido forte.

Consideremos, agora, dois processos de apraximagéo
da identidade em X: ¢ = {S(s)|s > 0} e’ 1 = {T(t)[t > O}, Supo

nhamos ainda que
S(s)T(t) = T(t)S(s) , | (3)

para todo s > 0 e £ > 0,

3.1.2. Definigao: A soma Booleana de um elemento S(s) ¢ ¢ com

Tltlet & definida por

S(s) ® T(t) = Sis) + T(t) - Sls)T(t) . (13
Temos imediatamente o seguinte resultado
3.1.3. Proposigao: Sejam £ = {S(s]|s >0} et = {10t |t > 0}
doié processos de aproximacdo da identidade no sentidp forte.
Entao

[|sts) @ T(eiff] < mlffl| ' (1)

onde M independe de f e de [(s,t)



Y]
wn
.

lim [{S(s) & T(t)F-+]| =
t=0

50

1im 1im ||S(s) ® T(e)e-F|| =
50 -0

1im 1im ||S(s) @ Tit)¥-F]]
t+0 s5-+0

Du seja, a familia das somas Booleanas
L @®T = {5(s)® T(t)|s,t > O}
& um processo de aproximagio biparamétricp.
3,2. Ordem de saturagao Biparamétrica e Classes de Favard

Recordemos, inicialmente, s nogao de ordem de sa-
turagdo e de classe de saturagdo ou classe de Favard, pars

processcs uniparamétricos.,

3.2.1. Seja X um espago de Banach e & = {R{r); O <r < ©} um
processoc de aproximacao uniparamétrico em X. Supohhamos que

exista @ > 0 e uma classe F C X tal que

I

]fR[r]?—F|i o (r%) DRI = f Cr -+ 0) (13

[|[R(r)F-F]|

0 (r*1¢=) f € F - (2)

onde F contém pels menos um elemento nac invariante., Entdo, o

processo de aproximacgdoc R diz-se saturado em X caom ordem n(r™)
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e F & chamada elasce de saturacae ou classe de Favard.

E o seguinte o teorema central da tegria de satu
ragao de semi-grupos de operadores em espacgos de Banach, na

versac de P.L. Butzer,

3.2.2. Teorema: Suponhamos que {T(t): 0 <« t < «} seja um se-

mi-grupc de classe [CD] em L{X)
a) Sejam f,g elementos de X, Ffixados, tais que:

1im inf || t—ﬂ[T[t]F—F}~gl|: 0
t-0,

. Entdo f & D(A} e Af = g, Quando g = 0, temos que T(t)F - F pa
ra todo t > 0

" bh) Para toda f ¢ DfA), temos

Teg3e-F]l < sup {|| TCad ||}l Afil. ¢
_ 0<u<t '

c)] Se X & reflexivo e £ € X & tal que
lim inf || £ (T(81F-£1]] < o ,
t+D+

entdo f ¢ DLA).

Em termos de saturagao, temos imediatamente o se-

guinte

3.2.3. Corolario: Seja X um espago de Banach reflexivao e
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[T(£): 0 < t < o} um semi-grupo de classe [CU] em LX), Entao,
o semi-prupo esta saturado com ordem 0(t) e a classe de
Favard # = F(T{%)~I;%X) €& igual ac dominio do gerador infinite

aimal A,

Para processos bipdramétricos podemos introduzir

dois conceitos de saturagao, antes porém, convencionemos o se

guinte: Se Y(s,t) estd definido pars todo s,t > 0, dizemos
gue

Ppls,t) = DEsatB]
S

lim suctt_B Pls,t) = 0O

5-+()

t0
3.2.4. Definicédo: Seja {S(s} @ T{t}); O < 5 t < w} a soma

 b001eana.st processos de aproximagao {S(s]; 0 < 5 < w} e

{T(t): DO <t < ©}, Supaonhamos gue exiéte um par (o,B8) > 0 e

uma classe F({ X tal que:

Istsy @ Teere-r)) - o ts®Py = sesy Trede - (1)
e

stsy @ TLEIE-F] = 0(s%P) = f e o (2)
onde F contém pelo menos um elemento nac invariante sob

S(s)} ® T(t). Entao o processo de aproximagio {Sis) ® T(t) ;:
0 < s,t < w} diz-se ssturedo em X, no sentido restrito, oom

%
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o . e . ~ ' .
ordem D(s tB) e ¥ & chamada classe de saturagao rectrita ou

classe de Favard restrita.

3,2,5. Definicio: Sob as mecsmas hipoteses da definigdo 3.2.4,

suponhamns que exista um par (o,Bf) > 0 e uma classe H X tal
que:

Fllstsy @ Trof-fl = a(s%? JS(s) @ T(E)F = ¢

{ I stsis-ffl = ots™ =) {Sis)f = f (1)

Ll Tie)e-f] = o(t?) T{E)f = ¢

(| stsy @ Tleif-F1 = U[satBJ

= fed .
| stsre-s|l = 0ts™ (2)
Tetre-r] = 0cef)

\ £

~Onde H contém, peloc mencs, um slemento nao invariante sob

Sis) @ T(t), S(s) e T(t)., Entao, o processo de aproximagao
{S(s)@® T(t); 0D < s, t < o} diz~se saturado em X, no sentido
a, B - . o .
amplo, com ordem 0(s"t") e H & chamada e¢lasse de saturagao
ampla ou classe de Favard ampla.
Estabeleceremos agora dois teoremas de saturagéo

para somas bocleanas de semi-grupos uniparametrices; um ver-

sara sobre saturagao restrite e ocutro sobre saturacaoc ampla,

©3.2.6. Sejam {S(s): 0 <= s < »} g {T(t): 0 < t < =} semi-gru-
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pos uniparamitrico de classe (EDB em L{X), gue satisfazem a
condigdo de comutatividade 3.1.7 (3). Pela proposigao 1.1.4,

podemos considerar o semi-grupo ﬁiparamétrico {vis,t) =
S${s).T(t): 0 < s, t < =} de classe [CDJ em L{X). Consideremos

ainda o operadar A comp foi definido em 1.2.5,

11

3.2.7. Teorema: Sob as hipoteses feitas em 3.2.6, temos:
a) Se f,g sao elementos de X tais que

1im inf ||t s T [Tty @ Stslf-f] + g]| = O )
t-0

5->{]

Entéo, ¥ ¢ D[i\,H] e A’I’l? = g, Quando g = 0 temos T{t} S{s)f=7,
para todo s,t > 0, isto &, f & um elemento inveriante do pro-

cesso de apraoximagac {T(t) ® S(s): 0 < t, s < o},

" b) Para toda ¥ & DIA ), temos

41

Tty @ stsif-flf < sup LTI IsCvf A, flts (2).
: - : 11
. 0<u<t
D<v=s

e} Se X 8 reflexivo & se f € X € tal oue

tim inf ||t [s(s) @ T F-flf] < e (3)
L0

50

Entao, f € D{A11]

Demonstragao: a) Sejam f,g € X tais que (1) se verifigue. Fa-

%
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gamos

~1
A1q[t]¥ £ [T()-T]F

I

n

-+
|

s '[sts)-T]F
Vimos em 1.2.6 (5) que

) W Z
S-1im J [ TlulstviA {tlﬂoq[slf dudv =

t-0 Jo Jb 10
50
= [I-T(w) @ s(z)]f (4)

~Alem disso

W Z :
||J J T[u]S(v][ﬁqoft}ADﬁ{B}f-g] dudv]] <

< sup Twn
0<u<w
D<v<z

dserll A, tera,, (s)f=g]l w.z (5)

Pela hipdtese, o limite inferior {(f -~ 0, s -+ 0} do segundo mem
" bro da {ltime desipualdade & zaro,

Portanto,
W oz
J J Tlulslvlg dudv = F - Tlw) & S(z)¥F [B)

Donde segue gue, ¥ E,D(A11] e A11f = g, A igualdade (B) tam-



41.

bém mostra que, se g = 0, entao Tiwl}® S{z)f = f para tados

08 W,Z > 0.

bl Se £ ¢ D(A, .}, temos

11

s ¢t . )
Tt @ S(s)f-Ff = = j J T[u]S[v]Aﬁqf dudv

Pertanto,

[|T(t) ® s(edf=f]| < sup {0 IstvI ]t |]A fl.ot.s.
T oD<u<t

0<v<s

11

c) Se a relagdo (3) & satisfeits, entdo exisle uma seguéncia

o ¥ B JU * = COJ
[tn, n]ng v, tal que (e, sn] +(0,0}, quando n -~ e

1+

{A [tn,sn]F;ne N} = {Aﬂﬂ[tn]A 1{sn1f;na N1

11 0

€ um subconjunto limitado de X. Como X e reflexivo, existe uma

sgbsequen01a [tnk’snkjka N tal gue [A11[tnk,s Klf] canverge

-~ fracamente para um elemento g € X. Fortanto,

1im <F*,A11[t ,s_ 3F> = <fFg> 0
ko " Tk

para todo f* ¢ X*, Além disso, pela definigao de operador dual,

. segue gue

lim <f*,T(ulS(viA, , (t ,5_ )f> = <Ff*, T{uls(v)g>
11N n
ke k 3

para todﬁ u,v > 0 e toda f* & X*,

L]
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Visto que:

<f*,TU)S(vIA,  (t  ,s If>| <
11" 'n -

< JEr|] | TCu)s (vl Hﬁqq[tnk,snklf”

¢ |

[[£%]] sup {|[fTlu]]] HT[uJH}HA“{tnK,snk

O<u<w

e o Gltimo membro da desigualdade acima € limitado em cada re
tangulo limitado 0 < (u,v} < (w,2) (w,z arbitrarios, mas fixa
_dos) uniformemente em relacao a k,.temos, pelo teorema da con

Vergéncia dominada de lLebesgue, que para toda T* g X*

W oz
lim <F*, T{ulsSiviAa (t ,s }Ff dudv> =
0 T Ty

5L J+> dudwv’
0 "k k

1]

et
H.

E=|

\-_'__1
=
—
3

A

-

*

~

-
—

cC

wI

<

=
—

cr

S Z
= <f%, J [ T{ulSlvlg dudv> (7)

Por outro lade, comp convergencia forte implica em convergén=-

cia fraca, temcs também por (4) gue

11

W Z
lim <f%, J TlulSIlviA (t ,s )f dudy> =
0 " Mk

= <f*, F-T(w) ® S(z)f> (8)
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Comparando as relagoes (7) e (8) temos para todo har (w,z]l > U

e toda f% g X*

= <f*, f-T{w) @ S(z}F> ) - (93
Pelo teorema de Hahn-Banach, obtemos

W o,z
F-T(w) @& S{z]f = j J Tluls(v)f dudv ' (10)
o

1

Donde concluimos cque T ¢ D[Hﬂql e A T g, como gueriamos de

11
monstrar.

Na terminologia da teoris de saturagac temos a se

guinte

3,2,8, Corolario: Seja X um espaco de Ba#ach reflexivo e
{sls)@® T(tl; O <8, t < w} o processo_de aproximagao bi-pars
métrico gerado pelos semi-grupos uni-paramétrices <S(s);

0 <8 <w}le {T{t): 0 <t < «}, Entdo o processo de aproxima-
gao {S(s) @& T(t): D <8, t < =} & saturado em X, no sentido
restrito, com ordem O0{(s,t} 2 a classe de Favard

F = F{(S(s)@ T(t)~I; X) & igual &o dominioc do operador Alqe
A combinacido dos teoremas 3.2.2 e 3.2.7, fornece

o seguinte teorema de saturacgcaoc no sentido amplo:

3.2.9. Teorema: Sob as hipoteses feitas em 3.2.8 temos:
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a) Se f,g sao elementos de. X tais que
o a1 -1 o . |
lim infl] £~ s [T(t) @ s(s)f-F]+g|] = O (1)

(2)

i
o

lim infl]t'“[T[t)F-f]-g1

lim iﬂF||5—1[S{S1F"$]-g!

M
[mm}
{83
T

Entac, f ¢ D[A1¢J!W D[Aqﬂ)(ﬁ DEAD ) e A, f = g, A f = ¢g

1 11 01
Aig® = &
Quanda g = 0, temos gue
T(t) @ S(s)f = * (4)
T(g)f = f (5)
S(s)f = f (6
- b)) Para toda f ¢ D[A11](W DEA1U}(W D[quj‘ temos
[Tt S{s)f-fi{] < sup {HT[U]“'&[V]!“['AqHF”tS (7]
0<u<t
DEUES
[ITetye-2f < sup LHTCOIIT A, ]t (8)
D<u<t L

l|sts)t-7] < sup {[IS[UJ]U[|AD1f|ls
O0<v<s

c]l Se X & reflexivo e se f € X 8 tal gue



1in anf 7T [T() @ S(s)f-F] || < o | (10)
t=>0
50

1im inf|[t”q[T[tJf—F] | < e | (1)
0

lim inf {7 s(s)e-F] || < o - (12)
g1 - h

Entao, f ¢ D[A1qJ{W D[Auqlfw D{A1U]

3.2.10, Coroldrioc: Seja X um espago de Banach reflexivo e se-
jam {8(s): 0 < 5 < w} g {T(t): 0 < t < w} semi-grupos unipara
métricos comutativos com geradores infinitesimais AD1 2 AﬂD

respectivamente. Seia Aq o0 gerador infinitesimal, no sentido

i

da definigace 1.2.5, do semi-grupo biparamétrico
{vis,t) = S{e)T(t); 0 < s, t < o}

Entao o Bfocesso de aproximagao biparamétrico
{s(s) @ T{t);.0 < 5, t < w }

‘€ saturado em X, no sentido amplo, com ordem O(st) e classe

de Favard'a_:= D[A,I,i} M D{AU,]J M D{A‘!DJ'
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CAPITULD 1V

SATURAGAO PARA SEMI-GRUPOS MULTI-PARAMETRICOS DUAIS
Mo cepitulo III estudamos o problema da suturagaoc
dos processos de aproximagéo biparamétricos obtidos através
das comas booleanas de semi-grupos fortemente continuos em e8
pacos reflexivos., Podemos, entretanto, estudar este problema

" em espagos nao reflexivos, passando aos semi-grupos duais.

4.1, Preliminares

4,1.0. Sejam, entdo, {S(s); 0 < s < «}; {T(t); 0 < t < »} ¢
{V(s;t), 0 < s,t < ®©} como em 3.2.6. Sejam {5%(s); D < § < ®},
{T*(t); 0 < t < =} @ {v*(s,t); O < s,t < «} seus respectivos

semi-prupos duasis e sejam

XA {FF g XA: lim [|Tr(t)fr-f%]|] = 0)
01 .
t-0
Xfy = {f* ¢ X¥: lim Hsx({g)e*-¢%|] = 0}
5+0
Xg, = 1F% e X% lim|| vals, t)ex-fxfl = 0}
s+l
t =0
Sej ind AD* o* AU* i ini
ejam, ainda, in’ 04 e 14 0% geradores infini-
tesimais dos semi-pgrupos considerados, restritos a X:D X;1 E
Fl
#
XUU'
0 problema da suturagdo dos semi-grupos duais
{8*(s): 0 < s < w}e T*(t): 0 <t < »} j5 foi resoclvido e

sua solugao & devida a K. DE LEEUW @8] (Ver também ES]).
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4,2. 0 Teorema de Saturagﬁo para Semi-grupocs Duails

4.2.1. Teorema: a) Sejam f* e g* elementos de XSD tals que

vim infl] 7 s {s*is1 @ THitIF*] « g*|| = 0 (1)
5[ .
t+0
0% o* ,
entao, T* € D[A11] 8 quf* = g%, No caso em gue g*¥ = 0 , temos
S*¥{s) @ T*(L)f* = % -, ¥ t,s > O (2)

b)] Se f* ¢ D[A? }, entao

1

[|s¥(s} @& T*{tif*-7*|| < sup HS[u]]]HTEV]H|PT1F*H 5t
-pnde supremo & tomado sobre os [(u,v) € [D,s] b [D,t].

T
Ec) Se f &eXDD e

1im inf|| o7t [S*(s) @ TH(tIf-£x]) || < o
s—+0 ‘
t-+0

. - .
entao f* ¢ D[Aqﬁl

iDemonstra(;éu: (a) £ apenas um caso especial do teorema 3.2.7(al.
b) J& foi demonstrado em 2.2.8 (b)

‘c) Pela hipotese, existe ume constante c > 0 e uma sequéncia

[(sj.t.]}. em RZ tal que, (s.,t.] -+ (0,0) e

33 NN 50

Hsf1t31[b*[s} ®© TH(L)Fx-£x] ] <Cc , 1= 1, ...



48,

Para cada inteiro n > 0, seja EH o w¥=~fecho em X* do conjunto

5.~ {sgqtgq[s*isl@T*[t]f*"‘f?*]= j > n}

Como cada um dos conjuntos gn ¢ limitado na topologia da nor-
ma e € wkx-~fechado, segue que gn & wx-compacto para todo n > 0.
AlEm disso, a familia {gn; n > 1} tem & propriedade da inter-
segan finita. Logo, existe g% ¢ X*¥ tal gue g*E:(W{gn; n o> 1}.
Fortanto, gualguer que seja a vizinhangae fraca de
g%, ela contcem um elemento de Sn, para todo n > 0, Ou seja,
para todo ¢ > 0, todo f ¢ X e todon e N, existe j > n tal gue
-1, -1 ’

(s, t. I5%(s)@® T*{t)f*-F&ig*lf| < ¢

163" s s e Jexi¢|
Fixemos, agora, f ¢ D[A11] e seja € = 1/2. Entao, existe
j,1 > 1 tal gue

|[s‘n'1t“’| [S*(s) @ T*(t)f*-f*]-g*)F| < 1/2

1 1

t

- Kk , . . .
Para ¢ = 1/2, ex1§t§ Ik > NI + 1 > Jk tal gue

|[5;1t31[5*[sj ) @ THE, JfR-f*]-g*)F] < 172"
k Ik K K

Assim, determinamos uma subsequéncia ({s. ,t. })}. des ((3.,t.))
Jg I K NI

}J tal que

dependendo da escolha.de f ¢ D{A11

lim <sj1tfq[5*[s, V@ T*(t, IF¥*-F%),F> = <g%, F>
ks Jk Ik Ik Jk

Logo,

jJ
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cgr, f> = lim <f*, s 1T (S%(s, )@ TH(L, )FE-fH)>
. *
<F*, ﬂ11f>

Donde segue aque, f*% ¢ D[A?13 =} A?1 = -p.

4,2.2, Coroléario: al) Se T ¢ Xﬁg e

||S*(s) ® Tx(t)F*-5%| = D(st) ' (1)

entdo f* & um elemento dnvariante do processeo de aproximacgao

é_biparamétrica {s*(s) @& T*(t): O < 5, t < =}

b) Se f* g X% entao saoc equivalentes as afirmacgoes:

oo’

f* ¢ DIA¥,) , : {2}

existe o’ limite

wF-1im st {S*(s) @ TE(L)-F¥) | (3)
s+l
t~0

| S*(s) @ T*(t)f*-f*}| = 0 (st) . (4)

Observemos que & COnjugacdo do corolario 4.2.2.
com o corolario 2.1,5, pg. 92 de [DB] resolve o problema da
saturagdo do processo de aproximagao {S*(s) ® T*(t};

B <s, t < @}, restrito ao subespago XGD de X*, Explicitamen-

te temos
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4,2.,3, Corolario: O processo de aproximagaoc {S*¥{s) @ T*(t):.

0 < s, t < »}

a)l Esta saturadoc em Xao, no sentide restrito, com ordem 0{st),

sendo a classe de Favard F = XED(W D[A?1J

b) Esta saturado em Xgu, no sentido aemplo com ordem O(st),
o = *. k] * [ A%
sendo a classe de Favard F XDDK\ D[Aqql f\D[ﬁqol f\DLAGq].

Observemos ainda gque, o Coroléric 4.2.3. contém o
corolério 3.2.8 e o teorema 3.2.9, uma vez que, se X & refle-

: - 5 * = *
xivo, entao X _XUD'
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A TEORIA DOS ESPALCOS DE INTERPOLAGAO ENTRE 2" ESPACOS

DE BANACH

J& dissemos gue um dos objetivos deste trabalhbo &
estabelecer conexdes entre s teoris dos semi-grupos multipara
métricos ® a teoria de Interpolacdo de Fernandez. Isto sera
feito no proximo capftulo e afim de tornar este trabalho dida
ticamente mais completo, apresentaremos, neste capitulo, um

resumo da referida tecria de Fernandez. Para malores detalhes

.ver [1ﬁ].

5.1. Definigoes Basicas

5.1.1. Consideremos O = {k = (K .,KH]E Rn| kj = 0 ou 1,

47

1l

j = 1,....n} e seja E [EKIK €3 ) uma femilias de 2" espagos
de Benach imersos, algébrica e topologicamente, num mesmo es5-

pago linear Hansdorff V, Uma tal familia serd chamada de famf-

lis admissivel (de espagos de Banach em V).

©5.1.2, Se E = (E :k e0) € uma familia admissivel de espacos
de Banach, introduzimos a enveltdria linear ZE e & interssgédo

:E como espagos vetoriais na forma usual.

Os espagos vetoriais ZE eMNE sao espagos de EBanach

em relagado ags normas.
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| #]~g = max {ll><k||E |k en ) , | (2)

respectivamente.

0s espagos LE e ME estac continuamente imersos em

5,1.3, Dada uma fTemilis admissivel E, chamaremos de espaco in-

termedidrio em relacgdo a familia a todo espago de Banach E que

satisfaz

MNEC EC IE (1)
(0 sTmbolo(C indicard sempre uma imersas continua)

5.1.4., Diremos que um par de espagos de Banach {E,F) interme-

diarios em relagdo as familias admissiveis E = (E k €0 ) e

K;

F = [Fk:h €0 ), respectivamente, tem a propriedsde de interpc-

lag3o se para toda aplicagaoc linear de ZE em IF tal que

TIE,: E, =+ F (k € (1)
implicar gue
T: E + F o (2)

{A flexa ~ denotara sempre aplicagoes lineares continuas!)
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5,1.5. Observemss que a condigdo 5.1.4 (1)} implica necessaria

gue T: TE -+ TF.

5.1.6. Seja G um espago de Banach com norma |{l.|] e denotemos
n
por R, = (0,0} x ... x (0,=]).

. n
0 espago das fungoes g: R;w? G, fortemente mensu-

3 i ] " e E I i = l;l t = L .- LI B ) 4—’
raveis em relagac a medida d, d*t,1 d, N rjt,,l/t,l dtn/Ln
e gue san Q = (qq,...,qn] integraveis (com as modificagoes ha-
bituais quando qj = w, para algum ou todos os j) seréd denotado
por LS(G}.

0 espago das fungoes g: RT +~ G, fortemente mensu«
raveis em relagac a medida usual de Lebesgue sobre o Rz, gue
sao Q = qu,...,qn] integrais (com as mmdi?icaqﬁes habitueis
guando ay = ...} serd denctado por L?{G}.

0 espago das fungdes g: R’ - G fortemente mensurs

. . -~ . N -
vels 'em relacauv a medida usual de Lebesgue sobre R, gue sao

Q0 = [qﬂ,...,qn] integraveis [(com as modificacgoes usuais gquan=
do g, = @, .+.) sera denotado por LQ[G]}

Juando 6 = R ou € denoctaremcs esites espagos sim=
plesmente por LE, LT e LQ.

Para tpnda a teoria dos espagos LD, com normas mis
tas, a referéncia bdsica serd sempre Benedek-Panzone [011.

Dada uma familia admissfvel E = [EKIK e}, o gue
se pretende & desenvolver um mEétode de construgao de espa&acGs
intermediarios em relacao a familia dada. Ainda mais, gque o©s
pares de espacgaos intermedidrios construfdps gm.relagéo a duas
famflias admissfveis tenham a propriedade de interpolacao.

J. Peetre desenvolveu neste sentideo os chamasdos
K~ e J- métodos reais de interpolagéo (Ver [23]] para famiiias
admissfvéis de dois espacos dg Banach. Fernandez extendeu gc=-

h
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tes metodos para 2 espagos de HBanach, come segue:

5.2. As Normas Funcionais K(t;x) e J(t;x)

”

Consideremos E = (EK|k em) uma familia admissi-
vel de gspagos de Banach,

.,tn] > 0 [ti b ?], y £ E

5.2.1., Definigao: Para t = [tq"'

X € rE defimnimos as normas funcionais

J(t,y) = Jit;y;E) = max{tK”yHE'|K e} . (1)
K

e
. s k -
KO, x)=K(t,x;E)=inf{L t HxK|]EK|x—Ek><k, x, €E ,kel} (2)
k1 K
onde t = t . t M,
1 n

Vemoes gue para cada t fixo as normas funcionais

Jlt:y) e Kit;x) definem normas egquivalentes a ”YIBE e HXl&F

emfYE e IE, respectivamente.

5.2+2. Proposigdo: Para todo v € E e t = (t,,eve,t 0,

1 n
g = (s8,,000,8_ 1 > 0 vale
1 n
Kltsy) < [min tksnhl J(ls;y)
k
5.3. 0Os Espagos EEKIK € D]G,Q,K
Consideremos E = [Ek|k eD) uma familia admissi-

vel de espagos de Banach e os parametros © = (8 ,6 7,



1iﬁ] = [q,l‘nll-;ql_ljimu

5,3,1., Definigdo: Definimes [Ek]k g[])e como 0 espago dos

»Q,K

X g vk tais gue

* O
Y
A

79 Kitsx) g L

5.3.2. Proposigao: Os espagos (Ek]k £ B]O,Q,K nao se reduzem
necessariamente a {0} quando 0 < ej < 1, 1 < qj < w g
U< (1, .:m[.=1,.-.,ﬂ).

< SJ < QJ J

5.3.3, Proposigao: Os espages_[Ek|K e ) $s30 completos

9.0,K
guando munidos da norma
-8

kil g, = |ft KUt x) ]y (1)

N ’ ._* -
5.,3.4. Proposigao: Os espagos [Eklk €0 JO,Q,K saoc espacos in-
termedidrios em relagao a familie admissfvel E = [Ehik e .
Isto €

NEC (E [k EDJQ,Q,KC ZE ' (2)

A proxima proposigio mostra ﬁue DS 2S5pagos

{EKIK t D]G Q. tem a propriedeade de inferpolagéo e podem ser

chamados de espagos de interpolagao,

5.3.5, Proposigdo: Sejam E = [EKIK ECl) B F = [FK|K £ ) duas
familias admissiveis de espagos de Banach em V & W, respecti-

vamente. Se T € uma transformaqéo linear de XZE em XF tal que
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erntao, para todo © = (0

. (F k ¢ . 2
T:i(E, |k € Cly gk 7 (F R P (2)
5,4. A Discretizacao do K-m&todo
Sgjs F = [FP|K e ) uma famflia admissivel de es-

pagos de Banach,

Dados N £ Z e 0 < @ = {81,...,8n] < 1, facamos

- - M =
N.O = n, B, * vaa * nnon 6 s M = [mq,...,mn}, fagamos =
m, m

5.4,1. Proposigao: Seja X e£-ZE. Entao x e {EKIK £ D]O,Q,K se,

g somente se,

e % eMixy e a¥z™ (1)
Ne?
mais ainda
-, 06 Y
|| (e Kle ;x) | = || x|
nez" 2%(z™) b.a.x

< enenelﬁe—N'eK[eN;xl]

5.5. Us Espacgos (Ek]k € D)O.Q,J

Consideremos, como antes, E = [Eklh EN ) uma fami

lia admissivel de espacos de Banach e os parametros
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0.0, ] Como O espago dos

“x g LE para os guals existe ue Ll (ZE} com uURT]C:rWE e tal

'5.5.1. Definigdo: Definimos (£, |k D)

que
x = J ult)d,t (1)
R,
.
£ 7% ttuteny o LS | (2)

Da mesma forma gue o= espagos do tipe K temos a

seguinte proposicgao,

5.5.2. Proposigao: Os espagos [Ekhﬁiﬂ@[ﬁJnao se reduzem neces

: sariamenté a {0} guandeo 0 <« ej <1, 1< qj < we U< ej < 1,

q. = o [ = 1,2,...,.n).

5.5.3., Proposigao: Os espagos {EK!KQD]O .1 sdo- completes quan
, 2 -

‘ do munides da norma

Hxlb 0 J=inf{ﬂt"93[t,u[t3]}|g; X = J ultld,t}
¥ ¥ L* Fn

5.5.3. Proposigao: Os espagos {Eklk e@) sao espagos in-

0,R,d

termedidrios em relagcag a familia admissivel E = [EK|K €M),

Isto &,

£ C:[EklkEZD] C Ik - (1)

OJGI‘]



i
n
-

5.5.4, Proposicgao: Sejam E = [EK|K ) e F = [FK|K £ 0) duas
famflias admissiveis de espagos de Banach em V e W respectiva

mente, 52 T € uma transformagao linear de ZE em IF tal qgue

T]E : B+ F (k ¢0 ) (1)

entao, para tode O = £81,...,8n] e [ = [qﬂ""‘qn] tem-~oe

T:(E [k eO) ~ (F o fk en)

0,4,J 0,Q0,4

5.6. A Discretizagao do” J-método

5.6.1. Proposigaon: Seja x € LE. Entao x ¢ {Ek|h EEL)O,Q,J se,
e zomente se, existe {uM]M emE, M ¢ Zn, tal gue
x = T Uy . {em TE) _ (1)
Mez" '
e
m%rceu e 2Mez™ (2)

MeZ

5,7, A Identidade entre os Mdtodos K & J

5.7.1. Proposigao: Se 0 < O = (81""’8n] <1, 1 <P =

{p1....,pn} < Q= [q1,...,qn] < =, entano

(EK|K EE]JG,P,J(: [Ek|k QISJG,Q,K .

5.7.2. Lema: Seja x £ LE para o gual existem constantes

0 <0 = (90 .,enJ <4 e C =1Ci(x) >0 tais que

1;:-
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Kls;x) < C a9 ‘ (11

Nestas condicdes existe u € LlEZEJ, com U[PZJC;(WE, tal gue

X = J Ult) d,t (2)
]Rﬂ
+
e

Jis,uls)) < (4e) K(s;x) | (3)

5.7.3. Proposigan: Se 0 < @ = [61""'8n) <1e 1 <@ -=

[qﬂ,...,qn] < o, entao

(B, |k e0) C [Eklk DI

0.§,K PR

5,7.4, Teorema: Seja E = [EKlK g) uma familia admissivel,
g < Q = [81""’8n] <1 e 1 <@ = [q1,...,qn] < o, Entao vale
a identidade

(B [k eO)y = (E [k eD) (1)

g, K ©,Q,J

com equivaléncia de normas.

OBSERVACAD: Em vista da identidede 5.2.6.4 (1) & nao havendo
necessidade, por razoes de calculo, explicitar-se o espacgo de
interpolagéo foi gerado pelo método K ou pelo método J, escre

vemos simplesmente [EKIK e )

0,0

5,7.5, Corolério: Se 0 < @ = [01,...,8n] <1 e 1 <P =

(pﬂf""pn] < Q = [qq,...,qn]'i o , yvamos ter



[Ek1k E{]]G’P(: [Ek]ﬁ.e Dg
Em particular

(B [kemlg

(Agui 1 = (1,...,1) e @ = (o, ...

0

C fEK[KED]@,Q(: [EK|KEDJG'W

6o,
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CAPTTULD VI
FSPACOS DE INTERPOLAGAD E SEMI-GRUPODS

Neste capitulo apresentamos uma versap biparamé-
itrica dos espagos inktermediarios geradoé por semi-grupos de
opéradmres %m gspagos de Banach, introduzidos por J.L. Lions-
J. Peetre [[23],[24]] e_mostramoE gue estes espa?o; 580 espa-
gos de interpolagdo, segundo & teoria de interpolagio para 7'

~espagos de Banach de Fernandez.

.B.1. Espacos de Benach Gerados por Semi-grupoas Biparamétricos

de Operadores

;5.1.1. Seja X um espago de Banach real ou complexo e seja
:{S[EJT[t]; [S)t} giﬁ;ﬂﬁ+} um semi~grupo equilimitado (com 1i-~
.émitante M.

Suponhamos que uma das seguintes condigoecs, para

o e B emR, me nemNepeqgemR , seja ssgticsfeitsa

0 <a<m, 0<B<n, 1<p,gzgw ' (13
Uiaim,D<B<n,p=m,1iqiw (2)
0 < g < m, 0 < B < n, 1 <p <>, g=® : (33
D<a<m, 0% B < n, p =g = = (4)

15.1.2. Definigao: Sejam A = (a,R), R = (m,n) e § = (p,q) sa~
tisfazendo uma das condigdes 6.1.1. (1), B.1.1. (2], 6.1.1. (3)
éou B.1.1. (4). Definimos X(A,R,Q) como sendo o conjuntoc de to

idos 05 elementos f & X tais que



G2,

-ak, -Bk mk nk '
s v A Bsi-1] ren-30 Zelle it m

+K1]
k= Ekq,K21 e O~ {(0,0)}, 2 onde Quouk = [pk1,qkz] (agui diden-

‘tificamos [(p,0) com p e (0,q) com gl.

;

'6.1.3. Proposigdo: Os conjuntos X(A,R,Q) sdoc subwspagos deo X

‘e sao completos sob a nerms

I 7l et 0 0 g
Fl RN . e t T15(s)~I Tit)-1 il _ |
AJP\JQ ke [ LED[\UQ|KI,X]
k#{0,0)
{1)
ou szja
. o _ "
: -0 [l . d
l|+‘HA,R,Q=]|+N+{JD[s B sr-1] MelpP 2% .
® . . . Y/q
{J e P [reer-1] el @ 24 v
B .
{J [J [sﬂtmgll[stshﬂm[ﬂtpﬂ”F“]DEEJ dt
’ . s- . t
070
._;DDm as modificagbes habituais no caso infinito. Alnda mais,
K1m K?n

ke

. Bemonstragao: Obviamente B6.1,3 (1) define uma norma em
' X(A,R,Q). Mostremos, entdo, que os espacos X(A,R,Q) sdo com-
_pletos., Restringiremos s discussio 2o caso 1 < O < =m; os de-

" mais sdo mais simples.
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Suponhambs que.'(€jlj seja uma seguéncia de Cauchy

~em X(A,R,Q), Como

HFI& £||FHA'R,Q {3)

fj]j e uma sequencia de Cauchy em X. Portanto,'existe f e X
;tal gue

1im]|fj-~ﬂ|>< = 0 _ ' (4)

j+m

‘Ainda mais, para todo 0 < (s,t) < = fixado, temos

s-1im s'u[S(sJ~i]mF_ = s %[s(s)-1]"F (5)
j+oo J
; -8 = N B n
s~1im t = [T(t)-1I] o=t [Teey-1]7f (8)

j—!»oo

s-lim s %t P[5 (s1-1)"[T43-1]"¢ = [5(e)-1]™ [T06)-1] ¢ (7)
g J )
ée peloc lema de Fatou
® - m el
Ja (s"%fsts)-1]"F )P =2 <
. , “ -¢n L P ds -
< lim inf jU (s. 7| [s(s3-1] P S < (6)

C =By n q dt
(t T{t)-1I Fil 11 = <
[ B e she 48

| . ® B on . .g dt :
< lim inf Jo t l[ﬁ[t]—I] {j] - <~ (8]
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J (5™ % P s esy-1) " Tred-1] e PP dﬂ_g_
c

. R S m n ;
< lim inf JD (s %t ﬁ]Laib)*I] LT[t]-I]_Fj|Uq —

“Assim,

YT By - n da~ag/
[Jnm “t B||L5[sj—1‘]m[1{tl~1] flhP ?]q P <

_ @ X _ - dsv9/p
[lim inf Jgts ay BH[En{s]"II]m\_T[t]—I]nwcjH]D S0P

@ o _a _ q/p
- lim imo[J T o -1) [T -1) e P 22
0 |

E Novamente, pelo lema de Fatou, obtemos

[ o fee-0mno® 277 g .
o ! B

0

' w 00 p
< lim inf J [j[ OB es)-1) " [ree)- 1]”{ P ds] 93 < % (11)
o o

(11]

EDD (8), (8) e (11} concluimos que ¥ ¢ X [(A,R,Q). Resta mostrar
- que

lim Hfj = 0 (12}

j-+<.o

) -FHF\.R.Q

f Dade £ > 0, existe N ¢ N tal gue



o
n
«

le-fdla g g ¢ _ (13)

para todo i,j > N. Consequentemente

® p
-, By m n ds p
JD (s %t ||[ssy-1] " [Tet)-1] [fi—fj)HJ — < ¢ (14)
j SRR ICI R Shl ,wj—-FjJ]p“ o< gt . (15)
0 .

o o _ : P q/p
_ - B ~ M I d gt
JD UD s er -] [Tey -] Ner e O < e

(16)

Aplicando o lema de Fatou, da mesma forma como antes, com

jJ + =, temps:

J [s'a||[5t51—1]mwj—m||]D9§< eP - , S 17)

0

J [t“ﬁ‘[T{t}—I] {+j~%1]pq %; < e (18)
0

o, B - L LN r ds, 9" Paz q
JD [Juts t ) [sts)-1] [T(t)-1] (F = <
(19)

para tode j > N, o gue demonstra (12) e portsnto, X(A,R,Q) 2

um espago de Banach.

A desigpualdade (3) demonstra a segunda inclusao em (2). Resta

demonstrar a primeira inclusac em (2). Novamente consideremos
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hqm kzn
¢ caso t < Q < *, Suponhamos que T £ MD EA1U ANgy J» Temos
' ke
| [scsa-1]"s ] < mial ™ 5 > O 200
I sesr-1]"rll < e £l 5 > 0 (21)
De (20) e (21) conclulimos que
I [sts1-11™F < (m+13™ min (1, s ()] || f]|A?DfH] (22)
Analogamente
I [T[t]—I‘]n'F'H < (M) " ﬁin[1,t”3t\|{|| s f] Ag L fll) (23)
Por outro lado
| fsea-x1"[1e0-11"0 | < nafgal, ]l o (24)
1 [SESJ—I]m[T[t]—I]nFH LINGES RTINS I (25)
Al [st1~1]m[1'££141]”ﬂ[3 (M+1) ™ || qufn £ | (25)
=

Il [ses)-1]"[Teer-1] )] < =Mo" |l ]} (27)
De (24), (253, (28) e (27) segue Qgue

| fsts)-1]"[Tee)-2] %)) < =™ minea,s™,t",s™t™) «

L] AT I AT Il AT A (25



R e e r———————— T =

B7 .,

Pertanto

1/ p

PR 4 . m,pdsa
H{-i])t.' R,0 — ( H H+[M4’l} {J.UEE' min(i,s) ) Eg—} .

Q) Il ATgel) + Gre”

o _1/q
{J (t g min(1,t )" EE} dief] + ||An IR
0 L 01

[M+1J”””{Jm[r[a"“t"gminm,sm,t §"t))PEE e A h
0 Jg
ALelatl AT Al laG, fl AT A DﬁH)

. Como

s %int1,s™ e PR, t Pminct,t™ e LIm))
© :

s %78 mincr,s™ ™, M) e LEEIREJ
Temaos

s g o 2 ¢ e, R, 0, M) (4 [aT AT+ Hag, ol «l]aT a0, 4]

{30)

- B.1.4., Proposigso: Seja A' = (a',B'} < A" = .foc",B”] e
1< B <

Y(A",R,0)C X(A',R,Q) ' (1)

A



Mas ainda, para 0 < A < R & 1 < R < =, fWD[ 10 Ay } & um sub

Ga.

espaco denso de X(A,R,Q).

" Demonstragao: Como

e 0 <« A = {a',p")
11 m, g *
Il + g rs

0

{J 7B e
0

{J (SFGIH [S[s
1

1
{J (7B [roe

{J (£ 8 [Teer™-13+ |p° EEE}
1

s %t P s 0s)

o’ < 5"u" = tHB' i_t_Bf para 0 < s,t < 1
< A" = (a",8")} temos
o L™ p ds N

fistsd-1]7¢[27 —3 -

- 1/g
-1 e Ay

t
g/p,. 1/q
d dt
B fscar-1) " [rien-1] "¢ [pPIE] 2
] _ 1/[3
“stsr-1] e [pPE .
1/p
]"e pP 22y
1/q
4N g dt. .
] pT 5
1/q
’ 174
B o Dda d N
Ilstsy-1]" [Teer-1] ¢ | =}
' - /D 1/[]
& _oam _Lan pds 9 Pgt .
Istsy-1]" [Teer-a} =] =23
g/p 1/
)" [reer -1 e P 22 £ .
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N ) y oo . ..a/p . 1/g
{J [J TP seey-1)  freey-1) P %f %%}

RK

’ 1/p
LTI p ds :
<Al {J 7| fster-1]elnP 2y
0

Lom 1 aw _ /q
G e of B o= T
{a'pl P 0

4N (S T o ' a’p ., /g
) +~|++{J ([ B Bor-1 ] e -1]0epPde CLYR
(grg 1/ o Jo S

i 1 A B /g

[M+1}17_ {J'[t B N LT{t}"I]ﬂ{H]q %;} +
(a'p) P G ’

. yn L ' . /D m+n
W) [ T =] TepP Ly
(B'q) 79 q (a’ps P g)

(M+1)™ (m+1)" (m+)™ 0
£ o 1/p . w0 ip 1/qj||$|Lu 0
(a'p) (B'q) (a'p) (B'q)
Agora sejam f € X[A,R,Q) e (s,t} > 0. Definimos
—m [% [ .
fs = 5 JU JU S[u1+...+um]f duﬁ...dum (13
o (F gt
f, = t j J Tlv, +e.u*v )Jf dv, +.. dv (2)
t 0 ‘o 1 n 1 n

- n t trs 5 _ .
?5t =5 t J ...J J ...J S[uﬁ+...+um]T[u1+...+vn)¥du1...dumdu ...dun



kﬁm k?n
Obviamente temos que f_, e MD [A10 Aﬂq ] e
: ke
m ] | g
Argfey = 8 [Sts)-I]0 £,
n ~ n
ApqTer ° Tt " ofy
m ,n _ -m,-n B n
AP0 1T o t [S(s)-If Tt |

Para a & b fixasdo, temos

[!{_fstlh,R,Q =

a
" Ta _1]m ; )P du
HF=fgglly - {fu[“ | [stur-1]"ce-¢_ )

b -B n g dv
{J (v_BH[T[VJ—It]D[f-f‘_]H] LA +
b st v

b a
{JD [JU[U“GVBHE[”}“IJm[ﬁ -1]" ¢

b o
{f [J fu"%'gn[stm-zj”’[ﬂv)—:[]”w—fs
D a

P

g
il uJ

q/
du-
<

(4)



71.

o ' - q/ 1/¢
8 Ly - = o M hne ) pdu-q pdv “
{[b [JD[U %y B“ [stuw-1] [1tvi-1] {f7+5tnij —] %7 +
o o /p 1/q
- - o m 20 pdu 4 dwv
{Jb [Ltu “v B|| (s tw-1] [T -1]) T te-f ] vl
L T S T SR SR
Visto gque
[ [stuw-1]"¢ | < Ml s tu)-1] T ] (7
[ [Tova-1) e ) < M [Tev-1) e (e)
1 [scs3-1]m T3] e Il < Ml [stw-2] " [Ten-1) ][ (9
Témos
a ~ ' 1/
I, < 1) {J (W7 Tscur -1 0P %F} (16
0
’ (m+11" - -q
I, < ——~—a || #-7_.|i (11)
2 = [ap]:/p st
b, . 1/q
I, < (Me1) {J o [roeo -1 o %}. (12)
0
(13" -p
I, < b Y r-f || (13)
4 — EBq}j/q st

174

A8 o ~B - " q/p
TR stu)-1]" [T tvr-1] e PE) Ty

{14)
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b @ a/p, 1/g
“g -B - m an p - dv

I 2 Gte1) {JD _[J[D[u__ R [scad-1] M T ova-1] M o

{153
. -B a 1/
1, < (Me1y" " ..__...E..,T_/_ {J M (scuy-1] ™4 P ELE
(Bg) T Jag
(16
m+n a"(); DMB H ” { )
I, < [M+1) faf 17
g — (ap]qu [Bq]ﬁ/q st

Como f € X(A,R,Q}, dado € > ., podemos escolher a e b de forma

-+ i,

que T Ty, 1 I. < e . Por outro lado, camo|[?~FStH

1°? 57 7 -
guando [s,t) + (0,0}, fixados a & b, podemos escolher s e t

de modo gque tenhamos I2, I4Ie IB £.

6.1.5. Observacdo: £ f8cil ver gque, se ¥ € X(A,R,Q) entao
S(s)T(t) f ¢ X{(A,R,Q} para todo (s,t)] € R AR e

+ +

istedTledrll, o o 2 M| € |
ou seja, os espagos X(A,R,Q) sao invarientes em relacao ao se
mi-grupo {SIS}T[t}; {s,%) Ejﬁ+ﬂﬁ+} e a restricano deste semi-
grubc a X{A,R,Q) define um semi-grupo equiﬂlimitadﬁ'em
LIX{A,R,Q)). Queremos determinar agora a classe das fungoes
f € X(A,R,§) para as quais a restricdo € de classe (c_) em

L(X(A,R,Q)),

5.1.6., Definigao: Denotaremos por x®(A,R,Q) o conjunto das

f & X{A, R,Q), tais gue

1im{] S(sIT(t}f~F]| = 0
230 ARG

t->0

+



X (A, R,0)

mk

1D

6.1.7, Proposigao:

g & igual ao Techo de (W (A

Demonstracdo: Claroc gue X°

Para provar que e fechado, su

(ALR, Q)

73.

& um subespago fechado de X[(A,R,Q)

nk

81 ") em X(A,R,H).

& um subespago de X{(A,R,Q).

ponhamos gue {fj]j seja uma sc-

guencia em XD[A,R,Q] gue convirja a um elementﬁng pertencente
ao fecho de XD[A,R,Q) em X(A,R,RQ). Assim, dado & > 0, existem
je& Ned >0 tal que
- - _ i >
1|€j g”H’R‘Q €/2(M+1)  , >N (1)
- < E 5 g '
”S[S]T[tl¥j_FjuA.R’D /2 para 0 < s,t < & (2)
Fortanto
”S[s]T[t]g-g”H rg S < |stsytee Jg"StslT[t]fng,RJD
. lls(s T(t]f -7, ” R.G +|]fj-g”A g
< (M) I|Fj—g”A’R,Q * “SES]'T[t}fj-?j“A’RJm e

para 0 < 3,t < ¢ & conseguent

Pela proposigaoc 8.

nk

01 Olel

mK1

Afirmamos que(\D[A1D

6,1.3(30) chtemos, para toda

”st]T[t]F—FﬂA Rg S

Sis n n
+ |5t ITUEIA, Aan”

“l

Cl|sisdT(tIF- ﬂ[“S[sTTt]A

emente X" {(A,R,Q) & fechado.
mk nkz
A

10 Po1 1 X(A,R,Q).

1.3, MDA
%Y (A,R,0Q). de
mi

1
f E(WD[Aqa

Com efeito,

nk
2.
A01 )

t-Aygtll

S(s)T(t)AT £-aM

10 01 10 U1f“)

(3)
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e a expressao deo direita converge para zero, gquando

(s,t) =» (0,0), Resta mostrar quefﬁD{Am A7 £} & denso em

10 01
XO[A,R,QJ. Para toda f € XO[A,R,Q), a fungao

(s,t) € [0,%) x [0,%) » S(s)T(tIf € X(A,R,Q)

& fortemente continua e portanto a integral B.,%1.4., (3) existe

no sentido de Riemanhn e

OU,eas.0dU QU »,.dv < E
1 m i n

para s & t suficientemente pequenoa; Por outro lado
mk,| nkz

f5+ € (RD[Aqn AD1 ), para todo s,t > 0,

6.1.8. Corolario: 0 subespacgo XD[A,R,Q] e igual a X(A,R,Q) pa

ra 0 < A< R, 1 < @ < ¢,

Demonstragan: Segue imediatamente das proposicgbes B.1.4(b) e

B.1.7.
6.,1.8, Corolario: Para R = (m,n), temas
mk1 nhz o

Demonstracgao: Como

B Csa-r]"ell < ms"faf el lilrcer-z]"e (] < me™ [Jag, 7l



| {stsa-] " [Teed-x]" el < ms™e™ | AT AL, F

Temas gue:

mm|

¥l qon il sup o Mlifss1-1] e ) »

0<dg<m

sup t " [Tcer-a]Te]] -
<t

sup s "t M| [srsy-11™[Toey-1]"F ]
O<g<ee
Q<<

n

< mQlEll <l AT el [TAD Rl + [TAT AR Al
Por putro lade
mk, nk -mk, -nk mi _ Nk,
A, A, 2l = 1am s Tt P [scer-1] Tlreo-1l o e
t,+0
t;+D

Donde econcluimas gue

1Al AT ol gl afoag £ 1< el g
i mk1 nhz
se F & (IDIA L Ag,T)

. mk , nk
De (1) segue que fQD[A101H012) C X(R,R,=) & de (2) segue gue
mk _ nk
f}D[Aqg AU12] & um subespago fechado de X(R,R,®), Dbe fato,

mh1 nk
ja [Fj] em (ED[Aﬂﬂ Agq J tal gque

ol



fy

5
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f £ X(R,R,®) .

Entao {f‘j] € de Cauchy em X(R,R,w), Por (2) (A, A. “f 3 & de

Cauchy em X, para k £€03Q. Peprtanto

mk 0k
4 2
A, A f, =+ B

i 0 _01 3 Kq’kz

mk,J nK2 | mkq ok,
Como AﬂD_ADﬂ ¢ fechado, temns gue T € KAD{Aio Anq ) e
mk,I nk2 . .
A A f =g .
10 01 k1, k2

mk1 nk? 5

Come (VDA A, ) & denso em X (R,R,»), estes espacos Sa0

k 10 "'01
iguais, '

6.1.10, Para concluir esta sSegao daremes uma ceracterizacgao

equivalente do espag¢o X(A,R,¥J). Para tanto consideremos

6 olss) - sup (fifsw)-T]"™]) (1)
’ : 0<u<s ) :
@ (t;f) = sup  ([[70v)-1]"]) (2)
o,n . D<v<t ,
W (s,t;T) =  sup [H [SEUJ—I]m [T[U}—IJD“FH] (3]
» M O<u<s
0<v<t
It
bof o= [ses1-1]"s (4)
n
8¢ = [Tee)-1])" ¢ (5)
A™ " =T sts)-1) " [Teey-1] s (6)

S,

t



1 o
Jlm~1)% I
k=0

H (s) = m"

se j/m < s £ (§+1)/m, (] =

-1 te-kzm ™1

77.

m
(73

D:llt;m_“}i)l

A fungao H  zoza das seguintes propriedaedes (Ver Peetre [28]]:

h3 gy = w01y 2 0 e
m in

m

4 - J
T R L T LY
k=11
1
J H {slds = 1
0 m
1 .y
J H{ljfslds =0 58
m
f]
H e l:rn—2 ) H[m*ﬂ] -
m 11

i = 0,1, .0.,m=2 (e)
se j/m < g < [j+j]/m (9)
(10)

i=1, s (11)

& ume fungao em escaeda.

Além disso, se {T(-1): 0 < t < «} & um semi-grupo de classe

{CD] em L(X), uniformemente limitado por 1 e com geradaor

nitesimal A e se defTinirmos

entao

Foe DA™

pare todo t &£ [(0,®) e

m \
[ij“mDHT[% 3™ .

infi

Hm[s](I—LIHT[stJ)m]fds

(13)
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-

6.1.11. Proposicdo:.Para 0 < A < R, 1 < 8§ = (p,g) < ®, &5 se~

guintes normas sao equivalentes

' - : -B
el lls™%  Csst) ]| RN C N | ;
m, O (i 0,n
Ly (R, ) Ly @®, ]
+|15_ath8 U (s,t;f)|l . (1)
& LY ®w?)
el s [, o+ (e Arale ) ‘
S L* . . Li[_
s %R ™ D ) (2)
. s,t LEUP%I

Demonstragdo: £ clarc gue a segunda norma € menor ou igual do
gue a primeira,

Dado ¥ € X, definimos

m, n

11
- = - m+n .
f [a,t} (-1) JDJDHm(u]Hn[V]ﬁUSJth dudv

111
_r_aaD § m 4 sMmm
f, 4(s,t}=0~1) J J Hm(u)Hn(v]ﬂVt[I (=1 ﬁns]fdudv

Temos, para tode (s,t] € Rf, que

= I f (s,t)
ked



f (s,t) ¢ X = X
oo

i myL
qu[x,t] ¢ DAY = X1D

- -~ n e
Fqus,t] ¢ DA ] ng

k,m . k,n, _
QD[AHJ Ny oA

4]

?11[5,t)

2 valem as ecstimadas

Ha™ (s, o) |l < 2™ ||+ (s, )}
U oo — oo

n
2 ||f00[q,tlu

fa

n -
||QVFDU[a,t]H

||Q’S:Ef00[s,t][| < 2m+n|[foo[s,t]||
Hﬂﬁfqu[s,tﬂl < " HATDf1D[s,t]H
||£\:'f,|[][s,t}|[ <2V if, s, t) ]

' Hﬁ&E:quo[s,t}H < 2™ ATquoESI,tJH

fale,, (s, ta ]

A

2™ Hfﬂq[s,t]”'

Hﬂ:foq[s,t}u < Un||ﬂgqf01[s,t]H

m,n m n no
Hﬂu,ufoﬂ[s’t]u < 2y ”Rgﬁfg1{s't]”
m
ale st < u" ||A:‘Ufﬂ[s,t1||

B\BUOTEU\ ka?{éﬂ

79,



8o,

ﬂ
Naje, tsaulll < Ag, T qqtest)]]
m T
i E RIVRCTRS) R AT A Csa e ]|
11 |
e (st < j J Hotude s I A™ " # ] dudv
olo " g

/1
19,5, 0] < (2Mcim) fD]HnEvJ]HﬁStfH dv

1
(213 (m) J [ [v]]”f_\n £} du
- n us

&
o+
A

0

m m S m m —in 1 . )
s {{al F, (s, vl < m T ()] JD|HH{UJ]|Mj/ Ayl dv

n " 1 .
L P A Y ¥ DR (N U URY [P B
i - . - J / t

01 01 5=1 0 A us
M M m=1 meom ~m m ¥ n,n
sAT f . (satl < m ARG DK IH (s2) ]| &, o -1 &VtJFHdv
i=1 l /m
Ny . n rn-1 non n 1 n m
a0 <" 2 s J ol 8], (e e a
J=1 o
n
] n m
Y =1 -1 g -
o't W|a10A01£,1II <"y I TP A T AT ] duay
3=1 i=1 e

Assim, para 0 < u < 5, temos

m ’ iy
H&UFlli!|é$¥DoiS:tH| +!|a2f10fs,tu] +]|a$$01fs,tJH +

+||&2F1¢{5't]”

mn

<ol tsedll e o AN, s 8] -

10 1D

(s, t)]])

£ e el [|“1D 11
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m

<o s ] gmHAqofqu[s,tl[f+
‘ m m -
H-FD,I[S,tJ” + 8 I’A1UF11[b,t]J!]

Portanto

w o {s,F) S_C&Q]qlfoo[s,tﬂ] + 5] A?Df1ufs,tlﬂ ¥

m
10f

‘ﬂ[s,tJH]

”F [5,tﬂ]+ SWHa

01

141 :
< C(J J ]Hm{uJHn(vJ[ HAEFa:tﬂJ dudv +

1
A {n'- ah
JU]Hm[u}f 18] s+

: 1
g {?]jhm J li'ln{\f][ “Am g &nt‘F” dy -+
=1 0 A
mm 1
i3] f._m Eae n LN -
.51[313 [D |anv]l ”\j/ . | T-~1) &Vt]flfdv

J m

1
< CIR) EJ [H (uy] ]A™ £ du «
— 0 m . g

Yy lla

Uesse modo, pela desigueldadede Minkowski, temos



hi

9%
o f e
| mm’”[P,r]H p S
- %
& -
< CJ ERECIRIE] E.EP-FH /| ot
il - L.,
" m -m & m
C z (3] % AL £ =
R I i, s P
m
;
<cCcff s %|ﬁ fl“ J |Hﬂ[u}|ua dus
0 '
e ls Hl aldl
*
< clfs" el
*
Analogamente, temos gue
-8 - -8 N, |
It wo’n(t,HHLquHt a0 | (o)
*
Par cutro lade, para U < u < s e 0 < v < 1, temos
[alalell < = Jlalalr, |l
ke v k
< C[m,n]|H1 (s,t)]]+ UW[A10 1b[ t3”*VnHﬂ§1f81fS,t}H +
" AT ADE L] |

(s, st ]A" ¢ (s, t] +

C(m,n}|HfDD{S,tﬂ|+5ﬁ|ﬁT Dt

| A

ot

(s, t1]] |



Tomando o supremo scobre {(u,v] g [D,é]x[ﬂ,ﬂ s oObtemos

1

1 ‘
mm’n[s,t:F]iﬂi mp][JDJGIHm[u}HD[O]!” AiS&:tF“ dudy +

i om 1

Z(i]i_mJ [ ol T &“tfH dy +
i=1 g " AN :
nn 1

zthjH”J i o]l A" #l] du s
je1 g m J/nt us

m i m n..,-m,-nN m i

RIS R DS IS S |
1=1 j=1 /0 /4

Jonde, pela desigpuasldade de Minkowski

11
< C[m,nJEJ ( |H (u)H [v][“s_at_%|ﬂm S T dudv =+
-— DJU m n us vt LQ
*
m m 1 -
A EDEA J | {vJII!s”“t'ﬂl A" AT 1l L dv o+
=1 0 n 1/m5 vt LE
n n 1 ’ -
A ~0 =B . N m
5 o(3)] ”J IH o Plls™ ™A, o™ # ) | L odu +
J--:.Jl 0 1 _]/nt LISI LE

m M 1] n - . -G _B
DN R €S RO DE S B [t S S |
i=1 j=1 tpedy ol
m n *

-0, =By, m.n
< s B ey

83.
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Portanto

L
—

AR C AL T [
1 e Ly -

De (3}, {4) 3 (5) segue o resultado

6.2. Os espagos de Banach X(A,R,Q) e sua relagac com espagas

de interpolacao

o s — ’ ™ m — =
gejam.E = X, E10 U[Aqo}, t01 D[qu} e
qu K?m )
qu = (QD[@1U ADﬂ ). Sejsa
K[S,t:'F] = K[B;lt}'F:ED )E,]DJ D,tlt,l,]]

g consideremos ainda o modulo da centinuidade generalizade de

ordem R = (m,n):
n
2 fr{sm,tn,ﬂ = min(1,s",t ,smtn][]¥H +
m,

min(?,tﬁ]w (s, F) =

m, o
. m )

minf1,s Jw (t,fl+w (s,Et;°f)

o,n frn :
m ,.n

6.,2.1., Lema: K(s ,t ;f} € equivelente au mddulo de centinuida

de generalizado Qm n(sm,tn;¥].

Demonstragao: Mostremos que Qn n[s ;T f) < C K[sm,tn;F).

r

Consideremos uma decomposigao de f da forma f = £ £ - onde
‘ ke O



f € E_. Entao

S CLIR LI R NN CLULPR
m,n — i
kel
g valem as estimadas
o (s™ e 3 < A e 1 ' (1)
m, n oo - 0o
m I Bl
T AT LT RS AR LV
' m+
(=13 Mo M e T ST AT
i I m+it m
AU EEPEEN | FSNIESAGES PR | RV Jot|
+
< 2(m+1)" nSmeWUHEqn (2)
Aﬁalogamente
m o .n m+n _n
Qm,nls g, < 2 t HfquE (3)
01
al m m, m M
m’n[am,t Faad S e thF11H+5 NGERDI VU S
nom ) m+
(M+1) smthH81?11H s (g0 mthATDA81f11H
.m+n o m
< e (o)
" Portanto:
H ntn .
Qm’nﬁsm,tn:f] < 4me1)” ﬂ|+0J|+smllf10|E +

10



Logo

st F) < a(meqy™D

Mostremos agora gue K[sm,tn;f] < C Q[sm,tn;f].

19 Caso: (s,t] > 1

Come Eoo = X, temos que-K[Em,tn;f} < Hf“

Assim

Kes™, t75e) < fIf] = ming,s",£", 8™y || £ ]
<9 e

2% Caso: D <5 < 1 < &

| A
o

D{S'f} + minfq;Bm]I[F”
< C[miﬂ(1;5m:tnrsmtn] H -FH +

min(4,t™) @ _(s,f) +
m, 0

r ]

mirn(4,s") Wy (£,7) + w (s, t;F) .
2N m,n

86.
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3% Caso: < t < 1 < s

Analogo ao casc n® 2

4% Caco: 0 < s5,t <1
Dada £ € X, consideremos novamenie 8 decamﬁosigéo F= 5L f {t]),
ke
onde
m+n Tl .o, m,n ‘
F [s,t)=(1] © H {ulH (v]) A £ dudwv .
(a]s; m N us, vt
0Jo _
n ! 1 1l m,m
qu[s,t]=[—ﬂ] J J Hm[u]Hn[vJ&Ut[I—[—1] AUBJF dudy )
040 .
' m Tpi m n,n
faqle,t)=0-1] Jojo HmfuJHn[uJAus[1~L—1J gvt_]f dudv ,

1

Tt )
_ __ _ L T_f_ n,n -
f [u,tJ-JJ HOCuIH (V) [1-(-1) &us:l[l (-137A0 ] dudy

Valem as egstimativas

[ERREWST

AN

Clm,n} w (s, t; F] .
m,n

&

Fat

: ”{1U[g_t]H < Clm,n) wu,n[t;¥] .

H?Dq[s,t]H < Cim,n) W U[S,F] »



Hqu[s,t]H < Clm,nd {le]] .

a7 Tt 0l < ctm ) g u;ln'nié,t;;-ra
HAB1fD1[5,t]H < Clm,n)t e tif)

AT f, tea )l < Cim,nls TN

lag 1, (st < Clm,n)t " W, oLt )
HATUA81f1q[5,t]H < cim,n)s Mt " W st )
Assim,

Kism,£”;¥]§lif00(s,tl|]f +s™ ] fte e i, (s, 0]
: oo 10

= le__besmdle, gl 1Al %

[J st () r,

I 45,00 RS DT P

<cClo  (s,t:f)es™ @ (6, ) ¢ (5,15F) +

Ty ] thy

1w (s, f) +w (e, t5f) + et el ¢
o m,n

m, ~ *

£ owr s (E,F) + 8T w (£, f) +w (s,t;F)
4.0 o,n m,n

<c [l 4 t7 w (e F) ¢

ED1

01 11“}

+5mtn[i+',l,l

56.

Es,tJHE

11
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_ (L, ) + o [5;tﬂﬂ]
n m, N

O! L

< cfmine, ™, 6 ™™ | e -

minf1,s")
Estamos agora em condigdes de estabelecer o rela-
cao entre os espagos A{A,R,Q) e os espagos de interpolagao de
Fernmnandez,
Consideremos & famllis admissivel E = [Ek:keﬁ] com

E comp definido anteriormente,.

6.2.2. Teorema: Para 0 < A = (¢,B) < R = {m,n), com {(m,n)eNxN
e 1 <@ = (p,g) < =, temos
»k =
{EK| €0y g x = XUALR, Q) (1)

onde @ = A/R = (a/m, B/n}. AlEmM disso, para X(A,R,Q) temos as

sgglintes normas eguivalentes:

1l e Qs oD e [ETSE g

-0, -y .m,n, .
(B T (2)
*



o
el

- B |
|| 71| +]]5 awm,o[S’F}”LP + woln[t,F}lqu +
R < *
~q, B L (3)
” . Gt wm,nis’t;+H|LD ,
*
s~ ™R M e, e ) , (4)
| 8
s~ ™ B0 5 s, tsuts, £)]] ; o, (5)
L) .

onde ¥ = fuls,tlds/s dt/t .

Demeonstracgao: A eﬁuivaléncia das normas (2) e (3} ja fci de-
monstrada em 6.1.11, assim como a equivaléncis entre (4] e
{(*) segue da eguivaléncia dos métedos J & K. Mostremos entio
g Bguivalencia entre (33 e (47,

Primeiro maostraremos gue (4]

I
3]
(o]
o
=l
O

O = (0 ,L I = (a/m,R/n), obtemos

-8, -6 ) -mf}, ~nt
Is" "t o] o, o=clls T AGN ]
YRS Ly

<cr[)f s %P min(1,8",¢",s"t0) 12 ] o

*

Hshu‘chB min (1,8 o (t, )] +
u,n (]

» L*

s7% 8 minta, £ w NERST
MM, L*



m, I—S
= o |Iell v e lsT% w (s, )]
00 01 ,0 7 F
LI*
+ qu ”twﬁw n[t,f]“ lq + “5 aLﬂBLU ,H[S,t;‘F]H LQ]
.4 *
<o [llFl] « fls ™% te, o3l eftPu Sl
* *
+ Hs-athgw [é,t;'F]” m ]
m LY
Reeciprocamente, temaos gue
-m@,l né m,n mmn -mG,i ~nd m N
ls 't “minti,s Lt ,s t OfF]] gl et @ (st 5E) ] 0
L " Ly
-mg, -no -mg, -nB
s 't Zmint,tMe 50 L <lls Tt ‘e 6T
. n, s LE - M, 1 _ LE
—rna,l -nd —m81 -n82
s 't Cwin0,sMe te,e)] L <ils v ‘e 87, e ,
0,n LS - m,n LE
-mg, =nf ' -mB, -nb
s v % n[s,t;f]” Q_<_]|5 % ™
m, Ly m, LE

Como

1.



-m@, -nd, ~m@

s g 2 min(1,s™,t", ™" = {s min (1,50 {t
~mb -n@

s min(1,s") € LE e t min{1,t") € Lf

temos gque

c[lle] s

= mb

+l s

< 4lls

< aclls”

< At m
Ou seja
CIIS‘B't“B

g

+||t wo

m&1 ' -HGZ
" D{SJ_F]H o +“t ) ’n[t.o‘F.]
*
y ~-ng* H -J
" w (s,tsT) <
n LE -
me', -nb” o (s e |
m, N LE
me,t—ne” K[Sm;tn .r} |[ Q
L
1/pn‘1{Q||5"e g0 Kis,ts)]| 0
L

’ Kls,tsfif 0 >l +|]5"qwm’0(5,f3H

Lx

-4

(eser )] o+l s %Py te, b9
s 0 g m,n

L_‘k ’ L'k

-né

L

Znin1, £}

+



3.

CAPITULO VII

Fl

AFLICAGOES

Nesle capitulo final procuramos caracterizar o0s
geradores infinitesimails dos sémi—gruﬁos biparametricos das
Translagoes, de Dauss-Weierstrass e Caﬁchy—Poisson, E luz da
teoria desenvolvida no capitulo I, o que permite visuaslizar
de forma concreta a estrutura abstrata la introduzida e ana-
lisada. Alem disto, relacionandao cs resultados Dbtidos com o
trabalho de Kéhnen [21] (Veja aobservagao 1.15), obtemos élguns

resultados de repularidade.,
7.1. 0 Semi-grupo das Translagoes

- 2
No que segue, denotaremos por U C B8 (R”) o espacgo
) ~ : C 2 ~ .
vetorial das fungoes resis definidaes no IR™ gue sac uniforme-
mente continuas e limitadas, munide da norma do supremo. Este
' " 0
espaco tem a fungao de substituir o L .

Utilizaremos as seguintes notagGes:

a)l f indica gue a integral e tomada sobre a reta;

bl ff indica gque & integral e toméda sdbfe 0 planoc;

G) T;é[x,y}=F[x+h,y) =] Ti?(x,y]=$[x,y4k] indicam es transla
Qﬁes na primeifa e sepunds variavel, respectivamenté;

d) &gf[x,y]=¥fx+h,y)—F[x,y] e ﬂif[x,y]=FEx,y&k], as diferen-

¢as na primeira e segunda variavel, respectivamente.

7.1.1. Seja % = U € B[Ezl o LP[EZJ, 1 < p < @, fJefinimos as



94,

familias de operadores

[S(s}f][x,y] = fx+s,y] , se[[],w] ,  fex

il

[TCEIr] (x,y) = Flx,yrt) . teflo,=) ,  fex
7.1.2. Propoesigho: As femilias de opcradores {S(s}; se[0,=)]}
e {T(t); tE[U,m}} sao semi-grupos de contragao uniparamasbrico
de classe {COJ em L(xJ).
. : ' P2 o
Demonstragao: Consideremos X = L R7), 1 < p < ® g a familia
_ 2
{s(s); se|0,»)}. D caso X = U C BOR") & mais simples.

Obviamente, os operadores considerados sao lineares. Alem dis

80
' 1/p
ISts)* = {{{]|s(s)fix,y)ldxdy}
LP
1/p
' = {[[lf[x+s,y][pdxdy} =¥ .
i P
. L
ou seja
Hs(s)|f = 1

As condigoes i) e ii) da definigac 2 do Apendice sao trivisl-
mente satisfeitas.

Também temos que

,
llstsye-£]| = {JJ{?[x+5,y]—f(x,y]lpdxdy}j/p
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converge para zero, guande s + U, pela continuidade da norma

p

L
Resultodos andlopgos valem para a familia {T(t):

0 < t < =}, das translag&es na seocunda variavel.

7.1.3. DObservemos ainda que as familias consideradas sao comd

tativas, isto &, para todo s e t em (U, =], temos
S{s}T(t) = T{t)S(s}
Fortanto, ss delinirmos

]

[U[s,t]f]{x,y} = flx+s,y+t]) = TETIF[X;y]

ou seja

entao, pela proposigac 1.7.4 temos:

7.i.4. Proposicaéo: A familia de operadores {U(s,t); s,tcl0,®)}

€ um semi-grupo bi-parametrico de claste [CD] sm LIX).

Queremos agora caracterizar osg geradores infinitesimais dos
semi-grupos {S(s); 0 < s < =}, {T2[t); 0 < t < o} g

{Uts,t); 0 <5, t < =},

7.1.5. Definigao: Dada f € X, se existe g € X tal que



I TR I

lim |f h [ThF“F}“gH = [

h=+0
diremos gue g € derivada psrcial no sentido forte, ou na nor
ma X, de f em relaogao a primeira variavel.

. ;e .. . L2 . ;
7.1.8. Definigao: Seja G um dominio do R” g C [G) o conjunto

C

das fungoes Y infinitamente diferenciaveis e com suporte com-
pacto em G. Oiremos que g &€ a derivada no sentido de Socbolewv,
pou no sentido fraco, de f com relacao a variavel x. se ambas

1

as fungoes ¥ e g forem localmente integraveis em G e

IJ{ %%T dx'= - J[ g x )

para toda Y € CCERZ}.

S .
7.1.7. Proposigao: Se f € LI[RZ] tem derlvada a direita no sen

tido forte em relagaoc a variavel x, entao f tem derivada no

sentido fraco em relagac a x.

)
Demosntragao: Suponhamos que exista g ¢ L][R2} tal que

1im Hh—jiT;f—fJ—B[|; 0 (1)
hr0
L f = JJ?[x,y]h_i[T_hmfx.y]—w[x,y]]dxdy (2}

Temos que Lh e um funcional continuo em LPERZJ para todo h > O

e toda ¥ € C:[B].

Por uma mudanca de veriaveis, temos
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Lh{ = [[hrthhF[x,yle[x,y]] P ix,yldxdy . (3]
Como
-1 \ .
It -h fThw—w]—D1¢||m
converge para zero, guando b+ 0, segue pér (2] qus

s

1im th = - J{f[x,y]ﬁq Ylx, vidxdy- (4}
h‘>D+

Pe fata
]LhF+JJF[x,leqw[x,yldxdyl

|f[%[x,y]{h_1[T_hw[x,y]—w[x,y3]+Djw(x,yl}dxdy|

<

< JJ[F{x,y]\[h—j[T_hwix,yl—w[x,y]}+Djwfx,y]1dxdy
-1 ’ ,

< et ey = o il il

e a Ultima expressdo converge para z&ro, dquando h g .

Por outro lado, por {1} e (31

lim Lh{ = {{gfx,y}w(x,yldxdy (5]

[Lh¥~ffg{x,y1w{x.y]dxdy[i{f[h_jLT;f[x,y}-fLXJY3lfwfx,y]IUXGy
J : .

< e e - .
< Hn it nf ) gHLP IlwllLP.
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e esta Ultima exprescso converge para zero, quando b o> @,
. . +

. (4]
Finalmente, por {4) g (2] & para P Ec' toemos

[ ‘ .
J[f[x.yl %E— (x,yldxdy = - (Jg[x,y]w[x,yldxdy
4 1 J

No gque zegue, decempenhara um papel importante o

classico teorcma de Sobeolev-Nikolsky, que enunciamscs @ seguir.

7.1.8. Teorema: Sejam f e g fungoes localmente integraveis em
e 2 . - . .
um dominiec CC R, Para gue g seja & derivada de f, no senti-

do fracn, em relacaop a %, em G & necessarioc e suficiente gue.
L q

g
para todo retangulo fechado A = Laj,hjlea2,h2] contide em ©
seja possivel redefinir f, se necessarioc, em um conjunto de

medida Z2-dimensional nula, tal que a fungdo modificada F seja

representavel sob a forma

X
’] .
Tix) = thq,yl = Aly) + J glt,yldt
99
- 10 7
Notacan: f € AC1FD[R?3

Observemos que tudo o gque fol dito em relagao a primeira va-

riavel, vale, obviamente, para a segunda variaveal

7.1.9. Preposigan: Os aperadores AJD e ADj’ respectivamente,

geradores infinitesimais dos semi-grupos {Tj[tj]:U < tj < @}

: < < i o .r i H
e {Tzftz].ﬂ < t2 w} tem por dominios

D im°) o g—‘i— e ¥}
oo X'I _

i

BCA, )

y!
EX
10 {fex £€AC)
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(01

o Ee P r2. )
DAy, {rex: ¢ AC,, IR e 35 ¢ x}
g além disso
Al ar
A, F = g Aot =
10 ak? 01 3%2
: ) . o P2 .
Demenstrageo: Consideremos X = L (R7) 1 < p < *=. Paras
o 2 - -
X = U C BR ) a demonstragan e mais diretas.

Suponhamos que f ¢ D0A, 7. Entao existe g € X tal gue

lim H3—1[5(5]~Ij¥~gﬂleim Hs_q{TST—f]-gi
S—Z*U ) 5+U

Portanto T tem uma derivada pareial (& direita) em relacao a
variavel x,, no sentido forte. Pela proposicgac 7.1.7, 1 temn

1

derivada parcial em relacao.a variavel xj ne sentido fraco.
togo, pelo tearema 7.1.8, ¥ & localmente absclutamente conti-

nua em relagao a variavel x

4 ou seja, f tem uma representa-

cao na forma

pid

1
Flx) = Flx,,y) = Aly) « J glt,yldt
. a,
e
9af .
TOE Aros
. of - .
Reciprocamente, se T E X, entac de igualdede
i

3]
h 1{T flx,yl-flx,y)]-0 f{x,y]rh"qj D, (1T Fix,yl-Fix,y}ldu
h 1 0 1 u



sepue imediatamente nue

Arpgumentos

f e DIA, )Y e A =

100,

af
107 10%  Tx,

inteiramente analogos caraclerizam

A demonstracho estd completa.

Agora € imediato ver que

7.1.10. Preposigao:

DA, 4Ayq) = {t+ ¢ x|r e act®w?y, b f e ac Y r?))
b7, D0, f & X - 1)
Us
]
Q{j Aighge® = B,0,7
iz%- DAL A, ) = it e xle e ac'O w2y, Dqé e acT(r?) ,
‘ D, f, D,D,f € ) - (2)

onde 0. = 3/9x,
J J

Seja, agora, A11

grupo biparametrico

[U{s,tl{][x,y] =

fix+s,y+t) = 71

0 gerador infinltesimal o semi-

1.2
STt?[x,y]
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segundo a definigao 1.2.5.

7.1.11. Definigao: Sob as mesmas hipoteses da definigao 7.1.6,

dizemops que g = Dq?f no sentido fraco, se:
2. . .
J[gwdxg = J[? 2. dxdy ,
: 3x18x2 -

o 6]
para tods Y ECD
7.1.12. Definilgao: Sejam

Y = {fex[D,D, ¢ existe o D D feX 1.

Z = {?EXIquf exliste e Dj2F£ZX}
7.1.13. Proposigao: Temos
YC.ota,,1C 7 S ' (10)

Demonstragao: al 58 f € Y, temos

“rkih
B 20,00 B
&k&hftx,y]—D1D2€[x,y)—JDJDD1D2LfVTu+Lx,y) T(x,y)ldudv

Dmnde} dividindo ambos os membros por hk, pela continuidade

da norma, segus gue { E DLﬂqq] =) Aq1¥ = D1D2F.

b] Suponhamos gue f € D[qul. Entac existe g € X tal gue

vim [[s e aZalpegl} = 0 )

s+ - t
£+
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Seja § € Ei[ﬁl e h,k > 0. Definimos

Fl

L{Y, LK) F = ff%px,an"jk'jAfK

ﬂih$[x,y]dxdy (1)
Temas que L{y,h,k} & um funcional continuo em X

para todo h,k > 0 e toda ¥ ¢ CC(GJ.

Por uma mudanga de variaveils, temos

LY, h, k) = thmqk_qﬂiﬁgffx,Y]dxdy (2)
Entao
2 4 -1 {24 ) o
_[h k ﬂk h¢[x.y} D2D1$[x,y]| <h 'k [I[TVEUD201 Yix,y) DZqu[x,y]|dudv

g como 0 segundo memhro desta desigualdade converge para zero,

quando h,k + 0 _, segue qgue

1im4|h“jk'qagagw St U R I L
h—+D ] hl Il \‘
k-0

2z
Iim L{y,h,Kk}IFf = f{f[x,y} aB v {x,y]) dxdy . (3)
0 X9y

k+0
Por cutro lado

1im L.,k = Jjg[x,y]¢[x,yldxdy S (4)
h=+0 :
k=0

De fato:
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I a

|L[w.h;K]f—f[g[x,y]wEx.y]dxdy| JJ|huqkmqﬁiﬂ;$[x,y]—g[x,y]]]w[x,y][dxdy

1o azal gl (ol -

| A

e a Rltima expressao converge para zero, quando h,k = 0.

De (3) e (4) concluimos gue

7
. a°Y
JJT[x,y} 5}%? {x,yldxdy = JJg[x,y}w[x,y}dxdy

Logo Djzf existe no sentide fraco e

11 12"

Sejam, agora,

el + 1o, ¢, ,

el -
lell, = el + 1o, 71l .
e
il a, = 1l + Ha,2l
1

7.1.14. Proposigho: C:GRZJ € denso em Z.

" Demonstragac: Dada f € Z, sejam K{?Kgl_CKflﬁz,-Kj campactos

R? e f = X, +f. Entdo, f, e PRy e
J

tais que UKj
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D12f em Kj-
Dizfs "
0 em K©
J
. P2
Como D,,F ¢ LP(RZJ, entao D,,f, ¢ L W) e
12 12 3 :

}im[[fj-fHZ =
j»0

Portanto, basta ﬁrovar a proposicao para as Tun-
coes de suporte compacta,

Seja entao,
‘2

1/c exp-1/01-[x|") : x| < 1

] senao

onde
2
c = f exp —1/[1-[x| )dx
R2
. Fagamos
-2 .

P lx) = ¢ pix/e)

- e consideremos &e =-f§P€.
w 2
Sabemos gue g € CCER ] e que g. converge para f

em LP.

Tambem, g, converge para f em Z pois



i}

lesp =21l = llesrg-tll, + |

"

||-F*PE—-F||X + D, fxP_-D, F|
Convergae pars zZero, quando £ —+ 0.

fechado em Z.

{h

7.1.15. Proposigao: D{A11]

Demonstragao: Se f € DlA,,

Il 5 = el

Seja f € D[quJZ. Entao existe [fj]C: D[qul tal
que {j converge para T em Z. Fortanto, [fj] e de Cauchy em <
e por (1) & de Cauchy em D[Ajj]. Como D{Ajj} € completo segue

que {j converge para g em D{Aj1]. Portanto

gl <l -ell, « Ik sl

-

fl

converge para zero, quando j * ®. lLogo, f = g € D[Hq1] e D[R11)

e fechado em 7.
7.1.18. Corolarion. Temos
oA, ) = 7 . {1}

Combinando a proposigac 7.71.10 com 2 observagao

1.2,10 obtemos o sepguinte resultado de regularidade:

), entao f & Z B Ajﬁf =0 _f. Asgsim,

i
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7.1.17. Proposicac: Seja X = LP[RQJ, 1‘<_p < ©, Sg f g X & tal

gue
e act w7 | (1)
D, f € HC?;DURZJ ' '. | (2)
0,f,0,0.F & X (3)
Entao:
fe ACy  R) L D f € X | )
D € Aclggm21 . D,0,f €% (5)
DD % = DD ¢ . (6]

, Observemos gue o dado interessante forneéido por
esta proposicac € apenas o item (4), em especial, a garantia
da existéncia de DZF, pois, com a existencia de sz e as hi-
pétéses (1), (2) e [3) as propriedades (5) e (8) podem ser de

monstradas facilmente de forma diresta.

7.2. 0 Semi-grupo de Gauss-Welerstrass

7.2.1. Seja X = LP[RZJ, 7 < p < =, Conzideremes as integrais
parciais de Gauss-Weierstrass de uma fungao f & X:

2
- 7 -

[w1[slfj[x,y1 = (47s) /2 J Fix-u,yi e u/4s du (1)

' R .
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- A
CETT R J_ pls,y-vie ¥ MMty (2)
' R

Lt

[wzityﬂ[x,y1
Convencionemos que Wi(D] = I , [i=1,2]).

7.2.2. Propuzicno: As familias de operadores {w1{5]: Di5<W} e

{Nz[t]: U£t<m}séo semi-grupos de contracgao uniparamétricos de

classe [CD) em L(X}, com geradores infinitesimais A1D e Ag1’

cujos dominios sao

Bzf Z
DA, ) = {feX; = D9F e X} {1)
10 Z ]
3x
[+
Z
_ 0°F _ 2, ]
DlAL,) = {fex; —5 = DLF e X} , : (2)
Iy~
onde as derivadss em (1) e (2) saoc tomadas no sentido de
Sobolev. Alem disso
2
51Df = qu {313
=]
A F = D¢ : ' [4)
01 . 2 - :

Demonstracao: 0 nucleo de Gauss-Weierstrass

(GW) wis,x) = {473) 172 exp[—x2/4a3

satisfaz a8 seguintes propriedades



(GW1) wis,x) » 0 . ,

para todo s »> 0 e x e R;

'S

(GwW2) J wlis,x)dx = 1
iy

{GW3) [ w{s,x)Jdx - 0 , qgdo. s =+ 0,
Ix])*ﬁ .

para todo § > 0,

a+tye] = W[S;;] * wlt; )

b

(GW4) W

Como

Wols)F = Julss) » ] ,

Segue imediatamente da propriedade (GW4) e da asseociatividade

" do produto de convolucio que
w1£51+521 = qusil.wj[szl

‘Além disso, segue da desigusldede de Young que
by a2l < ot eally + lielly = el

Ou seja, para todo s > 0, temos

||w1[s]_||x <

108,
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As propriedades (GW2) e (GW3) dizem exatamente que o nlcleo

de Gauss-Weierstrass & uma aproximagao da identidade. Portan

to

i
wm}

1im HW1ESJF—fH
S+U+

Assim, as propriedades da definigao 1.1.2, sao verificadas.

Para caracterizar o dominio do gerador infinitesi

mal consideraremos alguns resultados preliminares.

7.2.3., Lema: Temaos

o 2
CRDC DA, )0 Df_Aml , | (1)
Aygf = DOF (2]
. .
.. M2
Ayt = 057, | (3)

[ev]
para toda f € CDCR 3.
: : ) w 27
' Demonstragao: Seja f € C_R") e fagamos
-2 2
fix,y,E)=€ {f[x+€,y]+fo—€,yJ—2f(x,y]}“Dﬁf(x,yJ ,

se € # 0 e flx,y,e)l = 0, se € = 0,

“Temos que [[f(+,-,e)][ & uma fungdo continua e limitads de ¢



De fato

E e
f[x+e,y]+f{x-€,y}~2fix,y}:f J D??[x—a+u+v,y]dudv
‘ 0‘o

Conde segue qgue
-2 : 2
lle {F[x+€,y]+F[x—€,y]—2+[x,y]}ﬂﬂq?[x,y]|& <
ErE :
-2 2 . 2
_E -
€ J J ||Dﬂffx +U1+u2.y] Dq(x,yl”xduqduz

converge para zero, quando € * 0, pela continuidade da norma

L2y,

A continuidade e a limitagao, fora da origem, saoc claras.

Observemos tambem que

5_1{|N1Ls]f|ﬁx,ylwffx,y}}—ﬂfffx,y] =

8y-1/2 fix,y,elde

(16T~ )

2
IQZE_E /45

Be fato:

€2

45

3. -1/2 J 2.
g2

- (18ms”) Flx,y,elde =

=(18msdy 172

-1/2_7

-1/2 5_1[f(x—E,yJ"fo,y]]de—{ﬂsﬂssl Dﬂfbhy

r 2
~€
={4ms} e /4s

4
ro_ 2
> l4s

<(4gs) /2

5"1EF(X“E;YJ_f[X,y]]de—Df?[x’y]

2 ) _
fe2e € /45{e“5[f[x+e,y1+ftx—e,y}—2ftx,y)]-Diftx,y)}de
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Portanto:

—52/45
e |

||s'1[w1[s)f—f]~of$nx_i [15ﬂ531_1/2I€2 (e, ysed ], de

, 2
) (1Bﬂ53J—1/2[ . J Je2g € /45

lel<s |e]>8

e, 58]l as

-1/2

<n o+ % {rs] ex;:.[—::z/fts]cie_i 2n

lel>s

para § e s suficientemente peguenos,

7.2.4. Lema: Se fo existe no sentido de Sobolev e esta em

LP(FZ], entao

[Nq[tlﬂﬁfJ[x,y]wix,y]dxdy=f ?Lx,y}[qut]Df¢][x,y]dxdy

RZ' Rz
w 2
para tods Yy € CC[R 1.
=, . 2 ' R
- Demonstragao: Seja qu = g. Por hipotese tem o que

Jfg[x,y] (x,yldxdy = JIFEx,yJDifEx,y]dxdy
]

Temas:
JJ[N1[t)g][x,y]w[x,y]dxdy:.JJg[x,ylth(tJ¢q[x,y]dxdy

. 2,
:JJg{x,yJ{(4wt] 172 f w(x—u,y]e'u'/4tdu}dxdy
R

5 :
=[4th_Q/2 Je_u /4t{f[g[x,y]w[x—u,y}dxdy}dt



1

2
(ant) ”2Je ut/at {“f-gx,ymflp[x—u,yjdxdt}dt

It

2
f[%[x,y]{[4Wt}_1/2[0§¢(x—u.yle Y /4tdt}dxdy

4]

j £Uey) [WOEI0TH] x,y) dxdy
®’ ‘

Estamos agora em condictes de caracterizar o domfnio do cpera

dor A

10°
Suponhamas inicialmente que T € D{Aju] e observemos gue, pelo
fema 7.2.3, temos gue para toda P E'CE[RZJ e 1 <p <
i -1 2 -
1im ||s (W, (s)-y) D1?][ pr = O (1)

s+0+ L

Como T € D[P\1 1, existe g € X tal que

g

lim ]!5"1Lw1£51f—f} - gll, =0
S+D+

Portanto:

J_ Wix,ylglx,yldxdy 1im J 5_1{[w1(sifjEx,y]—fbgy]}w[xgddxdy
' 2z

RZ 5+U+ R

(5)
para toda ¥ e Cz{ﬁzl. De fato
[st_j{[w,l[sﬂ-‘] (x,yl~ﬂx,y1}wtx,yJdxdy—“g(x,ylwcx,y]dxuy[ <

< fJ|{s_j{[wjfs}fﬂ[x,yl—f[x,y]}-g(x,yJJ w[x,y}[ dxdy



5_[|s'1twq[9}f—f}~gux ‘ {JIlwix,yllp'dxdy} e

e a (Ultima expressao counverge para zZero, quando s - 0,

Por outro lado

[ 5&1{[w1fs}§][x,yJ—FEx,yJ}¢{X,y}dxdy =
7 .
g &

= J ?[x,y]qu{[wﬂislf](x,y]"F[x,yI}dxdy (8]
> :
R

De fato:

JJ5_1{[W1[slﬂtx.yJ—f[x,y]}wfx,y]dxdy =

JI5_1[wq[s]f](x,yJw[x.dexdy—an Jff(x,ylwfx,yldxdy

5
= Sﬂ1[4ﬂs} 1/2 I /9

{f?[x—u;y}e-u Sdu}wLx,y}dxdy—swjj[F[x.ylw[x,y}dxdy =

u2/45

3}

2 { dxdyldu-5 | [F0x,yIWix,y)dxdy

n
0
-
I
=
n

x_"ﬂ

flx-u,yPix,yle

—u2/4 -
FOx, ylpix+u,yle dedy}dy—s

Il
>
3
%)
f—

{F(x,y]¢£x.y)dxdy

Il

d
[ Flx,ylp{x,yldxdy
—u2/4s

flx,yIp{x-u,yle dxdy}du-s—qJ
Fls,yIP(x-u,yle du}dxdy—s_ [

f
|
f ~u?/4s
|

n
w
i
-
—
I
=
] .
. 1
—
.
8] o8]
L L_-,_.;_‘ -

U (x,y)f(x,y)dxdy =

9_1 J {[w1[53¢](K,y]-wiX,y]}¥[x,dexdy
Z

R

: Por (4) e pelo mesmo argumento usado pera provar [(3) temos

1im JJF[x,y]s_q{[w1[51¢][x,y]'-*ll}[x,y)}dxdy=Jf'F{x,y]thp(x,y)dxdy . (7)
s+0 _ '



Assim, de (5}, (B8) e (?) segue que

f[w[x,y)g[x,y]dxdy = [{F[x,y]wa[x.y}dxdy

o 7
para tuda ¥ € CDER 1.

Logo, Dif existe no sentido de Soholev e esta em LPER2].

Reciprocamente, suponhamos que f € LP[R2], Df?_exista no sen-

P2
tido de Sobolev e pertenga a L (R™].

Fagamos D?f = g. Para todo 5 > 0 temos

15
_JJLJ witt]gdt][x.YJ¢Ex,y]dXdy =
0 -

S

fl

{ff[w1tt}g]fx,ylw[x.yldxdy}dt

o

L}

-
i

J {f[F[x,yJ[wq(tlofw]Ex.y}dxdy}dt
0

Flx,y) t[wj{t}w](x,y]dt}dxdy

f
. Jf[x vy [, 0)9-¥] (x,y)dxdy

f

Pix,y) [w {s)f-F] (x,y)dxdy ,
. w 2
para toda ¢ € CC[P J. Portanto

W (s)f-f = f W, (t)g dt

z
- Donde segue que g & D LA?O] e ﬂqnf =g = Dyf.



115,

~Analagamente obtemous & caracterizacao de DAL, T

F imediato ver gue:

7.2.5. Proposiclo: Temas

i

2 2.2, :
DA, A g) {f e x{pie, DO, e X} (1)

2.7
1D2f e X} , (2]

]
p-2
]

-2
{r e x]p5¢, D

as derivadas em {1} e [2) foram tomadas no sentido de Sobolev.

Alem disso

BN
AN

01 10

f . (4)
7.2.6. Dbservemeos gue as familias
{w1[5] , 0 < 8 < »} g {wz[t): 0 < t < «}

sao comutativas e que

[N1[s]w2{t)?][x,y]=[1Bﬂ25t)n1/2jjf[x—u,y-v]exp{—[u2/45+v2/4t]}dudv
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Définindm
Wila,t) = w1[5]w2FtJ
obtemos, pela proposigac 1.7.4:
7.2.7. Proposicgac: A familia de operadores
{Wis,t); 0 < s,t < @}
& um semi-grupo biparamétricn de classe LCD} em L{X).

Queremns agora caracterizar o gerador infinitesi-

mal A deste semi-grupo, no sentido da definigao 1.2.5.Visan

11

do este objetivo, consideremos os seguintes resultados preli-

minares.

7.2.8. Leaa. Se ¥ £ CL(R°), entdo & & DA, ] e

= pp? :

- w 7
Demonstracao: Suponhamos gque Y € CCER } & seja YP(x,v.e,n) de

finida por:
(i) se €, ¥ O

-2 -2 |
vix,y,e.nl=e n {[w(x+e,y+n]+w[x—€,y+n1+w(x+a,y—n]+w[x-€.y“n] -

- 2¢(x+e,yl]-[2w[x-s,y]+2w(x,y+n]+2w£x,y*n]-4w[x,ylj} -
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- DiDgw[%,y] %
(1ii) se € = D0, n # O
Wix,y,e,n) = n-2{D3¢[X.y,n]+Df¢[x.yin]—2D§¢Ex,y]}DfD§¢[x,y] ;
[iii] se é Z 0, n =0
CWix,y,e,m) = e‘2{92¢f¥+e,y)+Dg¢(x~s,y1~2ogw(x,y1ﬁ—afngw(x,y] )
(iv) se € f 0, n =20

Yix,y,e,n} = 0 .

Observemos gue Y(x,y,€,n) & continua como fungao de € e N e

que
(vl se g # 0, n #.D
$[x,y,e,n3=E_2n_2JZJZ[ZJZ[DfD§¢[x—€+u1+u2,y—ﬂ+v1+v2]—D$D§w[x,ijdujduzdv1dv2 H
(vi) se ¢ = 0, n # O

Yix,y,e,n} = n_ZJEJZ[DiDéw[x,y—q+vq+u2}~D?D§wLx,yJ]dvjdvz 3

(vii) se e # 0, n = 0O

€ rc
-2 2.2 2.7
Yix,y, , )= Jofo[bzﬂfp&—a+gfu2,y) DZDjw[x,y]]duqduz
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Donde segue, pela continuidade da norma LPERZJ que,
’M[’,',E,n]” converge para zero quando €,n + 0, ou guando

€ =0 en- 0, ou quande € - 0 g n = D.

Cu seja, Hw{°,*,€,nﬂl € continua na origem. Alem disso,
[lee,+,e,n)| é uma fungio limitada de (€,n) em R°. A iimita-
cao desta funcgao & clara em pontos nao muito proximos aos ei-

xos cooerdenados €,n. Assim, wverifiquemos, por exemplo, & Iimi

tagao na proximidade do eixo €
Nwte s enml] < Mpee s e, mi-pie, - e,00 (] + [[wee,-,e,00]
Mas {WCe,+,e,n) - P, e,0)f] = ol1) (n + Q) e f[v(+,,e,0)]

g limitado pera todo € R. LogD,IHw[',',E,nH[ e limitada em

R,

Temos também:

[3

o e w, (s)-1] |jwz(tJ—I]wix,y%DiDglP[.x,y] -
=[é58ﬂ53t31_1/2'ffszn2 exp[ﬂ52/4slexp[Fn2/4t]w[x;y,€,n]d€dn
Portanto:

[h"1t_1[w1{s}~1][wzftl—l]w—nfog¢[[i

. By . .
'i_[255W53t3] 1/2 JJEZHZ exp[ﬂ%g] EXDL'%€1[M[°,-,Ea”H[dEd”

" Pela continuidade da fungao ”&[’,',E,n]” na origem, dado



§ > 0, podemos escolher A > 0 tal que]|w('{°,s,n]H < & se

| < & [n] <
Sejam

_ ] ‘ ]
11{s,t1;(256n53t33 1/2f ( expl-e2/as)exp(~n°/at)e’ndly (+,«.e,n) || dedn
: <At [e]<A

12£5,t3=[255ﬂ83t3]_1/zj . I €2n2 exp[-82/4slexp[-n2/4tﬂjw[',‘,E,nHIdEdn
lnl3» J[e] <K

13(5,t]=[256n53t3]_1/zf ( QZHZBXQ(_52/4S]BXDL'H2/4t]Hw[-).,E,D]Hdgdﬁ
Inf < [e]>A

14[s,t]=f256ws3t3)_1/2I J eznzexpt-52/4S]expf—n2/4t1”m[.’.,g,n]H dedn
[n[>2"|e] 2x

Mas,

Iqis,tl < 8 para todo s,t # O

3.3

Iz[s,'t] < C(256ms & )uq/zj J exp[—52/45]exp(*n2/4t)€2n2 gedn
In[>27 18] <A

I3

Cragnts) 14 j|n|<l n? expl-nZ/4t) dn

1

Clane) /2 J exp (-n°/4tidn < 6
[n]>)

: para t suficientemente pequeno., Analogamente



™
Y47 5

IB[E,t] < -

para s suficientemente pegqueno.

1, (s, )<C(2sens 1) T

= C[4ﬂ5}‘q/2 J exp[*€2/4S]dE.[4ﬂt]“1/2J
le]>a n

'.[f{[w1[s]-j}[w2(t]-ljf} (x,y)g(x,y)dxdy

J _exp["€2/4$]d€ < 8
ez

120,

J J Eznz exp[—€2/4slexp[*n2/4t1 dedn
Inf=2 le{>A

exp(—n2/4t]dn < 8§

<A
parals,t suficientemente peguenos.
Logo
. -1, -1 ! 2.2 -

Lim ffs 't (W, (s)-T] [W, (£)-T]Y-DID %[ = O .

s+0

t+0
0 ja, v e D(A..) e A, U = DDy
. u seja,,y 11 11 1 ZU .
7.2.8. Lema: Se f ¢ LPER2] e g € LP URz}, % + ?; = 1, entao

= JJ{[W1(5]-I][wzit}-l]g}[x,y] f(x,y)dxdy

Demonstragéo:
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[J[Nis,t]%][x,y]g[x,y]dxdy =

1

n

1]

i}

JJ{[1Gﬂ25t]"1/2 ij[x-u,y—v]exp{~u2/45—v2}4t}dgdu}gfx,y]dxdy
[1Bﬁzst]uq/ZJJJJF(x~u,y—v)g[x,y}exp{~u2/45~v2/4t}dxdy dudv .
[1Bﬂst]_1/2 JJJJ?Ex,y}g[x+u,y+v]exp[~u2/45—v2/4tldxdy dudv
JJf[x,y](1BW5t]ﬂ1/2 JjgEx—u,y~v]expE-u2/4s~v2/4t]dudg dxdy

JJf{x,y][W[s,thJ {x,y) dxdy

Analpgamente mustra-se que, para i1 = 1,2, temos

Jf[ﬂi[rlf][x,y)g[g,y}dxdy = JJf[x.y][wi[T]g][x,y]dxdy

7.2,10. Lema: Se g = DO

J[[W[S,t}g][x,ylw[x,y]dxdy

. o 5
para toda Y € CDKR 1,

- Demonstragao: Temos

2
1

Dgf, no sentido de Sobolev, entio

= JI?[x,y}DN[s,t}D?D§¢J[x,y)dxdy R

- A RE
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JJ[N[SJ:hﬂ[x,y]w[x,y]dxdy = Jjg[x,ylﬁd[a,thﬂ[x,y] dxdy

- 2 2
Jg[x,y] {[16ﬂ25t} 172 [Jw[x—u,y"vlexp{"u?/4s—u /4t )dudv fdxdy
J .

[15ﬂ5t]_1/2jj Exp["u2/45~v2/4t] {Jjwix—u,y-vlg[x,y]dxdy] dudv

Cigmst) /2

1

. 2
JJexp[-u2/4g~v2/4t} {JJF[x,y}DfD2¢[x~u,y~v]dxdy}dudv

1E

JJf[X,yJ{[WB 5t3—1/2 ijiDgw[x—u,yhvlexp[—u2/45—v2/4t]dudv}dxdy

il

JJF[x,yJ {wis,t}DiDgw[x,yJ}dxdy .

Antes de enunciermos o resultade principal desta secaon obser-
- . ' - o 2
vemos gue o calculo direto nos mostra que, para T € CDUR ),

temos

[wis, t)0%02¢] G, v) = 0,0, [W(s,837] (x,y)

7.2.71. Proposigac: Temos
DA, ) = {f ¢ x[Dngf e X} (1)

11

D

SRR N
NN

11

" pnde as derivadas saoc tomadas no sentide de Soholev,

 Demonstragéo: Suponhamos gue f € D(A1q3. Observemos inicial-
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, o o
mente gue, pelo lema 7,.,2.08, para toda ¥ € CGER } temos

vim [Js” 7w, (s)-1] [w, (+)-1]y-0%p%w]| = O . (1)
. -1 - 7 1T 2.
5+ ()
£+0
Caomo f ¢ D[quJ, existe g ¢ X tal qgue
iim [|s"1t’q[w1[s)71] (W e)-1] f-gl| o =0
s5+0 L
t-+0 .
Portanto
. -1, -1 -
J glx,yl¥ix,yldxdy = 1im J s T [W[SJ—I]Lw[t]-I]F{x,y]¢[x,y]dxdy
2 s+0 ZR2 .
K £50

1im J Fix,yls e [w1 (s)-1I] [wz{tJ-I]Mx,ymxdy
53] RZ '
0

:

J f[x,y]DfDi wWix,yidxdy s
R2

para teda V€ C:Uﬂzl. Logo D?Dgf existe no sentido de Saobolev
o 2.2
e Aﬂ1f = Dquf.

Reciprocamente, suponhamos que f € LPURz), DfD;F

exista no sentido de Sobolev e pertenca a LPURZ}. Facamos

b

- N
[N RN

Para todo par s,t > 0, temos
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tes '
JJ[J f Wlu,vig dudv] (x,y) Plx,y) dxdy =

trs
= J J {JJ[W[u,v}g] (x,y) Yix,yldxdyldudy

Lrs _ 59 -
= J J {JJf(X,y)[W[u,v]unz¢ﬂ (x,y)dxdy}dudv

t,s . .
= JJ {”ﬂx,y'JDUDV Wiu,vIy] [x,y};ﬂxdy} dudv

n

t .5
”f[x,yJ{JJ DUDVB«’(u,VJl,U:J dudv}{x,y) dxdy
0/ o _

1t

”f(x,y] {E‘-.r,] (s)-1I] [w2[t]—ljlp} (x,y) dxdy

x

It

”wfx,y]- {Ed1[s]-I] [wzft]-fjip} (x,y) dxdy

para toda ¢ € C(:;EIRZJ. Portanto
trs
[w, (s)-1] [w, (e)-1]¢ = J J Wlu,vlg dudv
0
Donde segue que F € DEA1 ] e A, f = g = 1D

1 11

A combinagao da proposicgédo 7.2.5. com & observacgao 1.2.10 for-

nece o seguinte resultado de regularidade,.
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7.2.12. Proposigao: Seja X = L R7), 1 < p < =® Se fe X & tal
que
, 2 ) , L p '
i) D1F existe {(no sentido de& Scbolev] e D1 f & X
.. 2.2 , , ' 2.7
1i) 0201? existe [(no sentido de Scbolev]) e 0201 f e X

Entao:

&) D;f existe {no sentido de Sobolev]) e Dg e X
2.2 . 2.2, 2.2,
b) D1D2F existe & D O f = Dzmqf e X

Novamente observamos gue a conclusao relevante
desta proposicao & o item al, pois, b) peode ser provado dire-
tamente a partir de ii) & al.

7.3. 0 Semi~grupo de Cauchy Poisson

7.3.1. Sgja

PP(ZJ = Plr,z) = — ST D <« r <« @ M (1)
T + Zz
?
o nucleo de Poisson no semi-plano superior. Tomemos X = LPURQ],

1 < p < e, ¢ consideremos ag integrais singulares parcisis de

Cauchy-Pocisson de uma fungso f € X, dadas por

[V, ()] (x,y) j P(s,u) fix-u,yldu 0 < s <o (2]

[Vzitlf](x,y] J P{t,v] f[x.y-v]dx 0 < t <o, (3]



Convencionemos gue Vi[D]': I (i = 1,2}, a esplicagao identida=

de.

No que segue, consideremos ainda &8s transformadas
parciais de tiilbert, de Fourier, a convolugao parcial, dadas

phr

: 1 ( Flu,y) _
quf[x,y] = v.p: ; e du ‘ (4)
Ho Flx,y) = — QRAETI2 Y - (5)
o1’ Y T VP ;I oy-v
Fanik,y] = ?[1][x,yl = J Tlu,y) a—iux du (B
Fuqf[x,y] = ?[2][x,y] = I flx,v) e VY 4y (71
(f * g)[q){x,yl = J flu,y) flx-u,y) du (83
(F*gl[z)[x,y} = j fix,v] gix,y-v) dv (9)

nos ¢a%0% Bem gue as integrais tem sentido e também a3 transfor

mada de Hilbert dupla

_ .1 Flx-u,y=-v)
Hﬁ1f {x,y) = ﬂz VoD JJ Y dudv : (101}

7.3.2., Proposigaoc: As famlilims de operadores {Uq[s}: 0 < s < »}

e {Vz[t]: 0 < t < ©} formam semi-grupos de contracdo unipara-
métricos de classe [803 em L{X), com geradores infinitesimais

A?ﬁ e AD1‘ cujos dominios sao
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: o o e oapd0 2y A0
D[ﬂqo) {t ¢ x,qur £ Anlucua ) e p Hygf € X} (1)
_ ) 01 v 0 _
D(A,) = {Ff e XuHg,f e nc, RT) e ‘D Ho T € X3 (2)
Alem disso
~ 10
01
Agqf = -0 H01€ _ (41
ocnde
1 o
o 1. %2 .
D™ = 01 D2 , O = [aq,azJ .

Demonstragao: Observemns gue o nlcleo de Poisson PEEXJ =

P{ssx]) = S/F[S2+X2) & nao-negativo e, péra_todo s > 0, temos
J Pjs;g]dx ='1 .

Como
V{[s]f = [P5*$]{1]

Temos que

[|vis)f]] < ]|PSHL1[]R] Il = i #1]
LP®r%) P w2y

ou seja, V,][S} define um semi-grupc de contragao.
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A propriedade e aemi—grﬂpn de {Vq[s}: 1 < s < o} segue da

equagao funcional de Chapmanh-Kolmogorov

b <sg,t < s
e usando a associatividade do produtc de cenvolugao.

A continuidade forte do semi-grupo na origem & uma consequén=
cia imediata do fato do nlcleo de Poisson ser uma aproximagéo

da identidade.

A caracterizacgao do gerador infinitesimal resulta
da cemposigdo de uma série de resultados parciais, que passa-
mes a apresentar.

Fo?

7.3.3. Lema: Seja X = L'(R), 1 < p < 2, Entdo

a) f ¢ D(A1D] se & somente 5e exicste g £ X tal gue

g (v] = —iv1|F“[uj » vo= v,y
Além disso
(A gf] vy = -y | £7(v)
b} f € D[H01] se 8 somente se existe g € XN tal que

g (v} = "|U2|F"[u]

- Além disso
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A F]T v = sl [T ;

(A, F]° v,

Demaonstragdo; Provamos este lema apenas para p = 1. Quando

1 < p < 2, os argumentos soo essencialmente os mesmos, mas

devem ser tomados os devidos cuidadas:
aj Suponnamos gue dado f £ D[A1D] gxista g € X tal que

{1

13
=

Tim |[SH1[U1[53—IJF-g
S+D+

Observando gue a transformada de Fourier do nlcleo de Poisson

g
P twy = g oWl (w £ R)

temos gque

[sﬂjﬂb1Es]—Ilf—g]ﬁ[u,v]=sw1[e_s[ul—ﬂ]F“[u,vlng"[u,v] .

Como [£7(u,v3| <[], para todo (u,v) em R?, de (1) segue gue

1im s_ﬂ[ewglu|-1]F"{u,vJ = —fu|f " {u,v) g (u,v}

5-r0
Mas g = A, f., por definigao.

10

- Reciprocamente, suponhamos gue exista g € X tal gue

g lu,v) = ~lul+ 7 (u,v) .
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Entdo

i
-
o
t
0
=
1
—
L —
-
1
Fand
<
L
[
(]

vV, [s)lf-Ff| (u,v)
Y

5
V, (s)f-f J Vo (t)g dt

it

Donde segue imediatamente gque + € D[anl = Aqof

7.3.4, Lema: Se T ,g & LP[RZJ, 1< p< 2, entao

'3

-]u!f[ﬁ}(u,v} = g[qj[u,v] . (1)
se & somente se
-|u] £ 7 tu,v) = g7 lu,v) ' (2)

Demonstragao: Por um lado, o lema segue da unicidade da trans

formada na segunda variavel, por outro

;|!g"[u,v)+|u[f“[u,vJ“LP, =||HF01(F1Gg[u,v]+|u]quf(u,vJH y | o

Y v u

i[|”F1Dg(9;v]+[u[FﬁDf[u,vﬂ|LP_”LP,)

v &}
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onde LS , L e LE tem significados dbvios. Portante, se

Entéo
g”(u,v) + Ju|F (u,v) = O ' )

o gue demonstra o lema.

7.3.5. Lemai Se f,g ¢ L‘fﬁzl sdo tais gue
gzq}(s,t} = —[s|¥zq}[s,t]

“entao

n

X
quf[x,y] - J_w glt,yldt

F}

"B reciprocamente

" Demonstragac: Da hipdtese segue que
i

™~

1y (8,80 < C/la+]|s]

| £

: Assim, se fizermos Fy[x].= flx,yl, temos que fy € LZUR)a Por-

'tanto,'

[Fy} (s) = (-1 sg s]?y[s]
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ou seja

(quf}[qj[s,y] = [{-i og sl Fiqux,y)_ .
Seja

_ X
M(x,y} = J g(t,yldt
-

Entéo M & continua na primeira veridvel e

lim Mi{x,y} = 0O

Yoo 0 )

Facamos

Il
1

Xtk
gix,y) Mix+k,y]) - M(x,y) I glt,yldt

Jmkfx~u} gl{t,yldt = m, g (x,y)

onde mk[zl = m{z/k) e m(w) = 1 se w e [-1,0] e m{w) = O se

x £ [-7,0]. Portanto g € ! (R) na primeira varidvel e

r

-igw

(s,y) = Jalx,y) e Tdx

1)

xX+K s
[J g(t,yldt]e "% dx
X

|

K .
J gl{t+x,y) e 18R g Egx

O

k .
J glt+x,yle e gxdt
0

H

J
J
|
|
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(isgs)le —1]f£1]E5,y]

sk -
-(e —1][Hq0{][1][u,y]

Logo, pela unicidade ds transformada

Mas, por outro lado

I
J qQlx,yldy

I

™
J [N[x+k,y} - M{x,y]]dx
I

k+r r
J Mix,yldx - J Mix,yldx
K 3]

133 .
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Entao
k+r r K+ r
Mix,y Jdx-| Mix,yldx = - H . Flx,yldx+| H_ fix,yldx
10 . 10
Kk 0 K 0 :
Como
k+1 ko
Mix,yldx e H, flx,yldx
« K 10

convergem para zero, guando k - -, temos que

para todo r € R. Logo
Mix,y) = -H1Df(x,y] ,

para quase todo x, ou seja

H o f (x,y)

« _
10 - me gflt,yldt

"

para quése todo x.

i 1.2
Reciprocamente, suponhamos gue f e L (R7) & gue exista

g € L1CF23 tal gue
X
quf(x,yl = - J_m glt,y)dt

Seja



glx,y) = quf[x+h,y] - quf(x,yl

Entac, g ¢ LY LY @) en relaqﬁolé primeira varidvel
Assim, se filzermeos

Mix,y) = Flx+h,yd - Flx,y]
Temos gue

Hqﬂmix,y] = glx,y])

1 2 " -
e Mg L (ML°(MR), em relagio 3 primeira varidvel. Assim

q‘}“[s,tJ = (~isgs) M7, ., (s,t) (1)

Por outro lado

I

- 1 - i1, dish_ - )
q[qj[u,tl (is]) (e 1]3[1][5,L} (2)
~f N - ’ iSh_ ~ . . .
M{TJEJ,L) (e 1)f[1](5,t] (3)
. De (1), (2) e [(3) segue que
g(1][s’t] = - |s}| thlis,tl .

©7.3.6, Lema: Seja f € LPUR], 1 < p < 2, Entaoc existe

g E LPCER2} tal gue



iufE y vy = gijiu,v]

4

10 L2

N . - . B 2z
se, e sohmente se, T € AC <73, g.s., &8 D, f e L (R™).

y

loo

Demonstracaes: Supanhamos (1) satisfeita. Seja mix) = 1, se
x ¢ [0,h], e mlx) = 0 sendo. Entéao
]
{m*g) (x,y] = glx+u,yldu
(1) -h
G
m™(u) = (1) Tgr-e 0Ny
Por outro lado
CGF-fCemh, 30T, Lu,v) = (t-e tMUyET (L)
’ (1) Tyt
' = [(m*g}[11]E1][U’V]
Pela unicidade da transformada
0
fix,y) - Fflx-h,y) = J glx+u,yldu GeSe
~h
P2 P
Como f,g ¢ L' (R}, entao fE1],gE1] £ L' na primeirs varidvel,

Assim, obtemos da hipdtese gue

(1+]u[]f€1][u,v] e (M

" Como {1+|uf}_15 LP, segue do desipgualdade de H8lder gue f

—
(o8]
[wy]

-~

(1]



- -~ '1 v . . -
e uma fungao L na primeira variavel. Logo

dlux

Flx,y) = £7,..(u,y) e du = Glx,y)
(1)
. R
Enteo, temos gue
¥
Glx,y) - Gix-h,y) = J gix+u,y) du .
-h
para todo (x,y]) 2m Rz e h » 0, visto que ambos
fungdes continuas em x, Mas
lim Glx~-h,y) = 0O .
h=+co ‘
Logo
X
lim J glu,yl} du
B w-h
existe eJ
X
Glx, v} = J ~glo,yldu .
Como G = ¥, g.s., temos

. X
fFlx,y) = J glu,ylduy

Reciprocamente,

5e

(2]

se verifica,

0s membros

entao

137
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Tomando a transformada F
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x=h
Fflx-h,y) -_?[x,y) = J glu,du’

em ambos os membros, obtemos

10
~ihu 1 e a1, —ihu. .
(e -1) F{leu,ul = =(du) (1~-e ]g[q)[u,vl
ou seja
ig€[1][u,v] = g[1j[u,v) .

F Z
" Finalmente, lembrando gue, se ¥ ¢ L (R},

|u|f{1][u,v}=iu FoaH, Flu,v)=F

1010 ,IDD,IH UH”’V], ,

’

vemos gue os lemas 7.3.3, 7.3.4, 7.3.5 e 7.3,8 caracterizam

D(A, ) no caso L' (R®), 1 < p < 2

No caso p > 2, a caracierizacao segue por dualida

de, camg segue:

seja £ & LUR?), onde p > 2, e ¥ ¢ szz). Entéo,

- temos



JJ[V,l[s]ﬂ[x,y)‘q‘J[x,y]dXdy = ”Hx,y][\!,lts]lﬂ[x,y] dxdy

Tomando § £ D[Aqo], vamas ter

In

1im JJS_q[Vq[S]F;{J Y (x,y)dxdy
8-+0 :

JJA1DFEx,yJ¢[x,y]dxdy

= 1im JJ{[x.st“q[v1[5)wﬂw] dxdy

5+0

1]

JJffx,yJ[ﬁ1UwJ(x,yjdxdy

Hi

JJF[x,y][~D1H1D¢][x,y]dxdy

1

JJH1Df{ny]D1¢(X,y]dxdy s

. w 2
pois ch?l C:D[Aqu}"
Agora

t
JJ{JDA10FEX+h,y]dh} Y{x,yldxdy =

t
= J {JJ A gfxvh,y) Pix,y)dxdy Jdh
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h
|
(]

{”_f-\,mﬂx,yl W {x=h,y)dxely} dh

t
= J {”H fIx,yJp" (x=h,y)dxdy}dh
0 10

t
= JJ{J anf x,y) @' (x=h,yldt} dxdy
0

iH

JJquf[x,y} [@[x,ylhwixft,yij dxdy

1

- JJ{quf[X+t:y]"H1UF[x,y3] Px, yldxdy

para toda Ve Ciﬂﬂzl. Portanto

X+t
1Uf{x+t,ylhﬁjof[x,yl = Jx Aﬂgf[h,yldh .
1m0 2 . P . _2
Logao, H10¥ 3 ACIDDCR Joe Dquf e L R,

Analogamente obtemos a caracterizagdo de D(A., ) e

01
& imediato ver que
7.3.7. Proposigao: Temos
_ 10 , 2 01 .2
DAy, A,) = [f e le,]Df € Aclocm Jo Hy DM, pF € AC) C[R )
;DHfDH DH e X} . (1)

20171 1U
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=

’Q‘Ulﬂ'c“m'F = Dofg Pafhgf .
D{A1UAD1J = {r e x|, e Agiljtﬁzl, NG A;&E:ERZ] ,
0, F) D1H¢DD2Q01f e x} ‘ (2)
e
Aaofor® = DyHyPotesf

7.3.8. DObservemos gue as famillias {vq{s]: D < g < ®©} ¢

'{Vz[tl: 0 < t < =} s&o0 comutativas e que

[vqtsjvzftJ{]rx,yJ = [V2[t],vq[t]f]ix,y]

= JJPtEVJPSEUJ¥(x—u,y~v}dudv
Portanto, seg definirmos
Vis,t)+ = [PSPt] * T
e V(0,0] = I, temnslpela propesigao 10104,
7.3.8. Proposiggo: A familia de operadores {V(s,t):0 < s,t < w}

. & um semi-grupo de contracao biparaméirico de classe (€} em

LX),



_Seja A1 o gerador infinitesimal deste semi-grupo,

1

segundo a definigao 1.2.5, A sua caracterizagao segue da ce-

guinte seqguéncis de lemas.

7.3.10. Lema: Seja X = LT rR%), 1 < p < 2, Entédo f ¢ DA, ) se,

e somente se, existe g g LPERZJ tal qué
g  (u,v) = Jul|v]f lu,v]
Além disso

(A, F)7 Lusvd = fulfv]s™ (u,v) .

Demonstracao: Limitamos a demonstracac ao caso p = 1,
G

Suponhamos gque T € D[P\,l J. Entac existe g € X tal

1

que

1im||s"1t“1[v1{53-zj[v2tt1n11fhgn = 0 . (1)
50" T b
t-+0

Por outro lado

E5-1t-1[v1[s]~1][Vz(t]—I]frg]“[u,VJ _

(E"Slu[”,l][e-t|V],1]-{-‘“{U,V]"ga[UjV}

Como |7 (u,v) ] i]i?Hq, para todo (u,v) BmIR2, segue de'{ﬂl que

lim S-1t~1[8-5|uf_1

s+0
t-+0

e"t|vl

) (¢ 13 (u,v) = g lu, V)
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ou seja
|u|]v|¥"{u,u] = g (u,v) .

Mas, por definigao g = A,,f & portanto

11

(A, ) Cu,v) = fu]lv| 7 (u,v) .

11

Reciprocamente, supanhamos que exista g & X tal

que
g (u,v) = [p[[v|¥“[u,VJ o
Entao

({v,(s)-1] [v2tt)ni]m“[u,v3=[e“5[“|-dJ(e't|“|-1w“{u,v1
tes

=J J e_klu]e-h|vig“[u,u}dkdh
trs

-=J J {(V(k,h}Yg) “ (u,v)dkdh
trs

=(J J Vik,h)lg dkdhl™ (u,v) .

Pela unicidade da transformads de Fourier



tos
(v, (s)-TI] [V, (£)-T]F = f J Vik,h)g dkdh
) 0/ 0

Donde sepue imediatamente gue § € D[Aqﬁ] e A11f = g

1 -
7.3.,71, Lema: Se f,.g € L [FZ} sao tais gque

-~

lt] £ (s, t) = g" (s, 1]

[
=)

Entao

Y
'H11? {x,y) = J J glu,v)dudy 0.%e
- O

e reclprocamente.

Demonstracso: Se a condigdo (1) estd satisfeita, entao

f e quﬂ LzﬂRZJ. Isto decorre do seguinte. Temos

1g“!5,t][ < C,

Agora, se (s,t) e [f1?1] s [—1,11, entép

is]|¥7(s,t3| < C e ttl |+ 7s,t3] < ¢C

2 2

e se Es,t].é [-1,1] x [-1.1]., entao

A
O

|s]f¢ s, t3] < |si]elff te,e0] = Jg7(s,t)] <

Iat
ap]

]|+ (e, t)] < Js|le]le (s, 0] = [gts,td] <

i

144,
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Assim

£ s, 1) |2 < C/(1+s°) (1+87) :

- - L2 S - 2
Camo [¢+52} q[1+t2J ! £ thw ], sepue gue T £ LzﬂR ] & conse-

guentemente f € Lzﬂ?zl.

Vamos ter entan
[quf]"[a,t] = (~isgs)(-isgt)f (s, t)] .
Fagamos
yox
Mix,y) = J J glu,v)dudv

—- oo

glx,y) = Mix+hmy+Kk)-M(x+*h,y)l~M{x,y+k)+M{x,y)

y+k px+h
= J J gl{u,v)dudyv .

Y x

Entao g ¢ L1{W Lzman. De fato
qglx,yl = mhk*g[x,y} ’

onde mhk[u,v) = m{u/h,v/k) & m 8 a fungao carascteristica de

[-1.0]x[-1,0].

Temos
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vl pxth mi[r'+ff].
g (s,t) = J J fJ J g[u.v]ﬂudv] g T UENTEY gy
R /Tt 1y P '

= tas) et e T e gt (s, 1)

{151"1[ei5h*1][it}"1£eitk—1][5]|t|f“[5,t]

ish 1tk

= (77 -1)(e” T~} (-isgs]) (~isgt)f (s,t)

ish

(e

itk . |
10" =13 (H, 717 (s, t) .

Pela unicidede da transformade de Fourier, Ltemos

qlx,y} = A 4 'H1F[x,y}

k “h

1f[x,y+k3 + quf{x,yl

1

n

Ho FOceh,yek) = H 1f[x+h.§] - i

g

- Sejem a e b em R, arbitrariamente fixados. Entdo

1

bra bra
f J glx,yldxdy = J J ékﬁh HﬂqF[x,y)dxdy

a [7f°
&h JUJ qufix,y]dxdy



onge
b,a L+k rath bra+h b+ ra bra
P, a
S DA DR TR Y R I IS I
M iplo g o 0l o ‘o Jolo
Agora
bahd ha
lim ﬂkﬁh J J H11f[x,y)dxdy = J J H1qf{x,y]dxdy
h-»=o 040 g+ 0 .
k—+—oo

e por outro lado

b/a . bra
J J qlix,yldxdy = J J &k éhM(x,y]dxdy
0/a

CONVETrge para

bra
J J T Mx,yldxdy

bra |,
J J {Mlx,y) - H11¥[x,y}}dxdy = D

' para tedo a 8 b em R, BDonde

Mix,y) = quf[x,y] , 0.5,

147,



II’}B-

- . o : . 1..2
Reciprocamente, suponhomos gue exista g e L (R™)

tal gue

y X
H11¥ (x,y) = J J giu,vidudy
fed] -0

Seja

temos gue

qumtx,yE = glx,v)

e Mg 'Oy PRy, Assin

g ls,t) = [-isgsl)i-isgtIM (s,t)
q (s,t) = [is)q1[elahﬂﬂl[it}p1(eitk;1]g”[5,t)
M es,t) = ety et PRy et (s, 1)

‘De (33, (4) e (5) segue imediatamente que

g (s, t) = |e|lt] £ (s, t)

(3)

(4)

{5)
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. _ ) .
7.3.12. Lema: Ssja T ¢ LP@%L], 1 < p < Z. Entao axiste

g € LPEHZJ tal guc

(iud (iv)f lu,v) = g (u,v) , (1)
se & somente se
Y X .
Fflx,y) = J J plu,vidudy {21

Demonstragas: Suponhamos (1) saetisfeita. Seje agora mix,y) a

fungéo caracteristica de [D,h}x[u,k]. Entao

kh .
mrg(x,y) = J J Elx-u,y-vidudv ,
040
m-{u,v) = Eiu]_q[ﬂne—ihuj(iv]'1{1ﬂe‘ikv]

.

2 - ~
(ApALFI"(u,v) = (mag) " (u,v)
Pela unicidade ds transformada de Fourier segue gue

krh . _
ATA Filx,y) = J J glx=-u,y~v)dudv . (3)

1
h 04D

N

- ’ - -l
Como [1+Eui] q{1+|v|] ! € L[[R2], de (1] concluimes que

Cefuld tre v e (o, vy e LT ®m?) :

. Segue entdo da desigualdade de H8lder que +7 ¢ Lqu?zj. Portan

~to



flx,y) = J £ tu,v)e et Y qudy i q.5.
=2 |

Logo

lim 1im  fix,y} = 0
y—}-—oo b el e ]

e consequentemente, de (3}, temos

L 0
filx,y) = J J g(x-u,y~v)dudv
— oo — 00 .
ouU seja,
v X
Flx,y) = J J glu,v]dudv , 0.5
- OO .
A reciproca & imediata & a demonsiracao estad com-
pleta.

‘ Obsevando gue, se f g LPGR1, 1 < p < 2, entao

(iu) (dv)i-isglul)(=isg(vI)F (u,v)

1t

|u|1vl?ﬁ[u, v)

= (iu](iv)(Hﬂ1¥] (u,v]

11 -
vemos gue dos lemas 7.3.10, 7.3.141, 7.3.12 e do mesmo argumen

to de dualidade j& usado anteriormente no caso p > 2, decorre

que:
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7,313, Prupoziqéo: 0 perador infinitesihal A11 do semi=-grupn

de Poisson tem por dominio

Yy oo X
D[A11]={fex: quf[x,meJ J glu,v}dudy , geX}

-0 ol

Da proposigdo 7.3.7 e da& ohservagcao 1.2.10 cecorre

- imediatamente gue

7.3.14, Proposigdo: Seja X & L R 1 < p < =, Se f e X € tal

gue

' 01 2
i H. T AC R
.1} 017 F oG )

. L 16 2
11) My, OpH,F c A, RT)

11)‘D2 01

£, D Hg D Hg T €
Entao
a1t £ e aclY ®Y) ,
0 1o
: g1
) H DB.H £ ¢ ACL' ") ,
1 10 1ac .

c) O.H f , B H O H FfeX .

d}y b,H, D H. T = D,H



APERGICE
SEMI-GRUPDS DE DPERADORES UNIPARAMETRICDS

C tratamento dos problenas dos semi-grupos multi-
paramétricos recal guase sempre, num sentido gue ficou claro
. * o P N " e . . .“ = -I Ar I'. P

ng capitulo inicial, no esludo do correspondente prDUlama pa
ra um semi-grupo uniparamétrico. Por esta razao, por uma ques
tdo de ordem didética, apresentamos um resumo dos conceitos e
resultados bésicos dos semi-grupos uniparametricos. Para maio

res detalhes veja [DB],[171.

1. Seja X um espago de Banach real ou complexo e seja L(X]) a

élgebra de Banach dos endomorfismos de X.

2, Definigfos Seja T:|0,=) » L{X) satisfazendo as seguintes

propriedades

T[tq+t2] = T[tﬂ].T[tzl s (t,,t. > 0} . (1)

T(B) = 1 T, (I = operader identidade) - {2)

entéo a famflia {T(t): 0 < t < »} & denominado semi-grupo
uni-paramétrice de operadores em L(X), O semi-grupo & dito de

classe [CDJ se satisfaz a propriedade adicicnal

s=lim T(t)f = f (3)
L0,

{continuidade forte de T(t) na origem.)



—) __xm |

No gue segue esltaremos suponde guae 3 familia de operadores 1i
mitados {T{(t}: 0 < t < =} de X em X & um semi-grupo de classe

(c i,
]

3. Proposigac: (a) ||T(£)]] & 1imitade em todo subintervals fi-

nito de [0,®).

{b) Para cada ¥ € X, a fungao
t:{0,°) >~ T(L)F
€ fortemente continua.

(c) Temos

w =inf % logll T(t) ]} = 1im % log|l T3] < = (1)
© t>0 : 20,

(d) Para todo w > W, exlste uma constante M tal que pars tc

do T > 0,

IR
- &

4, Definigao: 0 gerador infinitesimal A de um Ssemi-grupo

{T(t): 0 < t < =} & definido por

Af = s~1im AfT)f = s5-1lim
T+U+ T+D+

Al

[T(er-1]+ C (1)

guando o limite existe:; o dominio de A, denstado por D{A),
sendo o conjunto dos elementos f € X para os guais o limite

existe.



5., Proposigao: (al)l DIA) € um subespago ‘de X e A & um operador
inear.

(b} Se f € D(A), entdo T(t)FeD(A), VYt > 0 e

— T(t}f = AT(E)F = TLLIAT . ' (1)

d
dt

além disso

t
T(E)F-1T = J T(U}AT du , t > 0 (2)
a

-

(c) D(A) & denso em X, 8 A & um operador fTechedo,

6. Definigao: Para r = 0,1,2,... 0 operador A" & definido in-
dutivamente pelas relagdes A® - 1, Aq = A e
0(ATY = (rexirenta™ Ty e AT Treniay (1)
e
ATs = At Te) - smam A AT . [Fen(AT))
T+U+ '

(2)

7. Proposicao: (a) B(AY) & um subespago de X e A° & um opera-
dor linear.

(b} Se FeD(AY), entdn T(t)feD(AT), ¥Vt > 0 e

r
d T

TltY)f = ATTIE)F = T(E)A"¥ (1)

dat’

. Além dissc



rt K £ . A
Teerf - 5 of e ol )™ AT du (2)
L kY (r-1}! '
P\:U 0
E
. £t
[Teey-1)"F = | oov| Tlu,+v..+vu JAT¢du, ... du (3)
- 0 o 1 r 1 r
(c) OD(A") & um subespaco denso de X para todo © = 0,1,2,...

r -
A" e um operador fechado.
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