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ALGUMAS FIBRACGES SOBRE S/



INTRODUCZXDO

Este trabalho tem como tema algumas fibracdes sobre S7.

Além das mais simples como SP(1) ... SP(2) -~ S7;

SU(3) ... SU(4) > 87; S0(7) ... S0(8) ~ s’, temos também a fi
bracao G2-..Spin(7r>s7, onde G, € o grupo de automorfismos dos
numeros de Cayley, cujas propriedades utilizadas apresentamos
no apendice A.

Fazemos uma prova elementar de que SO(7)/G2 = h2P7, usando soO
mente acdes de grupo, o que prova que Spin(7) Fibra sobre S7
com fibra G,.

Utilizando a propiredade da trialidade (que diz que para todo
A £ S0(8), existem B e C em S0(8), tais que A(x.Y)=B(x).Cl(y),

para X e y quaisquer numeros de Cayley, onde é produto
Cayley) constroem—-se mergulhos simples que provam que
SU(4) = Spin(6) e Sp(2) = Spin(5) e gue nos levam ao seguin

te grafico:

Sp(l) c Ssu(3) c

@

c S0(7)

sp(2) ¢ su(4) c Spin(7)c  S0(8)

onde 0:50(8) -~ S7

€ a projegao na primeira coluna.
Apresentamos também a constrigao de Spin(n), assim como algu-

mas de suas propriedades no apendice B.
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ALGUMAS FIBRACOES SOBRE S7.

SECEO O - PRELIMINARES

1. Representamos por M(n,F), o conjunto das matrizes nxncomen
tradas em F, onde F = R, € ou H (: a algebra dos quaternions;

E={z+jw|z,wen¢, ij=-ij=zk, 3°=-1, 13=31=3}\

t

O(n):= {AeM (n, R)y/AA =1}

so(n) = {A€0 (n)/det.A =1}

0
>

U(n) = {AeM (n,q‘:)/AA* =1} onde A*
su(n) = {A€eU (n)/det.A =1}

Sp(n) = {A€M (n, H) /AA" =1}

Assim 0(1) = {1,-1}; so(1) ={1}; u(l) =s', su(l) ={1} e
sp(1) = s’.
Todosestes sdo grupos de Lie,com a multiplicacdo matricial.

Para todo n temos as inclusOes usuais. Por exemplo para SO(n):

SO{(n) &—— s0(n+1)

lo...0
A ————-| O

: A

O

Dizemos entdo que SO(K) & subgrupo (canonicamente) de SO(n)pa

ra K<n. Analogamente para os outros grupos.

Agora,sabemos que os complexos se incluem em M(2, IR) por

¢ C__¢."_I& M(2,|R)

X +1iy [x 4 ]
y x como subalgebra.
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H-
Também [H M(2,¢)

Z+jw 0————»[2 -f]

w z

Logo estas inclusOes determinam inclusdes:

1
min ) SR wian, R

1
M(n, H) ;JH_—Q:_* M(2n,¢)

e definindollH_IR 1= 1¢_ IRO 1 H-¢,

temos
M(n, [H) c.llH_"B_, M(4n,[R).

Estas inclusOes "canOnicas", preservam os grupos classicos:

1¢-IR (U(n) < sO(2n)

I'H_¢ (Sp(n)c U(2n)
1IH-|R (Sp(n)) ¢ sO(4n),
* = ) = , % =
pelo fato que ‘l¢—|Ro(Z)) l¢_IR(z) e (IIH_¢(Z+JW))
= 1[H—¢(Z+jw)°

2. Todos os grupos acima definidos, atuam naturalmente sobre a

esfera de dimensdo apropriada. POr exemplo, para SO(n):

so(n) x s*1 g1

(A:X) — A, X



como oOrbita de e; ® SO(n)/ onde e1==(1,...,o)

isotropia el'

e como Orbita de e1==Sn-1, e Isotropia e1==so(n-1) temos
S0 (n) gSn-l, onde = significa difeomorfismo.
SO (n-1)
Analogamente temos SU(n) . s?n-1 o Sp(n) = gin-1
SU(n-1) Sp(n-1)
7

Em particular temos as seguintes fibracoes sobre S

Usando reais: SO(7)... SO(8)— S7,

usando complexos: SU(3)... SU(4)—= S7,

usando quatérnios: Sp(l)... Sp(2)— S7.
Fornecemos agora uma outra fibracdao, usando os numeros de

Cayley (ver apéndice Aa).

Proposicao 1 S0(7)

Pp7 onde G, &€ o grupo de automorfis
G2

n

mos da algebra de Cayley, e |RP7é
0 espac¢o projetivo real de di
mensao 7. (Daremos depois uma prova direta deste fato).

3
Prova: Seja Bil = {F: |R7x [R7— IR7/F bilinear }= IR7

Definimos uma acao de SO(7) em Bil:

p.: SO(7) x Bil —— Bil

(a,F) —— ((x,y)— AL, F(ax,Ay)

(i.e, a aplicacdo bilinear F na base A).

Seja F¢a (x,v) =x.y (produto Cayley). Temos F¢ae:Bil.

Assim 'SO(7) -

= Orbita F¢
Isotropia(F¢ ) a
a
Mas Isotropia (F¢ ) = G,. Com efeito, A €G, <=> A(Xy)=
a
t

= Aflw) Alv)l WUy vve M & v vw= DA (AflvY AflrYY Uy ved. Er v vY =



=qu (A,F¢a) (x,y) Vx,y€¢a®F¢a= u(A,F¢a)<=>AeIsotropia (F¢a)

temos entdo SO(7) : Orbita de F. = M
o, ¢a

assim, M & compacto, conexo e dimM= 7.
Agora, seja p :S7 —_—M

p ——pr, onde Fp(x,y) = (xp) . (PY)

-3 - -
(F_€M, pois F_=u(A_,F4 ), onde q =p e A_(X)=gxq; ver apén
P a’" ¢, q

p

dice A, item 4.)

Como Fp= F_p temos p: |Rp7 — M como p & continua

{-p,p}——+Fp
temos que p também o &, mais ainda, p & C®.
Também p & injetora (ver apéndice A, item 5).

Como IRp7 é compacto, sem bordo e de dimensdo 7, entdo & sobre

jetora pois M é conexo, logo p: IRp7E M, e assim SO{(7) “=‘[Rp7
G2

Notemos que o isomorfismo p nos diz que os conjuntos de fun-

e F com

coes bilineares FA P

F, (x,y) = a%(ax,ay), Aeso(7)
FP(X'Y) = (xp). (py), PE S7, sdo iguais.

i.e. YA€SO(7), 3pe€ S7/FA=Fp e vice-versa.

Agora, para A £S0(7), podemos encontrar seu correspondente

*p e[Rp7 explicitamente, em forma algébrica. Para isto note

mos o seguinte: fazendo contas, temos que se €q el, .« 7 e.7 e

- . 8 ~ _ 2 2 2
a base canonica de |R ’ entao<e1P.Pe2, e3>— Po+ 1>1+P2 +P3 -
2 2 2 2, _ 2 2 2 2y _
—(P4 +P5 +P6 +P7 )—2(Po +1>1 +1.=’2 +P3 )-1 onde

P=(Pys +--s P5). Lembremos que ||P|[=1).

| 743

Em geral, para i # j, 1si, j=£7

<e1-P.1->e_-,_,e1- 85> = 2(P,12+ P,’2 +P1'2 + P1,2)-1.



onde k e tal que ei.ej =te,

Por exemplo:

3 _ 2 2 2 2, _ . -
<e4P.Pe5, e4.e5>—2(P0 +P4 +P5 +P1 )-1, pois e4.e5 e

S 2 2 2 2y _ : -
<e3P.Pe7, ej.e.> 2(P0 +P3 +P7 +P4 )-1, pois ej.e5 =e,.

logo, somando para todos i,j tais que 15i<js7, uma conta sim

ples mostra que

= _ 2_ 2,5 2 2
P <eiP.Pej, ei.ej>—-21P0 3(P1 +P2 +...+P7 )
12i<j<7
_ 2_ o 2
—-21P0 3(1 PO )
_ 2
2_1 [ z:<e.P.1-5e.,e..e.>+3]
Po =357 1€i<y<7 t L
2 2
tendo P0 » podemos calcular Pq :
z<e.P.1->e.,e..e.>=6(P02+P12)-2(P22+...+P72)
0<j=1 3o
_ 2,02, o1 qp 2.p 2
—6(P0 +P1 )-2(1 (P0 +P1 ))
_ 2 2, _
—-8(P0 +P1 )-2
assim: P.2=_1 ;<ePl—>e e..e.>+2|-p .2
Rt Tl FUE s EAL S KRS 0 0
Em geral, vale:
2 1 7 - 2
Pi = ? [_§<eiP.P ej, ei.ej>+2]—PO .
j=1
j=i

Analogamente, podem ser calculados todos os produtos Pi'Pj’

i#j, como funcdo dos numeros <eyP.Pej, e >; chamemos estas fun



coes de Piy* pij({<ekP.§ ey, es>}k,z,s)=Pi'Pj .

Agora, como para todo AeSO(7), existe p€S7, tal que Fp=Fp,

i.e, A(Ax.Ay)=xP.Py, temos que para A€SO(7), seu corresponden

te P, tem PiPJ

] pij ({<K(Aek Aeﬂl'eg}k,l,s)

P
/7

i.e., o produto das coordenadas i e j do vetor P corresponden

te a A se pode expressar como fung¢do das colunas e filas de A.

Lembremos agora, a aplicacdo de Veronese, que em nosso caso se

ria uma imersao (em realidade, um mergulho) de |RP7en1|RP35:

Se [X , «en s %q] sao as coordenadas homogéneas de um X PP7,
entdo Veronese: |RP7 C——4IRP35

2 2
[XO, o o0 'X7] ——3[Xo 'xox1, X1X2,...,Xixj...x7]

(como o numero de escolhas de pares de numeros dentro de 8 pos

sibilidades é 36, temos que o codominio & PP36-1= RPBS).

(n+m) -1
(Em geral, ¥m,n, Veronese: RP" ¢——[rp O
i i

[xo,...,xn]——eﬂxo e eX )

n ‘i,+.,..+i_=
i, i =m

1,

i.e., a imagem de [xo,...,xn] sdo todos Os possiveis monomios de

grau m).

Temos entdo que a aplicacao @:SO(?) — PP7 Seronesa RP35

A 20y g (A gy

(coord. homogéneas)

i.e., a partir das colunas de A podemos calcular explicitamente,
em forma algébrica, os numeros PPy que correspondem ao PeS7‘ta1
que F,=F,, e os valores PyPg sdo simplesmente as coordenadas ho
mogéneas do ponto {P,—P}EIRP7, onde IRP7 esta mergulhado em PPBS

mediante a aplicagdo de Veronese. (Ver por exemplo:Shafarevich,

Basic Algebraic Geometry).



Finalmente, como Spin(7) €& recobrimento (universal de duas fo

lhas) de s0O(7), Spin(7)——¥1—*-so(7), temos que ﬂ'l(G,)é reco

brimento, de duas folhas, de G2. Mas, G, é simplesmente conexo

2

(ver apéndice B ... ), ent501f1(G2)EG2>(Z . Assim G251f1(G

2 2)o

(componente conexa da identidade) e podemos dizer que G, c Spin(7).

S0(7) & recobrimento conexo de
G,

=

Logo Spin(7)
G,

3

duas folhas, onde T~T(aG2)='"(a)G2.

~ 7 . N . . -
Mas SO(7)* RP’, logo San(7)=S7, e obtemos assim outra fibracao
G G
2 2

sobre S7, esta vez usando numeros de Cayley.

SECE0 1 - TRIALIDADE

1. A propriedade da trialidade diz que para todo A €S0(8), exis
tem B,Ce€S0(8) tal que A(xy)=B(x).C(y), ¥x,y ¢a.
Usaremos este fato na prdoxima Secdo, para mergulhar

Gy... Spin(7) — % .57 dentro de SO(7)... so(8)—2—s’

tal que © =a .
spin(7)

Também usaremos a "trialidade Infinitesimal” (que é a "tria

lidade derivada", i.e., a nivel de algebra de Lie), para in

cluir SU(3) ... sU(4) —L—s’ dentro de G, ... Spin(7)—2»s’
com este ultimo ja contido em SO(7) ... SO(8) g S7,e tal
que B = a = 0 .

Su(4) SU(4) SU(4)

Em primeiro lugar, provaremos a propriedade da trialidadee

da trialidade infinitesimal: Seja u S7, escrevemos Ru(x)

denotando a reflexdo de x correspondente ao hiperplano deter



minado por u, i.e., Ru(u)=-u, e Ru(x)=x, se X lu,

explicitamente, Ru(x) = X=2<X,u>u.

Lema 1. Ru(x) = -uxu

Prova: Ru(u) = -y = -yuu.
se xlu = x@=-ux (ver apéndice A, item 2).
Logo R, (x) =x= u (ux) = -uxu.

Como R € 0(8) e (x — ~uxu) €0(8), temos que coincidem.

Lema 2. Seja A€0(n), entdao existem Vir eee r Vi k£n, com

n-1 =
V; €S tal que Rv .o RV = A.

1 k

Prova por indu¢do. Para n=1, & claro.
Suponhamos valer para n. Seja AeO(n+1l).

Se A(el) =eq, entao por inducao A=Rv1"' Rvk,

ksn<n+l.
A(el)—e1 .
Se A(e ) # ey seja = ————— , entao
|a(e;)-e, |

Ru(A(el)) =e; e assim Ru.A(el) =eq entao
Ru.AEO(n) , € por hipotese indutiva, Ru'A=1%1“'P\Ik'

2
< = =
ksn. Logo, como Ru I temos A Ru"' Rvk,
k+1sn+1.

Notemos que AeSO(n) se e sO se k & par, pois

det (Ru) =1,

Corolario: Para AeSO(8), existem Vir eeer Vs r<8, r par tal

que Ax=vr(...(v2(lev1)v2 ...)vr

Com efeito, pelos lemas 1 e 2, e pelo fato de r ser

- P



jugacdao aparecem um numero par de vezes, por exemplo:
sz. va (x) = RV2 (-v1 X vl) =-v, (—v1 xvl)vz = v2(v1 xvl)vz.

Agora, como para todo a,x,y e€¢_,

a(xy)a = (ax) (ya) (ver apéndice A, item 4(i))
temos que

vr(... (vz(vl(xy)vl)vz) ...)vr=

= [vr(...(vz(le))...)][(...((le)vz)-.-)vr]
logo, se definimos )\V(x) =v.Xx e Dv(x) =x.v, entao

AV,PVSSO(B). (Ver apéndice A, item 3). Temos, que para

r par, R, ... R (xy) = (A cee A (X)) (R

Vi k 1

ces p\-,]iy))

e como para AeSO(8), A=RV r<8, r par,

1...Rv'

r

temos

Teorema 1 (Trialidade)
Para A SO(8), existe um par *(B,C) (modulo sinal), B,C em

SO0(8), tal que A(x.y) =B(x).C(y), vx,yeta.

Prova: SO resta provar a "unicidade".
Escrevemos trial(A,B,C) se A(x.y) =
=B(x).C(y) ¥x,yefs.
Evidentemente trial (A,B,C) & trial(A,-B,-C).
Vamos provar que estas sd3o as uUnicas possibilidades.

Suponhamos que A(x.y) =B;(x).C;(y) =

=B, (x).C, (), vx,vet,.
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Substituindo x por Al_l(x), e y por Bl-l(y), e fazendo
-1 _ -1
temos
X.y =A3(x) . B3(y) , Wx,yets.

Fazendo y=1: A3(x) = Xb, b=B3(1), Vxe¢a.

Também x = 1: By(y) =ay, a=2a,(1), vyefa

Logo X.y=xb.ay, e x=y=1 =ba=1, e substituindo
X por xa, temos
(x.a) .y =x.(ay), ¥x,ye¢s.

E facil verificar que a deve ser real. Logo a=t%1.

Se a=1, temos A1=A2, Bl= B2. Se a=-1, A1=—1, A1= —AZ,B1=—B2.

2. Damos agora, varias propriedades simples de trialidade.

Para AeSO(8), escrevemos Z\para A(x) = A(X).

Proposicao 1:

a) trial(a,B,C)e trial(a,-B,-C)<= trial(-A,-B,C)l=

<> trial(-A,B,-C).
b) trial(a,B,C)e> trial (B,A,C)<> trial(C,B,A).

c) Se trial(Al,Bl,Cl) e trial (AZ’BZ'CZ) entao
,trlal(AlAz, B1B2, C1C2).
. . -1 _-1 -1
d) trial(Aa,B,C)<trial(a ,B ~,C 7).

Prova Imediata:



1
Pela proposicado anterior, se definimos

trial¢a CSO(8) xS0(8) xS0(8)

como trial¢a ={(A,B,C)eSO(8)x sO(8)x so(8)/ trial(A,B,C)}

temos que trial¢ € um grupo de Lie (pois & subgrupo de
a
SO(8)x SO(8)x SO(8), e & fechado: Se (a,,B,,C,)— (A,B,C)

com (An,B‘n,C'n)etria1¢ , como x,y fixos temos
a

0= Al (xy)—Brn (x) .Cn(y)—-A(x.y) -B(x).C(y) .. (A,B,C)e trial¢a).

Temos também trés homomorfismos de grupo (obviamente C%),

s Trial¢ —— 50(8)
a

(Al IA2 'A3) —_—)Ai

e sabemos, pelo teorema, e pela proposicao 1, que as LI sao
sobrejetoras.

Também, pela proposicdo anterior, m,

l—l({A}) tem s6 dois ele

mentos, temos entao que dim(trial¢a)= dim(SO(8)) e que cada

T & um homomorfismo de recobrimento de duas folhas. Mais ainda,
trial¢a € conexo.Com efeito se trial¢al nao for congXo , entao
‘trial¢éz SO0 (8) x Z'2, pois & recobrimento de duas folhas de SO (8).Como
n1'1(1)= {(I,—I,-I) , (I,I,I)} , teriamos que (I,I,I)e (I,-I,-I)
estdo em componentes diferentes. Mas, se definirmos

At= Ry . R(ei"t.i) r € se B, = }‘i . A(eint.i) e Ct=pi. D(eint.i) ’
teremos (At,Bt,Ct)etrial¢a.
Mas, (A,,B,,Co)= (I,-I,-I) e (A;,B;,Cy)=(I,I,I).

Logo, (1,-I,-I) e (I,I,I) sdo unidos por um caminho continuo,

assim, trial¢ €& conexo.
a

Lembremos agora, que Spin(8) (ver apéndice B) & recobrimento
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universal (de duas folhas) de SO(8).

Temos entao, tria1¢ = gpin(8).
a

Lembremos também que o homomorfismo de recobrimento é:

m: Spin(8) —  S0(8)

ol
_ R, ...R, ,V:.€S’, kpar.
a = Vije..Vy ——— "V vt

Podemos definir entdo outros dois recobrimentos (também ho

momor fismos) :

A : Spin(8) ————— S0(8)
a=vy ...V ——— )\Vl.“)\vk
p : Spin(8) —————— S0(8)
a= Vie..Vy ———— pvl...pvk

temos que A e p sd3o C® (ver apéndice B...)

Assim, temos explicitamente o isomorfismo entre trial¢
a

e Spin(8):

Y=(m,A,p): Spin(8)—— tria1¢a

a —— (7m(a), A(a), p(a))

e em realidade, 1= 7] oYi A= 7y oY;i p=T3 oY-

3. Trataremos, agora, da trialidade infitesimal.

Como 7,A,p: Spin(8) —— S0O(8), nos d3o trés recobrimentos
de s0(8), dnl, d)\l, dpl s3o isomorfismos entre as algebras

de Tiie T.(QninfQYY A~ m f(oAntorn



Para Ae(TISO(B)), definimos:

1

AT:=dA; . (dmy) T (A)

-1

. (dﬂl) (A).

Temos entdo a "trialidade Infinitesimal":

Teorema. 2.
Para AeTI(SO(B)) vale a identidade:

A(x.y%=AA(x).y-rx.Ap(y), vx,yea.

Prova: Esta identidade se obtem "derivando a trialidade":
Sejam x,y ¢5, fixos.
Sejam f: Spin(8) —— > ¢4
a ————— 1 (a) (x.y)
g: Spin(8) — ¢,

a — (A (a) (x)). (p(a) (¥))

temos entao f=g

Logo df1= dg1

Mas dfl(B) dﬂl(B)(x.y)

dg (B) = (dA; (B) (x)) .y +x. (dp; (B) (y)), para

B€T1(Spin(8))

-1

tomando AETI(SO(S) e fazendo B=(dn1) (A7)

A

temos A(x.y) =A x.y-kx.Apy.

Fazendo uma prova similar a unicidade da trialidade, e usan
do o fato de gue os elementos de TISO(S) tém trago zero, pode

mos provar, também. a unicidade da trialidade infinitecimal

13
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(Ver Postnikov, Lie groups and Lie algebras).

Secdo 2 - Aplicacado da Trialidade

1, Definimos um mergulho de Spin(7) em SO(8) usando trialidade:

Seja Spin(7) *={Beso(8)/ trial (A,B,C), AESO(7)},

i.e., A deve ser tal, que deixe invariante os reais: A(1l)=1.
Temos que Spin(7)* & subgrupo de SO(8),pois:uaBl,BZESpin(7)*,
entao trial(Al,B

Cl) e trial (A2, B C2) com AiESO(7).

1’ 27

Logo, trial(AlAz,Ble,Clcz)e A1A2€SO(7L

Analogamente para o inverso.

Se Be Spin(7)*, entdo trial(a,B,C), com A(l)=1.

Logo 1=B(x).C(X) .°. B(x) =C(X) = C(x).

Assim C=B e também A(x) =B(x).B(1) -
Logo A(x) =B(x).B(1)
C(x) =B(x).

Como trial (A,B,C)<=>trial(B,A,C)

temos a trialidade para Spin(7)*:

B(xy) = (B(x).B(1)).B(y) ¥x,yety < BeSpin(7)*.

Isto implica que Spin(7)* & fechado, pois se B,—> B, entao

B, (x) .B (1) —>B(x) .B(1) e assim B(xy) = (B(x).B(1)).B(y)
Sempre que B,€ Spin(7)*.

Portanto, Spin(7)* €& subgrupo de Lie compacto, de SO(8).
Definimos agora, um homomorfismo de grupos:

§:Spin(7) *— S0O(7)



15

(Notemos que 6§ esta bem definido, pois se A€SO(7)=

= ~-A £50(7)).

Temos entao que 6 (B) §(-B), e que 6—1(A) = {B,-B}.

E claro também que § € homomorfismo e que é sobre.

Assim, Spin(7)* & recobrimento de duas folhas de SO(7).
Mais ainda, localmente Gé igual a A -w-l, logo 8 é continua,
logo C*.

£ claro também que Spin(7)* = A(n_l(SO(7)) e como
1T-1(SO(7))=Spin(7) ¢ Spin(8), temos finalmente que Spin(7)*
é conexo, o que implica que Spin(?)*é Spin (7).

Agora, como todo elemento de SO(7) se pode escrever como

va... Rvk, k par,com v; eIm ¢a s’= SG, temos que

Spin(7)*={B€SO(8)/B=}\V )\‘—, ,kpar,vieSG}.
1 k

Lembremos agora que SO(7) ... SO(8) ———L S7, onde o(A)=A.1.

c’|spin(7)"_‘, S7

Proposicao 1. Gy ... spin(7)*

Prova: Temos primeiro, que G2 cSpin(7)*, pois se AEG2
entdao A(l) =1 e trial (A,A,A)
Agora, restringindo a agao de SO(8) em S7, a Spin(7)*

obtemos uma agdo com projecao © _ *
Spin(7) .

Temos que Isotropia (1) =G,.
*
Com efeito, lembremos que para AeSpin(7) vale:
A(xy)= (A(x).A(1)A(y), ¥x,ve¢a,

O que implica que se A(l)=1 entao BEG, .



Também, se B€G2, entao B(l)=1 (ver apéndice A, item 6).

. Isotropia(l) =G,

Falta provar que a agdo & transitiva.

Para peS7, a aplicacdo (x ——— p x p)€S0O(7)

(pois se xe R = pxp=xpp=x), e como

p(xy)B = (p x p2) (Ezy p) (ver apéndice A, item 4(ii))
temos que (x —_+pxp2)€Spin(7)*.

6

Logo, existem Vireoe s Vi €S, kpar, tal que

pxp2=v1(...(vkx)...)- Fazendo x =1 temos

p3 =v; (.. (vk_1 Vi).) . Como todo elemento de S'7 tem pelo

menos uma raiz cubica, isto prova que a acdo & transitiva.

Usando, agora, a trialidade infinitesimal, provamos que po

£ >Spin(7)*, de tal forma que

demos mergulhar SU(4)

o
e(SU(3))... €(SU(4)) e > S7 € uma fibracao homogénea.

Este ¢ fornecera uma prova simples, de que SU(4)=Spin(6).

Para isto, definimos

spin (6) *= 6§71 (s0(6)),

. . *
i.e, Spin(6) = {B€SO(8)/ B= Ay, o-o A‘-; , k par, viess}
i k

onde 55 = S7ﬂ Span <€3, ... s €5, pois todo A e SO(6), se pode

6
escrever como P\’l e RV , k par, vies .

k

I6x

6 ° 7
ol
© [;é]

Seja agora E=

16
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Temos que Ex =R (x), onde u_, =

(e, +e,)
o o 7 g8’’

~ [y

i.e., E troca a ordem das coordenadas 7 e 8.

Definimos:

€:U(4) —— SO(8), como € :=E.1¢_IR . E
i.e., E(A)==E.(1¢_PjA).E, onde 1¢_m é a inclusao
candnica dada na secdo 0. Notamos que a conjugacdo por E sim

plesmente troca a ordem das duas Ultimas colunas e das duas

ultimas linhas..

Proposicao 2. e(SuU(4)) = sSpin(6) ™.

-

(i.e., a inclusdo candnica de SU(4) é Spin(6)*, salvo uma

conjugacgao).

Prova: NOs temos que €(U(4)) = {BeSO(8)/ B(ix) =i.B(x)}
Isto € claro, pois se B €g(U(4)), entdo

B==[a,ia1, a2,ia2, ooy a4,ia4], onde os aj sdao ortogo
nais (real) dois a dois.
Assim, se BeSpin(G)*, entao trial(aA,B,C), com A€SO(6),
i.e., A(i) =i, A(l) =1, mas pela trialidade para
Spin(7)*: B(xy) = (B(x).B(1)).B(y) onde A(x)==B(x).§TI) e

B=C. Como A(i) =i, temos
B(iy) =A(i). Bly) =iB(y) .°. Spin(6) c e(U(4)).

Para provar que Spin(6)*= €(SU(4)) passamos as algebras de lie,

pois € mais facil trabalhar com o traco que com o determinante.
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Temos primeiro que T

L €(U(4)) =E .'l¢_lR('rIu(4)). E, i.e.,

a algebra de Lie de U(4) se inclui canonicamente da mesma

forma dentro da algebra de Lie de SO(8) (pois se extendermos

€ a todo M(4, ¢), €é linear). Assim, & claro que

T (e(U(4))) = {a T;(SO(8)) / A(ix) = i.A(x)}. (a)

Por outro lado, pela trialidade infinitesimal, para AeTISO(B),
— aA p
A(xy) =A% (x) .y +x.A"(y), ¥x,ye¢s.

Se AéTI Spin(7)*, temos A}‘ETI(SO(7)), .. Ak(l) =0.

Ent3o A(l.y) =A (1).y+1.AP(y) =aP(y), i.e., A=aP-
Assim, fica A(xX.y) =AM(x).y +x.A(y)-
Fazendo y=1, temos

A>‘(x) =A(x) -xA(l), e assim, a trialidade infinitesi

mal para T (Spin(7)*) é
A(xy) = (A(x) = xA(1)).y + xA(y) ... (%)

Agora, se ReT; Spin(6)*, entdo AeTI(e(U(4))) (pois Spin(6)* <

c €(U(4)), logo A satisfaz (%), i.e., tem a forma seguinte:
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0 “Ynu “X12 Y =X13 Yis Y =X
Y 0 Y X “Yis X X Y.
X2 ~Yi2 0 “Y2 ~X23 Y23 Y 2 —X
Yy X12 Yo 0 Yo "X X Y 5
X13 “Yi3 X 23 Y23 0 =Y 33 Y X3
Yy, X3 Yy X2 Y3 0 X3 Y,
Yy Xy, Yo X Ya X3 0 Y
Xp Y Xou Yo X Yy Y 0

Vemos que EAE(i.e., trocando a ordem das duas ultimas linhas, e
também, das duas ultimas colunas), pertence a algebra de Lie de
U(4) canonicamente mergulhado em T;SO(8). Para provar que
RAeT7€SU(4)), temos gque provar que EAE tem trago (complexo) zero,
i.e., y11+y22+y33+y44=0.

Mas, por (x), fazendo Xx=e3, y=eg, € olhando para a oitava coor-

denada resultante, vamos obter, pelo lado esquerdo da (*):
<A(eg3 e5),e8>=<A(e7),e8>= ~Ygq (i.e., a oitava coordena

da da sétima coluna), e o lado direito da (%) implicara:
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<(A(e3)—e3.A(1)) -e5 +e3.A(eS) ’ 88> = yll +y22 +Y33

(pOiS <A(e3) .e5, 88> =Y1y <(e3.A(1).e5,e8>=yZ2;<e3.A(e5),e8>=y33)

.. TISpin(G)*S T; €(SU(4)) e como os dois grupos sdao cone

x0s e da mesma dimensdo, temos que Spin(6)*==€(SU(4)).

Vemos também que €(SU(3))c G,, pois se Bel(e(SU(3))) entao
BeSpin(7) ¥, .°. (B(x)B(1)).B(y) =B(xy).
Mas B(l1)=1, logo B(x.y)=B(x).B(y), i.e., BEG,

Também € facil ver que

o
I dSU(4))-*S7

e(SU(3)) ... €SU(4))

B - N
Pois, como SU(3) ... SU(4)——————4S7, onde B & a projecao na

primeira coluna, temos

SU(4) € + £ (SU(4))
8 o] e(SU(4))
g’ E N S7

9]

i.e.,6 é trocando a ordem das duas ultimas coorde

e(su(4))’

nadas.

3. Definimos agora:

spin(5) *:= 671 (s0(5))
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Temos entao que Spin(S)*sSpin(S) , € gque

. * 4
Spin(5) —{A—Avl ... )\Vk' k par, V. €s }

onde S4= S7ﬁSpan <@gy -+., €8>,

Se Ac¢€ Spin(5)*, ent&erSpin(?)*, vale entao a trialidade

A(xy)=(A(x).A(1).A(y). ... (xx)

Mas, como A(i).A(l)=i e A(j).a(1) = 3,

(pois (X —— A(x).A(1)eS0O(5))

temos A(ey)=A(i)=1i. A(1)
A(ez)=A(j)=] . A(1)
Logo, fazendo x=i em (xx) temos:
A(iy)=1i.A(y)
e fazendo x=j em (xx) SR temos,
A(jy)=73jAly)
temos entao A(i)=i, A(j)=j, A(k)=A(ij)=1ij=k, e se
A= [Al’ A, ... A8] vale:
Ap=iny Re=1ng
A3=j A A_=3jA

1 7 5

A4=k A1 A8=k A5



logo,

um elemento de

[

.......

*
Spin(5) tem a seguinte

22

forma:

JA, kA5
~a, -b,
bz -4,
a, b1

-b a
1 1

-a -b
y Y
' -b ‘+a
' & . \ ‘0.
L. b |__.._-'
a =b
3 . 3.

~+b a

tem a forma:

......

-a -b
2 2

b -a
2 2

a b
1 1
-b a
1 1
-a ~b
N N
" +b ! D —-a
- -t i R :
+a ' +b

8 L.

-b - a
3. 3
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£ facil ver agora, que fazendo algumas mudangas de sinal em
algumas das entradas de A, as que estdo assinaladas, na Fig.
antérior, obtemos um elemento de Sp(2) mergulhado canonica-

mente em SO(8), i.e., existe uma transformacao linear

2:M(8, R)— M(8,|R) (simplesmente trocar o sinal de algumas

das entradas), tal que

2o g (SP(2)) = spin(5) " Spin(6) "= € (sU(4))

Podemos ver também que £, l[H—[R (Spin(l)) < €(su(3)).

Seja T:= ILO ilH"IR

Temos entao a fibracao

o]
T(Sp(2))
1(Spin(1)) ... t(Sp(2)) P Y

E assim, temos finalmente, o diagrama seqguinte de fibracodes:

WSp(1)) < e(SU(3)) c¢ G, c s0(7)

USp(2)) c e(SU(4)) < Spin(7) c SO(8)

(o] (o]
(sp(2))
s’ s

g

e(SU(4)) (Spin (7)*

7 - 47 s7
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SECX0 3 - SECOES PARA OS FIBRADOS

1. Temos que o fibrado

SO(7) ... SO(8) s/

é trivial, pois (a——[a ai aj ... ]) & essa secgdo.

2. Temos que o fibrado

G, — — - spin(7) —— s’

nao & trivial, mas "trés vezes" ele & trivial:

2

Spin(7)
/ o
S7—————> S7

Trés vezes ele quer dizer dque o pullback do fibrado medi
ante uma aplicagao de grau 3, é trivial.

Se escolhemos f como f(a)=a3, isto equivale a dizer que

existe g:S7—————> Spin(7) /a ,g=f.
- 2 _2 . - . - s .
Como a(xy)a= (axa“)(a ya) (ver apéndice A, item 4(ii))

e (x—— axa)eSO(7), temos que (x—+axa2)€Spin(7)*

Logo, a aplicacdo g: S7———~> Spin(7)*

a —— (x_,axaz)
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Faz o seguinte diagrama comutar:

Apéndice A, Algebra de Cayley

1. Definimos uma algebra ¢, chamada Algebra de Cayley, forne-

cendo H® [H de um produto:
(a.b).(c.d) = (ac-db, da+bc).

A algebra resultante, nd3o & associativa, tem unidade (1,0)
e nao tem divisores de zero.
Uma base para ¢ &€ dada por uma base para [H, mas o elemento
e=(0,1), e os produtos por e: 1,i,j,k,e, ie,je, ke,
onde i=(i,0), j=(3,0), k=(k,0)
Agora, se x,ye:¢a, e se A € a algebra gerada por estes ele-
mnentos, nao é éificil verificar que A=¢ no caso quexe Alge-
bra gerada por 1 ey, e A=[H, no caso contrario.
Logo:

Toda algebra gerada por dois elementos & associativa.

Definimos também uma conjugacdo:

(a,b) = (a,-b)

a conjugacao satisfaz x=x, XYy =yX.



3.

4.

Definimos também:

Re¢, = {xe¢y / x = x}
Im¢,a= {xe¢y /-x=x}
e temos §5= Re(z + Im$,, e Re¢a={ r(1,0),re R},

i.e, Re¢a = Bo

Se < > denota o produto interno real em lRS, um calculo sim
ples mostra que

Xy + yX
2

<X'y > =

Assim, se x..l_ y , entao Xy = -yX.

Também  |x[°=x%, e |xy|=|x||y].

Agora, se aeS7, i.e, se |al=1,

Temos que, a aplicacdao (x —— ax)eS0(8)

Com efeito, |a|=1 = |a||x]|=|x| .. (x — ax)e0(8).
Mas, como S7 & conexo, existe a:[0,1] —>S7, o

o=1,a1=a

Logo a homotopia t — (x —> atx) une a identidade com

(X —— ax). Logo, (x —— ax)e SO0(8). Analogamente

(x —— xa) € SO(8).

Temos também uma identidade muito Gtil (Moufang identity)

(1) ‘a(xy)a= (ax) (ya) ¥x,y,a€ ¢a.

Da gual se deduz

- -2 -
(ii) al(xy)a= (axaz) (a ya).
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Assim usando esta Ultima identidade, temos que

- - - - - =2 - =3 3
pl(pxp).(pyp))p = (p(pxp)p ).(p?‘(pyp)p)=xx> P Y.

Precisamos provar também o seguinte:

Se (1) xp;.DY =XP,.P,Y vx,ye¢a, entdo p;=ip,
com efeito, (1) implica

(2) x.y==(x§i)p2.§2(p1x) vx,ye¢a

Fazendo y=1, e depois x=1, temos:
x(p,P,) = (xp;)P,

(P,P1)Y =P, (P;¥)
Logo, de (2) X.y = xa.ay, onde a=Py.Pqs vale para todo
X,y em ¢a.

Substituindo x por xa temos (xa).y=x(ay) e uma conta sim-

ples mostra que ac[R. Logo, a=%*1 i.e.,p; = *p,.

Automorfismos de (5.
Um isomorfismo linear T: ¢5—¢5 € dito automorfismo de ¢5,

se T(x.y) =T(x).T(y), W¥x,yets;.

E claro que se T & automorfismo de {5, 77! também o é, e

que se Ty, T, sdo automorfismos de ¢ar Tl’ T2 também o é
Logo, o conjunto dos automorfismos de ¢a, € um grupo que de

notamos por G,. Por definigao G, © G1(8).

2

Mais ainda, IT(x)|2=T(x).ET§)='T(X)-T(§)=’T(X§)==T(lxlz)=|xlz
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logo, G, c o(8).

(estamos usando o fato de T(x) = T(x), isto acontece pois
T deixa invariante os reais:T(x)=T(1x)=T(1).T(x). . T(1)=1.
Assim, T(x)=T(Rex-Imx)=Re x~T (Im x)=Re Tx-ImTx = TX).
. 2 2
(Notemos que T(Im$a)=Im¢,; pois xeImfa<> X =~|x|° <=
2 2
<= (TX) " = - | x| “<= TxeIm)

Como todo TeG2 deixa invariante os reais, em realidade te-

mos G, c 0(7).

2
Agora, como ey €3, €g (i.e, i, j, e =(0,1))
- . 2
geram(como algebra) ¢a (pois -e, =1= €1 e,83=€,; e,eg=eq;
ejeg =e,je, e = e8) .
Tewos quepara determinar T, basta definir T em e,se5,€c.
Agora, como e21e3 e eg -I-ez, €3, €j€e5 temos que

T(ey)l T(e3) e Tieg)lTie,),T(ey), Tiey . T(e

3)’ 3).

Temos o seguinte lema:

Lema 1l: Para x,y,zeSG, tal que x.l.y, e z.|.x,y,x.y

existe um (Gnico) TeG2 / T(e2)=x, T(e3)=y, T(e5)=z.

Prova: Basta definir (da unica forma possivel)

T(e1)=e1; T(e2)=x; T(e3)=y; T(e4)=x.y; T(e5)=z;

T(eg)=xz; AT(e7)=y.z; T(eg)= (x.y).z -
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Resta verificar que T(eiej) = T(ei).T(ej).

6

Do lema vemos que G, atua transitivamente em S, pois a apli

cagao T —— T(e,) é sobrejetora.

6

Isto implica que S =G,/K, onde K={T€G/T(e2)=e2}

Mas K= €(SU(3)) (ver secao 2, ...)
i.e K=8U(3).

6

Como S e SU(3) sado simplesmente conexos, temos que G, § sim

plesmente conexo. Como G, & conexo temos GZCSO(7)

APENDICE B SPIN (n)

l.Lembremos que nl(SO(n)Eﬂl(SO(3», n23.

Com efeito, da fibracdo SO(n-1) ... SO(n) s
temos a sequéncia da homotopia

——dﬂﬂk+1(Sn_1)———+ﬂk(SO(n-1))———J&(So(n))———+ﬂk(sn-l)———»

v
w

Para k=1 en

0 ——T, (S0(n)) ——T, (SO (n-1)—> 0
i.e. ﬂi(SO(n))Eﬂl(SO(3)), nz3

Lembremos também que 83 €& recobrimento universal de SO(3)
a prova, em linhas gerais, & a seguinte:

3

Definimos p:S S0 (3)

q (x gx q), onde identificamos P3com1mhi



(pois se erm'H<=>x2=-|x|2, mas se |g| =1, entdo

(@x %= gx?§=-q3l|x|?=-Ix]?=~-|axd|?, logo pestd bem defi

nida). Como o = temo ep € homomorfismo 4
) Dql qu pq2q2 mos quep mom mo de

grupos.

Agora, geImH => qq= -Rq (reflexdao com respeito a q),

pois pq(q)==q, e se x.Lq, entao pq(x)==-x

Mas, como para todo AeSO(3) existem Vl’ v2652==S3(\Imh{

tal que A==Rv o Rv , temos que p = p._ Op_ =-R O-R_ =~

1 2 Vivao Vi v V1 V2

Logo p € sobre. Além disso, & facil ver que kerp=1{1,-11}

Assim, S3 € recobrimento duplo de SO(3).

3 . - . .
Sendo S~ simplesmente conexo, S3 e recobrimento universal

de SO(3), e assim wl(SO(B))==ZZ.

Logo, nl(SO(n))= Z,ys n23.

2.Como nl(SO(n))==Zz, n23, existem grupos simplesmente conexos

que chamamos Spin(n), que recobrem SO(n) com duas folhas.

Para construir os grupos Spin(n), imitaremos a prova de que
S3 recobre SO(3).

Neste caso, tinhamos uma algebra com um produto (iae.m), que

nos permite fazer o seguinte:

Para veS® = SBr\Im[H, e x e]R3 =ImMH
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Temos (X ———— v x V) =R,
Isto acontece porque o produto (em [H) satisfaz:
(a) v2=—|v|2, veImH

(b) vx=-xv, v,xeImfH, vlx

Assim por (a) e (b) Rv(v) =v2v=—v

Rv(x) =VXV=-XVV=xX, se x.|.V-
Logo definido p(v) =—Rv, e extendendo a todos os elementos
"compostos" ViV, :p(vlvz) = p(vl). p(v2)=+RV1.RV2, e pelo fa-
to de todo AeSO(3) decompOe-se em duas reflexOes, temos que
p € homomorfismo sobrejetor.

. ~ n
No caso geral, faremos o mesmo. Desejamos entao que R se

mergulhe (o identifique) em uma algebré associativa, com

unidade , R'C——n

e que se satisfaca

(a) xeR" e A&#x2=—|x|2.l (1 & a unidade em A)

(b) x,yeR" cae xlv <> Xy =-yx

Mas, notemos que (a) = (b), pois
_ 2 2 2
2<X,y>= <X, X>+<y,y>— <x-y,x-y>= |x|“+|y|“-|x-y]|
e por (a)

2<xX,y> = —x2—y2 + (x-y) 2_. (xy + yx)
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.

e o+ <X,y>= 0 => Xy = -yX.

Assim, basta exigir (a).

Desejamos também que esta algebra seja "universal”, no sen

tido de nao ser muito pequena (para poder cobrir todo SO(n))
e de nao ser muito grande (para ndao contar elementos de mais),
e assim, generalizando, se substituimos Bn por um espago ve-

torial qualquer, e -le2 por uma forma quadratica qualquer,

chegamos a definicad de "Algebra de Chifford":

Definicdao: Seja V um espaco vetorial e Q uma forma quadrati

ca em V. Se A &€ uma algebra associativa com unidade, e
i: V—— A, linear e injetora, tal que
(i(x))2= Q(x).1, ¥xeV, dizemos que (A,i) & uma

"Algebra de Chifford" correspondem a (V,Q), se satisfaz a

seguinte propriedade universal: Se B & outra algebra, asso-

ciativa, com unidade, e Jj:V —>B & linear, tal que (j(x))2=

= 0(x).1g, entao existe um Gnico homomorfismo de algebras

0: A——B, tal que ¢..1i=73.

E claro, que todos as algebras de Chifford CL(V,Q), corres-

dente a (V,Q) sao isomorfas.
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Para a prova rigorosa, de existéncia, ver por exemplo Postnikov,

3.Se V=|Rn, Q(x) =-<x,x> , a algebra resultante & denotada
por CL(n).
Neste caso vamos ter que se {el, ,en}éa base canGnica
(ou qualquer outra base ortonormal), a base "candnica" para
CL(n) sera:

{eil... ;€1 i1<... <ik}U {1}, logo

Tk
dim CL(n) = 2". Vemos que podemos separar CL(n) em soma

direta: CL(n) = CL(tn) + CL1 (n), onde

CLQn)=Span<ei1... e;

iy’ il <.. '<ik' k par >; (Se k=0 temos 0 1)

CLl(n)=Span<ei1 eik, ij< ...<ig, k impar >

Assim & facil ver que cr(n) & subalgebra de CL(n).

Mais ainda, se xeCLl(n)
YECLJ (n) ’ iIJ€ZZ

i+j mod(2)

Temos x.y CL (n) , i.e, CL(n) & uma algebra Z,- graduada.

No caso n=2 temos:

2

. 2
Base {l,el, e, elez} , e/ =-1, i=e

€31€2 = —€zeq,

CLO(2) =Span <1, eje, >
J
CL (2) =span<ej, ey>-

Vemos que CL(2)=H
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4. Agora, seja C o conjunto de todos os elementos inversiveis.
Temos que C & um grupo: Mais ainda, C & grupo de Lie, pois
basta analisar a funcao (x—— det(y—xy), para ver que C

& subgrupo de Lie de GL (2%, IR) .
Por exemplo, temos [R"-{0} ccC.

Definimos, agora, o grupo P in(n) como o subgrupo de C gera

n-1

do pelos elementos de S c IRn c CL(n), i.e:

Pin(n) = {vy.....vy, viesn—l}

Também O grupo Spin{(n):

1

Spin(n):={v1 coe Vi VigSn_ s Kkpar}

vemos que Spin(n) =P in(n)N cL®(n).

Temos que P in(n) é fechado, pois & a imagem da funcao

1 1

X...x{1}u s™~
i )

f: {1}us™” ——CL(n)

n-vezes
(a1, «ec 4, @8p) — a7 ... ap

Logo P in(n) & compacto

Analogamente,

-1 .
g: S X eou X SIL —— CL(n) k=n, senpar

k-vezes k=n-1, senimpar

(al, ,an)————-)al «e.ap

Assim Imagem de (g) =Spin(n). Logo, Spin(n) & compacto e

conexo.

Desejamos também uma conjugacdo (como em [H):

a a, tal que a=a, e ab=b.a
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Definimos: g,

11 s 00 eik = eik o e 0 eil (Se k=0, =1)
assim eje, = eje] = -€j1ej.
Em geral: X (k-1)
eil o o 0 eik = (-1) 2 eil o o 0 eik
Para ves™ 1 < R® ¢ CL(n), temos v=v .°. vv = vi=-1

1

Mais ainda, se a=vy ... Vi, viesn— , entdo aa= (-1)k

Logo, para aeSpin(n), aa = 1 .

1

n- n .
Agora, para VES ’ erR , uma conta simples mostra que

vxv eR" .°. Se aePin(n), também axace R".
Logo, temos uma aplicacao
m: Pin(n) ——— End ([R")
a -———q(a): x— axa

(notemos que w(-a) = ma)).

Temos também que 7 (ab) = ma). mMb). (7 é homomorfismo de gru
pos delie).

Logo, T(a) & inversivel, pois Pin & grupo,
.*.  ®:Pin(n)— BAut (R")=GL(n).

£ mais, como | Tr(a).x|2=|ax§|2=-(ax5) (axa)= +(ad) % (~x%)=

= + |x|2.

temos em realidade que 7n(a) € O(n).
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Agora, notemos que se VESn-l,TT(V)='RV

Pois T(V).v=vvv=~-v, e se xlv T(V) X=VXV=-VVX =X

Logo, como todo AeO(n) é produto de Reflexbes, i.e,
n-1,.

¥AeO(n), dVy «e. Vg, Vv4€S /A=Rvl Rvk,

temos n(vl...vk)=1r(v1) n(vk)=vao...oRVk=A

.. 7 & sobrejetora. Também uma conta simples (ver

Postnikov, Lie Groups and Lie Algebras) mostra que
ker =1{1,-1}
£ ficil ver também, que se aeSpin(n), entdo m(a)eSO(n),

e reciprocamente. Logo 7 Spin(n) —— S0(n), e assim Spin(n)

M

recobrimento universal de duas folhas de SO(n).

Podemos notar também, que CL®(n)=CL(n-1) mediante o isomor

fismo:

€: e e-l, se { par

i, n-l¥(ej , ey )=

19 e; se £ impar

nl

k=1,...,%
Por exemplo, Cc1¥(3)=CL(2):

. o _
Com efeito: CL (3) = Span<l, €11 €ys €84, e2e3>

CL(2) = Span<l, e;,e,, €;€,>
e témos P (1) =1
lP(el): eje,
viey)= ezes

wle.e )= e,.e,
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Como Spin(n) < c1®(n) (em realidade Spin(n) =Pin(n)(\CL°(n))
temos que podemos considerar Spin(n) < CL(n-1)
6) Para o caso n=8, se consideramos Im{a = [R7, identificamos
CL(7) com CL(Im¢,).
Agora, para acIm{y, definimos A(a):Im¢; — Imfy
X —— ax
Evidentemente A: Im{; — End(¢). Mas, como (A(a)) %-1d

(pois a2=-1. VaeIm{y) temos que pela definicdo de algebra

de Chifford, A se estende a todo CL(7)
Agora, como ¢35 —— CL(Im¢;) (pois ¢a=|R+ Im¢), temos que a

aplicacdo A: ¢35 — End (¢5), se estende a CL(Im¢y)

a —— A(a)
Mas, pelo paragrafo anterior, Spin(8) C —CL(7), temos que
A se estende também a Spin(8); A :Spin(8) —— End({;)
Mas como Spin(8) & grupo, e A &€ homomorfismo,
A: Spin(8) —— Isom({y)
Mais ainda, & facil ver que A:Spin(8) —>S50(8),
(pois a aplicagdo (x__, ax)eSO(8), se |a|=1).

Em realidade a aplicacdo) &€ dada por:

Alvy, ... Vvy) =X O ... O A

Fazendo o mesmo para p:{g —> SO(8),

a —= (x — xa)

Temos que p e A s30 homomorfismos (C%).
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