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A juventude e a velhice

A Juventude ndo é um periode da vida; a juventude é um estado de
espirito, um efeito da vontade, uma qualidade do vmaginagdo, uma intensi-
dade emotiva, uma vitdria do valor sobre a timidez, do gosto pela aventura
sobre o amor 6o conforto. Alguém ndo se torna velho por haver wivido um
certo numero de anos; torna-se velho porgque desertou dos ideais. Os anos
enrugam o pele, mas a rentincic ¢ um ideal enruge a alma. As preocupacdes,
as duvidas, os temores e as desesperangas, sdo os inimigos gue lentamente,
nos fazem vergar para o chdo e nos convertem em pé antes de morte. Jovem
€ 0 que deslumbra e se maravilha ... o que pergunte como menino - F depois?
Jovem € o que desafia os acontecimentos e encontra alegrias no jogo da vida.
As provas gelvanizam-no, os fracassos o tornam mais forte, as vitérias o
tornam melhor. Serds tdo jovem como tua fé, tdo velho como tuas duvidas,
tdo jovem como a confiance que lenhas em ti, tdo velho como tuas deses-
perangas, e mais velho ainde como o teu abatimento. Permanecerds jovem,
tanto quanto permaneceres verdadeiramente generoso, tanio quanio sentires
o entusiasmo de dar alguma coisa de ti: pensamenios, palavras, amor; tanto
quanto o feto de dar alguma coisa, ie der a impressdo de receber; e por
conseguinte, se sempre estds devendo e desejando dar mais. Permanecerds
jovem enquanio fores receptive a tudo quanto € belo, bom e grandioso, po-
dendo desfrutar das mensagens da natureza, do homem e do infinito. Se um
dia qualquer que seja da tua idade, teu coragao for mordido pelo pessimismo,
torturado pelo egoismo, roido pelo cinismo, que Deus tenho piedade de tua
alma de velho.

Gal. Douglas MacArthur
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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho de tese é estudar alguns problemas de
otimizacdo onde estabelecemos, entre outros resultados, condicdes suficientes
de otimalidade global sem nenhuma hipdtese de convexidade ou diferencia-
bilidade. As técnicas para se atacar tais problemas sio a anilise nao difer-
encidvel devida ao matematico canadense Clarke e o conceito de convexidade
generalizada, chamado invexidade, introduzido pelo matematico americano
Hanson, as quais sdo detalhadas no capitulo 1. No capitulo 2 estudamos
alguns problemas de programacio matemadtica estabelecendo condigbes su-
ficientes de otimalidade global e dualidade. De posse desses resuitados es-
tabelecemos nosso principal resultado na se¢ao: um teorema de alternativa
invexo do tipo Gordan, onde as fungdes envolvidas sdo localmente Lipschitz,
e invexas. No capitulo 3 obtemos condigoes suficientes de otimalidade global
na forma de uma regra de multiplicadores para um problema de otimizacéo
entre espacos de Banach. No capitulo 4 obtemos condigdes suficientes de oti-
malidade global na forma de uma regra de multiplicadores para um problema
de programac¢ao matematica com tempo contfnuo ¢ qual estende os resulta-
dos obtidos pelo matematico americano Zalmai para o mesmo problema no
caso diferencidavel. Também estabelecemos condicdes suficientes de 2a. ordem
utilizando a no¢do de Hessiano generalizado introduzida pelos matemaéticos
chilenos Cominetti e Correa. No dltimo capitulo damos algumas direcdes de
pesquisa futura dentro da drea de otimizagdo nao diferencidvel.



Capitulo 1

Introducio e resultados
preliminares

1.1 Introdugao

Nosso objetivo nessa tese é estudar alguns problemas de otimizacio que,
numa forma geral, podem ser colocados da seguinte maneira: Sejam F, F e
G espagos normados, 2 C E um aberto de E, C C Q um subconjunto nao
vazio de e K C G um cone em G. Consideremos o seguinte problema geral
de otimizacio:

Minimizar f(z)

sujeito a —g(x) € K (PQG)

z€C,

onde f: Q= Feg:Q — @ sdo aplicagdes sem, a priori, nenhuma hipétese
de diferenciabilidade ou convexidade. Quando F' = R o problema acima
toma a forma de um problema usual de programagdo matemdtica. Quando
F = ®™ ou F ¢ wnfinito dimensional temos um problema de programagio
multiobjetivo.

Uma das razdes para estudarmos tal tipo de problema é fato que, nos
dias de hoje, existe uma vasta producdo cientifica na drea de otimizagéo no



caso em que os problemas tratados envolvem fungdes diferencidveis e/ou con-
vexas. No entanto, em se tratando de problemas onde as fungées utilizadas
néo possuem tais agraddveis propriedades, a situagio muda de figura. So-
mente nos ltimos trinta anos foi desenvolvido algum ferramental matematico
no sentido de se tentar atacar tais problemas de maneira sistemdtica. Dessa
forma, essa drea vem se tornando muito atrativa e promissora, pois ainda ex-
iste muita coisa por se fazer. OQutra razdo para direcionarmos algum esforgo
matemadtico nessa linha de pesquisa é a necessidade das aplicacoes pois, em
muitos modelos matemadticos, hipéteses de diferenciabilidade e ou convexi-
dade vem se tornando excessivamente exigentes e restritivas. Em vista disso
tudo, procuraremos dar algumas contribui¢Ges no estudo de tais problemas.
Passemos & discutir como pretendemos fazer isso.

O termo ndo diferencidvel é muito genérico e pode envolver uma classe
muito grande de fun¢bes. Em nosso trabalho, nos restringiremos a fungoes
que possuam algum tipo de propriedade “Lipschitz”, sem, a priori, nenhuma
hipétese de diferenciabilidade (pelo menos néo nos sentidos cldssicos de difer-
enciabilidade como Fréchet, Giteaux, etc). Por exemplo, seja E um espago
de Banach,  C E um aberto ndo vazio de E e f : & — R uma funcéo.
Dizemos que f é uma func¢io Lipschitz em Q, se existe uma constante K > 0
tal que

1f(y) — f(=)| < Klly — |,

paratodo z,y € {1. Esse tipo de fungdo, além de ser abundante nas aplicagdes,
possui boas propriedades quando se associa a ela um tipo de derivada gen-
eralizada introduzida por Clarke em [16]: a derivada direcional generalizada
de f em z € Q na diregio v € E, denotada f°(z;v), é dada por

fo(z;v) = lim sup %[f (y + ) — f()];

y—z

Ao

onde y € 3, A € (0,4+0oc). Em dualidade com essa derivada generalizada,
Clarke introduziu um gradiente generalizado que é uma boa extensio tanto
do gradiente cldssico, no caso de fungdes continuamente diferenciaveis, quanto
do subdiferencial da andlise convexa, no caso de fungdes convexas.

E fato conhecido que para se obter condigoes globais de otimalidade em
problemas de otimizacdo, € necessdrio algum tipo de hipétese de convexidade.
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Para substituirmos a auséncia de convexidade nos nossos problemas, e ainda
assim obtermos resultados globais, utilizaremos um conceito de convexidade
generalizada introduzido por Hanson [28] no caso diferencidvel e extendida
para o caso de funcdes Lipschitz por Phuong, Sach e Yen [47]. Craven [19]
chamou tais funcées de “inver functions” numa alusdo ao termo invariante
convexo, e nds, numa livre traducdo do inglés, chamaremos tais fungdes de
funcoes invexas. A definicao de funcio invexa no caso Lipschitz pode ser
colocada, grosso modo, da seguinte forma: Dizemos que f € invexa em {2 se,
para todo z,y € Q, existe n{y,z) € E tal que

fy) - fz) > fz,n(y, 2))-

Essa classe de fungGes é estritamente maior do que a classe das fungdes con-
vexas, possuindo muitas das boas propriedade que fun¢des convexas tem em
otimizacdo, tais como garantia de otimalidade global, bons resultados de
dualidade, etc.

Na préxima secdo falaremos um pouco mais dessas duas ferramentas
basicas: derivada generalizada de Clarke e invexidade. Na ditima segdo dare-
mos uma prévia dos resultados que iremos apresentar na tese, discutindo a
relevincia e originalidade dos mesmos e comparando com outros trabalhos
similares j4 existentes na literatura.

1.2 Andlise nao diferenciavel e invexidade

1.2.1 Introducao

Nesta secio introduziremos as definigdes e resultados bdsicos que serdo
necessarios para uma boa compreensao dos capitulos seguintes. Resultados
especificos de cada capftulo serdo apresentados nos mesmos. Como dissemos
na introducdo, as duas ferramentas essenciais que utilizaremos para obter
nossos resultados em ofimizagao ndo diferencidvel e nio convexa sio a teoria
de derivadas e gradientes generalizados de Clarke € a nog¢do de convexidade
generalizada, chamada invezidade. Para maiores detalhes e informagdes sobre

3



anglise ndo diferencidvel, derivadas e gradientes generalizacos o leitor pode
consultar o excelente hivro de Clarke [16]. As referéncias sobre invexidade
serdo citadas no transcorrer do texto.

1.2.2 Andlise nao diferenciavel

No que se segue E denotard um espago de Banach real com a norma ||.||,
E* serd seu espaco dual com a norma dada por

[i€lls = sup{{¢,v) : v € B, [lv]| £ 1},

onde {-,-) é a aplicagdo dualidade canénica entre E* e . (} C E denotard
um aberto ndo vazio de E.

Definigao 1.1. Dizemos que ume fungdo f : § — R € Lipschitz
prézime de x € Q, se exziste um £ > 0 uma constante positivea K = K(z,¢)
tal que

|f(z1) — fl22)] € K||zy — 24,

para todo 1,22 € {x + B} N Q, onde B ¢ a bola unitdria aberte em E.
A constante K é chamada a constante de Lipschitz de f. Se f é Lipschitz
prézima de todo ponto de ) dizemos que f € localmente Lipschitz em .

Definicdo 1.2. Definimos ¢ derivade direcional generalizada de f em
z € Q na diregio v € E, denotade fo(x;v), por

folz;v) = im sup %[f (¥ + M) — f(¥))
A0

ondey € Q, A € (0,+0c).

Definigao 1.3. Definimos o gradiente generalizado de f em x, denotado
2f(x), como sendo o subconjunto de E* dado por

af(z) ={E e E*: f(x;v) > {§,v), Yve E}

4



Teorema 1.4. Suponha que f : Q2 > R ¢ uma funcdo localmente Lips-
chitz. Para cada z € §) seja K a constante de Lipschitz de f. Enldo,

(i) A funcdo v = f°(z;v) € finite, sublinear e vale |f°(x:v)| < Ki|v|};

(i) 3f () € um subconjunto nio vazio, convero e w*—compacto de E* e pare
cada £ € Of(x), temos que ||§||, < K;

(¥4} Para todo v € E,

folziv) = max{(v,£) : £ € 8f(z)};
(iv) € € 8f(z) se € somente se fo(x;v) > (£,v) Vv € E.

Como mostra o Teorema anterior, conhecer o conjunto 8f(z) é equiv-
alente a conhecer a fungdo f°(z;v). Este é um exemplo de um fato mais
geral: conjuntos convexos e fechados sao caracterizados pelos seus funcionais
suporte. Lembremos que o funcional suporte de um subconjunto nio vazio
C de E é a fungio o¢ : E* — RU {4oc} dada por

oc(C) :=sup{{{,z) : z € C}.

Se ¥ é um subconjunto de E*, seu funcional suporte ¢ definido em E**.
Se identificarmos E com um subconjunto de E**, entdo, para cada ¢ € F,
temos que

os{z) :=sup{((,z) : € T}.

Teorema 1.5. Sejam C, D subconjuntos convezos fechados e néo
vazios de E; £, A subconjuntos converos w*-fechados e ndo vazios de E*;
K C E um cone convero e fechado; K° seu cone polar e u, A > 0. Enido

(i) C C D se e somente se oc{{) < ap(() Y¢ € E*;
(it) & C A se e somente se ox(xr) < oa(x) Vx € E;
(iii) poo(v) + Aop(v) = opuceany(v);
(iv) pos(v) + Aoa(v) = opray(v).



(v) ok (v) = Yio(v) onde . é a fungio indicatriz de K°.

O seguinte teorema mostra que o gradiente de Clarke é uma boa gener-
aliza¢io dos casos diferencidvel e convexo:

Teorema 1.6. Seja [ : {1 — R, localmente Lipschitz. Entdo,
(1) Se f é convexa, entdo 8f(z) coincide com o subdiferencial de f no sentido
da andlise conveza;
(ii) Se f € continuamente diferencidvel entdo 8f(z) = {f'(z)}, onde f'(x) é
a derivada usual de f em .

Definicdo 1.7. Dizemos que f ¢ regular (Clarke regular) em x € Q se
(i) para todo v € E, ¢ derivada direcional f'(z;v) eziste;
(1i) pare todo v € E, f'(z;v) = f{z;v).
Se f € regqular para todo x € Q entdo f € regular em §.

Seja C um subconjunto ndo vazio de {1, e consideremos sua fungio
distincia do{.) : E — R definida por

de{z) = inf{||z — cl| : ¢ € C}.
A fungao d¢ nao é diferencidvel mas é globalmente Lipschitz.

Definigao 1.8. Seja x € C. Um wetor v € E ¢ dito tangente ¢ C em
z se da(z;v) = 0. O conjunto de todos os tangentes a C em x € um cone
convezo e fechado em E denotado por To(x) chamado o cone tangente de
Clarke a C em z. Definimos o cone normal a C em & por polaridade com

Te(z):
No(z)={£€ E": ({v) <0, Vv e To(a)}.
Ng(z) é um cone convezo e w*-fechado em E*.
No caso em que E é um espago finito dimensional, digamos, E = ",

podemos dar uma boa caracterizagdo de 8f(z). De fato o Teorema de
Rademacher nos diz que se uma fungao f : {1 —» R é Lipschitz no aberto



{1 C R" entdo f é diferencidvel em quase todo ponto de §). Chamemos {I; o
conjunto dos pontos onde f falha em ser diferenciavel.

Teorema 1.9. Seja f : O — R Lipschitz prézrima de z e suponha que S
€ uma conjunic de medida de nula no R*. Entdo

Of(x) = co{im Vf(x:) : 2z — z,2: & S, 2 & S}

A caracterizacdo acima é muito til no cdlculo de 3f(z). Por exemplo,
consideremos a funcdo f : ® — R dada por f(z) = |z|. f é claramente
uma funcdo localmente Lipschitz e s6 ndo é diferencidvel no ponto zero.
Calculemos 8f(0). Para qualquer sequéncia de ntimeros positivos z; con-
vergindo a zero, imV f(z;) = 1. Analogamente, para qualquer sequéncia
de nidmeros negativos r; convergindo a zero, limV f(z;}) = —1. Portanto
df(0) = co{—1,1} = [-1,1]. Neste caso f'(0,v) = f°(0,v) = |v] e f é Clarke
regular em z = 0. Agora, se tomarmos f(z) = —|z}, um cdleulo andlogo ao
anterior mostra que 8f(0) = [—1,1] e portanto f°(0,v) = ju|. No entanto é
facil verificar que f'(0,v) = —|v| e temos entdo um exemplo de uma funcio
que nao é Clarke regular.

Teorema 1.10. Suponha que f : Q@ — R € uma fungdo localmente
Lipschitz e que f atinge um minimo sobre C em T. Entdo

0 € 8f(T) + Nc(@). (1.1)

Definigdo 1.11. Dizemos que T € C' € um ponio estaciondrio general-
izado de f sobre C se vale (1.1).

1.2.3 Invexidade

Consideremos o seguinte problema de programacao matematica:



Minimizar fo(z)
(PH)
sujeito a  fi{z) <0, ielI={1,...,m},

onde f; : R* — R ¢ € T U {0}, séo fungdes diferencidveis.

Impondo-se algum tipo de regularidade nas restrigbes do problema acima,
uma condigio necessiria para que £ € " seja um minimo local de (PH) ¢
que existam A; € R, 1 € I, tais que

A 20, (1.2)

X fi(Z) =0, (1.3)

Vo) + Y MV fi(z)=0. (1.4)
il

A regra de multiplicadores acima nos permite encontrar apenas candidatos a
solugio do problema (PH). A situacéo ideal seria aquela em que tivessemos
alguma hipétese que garantisse a suficiéncia das condigdes (1.2)-(1.4) numa
forma global, isto &, se Z satisfaz (1.2)-(1.4) entdo Z é uma solugao global de
(PH). Um resultado bastante conhecido € que num certo sentido responde a
esta questfio é o seguinte: se todas as funcgdes envolvidas sdo convexas e se
um ponto Z, satisfaz (1.2)-(1.4) entdo I é solugdo Stima global de (PH). Uma
critica natural a esse resultado é que esta hipdtese de convexidade é, em boa
parte dos casos, muito restritiva. E natural entéo a tentativa de introduzir
conceitos que em algum sentido generalizem a nocio usual de convexidade e
que mantenbham algumas de suas boas propriedades.

Em 1981 Hanson [28] introduziu uma nova classe de funcbes. Ele con-
siderou funcdes diferencidveis para as quais exista n(z,y) € R tal que

fly) = fz) 2 (Vi(z),n{y, z)), Vz,y€R". (1.5)

E 6bvio que fungdes convexas diferenciveis satisfazem (1.5) com n(y, ) =
y — z. Hanson mostrou que, se no problema (PH), fi. fi,€ I satisfazem
(1.5), com a mesma fung¢do n comum a todas, entéio as condigdes (1.2)-(1.4)
garantem otimalidade global.



Neste mesmo trabalho Hanson demonstra que essa classe de fungoes
é “maior” do que a classe das fungbes convexas diferencidveis, através do
seguinte exemplo de programa nao convexo mas que satisfaz (1.5) para uma
mesma, fungao #:

Minimizar x; — sinxs

sujeito a sinz; —4sinz, < 0,
2sinz, + 7sinzs + 21 — 6 <0,
2$1 -+ 2172 -3 S 0,
4z + 473 -9 <0,
—sing; €0,
—sinz, < 0,
($1.,1L'2) c R2.

Notemos a natureza néo convexa do conjunto de restricdes e da funcdo
objetivo. No entanto todas elas satisfazem (1.5) com #(y, z) dada por

giny; —sinz; siny; — sing,
coszy = COSZo

n(y,z) = ( ),

onde z = (x1,2;) € ¥ = (1, Ya)-

Em [19] Craven observou que se F : 8 — R ¢ uma fungéo convexa e
¢ : R* — R" é uma aplicacao diferencidvel com derivada inversivel entao,
tomando f = Fod e x,y € R* temos que

W) - 1z) = F(oly) - Fl9(z)
(VF(6(2)), 8(3) - ¢(=))
(V5(2), 79(a) " (6(4) - (@)
(Vi (e), 1w, 7)),

onde nly, ) = Jé(z) [@{y) — o(z)] e Jo(x) é o Jacobiano de ¢ em z. A
conta acima mostra o que resta da convexidade de I ap6s seu dominio ter
sido distorcido por ¢. Essa propriedade que permanece (invariante convexo)
é justamente a propriedade (1.5). Baseado nisso Craven chamou tal pro-
priedade de “nverity” e denominou as fungdes que satisfazem (1.5) de “invex
Junctions” numa alusiio a invariante convexo. Numa “livre tradugao” para

v
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o portugués, nds utilizaremos as denominagées inveridade e fungdes invezas,
respectivamente.

Os trabalhos de Hanson e Craven foram muito importantes na teoria
de otimizagdo global e inspiraram uma grande quantidade de trabalhos sub-
sequentes. Em meados da década de oitenta temos os trabalhos de Craven
¢ Glover [20] e Ben-Israel e Mond [3] que sdo referéncias importantes para
quem quer se iniciar no estudo do conceito de invexidade no caso de fungGes
diferencidveis. Um resultado importante que aparece nestes trabalhos é a
seguinte caracterizacdo de fungdes invexas diferencidveis: Uma fungéo € in-
vexa se e somente se todo ponto estaciondrio ¢ minimo global. Em [21],
Craven estendeu o conceito de invexidade para fungbes Lipschitz e em {49),
Reiland introduz o conceito de invexidade para fungoes localmente Lipschitz.
Em [47] Phuong, Sach ¢ Yen, introduzem um novo conceito de invexidade
para fungdes localmente Lipschitz definidas num espago finito dimensional e
que generaliza todos os anteriores. A seguinte definicdo é a extensido natural
da definicdo de Phuong, Sach e Yen para o caso infinito dimensional:

Definigdo 1.12. Seja C C Q um conjunto ndo vazio. Uma funcdo
localmente Lipschitz f : Q0 = R ¢ dite inveza em z € C se, para todo y € C,
existe n(y, z) € Telx), tal que,

fly) — flx) 2 fo(znly, z)).

Dizemos que [ é inveza em C se f € inveze em todo ponto x € C.

Toda fungédo localmente Lipschitz convexa é invexa. De fato, suponha
que C' C £ é um conjunto convexo e que f : {} =& R é yma fungao localmente
Lipschitz e convexa em C. Como f é convexa em C entdo f é Clarke regular
em C, isto é, para todo z € C e v € R", existe a derivada direcional f'(z;v)
e fo(z,v) = f'(x;v). Portanto, para todo y € C,

F) = flx) 2 fizy—2) = fla;y - o).

Desde que C é um conjunto convexo entdo, para todo y € C, n{y, 2) =
y—x € To{z). Logo, concluimos que f ¢ invexa em €. Portanto, toda fungao
convexa € invexa. No entanto, nem toda funcio invexa ¢ convexa. De fato,
consideremos a fungao f : R — R dada por
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Esta fungdo é claramente localmente Lipschitz. Usando o Teorema 1.9
é facil calcular 8f(z):

-1 se z<0,
[-1,1] se z=0,
of(z) = 1 se 0<o<l,
[1/2,1] se =z=1,
1/2 se 1<z

E facil verificar que esta funcio nio é convexa. No entanto, f é invexa com

n{zx,y) dada por:
' ”,’V;If:” se z#1ouz#0

0 se z=0
n{z,y) = 4

fly)—flx) se z=1lejz|>1

L 2Af(y)— f(x)) se z=1elz| <1

Vamos agora obter uma caracterizagao de fungoes invexas. Phuong, Sach
e Yen [47] obtiveram tal caracterizagdo para funcdes localmente Lipschitz
invexas no caso em que F é finito dimensional. Este resultado é uma extensao
para o caso nao diferencidvel da caracterizagdo obtida em (3] para o caso
diferencidvel. Tal resultado pode ser estendido para um espago de Banach
qualquer como veremos a seguir.

Teorema 1.13. Seje C um subconjunto ndo vazio de (1. Uma funcido
localmente Lipschtz f : {1 = R € inveza em C se e somente se todo ponio

estaciondrio de [ sobre C' é um minimo global.

Prova. Suponhamos que f € invexaem C. Se z € C é um ponto estaciondrio
de f sobre C entdo 0 € 8f(z) + Ng(x). Logo, existe £ € 8f(z) e p €
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Neg(z) tal que 0 = £ + p. Entdo, 0 = {£,v) + {p,v) para todo v € E.
Em particular, para v € Te(z), 0 < —{g,v) = {{,v). Portanto, para todo
y € C, fly) — f(z) 2 flz,nly,2)) > € nly,z)) > 0, isto & z é um
minimo global de f em C. Suponha agora que todo ponto estaciondrio é
minimo global. Para provar que f é invex em C, tomemos z € C. Se
0 € 8f(x) + N¢(z) entdo f(y) = f(z) qualquer que seja y € C. Basta tomar
7(y,z) = 0. Suponha agora que 0 € 3f(x) + Ngo(z). Entdo existe v € Tp(x)
tal que f°(z,v} < 0, pois do contrério se f°(z,v) > 0 para todo v € Te(z)
entdo fo(z,v) + Yry(z)(v) > 0 para todo v € E. Mas isso é equivalente a
O181(2)+ No(=)}(v) 2 0 para todo v € E o qual implica que 0 € 3f(x) + Ne(z)
(veja o Teorema 1.5), contrariando o fato que 0 € 8f(x) + Ne(x). Portanto,
existe v € To(x) tal que f°(z,v) < 0. Dado y € C escolhamos ¢ > 0 tal
fly) — f(z) > tfo(z,v) = f°(z,tv). Basta agora, tomar 7{y,z) = tv. D

Usando o Teorema acima é ficil mostrar que a classe das funcoes invexas
¢ estritamente maior do que as convexas sem a necessidade de exibir uma
fungdo 5. De fato, consideremos novamente a fungio f : ® = R dada por

lz|  se <1,

i—'{—l se x> 1.

O 4nico ponto estacionério de f é z = 0 pois 0 € (—1,1] = 8f(0). E evidente
que r = 0 é um minimo global de f. Portanto, pelo teorema 1.13, f é invexa.

Para um o leitor interessado em outros conceitos de invexidade para
funcoes ndo diferencidveis sugerimos [27).

flz) =

Um outro tipo de convexidade generalizada é o conceito de fungio pré-
invexa introduzido por Ben-Israel ¢ Mond em [3]. Uma fungdo f: 2 > R &
pré-invexa em C C Q se existe n{z,y) tal que

fly+ dn(z,v)) < Af(z)+ (1 - X f(y) paratodoz,y€CeAe(0,1]

Na definicdo acima estd implicito que C satisfaz a seguinte propriedade de
conexidade: y + An(z,y) € C para todo 2,y € C e A € [0,1]. Conjuntos
satisfazendo essa propriedade sio chamados conjuntos invexos. E 6bvio que
se f & pré-invexa e diferencidvel entdo f é invexa no sentido de Hanson. E

12



interessante notar que esta propriedade néo vale para fungdes apenas local-
mente Lipschitz. Por exemplo, f : ® = R dada por f{z) = —|z| é localmente
Lipschitz e pré-invexa com 7{x, y) dado por

z—y se z<0ey<0,

n(z,y) = z—y se z20ey >0,

y— caso contrario.

No entanto f nio é invexa pois seu dnico ponto estaciondrio T = 0 néo é
minimo global. Notemos também que toda funcdo convexa € pré-invexa e
todo conjunto convexo € invexo com 9(z,y) = ¥ — y. A reciproca nio é
verdadeira como mostra o exemplo acima. Para outras informacgtes sobre
fungbes pré-invexas sugerimos {59].

1.3 Scobre as contribuicoes da tese

1.3.1 Introdugao

Nosso objetivo nessa se¢io é adiantar ao leitor as principais contribuicoes
dessa tese & otimizagio ndo diferencidvel. Faremos uma andlise capitulo por
capitulo. Esperamos que esse procedimento facilite a leitura da tese.

1.3.2 Sobre o capitulo 2

Consideremos a seguinte versao do problema (PG) na forma de um prob-
lema de programagao matematica usual:

Minimizar fo(x)
sujeitoa  fi(z) <0, i=1,...,m, 3} (P)
x € C,

13



onde {2 é um abertodo R", fo, f; : @ > R, i = 1,...,m, sdo fun¢oes Lipschitz
em £, ¢ C C & um conjunto fechado e nio vazio;

No capitulo 2 obteremos, basicamente, condigdes necessdrias e suficientes
de otimalidade para o problema (P) na forma de uma regra de multiplicadores
de Karush-Kuhn-Tucker. Grosso modo, tal regra pode ser sumarizada da
seguinte maneira: se as fungdes envolvidas sdo funcGes invexas e as restrigoes
do problema satisfazem uma condig¢do do tipo Slater entao, as condicdes de
Karush-Kuhn-Tucker

0€d(fo+) Mfi)T)+ Ne(T),

ief
’\i 2 01

’_\ifi (T) = 01

sdo necessdrias e suficientes para a otimalidade de T em (P). Além disso
estabeleceremos resultados de dualidade. De fato consideremos o seguinte
problema dual relacionado a (P):

Maximizar fg(m) + ziEf /\;‘fi(‘UJ)
sujeito a (w,A) € Cx BT, (D)

0€ 3(fo + Tier A Jo)(w) + No(w).

Sob hipéteses de invexidade e uma condigdo de regularidade do tipo Slater,
provaremos que os valores deste problema dual e o problema (P) coincidem.

Notemos que existem varios desses resultados em problemas de pro-
gramagao matematica nio diferencidvel (veja por exemplo [35], {49]). No
entanto, nao conhecemos nenhum resultado na literatura que se aplique di-
retamente ao problema (P), aonde agregamos uma restri¢do abstrata z € C,
sendo C um conjunto nao necessariamente convexo. De qualquer maneira,
os resultados acima ndo sao a principal contribuigie desse capitulo e sim
resultados auxiliares que nos permitirdo obter nosso resultado principal, o
Teorema de Alternativa Invexo. As conecgdes entre teoremas de alternativa
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e problemas de otimizagdo sdo bem conhecidas ( [23], [26], {39]). Tais teore-
mas servem, por exemplo, para garantir a existéncia de multiplicadores para
problemas de programagio matemética. Um protdtipo de teorema de alter-
nativa pode ser estabelecido como se segue: sejam fi,- - -, f, fungbes definidas
num conjunto C C R", e consideremos os dois seguintes sistemas:

1. Az € C tal que fi(z) <0,i=1,---,p
2. 3N >0,i=1,---,p, ndo todos nulos, tal que 3-7_; X, fi(z) > 0vz € C.

Entéo, das duas uma, ou o sistema 1 tem solugdo ou o sistema 2 tem solugio,
mas nunca ambos simultaneamente.

Existem vérias versoes desse tipo de teorema onde as fungdes envolvidas
pertencem a varias classes de funcdes. (Quando as f; sio lineares temos o
Teorema de Gordan. Se as fungGes sdo convexas o resultado é o Teorema
de Gordan Generalizado (veja [23] e [39]). Teoremas de alternativa similares
foram estabelecidos para outras classes de funcoes tendo alguma propriedade
de convexidade generalizada (veja [35], [30] e [59]). Nosso objetivo nesse
ponto foi obter uma versio do teorema de alternativa acima no caso em
que as funcGes f; sdo Lipschitz e invexas e o conjunto C é um fechado nio
necessariamente convexo. O tnico resultado relacionado é aquele obtido por
Craven em [23]. No entanto no seu Teorema de alternativa ele exige que o
conjunto de restrigoes abstratas C seja, além de fechado, convexo. Também,
as técnicas usadas por Craven na obtengio de seu resultado sao diversas das
usadas por nés. Nos baseamos a demonstraco de nosso teorema num artigo
de GeofIrion [26], em que ele usa resultados de dualidade convexa para provar
o Teorema de Gordan Generalizado (caso convexo).

Como aplicagio de nosso Teorema de Alternativa Invexo, caracterizare-
mos as solugdes do seguinte problema de otimizagdo vetorial, o qual é uma
versdo especializada do problema inicial (PG):

Minimizar f(z) = (fi(z),..., fm(2))
(PV)
sujeito a x € C,

onde C C  é um compactoe f;: 2 > Ri=1,...,m, sio funcdes Lipschitz
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e invexas em C.

Os principais resultados deste capftulo também podem ser encontrados
em [10], [11].

1.3.3 Sobre o capitulo 3

Em [1] Thibault e Abdoni obtiveram condigfes necessdrias de otimal-
idade para (PG) na forma de uma regra de multiplicadores do tipo Fritz-
John. Nesse trabalho os autores supoem que as aplicagdes satisfazem certa
propriedade do tipo Lipschitz e obtém seus resultados sem nenhuma. hipdtese
de diferenciabilidade fazendo uso dos gradientes generalizados de Clarke [16]
e Ioffe [32]. O trabalho de Thibault foi a fonte de inspiragao para obtermos
os resultados desse capftulo. De fato, obteremos aqui, condigdes necessérias
e suficientes de otimalidade para (PG), na forma de uma regra de multi-
plicadores do tipo Karush-Kuhn-Tucker. Além do mais, estabeleceremos
um problema dual relacionado a (PG) e provaremos resultados de dualidade
fraca e forte entre eles. Todos esses resultados serdo obtidos sem nenhuma
hipétese de convexidade mas sim fazendo uso de um conceito de invexidade
entre espacos de Banach adaptado do conceito usual de invexidade (veja
definigio 1.10). Resultados relacionados, mas que ou envolvemn outras classes
de fungoes ou sado menos gerais que 0 nosso, podem ser encontrados em [17],
[36]: [44]’

Os principais resultados deste capftulo também podem ser encontrados
em [12).

1.3.4 Sobre o capitulo 4

Consideremos o seguinte problema de programag¢do matemdtica com
tempo continuo:
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Minimizar ¢(x) = fo f(t, z(t))dt,
sujeito a  g;(t,2(t)) <0 ae. in[0,T], (PNC)
iel={1,...,m}, z€X,

onde X é um subconjunto aberto, convexo, e nao vazio do espago de Banach
L2.[0, T} de todas as funges vetoriais n-dimensionais Lebesgue mensuréveis,
que sdo essencialmente limitadas, definidas no intervalo compacto (0,7} C R,
com & norma || - [joc definida por

llzlloo = max esssup{|z;(t)l, 0 <t < T},

onde, para cada t € [0, T), z;(¢) é a j—ésima componente de z(t) € R*, ¢ é
uma fungéo a valores reais, definida em X, g(¢,z(t})) = v(z)(¢) e f(t,z(2)) =
I'(z)(t), onde 7y é uma aplicagdo de X no espago normado AT[0,7] de to-
das as fungdes vetoriais m-dimensionais, essencialmente limitadas, Lebesgue
mensuréveis definidas em [0, T}, com a norma || - ||; defina por

T
lyih = max | ly;(t)ldt,

e I' é uma aplicacio de X no espago normado A}{0,T].

E facil verificar que o problema acima pode ser colocado na forma do
problema (PG). De fato basta colocar E = L% [0,T], F = R, G = AP0, T},
f(z) = ¢lz), 9(z) = v(z), e K = {y € AT[0, T} : y(t) > 0 qtp em [0, T]}.
Geralmente, na obtengao de condigoes necegsdrias de otimalidade para (PG),
uma hipdtese crucial é que o cone associado K seja convexo, fechado e com
interior ndo vazio (veja 1], [23]). Infelizmente, no caso do cone K relacionado
ao problema com tempo continuo acima, esta hipitese néo é satisfeita. Zal-
mai, numa série de artigos {63], [64], [65], [66], conseguiu solucionar esta
questao, fazendo uso de um teorema de alternativa com tempo continuo es-
tabelecido por ele mesmo. Zalmai obteve, além de condigbes necessarias,
resultados em dualidade e condigdes suficientes de primeira e segunda or-
dem, tudo isso num contexto diferencidvel. Mais especificamente, em [66],
Zalmai obteve condigdes suficientes de otimalidade de primeira ordem para
(PNC), supondo que as fungdes envolvidas sdo continuamente diferencidveis
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e fazendo uso de vérias nogdes de convexidade generalizada tais como pseudo-
convexidade e quasiconvexidade. Ele também obteve condigdes suficientes de
otimalidade de segunda ordem, supondo que as fungdes sdo duas vezes con-
tinuamente diferencidveis e fazendo uso da nogéo usual de Hessiano. Nosso
ganho aqui foi estender os resultados de Zalmai em [66], da seguinte maneira:
obtivemos condigGes suficientes de otimalidade de primeira ordem supondo
apenas que as fungdes sdo Lipschitz e invexas. Também obtivemos condigdes
suficientes de otimalidade de segunda ordem, supondo somente que as fung¢des
em (PNC) sio de classe C*', isto é, sdo fungdes diferencidveis com gradiente
Lipschitz.

Os principais resultados deste capitulo também podem ser encontrados
em {52, {53].

1.3.5 Sobre o capitulo 5

No capftulo 5 faremos uma discussao a respeito de vdrias possibilidades
de pesquisas futuras.

1.3.6 Sobre algumas observagoes

Nossos resultados originais (teoremas, coroldrios, proposigdes) estdo ba-
sicamente nos capftulos 2, 3 e 4. Nestes capftulos quando nos referirmos a
algum resuitado que néo seja nosso, colocaremos uma referéncia ao autor.
Caso contrédrio nao colocaremos nada. Por exemplo, o seguinte Teorema é
um resultado usados por néds, devido a Clarke:

Teorema 2.1. (Clarke} Suponha que T resclve (P). Entdo, para k

suficientemente grande, exzisltem Mg, M € R, 1 = 1,...,m, nédo todos nulos
tais que

0¢e 6(A0f0 + i &f, + kdc)(f),

=1
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2>0,i=1,...,m,

Mf(T) =0, i=1,...,m.

Por ountro lado, na proposi¢do abaixo, nossa autoria estd implicita, pois
néo existe nenhuma referéncia na frente da proposicio:

Proposicdo 4.5. Sejo £ € F. Se existe A € LT[0, T) tal que (T, \)

satisfoz (4.18)-(4.20), e se o fungio Lagrangeana L(z; ) é invera em T (com
respeito o IF), entdo T é uma solug@o dtima global de (PNC).
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Capitulo 2

Programacao matematica

2.1 Introducao

Seja Q0 um aberto ndo vazio do B*, fo, fi : @ = R, i =1,...,m, funcses
localmente Lipschitz em £, e C C @ um conjunto fechado e ndo vazio.
Consideremos o seguinte problema de programacio matemdgtica:

Minimizar folx)
sujeitoa  f;(z) <0, ieI={1,...,m}, } (P)

zeC.

O conjunto dos pontos factiveis para o problema (P), { 0 qual suporemos
ndo vazio ) sera dado por

F.={zeC: fi(z) £0,i€I}.

Dado T € F, seja I(T) o conjunto dos indices correspondentes as restrigdes
ativas de (P) em Z, isto é,

I(@)={iel]/ fi(z) =0}

Em ( [16] pp. 227-230), Clarke obteve condigées necessirias de oti-
malidade para um problema de programac¢io matematica ndo diferencidvel,
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na forma de uma regra de multiplicadores do tipo Fritz-John. O problema
(P) acima é um caso particular daquele estudado por Clarke (o problema
de Clarke continha restrigdes de igualdade). Logo, podemos estabelecer o
seguinte teorema:

Teorema 2.1. (Clarke)} Suponha que T resolve (P). Entdo, para k

suficientemente grande, existem Ao, ) € R, 1 = 1,...,m, nido todos nulos
tais que
i
0 € d(Aofo+ D Mifi + kdc)(T), (2.1)
=1
M>0,i=1,...,m, (2.2)
z\,‘f,ﬁ(f) = 0, i= 1, caw g, T (23)

Observemos que no Teorema acima o multiplicador associado & fungio
objetivo pode ser nulo e neste caso o problema ¢é dito anormal. Sem nen-
huma hipdtese suplementar nao é possivel garantir que Ay # 0. Como é usual,
necessitamos impor alguma condigao de regularidade sobre as restricoes do
problema para garantir que o multiplicador Ay seja ndo nulo. Neste caso o
problema ¢ dito normal. No caso diferencidvel as condigdes de regularidade
mais conhecidas talvez sejam as condigoes de Mangasarian-Fromovitz e de
Slater [39]. Tais condigbes podem ser facilmente generalizadas para o caso
nao diferencidvel. Impondo algumas das hipdteses citadas anteriormente,
o problema (P) torna-se normal e é possivel obter uma regra de multipl-
cadores do tipo Karush-Kuhn-Tucker, aonde podemos tomar Ay = 1. No
nosso caso vamos obter um Teorema do tipo Karush-Kuhn-Tucker {o Teo-
rema 2.2) supondo que no problema (P) as fungdes envolvidas sio invexas,
para a mesma fungéo 7, e que as restrigdes satisfazem uma condicio do tipo
Slater:

existe T € C tal que f;(Z) <0, i€ I(Z). (2.4)

O motivo de tal escolha particular é bem conveniente (a priori poderiamos
escolher qualquer condicdo de regularidade disponfvel na literatura como
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por exemplo as condiges citadas acima): na secdo 2.3, na demonstragio do
teorema de alternativa invexo {Teorema 2.8), vamos fazer uma aplicagao do
Teorema 2.2 na resolugdo de um problema de otimizagio invexo (problema
(P)), o qual satisfaz a condicao de Slater.

2.2 Condicoes de otimalidade e dualidade

Teorema 2.2, (Condigies necessdrias de otimalidade) Seja T um ponto
dtimo para (P} e suponha gue f;,i € I sdo inveras em T, para o mesmo
n. Se as restri¢des de (P) satisfazem o condigdo de Slaler, entdo existem
A=Ay ..., Ay} satisfazendo as condicdes de Karush-Kuhn- Tucker

0€8(fo+ Z X:f:)(E) + Ne(Z), (2.5)
X >0, (2.6)
M fi(T) =0, (2.7)

Prova. Se T é uma solugio de (P) entdo, pelo Teorema 2.1, existem
Ao 2 0, € R, i € I, no todos nulos tal que

0 € ofo+ Z Xfi)(Z) + Ne (), (2.8)
X >0, (2.9)
Xifi(T) =0. (2.10)

Basta entao provar que Ay > 0. Suponha que Ay = 0. Desde que existe
Z € C tal que fi(%) < 0,i € I(T), e os ; ndo séo todos nulos entdo segue-se
de (2.9)-(2.10) que

Y MAE) =Y N(E) <. (2.11)

ic’ ' el
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Como f;,% € I, sdo fungdes localmente Lipschitz e invexas em T, para uma
fungdo n comum, entdo Y ey A:f; € um funcdo localmente Lipschitz e invexa
em T. Logo, existe 7(Z,Z) € To(T) tal que

Y Mf(E) - NAE) 2 X M) (@ n(Z,T)). (2.12)
ier i€t i€l :

Portanto, (2.11) junto com (2.12) implicam que

existe n(,T) € To(T) tal que (3 M) (T; 7(F,T)) < 0. (2.13)
j19)

Mas, (2.8) implica que

oMY (@ m) 2 0, for all n € To(T),

)

o que contradiz (2.13). Portanto Ay > 0 e o Teorema segue fazendo X =
Aifdo, i€ 1. O

Teorema 2.3. (Condigies suficientes de otimalidade) Dado T € F,
suponha que fo, f; sejam invezas em T, com relagdo ¢ C, para um mesmo 7,
e que existam X € R, i € I tal que valem as condigdes K-K-T (2.5)-(2.7).
Entdo T € minimo global para o problema (P).

Prova. E ébvio que se A; > 0_ e fo, fi sdo invexas em T com respeito a C
para o mesmo 7, entdo fo + 3 ;o5 Aif; € invexa em T com relagdo a C. Logo,
segue-se de (2.5) e do Teorema 1.13 que T é minimo de fy + Y;c; A f; sobre
C, isto é,

Folz) + 3" Xfilz) 2 fol@) + Y NfilT), Yz eC. (2.14)

i€’ iel
Entéo, (2.7) e (2.14) implicam que
fol@) + D Nfi(z) > fuo(Z), Vz el (2.15)
il

Desde que A; > 0, por (2.15), conclufmos que

folz) 2 fo(E), Yz € C tal que fi(z) <0,i€ ], (2.16)
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ou seja, T é solugdo do problema (P), O

Obs. Notemos que se no problema (P) as fungdes envolvidas sao invexas
em T ¢ satisfazem alguma hipétese de regularidade (Slater por exemplo)
entdo, no Teorema acima, tanto faz usar a condigédo (2.5) quanto as condigdes
0 € 3(fo+ Lies Asf;"‘kdc)( )e0 € dfy(T l_"*‘zeer:\—iafi(f)'*'NC(f)» De fato,
chamemos X = {z € E: 0 € 8(fo+ Lies Aifi + kdc)(2)}, Y ={z € E:0¢
3(fn + Tier Mfi)(z) + Ne(z)} e Z = {z € E: 0 € 8fy(x) + Lies Mi0fi(z) +

Ne(z)}. Asinclusées X C Y C Z sdo bem conhecidas. Agora, se T € Z
entdo, pelo Teorema 2.3, T resolve (P). Mas se T resolve (P) entdo, para k
suficientemente grande, T € X. Portanto, nessas condigées, X =Y = Z. Em
[49] Reiland obtém condicoes suficientes de otimalidade para um problema
similar a (P) separando em dois casos conforme x pertenca a ¥ ou Z. Nossa
observagdo mostra que isto € desnecessdrio. Além disso mostramos outra
propriedade de fungdes convexas preservada por fungoes invexas.

Definigao 2.4. Dizemos que o ponto (T, X), X > 0, € uma solucdo ponto
de sela para (P) se

fo(Z) + Z Mf(T) < fo(T) + Zj‘-ifi( < folz) + z Aifil (2.17)

i€l 3 i€l
para todoz € C e A 2 0.

Teorema 2.5. (Ponto de Sela Escalar) Se T ¢é dtimo para (P), as
resirigdes do problema satisfazem alguma condi¢do de regularidade ¢ fo +
E,E,,\1 fi € invexa em T com relagio ¢ C para todo N > 0, entdo existe
A > 0 tal que (T, ) € uma solucdo ponto de sela de (P).

Prova. Se T é 6timo e vale alguma condigdo de regularidade nas re-
stricdes de (P) (A condigdo de Slater por exemplo) entdo, pelo Teorema 2.2,
existem X; € R, 1 € I tal que valem as condigies K-K-T (2.5)-(2.7). Por-
tanto, (2.5) mais a hipotese de invexidade implicam, pelo Teorema 1.13, que
T é ponto de minimo para fo + Y7 M f; sobre C, isto &, vale a desigualdade
no lado direito de (2.17). A desigualdade no lado esquerdo de (2.17) vale por
(2.7), i(Z) <0eA20. O

Vamos estabelecer agora resultados de dualidade para (P). Consideremos
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o seguinte problema dual (do tipo Wolfe) relacionado a (P):

Maximizar fﬁ ('lU) + ZiEf /\if" ('lU)
sujeito a (w,2) € C x R, (D)

0 € 0(fo + Yier Mifi)(w) + Ne(w).

Teorema 2.8. (Duclidade fraca). Se fo e fi,i € I, sGo fungées invezas
em C, com uma fungdo p comum a todas enido:

fo(z) 2 folw) + D Mfi(w),

icl

para todo = factivel para (P) e (w, A} factivel para (D).

Prova. Seja z factivel para (P) e (w, A) factivel para (D). J& que A € R
e z € FF entao

Fol@) — Folw) — 32 M) 2 folz) + X5 M) — o)~ X Acfi(w). (2.18)
il ‘el i€l
Como A € R e fy, f; sdo invexas em C entdo fo + iy X f; € invexa em
C. Portanto, a condicio 0 € O(fo + Licr Mifi){(w) + Ne(w) implica, pelo
Teorema 1.13, que

fol@) + T Xifilz) 2 fow) + L Akw), forallz e F. (219)
i€l i€’
O resultado segue facilmente por (2.18) e (2.19). O

Teorema 2.7. (Dualidade forte). Suponha que fy e fi,i € I sdo fungdes
invezas em C, para ¢ mesma fungdo 1. Suponha que T & uma solugdo dtima
de (P) e que eziste X € R™ tal que as condigbes K-K-T (£.5)-(2.7) sdo
satisfeitas em (T, ). Entdo (D) é mazimizado em (T, )) € os valores dtimos
de (P) e (D) coincidem.

Prova. Seja T uma solugio 6tima para (P). Se existe X tal que (%, X)

satisfaz as condigoes de K-K-T (2.5)-(2.7) entdo (T, A) ¢ factivel para (D) e,
pelo resultado de dualidade fraca, concluimos que

25



folE) + 3 NAi(@) = fol®) 2 folz) + Y Aifilz),

fel i€l

para todo (z, A) factivel para (D). Entao (7, A) é 6timo para (D) e os valores
6timos de {P) e (D) coincidem. O

2.3 Sobre um teorema de alternativa invexo

Em ([26], p. 34) Geoffrion obteve uma nova demonstragio do con-
hecido Teorema de Gordan generalizado (teorema de alternativa para fungoes
convexas), fazendo uso de resultados de dualidade entre problemas de pro-
gramagcao convexa. Seguindo sua técnica usaremos os resultados de dualidade
invexa obtidos na se¢do anterior, para estabelecermos um teorema de alter-
nativa do tipo Gordan para funcdes invexas e localmente Lipschitz, o qual é
nosso principal resultado nesse capitulo.

Teorema 2.8. Seja C um subconjunto fechado e nio vazio de 2. Suponha
que fi : o> R, e I ={1,...,m}, sdo localmente Lipschitz e inveras em
C, para um mesmo 1. Suponha ainda que

f(z) = max f{(z) atinge um minimo em C. (2.20)
Entdo,
ou existe z € C tal que fi(z) <0, € I, (2.21)

ou existem X; > 0,1 € I, tal que

Sh=1 e inf Y Mifi(z) = 0. (2.22)

el iel

Prova. Primeiro vamos provar a parte ficil. Suponha que (2.21) tem
uma solucdo ¥ € C. Entao, qualquer que sejam X; > 0, ndo todos nulos,
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YA i(E) < 0.

iel

Logo, {2.22) ndo pode ter solugio. Notemos que nessa parte da demonstracao
nao utilizamos a hipbtese (2.20).

Reciprocamente, suponha que (2.21) néo tenha solugdo e consideremos
o0 seguinte problema auxiliar:

Minimizar Fy(z,y) ==y
sujeitoa (z,y) € C x R, (P)
Fiz,y) = filz) -y <0, 1€ L

Desde que f; séo funcbes localmente Lipschitz em  entao concluimos
que Fy, F; sao localmente Lipschitz em Q x R. As derivadas de Clarke de
Fy, E; em (x,y) € Q x R na diregio (u,v) € R* x R sio dadas por

Fy(z, v, u,v) = v,

‘F;P(:ca ¥wu, U) = fiﬂ(mau) - Us?: €l
Sejam (z,y), (z',¥") € C x R. Entdo, pelas hipdteses de invexidade,

F(z'\y) - Flz,y) =file") -y - flz)+y
> fR@n ) — (¢ —v)
= Ff(z,yin(a, o)y — y),

R y) - Flz,y) =9 -y
= Fy(z, y;n(z', 2), 9 — y).

Desde que p(2',z) € To(z) e ¥ — y € Tw(y) entdo (n(z',2),y —y) €
Te(z) x Ta(y) = Texn(z,y). Portanto, dados (z,y), (z",v) € C x R ex-
iste 7i{z’, ¥'; z,y) = (n(z', x),¥' — y) € Toxn(z,y) tal que

Fia' ¢} — Filz,y) 2 Fi(z,y;9(=', ¢ 2,9), 1€10{0}, (2.23)
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isto &, Fy, F;, 1 € I, sdo fungdes invexas em C' x R, para um 7 comum.

Vamos mostrar que se (2.20) vale entdo o problema acima tem pelo menos
uma solugio. Primeiramente notemos que o conjunto E(f) = {(z,y) €
C x R: f(z) < y} coincide com os pontos factiveis de (P) (E(f) é chamado
o epigrafo de f). Suponhamos que vale (2.20). Entdo, existe £ € C tal que

g = f(2) = max f(z).

Como (F,§) € C x R satisfaz f(Z) — § = 0 entdo (£,7) é factivel para (P).

Além disso, qualquer que seja (x,y) factivel para (P),

§=f(F) <€ flz) <y,

ou seja

Fﬂ(ia g) S F(](J:, y)

Portanto, o problema (P) tem solugao.

Seja (T,7) uma soluciio 6tima de (P). As restricdes do problema (P)
satisfazem a condigao de Slater. De fato, se tomarmos (Z,%) = (Z,7 + 1),
entaoa parai € I(Ts-g)a -Ei(ﬁa i}) = f‘(.’f)—fz ft(r)_(y+1) = E(ng)—l < 0.

O problema dual relacionado a (P) ¢ dado por:
Maximizar  L{z,y, A) := ¥ + Lier M fi(2) — )
sujeito a (z,5, 2} € C x R x R, (D)

0¢ 3(;.;,;,)14(55: R ’\) + chﬁ(ms y)

Desde que as hipétese de invexidade e a condigao de Slater sao satisfeitas,
concluimos, pelo Teorema 2.2, que existe X € R™ tal que (T,7, A) satisfaz as
condigoes de K-K-T. Portanto, todas as hipétese do Teorema 2.7 (Dualidade
forte) estdo em vigor para (P) e segue que o programa dual (D) tem uma
solugio Gtima (&, §, M) e os valores Fo(Z,7) e L(Z, 3, A) sdo iguais.

Se o sistema de desigualdades (2.21) néo tem solugdo em C entdo segue-

se que Fo(z,y) > 0 para todo (z,y) factivel para (P). De fato, se existisse
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(x,y) € C x R tal que fi{z) —y <0,i €], Fy(x,y) = y < 0, entdo existiria

z € C tal que fi{z) < y < 0, o que contradiz (2.21). Logo, o programa

(P) tem valor infimo Fy(Z,7) = T > 0 e pelos resultados de dualidade isto
> 0.

implica que L(Z, , A)

Consideremos a fungiao & : 2 x ® - R dada por ®(z,y) = L(z,y, ). ®
¢ obviamente uma funcéo localmente Lipschitz invexa em C x R e satisfaz
0 € 8%(F,7) + Noxw(Z, 7). Portanto, pelo Teorema 1.13, concluimos que
(Z,7) é um minimo global para ® em C x R, isto é,

0<8(z,9)= il ()

Mas isto € o mesmo que

0< inf(:r,y)ECxﬂE{y + Z{GI Xl(ft(m) - y)}

= infzeC{Zg:eI ;ifi(:c)} + infyeﬂt{y(l - ZiEI /_\s)}

O segundo termo acima deve ser 0, isto é, Y.;c; A = 1 deve valer, pois
do contrdrio seu valor seria —oc. Logo, o primeiro termo é ndo negativo e o
teorema estd provado. O

Observagio 2.9 E ébvio que se C é um conjunto compacto entdo a
condigéo (2.20) é vdlida. Outra hipStese que implica (2.20) € a de que pelo
menos uma das fungbes f; seja inf-limitada, isto é, exista um indice : € I tal
que o conjunto de niveis Ly f; = {z € C : f;(z) < a} seja compacto para
todo o € R.

Agora, apresentaremos um teorema do tipo Bohnenblust-Karlin-Shapley
([39], p. 67), o qual pode envolver uma familia, possivelmente infinita, de
fungdes invexas localmente Lipschitz.

Teorema 2.10. Sejo C C Q um conjunto compactoe f; : 2 2 R,ie M
uma famdia (finita ou infinita) de funcdes invexas localmente Lipschitz em
C. Se

fi{z) €0,i € M, nio tem solugéo z € C,

entdo, pare alguma subfamilia finita fi,3=1,...,k, existe p; 2 0 tal que
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k
ij-——l € mprJf,j

i=1 zEC

Prova. Afirmamos que o sistema

fi{z) <e,¥Vie M Ve >0, (2.24)

ndo tem solugdo x € C. De fato, se tivesse uma solugdo T, entdo fi(F) < ¢,
para todo 1 € M, > 0 e isto implica que f;(T) < 0 para todo 1 € M
(pois, caso contrdrio se f;,(T) > 0 para algum iy € M entio colocando
eg = 1/2£;,(T) > 0, teriamos que existe iy € M e gg > 0 tal que f; (%) > &,
0 que nos levaria a uma contradigiio). Isto, entretanto, contradiz a hipdtese
do teorema e portanto, o sistema (2.24) ndo tem solugéo z € C. Os conjuntos

Clie)={z € C: fi(x) <¢)

sdo subconjuntos fechados do compacto C, e sua interse¢do é vazia. Logo,
pelo Teorema da intersecao finita (see [39], p. 189), existe um niimero finito
de tais conjuntos tal que sua intersecio é vazia. Assim, nds obtemos indices
i, = 1,...,k e nimeros reais £; > 0,7 = 1,...,k, tal que o sistema

fi(z)—&; <0, 7=1,...,k

nao tem solugdo = € C. Portanto, pelo Teorema 2.8, existem p; > 0 tal que

Zprl e Zpgft, I)>Ep;s;,>0

=1 j=1

como querfamos demonstrar. O

2.4 Programagao multiobjetivo

Nesta secio, daremos uma interessante aplicagdo dos resultados da secio
anterior, caracterizando as solugfes de um problema de otimizacéo vetorial.
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Antes de estabelecermaos o resultado propriamente dito, vamos falar um pouco
sobre o assunto bem como introduzir alguns conceitos de solugao para prob-
lemas de otimizacdo vetorial.

Muitos problemas de tomada de decisao com miiltiplos critérios podem
ser modelados na forma de um problema de otimizagdo vetorial que con-
siste, basicamente, em maximizar ou minimizar vdrias (e as vezes confli-
tantes) fungdes objetivo, sujeitas a alguma restrigdo das varidveis envolvidas
no problema. Tais problemas tem outras denominagdes como, por exemplo,
otimizacdo multicritério, programagdo multiobjetivo, problemas de 6timo de
Pareto (para maiores detalhes veja por exemplo {15]). No entanto, na for-
mulagdo de muitos modelos, aparecem fungoes ndo muito bem comportadas,
nao tendo boas propriedades tais como diferenciabilidade ou convexidade.
Neste caso a teoria existente é relativamente pobre para uma boa caracter-
izacdo das solucoes de tais problemas. Seguindo o mesmo caminho da teoria
cldssica tentaremos relacionar as solugdes do programa multiobjetivo com as
solugdes 6timas de algum programa escalar. Como veremos adiante, o Teo-
rema de alternativa invexo estabelecido no capitulo anterior serd essencial na
obtengio de tais resultados.

Consideremos o seguinte problema de programacao multiobjetivo:

Minimizar f(z) = {(fi(z),..., fm{2))
(PV)
sujeitoa  z € C,

onde C C € é um subconjunto ndo vazice f : @ — R™ é uma funcéo vetorial
dada.

Em 1896, Pareto [46] introduziu o seguinte conceito de solugao para
problemas vetoriais. De acordo com ele, um ponto factivel para (PV) é uma
solugdo eficiente (ou ndo dominada, ndo inferior ou étima de Pareto) de (PV),
se nao existe outra solucdo factivel que melhore um objetivo sem degradar
pelo menos um dos outros. Tal conceito pode ser formalizado da seguinte
maneira:

Definigdo 2.11. Dizemos que T é uma solucdo eficiente para (PV) se
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T € factivel para (PV) e se ndo existe outro = factivel para (PV) tal que
fi(z) £ fi(@), para todo i = 1,...m, com a desigualdade estrita valendo para
pelo menos um indice 1.

Em [25] Geoffrion introduziu o conceito de solugio propriamente efi-
ciente:

Definigao 2.12. Dizemos que T € uma solucan propriamente eficiente
de (PV) se ela ¢ eficiente e se existe um escalar M > 0 tal que, para ceda 1,

5(T) — filx)
fi{z) = £;(E)

pare algum j fal que fi(z) > f;(T) sempre que z € factivel para (PV) e
fi(z) < fi(T).

<M

Observagao 2.13 O conceito de solugao propriamente eficiente de Ge-
offrion elimina certas solugoes eficientes indesejaveis, cujo raio da taxa de
ganho de um objetivo em relacdo & taxa de perda de outro objetivo é ilimi-
tado. De fato consideremos o seguinte programa:

Minimizar f(z) = (fi(z) = —2°, folz) = %)
sujeitoa xze€C={zxeR:z>0}.

O ponto z = 0 ¢ eficiente mas nao € propriamente eficiente. De fato, o raio

fl(o) - fl(l‘)

falz) = £20)

¢ ilimitado quando z tende a zero pela direita.

1
ml

Como ja dissemos na introdugdo, a estratégia mais comum para car-
acterizar tals solugoes é tentar relaciond-las com as solugdes étimas de um
problemas. escalar. Existem vérias maneiras de escalarizar o problema (PV)
(veja [15]). Em nosso trabalho nos ateremos a uma escalarizagao usada por
Geoffrion. Para isso consideremos o seguinte problema escalar associado a
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(PV):

Minimizar {y, f(z)) = £%; ui filz)
(P(p)

sujeito a z € C,
onde pe AT ={peRP:w;>0,iel, TFw=1}.
Geoffrion [25] estabelecen o seguinte resultado fundamental:

Teorema 2.14. (Geoffrion) Sejam p; >0, i € I, fizados. Se T € uma
solugdo dtima de (P(u)), entdo T € uma solugio propriamente eficiente de
(PV).

Supondo que f; sfo funcdes convexas e C é um conjunto convexo, Ge-
offrion também estabeleceu a reciproca do Teorema 2.14. Este resultado é
baseado em uma propriedade fundamental de fungdes convexas ([4], p.62,
Teorema fundamental) o que na prética corresponde ao Teorema de Gordan
generalizado. Entdo, trocando este Teorema fundamental pelo nosso Teo-
rema 2.8, também obteremos uma, reciproca do Teorema, 2.14 numa versio
invexa:

Teorema 2.15. Suponha que C € um conjunto compacto, e gque f; sdo
fungées localmente Lipschitz e invexas em C, para o mesmo 7). Se T é uma
solugdo propriamente eficiente de (VP) entio T ¢é wma solugdo dSitma de
(P(p)) para algum p com componentes estritamente positivas.

Prova. Se T é uma solugio propriamente eficiente de {(PV) entdo existe
M > 0 tal que, paracada ¢ = 1,...,m, o sistema

filz) - f(@) <0,

fiz) + M fi(z) - fi(T) - M£i(Z) <0, Vj#4,

nio admite solugdo x € €. Portanto, pelo Teorema 2.8, para o i—ésimo

sistema, existem A% > 0 (j =1,...,m) com 7%, M =1, tal que, Vz € C,
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M{filz) — (@) + 3 XN (file) + Mfy(z) - f(B) — Mf;(@)) > 0. (2.25)
i

Como Y7L, X% = 1 entdo (2.25) é equivalente a
f,-(x) + MZ)\;fj(:r) > f,(f) + MZA;fJ(T), vz € C.
i i#
A desigualdade acima vale para cada i, isto é,

flg) + MY Xfi(x) > h@) + MY Mf;(T), Vrel,
7#1 §%1

folz) + MY X fi(z) > fo(@) + MY Nif;(Z), Vz€C,
J#2 J¥2

fm(@)+ MY AT fiz) > fmlZ)+ M Y AP fi(Z), Yz eC.

j#m I#Em

Somando as desigualdades acima e rearranjando os termos, obtemos

Y+ MY X)fi(m) > Y+ M X f(7), vz eC,

7=1 iy =1 i
0 que completa a prova. O
De posse do Teorema acima podemos aplicar resultados conhecidos so-

bre problemas usuais de programacio matemdtica (tanto do ponto de vista
tedrico quanto computacional) 4 problemas de programagio multiobjetivo.
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Em [59], Weir e Mond obtiveram um Teorema de Alternztiva pré-invexo
e estabeleceram a reciproca do Teorema 2.14 no caso em que f é uma fungao
pré-invexa.

Daremos agora uma outra aplicagdo dos Teoremas da secdo anterior,
desta vez na busca de uma solugdo Ponto de Sela de um problema derivado
do problema (PV). Tal problema é explicitado abaixo:

Minimizar f (:r:)
(PV")
sujeitoaz € C={z€ 8:¢9;{x) L0, &€ J={1,...,k}}.

where C C {2 é um conjunto compacto € nao vazio (isto é verdade, por
exemplo, se S é um compacto ndo vazio), g; : 2 — R sio fungoes localmente
Lipschitz.

Consideremos o seguinte Lagrangiano associado a (PV’) {39]:

Lz, Ay = f(z) + () g(x))e,

onde e = (1,...,1) € R™, g(z) = (9:(2), ..., g()), e X € R*.

Nés adotaremos a seguinte convencao para vetores no R™: se u,v € ™
entdo u = v éequivalente a u; > vy, paratodoi=1,... meuFfv; u ¥ vé

a negacdo de u > v.

O problema do ponto de sela é o problema de encontrar 7 € 5, € ®%,
tal que

F@) + M\ g@)e ¥ f(Z) + (M g(@))e, (2.26)

@) + O g@)e ¥ f@)+ O 9(2))e, (2.27)
para todo z € S, A € RE.
Theorem 2.16. (Ponto de sela vetorial) Seja T uma solugdo propria-

mente eficiente de (PV’). Suponha que as restricées de (PV’) satisfagam a
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condi¢do de Slater e fi,i € I e g;, J € J sejam invezas em S para o mesmo
n. Entdo, eziste X € RE tal que (T, ) € uma solugdo ponto de sela de (PV’)

Prova. Desde que T é uma solugio propriamente eficiente de {(PV’)
entdo, pelo Teorema 2.15, T minimiza (g, f(z)) sujeito a z € C, g;{z) < 0,
para algum g € AT. Como as hipGteses de invexidade e a condigao de Slater
sao satisfeitas entdo pelo Teorema 2.5 (Ponto de sela escalar), existe » € ¥,
tal que (X, g(F)) =0e

#(Z, A) < 6T, 3) < ¢(,X), (2.28)

onde ¢(z,A) = (u, f(x) + (A g(z))e). Logo, se (2.26) nao fosse verdadeira
entao para algum i € 7

f(@) + (0 9(@) > £(Z) + (3, 9(2)) (2.29)

@) +{0g@) 2 ;@) + Oy g(T)), forall j# i (2.30)

Multiplicando por u;, ¢ € I, e somando sobre todos os valores de 7 chegariamos
numa contradigdo com (2.28). Um argumento similar aplicado a (2.27)
também nos levaria a uma contradigao. O

Ohbs.: Com algumas adaptagdes os resultados obtidos nesse capitulo
podem ser estendidos para espagos de Banach n3o necessariamente finito
dimensionais. Por exemplo, se E é um espago de Banach infinito dimensional,
a bola unitéria fechada em F nio é um conjunto compacto na topologia forte
associada & norma (veja [13]). Nesse caso a hipdtese de compacidade forte
sobre um conjunto de restrigdes de algum problema (por exemplo o Teorema
2.15) é muito restritiva. Torna-se necessirio impor hipéteses de compacidade
associadas a alguma topologia mais fraca.

Os principais resultados deste capitulo também podem ser encontrados
em (10], {11].
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Capitulo 3

Otimizacao vetorial entre
espacos de Banach

3.1 Introducao

Consideremos novamente o problema de otimizagdo entre espacos de
Banach {(PG): '

Minimizar f(x)
sujeitoa —g(z) e K (PG)

zeC.

Vamos impor agora, algumas hip6teses adicionais. De fato vamos supor que
E,F e G sao espagos de Banach; C ¢ E é um subconjunto fechado e ndo
vaziode E; Q C F e K C G sdo cones convexos fechados e com interior ndo
vazio.

Este problema tem sido muito estudado nos tltimos anos sob diferentes
pontos de vista. No caso em que F e G sio espagos de Banach finito dimen-
sionais e as fungdes envolvidas sdo localmente Lipschitz, o problema (PG) foi
estudado por [16], [40] (condi¢des necessérias de otimalidade), [41] (condigGes
suficientes de otimalidade e dualidade) e por nés, no final do dltimo capftulo
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desta tese (condigoes suficientes de otimalidade com invexidade). O Caso
Lipschitz infinito dimensional foi considerado em [1] {condigdes necessdrias)
e [17] (condigoes suficientes e dualidade) . Em {17] o problema foi estudado
na auséncia da restricio —g(z) € K e alguma regularidade sobre f ¢ C foi
assumida. O estudo do problema (PG) e os resultados deste capitulo foram
inspirados principalmente no trabalho de Abdoni e Thibault {1]. Neste artigo
eles estudaram um problema de programagio matematica multiobjetivo mais
geral do que o problema (PG). Eles consideraram também restrigcbes de igual-
dade, mas com espaco imagem finito dimensional. Sob a hipdtese de que as
fungées envolvidas sio fortemente compactamente Lipschitz € sem nenhum
outra hipétese de diferenciabilidade eles obtiveram condictes necessdrias de
otimalidade do tipo Fritz-John para seu problema na forma de uma regra
de multiplicadores envolvendo as derivadas generalizadas de Ioffe [32] e de
Clarke [16].

Nosso objetivo é, sob as mesmas hipéteses bdsicas de [1}, obter condigoes
necessgrias de otimalidade do tipo KKT e condigdes suficientes de otimali-
dade para o problema (PG}, ntilizando o conceito de invexidade apresentado
no primeiro capitulo, adaptado para aplicacdes entre espacos de Banach. Re-
sultados relacionados utilizando outros conceitos de convemdade generalizada
podem ser encontrados em [36] e {44].

Na préxima segdo detalharemos melhor algumas questoes relacionadas a
(PG). Na tltima se¢éio obteremos os principais resultados relativos a (PG),
isto é, condigdes de otimalidade e dualidade.

3.2 Preliminares técnicos

Nessa secdo vamos supor que A e B sio dois espagos de Banach, H ¢ B é
um cone convexo, fechado e com interior nao vazio, satisfazendo HN{—H} =
{0}. Vamos denotar por H* o seu cone dual:

H ={w'eB":(w,y) >0, Vy € H}.

Uma multifuncio ' : A — B € uma aplicagdo de A em subconjuntos
nao vazios de B. Dizemos que I" é semicontinua superior em £ € A se para
todo € > 0, existe um § > 0 tal que

38



I'(z") C I'(z) +&Bg, paratodo ' € z + 6B,4.

Dizemos que uma aplicacdo ¢ : A — B é fortemente compactamente
Lipschitz em Z € A se existe uma multifungio R : A — Comp(B), onde
Comp(B) denota o conjunto de todos os subconjuntos compactos ndo vazios
de B, e uma funcéo r : A x A — R, satisfazendo

(i) lim:l:—m?,d—bo T(SC, d) =0;

(ii) Existe x > 0 tal que
[¢(z + td) - ¢(z)] € R(d) + |\d||r(z,t)Bs,

para todo z € T + aB4 e t €]0,0f (Aqui, B4 € By denotam as bolas
unitérias fechadas em torno da origem de A e B respectivamente);

(iii) R(0) = {0} e R é semicontinua superior.

Notemos que no caso em que B é finito dimensional entdo ¢ é fortemente
compactamente Lipschitz em ¥ se e somente se ¢ & Lipschitz proxima de Z.
Se ¢ é fortemente compactamente Lipschitz em T entdo, qualquer que seja
w* € H*, w* o ¢(-) = {(w", ¢(-)) é uma funcéo Lipschitz préxima de T. Para
maiores detalhes sobre aplicagoes fortemente compactamente Lipschitz veja
], (32, 57

Precisamos de uma nog¢do de invexidade para aplicagdes entre espagos
de Banach. Esta nogéo de invexidade é feita a partir do conceito usual de
invexidade introduzido no capftulo anterior: Seje & C A um agberto em A
e § C Q um subconjunto ndo vazio. Dizemos que uma aplicagdo ¢ : 1 —
B é invera em S se a funcdo real w* o ¢ é inveza em S no sentido da
definigdo 1.12, pare todo w* € H*. Em todo esse capitulo usaremos essa
nogio generalizada de invexidade.
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3.3 Condicoes de otimalidade e dualidade

Além dos cones @ e K serem convexos, fechados e com interior néo
vazio, vamos supor que eles satisfazem & seguinte propriedade: QN {-Q} =
{0}, Kn{-K} = {0}. Sob essas hipéteses @ induz uma ordem partial “<”
em F. De fato, dados 2, 2’ € F, definimos tal ordem parcial como

Z<zsez—2 €@ (3.1)

2 <zsez— 2 €intQ; (3.2)

2’ A z é a negagdo de (3.1) e 2 £ z é a negacdo de (3.2). Analogamente K
induz uma ordem parcial em G. Também, Q* e K* denotardo os cones duais
de (@ € K respectivamente.

De agora em diante vamos supor que f : F =+ Feg: EF = G sdo
fortemente compactamente Lipschitz em x4 € E. Seja F = {z € C : g(z) X
0} o conjunto dos pontos factiveis para o problema (PG). Dizemos que zy € F
é uma solucdo 6tima de Pareto fraca de (PG) se ndo existe £ € F tal que
f(z) < f(zo) ou equivalentemente, se para todo z # z¢ em C temos que

flzo) — flz) ¢ intQ.

Em [1], Abdoni e Thibault, obtiveram a seguinte regra de multiplicadores
do tipo Fritz-John para o problema (PG):

Teorema 3,1. (Abdoni e Thibault) Se x; € F ¢ uma solugio dtima
de Pareto fraca para (PG} entdo eristem u* € Q*,v* € K* ndo todos nulos
tal que, para algum k& > 0,

0 € B8(u* o f +v" 0 g + kd)(xp),

{v*, g(zg)) = 0.

Na verdade, Abdoni e Thibault estudaram um problema mais geral do
que o problema (P). O problema original estudado por eles continha restrigoes
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de igualdade do tipo h(z) = O onde h: E - R* e £ € C. Além disso eles
obtiveram um resultado mais forte do que o Teorema acima pois sua regra
de multiplicadores foi baseada no gradiente de loffe [31]. O Tecrema acima €
um corolario dos resultados de Abdoni e Thibault desde que o gradiente de
Toffe estd contido no gradiente de Clarke. Notemos também que no Teorema
acima 4" pode ser nulo e neste caso as condigdes de otimalidade seriam de
pouco valia na busca da solu¢ao do problema. Devemos entido impor alguma
condicéo de regularidade sobre as restrigdes do problema de modo a garantir
que u* # 0 e obtermos assim um teorema do tipo Karush-Kuhn-Tucker.
Novamente utilizaremos uma condiciio do tipo Slater:

Existe ¥ € C tal que g(Z) < 0. (3.3)

Teorema 3.2. Suponha gque as restri¢ies do problema (PG) satisfazem
a condi¢do de reguleridade (3.3) e que f e g sdo invezas em x4 € F com
relagdo a C para o mesmo 1. Entdo xy é uma solugdo dtima de Pareto fraca
para (PG) se e somente se existem u* € ¥, u* # 0, v* € K* tal que, para
algum k > 0,

0€d(u" o f+v* og—+ kde)(xyg), (3.4)

(v*, 9(zo)) = 0. (3.5)

Prova. Se xg ¢ uma solugdo étima de Pareto fraca para (PG) entao,
pelo Teorema 3.1, existem u* € @*, v* € K* nao todos nulos tal que valem
(3.4) e (3.5). Basta entdo provar que u* # 0. Suponha que u* = 0. Entéo
v* # 0 e segue por (3.4) que, qualquer que seja 13 € Te(zo),

0 < (v" 0 g)°(zo; m). (3.6)
No entanto, como as restrigdes do problema satisfazem a condicdo de regu-
laridade (3.3), entdo existe & € C tal que g(Z)} < 0. Como v* # 0, segue
que

(v",9(%)) <0. (3.7)
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Agora, a hipétese de invexidade sobre g em z, implica que, existe n(Z, zy) €
Te(zo) tal que

(v*, 9(%) — g(x0)) = (v* © 9)°(z0; N(E, Z0)).
Segue entao de (3.5) e (3.7) que existe n(Z, zp) € To(xo) tal que
(v* © g)°(zo; {(Z, 20)) < 0.

Mas isto contraria (3.6). Portanto s6 pode ser u* # 0. Reciprocamente
suponha que zp nao é uma solugdo 6tima de Pareto fraca de {PG). Entao,
existe T € F tal que f(Z) — f(zo) < 0. Portanto, desde que u* # 0,

(", £(2) — f(@o}) < 0. (3.8)
Agora, f invexa em xy implica que existe 5(Z, zq) € Te(zo) tal que
(u* o £)°(z0, n{(E, 70)) < (u", f(Z) — f(m0)).

Logo, (3.8) implica que, existe (Z, 20) € T(z0) tal que

(u” o £)°(z0, n(Z, 20)) < 0. (3.9)

Também, a hipdtese de invexidade sobre g em x, implica que,

(" 0 )" (@0, 1(Er20)) < (8" 9(2) — g(0)).

Como ¥ € F segue que (v*,g(%)) < 0. Portanto, (3.5) implica que existe
N(Z, z4) € To(xy) tal que

(v* 0 g)° (0, D(Z, 20)) < 0. (3.10)

Entéo, de (3.9) e (3.10), concluimos que existe (%, zg) € To(zy) tal que

(4" o )°(z0,n(E,30)) + (47 0 9)° (20, 0(F, 7)) < 0. (3.11)
No entanto, (3.4) implica que, qualquer que seja 1 € Te(zo),

0 < (u* o f)*(xo;n) + (v 0 g)°(x0,m).
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Mas isto contradiz (3.11). Portanto zp é solugdo Gtima de Pareto fraca de
(PG). O

Agora, obteremos resultados de dualidade fraca e forte. Para isto con-
sideremos o seguinte problema dual, do tipo Weir-Mond [58]. relacionado ao
problema (PG):

Maximizar f(w)

sujeitoa we€C, v €@ u*#0, v e K*, (DV)

{(v*, g{w)) > 0, 0 € B(u* o f + v* o g+ kdc)(w).
Teorema 3.3. (Duclidade frace) Seja x facttvel para (PG) e (w, u*,v*)

factiveis para (DV). Suponhamos f e g invexas em w com respeito a C para
o mesmo 1. Entdo,

f(z) £ flw). (3.12)

Prova. Suponha que ndo vale (3.12). Entdo existe x factivel para (PG)
e (w, u*, v*) factiveis para (DV) tais que f(z) — f(w) < 0. Portanto, desde
que u* # 0,

(u*, f{z) - f(w)) < 0. (3.13)

Agora, f invexa em w implica que, existe n(x, w) € To(w) tal que
(u* o f)°(w, n(z, w)) < (v, f2) — fw)).
Portanto (3.13) implica que, existe n{z, w) € Te(w) tal que

(u” o £)°(w, n(z,w)) <. (3.14)

Também, a hipétese de invexidade sobre g em w implica que,
(v* 0 g)°(w, n(z, w)) < (v*, 9(z) - g(w)).
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Segue da factibilidade dos pontos que (v*, g(w)) > 0 e (v*, ¢(x)) < 0. Logo,
existe n(zx, w) € Te{w) tal que

(v* 0 g)°(w, n(z, w)) < 0. (3.15)
Entéo, existe n(z, w) € Te(w) tal que

(u® o £)°(w, n{z, w)) + (v* 0 g)"(w, nlz, w)) < 0. (3.16)
No entanto, 0 € 8(u* o f + v* o g + kdg)(w) implica que, qualquer que seja
n € Te(w),

0< (w0 fY(win) + (v 0 9)°(w, )
Mas isto contradiz (3.16). Portanto vale (3.12).0
Teorema 3.4. (Dualidade Forte) Suponha que f e g sdo inveras em
w com respeito ¢ C, para o mesmo 1, para todo w factivel pare (DV). Seja
zy solugdo dtime de Pareto fraca de (PG) tal que vale a condi¢do de Slater

(8.3). Entéo ezistem @*, T* tal que (0%, g{xy)) = 0, (xg, &%, T*) € uma solugéo
factivel para (DV) e o valor das fungdes objetivo coincidem.

Prova. Desde que vale a condigdo de Slater (3.4), segue pelo Teorema
3.2 que existem @*, ¥* tal que {*,g(xp)) = 0 e (zo, @*, 7*) é factivel para
(DV). Suponha que (zq, &*, 7*) ndo é uma solugio Gtima de Pareto fraca de
(DV). Entéo existem (z,u*,v*) factiveis para (DV) tal que
f(z) > f(zo). (3.17)
Entdo, (3.17) junto com u* # 0 e mais a hipétese de invexidade sobre f
implicam que existe n{zq, ) € Te(z) tal que
(v o £)°(z,n(0,2)} < (", f(zo) — flz)) < 0. (3.18)
Também, pela factibilidade dos pontos, temos que

(v*, 9(z0)) S 0, ¢ (", g(a)) 2 0. (3.19)

Segue entdo de (3.19) e da hipdtese de invexidade sobre g que existe n(xg, z) €
Tc(x) tal que
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(U* o g)o(fs: "‘?(30;33)) < (U‘ag(xﬂ) - g(I)) < 0. (320)
Portanto, existe n{xq, z} € Tc(z) tal que

(‘U,* © f)a(xs ﬂ(ffo, 33)) + (v‘l e g)o('x! 7’1(-’50: JIT)) < 0. (321)

Agora, novamente, a factibilidade dos pontos implica que, qualquer que seja
n € Te(x), temos que

0 < (v o f)°(x,m) + (v* 0 9)°(z,m).

Mas isto contradiz (3.21). Portanto (¢, #*, 7*) é uma solugdo 6tima de Pareto
fraca de (DV). K 6bvio que os valores das func¢des objetivo coincidem nos
respectivos pontos de Pareto otimalidade. O

Obs.: Os principais resultados deste capitulo também podem ser encon-
trados em [12].
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Capitulo 4

Programacgao matematica com
tempo continuo

4.1 Introducao

Consideremos o seguinte problema de programacgao ndo linear com tempo
continuo:

Minimizar ¢(z) = J; f(t,z(t))dt,
sujeito a ¢;(t,z(¢)) <0 q.t.p. em [0,T), (PNC)
ielI={1,....m}, reX.

Aqui X é um subconjunto nao vazio, aberto e convexo do espago de Banach
L% [0,7)] de todas as funcdes vetoriais n-dimensionais Lebesgue mensurédveis
que sdo essencialmente limitadas, definidas no intervalo compacto [0,T] C R,
com a norma || - || definida por

IZlee = 1I£Jaélesssup{|mj(t)|, 0<t<T},
onde, para cada ¢ € [0,T], z;(¢) é a j-ésima componente de z(f) € R", ¢ é

uma funcéo real definida em X, g(t,2(f)) = v(z)(¢) e f(t,z(t)) = T(z)(1),
onde 7 é uma aplicacdo de X no espago normado A0, T'), de todas as fungbes
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vetoriais m-dimensionais Lebesgue mensurdveis que sdo essencialmente limi-
tadas, definidas no intervalo compacto [0, 7] C R, com a norma || - ||; definida
por

loll = max. [ uste)at,

1<js<m

e T é uma aplicacdo de X no espago normado A{[0, 7).

Nosso objetivo neste capitulo é obter condigdes suficientes de otimalidade
global para (PNC), sem nenhuma hipétese de convexidade sobre as fungdes
envolvidas. Primeiro provaremos a suficiéncia das condigdes de Fritz-John
e Karush-Kuhn-Tucker, no caso Lipschitz, usando a nog¢io de invexidade.
Depois, fazendo uso do conceito de Hessiano generalizado, introduzido por
Cominetti e Correa [18], nds provaremos condigGes suficientes de otimalidade
de segunda ordem para (PNC). Resultados relacionados podem ser encontra-
dos em [37], [43], [42], [67]. Entre esses, talvez os melhores resultados sobre
condigoes suficientes de otimalidade para (PNC) foram dados por Zalmai
em [66], para funcgdes diferencidveis. Os outros autores também tratam de
problemas diferencidveis. Em nosso caso, permitimos que as fungdes sejam
somente Lipschitz na segunda varidvel. Portanto, nossos resuitados estendem
os resultados anteriores para (PNC).

O Capitulo estd organizado da seguinte maneira: Na segdo 2, apresen-
tamos condigdes suficientes de otimalidade para o caso Lipschitz. Na secéo
3, discutimos condigées suficientes de otimalidade sob a hipdtese de Clarke
regularidade e sob virias hipOteses de convexidade generalizada. Na secdo 4,
nés damos condigdes suficientes de otimalidade de segunda ordem para o caso
em que as fungdes envolvidas sdo de classe C*'. Finalmente na tltima secéo,
formulamos um problema dual relacionado a (PNC) e provamos teoremas de
dualidade fraca e forte. '

4.2 Condicoes suficientes de otimalidade: o
caso Lipschitz

Nesta segdo obtemos condigtes suficientes de otimalidade global para
{PNC) no caso em que as fungdes envolvidas sdo localmente Lipschitz sem
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qualquer hipdtese de convexidade. Antes de apresentar os resultados propri-
amente ditos vamos detalhar algumas questdes sobre o problema (PNC). Seja
FF o conjunto de todas as solugdes factiveis para (PNC) (o qual nds supomos
ndo vazio), isto é,

F={zeX:gtz(t) <0qt.p.em[0,T), i € I'}.
Seja V um subconjunto aberto e convexo de R™ contendo o conjunto
{z)eR":z€ X, te[0,T)}.

Vamos supor que f e g;, i € I, sio fungbes reais definidas em [0,T] x V. A
funcio t — f(t,z(t)) é assumida ser Lebesgue mensurével e integrdvel para
todor € X.
Nés assumimos que, dado a € V, existe um ¢ > 0 e um nimero positivo k
tal que, Vt € [0,T], e V¥z1, 22 € a + ¢B (B denota a bola unitdria do ")
temos que

[f@ 1) — f{t, x2)| < kljzy — .

Hipdteses andlogas valem para ¢, ¢ € I. Logo, f(3,-) e g:i(t,"), ¢ € I, sdo
localmente Lipschitz em V para cada ¢ € [0, 7.

Sejam T € X e h € L%[0,T) dados. As derivadas direcionais general-
izadas de Clarke com tempo continuo de f e g;’s sdo dadas por

FOE,E(E); h(8)) := TYZ; h)(2) := lim sup T{y + sh){t) — T(y)(t)

Yy—+5 8
s—0t
) R)(¢ ¢
(4 (0; 1)) = AR (1) o= limsup 2RO~ )Y
s’—:‘O{" ¢
q.t.p. em [0, T].
Segue-se facilmente das hipdteses que
t - fO2,Z(2)); h(2)),

t = g/ (t,Z()); b)), i€ 1,

sdo Lebesgue mensurdveis e integraveis para todo T € X, e h € L%[0,T).
Nés também necessitamos de uma nog¢ao de invexidade com tempo continuo
que é uma adaptaciio natural da nogdo cldssica de invexidade. Seja U C R"
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um subconjunto ndo vazio de R" e ¥ € X. Suponha que uma fungio 7 :
[0,T] x U — R é localmente Lipschitz para cada t € [0,T]. A funcio (%, .)
é dita invexa em Z(t) (com respeito a U) se existe n: U x U — R" tal que
a funcgdo t — 7(x(2), T(t)) estd em L2[0,7T) e

(t,2(1)) — ¥(6, 7)) 2 ¥°(6,2(t); n(2(t), 7(t))) q.t.p. em [0,T]

para todo x € X. Dizemos que ¢ é estritamente invera se a desigualdade
acima ¢ estrita para z(t) # Z(t) q.t.p. em [0,7).

Teorema 4.1. Seje T € F. Suponha que f(t,-) € inveza em Z(t)
{com respeito o V' } para cada t € [0,T), e que, para cada i € I, gi(t,-) €
estritamente inveza em Z(t) (com respeito a V) para cada t € [0,T), com
o mesmo n(x(t), Z(t)) para todas as fungdes. Suponha ainda que ezistem
M€ R, de Ln0,T) tal que

0< ]ﬂ Dof (¢, Z(2): h2) +ZA (£)g(, Z(t); h(®))dt  Vh € I2[0,T), (4.1)

M >0,At) >0 qtp em[0,T) (4.2)
(s 30) #£0 g.t.p. em [0,7], (43)
M) gi(t,2(12) =0 qtp em[0,T),iel. (4.4)

Entdo T é uma solucdo dtima global de (PNC).

Prova. Suponha que T ndo é 6tima para (PNC). Entéo, existe £ €
F, x £ %, tal que

i _ T N
jo £, 2(8))dt < [o (8, 5())dt. (4.5)

Desde que f(%,) é invexa em Z(t) e, para cada i € I, g;(t,) é estritamente
invexa em Z(t) entdo temos as desigualdades

F,2®) - f(L2() = o4 2(t)in(E(t), £())) q.t-p. em [0,T], (4.6)
g:(tsj(t)) - g,(t,ﬂ_:(t)) > gi (t'.' Jﬂ:"( )a??(-'f( )1 ( ))) qtp €m [Oa T]1 (47)

i € I, para algum 7(£(t), £(t)). Como £ € F e X(t) > 0 q.t.p. em [0,7]
para cada ¢ € I, é claro que

X()gi(1, £(t)) < 0 q.t.p. em [0,T], i€ I. (4.8)
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Agora, de (4.2)-(4.8) segue-se que

0> [ ot 2(0in(Ee) 20) + 3 Me)ar (6 205z 2D

o qual, com h(t) = n(Z(t), Z(t)), contradiz (1). Portanto, concluimos que Z é
uma solu¢do Gtima global de (PNC). O

Obs. Segue-se da prova acima que se, para cada ¢ € I, g(t,-) é invexa,
e se pelo menos uma destas fungdes, digamos gx(t, -), é estritamente invexa
em Z(t) para cada t € [0,7] tal que o correspondente multiplicador A € ndo
nulo num subconjunto de {0, 7] com medida de Lebesgue positiva, entéo a
afirmagao do Teorema permanece vilida. Notemos que no teorema anterior,
o multiplicador associado & fungio objetivo pode eventualmente ser nulo.
Neste caso as condigbes (4.1) — (4.4) sdo chamadas condigoes do tipo Fritz-
John. No préximo teorema o multiplicador associado & funcdo objetivo é
tomado igual a um e obtemos um teorema do tipo Karush-Kuhn-Tucker.

Teorema 4.2. Seja I € F. Suponha que f(t,-), g:(t,-), i € I, sdo

invezas em E(t) (com respeito ¢ V) para cada t € [0,T), para a mesma
Junedo n(z(t), 2(t)). Suponha ainda que eriste X € L2[0,T) tal que

0< f:[f °(t, Z(t); A()) + Z X (DG, 2(2); h(t))]dt Yh e LL[0,T), (4.9)

M(t) >0 gtpem[0,T), i€, (4.10)
M(D)g:i(€,2(1)) =0 gtp. em[0,T), i€l (4.11)

Entdo T € uma solugdo dtime global de (PNC).

Prova. Seja z € JF. Segue-se de (4.10) e (4.11) que

A(t)gi(t, z(8)) < 0= Mi(t)gilt, Z(t)) at.p. em [0,T), i€ L.

Desde que, para cada ¢ € I, g;(t,-) é invexa em Z(¢) para cada ¢ € [0,T] e
Xi(t) > 0 a.ein [0,T] entdo nés temos que X;(t)g;(t, ) também é invexa em
T(¢) para cada ¢t € [0,T] para a mesma funcio 5(x(t), Z(t)). Da invexidade
de X;(t)gi(t,-) nds obtemos que

(gl (t, 2(t); n(z(t), 2(t))) < 0 qt.p. em [0,7), i€ I. (4.12)
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Agora, pondo h(t) = n(z(t), Z(t)) em {4.9) nés concluimos Gue

m

0< /:[f"(t,f(i); n(z(t), 2(£))) + 3 Alt)g? (¢, 2(t): nlz(2)- 2(2))de. (4.13)

i=1

Combinando (4.12) e (4.13) nds obtemos

f;[f °(¢, Z(t); n{z(2), T(t)))]dt > 0.

A hipétese de invexidade sobre f junto com a Gltima desigualdade implicam
que

$(z) < é(z).
Logo, como z € JF é arbitrério, concluimos que Z é uma solugdo 6tima global
de (PNC). O

4.3 Condicoes suficientes de otimnalidade: o
caso Clarke regular

Nesta secao, nds obtemos condi¢oes suficientes de otimalidade global
para (PNC) sob hipéteses de convexidade generalizada e Clarke regularidade.
Os teoremas estabelecidos abaixo generalizam o caso tratado por Zalmai [66],
onde os dados de (PNC) sio suaves.

Em toda esta secio vamos supor que as fungdes sio Clarke regulares, isto
¢, as fungBes possuem derivadas direcionais usuais e as mesmas coincidem
com & derivada de Clarke. Vamos introduzir agora alguns conceitos cldssicos
de convexidade generalizada.

Uma fungédo ¢ é dita pseudoconvera em x1 € U (com respeito a U) se,
para todo x5 € U,

Y {01372 — 21) 2 0 = Y(x3) 2 Y(zy).

Uma funcéo ¢ é dita quasiconvezs em 1 € U (com respeito a U) se, para
todo z, € U,
Y(z2) < P(2)) = ¢(T1535 — 21) 0.
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Nés definimos a fungéo Lagrangeano L : X x R x LZ[0,T) — R por

L{z, M, ) := /(}T[Aof(ta 2(t)) + i 2i(t)g:(t, z(1))]de.

Quando Ay # 0, podemos supor que Ap = 1 normalizando os multiplicadores
de Lagrange. Neste caso denotamos L{z, 1, A) por L{zx, X).

Na sequéncia L (Z, Mg, A; k) denota a derivada direcional usual de L(-, Ag, A)
em Z na diregdo h € L% [0, T e 8,L(Z, Ay, A) denota o gradiente generalizado
de Clarke de L(:, Ay, ) Se f e g;’s sdo Clarke regulares, entdo a condigio
(4.1)¢ equivalente a Li(Z, Xo, A h) > 0 for all b € L0, T| e, portanto,
0 € 3;L(Z, ho, ). Formalmente, temos os seguintes corol4rios:

Corolério 4.3. Seja £ € JFF. Suponha gue f(t,-) € invera em ZI(t)
(com respeito a V} para cada t € [0,7], e que, para cade i € I, ¢;(t,-) €
estritamente inveza em F(t) (com respeito a V) para cada t € [0,T), com
respeito ao mesmo 11(z(t), T(t)) para todas as fungdes. Suponhe ainds que
evistem do € R, X € L7[0, T} such that

0 € 8,L(Z, ho, A), (4.14)

o> 0,A() >0 qtp. em[0,T) (4.15)

(20, A1) = O, Milt)y -+, Am(t)) #0, q.t.p. em [0,T], (4.16)
Mi(®)gi(t, (1)) =0 gqtp. em[0,T], i€ I (4.17)

Entdo & é uma solug@o étima global de (PNC).

Coroldrio 4.4. Seja T € F. Suponha que f(t,-), 9:(t,-),i € I, sdo
invezas em Z(t) (com respeito o V) para cada t € [0,T], para a mesma
fungdo n(x(t), T(t)). Suponhe einde que existe A € LT[0, T) tal que

0 € 8,L(%, )), (4.18)
M) 20 gtp. em[0,T), i€, (4.19)

A1) gi(t,T(1)) =0 gtp. em(0,T), i€ I (4.20)

52



Entdo T é uma solugéo dtima global para (PNC).

O préxima resultado estabelece um critério de otimalidade global no
qual nés supomos apenas que a fungido Lagrangeana é invexa na primeira
varidvel.

Proposigdo 4.5. Seja T € IF. Se existe A € LT[0, T) tal que (Z,))
satisfaz ({.18)-(4.20), e se a fungio Lagrangeana L(x; A) € inveza em T (com
respeito ¢ IF), entdo T ¢ uma solugdo dtima global de (PNC).

Prova. A condigio (4.18) implica que 0 < L.(%, \;n(z,Z)) Vz € FF. Da
hip6tese de invexidade sobre a fungdo Lagrangeana, nés obtemos

Lz, < L(z,)) Vze F.

Esta desigualdade mais (4.19)-(4.20) implicam que ¢(F) < qﬁ(:c) Vz € F, 0
qual finaliza a prova. O

A seguir vamos estabelecer dois resultados sobre condigbes suficientes,
do tipo Karush-Kuhn-Tucker, O primeiro é obtido sob as hipéteses de pseu-
doconvexidade da fungio objetivo e quasiconvexidade das fungdes associadas
as restricbes do problema. O segundo resultado mostra que a otimalidade
global é mantida se impusermos a hipétese de quasiconvexidade sobre uma
certa funcdo definida em termos das g;'s, ao invés de assumirmos quasicon-
vexidade diretamente sobre as g;’s.

Proposigio 4.6. Seja £ ¢ F. Suponha ¢(-) € pseudoconveza em I
(com respeito a JF') e que, para cade i € I, M(t)g:(t,-) € quasiconveza em
Z(t) (com respeito a V) para cada t € [0,T). Se existe A € LT[0, T tal que

0 € 8,L(z, A), (4.21)
X(t) >0 gtp. em[0,T), i€ I, (4.22)
Mg, 2@) =0 q.tp. em[0,T],i€ [, (4.23)

entdo T ¢ uma solugdo dtime global de (PNC).

Prova. Desde que, para cada z € F,
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Xi(t)gilt, z(1)) €0 = N(t)gi(t, Z(t)) qt.p. em [0,T), 1€ 1,
a hipétese de quasiconvexidade implica que
Xi(t)gi(t, £(t); z(t) — £(t)) <0 q.t.p. em [0,T], i€ 1,

e, entao, -
fo 2 Mi{t)gi(t, 2(8); o(t) — 2(E))dt <0 VT € F. (4.24)

Agora, 0 € 6¢L(f:§\; implica que, Yz € JF,
0< /D""[f’(t, z(t); z(t) — 2(2)) + ‘EE; Xi(t)gi(t, Z(0); () — 2(1))]dt.  (4.25)
De (4.24) e (4.25) conclufmos que
fUTf'(t,i(t)::c(t) —Z(t))dt > 0 Yz € F.

Desde que ¢ € pseudoconvexa em Z a dltima desiguladade implica
¢(z) < ¢(z) vz € F.

Portanto, ¢ uma solugio 6tima global de (PNC). O

Proposigéo 4.7. Seja 2 € F. Suponha que ¢() é pseudoconveza em
I (com respeito a FF). Se existe A € LIE[0,T) tal que (Z,)) satisfaz (4.21)-
(4-23), € se a funcdo G(-; A) : L%[{0,T] — R dada por

- Tm
Gz, %) = [ 3 Mltaitt,a(0))dt,

=1

¢ quasiconveza em % (com respeito a IF }, entdo T € uma solugdo dtima global
de (PNC).

Prova. Para cada z € JF, as condicdes (4.22) e (4.23) implicam que
G(z,)) < 0 = G(Z, }). Em vista da quasiconvexidade de G em %, deduzimos
que

G,(T,A;x — %) <0 Vz € F,
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isto é,
/UT i Mi(t)gi(t, E(t); 2(t) — E(t))dt <0 vz e F.

O resto da prova segue-se usando a mesma argumentagio usada na prova da
proposicao anterior. U

4.4 Condicoes suficientes de otimalidade de
segunda ordem

Considerando um problema similar ao problema (PNC) mas com da-
dos duas vezes continuamente diferencidveis, Zalmai [66] obteve condigdes
suficientes de otimalidade em termos do Hessiano da funcio Lagrangeana as-
sociada a (PNC). Nosso objetivo nesta secio € estender os resultados obtidos
por Zalmai para o caso das fungdes C1, isto é fungdes diferencidveis com
derivada localmente Lipschitz. Para isto faremos uso da nogao de derivada
generalizada de segunda ordem devida a Cominetti e Correa [18]. Entre-
tanto, os resultados apresentados aqui permanecem vélidos se, ao invés de
usarmos a nogio de Hessiano generalizado acima, usarmos qualquer outra
no¢do disponivel na literatura, mas com os mesmos aspectos. Para diferentes
noc¢des de Hessianos generalizados veja, por exemplo,[14], [45], [61], [62). As
conec¢des entre as vérias derivadas de segunda ordem séo discutidas em {45].

Antes de estabelecermos nosso resultado principal vamos lembrar alguns
resultados auxiliares do trabalho de Cominetti e Correa [18]. Sejam Z um
espaco de Banach, ¥ : Z7 — R uma fungdo e r € Z um ponto dado. A
dervada direcionol de segunda ordem generalizada de ¢ em z na direcdo
(u,v) € Z x Z é dada por

(3 4, 1) = lim sup L F 35U+ 80) — 9y + 3u) — ¥y + 10) + ${y)

¥z st
8,10

1 pode, eventualmente, assumir o8 valores +oc e —oc. O Hessiano gener-
alizado de 1 em z € definido como sendo a multifungio 8*¢(z) : Z — Z*
dada por

FPp(x)(u) = {z* € Z" : (=", v) < ¢¥*°(z;u,v) Vv € Z}.
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Teorema 4.8. ([18])

(a) A fungdo (u,v) — ¥°°(z;u,v) € simétrice (Y°°(x,u,v) = ¥°°(z,v, u)),
e bisublinear (sublinear em cada varidvel separadamente);

(b) @ aplicagcdo x — 1°°(z; u,v) € semicontinua superior (s.c.s.) em x para
todo (u,v) € Z x Z e a multifungio z — 8%¢(x)(u) € fechada em z
pare cada u € Z fizado;

(c) 8%y(x){u) é convezo e w*-fechado;

(d) ¥ (z; —u,v) = ¥*°(z;u, —v) = (—¢)*(z;u,v).

Uma funcdo ¢ € dita de classe CM!' em Z se, para cada z € Z, ¢ é
Gateaux diferenciivel em x com a derivada localmente Lipschitz.

Teorema 4.9. ([18]) Se v € de classe C' em x € Z, entdo
(a) 0*p{z){(u) € ndo vazio;

(b) &?y(x){u) é w*-compacto e P°°(x;u,v) = MaXg- ¢ p(z)(u) (T*) V)5

(c) (z,u) = 8*Y(x){(u) é semicontinua superior.

Lema 4.10. ([18]) Suponha que 9 € de classe C'' no segmento fechado
[2,y] € Z. Entio existe £ no segmento aberto |z, y| tal que

B(y) € $(z) + (V9(a),y — ) + 5(0*(E)y —2),y ~ ).

Dizemos que 8°1(z) ¢é definido positivo {d.p.) se
—11’00(-’5: U, —‘U.) .>_ 0 Yue Z
Se a desigualdade acima é estrita para u # 0, entdo dizemos que 8%¥(z) é
estritamente definido positivo (e.d.p.).

No restante da secfo vamos supor que as fungdes f e g, ¢ € I, em (PNC)
sdo Gateaux diferencidveis com respeito 4 segunda varigvel e suas derivadas
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parciais, denotadas por V f(t,z) e Vg(t,x), ¢ € I, respectivamente, sio lo-
calmente Lipschitz. Na verdade, vamos supor que existe uma funcao positiva
k € L,[0,T), tal que

V£t y) — VI < k(E)lly - 2l qt.p. em [0,T],

| Vgi(t, ¥) — Vgilt, 2)|| < k{B)lly — 2|l qt.p. em [0, T}, i€ 1,

para todo y, z numa vizinhan¢a z. Sob estas hipdteses podemos facilmente
provar ¢ seguinte lema:

Lema 4.11. Seja A € L%[0,T] dado. A fungio Lagrangeana L(-,)) :
X — R € de classe C1,

‘Prova. Vamos denotar por V_L(Z,)) a derivada Géteaux de L(-,A) em
Z € X. Seja h € L7 [0,T] ndo nulo. E f4cil verificar que

(VoL@ ), b = | VL ED) + 5 M)Vl T AL

icr

Entdo, dados y,z numa vizinhanga de T, segue-se das hipdteses Lipschitz
sobre f,g:,1 € I que

{V:L{y, A) = VaL(z, A), )| < Mlly — 2| ,l|Allo
onde M = [1 + Ticr Al ] Jo k(t)dt. Portanto,
HV,,,L(y, A) - V;;L(Z, /\)“, < Mll‘y - z“ms
como queriamos demonstrar. O

Vamos denotar por 82L(Z, A) o Hessiano generalizado de L{-, ) em Z.
Agora estamos em posigao de estabelecer e provar o principal resultado desta
8eGao.

Teorema 4.12. Seje (Z,2) € I x L%[0,T]. Suponha que (Z,)) satisfaz
as condi¢des de olimalidade de primeira ordem

(i) VoL(Z, ) = 0;
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(i) M(t) > 0 g.t.p. em [0, T}, i€ I;
(tii) Ai(t)gi(t,Z(t)) =0 g.t.p. em [0,T], i € I.

Suponha também que o Hessiano generalizado 82L(Z,)) € e.d.p. Entdo T €
um minimo local estrito de (PNC). Se, além disso, L(-, \) € quasiconvera em
Z (com respeito a F'), entdo Z é um minimo global estrito de (PNC).

Prova. Suponha que Z nio é um minimo local estrito de (PNC). Entéo
Z ndo é um minimo local estrito da fungio Lagrangeana L(-, A} em IF. Logo,
existe uma sequéncia (x,) C F,z, — I,2, # I, tal que L(z,, A} £ L(Z, )).

Seja
33,; - j

= o—
||z — Z||
Segue-se do Lema 4.11 que L{-, }) é de classe C!. Logo, pelo Lema 4.10,

para cada n, existe £, € |%, z,[ tal que

Uy .

L(za, ) — L(Z, A) € (VoL(5, ), 2 — &) + %(33}5(5,,, N(zn — £), 2n — ).

Desde que a hipétese (i) é vdlida, a inclusdo acima é equivalente a

_ 2L(zn ) ~ L(3, )

|zn — -'73”2

€ (6§L(£ﬂ, A)itg, g ).

Nés construimos sequéncias & — X, un — u e z, € O2L{Ey, N)(uy), tal
que ap, = {Z5,us) < 0. Pelo Teorema 4.9, nés podemos supor {tomando
subsequéncias se necessirio) que (z}) converge a algum z* € 82L(Z, A)(u).
Segue-se que {(z*,u) = lim{z}, u,) < 0, 0 que implica que —L°°(Z, ); u, —u) <
0. Isto contradiz o fato de que 82L(Z,)) é ed.p. . Portanto, £ é um
minimo local estrito de L(x,A) em F, o que, sob as hipdteses (ii) e (iii),
realmente implicam que & é um minimo local estrito de {(PNC). A hipétese
de quasiconvexidade sobre a fungio Lagrangeana implica a otimalidade global
estrita para (PNC), O
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4.5 Dualidade com tempo continuo

Nesta secio vamos formular e provar alguns teoremas que estabelecem
uma relagdo de dualidade entre (PNC) e um outro problema de otimizagao, o
chamado problema dual de (PNC). Tal problema dual pode ser estabelecido
da seguinte maneira:

Maximizar L(y, A) := TUf(t, y(2)) + g:l X{B)gi(, y(b)idt. ]

sujeitoa  (y,A) € X x L™[0, 7T}, P (DNC)

X(t)20qtp. em [0,T], 0€8,LiyA). |

Seja ID o conjunto dos pontos factiveis para (DNC). O préximo resultado
estabelece uma relagio de dualidade fraca entre (PNC) e (DNC):

Teorema 4.13. (Dualidede fraca). Suponha que f, ¢;,i € I, sdo invezas
em V, com uma funcdo n comum a todes. Entdo, quaisquer que sejam x € IF
e{y,A) e D,

#(z) 2 Ly, A).

Prova. Sejam z € F e (y,)) € D. E fécil verificar pela factibilidade
dos pontos que

8@) 2 0(2) + [ 13- M(Oai(t, 5(0))d = L. ).
Isto implica que

¢(z) — Ly, X) = L{z, A) — L{y, A). (4.26)

A hipétese de invexidade sobre f,g;,¢ € I, implica que L{-, A) é invexa em
X. Logo, existe n(z,y) € L% [0,T] tal que

L{z, )) — L(y, A) > L°(y; n{z, y)). (4.27)
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A condigao 0 € ,L(y, A} implica, em particular, que

L*(y;n(z,y)) 2 0. (4.28)
E facil verificar que (4.26)-(4.28) implicam o resultado do teorema. O

Com algumas hipéteses a mais sobre o teorema anterior conseguimos
obter o seguinte teorema que estabelece uma relagio de dualidade forte entre
(PNC) e (DNC):

Teorema 4.14. (Duqlidade forte). Suponha que f,g;,1 € I sdo invezas
em V, para ¢ mesma fun¢io 7. Se T é uma solugdo dtima de (PNC) e
se existe A € LT{0,T] satisfozendo as condigies de K-K-T (4.18)-(4.20),
entdo, (DNC) é mazimizado em (%, )) e 0s velores otimos de (PNC) e (DNC)
coincidem.

Prova. Se T ¢ uma solugio 6tima para (PNC) e se existe A € L[0, 7]
satisfazendo (4.18)-(4.19) entdo (T, A) é factivel para (DNC). Pelo Teorema
anterior (dualidade fraca), mais (4.20), concluimos que

L(Z, }) = ¢(Z) > L(z, \), ¥ (z,)) € ID.

Portanto, (Z,A) é uma solucio 6tima para (DNC) e os valores Gtimos de
{(PNC) e {DNC) coincidem. D

Obs.: Os principais resultados deste capitulo também podem ser encon-
trados em [52}, [53].
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Capitulo 5

Possibilidades Futuras

A seguir listaremos algumas possibilidades de trabalhos futuros, proble-
mas em aberto e mesmo algumas divagaces, dando ao leitor uma pequena
perspectiva de pesquisa na promissora drea de otimizacio nio diferenciavel.

5.1 Sobre um algoritmo para resolver prob-
lemas de otimizacao nao diferenciaveis

Seja P(R") o conjunto das partes do R*. Consideremos a seguinte mul-
tifuncdo G : * — P{R"), que a cada ponto z € R" associa um subconjunto
G(z) do R". Em [38] Konnov obteve um algoritmo para encontrar pontos
estaciondrios de G, isto €, encontrar £ € R™ tal que 0 € G{z).

No mesmo artigo, Konnov obteve virias aplicagGes deste algoritmo a
problemas de otimizacgdo. Em particular ele considerou o seguinte problema:

Minimizar  f(z)
(PK)
sujeitoa z €},

onde 2 C R" é um subconjunto ndo vazio e f : {2 - R é uma funcio local-
mente Lipschitz e quasiconvexa. Konnov mostrou que se {2 = R" e f é Clarke
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regular para todo z € R", entdo seu algoritmo pode ser aplicado ao prob-
lema (PK), tomando G(z) = 8f(z), onde 0f(x) é o gradiente generalizado
de Clarke da fun¢io f no ponto x. Lembremos que f é dita Clarke regular
no R" se, qualquer que sejam z,v € R", existe a derivada direcional usual
f'{z;v) e a mesma coincide com a derivada generalizada de Clarke fo(x;v).
Como mostra o exemplo abaixo, esta hipétese de Clarke regularidade é muito
restritiva.

Exemplo Consideremos a fungdo f: ® — R dada por

—r—2 se < -1,
flz)= z s —1<z<l,
0 se 0<z.

f & claramente localmente Lipschitz e quasiconvexa. No entanto f ndo
é Clarke regular. De fato, é ficil verificar que f'(0,v) = f(v). Como f ndo
é convexa entdo a funcdo v — f'(0,v) ndo é convexa e portanto ndo pode
coincidir com a derivada generalizada de Clarke f°(0,v) a qual é sempre
convexa na varidvel v.

Fazendo uso da teoria de gradientes generalizados de Ioffe [31], con-
seguimos estender os resultados de Konnov para o caso em que f é apenas
localmente Lipschitz e quasiconvexa sem qualquer hipdtese adicional de reg-
ularidade {veja [51}). Um resultado em aberto é aplicar o algoritmo de Kon-
nov no caso em que (PK) tenha efetivamente um conjunto de restrigdes, pois
Konnov trata apenas do problema (PK) sem restricdes tomando 2 = £*.

5.2 Controle 6timo impulsivo

Qutra linha de pesquisa de nosso interesse € o estudo de equagdes difer-
enciais controladas do tipo

dz{t) = f(t, z(t), u(®))dt + g(t, 2 (1)) p{dt),

onde aparecem, além do controle convencional u(t), um controle chamado im-
pulsional , representado por uma medida positiva 4. A motivagdo do estudo
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de tais equagdes origina-se de problemas de controle do gasto de combustivel
em veiculos espaciais. O controle g(-) é uma idealizagdo do controle conven-
cional e modela a situagio na qual um veiculo pode assumir altas velocidades
num curto periodo de tempo. Um problema interessante a ser estudado é o
seguinte:

Minimizar h{z(0), z(1)) )
sujeito a  dx(t) = (&, z(t), ult))dt + g{t, (1)) p(dt),
u(t) € Uy, qtp em [0, 1], > (CP)

B(t, 2(8)) < 0, € 0,1},

2 0,(z(0),z(1)) € C. )

Aqui A : R xR S R, [ R" xR 5> R eg: [0,1]] x R* = R” sio

fungoes dadas. U é um subconjunto de Borel de [0,1] x R", (U, denota

a secio {z : (t,z) € U}) e C é um subconjunto de R™ x R*. A funcio
1 :{0,1] x ®* — R é uma restrigio de desigualdade no problema (CP).

Um problema interessante é obter condigbes necessarias e suficientes de

otimalidade na forma de um principio do maximo de Pontriagyn para o
problema, (CP).

5.3 Inclusoes diferenciais fuzzy

Dada um multifungio F : [0,T] x ®* —» P(R"), isto & uma funcao que
a cada (t,z) € [0,T] x R* associa o conjunto F(t,z) C R", consideremos o
problema de encontrar uma fungéo absolutamente continua z : [0, T] — R",
satisfazendo

i € F(t,z), (5.1)
onde £ denota a derivada em relagéo a ¢ da funcao z.

A inclusdo (5.1) é chamada inclusio diferencial e pode ser entendida
como uma generalizacdo da equacdo diferencial cldssica
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I = f(t,-'l:),

no sentido de que equagées diferenciais sdo inclusdes diferenciais onde a mul-
tifuncdo F(-,-) é univalente, isto é, F(t, ) é um conjunto unitério para cada
(t,z). Logo, muitas das questdes pertinentes a equagdes diferenciais, como
por exemplo, existéncia e unicidade de solugdes, dependéncia continua com
relagio a paridmetros, bifurcagio, estabilidade e comportamento assintético,
etc, também sdo relevantes para o estudo das inclustes diferencidveis. Ape-
sar da importancia do estudo das equagoes diferenciais tanto do ponto de
vista tedrico quanto das aplicagdes, em muitos casos, tais equagbes parecem
ser muito restritivas para descrever certos sistemas de evolugio controlados,
aparecendo virias dificuldades tais como falta de determinismo das varidveis
ou parimetros envolvidos, desconhecimento das leis que governam o cont-
role para os possiveis estados do sistema, desconhecimento do meio ambiente
futuro do sistema, etc. Tais dificuldades sio conhecidas de forma genérica
como a “fuzziness” do sistema.

E possivel traduzir tais problematicas em termos matematicos através
das chamadas inclusGes diferencidveis. Por exemplo, consideremos o sistema
controlado de equacdes diferenciais

B(t) = £, 2(t), ult)), ult) € U(), (5.2)

onde x : [0,7] = R® ¢ a funcio que descreve o estado do sistema, & denota
a derivada de = com respeito ao tempo, u : [0,7] — R* é a funcio controle
e U C R* é alguma restricdo geométrica (fisica ou econdmica, por exemplo)
do sistema, no sentido de que u(t) € U, Vt € [0,T]. Definamos

T'(t,z) = f(t,z,U) = {v € R"/ existe w € U tal que v = f(t,z,w)}.

Sob certas hipiteses o sistema controlado (5.2) é equivalente & inclusdo difer-
encial

i) € T, z(8)). (5.3)

Na passagem da equacao diferencial para a inclusao diferencial temos
uma certa perda, pois de uma forma geral, é mais dificil trabalhar com prob-
lemas multfvocos, isto é, problemas em que para cada (¢, z(%)), T'(f, 2(t)) é
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um conjunto. Por outro lade, o uso de inclusdes diferenciais permite flexibi-
lizar o problema proposto numa tentativa de evitar o confronto direto com a
“fuzziness” do sistema.

Um problema em aberto nesta linha de pesquisa € obter um principio do
méximo para o problema de tempo minimo associado ao sistema (5.2), no
caso onde o controle é uma varidvel fuzzy, via a inclusio diferencial (5.3). Este
problema consiste basicamente em encontrar uma solu¢éo z(t) da incluséo
diferencial (5.3) que parta do estado z(2;) e chegue no estado z(t;) de modo
a minimizar o tempo percorrido |t; — t,|.

Para uma iniciagdo nos assuntos teoria Fuzzy, “fuzziness” e inclusdes
diferenciais Fuzzy, sugerimos [24], [55].

5.4 Invexidade e aplicagoes

Camo o leitor deve ter notado, o conceito de invexidade é muito potente
e com grandes perspectivas de aplicagdes. Um possfvel resultado, o qual ja
temos alguma coisa em mente, é a extensdo do teorema de alternativa invexo
2.8, para o caso com tempo continuo, isto é, onde as fungées envolvidas no
teorema de alternativa sio do tipo fi(¢,2(t)) ( veja [56] ). Também podemos
tentar aplicar o conceito de invexidade (nas suas diversas versdes) em proble-
mas de controle 6timo, ofimizagio Fuzzy e outros temas aonde o conceito de
convexidade pertinente pode ser substituido por algum tipo de invexidade.

Em termos préticos é importante mostrar sob que condigoes, um prob-
lema de programacio matematica € invexo com uma fungio n comum. Em
[29] Hanson e Rueda dio condigdes suficientes para a existéncia da fungéo 5
num programa invexo com fung¢des duas vezes diferencidveis, usando técnicas
de programacéo linear. Além disso, sob certas hipdteses, eles constroem a
funcao 7 tornando assim seu método mais ehiciente do que outros disponiveis
na literatura (veja [19]). Um problema em aberto é obter resultados simi-
lares aos de Hanson e Rueda mas diminuindo a diferenciabilidade das fungoées
envolvidas,

Um projeto mais ambicioso é tentar contruir uma teoria de analise in-
vexa, nos moldes da andlise convexa cldssica (veja [50]). Isto parece um
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desafic muito grande pois ainda ndo estamos certos de que os conceitos de
conjunto invexo, fungio pré-invexa e fungio invexa, na forma como sédo da-
dos, sdo os mais apropriados para se construir tal teoria, Como seria um
subdiferencial invexo? Sob que condigdes e tipos de fungdes tal subdiferen-
cial seria ndo vazio? Ele teria um céleulo robusto? Em [60] Yang e Craven
introduzem um “subdiferencial” para fungdes invexas e de certa forma re-
spondem a algumas das questoes acima. No entanto o artigo deles contém
erros e ainda deixam muitas perguntas em aberto.

5.5 Problemas anormais

Os problemas ditos anorimais ocorrem quando o multiplicador associado
a funcéo objetivo é nulo. Nesse caso as regras de multiplicadores usuais (regra
de Lagrange, principio do maximo de Pontryagin) sio satisfeitas trivialmente,
sendo de pouca valia na busca da solugfo Gtima. -

No contexto diferencidvel Avakov [2] (para o caso de restrigcdes de igual-
dade) e Izmailov [33] (para o caso de restricdes de desigualdade) conseguem
estender as regras de multiplicadores usuais para alguns casos anormais. A
perda nesta extensdo é a exigéncia de mais diferenciabilidade das fungoes
envolvidas, Uma questao em aberto é a seguinte: Serd possivel tal extensio
para o caso nio diferencidvel?

5.6 Técnicas de deformacao em problemas
de otimizacao

Uma técnica interessante para se obter condigbes suficientes de otimal-
idade em programacio ndo linear sdo os chamados métodos de deformacio.
O método consiste, grosso modo, em “deformar” um problema de otimizagdo
em um outro problema mais simples. ¥intre outras hipoteses esta deformagdo
deveria preservar pontos 6timos. Bobylev [5], [6] estudou vérios problemas
de deformag@o. Um problema interessante (e até agora ndo estudado) seria
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adaptar o método de deformacdo para o problema (PNC) (problema com
tempo continuo}.
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