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INTRODUCAQ

Recentemente algumas aplicagées, gue raguerem a solu~
gao de sistemas de igualdades e desigualdades de porte "enorme”,
despertaram a ateng§0 para certos métodos gue nac fazem altera-
cd0 no sistema original , reguerem acesso a somente uma restri-
cac de cada vez e computam cada iteracao a partir somente do pon
to anterior. Tals métodos foram chamados por Censor de "Hofodos
de agdo por Linhas" {(veja [11).

Em algumas dessas aplicagOes, como por exemplo, a re-
construcgao de imagens na tomografia computadorizada, as desigual
dades e igqualdades sido definidas por fungdes convexas, e & jus-

tamente scobre esse caso gue trata este trabalho.

0 método de agac por linhas mais conhecido para o pro-
blema convexo & o "Metodo das Projectes Oxtogonadls Sucessivas "
{(PO8S) proposto por Gubin et al.

De Pierro e Iusem desenvolveram uma Versao paralela
do métedo POS, onde em cada iteragao & tomada uma combinacao con
vexa (com coeficientes pré-determinados) das projecoes ortogo-
nais.

Censor & Lent desenvolveram um método baseado em pro-
jecbes de subgradientes, chamado "Metode das Profecoes Clelicas

do Subgtadiente” (PCS) o gqual & uma tentativa de suprimir o cal

cule da projegéa ortogonal. Este método & a base fundanmental des

ta pesguisa.



Além de existirem varios outros métodos para o proble
ma, foram desenvolvidos procedimentos de aceleracao para melho-
rar a velocidade de convergéncia dos métodos de agao por linhas.

0 objetive deste trabalhe & introduzir e demenstrar o
teorema de cohvergéncia de um novo método usando as idéiasexpos
tas anteriocrmente.

Inicialmente sao apresentédos alguns resultados gue se
rao Gteis ?osteriarmente. No capltulo I, &descritoométodoPCSe
& introduzida a versao paralela, bem como a demonstragac de sua
convergéncia. No capitulo II, € apresentado o esguema de acelera
cao desenvolvido por De Plerrc e & aplicada uma genefalizagéo
desse procedimento ac métedo introduzide no capitule I. As expe
riéncias numéricas sao descritas no caplitulo III. Finalmente sao

expostas algumas conclusoes e fornecemos as linhas para futuras

pesguisas,



PRELTMINARES

1. DEFINICOES E TECREMAS IMPORTANTES

Nesta segao apresentaremos algumas notagoes e alguns
resultados basicos em forma condensada, que serac usados no de-

correr do trabalho,

DEFINICEO 1: Dado um conjunto Q@ CR™ e um ponto vy € R*, P_(y)
— R Y o ¥

denctard a Profecao QOuatogonal de y sobre Q, isto €, o ponto tal

que:
by - PQ(y)ﬁ = 4inf .y - z}
z &Q
onde ! .l & a norma Buclidiana em R'. Se 0 & fechado e ndo va

zio entao Pg(y) sempre existe e se Q & também convexoent&:PQ{y)

& unicamente determinado por ¥y.
0 operador projecao € nao-expansivo, ou seja,
f - P (w3l < b x-y |
PQEX) Q(y) < Y

para todo %,y € r".

DEFINICAO 2: Um vetor t €)' & dito um dubgradiente de uma fun-



¢ac convexa g no ponto y se <t,x-y> < gi{x) - g(y) para todo
¥ € R® (<.,.> indica o produto internoc em R%). Esta desigualda
de ser& referida como a Desdgualdade do Subgradiente. O conjun-

to de todos os subgradientes de g em y sera denotado por dg(yi.

OCbservagoes:

(1) Se g & diferencifvel em y entac seu gradiente Vg(y) &
o Gnico subgradiente de g em y.
{ii)} Uma fungéo convexa sempre possui um subgradiente. -

{veia Rockafellar [101}.

k.o

DEFINICAD 3: Uma sequéneia {x }k::é é chamada Fejer-Monotonica

com respeito a um conjunteo fechado S‘EiRn 56

EYEY -kl < 1xf - x1 , ¥k >0, vxes.

Uma sequéncia Fejer-Monotdnica € claramente limitada.

DEFINICAC 4: A fungao g+€x) obtida de uma fungdo real glx) defi
nida em R pela operacaoc: g+(x}= max { 0,g9(x)} & chamada "Kink"
de g. Se g{x) & convexa entao g+{x} também & convexa elﬂﬁxg+&d:

=0. Também & verdade gue Ix e®” | g(x) < 0l={xer" |g+{x)m0}

DEFINICAO 5: 8Seja M ={1,2,...,m} . Una sequéncia de indices

{1y }gto & chamada Ciclica em M se i, =k (mod m} + 1. Uma se-



- . - N N o« - -r B
guencia de indices {lk} k=0 e chamada Quase-ceclica em M se

iy € M para todo k > 0 e existe um inteiro C tal que para todo

k>0,MC {ik+l"”"ik+c }. Uma sequéncia ciclica & quase-ci-

plica com C=m.
2. O METODO DE KACZMARYZ

O método desenvolvido por S.Kaczmarz | 6] para resol-
ver um sistema de equacgoes lineares pode ser descrito geométyri-
camente comeo seque: tomando um ponto inicial qualquer x , & ge
rada uma sequéncia onde cada ponto pertence ac segmento de reta
entre a iteracdo anterior e sua reflexao em um dos hiperplanos
definidos pelas equagbes lineares{a posigaoc da nova iteragao no

segmento depende de um parametro de relaxacde). Os hiperplanos

sd0 tomados sucessivamente numa sequéncia guase-ciclica.

Metfede de Kaczmanz:

Infcializacao: <’ € R & arbitrario.

(b, -<a; %%
Passp: xk+l = xk + ooy k E . A,
ta, | *k
Tk
onde £y < ak <2 - €, para El,a2=> 0 ; {ik} §:0 & uma se-—
k

guéncia quase ciclica e fa; s X7 = bi denotam as eguagoes 1i
k k



neares do sistema.

Na figura 1 temos uma ilustragéo para ¢ Ccaso de

= 1 para todo k > 0, onde H, ={x €R"” | <a, ,x>=b, }.
- *k Tk *x

%%

Figura 1. Metodo de Kaczmarz com relaxacdo unifaria.
3. { PROBLEMA DE FACTIRILIDADE CONVEXA
O problema de achar algum ponto na interseccdo(nioc va

zia} de uma dada familia de conjuntos convexos & uma interessan

te guestac matemdtica gue tem muitas aplicacgoes importantes em



Matematica € em outras Areas.

Neste trabalho trataremos do casc onde todos os conjun
tos pertencem ao K, h& somente um nimero finito de conjuntos
na familia, e todos os conjuntos convexos, exceto possivelmente
um, sao descritos por desigualdades envolvendo fungoes convexas .

Esse problema serad chamado de "Problema de Factibili-
dade Cenvexa” cuja formulacao €: achar x € Q tal gue g, {xi <@
para todo i € M = {1,2,...,m,}, onde E:m“ & um conjunto conve
xo fechado e as g, $30 funcBes convexas em R.

Chamaremos de S o conjunto solugao, ou seija,

3 = {XGC}fgi&)E(JﬂLEM}
4. © METODO DAS PROJECOES ORTOGONAIS SUCESSIVAS

Esse método, devido a Gubin et al [5 ] gera uma sequén
cia gue converge para algum ponto na intersecgaoc nac vazia de
uma dada familia de conjuntos convexos, tomando projegoes orto-
gonails sobre os conjuntos convexos da familia {(veja figura 2).
guando aplicado ao problema de factibilidade convexa, este méto

do pode ser descrito como seguc:

Mztodo POS:

- . r o 0 n - = - a
Indcdafizacao: ®x € R~ & arbitrario.



Passo: xk*l = xk + ak(?g (xk} - xk)
i
k
_ ~ _ n
onde leg dasegao3eQi+l = {x €R I gi{x} 50} para
i €M {oak }:xg & uma sequéncia de parametros de relaxagao

com € Loy £2-¢e, ¥Yk>0 e g, ¢ >0 {ik}}::o & uma
sequencia ciclica em M.

Este método & particularmente 1til guando as projecces
nos conjuntos individuais sao facilmente calculadas. Em geral,
entretanto, a aplicag’a"o do método POS requerd em cada passo aso
lucdo de um problema de minimizagdo subsidiario, associado a

projec@o no . conjunte em guestado.

Figura 2. ¢ metodo das profecbes ocrtogonadls sucessivas com

a, = 1, para fodo k > 0,



CAPITULO I
METODOS DE PROJECEQ DO SUBGRADIENTE

Neste capitulo apresentaremos dois métodos cujas ite-
ragoes usam projecgoes do subgradiente. No final & feita uma com

paragac geométrica entre os passos dos algoritmos.
1. METODO DAS PROJECOES CICLICAS DO SUBGRADIENTE

0 Metodo das Projegaes Ciclicas do Subgradiente (PCS8)
proposto por Censor & Lent {2] para resolver o problema de fag-
tibilidade convexa, possui varias caracteristicas gue ¢ tornam
uma excelente ferramenta. E um método iterativo que faz uso dos
conjuntos convexos{isto &, das fungbes convexas) uma de cada vez
em cada iteracac. Mals ainda, as fungoes sioc tomadas em uma or-
dem ciclica de maneira que nenhum esforgo computacional € neceg
sdric para selecionar a fungdec a ser usada na proxima iteracao.

Sob esse controle ciclico o método requer acada pas
so o cdlculo do (sub) gradiente da fungao convexa tomada em par
ticular e nao a prejeg%o ortogonal sobre o conjunto convexo desg
crito pelas desigualdades convexas. Essa eliminacao das proje-
coes ortogonails faz com que o método seja favoravel quando os

conjuntos convexos nac possuem uma forma fechada "facil® para as

projecoes ortogonais.



Metode PCS:

- * - - G
Inicdalizagac: X

i0

€ 0 & arbitrario.

iy
Passo: KL PQ{Xk+l} , COm
+
i ()
Ml ko x K
pt k M - 4
Iekoy 2
1

k + X
onde t] € g, (x7) e {ak b
k

de relaxagao confinados ao intervalo ey <

o

k=0

& uma seguéncia de parametros

o, £ 2 -~ &, para todo

[wa)
_> > » - - . — r r
k >0, com 81,82 g e {lk} k=0 © Uma sequencia guase cicli
ca em M.
+ k., _ ~ ,
Se g, (x7} =0, o termo de correg¢ac & tomadc zero, is-
k
. Yk - - k
to e, x 1o xk e nao & necessario calcular ti.
- k oy - . k . ]
Pbservagao: se ti = 0, entao g, 4assume um minimo em X impli

cando, por § ser nac vazio, que

k
gl ) =0 e g; ) <0, das
k k

iy - :
xk+1 = xk. Isto mestra gque © passo do algoritmo esta bem defini

do.

TEOREMA 1: Se:

(1)

as g, (%) sao fungoes

n
continuas e convexas em R para
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todo 1 € M,

(ii) © gi_:an £ um conjunto convexo e fechado,

{1i3) 8 # @ e

{iv) para algum ¥ € § existe uma constante K = K{(&) tal
que | £ I < X para todo t € 85};(;{} para todo 1 &€ M e
para todo x € O para o gual fx-xl <1 xC -5 1. (Esta su
posicdo serd referida como a "Limitacdo uniforme dos

Subgradientes ™),

- - ) k -
entao a sequéncia { %" } gerada pelo método PC3 converge para uma

- . . *
solucao do problema de factibllidade convexa, istoe, xk + x &8,

Prova: A prova consiste nos seguintes cinco passos:

-

k -~ N . i - " »
1) {x} e uma seguencia Fejer—-monotonica com respeitoa 8§,

2) lim g (x%) =0
k
K+

3) ﬁxk*{”l el —— g

k oo

4) Para todo i €M fixo, lim gj (x") =0

k»m
5) lim x5 = x* € §
ke
1} Seja x € 5.

Q
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porgue x = PQ(X) {desde gue x € Q) e o operador projegac & nao

expansivo {(veja a definicdo 1).

+
gi (Xk}
Denotando Sk = o S S , temos
Fekop 2
i
BBt o212 « 15X - g K- xh?
- ki
_ 42, a2 ky2 _ k Kk
= I« s 17 + gk } tili 2 Bk<ti P X o~ X5
Da desigualdade do subgradiente (veja definicao 2) e  porgue

g; {x}) =0 desde gque x € § , obtemos

S
if}{k»é-z“ - % i}z < i :xk-—-x Hz + B}% i t}; i 2 - ng gz (xk}
k
[gr ()17
=1xX - x 1% & (oF - 20,) —E
k k X - 2
el &

i

Do fatocymaaké [81 ,2-—52] » para todo k > 0 , temos

o] 17
RIS SR S LS. . (1)
) t}ii § <

 da qual PFeijer-monotonicidade seque,
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- M k - . o
2} Para x € § a sequéncia {Ix - xl} & monotonicamente decres-

cente, dail

Iim gxk - X = d , digamos.

ke

Isto implica, wvia (1), gque
igz (%)
k
linm ————ee = (2}

koo BeK B2
3

) 1%

Agora usamos a limita¢do uniforme dos subgradientes. Seja X o

ponto cuja existéncia & assumida. Se denotamos

s; fixeo I lx-xlctx’ -51) (3)

entdao Xk € Si , para todo K > 0, porque X € §, xk € Q e

por aplicagOes sucessivas de Fejer-monotonicidade. A hipdtese

(iv) garante que ﬁt? < ®, e dal,

1im gzk{xk} = 0 (4)

k—b—w

segue.

k1 vk+1 k HZ ’

e L N S I N L I e

3}

: k ~
- porque x & {Q, para todo k > 0. Novamente, a naco-expansivida-

de de PQ faol usada.
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(g7 )17
ﬁx}(i‘l ” .Xkﬂ 2 k

N
o

{5)

2
= G
}i;Ez kot

ﬁ'ti

por substituicac e o uso de (2).
Note que isto implica gque

PR U

> 0 {6}

k =

para todo inteiro j.

4} Seja 1 €M 4ixp, entao

4

laT )] <o) = i)+ | ol (1)

i

"onde k' & escolhido comoe ¢ inteiro mais proximo de k tal gue
k*=k+r, r>»0 e ik‘ = i {8)

Para todo %k > 0, temos [k - k*| < C, com C a cons

tante do controle gquase-ciclico {veja definicao 5).

O conjunto S definido por (3} & compacto , entao

gz{X} & uniformemente continua nele, dal (6) implica

97 () - gf 8 | s 0
k 5 =

A escolha (8) de k' diz gue
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i=1 para todo k > 0.

kt ¥

]
daf, (4) implica que |gf (") > 0.

e
atraves de (7} temos o resultado que

lim g:.:{xk) =0 , para todo i€ M, fixo. (9)

ko

5) Desde que {xk }C S:‘E , o gual & um conjunto compacto,gualquer
subsequéncia convergente de {xF} deve satisfazer

k
limxmx}{*EQ, (105

m-> o2
porque ( €& fechado. Para todo 1 €M fixo, (9} acontece para es-
sa subsequéncia. Entaco, por continuidade de g; ¥ gz(x*} =0 , ©
gue prova gue x* &€ § .,

No passo (2) provamnos gque

1imfi>ck-x*ﬁ=d,

ko

Mas agora temos gue

k
1imIx ™ - x*x 1= 0;
m oo
Entdo, lim | Xk - x*l= 0, e a prova esti comnlets,

oo
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2. METORO DAS PROJECOES PARALELAS DO SUBGRADIENTE

De Pierroc e Iusem [4 ] fizeram uma versap paralela do mé
todo das Projegoes Ortogonais sucessivas, isto &, em cada itera-
cao fazem-se as projegoes sobre todos os conjuntos convexos e 0
novo ponto pertence a reta definida pelo ponto anterior e a combi
nagdo convexa (com coeficientes fixados) dessas projegoes, sendo
o local na reta determinado por um pardmetro de relaxacac.

0 algoritme introduzido nesta segac usa a mesma idéia
sendo que ao invés de tomarmos projectes ortogonals, aplicamos o
método PCS. Chamaremos a esse novo método de "Meétodo das Profe-

coes Panalelas do Subgradiente” (PPS).

Metodo PPS:

P . -~ g -
Iniclalizgacao: ®x € { e arbitrario.

Passo: §k+l = PQ(§k+l), com
_ +( k
A+l |k mooogy (g g
L T Sy s e
i=1 & Bl
L
k + k ) el -~ N -
onde ti = Ggi(x Y {ak f£.p © uma sequencia de parametros de reg

laxac&o com €, <o 22 - e, para todo k » 0, para e,,e,> O,

m
I X, =1 e 0< Ai <1 para 1 = 1,...,m.

Como no método PCS, o© passo do PPS estd bem definido.
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TEQOREMA 2: Sob as mesmas hipoteses do Teorema 1, gualgquer se-

‘guéncia gerada pelo método PPS converge para um ponto em 5,

Prova: A prova consiste em demonstrar os passos 1, 4, 5 da pro

vya do teorema 1.

+, k
i gy {x7)
1} Seja x € 8. Denotamos B, =0, —=—=— . Analogamente a
k k Htkﬂz
prova anterior temos que t
ka+l - xl < O
m ,
=1xF - 3o, ek X - xi
=1 i "k "1
m .
) K _ gl ok _
=] 'E li (x™ - B too- X 3
i=]
m
pols EoA, = 1.
X i
i=1
Agora,
m X
Eka+l—xﬁ< Z}\.ﬁxk“ B}J;t].{—xii
T o=l t *

e usando og calculos do passo 1 da prova anterior chegamos a
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4
K+l n X (9] ()12 172
S - xl< = A {Ix - xl-ey e, ) (11)
i=p * el )
1
Entéoc,
mn
PaCS B Y B ey R Y
0

2) Agqui também temos gue a sequéncia {ka - xI} & monotoni
camente decrescente para x € S.
Isto implica, como no passo 2 da prova anterior e pela

relacéo (11), gue:

{qitxk)lz
lim e = 3,
K o ﬂtkﬂ 2

i

Usandp o raciocinio idéntico ao do teorema 1, € comple-

tada a prova.

Facamos agora alguns comentarios sobre esse método.No
calenlo de cada iteragao os Gnicos reguisitos necessarios sao ©
ponto xk e ¢ parametro oy - Fazendo uso de "computagao paralela™
& possivel calcular as "projegées“ em paralelo, ou seja, todas
simultansamente (veja [9] ), visto gue sac independentes. Pogte
riormente calculamos a combinacao convexa.

Assim, guando & usada computagac paralela, uma itera-

cao do método PPS & equivalente {(em "tempo" computacional) auma
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projecac do método PCS.
3. COMPARACAO GEOMETRICA ENTRE 05 METODOS POS, PCS e PPS

A figura 3 mostra a diferencga basica entre os métodos
POS e PCS, Tomar a projegéo ortogonal de um ponto X scbre o con
junto ix e R” [ £{x) < 0} significa fazer um movimento na dire-
cao do gradiente negativo de f no ponto x', o qual € a projegao
ortogonal de X sobre o conjunto. Mas, nesse instante x' ainda
ndc & conhecido; entdao a direcido do movimento nac pode ser cal-
culada pelo gradiente, mas somente através da solugao de um pro
blema de minimiza¢ao para minimizar a distancia entre X e o con
Funto.

Em contraste com isso, para calcular o proximo ponto
%" , o método PCS faz um movimento de ¥ na diregao do gradien-
te negativo de f no ponte kX . Tal movimento pode ser "menos efi
cienté" gque a projegao ortogonal, em termos de taxax&aconvergég
cia do processo inteiro, mas em compensag¢ac eliminamos a neces-—

sidade de um problema de mininmizagac subsidiario para calcular

o proximo ponto,

A figura 4 ilustra a diferenga entre os métodos PCS e
PPS para o caso com duas equacdes. 0 ponto x; €& obtido quando
aplicamos © PCS com o ciclo {1,2} e xé com © ciclo {2, 1}. ©
ponto obtido com o método PPS, x" esta na reta definida por % e

por uma combinacao convexa de Xy € X,.



£{x)=0

Figura 3. Comparacao entre o4 metodos POS o PCS.

20
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fQ(X)mfz(ﬁ}

£, {x}=0 £y (x)=0

Figura 4. Comparacac enfre 04 méiodos PCS o PPS,
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CAPITULS TI

PROCEDIMENTOS DE ACELERACAQ

Alguns autores incorporaram procedimentos de acelera-
ragdc para aumentar a velocidade de convergéncia dos métodos de
acao por linhas (veja, por exemplo [ 7]). Neste capitulo sdo ace
lerados os métodos PCS e PPS usande uma generalizacgao do esgue~
ma introduzido por De Plerro { 3] para sistemas lineares. A idéia

- N . - + . P
e simples: dadas duas iteragoes xk e xk 1, a lteracao acelerada

- . - k+
& uma aproximagac do ponto no segmento de retaf xk, X l}cyxaeg
ta mais proximo da solugac. De Pierro provou a convergéncia des

se algoritme para o caso linear em ambas as situag&es de singu-

laridade e nao singularidade.
i. O METODC DE KACZMARZ ACELERADO

Seja x o© ponto em uma iteragao qualguer. Fazemos um

ciclo completo do método de Kaczmarz com ak=x1,v}{3 0, cuseja,

Xn = X

Xlzxo"ulal

H

com U,
1
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Denotemos por y a iteracao acelerada. Asgim, y deve

estar na reta [ x, xm} e também estar © mais proximo possivel da
sclucao (veja a figura 5 para o caso de m=2). Logo:

¥ = x + A{xm - X} ,A € R e

xXF -y, x - ox»=0

onde x* & a solugao do sistema {estamos supondo o caso de  nao

singularidade) . Dai,

* o - X> = ox¥ -~ - - N> um
<¥ Y o Xy X b M9 A(xm ) r X X 0

<x* - Xx P X x>

~xh?

A

o gque implica em

ﬂxm

Figura 5. Metode de Kaczmarz acelferado
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Agora,
o-x = (% X l) +(xml—~xm_z) toees Hxy - ox)
=-upa-u goan g cee T Uy Ay
= - aTy
1
onds A& = [al am] e u = 0
u
™
ASSim;

T
<x* ~ x, xm*x>=<x**X,~Au>:<Ax*-Ax,-—u>

= <p - AX,~ Uu>» =<AxXx — b, us>

Concluindo

v = x + <A X~ b, u>

{12}
me-xﬂ

Note que para o calculo de y somente & necessario ¢ ponto ante

rior X e uma restricao de cada vez.

2. O METODO PCS ACELERADO

Heste caso, estamos trabalhande com desigualdades,mas

come j& vimos, g{x) < 0 & eguivalente a g+ {2} =0 (veja defini-
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cao 4).
Podemos agora, fazer uma generalizagio da eguagao(l2),
TOmamos
3 <G+ {(x), ur»
Ix_ -x1?
m
. + [ ¢ y
g5 (x) uy
onde G+(X} = . e u = . COm
.g;{}{) A r o um £
+
g, ()
g, =iy eag?(x.l) e
1 2 1 PR
b, 1
1
xlwxl_l-—utl para io= 1, ..., M.
Introduzimos agora um parametro de relaxacao o,o €(0,2):
v o= x + oy - x)
?_Entéa,
b <ct(x), w
vy = X + o £ {Xm"}i) {13)

fx —x 12
m



Chamando de

m
sz-»xm:ultl%» +umt = L
i=1
m
+
B = <gt (x) , u>= I g4{x) vy
i=
a eguacao (13) fica
e v
y =X - G.8. 5 Com a € {0,2)
fv 1
Mefodo PCSA:
Iniciallzacao: X € 0 & arbitrario
Passo: xkﬂ = PQ{;\f}{ﬁ) ’ com
B k
ak+1 k x v
X =X 70y
LR
m
_ + . k
Sk = Z_ gi{x) u,
3_._.
m
Vkm z u]? tk
e B |
lw
+, k
k93 (Xgaq)
u; =
TR
i
k _ k k -
Xl - X- 1 Ui tl ¥ :L —_ l' I3

26
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k + .k ,
onde t; € dg,(x; .} e €, o £2-&, para €,,g, >0 e
¥k > 0.
k - - - k
O caso ti = {} e analogo ao metodo PCE. Se v = 0

-~k k . . K . - ‘z
entao x, T ¥, 0 que implica em ¥ & 8, ou seja, o metodo ja

convergiu. Isso mostra gue o passo estd bem definido.

Confectura: Sob as mesmas hipOteses do teorema 1, omé&tode PCSA

converge para uma solugac do problema de factibilidade convexa.

3. O METODO DAS PROJECOES PARALELAS ACELERADO

Ne método das projegoes paralelas tomamos a proxima
iteracao como pertencente a reta definida pela iteracido anterior
e uma combinacao convexa das projecdes nos hiperplanos. Assim,
vamos deduzir o método acelerado como foi feito para ométodo de

Kaczmarz.

Seja x o ponto atual, Calculamos as projegoes de x

sohre os hiperplanocs:

-h. 4+ <a, »
i i
Com ui =

i a, 02
1

Seja x uma combinagdo convexa dessas projecdes, isto &,
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— m m
¥ = I ?\i}:i COm 0 < A, <1 e I }‘i = 1.
i=1 + i=1

A iteragéo acelerada v deve satisfazer, como no método de Kacz

marz acelerade (veja figura 6),

yv=Ex+y{x~%x) ,vyER e

< xk -~ y, X =~ x> =0,

Pigura 6. Metode das projecoes paralelas acelenrado

Por um raciocinic andloge ao anterior, e acrescentando

um parametro de relaxagao o € (0,2) chegamos 3:

Vo=x 4 oaly - x) :x+a<3}*}‘”h"'w2> (% - %) (14)

hx -1
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com W o= | - e w, = liu.

4. O METODO PPS ACELERADO

Vamos agora, obter uma generalizacao da expressao(l4d).

Como no método PCSA:

<G+(x}f Wy

v o= x + a. - 5 x}
far — i
+
+ . _ gi(x)
com G (X)) = I+ e W, = kiui = li >
gm(x) Htiﬂ
.i..,
e t, € Bgi(x),
Denotando,
_ m m m g?fx} t,
V= xX=X=X= 1L Aix(m z _kiuiti = b Ai—jmeﬁﬁ;
im1 1 y=1 i ﬂtiﬂ
+ mo m {9;(3”2
B=c<gG (X)), w> = § g, (x} A9, = D R - e
. i R R . i 2
i=l i=1
N
i
3 ven,
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Mzteodo PPSA:

PR - 0 - e
Indedadizagar: x € (Q & arbitrario

k+1 k4]

Passo: % = PQ{x Y, com
¥etl o Kk o B vE
k' k ﬁvkﬂz
mo o [el 17
) 8]{ = ¥ ;\l-———-_—-.mm
1= £k g2
i
K m gf{xk}tg
i i
o= Ay e
i=1 Hti f
X + k o
onde t, € Bg, (X}, L A, =1 e 0 <A, <1 , ¥Wi=1, .., m
i i . i i
i=1
e €1 2 & = 2 - &, ¥k > 0, com €1r €9 > 0 .

Analogamente ao método PCSA o passo estad bem definido.

TECREMA 3: Sob as mesmas hipOteses do Teorema 1 o método PPSA ge

ra uma seqnéncia que converge para um ponto em S.

Prova: Seguliremos a mesma linha adotada na prova do teocrema 2.



i1

- . k - . - a
1} Provaremos que a sequéncia {x } & Fejer-monotOnica com

respeito a 5. Seja x € 8 e dengtemos

= O By
k
T
e EEELE S T LI R
xiixk~x!f2+\(2ﬂvk52 2y <vk,xk——x>
k x
Agora,
kK .k m g;(xk} —_— m {g;(xk}iz
YT, ® o A= z }x.“-—'.-—]f{-—“-‘(t,,}{ ~x>3zl.w=8}<
=1t el + i=1 el
1 1
pelo uso da desigualdade do Bubgradiente.
Logo,
2 2 2
o B o, B
TS BT 2P T T . e SR
I 112
2
8
N N T B Yo i
k K %, 2
Fv 1
Mas o, € {el , 2 821 . Daf,
82
k+1 X _ - k
fx xl < ix x | El Ezwnug;zw (15)
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& Fejer-monotonicidade segue.

2} Usando raciocinio andlogo ac do teorema 1, da expressiao

{15} vem que

Sk
lim"*“f}-{—““ = (16}
koo Iy
Agora,
+
X m gi(xk)t? m Ai g;{xk)
A I R e L B =
i=1 Htiﬁ i=] ﬁtiﬂ
+
gi(xk)
Denotando por w, = — s ,  {emos
= 1£5
i
m
z A*(wg}z
B . = tH
k, = m 20
v £ A, we
=1+ 7t

Tomando os limites guando k » = e usando (16) concluimos que

n

z A.(w&)z

j=p * ¥
lim —— =0
k>= 3 ot

FE

e & facil mostrar gue isto implica em
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+, k
% . gifx )
lim w, = lim = (} ; ¥i& M.
+ T
ks k-rw i

2 partir dagui a prova se completa como no tecrema 1.

Neste metodso, como no PPS, estamos interessados em COom
putacac paralela. O cdlculo das parcelas de B, e - pode ser
feito independentemente, ac mesmo tempo. Temos assim, a mesma
vantagem gue no método PPS, o que o torna um métode com grandes

vantagens computacionais, guando usado © cdlculo em paralelo.
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CAPITULO IIX
EXPERIENCIAS NUMERICAS

Foram aplicados os métodos PCS, PPS, PCSA e PPSA pa-
ra dez problemas testes. Os oito primeiros problemas sdo funcoes
cléssicas {(ver Moré et al [8]). Os testes 9 e 10 foram gerados
por um programa que cria fungoes quadriticas, quarticas e linea
res, todas convexas, aleatdriamente. O ponto inicial para tais
problemas também € aleatdrio e o conjunte 0 & da forma
{x eR® [ a ¢ x < b}

As experiéncias foram feitas em um computador PDP-10,

usando a linguagem FORTRAN.

O critério de parada & a condigio de que gzixk} < €

para todo i € M, Para ¢ fol escolhido o valoxr 1074,

Asg fungﬁes testes sao as seguintes:

(1) Fungdo de Freudenstedin e Roth lnac convexa)

gl(x} = «13 + Xy + ({5~X2} x, = 2) X,

ngx) = 29 4 2y + ((x2+l) Xn = 14} Ko
Caso I : XU = {10, 4)
Caso II ¢ xo = {100, 40)



Casoc IT1X: xO = (1000, 400}

(2} Funcace de Jennrdch ¢ Sampson modificada

n=2 , m=10

gi{X) = exp{l.xl)‘+ exp(l.xz) - 2i -2

Caso I XD = {3, 4)
Caso II : XO = {30, 40}
Caso IIT1: xﬁ = {300, 400)"

{3) Fungao singular de Powell

g3(x} = (x2 ~ 2‘x332
(%) = v 10 {(x, - X }2
9y 1 4
0
Caso I @ x = {3, -1, 0, 1)

(30, =10, 0, 10]

il

Ccaso IT1 : X

Case III: xo = {300, -100, G, 100}



(4) Funcao

n =4
gq (=)
g, (%)
g, ()
g, (x)
ge (%)

gﬁ(x)

Caso I
Casao I

Caso 1

de Wood moddficada

-10)

, m=6
2
= lO{xl - xz)
= xl - 3
= /90 (x° - x,)
3 4
T 1
= /10 (2 - Xy - x4}
V10
: xo = {3, -1, 3, -1}
I xe = {30, -10, 30,
TI: x° = (300, =100, 300, -100)

(5} Fungae de Rosenbrock exifendida modificada

, m o= 10
2
x} lO(xzi_l— leJ
=X
0
X -



Cagso II : xO

Caso ITI: xo

H

{10 Ej}

flOOEj)

(6) Fungao Trdidiagonal de Broyden modificada

n=10 , m= 10

gi(x) = {Exi - 3} Xy + X:q + 2xi+l - 1
Com xo = xn+l = 0
0
Caso I s x = (-1, +.., =1)
Caso II : xU = (=10, ..., =10)
0

i

Casp III: x (=100, ..., =100)

(7) Funcac de Penalidade I

com a = 10

H

Caso I s xo (1, 2, ..., 10}

Caso IT xU (10, 20, ..., 100)

Caso III: xg

if

{100, 200, ..., 100C0)

f
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(8) Funcgao Dimensdionada Vanfaved

n=18 , m = 12
i

gn+1(x} = ‘E Jlx, ~ 1}
3=1
m 2

g .ox) =t L j{x, - 1)

n+2 =1 j

Caso I : x° = (0.9, 0.8, ..., 0.1, 0)
0

Cago I @ x

{93 8’ R | l’ Q}

H

0

Caso IITI: x = (80, 80, ..., 10, 0O)

(9) e {10) Funcoes Convexas geradas por um programa,aleatoriamente

onde:

NM
NI

NP

[1]

Os resultados sac apresentados nas tabelas seguintes,

nimerc maxime de iteragoes.

ntmero de iteragoes .

namero de projecgoes.

indica gue foi ultrapassado o numero maximo de itera-
coes .

indica gue os coeficientes da combinagao convexa sao

iguais.
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[2] = indica gue os coeficientes da combinacac convexa S&aoc

diferentes.

Observagao:

No método PCS foi usado o controle ciclico. Para es~

se métode uma iteracao corresponde a um ciclo completo, ouseia,

m "projecoes”.
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TABELA 1
FUNGEO 1 NM = 300
; CONTA-
CAS0 oy PCS | PPS PPS PCSA  {PPSA PPSA
; DORES [L] [21 [ 1] [ 2]
§- NI 2
0.5 % * % * *
gj NP 3
3 NI 2
1.0 *® * * * *
1 NP 3
NI 235
1.5 * * % *
NP 470 2
NT 141 179
0.5 * * * *
NP 200 254
NI 51 26
IX 1.0 * * * *
: NP 71 33
NI 27 28
1.5 * * * &
NP 35 36
NI _
0.5 * * * * w® W
NP
: NI 240 233
IrT 1.0 * * * *
: NP 328 303
NI 45 69 14
1_5 * * *
NP 58 84 16
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TABELA 2
éumgﬁs 2 KM = 200
: CONTA—
- CAS0 o PCS pPs PPS PCSA PPSA PPSA
R | DORES (1] [2] [1] [2]
NI 1 25 1 g g
0.5 *
NP 8 105 5 84 83
NI 1 8 31 1 5 5
I 1.0
NP 5 L2 75 5 47 47
NI 1 5 5 1 5 5
1.5
NP 3 45 45 5 45 44
NI 5 34 18 76
8.5 _ * ¥
Np 48 155 183 760
: NT 5 8 7 39 67 67
- IT 1.0
5 NP 42 78 6o 380 660 668
NI 4 5 5 27 45 44
i.5
NP 37 43 46 270 448 440
NI 41 91
0‘5 * * * o
NP 408 897
] NI 44 44 44
- IIX 1.0 * * *
: NP 400 438 437
NT 40 29 29
1‘5 * * “*
NP 396 283 286
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TABELA 3
éFUNQﬁO 3 NM = 200
| CONTA~
‘CASQ PCS | PPS PPS PCSA PPSA PPSA
| DORES (1] [2] [1] [2]
NI 19 75 135 22 22 24
NP 32 137 241 37 40 43
NI g 36 g 9 20
T o
ND 17 66 17 17 34
NI & 23 33 5 5 7
NP 11 42 60 g 9 11
NI 30 109 185 29 30 32
NP 57 188 345 58 53 59
NT 14 53 13 14 22
IT *
NP 28 92 26 25 39
NT 8 36 95 7 7 9
NP 16 62 181 13 14 15
NT 40 157 38 37 40
X
NP 80 309 76 74 75
NI 19 78 16 16 32
TIT x
NP 38 152 32 32 60
NI 11 51 9 9 21
*
NP 21 99 18 17 38
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TABELA 4
ﬁwmgﬁo 4 NM = 200
; CONTA-
CASO Gy PCS PPS PPS PCSA PPSA | PPSA
f DORES [1] [21 {1l [2]
NI 17 130 19 19 21
0.5 *
NP 31 234 45 39 £2
NT 1 62 4 3 5
I 1.0 *
NP 5 108 12 9 16
NI 1 40 27 1 2 2
1.5 -
NP 3 68 95 5 6 6
NI 19 148 23 23 22
0.5 *
NP 43 328 92 59 57
; NI 1 71 | 153 7 4 6
- II 1.0
: NP 5 151 257 30 14 19
NI 1 45 2 3 10
1.5 *
NP 5 93 7 10 35
NI 23 176 27 27 48
0.5 *
NP 55 392 112 67 149
! NI 1 84 77 8 6 b
IIX 1.0
: NP 5 182 233 35 24 22
NI 3 54 12 3 4 4
1.5
NP g 114 176 9 12 11
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TARELA b
FUNCEO NM = 100
| CONTA~-
- CAS0 G PCS PES PES PCSA BpPEA PRSA
: K D
ORES [1] [ 2] [1] [ 2]
NI 15 15 15 20
0_5 # *
NP 80 80 80 63
NI i 95 2 2 5
I 1.0 *
NP 10 480 15 15 24
NT 2 62 3 3 5
1.5 *
NP 20 315 20 20 25
NI 17 18 18 21
.5 * kS
NP a5 105 105 58
NI 1 2 2 4
II 1.0 * *
NP 10 15 15 20
NI 2 7L 1 2 4
1.5 *
NP 15 385 i0 i5 20
NI 20 22 22 26
0.5 * *
NP 115 140 135 78
NI 1 3 3 7
IIT 1.0 * *
NP 10 25 25 29
NI 2 82 2 3 4
1.5 *
NP 15 465 15 20 19
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TABELA 6
FUNGAD 6 NM = 100
| CONTA~
CASO oy PCS | PPS PPS PCSA [PPSA  |PPSA
DORES 1] [2] [1] {2}
NI 64 18 37 46
0.5 * *
NP 624 160 310 289
NT 21 15 35 22
T 1.0 x %
NP 200 130 196 89
NI 10 9 7 11
1.5 % *
NP 47 40 33 44
NT 79 25 39 56
0.5 * *
NP 766 240 346 192
; NI 26 16 34 32
YT 1.0 * *
i NP 253 109 190 36
NI 11 6 8 9
1.5 * *
NP 63 38 41 38
NT 88 33 48 84
0.5 * *
NP 849 320 420 243
: NI 30 19 27 81
1.0 * *
A NP 285 143 164 293
NI 13 11 9 29
1.5 * *
NP 81 62 57 137
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TABELA 7
FUNCED 7 NM = 200
; CONTA -
CASC oy PCs | PPS PPS PCSA | PPSA PPSA
: DDORES {11 [ 2] {1] [ 2]
NI 18 198 18 18 34
0.5 *
NP 50 9940 50 30 136
NI 99 9 20
I 1.0 *
NP 45 945 45 45 68
NI 6 66 6 ii
1.5 *
NP 33 333 33 33 48
NI 198 198 198
{}‘S * * *
NP 1080 1080 L1080
NI 9% 99 98 173
1T 1.0 * *
NP 540 540 540 722
NI 66 66 66 141
1.5 ' * *
NP 363 363 363 573
(Nao houve convergéncia para o caso TIT)
TABELA = 8
FUNGED 8 NM = 200
: CONTA-
£AS0 Oy PCS PPS PPS PCSA  |PPSA PPSA
: DORES (1l [Z] [1] [2]
;5 NI 12 188 19 20 47
: 8.5 *
; NP 77 1117 133 161 216
NI 1 91 1 3 26
. 1.0 *
; NP 10 533 10 35 109
NI 58 4 33
1.5 *
NP 13 339 13 15 152

{Nao

houve convergéncia para os casos IT e III)
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TABELA 9
éFUﬁQﬁQ 9 ! KM 200
; CONTA-
CASO o PCS PPS PPS PCS
: K 2 PPSA PPSA
: DORES [1] [21] [ 11 [ 2]
NI 24
0.5 . . 30 39 41
N=10 NP 53 71 124 128
NI 7 146 8
1.0 * 12 14
NP 19 289 20 50 53
- NI 3 85
M=10 1.5 * 7
NP 12 185 13 29 27
TABELA L0
FUNGAC 10 NM = 200
: CONTA-
CASO O PCS | PPS PPS PCSA | PPSA PPSA
; DORES [1] (2] 1] [2]
? NT 23 25 42 43
0.5 * *
5 ) 218 235
N =15 NP 59 &
5’ : NT 6 3 14 16
1.0 ' * *
NP 24 25 G4 58
NI 2 186 2 a8
M= 20 1.5 * *
NP 15 412 58 61
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CONCLUSAD

0s métodos introduzidos neste trabalho {PPS,PCSA e PPEA)

sao novos meétodos para resolver, iterativamente, o problema de

fartibilidade convexa.

Algumas conclusces podem ser tiradas das tabelas ante~

rinres:

1}

2}

3}

4)

A versdo paralela sem aceleragao € muito mencs eficiente gue
a versac cliclica. Isto se deve ao fato de gue a velocidade de
convergéncia do método PPS & extremamente baixa gquando o nime

ro de restrigoes violadas {gZ(xk) > 0)& pequenoc;

No método PPS, a combinacao convexa com coeficientes iguais &
mais eficiente. J& no método acelerado nac ha uma  conclusaoe
definitiva: a combinagao convexa igualitaria tanto pode melho

rar como piorar a velocidade de convergéncia;

& generalizacao do procedimento de aceleragac para os métodos
PCS e PPE se mostrou Gtil, principalmente para a versao para-

lela gue passcou a convergir muito mais rapidamente. Em alguns

casos somente as versoes aceleradas cenvergiram.

Os métodos sao mais eficlentes para valores de o, > 1, wisto

que estamos trabalhando com desigualdades;
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Tomando como base o nimerc de iteragdes, a tabela 11-a
nos mostra as porcentagens de eficiéncia. Na tabela 11-B est3o as
porcentagens suponde o uso de computagaoc paralela, ou seja, o8
caleulos para as versoes paralelas em cada iteragao podem ser efe

tuadas simultaneamente,

METODO g METODO % |
PCS 56 .52 PCS 11.60
PPS 1.44 PPS 1.44
PCSA 42,03 |- PCSA 7.24
PPSA 30.43 _ PPSA 82.60

TABELA 11-A TABELA 11~B

Assim, © método PPSA & um novo método de grande eficién-
cia quando & possivel o emprego de computagao paralela.

Qutras vantagens dos métodos s5ao:

1) © uso de projecdes do subgradiente ao invés de projecdes orto-

gonais, nao havendo necessidade de problemas de minimizagao

intermediirios:

2) A implementacao computacional desses métodos & facil, e a ne

cessidade de membria € peguena.

Pesquisas futuras poderao ser feitas no sentido de procu

ray uma maneira apropriada de escolher os coeficientes da combina
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¢ac convexa de maneira a obter uma velocidade de  convergéncia
maior, ou ainda, como a existéneia de um pardmetro de relaxagio
indica gque © passo acelerado ndo necessita ser exato, poderéo

se buscar novag fOrmulas alternativas para a aceleracgao.
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