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INTRODUGAO

A semelhanga de médulos sobre dominios principais , temos
por objetivo classificar os médulos livres de torgdo finitamemte

gerados sobre dominios de Dedekind. Assim provaremos que se R & dominio

de Dedekind € M e N si3o R - médulos livres de torg3o finitamente

gerados de mesmo rank, N < KM, temoz que existem ideais fracionarios I

Eis 2 Ez2 = ... = Ex , k = rank de M = rank de N , tais que
MaxR+ ... +R +I

Ck=1> R somandos e
N:‘Ell...ig + EI.

Mais que isso, se N ¢« M subméddulo cujo rank ¢ 1 < k ent3o

N = E.‘1 oL o+ EL1 + N' onde cada E' < R. Aos ideais E chamaremos de
- % L

fatores invariantes de N em M, pols eles sZo unicamente determinados
pelo par CM,ND.

Para tanto desenvolveremos no Capitulo I o conceito de domd -
nio de Dedekind e suas propriedades. Isso sera feito tendo como base
o artigo classico de Cohen [8)]. Varios resultados acerca de ideais
fracionidrios e anéis de valorizagio serfo considerados de conhecimento
do leitor C(uma boa referéncia para isso s3o (13] e [41D.

No Capitulo 11 estudaremos o Teorema dos Fatores
Invariantes propriamente dito e teremos por base bibliografica Curtis
» Reiner [8).

Finalmente no Capitulo I1I desenvol veremos algumas
aplicag®es bem interessantes do citado teorema além de utiliza-lo para

obter alguns resultados envolvendo objetos classicos da algebra



comutativa.

Un desses resultados é o que afirma que todo anel de
Dedekind & um BCE-anel . A defini¢io de BCS-anel ¢ dada por Vasconcelos
e Weibel [12) & foi motivada por sua aplicagdo a4 tworia de controle
{para malores refer&ncias vide (7], um pequenc histérico do problema

pode ser mostrado em [1131).



CAPITULO 1

ANEIS DE DEDEKIND

Por anel entenderemos sempre um anel comutativo com
itdentidade . Dado I <« R um ideal diremos ser idec! prdbrto se distinto
de (0D e de R

Denotaremos por Spec (RD ao conjunto constituido de todos os
ideais primos de R @ por Max (R) ao conjunto de todos os ideais
maximairs de R

Neste capitulo temos por objetivo definir dominio de
Dedekind e caracterizid-lo da forma mais completa possivel

Para tanto serio necessarios alguns resultados fundamentais
acerca de anéis Noetheriancs e principalmente RM-aneis

Estudaremos condi ¢Bes necessarias . e al gumas vezes
suficientes , para gque um dado anel R seja um BRBM-anel e , também
verificaremos quando uma extens3o integral de R herda tal propriedade.

Daremocs condigS3es suficientes para que um dominio seja de

Dedekind e provaremos algumas equivaléncias acerca desta propriedade

Mais gue 1550 , forneceremos condi¢@es para que uma dada extensio de
ai dominio de Dedekind  verifique ser ela também um dominio de
Dedelk i nd
. ~ - , . i~
Proposigao (1.1): Dado um anel R, as seguintes afirmacdes
wac wgui valentes:

i> R =zati

N

. ~ . - -
faz a COhdl?aO da cadeta ascendente (caad

T . g ~ -~ .
110 R satisfaz a condt;ao ML

w
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i1iid todo ideal de R ¢ finitamente gerado

Um anel satisfazendo a uma das afirma¢3es
anteriores ( e conseguentemnete a todas D sera ditc arel Noetheriaro

Ze R satisfaz & :ondig&b da cadeira descendente C(ccdd
Jequl valentemente a cendtg&b minima 3 diremos ser um anel de Artin ou

Artinvano

o~

e para tode 1 <« R, I =2C 03 e I=k, R-I satisfaz a
condigho minima ., diremos ser R um anel com a condi§&b minima restrita
ou um KRM-anel

Facilmente zse verifica que se para todo ideal I < R, I =C0OD

e ] 2 B, BRI & Nosetheriano entiao R & Noetheriano

Lema (1.2): Seja R um anel tal que COX=P ...P onde cada

1 n

P « Max C(RD = para todo i, <P ...P,ib/CP!...P PO é um

L [} 1 -1 L

R/FP —espa¢o vetcorial de dimensao finita entio R tem uma composigio em
A8

série de ideais.

Demonstraggox
Dado que Cp...PF 1):CP‘...P ‘Pj) é um R/P —espago vetorial de
) 3 Lo A 1 N
dimensido finita temos Qque existe uma composigac em serie entre
P P 2 e P B3
1 [ § i [
oMo
ERo>P ... 2(P...P 2 2CP...P P> >... =C0O =F.,.P
1 1 -1 1 -1 1 n

temos que R possul uma composigio em série



Teorema (1.3): Dado R um anel temos que R ¢ Artiniano se

e s se K Noetherianco e todo ideal primo ¢ maximal.

DemonstragSO:

Suponhamoes que K Noetherianoe & que todo primo ¢ maximal . Afirmamos
ser (O3 um produto de ideais mauwimais . De fato . seja § o conjunto
de todos os ideais de kK gue ndo contém um produto finitoe de primos
Suponhamos que ¥ # ¢ , sendo R Noetheriano tomemos I & L maximal
Desde ague I niAc =2 primo temos que existem ideais de R, A, B tais
que I <« A, T «B . I = A, I 2B e AB < I.

Da maximalidade de I temoz que A @ B contém ambos um produto finito de
princs & assim também I © que € absurdo

Logo 0L = P(..F“ & sendo cada primo maximal a afirmagdo esta
jal

verificada.

Al &m disso CP‘...P 13/CP1...P 1P) & um R/P - espago vetorial
- i 1 1

satistfazendo a condigido da cadeia ascendente logo de dimensio finita

& portanto, pelo lema (1.23, R é Artiniano

Reciprocamente . suponhamos que R satisfaz a condigdo minima e seja

P & Spec (R)Y entdo R/P catisfaz a condigio minima @ ndo tem divisores

de zero . Seja <~ « R/P entio existe n € N tal que
- " —_ i
cx™ =g ™Mh =
ent Ao

r — Th+1

< = b x . be R

logo % inversivel o que implica R.'P corpo e consequentemente P maximal

De maneira analoga a anterior queremos provar que (0) é produto de



primos

Primeiramente notemos que sendo R de Artin ele possui um ndmero
finito de 1deais ma>xamais . Logo se denotarmos por N o nilradical de R
temos

N = r/l n---nN Mk > M;”z' .. Mk

onde os M s3o todos maximais
L
Além disse , existe h &« N tal que

N = cod

donde segue o desejado. Entdo do mesmo modo que anteriormente cada

CPI...P D/CPi...P 1F’) ¢ um R/P - espago vetorial gque satistfaz a
(S 1 1

zondicio minima. logo de dimensio finita e pelo lema (1.2) temos R

Mot heriano

n
Coroldrio (1.4)3 Para que um anel R seja umn RM-anel
=) necassario e sut'iciente que R seja Noetheriano e que todo

primo proéoprio seja maximal
Demonstra?SO:

Zuponhames R um RM-anel entZo para qualquer I < K ideal, I=C(0) e I=R

o

temos R-T Artiniano e pelo teorema 1.3 R-I Artiniano

consequentemente B Nostheriano.

Seja P € Spec (RB) e consideremos O # x € P . Seja

¢ R — » RO

)

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL



projecioc candnica . Ent8o P/C(x ideal primo de R-(xD @ portanto P>
& um ideal maximal de RCx) e consequentemente P é maximal.
Reciprocamente seja P Noetheriano e tal que todo ideal primo préprioc é

maximal entTo dade I ¢ B i1ideal, Ix#(CD, R/7I & Noetheriano e todo seu

primo & maximal logo peloe tewrema (1.33 Bl @ Artiniano

Corolario (1.5): Un anel & Artiniano =ze e st se R €& um

EM—-anel e R tem divisores de zero ou

g
o
3
)
[0)
b
T
0

Demonstragzoz

Se P satiszfar a condi¢q®o minima enti3o ¢ também um KM-anel <« além disso
todo primo @ maximal . Zuponhamos que R n3o tenha divisores de zero
entio (0J & primo ¢ portanto maximal , consequentemente K & corpo

Para a suficiéncia basta observar que se R n3o ¢ corpo ent3do (0D n3o

& praimo & peias condig@es do corolario (1.4) E e Nocetheriano e todo

primo é maximal . Baszta agora aplicar (1.3D

Teorema (1.6l Seja R um anel e suponhamos que todo ideal

primo tem um numero finito de geradores entic R € Noetheriano

Demonstrag&o:

Qi
U
c}

F =<1 « R 1deal ; I n3do possul numero finito de geradores >

~



Zuponhamos »* X ¢ . entdo pelo Lema de Zorn & possul um elemento
maximal . a saber M . Jomo M n3oc @ primo , existem idewais de R , B e
S, tazzs que M < B, M, M 2B Mx e BC oM . Da maximalidade de
M temos que B e C possuem um numero finito de geradores. Afirmamos ser
RoC MNoetheriano , de fato , a cada ideal de FRF-C corresponde um ideal
de R que contém propriamente M. logo & um R-médulo finitamente gerado.
Desde que B./BC & um RC- médule finitamente gerado temos que M /BC
como submddulo de B/BC  tambem & um R-C - méodulo finitamente gerado e
consequentemente M BC & um K-nodulo finittamente gerado e desde que BC

tem um numero finito de geradeores também o tem M . absurdo

Diremos gue um anel & um RM-dominio se além de ser um
RM-anel ele & também um dominio

Consideraremos agora o efeito da condigdo minima restrita em
uma  extensdo integral de R ¢ ou seja , todo elemento do sobreanel ¢
integral sobre R 2 ; os teoremas aqui abordadeos dar3do condigdBes para
que & condig¢Ho minima restrita de R implique na mesma para o
scbreanel

Adotaremos a convengido de que as expressdes fecho integral

de R " =) * R integralmente fechado significam respectivamente
“ fecho inteqgral de R em seu corpo de fra¢@es " e " R & integralmente

fechado em seu corpo de fracles "

Teorema (1.731 Seja R um RM-dominio e T um Jdominio que ¢

extensdo integral de P . Consideremos U o corpo de frag@es de T e K o

o



corpo de fragdes de . Se U & uma extens3o finita de K ent3Ic T ¢ um
RM-dominio. Na verdade, se I & um ideal préprioc de T entio T/ & um

R-médulo com composigdo em série.
-
Demonstragao:

Notemos primeiramente a seguinte equivaléncia: T & um RPM-deminic se e

=6 e TT tem composic&dao em série para todo I « T um ideal proéprio.

Loge & suficiente werificar somente a segunda conclusdo . Para tanto
basta mostrar gue T-1 & um R-mddulo finitamente gerado . De fato
se tal acontecesse . considerande A =1 R, temos T-I R/A - médulo
finittamente gerado . Como T integral sobre R temos A = CO) | Pelas
hipdteses e pelo tecrema (1.3) temos que RAA satisfaz a ambas as

condi¢des da cadeia e consequentemente também o faz T-T.

Como U & extensdc finita K temos que existem T T tal
que

U =KX Ca1. s amD
e R’ = FR [al. R aml » desde que ORI sdo integrais sobre

R ent¥o R’ & um R-mdéddulc finitamente gerado. dConsequentemente para
provar que Ts/I & um R-médulo finitamente gerado basta mostrar que ¢
um R’ -médulo finitamente gerado.

Como o corpo de fragBes de R’ ¢ igual ac corpo de fragdes T para
provar o teorema basta considerar o caso especial em que R e T tem o

mesme corpd de fracdes

L]



Definiggo C1.8): Dado R anel e M e N R—-médul os definiremos

CM: N>D={xeR,; xNaM?>

Teorema (1.9 S jam R um RM-dominio , T um anel contendo R
e contido no corpo de fragies de R, K. EntiEo T ¢ também um RM-dominio,
Mmals que isso , se I & ideal proprio de T entio T-1 é¢ R-médulo

finitamente gerado.
Demonstra?SO:

Por raciocinio analogo ao felito anteriormente & suficiente verificar a
segunda asserg¢3oc da conclusio , isto ¢ . que dado I ideal proéprio de
T, T-1 & um R-méduleo finitamente gerado

Seja ab el «c T <« Konde a € R, b e R-{0> e a €1 n kK. E suficiente
mostrar que T-Ta ¢ um R-médulo finitamente gerado (de fato. do teo-

rema do isomorfismo para médulos temos que (T-ID> = (T-Tad (I.-Tad.

Detf inamos

A =Taipn R . i=1,2,...
Desde que A > Au_1 e R/Ra & Artiniano temos que existe n € N tal
L
que
A + Ra = + Ra =
n+4 N+

Agora ACa 2 & um E-mddulo finitamente gerado & o mesmo sera verdade

mara T.Ta se pudermos mostrar que ToTa o imagem de a4 Ca ' pelo
n

10



homomorfismo candnico

S ja

A = bose & T, b

Zendo

donde temos que Ra n3o esta contido em nenhum primo de
desde gque todo primo propric de R & maximal
k
C Re : Ra 2> + Ra = R
Assim
k
I = xa + vy x €« R . vy €« ¢ Re : Ra D
FPortanto
k 1 * k+1
a = xak+ + ya e Ra"' + Rc
donde
k k+1
a = ra +tec . r , t R
consequentemente
k k
aa = ara '+ tb

n: T - T.Ta

A ——— % + Ta

E um elemento gualquer de T-Ta. Ele provém

il

R, o @ R-1{0>, isto &. f3

i
Q
+
iy

R Noetheriano, sxaste O <« k &€ € tal que

0
23
4]
a7
[\
oS
it
™
N
O
ey
&
>
+
e
't
1]
Y
x
9]
A
L

portanto

o + Ta = tb/Cak) + Ta

11

de um elemento

C

Fec

Pak



Ent3o podemos assumir que o = e/CakD. e € R

Mais que isso podemos assumir que k = n . De fato , se k < n tome
x = Tea" M UoCca" . Ze kv onoentdo
e = ca” = Ta" NR=4A < A + Ra
k k+s
aS31m
¢+ Ta™™ = ra + T2 |t =k

portanto

logo
k-1
o + Ta = f7Ca” "> + Ta
Se k-1 = n acabou senio refago o raciocinio . Consequentemente
o = g/Caﬁ), g € R, @ assim g € A completando a prova.
n
=
Um RM-dominioc integralmente fechado serid dito um dominic de

Dedekind

Seja R um dominio @ K © corpo de fragSes de R , dado I <« R
ele sera dito um R-ideal fraciondrio em K se & um R-médulo tal que
existe a € R—{O> com al <« R . Se I é& um ideal de R dizemos que I é um

R—ideal itntegral.

Dado I R-ideal fracionario definiremos



@ diremos que I & inversivel se IT™ = R . De modo mais oexplicito I
R-ideal fracionaric 4 inversivel se © s& se existem a . ... , a e 1
1 ™
e b . ... , b &K tal que
3 2}
12 bl R , i =1 , s N
v
132 &2ab o« ... «ab =1 , 1 R
1 1 ™

Cbservemos que == I < K € um R-mdéddule finitamente gerado

entZoe I e um ideal fracionario

Lema (1.10): Seja R um dominic @ K seu corpo de frag¢gles. Se
todo 1deal integral proprio de R ¢ i1nversivel ent3o P ¢ 1ntegralmente

fechado
~
Dewnnstragaox

Zeja oo K integral scobres R Cou seja existe 0 { ne @2 o r

Nn-1
alementos de R tal que r, trot+ .. o +r ot + o = O D,
(& 1

Consideremos I = Rlal , sabemos que I & um R-méddulo finitamente
gerado contido em kK , portanto é um R-ideal fracionario.

Logo existe ¢ € R-<X0> tal que cI < R

Portanto por hipédtese <¢I inversivel, ou seja, existe J R-ideal
fracionario com CcI>J = R. Como I = ¢ 'CelId temos que I & inver-

sivel e desde que 12 = I temos I < R donde a € R



AL\

Lema (1.11):s e R & um dominio de Dedekind local e M ¢ seu
ideal maximal ent3o R & principal e todo ideal integral préprio I é da

forma I = M ¢ isto & v R & um anel de wvalorizacao discreta D

Demonst rag:é'oz

Provemos que M & principal . Notemos primeiramente que Spec (RD = {AM >

Seja a € M - {0> entio ¥ Ra = M. Sendo R Noetheriano temos que existe

um numer< natural n tal que M " < PRa. Seja n escolhido de tal modo que

n n+1

M <« Ra e M < Ra.
. n—1
Logo existe b € M e b & Ra.
- . -1 -1
Considere x = ab « K = cfr (Rd . Entdc x & R - x nio é
-1 ,
integral sobre R 4 < M 4: M 0 e isso ocorresse como M = Ra1+ Lt
+ Ra, ., a €M, terfamos X a =r a + ... +r a . 1 =<1 <k
k v L w1 1 itk k

donde {r =& x Da = Q. Se C = Cr - & X >, matriz kxk,
L

temos detCCOM = O = detC =0 =+ x ' integral sobre R O
-1

Mas Cbrad M = CbMda « Mva <« R o+ x M =R =+ M= Rx.

Tome agora I < M, I=C0d, sejan' e N tal que I < M " e I 4 M

{se isso n¥Eo fosse possivel teriamos I < n M " = CO> , absurdo D.
*
Zeja O 2 v & 1 entdo y = ax" e a @ M, como R local ent3c a < UCRD -»>

F’roposi\ggo (1.12): Seja R dominio de Dedekind e (0) = I

F-ideal fracionario . Ent%oc I ¢ inversivel

14
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Demonstragao:

Provaremos primeiro que se I' & um R-ideal integral ¢ R ¢ Dedekind

entdo I' é produto de primos . De fato , temos que
m
I* = Q onde Q & P -primario
v L
L= 1 b
decomposi¢do primaria minimal . Como os P s3c dois a dois comaximais
1

+ Y

também © sic aos QO , consequentemente

I*" =Q...Q
1 n
Aloin disso ., 3@ A @ sotegralmente fechado também o € cada AF’ . Para
1
caaa 1 temos entdo AP dominio local Nostheriano de dimens3o 1
L
integral nente fechado , consequentemente , pelo lema C1.113 & anel de
wvalorizacio discreta . assim

P v P
8 L 19
- ™i - - . . . 1219
2 como e P SAC P -primarios temos Q = P Assim
i 1 L 18 v
™1 nm
I* =P P
1 m

Zeia T um R-ideal fracionario ent3o existe a € RK-{(0> tal gue al & um

R-ideal integral e portanto

n1 nk

-
"

Portanto se mostrarmos que cada ideal integral maximal & i1nversivel

. . -1
teremos due al e inversivel e portanto também I Cpois I=a "all.

n

21a P & Max 7R © O # b & P entio

18



Rb = P ...Pk°k . P e Spec CR> , a € N - <O)
1 L
Zome P o RBb temos P = P para algum i e sendo Rb inversivel obviamente
14
tambem © & P
n

Corolario (1.13D3s Zeja R um dominie de Dedekind ent3o todo
alicl ohtre K e seu corpdo de fragdes o também um dominio de Dedekind
Demonstragao:
Zeja K = cfr (FED) @ 5 o anel com R <« S <« K . Pelo teorema (1.8) temos
que S & EM-dominio , falta pois verificar que £ ¢ integralmente
fechado . Mas pelo lema (1.100 & suficiente provar que todo S--ideal
integral prépric é inversivel . Seja I S-ideal integral . Como S ¢é
Noetheriano temos

I = Sa + Sa =Y e I » 1 =1 ’ » m
1 m L
Consideremos J = Ra1 + ..+ Ram que & R-ideal fracionario , logo como
I = SJ e J inversivel temos I CJ '3 = ST I'sy = sp o= 3, ou
seja , I inversivel
a

Teorema (1.14>: Seja F um dominio onde todo ideal préprio &

produto de ideais primos entdoc R & dominio de Dedekind.



R

~
Demonstragaox

Observemos gque qualquer fatoriza¢¥o em ideais primos inversiveis &

unica . De fato , suponhamos

P F =P P

b 3 r 3 -]
onde  os F’L N PJ‘ s3do primos @ inversivelis . Podemos supor que P‘ é
minimal no conjunto { Pl. F'r, P1” R Ps'}. Entio P‘l & 1gual
& um Pf desde que necessariamente contém algum P;
Tendo F; inversivel podemos cancelar este fator de ambos oz lados e

entado procedemos por 1ndugido
Provaremos agora gque todo Ldeal primoe préprio F @ inversivel &
max1 mal

ja 0 ®# x € P & consideremos a fatorizagio em primos do ideal Rx

Logo P contém algum fator de Rx , digamos P1 . Desde que todo ideal
principal ¢ claramente inversivel e P1 & um fator de Rx temos P;
inversivel . Portanto & suficiente provar gque P‘ & maximal

-~

Se P1 nic o fosse , existiria ¢ € R—<0>, ¢ & F‘1 tal que
Re + Pj < R e Rc + P1: R

consegquantemente

17
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com P* € Spec (R . Assim também
L

Re” + P =Q...Q , Q € Spec (RD
1 1 t J

Consideremos R'’'= R/F"e denctando por x a classe residual de x em R/P‘
Ltemos
——— ——___2 — —
Rc = R =G Q
1 t
Lago
— 2 — _— —_
F P = Q Q
1 r 1 t
Sende os P’ e Q fatores de wum ideal principal e portante .
L !
inversiveis , esta fatorizagdo & Unica e os ideais Ql e R Qo.
constituem-se nos ideais P* , ... , P ' cada um contado duas vezes
1 r
Portanto
2 . 2
Rc™ + P = C Rc + P1 b
1

o que implica que

P cRc*—Pz
1 1

Entdo , se b e F>1 temos b - de e Piz , para algum 4 € R, o©o que
implica dec « F’1 e como & F’1 temos d € F"1

AssimbePc+P2 -+ P = PCRc + PD
1 1 1 1 1

Da inversibilidade de F’1 temos Rec + F’1 = R , absurdo

Portanto F’l & maximal

Assim todo 1deal préprio fatora-se em ideals maximais inversivels

3

18



consequentemente , todo ideal préprico de R é inversivel « pelo lema

(1.105 R & integralmente fechado.

Para que R seja Dedekind resta apenas verificar que R Noetheriano .
mas isto ¢ consequéncia imediata do fato que todo primo préprio
inversivel & finitamente gerado e portanto usando da hipdtese podemos

concluir que R & Noetheriano

Teorema (1.152: Se R & um dominio tal que todo ideal primo

2 1nversivel entio R ¢ um daominio de Dedekind
Demonstr a:l:'é‘nos

Afirmamos inlcialimente que todo ideal primo proprio & maxamal . De

fato . se dado P & Zpec (k>, P # (03, ele n3oc fosse maximal. existiria

um 1deal primo Q = (0> com

e .
Agora PQ c R e CPQTHQ = P logo FPQ = P o que implica R = Q ,
absurdo
Tome todo primo proprio e inversivel . cada um deles & um R-méddul o
finitamente gerado v pelo teorema (1.60 Temos R Nostheriano

Consequentemente , dadoe I 1deal proprio de R temos P‘ e N
r

primos (ndo necessariamente distintos) tal que

p...P I e I < P‘ para cada i

logo

19
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Se ICPz)—...CP ) = R temos I = P_...P e acabou, senio podemos

SUpor Jque

@ portanto pelo teorema (1.14> R dominio de Dedekind

Teorema (1.16D: Se R ¢ um dominio Noetheriano. as seguintes

condi cles sdo equlvalentes

I . R e um dominio de Dedekind
IT . para todo P € Max (kD> , RP & anel de valorizagdo discreta
ITI . se P € Max (K3 , n3o existe ideal primario entre P e P? Ce

consadquentemente nenhum i1deal ja4 que todo {deal entre P e P? &

P-primario >

IV . um ideal primario pertencente a um ideal maximal ¢ um produto de
ideals primos

V . o ideais primarios pertencentes a um ideal maximal s3o totalmente
ordenados com respeito a inclusi3o

Yl . para gquaisquer trés ideais de R temos
ANdB +C =CANB +CANnO
YII . para gualsquer trés ideals de R temos

A CBNG =CdA B + CA:O

=0



e

DemonstragSB:

Zuponhamos (I2> wv&lida . Mostraremos que ela implica as restantes

-

-+ II

Utilizando diretamente os lemas (1.112 e C1.13D.

I = III

Verifiquemos inicialmente a afirmagfo que todo ideal entre P e P &

P-primario

Se I « R & um 1deal tal que P° ¢ T <« P temos que YI =P o P & MaxCRD

iogoe I & P-primario.

Seja Q P’-primario tal que P? « Q €« P. Mas existe O < n e &€ tal que
O =¢P'>" logo PP c¢P'X" «P =+ P' =P o Q=P ouq=FP

I » IV

Zejam R dominio de Dedekind , M € Max CRD e Q M - primario . Entdo
existe 0 < n & £ tal gue Q = M "

I » VvV

Segue diretamente de IV
I =» VI e VII

Se provarmos que dado A ideal préprioco de R temos gque

A= { AR, ; P & MaxCR) }

o desde que a operagiio de localizag&®o preserva as operag3es basicas de

ideais & suficiente verificar essas identidades em cada RP , mais ai

2las s30 triviais desde que os ideais formam um conjunto totalmente
ordenado

Provemos inicialmente que



e

R

N { RP ; P € Max(RD }

Cbviamente temos que R < n { RP ;. P € Max(R> }.

Suponhamos %X € N { R

P

; P € Max(CRD }, logo x

a-b.

Para mostrar que x € R & suficiente mostrar que a € Rb

M = Max (R

Yy €

> tal gqgue I < M c R, M2 R Como x € N { R

iogo exizte 5 &

Ja que s &

Seja A < R

Consideremos 1 = N { ARP . P & Max(RD }, portanto I < R

Se provarmos que ARM = IRM para todo M € Max (R2 ent3io
Obviamente A < I e entdo ARM

Seja M € Max(RkD ¢ suponhamos

Mas T

i
=

com b o€ A

Ent3o x =

: vya <« Rb

a~-b =
M tal Jqrie

M e b & M .
ideal Quer emos

{ ARP

L3

e S

a3 =

Ca-12C1-s3

P e Max(RD

M

conclul a demonstragio

Reciprocamente

mostraremcs

Se I =

provar que A

R ent3o acabou

F)

el < M,

ideal
A =1
< IRM para todo M < Max (RD
X & IRM. logo x ars onde a « I

}, om particular a <« AR

Cbhrs'2C1l.sD

que II , III

b Css*D,

Y

M

ou seja,

Vi e VII

fenido .

seja

;. P € Max(RD }

absurdo

AR ; P € MaxCRD .
n P

x € AR

M,

implicam



em I

IT =+ I

Zuponhamos que II valida entdo dado P € Max CRD alem de ser o unico
maximal e Ffp tamb&m & minimal ai , consequentemente ¢ minimal em R

Dai todo ideal primo préoprio é maxlimal

Além disso sendo cada RF’ integralmente fechado também o & R, donde

segque-se 1

II1I «» I

Seja P e Max (R) e consideremos R’ = RP . Tomando P’ = PPP . ndo
exista J < R’ ideal tal gque % e 1 =P Consequentemente se a € P’

2 a & P'? temos R’a + P2 = P’ e pelo lema de Nakayama F' = R’a ent3o

' anel de valorizagcdo discreto seguindo-se ent3o I
IV « I

Teja Q P-primario onde P = Max CRY . Logo temos

P I = = Q <« P . P e Zpec (R todos distintos
P

Te

I

mon gque exXiste 1o tal que oo P
1

Sendoe E Noetherianos temos que existe O < n € & tal gue
+ h - h
P’ o« Q = CFZJ o CPh) " < P, ., para cada j
Logae P = P @ sendo Jque os P s3o todos distintos temos P <« P e
1 ) J
Frae P, i o= .
}
- . . , )
Consequentemente P =R , j=#=1i . E assim Q = P *

Teja Q tal que FZ c ° < P, Q' P-primirio . Ent30 Y Q' =P = F o

_2 .
sortanto ou Q' = P oou Q' = P e como III « I seque-se o desejado
j < .

W < I



g

Afirmamos que III se wverifica . Seja P € Max (R> ., por hipétese temos

tocdos os ideals primos pertencentes a P totalmente ordenados. Logo

sabemos que P.P° & RP - espago vetorial nc qual os subespagos s3o

totalmente ordenados. Entido necessariamente dimCP#Pz)=1 © que impli-

ca ITII.

VI = I

Assumamos VI verdadeira. Ent¥o P-P° ¢ RP - espago vetorial cujos

subespagos satisfazem a Jlei distributiva entic necessariamente
2

dimCP-P2=1, pois se ndo o tosse. teriamos elementos ° &, distintos

pertencentes a base de P.F° sobre R-P. Seja K = R-P

V = Ke & Ke
1 2

teriamos ent3o V N CW + T =V e V N W =V N T = COD.

VII = 1

Afirmamos dque V se verifica . De fato , se tal n3o ocorresse ,
existiria Q,1 e Qz P-primarios , P & Max CR) , nenhum contido no
cutro

Seja A = Ca N Q,2 ent&o

Loge (A Q1> + (A C%) c P ¢ R, P = R e A CO_,1 :Q2)=R,

shsurdo.
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CAPITULO I

MODULOS SOBRE DOMINIOS DE DEDEKIND (O TEOREMA DOS FATORES INVARIANTES)

Neste capltulo, a menos que explicitado, R seriA sempre um
dominio de Dedekind {isto e, R & noetheriano., todo ideal primo n3o
nule & maximal e & integralmente fechadod.

Os R - médulozs M ser3o sempre unitarios, isto &, 1m=m

gqual quer que seja m € M,

Un R — modulo M & livre de tor¢ado se satisfaz: oam=0, a & R
e m € M,entio oa=0 ou m=0. Daqui em diante, a menos que digamos o
contraric, todo R - médulo sera livre de tor¢3o.

Nosso objetivo serda classitficar todos os R - médulos

finitamente gerados e desenvolver uma teoria de fatores invariantes
semel hantes a que ja conhecemos no caso de médulos sobre dominios
principais (vide (21). Os ideais fracionarios ser3o de grande
importancia e os resultados basicos sobre eles consideraremos de

conhecimento de todos.

Teorema (2.1)3 Seja M um R - m&dulo @ K o© corpo de frag¥es

de R. Entdoc M pode ser mergulhado em um K - espago vetorial KM.
Demonstragsoz

Q espago vetorial KM sera definido através de uma contru¢3io semelhante
a usada para se obter o corpo de frag¢gdes de um dominio integral.

Consideremos

v
o



A A

g = { Cm,e® ; me M, ae R, a = O }

& definamos a seguinte relagio sobre S

Cm ,aD~Cm_,a D - am = oam
11 2 2 12 P
Obviamente ~ @ reflexiva e simetrica. Verifiquemos a transitividade.
Zuponhamos (m o023 ~ (m ,o02 e (m o2 -~ (m.,aD ontXo am=am e
PR 2 2 2 "2 3 3 1 2 21

Lonsequentemente

a lami=alamI=aa Camd=c om
3 2 1 3 1 2 1 3 2 1 2 3

afoam — amd =0
2 31 13
=2 sendo M livre de torgdo e azto temos am =om .

Denot emos  por MS o conjunto das classes de equivaléncia de S por -~

=, denotemos

m/aa = a classe de equivaléncia de (m,o0

Definamos em MS uma operagdoc de adigdo por
m./o + m o = om + om s oo
11 2 2 2 1 1 2 12

facilmente se verifica a boa definicdo da operagio @ que ela satisfaz

as condi¢®es para que (M_,+) seja grupo abelianc aditivo com elemento

nulo Q1.

Definamos agora uma agio de K cfr (R) sobre o grupo CMS, +) dada



i g

por

K x M —_— M
[~] - )

Cp7y, miad — (M /Crod
com {3, ¥y, ae€ R, » #20, a2 O, eme M

De modo quase 1mediato podemos verificar que essa definigido independe

da escolha de representantes e gque satisfaz as condigdes para que M

seja K - espago vetorial. Daqui em diante denotaremos MS por KM

A ospliaa

N P

M ——— KM

m ——— m-1

& obviamente um homomortismo injetor de R - méddulo. Dasta maneira,
podemos considerar M como R - submédulo de KM e denotaremos mol
simplesmente por m.
a
Algumas observagdes:
15 Temos mra = (1 00Cms 1) = o 'm o deste modo os elementos de KM
podem ser vistos como K - miltiplos de elementos de M, logo, para m
e m, € M temos
Corfdm + Cpr&dm = C(3<s>"cc>«sm1 + frm)

k k
Consequentemente, se M = z RmL,rm € M, entZio KM = 2 Kml, malis além,

i=1 i=1



k k
se M = @& Rmientio KM = @ Km .Portanto se M ¢ R - méduleo finitamente
1=1 i=1 '
gerado entdoc KM é um K - espago vetorial de dimensdo finita e mais
alinda, se <mf"""i} é base de M (isto &, no caso em que M é livred
ent3o { ml/l. c e m2/1 } ¢ base de KM.
&> Uma maneira mais sofisticada de fabricar o K - espago vetorial
desejado seria considerar o produto tensorial K ®R M que ¢ K - espago

vetarial e facilmente pode-se comprovar que

K @R M — 5 KM

z,a® m —s Y alm-713
1 T L 1

e um K - isomorfismo entre K ®R M e KM

Definig3o (2.2): Seja M um R - modulo, por R - rank de M
entenderemos a dimensio de KM como K - espago vetorial e denotaremos
por rank(Md = (KM:K>, onde (KM:K) = dimens3o de KM como K~espago

vetorial. Algumnas vezes nos referiremos a rank(M) por (M:ED.

Como ja vimos, se M R - médulo finitamente gerado ent3o
rankCM) < ow . Contudo a reciproca n3c & valida, bastando para tanto

considerar M = K onde K & o corpo de fra¢Ses de R.

Proposiggo (2.3 Seja M um R - mddule finitamente gerado

2nt¥Eo rankCM) & i1gual zao numero maximo de elementos R - livres de M.

o
0



Demonstr ats,gos

Urn conjunto { nx} N é dite R - livre se sempre que
1 1 = -
rm+...+4r m =0
(& BERE § vt
com r € R. entdo r =0, 1 =k =t
vk vk
Ze1a n o numero maximo de elementos de M R - livres.Consideremos
{m,...,m > um conjuntc de elementos R - livres de M . Entdo se
3 ™
Zr /s 2(m 13 + ... + (r /s 2Cm 713 = 0O
1 1 1 n n n

com s * O, r « R, temos

~
rs s m + + r s .S . s m + + r s = =0
1 2 n 1 v o1 L n oG rn 1 Nn-1 n
~ , )
como s $ ... &2 O para cada i ¢ desde que <m1, ....m2> & R - livre
L n 12}

temos r = O para cada 1 e consequentemente {mf....m > & conjunto

L n
linearmente independente sobre K . Portanto rank(M> 2 n
Provaremos que se { p./ai. e p(wn } < KM & tal que ¢t > n ent3o

1

conjunto & linearmente dependente sobre K

Seja
C ﬁ’l/;vi)Cpi/"oti) + ...+ C(’?t/yt)Cpt/aR = O
ent.do
3¢ 5¢ P 3 C > 3¢ o 5
/1 ‘s }/t 012 at. p1 Y }’1 }/L yt an au at pL M - T
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+ ...+ Bﬁha...y dDaa ... Op. = O.

t—1 1 t-1

Da maximalidade de n, segue que existe 1 < j < t tal que

. A - ~
[;’JC Y, )] }/")Co(1 otJ at) &)

logo 3 #2 O @ portanto {'pl/al‘ C s p{Qn } é linearmente dependente,
3

Jque 1mplica rankIM> = n.

u
Zeljam M e N dois R - médulos e g : M —— N um R -~
isomorfismo entre eles. Entdo ¢ pode ser extendido a um K - isomorfismo
&% : KM ——— KN dado por 6% (m-sd) = O(md- s, onde m €« M e s € R-{0O>.
Observe que se m e M e £ € K ent3o 9% Cfmd = § % (md = ¢ &8 (md

Consequentemente se m e M e ¥ € K s%o tais que fm € M ent3o

BCEMD =£ 6C md CAD

Definigao (2.4): Sejam dados A e B ideals fracionarios
Diremos gque eles s3o R - ideais eguivalentes . e denotaremos

A=B , se existe p € K, p» # 0, tal que A = B
Facilmente vemos ser esta uma rela¢io de equivaléncia. Assim

3e denotarmos

F=conjunto de todos os R - ideais fracionarios de K

30
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b

podemos considerar Fs/= e por classe de tdeal de A4 entenderemos a

classe de equivaléncia de A, denotada por A . Ou seja

A= { Be[F; B = yA para algum p € K, » # 0O }

Note que se A =B , + =1,2 , entdo AA = BB
L 1 2 1 2

L

Podemos assim definir uma multiplicag®o sobre [F dada por
AB = AB

Tal multiplicagdo satisfaz
15 comutatividade
117 R {(classe dos 1deais principails 2 & o elemento i1dentidade
-1

to & AT = (A

-
[y
N
[
>i
I
k|
[
in

Portanto Frs/= ¢ um grupo multiplicativo abeliano . Tal

grupo & chamado o classe grupo de R e denotado por «f (RD

Lema (2.5): Os K-ideals fracionarios A, B sXo R-isomorfos

38 & SO se pertencem a mesma classe de ideal.
Demonstragaoz

Obviamente se A

I

B, ou seja, existe p € K, pyp = 0 tal gque A = B

basta considerar

Reciprocamente, suponhamos (2] : A —— B R - isomorfismo e



Qe

estenda-mo-lo a 8’ : KA ——3 KB K - isomorfismo . Temos ent3o
8'CEmd = ¥ 'dmd », me KA , ¥ € K

Em particular, se m=1l e F € A temcs

BCEY = 6°CED = EO'CLD

logo dado n € B, existe § € A tal que

n o= SC¥Y = FB'°C1D

O
(-
[
v ]
I
N\
~,
-
(W)
T

U 3

Daremos agora um primeiro passo na classificagao dos R -

modulos finitamente gerados considerando o caso em que seu rank & 1

Lema (2.6): Seja M um R - mé&dulo finitamente gerado cujo
rank ¢ 1 . Entfo M & E - i1somorfo a um R - ideal fracionario em K
Demonstrang:
Seja K = c¢fr(k>. Por hipdtese, existe m/s € KM tal que KM = Kim-rsd,

meM, mx O,

Consideremos

I = { a € Ky am e M }

que € um R - submoduls de K

Definamos ¢ : I ——a M um R-homomorfismo onde #Ca) = am. Podemos
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facilmente verificar que ¢ é injetocra e sobrejetora. Agora, desde que

@ & R - iscmorfismo e M & R - médulo finitamente gerado, também o ¢
I . Assim I e um i1deal fracionario.
a
Lema (2.7): Seja M um R - médule finitamente gerado.

—

e o€« K ¢ tal que oM <« M entdo o € R.

~
Demonstra?aox

Ceja m € M\ m 2 O e consideremos I = { 2 e K; fm e M }. T4 vimos ser
I um R-ideal fracionario e obviamente I > R.

Suponhamos que ¢ € K & tal que oM <« M . Assim oo € I . o que implica
Flal ¢ I.

Desde que I & R ~ médulo finitamente gerado e K dominio de Dedekind

sogue que R [al &€ R - médulo finitamente gerado e consequentemente o &

integral sobre R. Sendo R integralmente fechado. temos a € R.

Definiggb (2.8): Sejam R um anel comutativo com identidade,
M um R - médulo (ndEo necessariamente livre de torgdol) e N um R -

submédulo de M. Diremos que N & submodulo puro de M, se dado o € R,

a 2 O, oaN = N N oM.

DPesde que a inclusZo oN < ( N n oM ] é& obvia temos N &



B

alad

puro $¢ @ 30 s dado m e« M @ &« @ R tal que om @ N entéoc existe n & N
tal que om = an.
Al gumas consequéncias imediatas desta observag3o:

>

:

N & um somando direto de M entZo N é puro.

fu

22 M e um B - méddulo livre de torgdo ,N & puro se @ sé se para todo

Me o €« R com am € N tivermos que m € N.

M

m
20% MA/N é livre de torgd3oc entdo N é puro . Se M ¢ livre de tor¢3oc e N

& puro entio M~N & livre de torgio.

438aja K = cfrdR) e {vl....,vh} uma K - base de um K-espago vetorial
Vo . Consideremos M = va ® ...® Rvn e Wo um K-subespago vetorial de
Vo . entdo Wo NM & subméddulo puro de M . Mas que isso,se tomarmos S
um subconjunto arbitrario de M e considerarmos KS o K - espago de Vo

gerado por 35, KE " M & o Unico submédulo puro minimal de M contendo S.

Dados Ml....,Mk R - médulos definimos como soma direta

externa, @ denoctamos por

1 2 k
o conjunto de todas as k-uplas Cn\,...,mk) y, m e M, 1 £ i€ k, com a
A% A8
adi¢&o dada por
le boe e e mk) + Cn1 v e nkD = Cm1+n1 e e mk+nk3

e produto por um elementc de R dado por

rCm . ... m2> = (rm ... ., rm>D
P Tk 1’ k

Deste modo M¥ & um R - modul o.
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Sejam I, ..., I R-ideais fracionarios em K, entdo
I o+ ... + I“ & um R-méduleo , livre de torg¢fo, finitamente gerado e de

rank igual a n.

Queremos saber se a reciproca ¢ verdadeira. isto ¢. se dado
M um R -~ m&ddulo livre de torgdo finitamente gerado cujo rank e n, en-—
tédo este & isomorfo a uma soma direta externa de mn R - ideais fracio-

narios. A resposta € arfarmativa e o resultado segue como um teorema:

Teorema (2.9): Todo M B - médule finitamente gerado de rank
tgqual a n ¢ isomorfo a uma soma direta externa de m R - ideais fracio-

Nari1os.
~
Demonstragao:

Faremos por inducdo 3cbre o rank de M . Para o caso rank(M) = 1 &
sxatamente o lema (2.86). Consideremos n 2 2 e =uponhamos valido o
resultado para rank 1aual a n-l.

Caonsideremss M mergulhado em KM e escolhamos m € M, m = O

Seja N = Km | M o subméddulo purc gerado por m . Entao M- N o livre de
torgdo, finitamente gerado e rank(MsND = n-1 (para tanto facilmente se
verifica que K (M/N D> = KM/KN como K - espago vetoriall.

Zegue ent3do da hipdtese de indugdo que existem n-1 F - ideais

fracionarios tais que

‘ -1

deste modo para se concluir a demonstracdo ¢ suficiente verificar que

N & um somando direto de M .



Realmente se mostrarmos que M = N @ T para algum R - submédulo T

ter emos

TXMN=TI + ... +1
1 n-1
Por outro lado. N R - moduleo finitamente gerado de rank 1 e portanto,
novamente do lema (2.6 temos N = I, I R - ideal fracionario,
seguindo-se dai o desejado.
Segue de (BD que existe
 : M — I‘ oL+ . R - homomorfismo sobrejetor

tal que ker ¢ = N. Para cada j, seja M = p_1CIj) e <p) = cle.
]
]

Entdo » : M ——a I @ um R - homomorfismo sobrejetor cujo
J ) J
kernel & N . Afirmamos ser N um somando direto para cada M
)
DesdequeIIq:R‘,exist,emal,... ,O(’GIJ_i e ,Gl.... ’Bt
J 1} -

elementos de I tal que
3

14
-
IA
-~

Escoclhamos x « ... %, € M tal que qu Cx_‘) =1 , 1
]
Além disso para » €e I ., p» = O, RS R

Consideremos



N

Zeja T] = Kz n MJ submddulo puro de M gerado por z. Afirmamos que
] 3

M =T @& N . De fato:

i T n N = COD

1]

Zoe x €« T Nn N temos x = ¥z onde £ € K , mas
)
O = o <o = p (& = Ep (22 =
2 desde que p =2 O temos ¥ = 0, ou seja, x = O

1> M =T + N

Seja « € M] . Seja o = q)l ¢ x D € IJ entdoc desde que pa € R
. 8

1 £ i £ t. consideremos o segquinte elemento de M
w = pAaA X + ... + paX
entdo
_ -1 -1 -1
VY o peaX T o T XY opax =Y ez

Du seja we M NKz =T
} ]

Aleéem disso

eCw) = @ Cp lozd = ¢ 'op (2D = p = p 3O

consequentemente Co — %) € N. Assim x = w + (x — wd
Para cada M encontramos T submédulo puro de M tal que M = T @& N
3 ) 3 ) )
@ o CTI = o CMD =1 . Afirmamos que M = CT + ... + T > @ N.
) )

J 1 r-1

Desde que

e CT + ... +T > =1 + ... +1
1 n-1 1 -1
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temos M = 'I'1 + .. 0+ 'I"_,_1 + N.

Se &l + + tn_1 € N onde cada 1:,L e TL ent3o temos que
© Ct,l) + ... + p Ct.hD = O, mas cada ¢ C‘LL) < IL donde ¢ CLR = 0,
Consequentemente cada t = O , o gque completa a prova.

Uma outra prova muito interessante do mesmo teorema ¢ dada
por Kotman em [10] utilizando-se de médulos projetivos.

Qutra obserwvag¢doc referente a esta demonstragido é que em

nenhum momente o fato de N = Km m» M influiu na prova de ser N um
zomando direto de M . A informag3o relevante foi a de ser N um
supbmodul o puro de M . Portanto. seguindo a mesma demonstrag¢io podemos

enunciar © seguinte resultado

Proposigé’o (2.10D: Sejam M R - médulo finitamente gerado e

N c MR - submédulo . entio

N puro « N somando direto de M

Suponhamos agora

M=T1I +« ... + 1 (g (p)
1 ™
onde os I 380 kR ~- ideais fraciondrios n¥o nulos em K . Podemos
J
sncontrar elementos ndo nulos o« ., ... , a em K tal que al o R
1 n b



R4

Além disso, desde que I = al temos
! )l
Mxoal + + o 1
1 1 n "N
Jonsequentemente, mul tiplicando LI > por elementos n3o
)
nulos convenientes de K podemos considerar em (€0 que cada I > R.
]
Zeja
W M — I + + I
1 T
o isomorfismo assumido em (€D,
Tomemos agora m € M tal que
}
w {m2> = CO, ..., 1, ..., 02
}
onde 1 aparece na j—ésima posi¢gdo . entdo
w {md =Ca, ..., a3 =adC1. O. ..., OO + + a CO, ..., O, 1>
1 ial 1 n
com a & I .+ donde
J
-3 - -1 .
m = yw CaiCl, O, » Q23 + + yw Can(O, o O, 10D
por (A temos
m = am + + am
1 1 Nn N
Desde que w injetora . segue a unicidade de representagilo .
ou seja .
M=1Im @ & I m ch>
1 1 n on



De certa maneira temos que {m, ..., m > constituem-se uma
1 ™
uma " “base’’ de M
O préxime  teorema da uma condig¢gio, em termos dos I, nece-

)

necessaria e suficiente para que dois médulos sejam isomorfos.

Teorema (2.11): Sejam M x I + ... +IT e N=I + .. + ]
b ™m 1 12
onde os 1 e J sdo R - 1deails fracionarios . Entdo M X2 N se e sé se
L 1
m = noe os produtes I ..., J...] sdo da mesma classe de ideal.
1 n 1 ™m

Antes de demonstrarmos tal teorema vamos apresentar alguns

resultados auxiliares gue usaremos ha sua prova

Lema (2.12): Sejam R dominio de Dedekind e A e B R - ideairs
integrais. Ent3io existe C um R - ideal integral tal que AC &

principal e C e B s8o co - primos

Demons t.ratigo:

Desde que R dominio de Dedekind , podemos expressar
A= P PR
o
B = O bl. . Q bm
1 m

com P, Q « Spec C(R>. a .b < N U <O>.
3 L 1
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av+i
~-P

o & Q. Pelo teorema do Resto Chinéds existe o
v L
= o mod Cp Yy,

1

Ent3o o

< F) O.\._P av+i

2 o & Q. Consequentemente
L

Soe M P AL - P 9} P Qar - A
1 1 y
Zonsideremos © R - godule Ra + AB < A, Temos entao que Ra + AB = A,
Tomo Ra < A, existe T R - ideal tal que oR = AC (R Dedekind), logo.
AC + AB = A
= gsendo A 1nversivel temos
<+ B =FR
a
Corolario (2.13>3 Sejam I e J R-ideais fracionarios
préoprios. Ent@o existem a. 2 € K tais que ol @ 3] s33o R-idealis inte—
grais & co-primos.
[Mmmwstraggoz
Consideremos os R-ideais fracionarios J e I Entdc existem B ey
em K tais que G5 & }I—l s¥o integraas Pelo lema (2.18> existe F
integral tal que F»I = Ra e F + /37

= K , o que conclui a prova.
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Corolario (2.14):1 Sejam I‘. Iz R-ideais fracionarios e E‘.

E ideais integrais tais que Ez < E‘, Ez = C(O>. Ent3o existe

N

b I +1 —— s R +1IT1
1 2 172
um R - isomorfismo tal que ¢ CEI + EI D = E + ETI
1 2 2 2 1 2
Dewnnstragﬂo:
P=lo corolario <e2.120 podemos assumir I, Iz integrais e
1
I +EI =R. Sejam o 1 e o € EI tais que oo - o =1
1 2 2z 1 1 2 2 2 x 2
Det i namos
$: I + 1 — s R+ 11
1 2 12
- e Cr3 2 = ; 3 R
onde @ “ﬁs“ f.z) Cﬁ1 + (?2. o«1ﬁ2 + azﬁi)
Facilmente vemos ser ¢ injetora . Verifiguemos pois a sobrejegio. Seja
Cr. x> € R + 1112 entioc ele & imagem de Cra1 - X%, X - azr) por ¢.

Agora, se (r, X0 e E + EI I entZo
1 271" 2
roa - x e IE +ETITI < EI
1 1 1 271 2 171

X — ar e EII + ET 1 c EI
2 2717 2 271 2 2

Por outro lado, se Cﬁ;' BZD & E111 + EIZI2 temos que

cu 3eja



pCEI +EIDJ < E +EII

1 1 2 2 i 2 1 2

Corolario (2.158>: Dados I, ..., I R - ideais fracionarios
™

temos entio que

Snde e@xistem (n - 12 somandos para R

Demonstraggb do teorema (2.11):

~

Assumamos inlcialmente que M = N entdo m = (M : R> = (N : B) = n.

FPodemos supor que cada Ik’ Jk contém R, desde gque & sempre possivel

considerar ao inves deles algueéem de sua classe de ideal.
Seja 8 : M — > N o K - isomorfismo considerado ¢ suponhamos que para

1 1 .
k

ke’ 7 km

snde temos 1 na k—-$sima posigdo e zeros nas restantes e cada o, € JV

Entao

T O ¥ T G PO S S SR S AR G's SENPS TR
1 m mi mr

¥
Q)



b\

k k
consequentemente
T =~ T + + o I, 1 =1, y m
i 1l 1 mL m
Azsim ] J oz [u o ][I LI ] onde {1 <« v D & gual-
1 ™m 1 mu 1 m 1 m
m
guer permutagdce de J1l. ..., md.
Ze & = det [ o ] vemos que J ... J o 6[1...1 ].
[ 1 m 1 m
205 L) Zom

De maneira analeoda, podemos encontrar

R 3
s § im

onde | aparece na l-esima posigao

Entdo (3 3Ca 3 = Id e consequentemente det (43 O = &
) 8]

Do mesmo modo podemos ver Jgque If..

Ou seja

5@1“;Im]

r?
1

€ Iy tal que

& zZero nas restantes

Frovemos a reciproca . Para tanto

tdeals fracionarios tenhamos I1 +

1
2

-1

1)

= 5*(J.“J }
1 m

e

~
=

atamente do corolario (2.140> tomando E1

Para a demonstragio

do

44

suficiente que dados I‘ . I
R + 1112 o que segue imedi-

=E =K
2

L eorema do fator invariante



desenvol veremos alguns resultades preliminares que seric de muita
utilidade na prova do teorema, OULros., como no caso do teorema de
Krull -Schmidt, ser3o apenas mencionados ja4 que suas demonstracdes
rogem do obietivo deste capitulce

Seja R um anel comutative e M um R - mddulo, entdo M & um

médulo indecomponivel se M # ¢ O DO e se n¥o é possivel expressar M

com» soma direta de dois submédulos n3Ho triviais, ou seja, se
M =N ® N’ com N e N’ submé¢dulos de M entdoc ou N = (02 ou N* = (O
Teorema (2.16)(Teorema de Krull-Schmidt): Seja R um anel
comutativo com 1dentidade . Seja M um R - médulo satisfazendo a ambas
43 condic¢Bes da cadeia . Zuponhamos que
M=M & ... ®M =N & ... &N
i k 1 h

se jam duas decomposigdes de M em somas diretas de submodul os nXo nulos

indecomponiveis . entdo h = ke M =N , 12 =1 , ... . h
1 L
N -~ - - - - ; - —
Pr opesigaon (2.1 (DX Sejam P‘ T 4 < SpecCkD um  con-
rn
junto de primos distintos @ {a , ..., a > um conjunto de inteiros nao
1 ™

nedgativos. Ent8o existem o« €« R e B um R - ideal integral relativamente

primo a cada P tais que
1%

~3
Demonstra?aoz

Para cada i, existe ¢ integral tal que C & co-primo a P ...P e
|8 L
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CpP™ = Ra com o« & R . Ent3o seja B = C @ a = oa...a
Lo + 1 L

a
Corolario (2.18)1 Sejam { P, ..., P } < SpecCR) onde os
2l
os P sFo todos distintoes e <a, ..., a > numeros inteiros (nXo ne-
L 1 ™
cessariamente positivos). Ent3oc existem o @ K e B R - ideal integral
relativamente primo a cada P tais que
1
=% QAT
Ra = [ P .. P )B
1 ™
~
Demonsbrarx-aoz
Suponhamos que a .« ... . & com m < n sejam negativos @ a » ...,
1 m m+ ™
ze jam n3oc negativos. Ent3o Al s .. s A s3o positivos e pela propo-
m

31¢30 (2.170 existem o’ € R e B’ integral tais que

B ( p p_om ] = Ro’
1 m

=4

p p °™ = ca’>”t B

1 m
. E , ~4 i s i
Mas sendo R Dedekind temos B = Q1 Qh ,» coma B relativamente
prime a cada P temos que P‘. RN Pm. Q1' c e Qr s8o todos distin-
1 1

tos. Novamente utilizandoe da proposigfio (2.173 temos que existem p € R

@ C integral tais que CB' = Ry e C co-primo com os P e Q.
] v



Fod

Proposi§50 (2.19): Sejam A R - ideal integral e B R - ideal

fracionario entio E-/A = B-CABD como grupo aditivo.

Dennnstragﬁo:

Pelo coreclario (2.18) axiste € R - ideal integral tal que C + A = R e
B = ke, o« K
Consideremos © R - homomorfismo definido por

8 : R —— BsCABD

X ——3 ox + AB

onde p©x + AB denota a classe residual de px em AB.
EntEc desde que A + C = B temos AB + Rp = AB + BC = B.
Dado b € B temos que existe x €« AB e ¥ « R tal que b = x ~ py e con-

sIequentemente b + AR = oy + AB
Talculemnos © ker (8). Obviamente A < ker (8). basta ver que desde que

Ro = BC o« B temos p € B

Zuponhamos x € R com pex + AB = O + AB ent3do popx € AB o que implica
oxC <= ABC = pA e consequentemente xU < A,
Como existem a € A & ¢ € C tais gue a + ¢ = 1, temos
X T Xa + Xc e A
donde ker ¢ &8 3 = A
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Teorema (2.20) (Teorema dos fatores invariantes): Sejam M
& N K - médbdulos finitamente gerados de mesmo rank e tal que N < KM.
Entidc existem elementos M -... M€ M e R - ideais fracionarios
i ..., I E. .... E tais ague E > E . J =1, . k-1 e
1 k 1 k : ) 1*1
M=Im @& ® I m
11 k
N=EIm & ... @ EI m
t 1 1 k k k
Ds 1deais E o, c e EJ' sgo unicamante determinados pelo par M, N e
1 .

zeric ditos fatores tnuvariantes de N em M

-~
Demonstras;ao:

Desde que N <« KM @ rank N = rank M podemos considerar M e N
mergqul hados no mesmo K - espago vetorial KM

Suponhamos k = 1. temos pelo lema (2.8) que existem I e J ideais
fracionarios tais que M 1 e N =X J

Portanto existem m « M e n €« N tais gque

Como M < KM = KN temos m-s1 = ns/a, com o € R, © que implica n = ma.
Logo N = Jom

. -1
Como podemos consliderar que R <« J temes N = Jm = CJI "> Im.

Suponhamos valide o resultadoe para médulos de rank £ Ck-1D.

L

Zendo M R - médulo finitamente gerado temos
M=FRm + ... + Rm
1 r
Para cada m. i =1, ..., r, existem o« e R e n e N tais que
1. A2
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m-1 = n . o.
. i t

N
=z

Seja y = SR ent3o M

Consider emocs

que Ja& =sabemos ndo nulo ¢ faga raciocinio i1déntico ac utilizado para
sncontrar » tal que »M < N O . Afirmamos ser E’' um K - ideal

fracronario . De tato.

7}

eja o € B> entFo oN <« M loge oN < N e pelo
lema (2.72 temos que ra € R . Consequentemente yE’ < R

Da prdépria defini¢gZ%o de E’ temos ser ele o© maior ideal tal que

E'N oM
Zeja E = CE'D' entZo ele & o Unico ideal minimel tal que N < EM
Desde que E'N < M entdo EE'N = N < EM . Suponhamos F R - ideal

fracionario com N ¢ FM ent3c F'N ¢ F'CF M D> = M logo F'c E'= E™

1

Atsim E = ER = EFF ' = EE™'F ¢ F donde segue a afirmacXo.

Zejam Pl. B < Spec (R) distintos tais que ou P > kR ou P
L 19

apsrece com expoenhte negativo na fatorizagdo de E em poténcias de
ideals primos

frar 2 cada 1. 1 21 =85, =sejan € N tal que n « PEM Jcomo E ¢ o
L L

uni1co 1deal minimal fracionario tal que N < EM, qualquer que seja P

ideal integral temos N ¢ PEM D.

Escolhames agora 4 « R, 1 £ 1 £ =, tal que
1

L

Hoo= O mod | F’J e Ho o Z O mod P
1 L

1



(observe que se nrer < P existiria j = i tal que P < P, logo
A v 1 v
JEL

PJ = Pl, absurdod.

Consideremos entio

n=2ptnteN

L=1

snt3io n & FxEM. 1 £1i £ s. De fato, suponhamos que tal nido ocorresse
DU 3€ja, exlistisse um i1, suponhamos I = 1, tal que n € P‘EM.

Como para qualquer i = 1, rn < PxN < F’lEM. temos nHn <€ PlEM

Sendo P maximal temos
1

R +~ P =R
3
consequentemente 1 = HH * P» P € P1 e u € R,
Dai n = gun + pn « P EM, absurdo.
1 1 1 1 1
Consi der emos Fnoon N © Kn n M submédulos puros de N e M

respectivamente, ambos de rank 1
Assim, pelo lema (2.8) existem R - ideais fracionarios A e B, que po-
demos supor contendo R, tais que Kn AN = A e KnnM=B

Portante temos

Entdo E’An <« E'N M 4+ E'An «c Kn M =Bn =+ EAcHB

Sabemos que existem o. 3 € R - {0> tais que aE’A < R e B < R
Ent3oc ofE' A < o3B <« K = existe C um R - ideal integral tal que
HPE*A = oy3BC. Assim E'A = BC

Além disso »Bn <« »N < N » Bn c Kn AN =An =+ yBc A =+ Ryc EC.
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Portanto todo ideal primo pertencente a C ou contém Ry ou ocorre no

“"denominador' de E . Consequentemente os ideals primos pertencentes a
¢ se sncontram entre os Px’ coas P
3
FPor outro lado. se C ¢ P temos n € An = ECBn < CEM < P EM. absurdo.
v 1
Consequentemente < = R e B = E'A
e jam N1 = An @ M1 = Bn (= E’An 2 gue sio submdédulos puros de rank 1

de N & M respectivamente

Fela proposigdo (2.103 exaiste M1‘ submédulo de M tal que M = M‘ P M‘H

Afirmamos que

N =N & Nl’ onde N1‘ = KM" nN CED

Comc KN = KM e KN * = KM "™ temos N N N’ < KM n KM’

1 1 1 1 1 1 1 1
Seja m’s € KM n KM1’ entdo existem mo< Mz’ ml’ € Ml’. s, s € R,

1
=, s ®# O, tais que mss = nu/s’ = mi‘/s"
Mas M =M 88 M’ entGom=m_ + m’, m_e M m'’' e M’
1 s 2 2 2 2 1

Entido mz/s + mz’/s = mi/s’ donde ms + mz’s =ms o que implica
m = = C e entaoc m_ ' = 0O,
2 2
Do maneira analoga temos m, = O e sntdo KM1 N KM" = (02, consequente-
mente N N ' = COD.

1 1

Como> N < EM = E CMl @ Ml‘) < EMl + EMI’. Se x € N, entZo x = on + y

onde o e K e v e KM '
- 1

iogo

E'x = E’an + E’y



mas E'x <« M, E’an < KM:’ E'y < KM", KM = KMl ® KHx' & sendo M livre

de tor¢gdo a inclusifo de M em KM & injetora.

Logo E'an < M1 3 an < EM1 = N1 > y e Nn KMi’, o que conclui a

prova de CED.

Temos ent3o

M = Bn & Ml‘ = N = EBn & Ni’
Alam disso KMl’ = KN1‘ @ rank Mx‘ = rank N" = k-1 consegquentemsnte
uti1lizando-nos da hipdtese de 1indugdo, t emos a existéncia de
M, ..., m € M' @ ideals fracionérios A, ..., A , E, ..., E
1 k-1 1 1 k-1 1 k-1
em K com E > E+1.J =1, .... k=2, tal que
] 3
o= A Ce
M1 1m1 @ @ Ak—zmk—-t
N =EAm ® ... 8 E A m
1 111 k-1 k-1 k-1

Portanto., para se concluir a demonstragdo de existéncia & suficiente
provar que E > E{

£

E imediato gque EMl’ = N1 Mas E1 & o uUnico R - ideal fracionario mi-

’ -

logo E = E .

nimal tal gqgue EM ' = N
11 1 1

Provaremos agora que El,...‘Ek estdo unicamente determinados por M e
N. Ze considerarmos E M temos
1

EM=EIm 8 EIm & ... @ EIm
1 1 1 1 1 2 2 1 k k

N=EIm ©CE ' >CEI Sm.® ... ®CE ™ >CEI Onm
1 1 1 1 2 1 2 2 1 1k k



onde E1°E < R, podemos entdo assumir que os { E } =Xo ideais
t

integrais.

EntXo
MAN [I moe ... @Im]/[EIm ® ... ® E I m] ~ [I ACE 1 ‘)] ooe
1 1 k k 1 1 1 k k k 1 11

L [Ik/CEka)]
mas pela proposicio C 2.189 D

MN =2R/E + ... + R/E

1 k

onde cada R'E & um R - méddulo ciclico com Ann CR/E\) = EL. 1 £1 2k

Mais que isso, cads R/7E satisfaz a ambas as condigdes da cadeia O ja
L
gue existe um numers finito de ideais entre R e ED portanto tambem
A

M-N satisfaz a ambas as condi¢@es da cadeia. Agora como Ex > ... > Ek

para cada 1

n o
E = P L
4 n ) J
)=1
& mals ailnda. ze 1 1 T T o P « Zpec (R) todos distintos.
A3 )] )
Pela teorema do Resto Chinés temos
- Pt A
FoE o= F?/QF’1 1)+ ...+ R/CPh tho
\B

.. o'} . , .
Afirmamos ser cada R-CP w20 indecomponivel, de fato, sejam I ¢ J om
L

R/CF’aUD onde I & J za0 ideais de R tais que I, J > F‘au.
19

1

cnt3o 1 P, J = P® com O <r. s < « s e obviamente 1T N E-x COD.
) 3 v

Temos entio
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5,
i
MAN = RAP Tad 4 + RACP %umd + ..+ RAP Thd « + RACP, Mend
E pelo teorema (2.163 (de Krull-Schmidtd o conjunto { PIaJ } esta
univocamente determinado pelo par M e N. Seja S = <a1. C e ak} o
J ] 3
h >
E = n Pmen(SJ.'

1 é;i

conjunto das poténcias do primo P, ent3o
}
Consequen-

—~ . h murds -<& >> , .
S &= min (&>, E2 =1 P 1 ', e assim por diante.
1 . )
=1

temente o5 E estio univocamente determinados pelo par M e N
L

Algumas observagdes imediatas
12 No teorema se assumirmos que N <« M entio R « E' ¢ assim E <« R
2> Desde que m s NS M temos 1 € I para cada j, ou seja, temos

J

oo I
!

Corolario (2.21: Zejam M e N R - méddulos finitamente gera-
Entio existem m . m o= M e 1-

dos tais que N <« KM e rank M = k.
deais fracionarios I . ., I . E, ...,E tais que E = E para
1 k 1 L L L+t
para 12 =1, ..., 1-1 & 1l = rank N e
M=Im & & I m
1 1 k
N = EII‘m1 <] ® ELIlml
ande se N ¢« M cada E ¢ integral
L
Demonstraggox
M= M % M" onde

= KM temos que KN «< KM Se provarmos que

Como M <
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.

rank M" = rank N e N < KM’ o resultado segue diretamente de (2.20).
Consideremos M’ = KN n M, ent3o dado o « R ~ (0>
aM’ = alKN N M2 = alKND N CoMd = aCKND N aM N M
& desde que alKND) = KN temos
oM’ = CKNQA M oM =M n oM

s assim M’ & submddulo purc de M e por (2.100 temos M’' somandce direto

de M
]
Corolario (2.22)1 Todo R -~ médulo finitamente gerado & 1so-
mortfo a uma =oma direta externa de R - ideais fracionarios e R - modu-
los da forma kI, onde I ideal integral
Demonstraggbx
Temos M = Rmi’ + ... + Rm "’ . Consideremos o R - mdédulo livre com
1a}
base {fl. e fn} e a aplicag3o
e F —— M
f —— m’
T T
entJo
M = Fokerg = P m % ... & Irn]/lEI m & ... @& EI m] = R Yo+
1 1 non 1 1 1 | A R 1
+ ... ¥ RE +I T
i L+ m
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CAPITULO III

APLICA§5ES DO TEOREMA DOS FATORES INVARIANTES

Neste capitulo, a menos que explicitadoe. R serid sempre um
dominio de Dedekind.

Alguns resultados interessantes da Algebra comutativa s3o
agui apresentados wutilizando-se como feorramenta bisi1ca, nas de-
nonstragdes, o3 dados acerca dos fatores invariantes obtidos no capi-
tulo anterror.

Os fatos aqui reiatados ndo sdo 1inéditos. e diferentes de-
monstragdes podsm  ser encontradas na literatura classica em  algebra
comutativa . Os motivos que nos levaram a seleciona-los em alguns

casos foram de fundo puramente estético ¢ a elegdncia da demonstrag3o

do tecorema do um & meico gerador 2 , em ocutros casos , a atualidade da
gquest.do enfocada ¢ BCS anéis . vide [1&] 2
Teorema (3.1) (Teorema do um e meio gerador)s Sejam R um

dominio de Dedekind @ I <« R. I =# C0), I#R um ideal integral.

Dado a € I-{0> entido existe b € I tal que I = Ra + Rb.

~
Demonstrafao:

Seja a € I1-40> um elemento arbitrario. Como rank I = rank Ra = 1 temos

pelo coreolario (2.22) que

I Ra = R/E

cnde E < R & um 1deal integral.



NS

Como obviamente RE & um R - médulo principal ¢ R/E = R 1 D temos que

I Ra = R b para algum b €« I . Donde I = Ra + Rb

Antes de enunciarmos o resultado acerca de BCS anéis
def lniremos alguns objetos e desenvol veramos alguns fatos
preliminares

O primeirc Jdelss versa acerca de um exercicilio sugerido por
Turtiz e EReilner em [6] . Col ocaremos a redagio ari1gilnal
demonstraremos sar tal vers®o impossivel ® apressntaremos uma
reda¢ido alternativa

Versdo original

"Soja M um R - médulo livre de torgdc finitamente gerado de ranmk n . N
um submddulo de M de ramk 1 . @ E1 s e s El os fatores 1nvariantes
de N em M . Mostre gque existe um ideal fracionario I & um 1somorfilsmo
& : M ——> R+ ... ¥R + 1 ( k somandocs D
tal que
E + +E ~+E I .1 =k
1 k-4 k
8 (N> =
E + v E 1<k
1 L
Tal wvers3o 56 & verdadeira guando rank M = rank N
Tome por exemplo um dominio de Dedekind ., D . ¢ I < D wum
ideal tal I°* nZo & principal . Tomande M = I + ... +I ¢ s somandos)
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e N =1 + ... + I (€ =5-1 somandos D temos pela versdoc dada no livro
que N 2 R®™*, mas ja vimos por ¢2.15) que N 2 R* %6 I°™ ' 6. por c2.11>
teriamos entXo I~ ' principal . absurdo

Aqui damos uma versdoc correta do exercicio

Teorema (3.2 Seja M um R - médulo livre de torg3o
finitamente gerado cujo rank &€ k . Teja M c Mum R - submédulc com
rank N =1 & sejam El v e, EL os fatores invariantes de N em M
Ent%c existe I um R - ideal fracionsrico e & : M ————3 R + ... + R + I
{ k somandos ) R - isomorfismo tal que

& CND = E + + E +* N ., E o E > > E
-1 1 2 L-1
Além dissc , se k = 1 ent3o N° = EI

-~

Demonstra§30:

Pelo corolario (2.213 temos que

M=I + + I e
1 k
NXEI + ... +EI . E > E . E integral
1 1 L1 L L+ L
passo 1
Tomo j& vimos , pelo lema (2.14) ., existe
# 1 +I_ —s R+1I1
1 1 2 172

o8



A\

R - isomorfismoc com ¢1 ¢ E 1 + E I J) =
171 2”2

C? . - = . . . -

Seja &, C ¢1 s 1d|I P 2 I‘

3 k
+ 1 = + I onde & (C E I + + E
3 1 1 1
+ -+ ELI’L
passo o

NMovamente utilizando (&.142 consideremos

P I, —— R + I 1,1 tal

Considere 92 = C id'R . ¢2 . id I s

41 — s R+R+I I I +1 %
k 1 2 3 4

Seja ¢, ¢+ I I_...I +I ——R=+TI,

Pl CELT, Ty v BRI 2 =B+ EI

Considers 91_ = C id]R N PR ¢L_1
+ R + Ix 'IL~1 * IL * IL+1 M *

que ¢Z C EZI‘I2 + EaIa
P} R + I I +
+ I 12
k
+I1 orndeso CE +EI I+
2 271 2
+ EI + + E I
4 4 SR
I 'IL—1IL onde
.IL
, id|I . i1 b
L+1 k
— W R + 4;2;11

E + E.I1
1 2 2
+ + I, —s R+ II
k 1
> =E +EII + E
i 2 1 2



i A

Seja ¢ : I ...1 + I 5 R + I ...1. onde

~onsidere &l = ¢ id Bl iR ¢k . ld'I i i D R+ ...+
1+2 k
R o+ I I+ 1 + + I — 3 R + YR O+ I ...1I + I
1 L Lo+t k 1 Lo+ g i+ 2
" + I onde & ¢ E + + E Y EI I 7 =E + + E o+
Kk L 1 L -1 1 L 1 1-1

Seja @ : I ...I + I —— R + I ...I . consideremos
k-1 1 k-1 k 1 k
o, , = Cid|y iR ? 0 R + +R+I .01+ —_—
+ R+ + P+ I I = e C E + + E + N ) =
1 k k-1 1 L-1 k-2

E + ... + E + N”.

1 L-1

Entdo seja I =1 I e 6 = & - & . o 8  + 8 onde temos

1 k k-1 k-2 2 1

5 CEI + ... +EI > =E + ... +E + N, comnN°'=E I se l = k

101 L1l 1 L-1 1

=10



Definiggo 2.2t Sejam R anel comutativoe, M um R-médulo e

N ¢« M submédulo . Diremos que N & basico em M se qualquer que  seja

F e Spec CR) , N ¢ PM

Definigéb (3.4) Dado R anel comutativo e

A= [al._] ]1SLSm

15<n
matriz m X n . com entradas em R . definiremos o conteudo de A . e
denotaremos por c(Ad . como o ideal de R gerado pelos a
3
Algumas obser vagdes
1> Suponhamos M um somando direto de L @€ N « M um submédule ., entZo N

& biasico em M so @ 56 s N & basico em L

22 Zgja R um dominio de Dedekind . M um R - médulo livre de torg3o
finitamente gerado © N « M submédulo com rank M = n e rank N = k
Zuponhamos ser N basico M . Pelo tecorema dos fatores invariantes temos
U

M=Im @ @ I m

1 1 n N
N = S -
EtI1m1 ® Ekamk

com IL R -~ ideais fracionarios , EJL > EIL+1 e EL integrais

Ss 21 < R, EizR. existiria um P € Spec (R> tal que E‘ < P donde N < PM

© que & absurdo . Logo temos EL=R =

61



N = Ilm1 ® Ezlzmz ® ... & Ekamk

Mais que issc ., se rank N = 1 entdao M = N & N’

3 Sejam M = R e A = C(a > . matriz n x m com entradas em R

Considere G o K - modulo gerado pelas colunas de A, ent3o G basico em

™

134 ze @ 36 se cCAd = R.

-
Definicao (2.95) Ze@ja R um anel comutativo e v =Cv
5 ]

e a2
1 )
™ ~ . B . )
om K . wntdoe diremos que v & wunimodular se existirem r r
1 8]
sm R tal que
i
2 rv =1
AP ¥
1=1
Caracterizaremos agora os elementos unimnodul ares de
™ . . .
k' qgquando B & um dominio de Dedekind
~
Proposifao (3.6)1 Sejam R um dominio de Dedekind ®
/= Cvl. ...+« vD> @ R" . EntZ% v & unimodular se e sé se
n
Lx]
R = Rv & M
)
Demonstragao:
Zuponhamos v unimodular e consideremos N = Rv , ent3dc existem I R
», I R - ideais fracionarios , E ideal integral e {mx' . m >
n ™

=124



e

24

=ubconjunto de M tal gus

- E o KR, E&® R entdo existiria P € Spec (RD com E <« P e consequente-

k
menteNcPM.Ent?,{ov=me.pePem“C
v o 1 1
1=1

= m ., .... m ) e M.
11 LN
k
Assim v =me > J =1, ..., n . Agora, existem Py oo T com
1 Vo) o}
1=1
ri n ke
Tom S‘ rv =1 donde 1 = z zr pm , ou seja , 1 € P , absurdo
L 33 Jov o)
i=1 j=1 1i=1
~ i)
Consequentemente E = R e R = Rv @ M
n
™ . . ™
Zuponhamos R = Rv @ M & tomemos { el } . base canénica de R . te-
L=
mos gntac e = rv+m & v = ve + ... + ve donde
L v L 1 1 non
V:[VI‘ + ... v ]v*—[vm +...+va
1 1 ™ on 1 1 LAl o}
#s51m . vr o+ ... + Vvr o= 1 , ou seja » v unimodular .
n N
|
- n .
Corolario (3.7J1 v € R unimodular e Vv & ccluna de uma
matriz . n X n , inversivel

~
Demonst rag aot

Suponhamos que v & coluna de uma matriz A = [a v ], 1 <=1i, j =
L



inversivel.

Entfo AA™" = Id =+ detCAd det (AT = det CId =1

Desenvol vendo o determinante de A pela coluna que & v , temos que v é
unimodul ar.

Keciprocamsnte , se v & R" & unimodular entZc R = Rv @ M .Pelo

n-1

teorema (2.112 temos M = R Assim v faz parte de uma base de R e

considerando a matriz mudanca de base em relagcdc a base candnica temos

voaoluna de uma matriz inversivel.

C préxime resultado dard condigdes suficientes para que um
submédule M de R” » onde R © Dedekind , contenha um elemento

unimodul ar.

Proposiggb (2.8 Seja M ¢ R" R-submédulo basico de R onde
R & um dominic de Dedekind. entdo:
i se rank M =1 « M contém um elemento unimodular se € s& se M & um
R - médulo principal

112 se rank M > 1 entdo M contém um elemento unimodul ar.

-~
Demonstrafaox
i2 & rank M = 1.
Suponhamos que exista m e M unimodular ent&c N = Rm & basico em M.
de fato. se existisse P <« Spec (R) tal que Em <« PM ent3c 1 €« P o

que & absurdo

(i
I



Além disso , dado que rank M = rank N = 1, existem E um ideal integral
I um R-ideal fracionario tais que M = Im‘ e N = EIml. para algum m
de M, ¢ pela observacgio (&) temos E = R , donde M = Rm
Suponhamos que M & principal ., temos que M = Rm para algum m € M
Além disso , existem I1 s+ ... + I R-ideais fracionarios tal que
n
R" = 1Im @ ® I m
1 1 n "N
&
M=1Im
11
pois M basico em R”, donde R" = M & M’, assim, por (3.63, m & unimo-
dul ar.
iid> S rank M > 1.
Sendo M basico em R’ temos
" =Im ® ... ®#Im eM=Im @EIm & ... ® EIm
1 1 non 1 1 2 2 2 k k k
com k > 1.
Por (3.2 existe ¢ : R” ——» R” isomorfismo tal que ¢ (MDD = R & M",
Assim existe v = CV:' ... ¥ D tal que ¢ C(v> =1, O, ..., OD.
Aal
Logo
n
1, O, L, 0 =g lve + ... 4+ VveDd = 2 v @ Ce D
i 1 non L L
i=1
) 1a)
onde { & } base cancnica de R, @ sends ¢ Ced = {f , ..., £ D
[P S 3 |8 11 LN
n n
temos C1, ..., O) = [ 2 vio o, ..., 2 vyt ] dorde 1 = z v o,
;o Jom SIS E!
A= \= A= 1
assim v unimodul ar. i1 o 3
[ ]



Definis:;o (3.9)1 Sejam R um anel comutativo @ A = [ au_ ].

1 <4i<m, 1 =< j=2=n. matriz m x n , com entradas em R . Diremos que
s . m ™
A representa 1 se existem u = (uj. e U D) € R e v o= (v‘.....v de R
m n
t
tals que uAv = 1

Mais algumas observagdes
42 A representa 1 se & 36 se o submédulo de rR" ¢ respectivamente R™ D
Jersdo pelas linhazs ¢ respectivamente pelas colunas ) possue um ele-
mento unl modul ar
Z2 A representa 1 se e 36 se atravées de operag3es elementares nas
linhas & colunas de A obtemos uma nova matriz com uma das entradas
igual & 1

O resultadeo a segulr oferece uma condigio necessaria e

suficiente para gue um anel de Dedsekind seja principal.

Teorema (3.1001 Seja R um dominio de Dedekind. R & princi-
pal se € s se para toda matriz A com cCAD = R temos que A representa

1
Demonstratj;ot

Provemos a necessidade . Seja A matriz m x n tal que c(Ad = R . Ent3do
o R-médulo gerado pelas colunas de A , a saber G , & basico em R™.

Se rank G > 1 ., pela proposigdoc (2.8) (ii) temos que G possui elemento
unimodular. Se rank G = 1 , dado que R principal temos que G = Ra .

a « R". o pela proposic¥o (3.8 (id temos que G possuil elemento

unl modul ar



Por outro lado . suponhamos que cCAY = R implique que A representa 1.
Swija I <« R ideal , entSo por (3.1) temos que I = Ra +Rb , &« , b @ I.

Alem disso . por C2.130 . existe ¥ «e Kcom I o« R o I + FfI =R

EntdEc cCAd = R & dai o R-modulo gerado pelas colunas de A . a saber G,
possur slemento unimodular . Fela observagdo (30 temos que tal modulo

2
2 basico em K

Como rank G = 1 . =megus da proposigao (3.8) (i) gque G & principal

5 =R Ca, ¥ad> + R Cb. &b> = (Ra + Rb)> C1, £> = ICi, &)

ou seja. I 2 G, portanto I principal.

Desenvol veremos agora de modo propriamente dito o resutsado

referente a BCS angis . Antes disso porém daremos algumas definigles

Definiggo (3,11): Seja R um anel comutativoe. Um R-médulo P

& dito projetiwvo se dados C e B R-médulos, « : P -+ & um R-ho-
morfismo e (3 : B ——— & R-homomorfismo scbrejetor. entdo existe um R-
~homomortismo » : P ——— B tal gue (3op = a (o que & equlvalente a di-

zer que o diagrama da pagina seguinte comutadlvide [1031D.

0]
~



Daremos agora um teorema gque caracteriza um médulo projetivo

como um somando direto de um médulo livre

Teorema (3.12): Un R-médulo P & projetivo se & sé se € um
somando direto de um médulo livre. Mais que isso., todo somando direto

de um médulo projetivo & projetivo
Demonstrafaoz

Jonsideremos o R-médulo livre gerado por F , a saber LI(P) . Temos

ent 3o o seguinte diagrama

id

LCPD s+ P

+
(&)

Sendo LCF) um R-médulo livre, existe p : P —— LC(PD tal que }pe = idP

logo LCPD = ker 3 @ (P> , onde pC(P> = P

Peciprocamente. sendo F um R-médulo livre temos F projetivo
Suponhamos entiIoc P um somando direto de um médulo projetivo F , isto
& , F =P & P’

Consideremos ¢t : P —— F a inclusfo € p : F ——— P a projegio

donde pel = idP

B8



Temos entdo o seguinte diagrama

e
F T p
i
E > G > O
Logo , existe p ¢ F —— B tal que (7-p = a-p . Teja g = F -t SntXo
Fe@ = Bepoel = @epel = o . Donde P projetivo

Corolé}io (31320 A soma direta de médulos projetivos & um

médulo projetivo

O resultado a seguir sera apenas enunciado e desde que sua
demonstragcio foge aco nosso objetivo . aos interessados ., remetemocs a
(9. O que nos interessa realmente & uma consequéncia imediata que
nos garante que todo modulo livre de torg3o finitamente gerado sobre

um dominic de Dedekind & projetivo.

ProposisSO (3.140: Seja R dominio e I <« A ideal fracionario
I = CO>. Entd3o

I projetivo Ccomo R-médulod & 1 inversivel.

Teorema (2.15)3 Seja R um dominio de Dedekind e M um R-mé-

dulo livre de torgic finitamente gerado , ent3i3o M é projetivo



bl

Demcrnstragé’ox
Por (2.8 temos que M = I1 ® ... @& In . n = rank M , onde IJ s3do
R-ideals fracionarios . Sendo R Dedekind temos que cada IJ &
inversivel e por (3.14) , projetivo . Por (3.13) segue o desejado.
[
Proposiggb €2.1621 Sela R um anel comutativo. As seguintes

assergoes 5o egul valsntas

]

11

i3 todo submdduloe basico finitamente gerado de um R-médulo projetive P
rinitamente gerado contém um somando de rank 1 de P

L~ . . , , i
112 para todo n . todo submddulo basico finitamente gerado de R

™
contém um somando de rank 1 de R

Demonstragéb:

Gue Cid = (iid) & imediato , basta tomar P = R"

Zuponhamos que (ii2 seja verdadeira . Por (3.18) temos que P & um
somando direto de algum R” e pela obser vagdo (13 segue que se um
zubmédule & basico em P também o & em R . Segue da hipdtese que tal

zubméduloc contem R & como por (3.12) podemos considerar

+ R + I » I R-ideal fracionario

By
"

A
+

segue a conclusio desejada.
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Definiggb C(3.17D1 Un anel comutativo satisfazendo uma das

assergdes da proposigdo (2.16) & dito um BCS anel

Teorema (32.183): Se R é@ um dominio de Dedekind ent3oc R é& um

DCE ansl.
-
Demnnstragao:

Zeta Moum R-mddulo projetivoe finitamente gerado e G um seu submddulo

basico. Sem perda de generalidede por (2.180 podemos assumir M = 3 ,
n = rank M . Supcnhamos rank G 2 2 , por (32.2) @ mals pela observagio
.20 temos

M = F + + R
@

G =R + E_+ LB+ N
2 k-1

com k = rank G, donde segue o desejado.

Se rank G = 1 , sendo ele basico em M temos pela observag3oc (22 ser

ele préprio um somando direto de M
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