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Lista de Notações 

lp(E) = conjunto das sequências absolutamente p :mmáveis 

z;(E) = conjunto das sequêneias fracamente p somáveis 

l(~,p)(E) =conjunto das sequências (s,p) núRto ::;ornáveis 

Bw = bola. unitária no dual de E 

W(Bw) =conjunto das medidas de probabilidades regulares sobre Bw 

L(Et, ... , En; F) = conjunto das aplicações n-lineares contínuas do produto cartc~siano 

de E1, ... , En em F 

P(n E; F) = conj1mto dos polinôrrúoH contínuos de E em F 

L<;j;p,, ... ,pn)(El, ... , En; F) = conjunto daR ap]icaçÕeR n-lineares ( q; P1, ... , Pn) fracamente 

somantcR 

conjunto das aplicações n-lineareH (pjn,p, ... ,p) fracamente s<r 

mantcs 

L(q;rl(E E ·F) ws 1, ... ' 71.) conjunto das aplicações n-lineares (q; p, ... , p) fracamente S(}-

manteR 

L(q;p,, ... ,rnl(El E ·F) 
a."J :; '· • ·' n, conjunto das aplicações n-lineares ( q; p 1, ••• , Pn) absoluta-

mente somantes 

P~~;p)C'E; F)= conjunto dos polinômios (q; p) absolutamente somantcs 

P 1 Yf~P) C'· E; F) = conjunto dos polinômios ( q; p) fracamente somantes 

PfvAn E; F) = conjunto dos polinômios (p/ n; p) fracamente somantes 

L}:::q;p,, ... ,pn)(E1, ••• , En; F) = conjunto das aplicações n-lincares (s, q; P1, ... , Pn) misto 

:-;omantes 

P~;,q;p)(nE;F) =conjunto dos polinômios (s,q;p) misto somantes 

P;:j')(nE;F) =conjunto dos polinôrrúos (s,pjn;p) núHto somantes 

pS;:_;r) (n E; F) = conjunto dos polinôrrúos (s, p; p) misto somantes 

PS::;~)(n E; F) = conjunto dos polinôrrúos (s, p) mif;to somantes em a 

L~:.;~) (E; F) = conjunto dos operadores lineares ( s, p) misto sornant.cs em a 

M~s,p)(V; F)= conjunto das aplicações de V em F (s,p) misto sornantcs em a 

II~(V; F) = conjunto da.<> aplicações de V em F p absolutamente somantes em a 



Resumo 

Ne:=;te trabalho, nós introduzimo:=; algun:=; tipos polinômios c aplicações multilineares, 

gencrali:,r,ando alguns n1so:=; já bem estudado:=;, tais como apücaçõe:=; multilineares absolu­

tamente somantes. 

Inicialnwntc, provamos um teorema :=;obn~ aplicações fracamente somantes, c usamos 

este teorema para obter algum&'> gencraliímções . A seguir, estendemos para o ca.'>o multi­

linear alguns teoremas sobre aplicações misto somantes c vlírios resultados são provados. 

Most.ramos que ultraprodutos são út.ei:=; para obter alguns tipos de aplicações mulf.ili-

neares. 

Finalrncnt.e, o conceito de aplicações (s;p) misto :=;omaut.e:=; (não linear) de mn subcon­

junto aberto A de um espaço de Banach E em um espaço F é introduzido, e mostramos 

que é possível considerar um tipo de holomorfia (s,p) misto somante (no sentido de Nach­

bin). 



Ahstract 

Tu t.hiH work, wc int.roducc some types of polynomial and nmlt.ilincar mappings, gen­

eraliúng some wdl-kuow da:;;seH of polinomiais sueh as absolutely Rumming. 

Wc first givc a proof of a theorem ahout wcakly surmning rnappings, and then wc 

use this thcorcrn to obtaiu some gcnerali:mtions. Next, we cxtcnd for t.he multilinear 

cas(~ some theormns about mixed smmrting rnappíngs and several rcsults are proved. We 

proved that ultraproducts are quite usdul in obtaining some multilinear rnappings t.ypes. 

Fiually, t.L.c conccpt of (non-linear) (s,p) mixed summing rnapping frorn an open 

subset A of a Banach space E into a Banach spaec F is introduced, and wc show that it. 

is possiblc to considcr an (s,p) ntixed summiug holomorphy type (in Nachbin 's scnse). 



Introdução 

O objetivo deste trabalho foi, inicialmente, estudar as aplicações n-lineareR e polinômios 

rnisto somant.cs. Ao começarmos, notamos que um outro tipo de aplicaçõeR surgia na­

turalmente, e estas noR pare<~iam tão irnportantcR quanto aR primeiras, c daí, passamos 

a nos interessar também pelas aplicações mult.ilineares fracamente somantes. 

A noção de operadores misto somant.es, não com esta terminologia, tem sua origem 

no trabalho de Ma.urey[ 17] , quando este estuda operadores linean~s fatonívds, e fixados 

O < p :::::; q :::::; oo, caracteriza., através de urna condição sobre o operador I(<;, os eRpaços de 

Banach E tais que, para todo espaço de Banach F, tem se: 

Lq (E· F) = LP (E· F) 
n.~ ' ns ' ' 

onde VJ .. ~(E; F) = {T: E -----t F lineares c absolutamente q somantes }. 

Em [20] Piet.sch introdu?. as sequôncias misto somáveis. Para entender a import.ância 

deste tipo de sequência, vale lembrar que se wn espaço de Banach E é de dimensão 

infinita então sempre existem sequências (:ri) em l;'(E) \ lr(E), isto é, scquências que são 

fracamente p somávcis rnaH não são p absolutamente sornávcis. A noção introduzida. por 

Pictsch nos mostra que, ainda. assim, podemos tentar "separar" (xi) em duas partes. A 

maneira de se fazer isto, é simplesmente tentar escrever: 

Através desta. idéia., Pictsch introduziu as sequênda.s rnisto somáveis, quais Heja.m, aquelas 

que adrnitem urna separação do tipo acima. Daí Rão int.roduúdos os operadores (s,p) 

rnisto soma.ntes, isto é, operadores que tranformarn Rcquência.s fracamente p somávciR em 

(s,p) misto sornáveiR.Valc dizer que a condição obtida por Maurcy, eitada a.eima, equivale 

a ter h;; (s,p) miRto Roma.nt.c. Piet.Rch mostra ainda, qual a. relação entre est.es operadores 

c os operadores p somantes, introduzindo em [20] a teoria multilinear. 

Em [2], Matos e Alencar estendem a teoria dos opcradoreR p-RommJt.es à.c. aplicações 
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n-lineares c aos polinômios n-homogêncos, daí a idéia de verificarmos o que acontece, ao 

tentarmos estender a teoria de Pietsch, para o caso (s;p) misto sornante multilincar. 

Como nao poderia deixar de ser, fomoH levados a considerar a questão da com­

posição de polinômios c op?radores lincareH. Verificamos que um problema surgia, 

qual Hcja, sequências fracamente p somáveis não são necessariamente transformada...<> 

em fracamente p sornáveis por polinômios. Em outras palavras, se P E P(nE; F) = 

{ poliuôrnios n-homogêncos contínuos de E em F } c S<) (xi) está em z;'(E) não temos 

necessariamente (P.1:i) em z;'(F), o que nos levou ao interesse pelos polinômios fraca­

mente somautes. Vale lembrar, que no caso linear, não temos este problema, ou seja, todo 

operador linear contínuo transforma scquências fracamente p somáveis muna seqnência 

do mesmo tipo, e portanto se torna desnecessário este estudo no caso linear. 

O presente trabalho tem por objetivo então introduzir as aplicações fracamente so­

mantes c misto somantes tentando verificar, na medida do possível, finas relações com as 

aplicações abfiolutamente somantefi, já que como no ca...'>o linear, esta...<> 1íltimas já foram 

objeto de maior cHtudo. A partir daí, obtemos alguns rcsult.adoR, atravéR de resulta­

dos provados anteriormente por Matos[14] c por Aron[3].já eonhecidoR para aplicações 

n-lineares absolutamente somantes, rcsult.adoR eRtes, qw~ o leitor int.cresRado pode encon­

trar em MatoR[14] on Aron[3]. 

O trabalho está dividido em nove seções. 

Inicialmente, a.prcRcnt.amoR as Requência.s (s;p) rnist.o RomáveiR c RUa caract.eri7.ação, 

<'omo em Pid.Rch [2], o qne noH será de grande utilidade, já que hoa parte de noRRO estudo 

tem esRa caraderi7.ação como suporte. A caracterização obtida IH~Rt.a seção noH será 

fundamental urna vez que, na maioria daR vezes, não é tão simpleR decidirmos quando 

temos, ou não,uma separação do tipo anteriormente descrito para urna Requênci. 

Logo a Reglúr, introduzimos as aplicações n lineares fracamente ( q; Pt, ... , Pn) Ro­

mant.eR, caracterizando-as como aquelas aplicaçõc, cuja composição com funcionaiR lin­

eares contínuos, rcRult.am em aplicações (q; p1, ••• , Pn) absolutamente Romant.eR. 

Na terceira. seção, fa7.ernoR mn eRt.udo doR polinômios fracamente (q; p) somantes, 
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obtendo urna caracterização vm um teorema de dominação no caso em que q = pfn, 

onde n 6 o grau do poliômio. Usando um resultado de Botelho[4], mostramos ainda que 

existem espaços de Banach E, tais que para todo espaço de Banach F , todo polinômio 

P em Pe E; F) é fracamente (2; 1) somante. Apresentamos um exemplo, mostrando que 

isto não é verdade em geral. -. 

Na seção segtdnte, pa<>samos a trabalhar com as aplicações (8, q;p1, ... ,pn) misto 

HormmteH, caracterizando-as como aquelas aplicações n lineares tais que sua composição 

com um oi>erador linear s somante resulta absolutamente ( q; p1, ... , Pn) somante. Para 

alguns casos, conseguimos também um teorema de dominação. 

Os polinômios misto somant.es vêm a seguir, deixando dar o a.., relações entre fra­

camente :;;amante, absolutarncntc somante e misto sornante. Definimos ainda corno mn 

espaço (s,p), aquele espaço de Banach sobre o qual a identidade é (s,p) misto somante, 

caracterizando-o através de.polinôrnios p absolutamente somantes. Generalizamos ainda 

no teorema 55 um fórmula de composição já conhecida no caso linear. 

A extensão de polinômios rnisto somantcs, é objeto de estudo na seção seguinte, onde 

mostramos que os polinômios do tipo aqui estudados são estáveis por ultraprodntos. Esta 

estabilidade nos permitirá estender polinômios dos tipos acima que estejam definidos 

sobre um espaço de Banach E, com valores em IK, pelo menos até E". 

Reservamos para a seção seguinte alguns exemplos que irão ilustrar, como resultados 

já conhecidos no caso linear podem ser generalizados para o caso multilincar. Em parti­

cular, mostramos que se Ei é um espaço de cot.ipo 2 para algum i(1 ~ i ~ n ), então 

toda. A em L(E1, •.• , En; F) = { aplicaçôes n-lineares contínuas de E1x ... xEn em F} 

será (2, 1, ... , 1) misto somante. 

A tentativa de generalizar a noção de misto sornantc para qualquer função, nos leva 

a. urna versão local, cujo e:-;tudo desenvolvemos na seção oito, amparado em alguns resul­

tados de Matos[16]. Obtemos, ainda, carad.eri7.ações locais análogas às obtida<> no ca.c;o 

polinomial, que muito nos auxiliarão na seção seguinte. 

Finalmente, na seção nove, introduzimos um tipo de holomorfia, no sentido de Nach­

bin, gerado pelos polinômios misto sornantes. Como naH seções anteriores, mostramos sua 

relação com o tipo de holomorfia gerado pelos polinômios absolutamente somant.es, tipo 
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este introduzido por Matos em [16].Tenninamos mostrando que este tipo de ho1omorfia 

(~ainda mn a tipo, como definido por Dinecn em [8]. 

Acredito, que no futuro, devamos explorar um pouco mais as conscquências dos resul­

tados da.<> seções oito c nove, jnclusive quanto ao tipo de holomorfia introduzido. Quanto 

às seções anteriores, penso que dcvemoH tentar avançar mn pouco mais na busca de rela­

cionar o conceito de cotipo de um espaço com os polinômios misto somantes ou fracamente 

somantes. , 

Para finalizar, gostaríamos de rcssalt.ar que as referência.<> básicas para este trabalho 

são Matos [13] e Pictsch[20]. 
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1-Sequências Somáveis 

Definição: 

Sejam O < p < oo c E espaço de Banach. Uma scquência (xi)iEJN, :ri E E, será 

dita absolutamente p somável se l.'f' 1 11-TiiiP < oo. Neste caso anotaremos ll(:ri) I Ir = 

(l.:~ 1 ll:ri11P) 11P e definiremos ainda 

00 

lp(E) dd {(xi)iEIN, :ri E E; L II:T:iiiP < oo} 
i--1 

Para p = oo faremos 

loo(E) dd {(xi)íEIN, :1:i E E; sup llxíll < oo} c llxilloo = RUJ> ll:rill 
i 

Definição: 

Sejam O < p :::; oo e E eRpaço de Banach. Uma Rcquência (.T;.)iEJN, :ri E E, Rcrá dita 

fracamente p-somável se (I < I.{J, :T:i > l)iEIN E lp(E) para. todo I.{J E E'. NeRtc ea..<>o, 

anotarcrnoR 

cuja existência pode ser verificada atravéR do teorema do gráfico fechado ou princípio da 

limitação uniforme. Definiremos ainda 

Tal como no caso anterior é simples verificar que l~' 1 (E) C t;
2
(E) c ll-llw,p2 :::; ll-llw,p1 se 

O< Pt :::; P2:::; oo 

Definição: 

Sejam O < p :::; s :::; oo, r· tal que 1/r + 1/ s = 1/p e E espaço de Banach. Uma 

seqüência (xi)iEN, :r:i E E, Rcrá dita de tipo (s,p) misto somável se puder Rer eRcrit,a 

5 



na forma 

onde o infímo é tomado sobre todas as maneiras possíveis de escrever (:ri)iEIN na forma 

acuna. Como nos casos anterioru; definiremos ainda 

l1n (E) dcf {( ) 
(.~,p) < = Xi iEIN; 

Lema 1 [Ky Fan] 

Seja K um subconjunto convexo compacto de um espaço linear topológico de Haus-

dorff. Seja ainda :F uma coleção côncava de funçocs reais convexas semi-contínuas superi-

ormente sobre K. Suponhamos que para uma certa constante p, dada <P E :F exista x<P E 

K tal que </J(x<t>) :S p. Então existe x0 E K tal que </J(:r0 ) :S p para todo <P E F. 

(Vale observar que uma coleção :F de funções reais é dita côncava sohre 1<.: se dados 

n, <Pt, ... , c/Jn E F, O:t, ... , O:n 2 O com L:;'· 1 o:i = 1 existe cjJ E :F satisfa;.r,cndo cp(:r:) 2 

L:?: 1 o:ic/Yi(x), para todo x E /\:.) 

Omitiremos a demonstração deste lema que pode ser encontrado em Pietsch[21]. 

Lema 2[21] 

Sejam O < p < s < oo e (xi)iEN uma seqiiência tal que :ri E E, para cada 't E 

IN. Se ((.fn
8

, I< a,xi > ls dJt(a)) 1 1·~)iEN E lp para cada Jl· E W(BR'), então 

Vale ressaltar que W ( B E') denota o conj tmto das medidas de pro habilidade regulares 

sobre B w 
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Demonstração: 

Suponhamos existir l'·n E W(BE') tal que 

Tomando I'·= 1:~ 1 2-n/f·n, teremos I'· E lV(Bw), com 

o que cont.raria a hipótese inicial. Logo existe 

def . , .. ,q pjs 1/p 00 ~-a-- sup{{L( I< a,.t1. >I dll(a)) } , Jl· E lV(Bt~')} < oo. 
i--· I ' IJF:1 

Teorema 3[21] 

Sejam O < p < ,c; < oo. Uma seqüência (xi)iEJN, :1:i E E, será dP tipo (s,p) rn.jsto 

somávd se, c somente se, ((.[11", I< u.,:r:i > 1·~ dp.(a.)) 1f·q)iEJN E 11' quando p. E W(Bw). 

Além disHo 

EHtamos tornando Bg com a topologia a( E', E) 

Demonstração: 

(=>)xi = TiYi com (Ti)iEN E lr e (Yi)iEIN E l~,(E). Usando a desigualdade de Hülder 

teremos 

00 00 

{~(/J,.;, I< a.,xi > ls dp.(o.))1>1s}Lfp = rr.;{ITil</1,.;, I< a,yi > l'q dp.(a)) 118Y} 111'::; lh.llriiYillw,., 

se IL E vV(BE' ). 

( <=) TomernoH u = r)p, v= sjp onde 1/T + 1/s = 1/p c definamos 

00 

K = {(r/i)iEIN; L 17;~- S aP, 1/i 2 O} e F= { </>11-,f: K ~IR; p. E W(Bp;' ), t >O} 
i~ 1 

onde </>11.A(r/i)iEJN) = 2...:~ 1 (rli + t}-v InFI, I < a, :ri > ls dp.(a.) e a como no lema anterior. 

Note que :F é uma fann1ia côncava de funções convexa.c; cont.fnua_c; e K é fracamente 
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compacto.Tomando agora 

t.eremoR ( ei)iEIN E K; e daí 

cP,,.,~((ei)iElN) ~I) e;+ E)- 11 f I <a, Xi > 1
8 dJL(a) ::::: aP 

i- 1 BR1 

Logo, pdo Lema dP Ky Fau, pod<~mos encontrar ((i)iEIN E /\: tal que cP,,,,(((;);EN) < 

aP para to~o cP,,_,( E F. Em particular para. p, = Ó{a.} tcwmoR 

00 

l_)(i + f)- 11 1 < a, :r:i > 1·~ ~ aP 
i 1 

É dar o que se :1:;_ # O, teremos (1 # O e podemos tornar Ti = (; 1 r c y; = Ti-
1 :ri. Se 

Xi = O, tomamos Ti = O e Yi = O. Notamos então, que em ambos os casos teremos 

:r;_ = T;JJ; e al<~m disso 

k k 00 

(l: I < a, Yi > n 11 ·~ = lin(\(L((i+E)-1
'\ < a, ;r;i > I·~) lf.~ ::::: a 11" e l\rill7. ::::; (L 1Cil 1

'')
1/r ::::: apfr 

i=l ('-t i=l i~1 

Teremos, então 

Não nos preocuparemos em fazê-lo, mas poderíamos agora ,usando o teorema acima., 

provar a proposição abaixo: 

Proposição 4 

l(~,p) (E) 0 um espaço norrnado (p nonnado) completo se p ;;::. 1 (O < p < l). 

Proposição 5 

Sejam O < p::;: ,c; ::;: oo com l/r+ 1/s = 1/p e (xi)iEIN E l(~,p)(E) então: 

(i) \\(:ri) \\r ::::; li (:I:;_) 1\m.,(~,p) 

(ii) 1\(:r:i)\\w,.~::;: ll(xi)l\m,(s,1>) 

Demonstração: 
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O ítem (ii) pode ser provado de maneira análoga. 

Proposição 6 

Sejam O < p:::; s :::; oo, E espaço de Banach, então: 

(i) lp(E) C l(:,p)(E) C l~
1
(E) com 

ll(:ri)llw,p:::; ll(:ri)llm,(.,,p) :::; IJ(:ri)llv 

(ii) lw(E) = zm (E) l (E) = zrn (E) e além disso 'p '(p,p) ' 'P '(oo,p) 

ll(xi)llw,p = ll(xi)llm,(p,p) e ll(:ri)IIP = ll(:ri)llm,(oo,p) 

Demonstração: 

(i) Seja (xi)íEIN E lv(E). Se O < p < ,c; < oo o resultado segm~ diret.o do teorema 3. Se 

s = oo, então teremos r = p e podemm; escrever :ri = ll:r.ill 11;; 11 , obt,cndo daí 

Se s = p, escr<werernos Xí = l:r:i, e daí, ll(xi)llm,(p,p) :::; IJ(xi)llw,.q = ll(:r:i.)ll.11 ,1, :5 ll(:ri)llv 

Suponhamos agora (:r:i)iEIN E l(~,p)(E). Então dado E> O tornemos xi = TiYi com ll(ri)llrii(Yi)llw,., :::; 

(1 + E)IJ(xi)llm,(.,,p) c daí: 

00 

ll(:r:i)llw,p = 811.PaEIJ,,,(~= I< a, TiYí > lp)l/p:::; ll(7i)llrii(Yi)llw,s:::; (1 + E)ll(xi)llm,(.,,p)• 
i- I 

Logo li (:ri) llw,p :::; li (:ri) llm,(.,,p) · 

O ítem (ii) é de fácil verificação. 

Proposição 7 

Sejam O < p 1 :::; St :::; oo, O < P2 :::; s2 :::; oo, Pt :::; P2 c E Banach. Então: 

(i) Se s 1 ~ s2, teremos l?~•.P•)(E) C l(.~ 2 ,p 2 )(E) 

(ii) Se St :::; s2 e ljp, - 1/st ~ ljp2- l/s2, teremos l(.~ 1 ,pl)(E) C l(~ 2 , 712 )(E) 

Demonstração: 

(i) Segue direto do teorema 3. 

(ii) Direto da definição. 
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Exemplo 1 

Em /2, tomemos (ei)iEIN a base canônü:a e seja :I:i = edi. Então (:I:i)iEIN f/_ lt (/2), mas (1/i)iEI'I E 

l2 e (Fi)i.EIN E l~ 1
(l2); portanto (:r.;.);.EtN E l(~,l)(l2) e além disso 
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2-Aplicações Multilineares Fracamente Somantes 

Definição: 

Sejam E1, o o o, En, F, espaços de Banach c O < q; Pl, o o o ,pn S:: oo tais que 1/q S:: 

1/pl +o o o+ 1/pno A E L(E1, o o o, En; F) seni dita. (q; P1, ... , Pn) fracamente somante, 

se e somente se, existir a 2:: O tal que 

para quaisquer k E 1N e :d, o o o, :ri: E Ej 

Anotaremos 

IIAIIw,(q;p1 ,ooo,pn) = inf{a; satisfaz.endo (1)}0 

Fixados Et, o o o, En; F, o conjunto das aplicações A E L(E1, o o o, E 11 ; F) que sao 

( q; Pt, o o o , Pn) fracamente somantcs será indicado por 

L(q;pt,ooo,Pn)(E E o F) 
1VS I' o o o' 11,) 

É interessante destacar os Heguint.cs ca.c;os: 

Se 1/q = 1fp1 +o o 0 1/pn, então A E L~?OJf 1 'ooo,Pn)(El, o o o, En; F) será dita fracamente 

(Pl, ... , Pn) dominada e anot.aremoH 

Se além disso p 1 = o o o = Pn = p, então A será dita fracamente p dominada, e 

usaremos a notação 

A E L(E1 , o o o, En; F) será dita. ainda (q; p) fracamente somante se (1) é válida com 

P1 =o o o= Pn = p e neste caso escreveremos 

A E L(q;p)(E, E o F) D IIAII 
1110 ~ 1, o o o , n 1 •~ w,(q;p) 
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Teorema 8 

A E L( E,, ... , En; F) Rerá ( q; Pt, ... , Pn) fracamente Rmnante Re, e Romente Re, para 

quaiRquer seqüências (xl)iEI'I E l~: (Et), ... , (x;')iEIN E ~~~ (En) tivermos (A(:1:}, ... , x7))~ 1 

E t;'(F) 

Demonstração: 

( =>) É de fácil verificação, seguindo direto da definição. 

( <=) É suficiente mostrar qne qualquer m E IN 

Se as.<>Ün não o fosse dado rn E IN, existiriam km E IN e x], ... , xL E E 1, ••• , x]·, ... , xk', E 

En tal que 

li (A( I n))k"" li > 2m.n xi' · · · 'xi i'' 1 w,q - rn 

com ll(:rl)Zm1 llw,p
1 
~ 1, ... , II(.T?)~~~' 1 IIw,p .. ~ 1. Daí teríamos 

Podcmm; obter então seqüências (xJ)iEIN E l~: (Et ), ... , (:r;')iEI'I E ~~~ (En), ma.<> para cada. m 

I\(A(x1, ... , x~'·))~tllw,q 2 m 

o que contraria A ser (q; p1, ••• , Pn) fracamente somante. 

Lembremos que uma aplicação A E L(Et, ... , En; F) é dita (q;p1, ... ,pn) 

(O< q, Pi ~ oo) absolutamente soma.nte, com 1/q ~ ~~~ 1/pi, se existe 

(T 2 O tal que 

para quaiqucr k c x;, ... , x1 E Ei· Neste caso, escreveremos 

A E L(q;p~, ... ,p .. ) e inf a = li Ali ( . ) 
a.~;J as, q,pl , ... ,pn 

Vale observar que se dimF < oo, então 

L (q;p), ... ,p,..)(Et E ·F)= L(q;rJ , ... ,p,..)(Et E ·F) 
tJJS ' • • • ' n, fHJ ' • • • ' n,, 
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para quaisquer E1, ... , En Banach e O < q, Pi S oo com 1 I q S L.:~~~ 1 1 I Pi 

Vale relembrar o seguinte teorema, que pode ser encontrado em Matos[14]. 

Teorema 9 

Sejam A E L(EJ,· . . ,En;F) e O< q;p1 ... ,pn S oo, com 

1/q = 1jp, + · · · + 1/Pn· São equivalentes: 

(i) A é (q;p1, ••• ,p71 ) absolutamente somante 

(ii) Existem a~ O e medidas de probabilidade regulares Jl·k E l.V(BE'k'), k = 1, ... , n; tal 

que 

IIA(:ri, ... ':r.n)ll <:::; (T rr { /, I <a, :r:k > IT'k dp.k(a)} 1
/Pk 

1-<;k:Sn · IJ,.;k' 

para todo :1;k E Ek, k = 1, ... , n. Nc.<>te caso teremos 

IIAII(q;p1 , ..• ,p,...) = inf{ a, satisfa,;cndo desigualdade acima} 

Teorema 10 

Sejam Et, ... , Er,; F Banach, O < q,p,, ... ,Pn S oo com 1/q S 'L~~~ 1/Pi· A E 

L( E1, ... , En; F) será ( q; PJ, ... , Pn) fracamente som ante se, e somente se, para todo r.p E 

F', r.pA for ( q; PJ, ... , p 71.) ab::;olutamenk somantc. Além dis::;o teremos 

IIAIIw,(q;pt, ... ,pn) = sup llr.pAIIa. ... ,(q;pt , ... ,pn) 
cpEH,.., 

Demonstração: 

( =>) Para r.p E F' teremos: 

k 

(L < lr.p, A(x!, ···,:r-~) > lq)Jfq < II'PIIII(A(:r,~, · · ·, :r~'))~~lllw,q 
i-1 

Daí temos r.pA E L~~;rt, ... ,p,...)(E1, .•• , E1,.; F) c além disso teremos ainda 
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( <==) Se A não é ( q; Ph ... , Pn) fracamente somantc então existem seqüências ( x!)iEN E 

t;;(Et), ... ' (:ri")iElN E z;~(En) tal que II(A(xL ... ,.T~))iElNilw,q = 00. 

Daí exiHtc I{' E B,., tal que II(~PA(xl, ... , x~))iEI'IIIq = oo c conscqucntemcnt.e 1pA não é 

( q; Pi, ... , Pn) absolutamente ::;ornante. 

TercmoH ainda 

k 

<E I < 1{', A(:r!, ... 'x~) > lq)l/q ~ II~PAIIas,(q;pt, ... ,pn)ll(:.rD~=lllw,pt .. -ll(:r?);~~tl!w,pn 
i·c-\ 

c daí 

o que juntamente com (2), nos leva a 

IIAIIw,(q;1>J, ... ,p,..) = sup II~PAIIas,(q;pJ, ... ,p,) 
<pER1 •• , 

Os 2 últimos teorema.<; no::; levam ao teorema. 

Teorema 11 

Sejam A E L(Et, ... , En; F) c 1/q = 1/pl + · · · + lfpn, O < q, Pi .:::; oo. A será 

( q; Pt, ... , Pn) fracamente somante, isto é (Pl, ... , Pn) fracamente doruinada ::;c, e somente 

se, exi::;te a 2': O tal que dado I{' E BF', cxi::;tcm fLJ'P, ... , fl·n<p E lV(Bw) satisfa;r,endo 

Teremos ainda 

li Ali d ( ) = inf a tn ., Pl , ... ,pn 

Teorema 12 

ScAEL~?.t', ... ,rnl(EJ, ... ,En;F) c TEL(F,G) então TAE L~?,t], ... ,rnl(EJ, ... ,En;G) 

e além dissoiiTAIIw,(q;1, 1, •.. ,p,..) ~ IITIIIIAIIw,(q;p,, ... ,p,..)· 
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Demonstração: 

Dado:'> x{, ... , xt, E E,1 para j = 1, ... , n c <p E Bu' t.eremoR: 

k 

cz= I < <p, T A(x~' ... 'x~) > \q) l/q ~ IITIIIIA\\w,(q;p, , ... ,rn) ll(.r1 )~~clllw,p,' ... ' ll(x;,')~c-lllw,pn 
i ·c] 

Proposição 13 

Sejam_A E L(EJ, ... ,E1,_;F) Ej,j = 1, .. . ,n,F espaços de Banach e i: F~ G 

uma imersão isométrica. Então A E L~~.t· , ... ,p")(EI, ... , En; F) se, e somente se, iA 

E L~?.f', ... ,pn)(E~, ... , En; G) e neste caso teremos: 

Demonstração: 

(:::::}) Segue do teorema anterior, já que l\iA\\w,(q;p1 , ... ,rn) ~ JIA\\w,(q;p 1 , ... ,pn)· 

( {=) Dado <p E B F', podemos usar Hahn-Banach para obter cjJ E BG' tal que <p( x) = 

cjJi( x) e daí teremos: 

k k 

(L\ < <p, A(:rL ... ':!:~) > lq)lfq (""'I < A-. 'A(· .I , n) > 1'1) 1/q 
L._.- 'I'' 'l ·1'i ' · · · ' ,ri 

i ·I i I 

< \\(iA(:r~, · · · ,x~))7clllw,q 

< \\iAIIw,(q;pt, ... ,pn) \\(x~ ):=clllw,p1 ' • • ·' \\(x:')~=l\\w,pn 

Portanto A E L~,?.~PJ, ... ,pn)(Et, ... , En; F) c além disso 

\\A\\w,(q;pt , ... ,pn) ~ JliAJiw,(q;pt, ... ,pn) 

Teorema 14 

Sejam E1, ... , En espaços de Banach sobre JK(reais ou complexos), 

O < q, Pt, ... , Pn ~ oo com 1/q ~ L.:;.'-= 1 1/Pi· São equivalentes: 

( i)Existc F Banach tal que L~?.f 1 , ... ,pn) ( E1, ... , En; F) = L( E1, ... , En; F) 

(ii)L~~;Pt , ... ,rn)(EI, ... , En) = L(E1, ... , En) 

(iii)Para todo G Banach, L~?~p,, ... ,pn)(Et, ... , En; G) = L(E1, ... , En; G) 
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Demonstração: 

(i) => (ii) Seja rp E L(Et, ... , En; lK).Tomamm; x E F, ll:r\1 = 1 e definimos urna 

imcn;ão isométrica i : lK c.~ F tal que i( 1) = x c daí t.crernos irp E 

L(Et, ... , E 11 ; F)= Lw!!,(q;p 1 , •• ~.r>n)(Et, ... , En; F). Logo, pela propmüção anterior, rp E 

L (q;p,, ... ,vn)(Et E ·JK) 
a.~ 1 • • ·' n, · 

(ii)=>(iii) Com;cqüêneia direta do teorema lO. 

(iii)=>(i) Nada a demonstrar. 

O seguinte resultado pode ser encontrado em Floret. c Matos[9] c voltará a ser abor­

dado poHkrionnente. 

Teorema 15 

Sejam pj, q E [1, oo] com 'L:j=,l 1/p/ S 1/q'. Então 

Urna conscquência importante do resultado acima é que 

A prova desta proposição será feita um pouco adiante. 

Vale ressaltar, que é simples estender o teorema acima, para o caso O < P.i S oo, isto 

é, temos: 

Corolário 16 

Sejam O< Pj S oo c 1 S q S oo com P.i < 1 para. todo j = 1, ... , n ou Lp~izt < 1/q'. 

Então 

L(E E · F) - L(q;p1 , ••• ,pn) (E E · F) t., ... ' 11) - ws 1> ••• ) 11.) 

para todo Et., ... , En, F Banach. 
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3-Polinômios Fracamente Somantes 

Definição: 

P E P(nE, F) seni dito (q,p) fracamente somante com O< 1/q:::; njp Re existe 

rr ~O tal que 

Anot.armnoH IIPII'Ilm,(q,p) = inf { rr; rr satisfa7, (3)} 

Se q = p então P será dito fracamente p somante e indicaremos IIPIIw.q,p = IIPIIws,(p,p) 
FixadoH E c F o conjunto dos polinômios P E PC' E, F) fracamente ( q,p) Romant.eR será 

indicado J>Or p(q,p)(nE F) 
tl1."J ' 

Teorema 17 

P E P(n E, F) será fracamente ( q, p) somantc Re, e somente se, para toda 

(xi)iEIN E z;;'(E) t.ivcrrnoR ((P:I;i))iEti'l E l~'(F). 

Demonstração: 

Análoga à feita para o teorema 8. 

Proposição 18 

Sejam P E Pt~J~P)(nE, F), TE L(G, E) e SE L(F, Z). Então SPT E P 1 ~J~P)(nG, Z) 

e além disso 

IISPTIIw.q,(q,p):::; IISIIIIPIIum,(q,p)IITW" 

Demonstração 

DadoR x 1, ••• , xk E E tcrernoR 

Dado P E P(nE, F), indicarcmoR por P a tranRformação simétrica n-lincar associada. 

A proposição abaixo, apesar de muito simples, nos sení. de grande utilidade. 
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Proposição 19 

Sejam P E P(nE, F), TE L(G, E) c SE L(F, Z). Então (SPT)= SPT 

Teorema 20[Tonge[23]] 

Sejam O < p ::; nq. Então P E P,~~!'P)(E; F) se, c somente se, /J E L~~,P)(rr-E, F). 

Além disso teremos 

Teorema 21 

P E P 1 ~'f.t> é fracamente (q,p) somante se, e somente se, cpP é absolutamente 

( q, p) ::;omante para todo cp E F'. Além disso teremos 

Demonstração: 

IIPIIw.~,(q;p) = sup llcpPIIas,(q;p) · 
<pEBp1 

Análoga à demonstração do teorema 10. 

Os dois últimos resultados ,juntamente com o teorema 10, nos levam facilrnent,c ao 

teorema abaixo. 

Teorema 22 

Sejam P E P(nE, F) e consequcntcmentc P E L(nE, F). Então P E P~~?./)(nE, F) 

He, e somente se, P E L~l)(n E, F). Em tal caso tcremoH 

nn 
IIPIIws,(q;r) :::::: -·, IIPIIw.~,(q;p); para q 2 1 ou 

n. 

11 
~ 11 nn nq-nll 11 ' P w.~,(q;p) :S: - 1 2 P w.~,(q;p) se q < 1. 

n. 
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Proposição 23 

Sejam 1 <::: q <::: oo. Se O< p < 1 ou njp' <:; 1/q' ::>c 1 <:; p <:; oo, então 

P( n E F) = p(q,r)(n E F) 
l 1U8 ~, 

Em particular tcremo::> P(n E', F) = P,~}/l (n E, F) 

Demonstração: 

Segue direto do corolário 16 c do teorema 22. 

Teorema 24 

P E PC' E, F) ::>crá fracamente (p/n,p) somante He, e somente se~, Pxiste 

a 2: O, tal quP para todo t.p E Bw c~xiHt.e Jl'P E lV(Bw) HatiHfa:t,cndo 

tcremoH ainda IIPIIw.~.(p/n,p) = inf a. 

Em analogia com o ca.<;o p dominado, doravante chamarcmoH polinômios p fraca­

mente dominados aoH polinôrnioH P E P,Y:_jn,p)(nE, F) e anotaremos 

Teorema 25 

Sejam O < p <:; nq <:; oo. Então P(n E) = PJ~·P) (n E) se, e somente se, P(nB, F) = 

P,~/./)(''E, F) para todo F. Em particular P(''E) = P~(n E) ::>c, e Homcnte se, P(n E, F) = 

P~,d('' E, F) para todo F Banach. 

Demonstração: 

Resulta doR tcoremaR 14 c 22. 

Vale nPHtc ponto enunciar um resultado de Botelho, qual seja: 

19 



Teorema 26[Botelho [4)] 

Se K é um eHpaço topológico de Hausdorff compacto, então 

Os doi:=; últimos teoremas 1.êm como conseqüência o teorema. 

Teorema 27 

Se /( é um e:=;paço topológico de Hausdorff compacto, então para todo F teremos 

Demonstração: 

Segue direto dos teorema:=; 25 e 26. 

Vale observar que a proposição 3.21 de [4],aplicada com F = C(/C), no:=; diz que se 

n > 2 e 1· < oo então 

Teorema 28[Matos[15)] 

Se dimE = oo e r.p E E', r.p f- O então, P(x) = r.p(x)n-lx E P( 11'E, E) não é (pfn,p) 

absolutamente somant,e. 

Demonstração: 

Se P fosse (p/n,p) absolutamente :->omante, então pelo teorema 20 P também o seria. 

Mas notemo:=; que 

n 

P(:r:,, ... , :r:n) = 1/n L r.p(:1:,) ... r.p(:r:j_t)r.p(xj11) ... r.p(xn)Xj 
j- 1 

Tmnando agora, :r:0 tal que r.p(:ro) = 1 c fa?.endo :r, = ... = Xn-1 = :J:o e Xn =:r tereino:=; 

~ n- 1 1 
P(:ro, ... , :ro, :r) = --r.p(x)xo + -x. 

n n 
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Log~ se T(:r) = n-l<p(:l:):r0 + l:r vemos que TE L(E; E). 
n n 

Usando agora o teorema 9, existem 11. 1,.,., /l.n E W(BFJ') c C 2: O tal que 

o que nos leva a 

IITxll ~ Cll:rolln-l( r I< a,:r > 1Pdltn(o.)) 11P 
.In E, 

Logo T será p absolutamente somant.e, e daí h~ também o seni, então P rf. Lir.l'-,P)(nE; E). 

Teorema 29 

S d . E ' t- pP (nE, E) __j_ pP(n L' E) c nn = 00 Cll .ao wd , J 1 d 1"J 1 -' • 

Demonstração: 

Pelo teorema acima, é suficiente mostrar que P(x) = <p(x)n-lx E P:;,d("B, E) se <p E BE'· 

De fato, dado cjJ E B1.;' c x 1, ••• , ~l:k E E teremos 

k k k 

L I < </>, P(xi) > 1
11111 =L I < c/J, <p(:ri)"-1 ~ri > lr/n = L(l < c/J, xi > ll<p(:ri)"- 11)111

n ~ 
i··l i 1 

k k 

L I < c/J, Xi > 111 +L I < <p, :r:i > Ir ~ 2ll(xi):. 1ll~,,r 
i -I 

Observando a..c; inclusões 

pr(n E E) c P 11 (nE E) c P(nE E) 
d ' wd ' .J ' 

par o caso p = n = 2 teremos: 

(i)P,ieE, E) f:: P 1 ~ 1 A
2 E, E) sempre que dimE = oo 

(ii)Existcm casos, tais que P?;,deE, E)= PeE, E). Exemplo: E= C(IC) 

( iii)Existem casos tais que P?;Jde E, E) f:: P(2 E, E). Exemplo: P : l2 ---+ h dado por 

P((ai)iEIN) = (aniEIN é tal que p E Pe E, E) mas p ri. p~de E, E) 

pois lleillw,2 < oo c IIPeillw,l = oo 

Proposição 30 

Seja? E P~~t)(nE,F). Se TE L~ 8 (F,G), então TP E P,~~~P)( 11 B,G)c IITPIIas,(q;p) ~ 

IITIIas,q jjPJiw.~,(q;p) 
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Demonstração: 

Podemos facilmente dcmoustrar ainda aH seguintes proposiçõcH: 

Proposição 31 

ScjaP E P(nE, F). Se TP E P,~~,r)(nE, F) para todo G c toda TE L~ .. ~(F, G),cntão 

p E pt~i.~r)(nE, F). 

Proposição 32 

Seja P E P(n E, F). Então P <~ fracamente p dominado se, e somente se, T P for p 

dominado quaisquer G e T E L~~n(F, G). 
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4-Aplicações Multilineares Misto Somantes 

Definição: 

Sejam O< q ~ 8 ~ oo c O< Pl, ... ,pn ~ oo tais que ljq ~ 1/pl + ... + 1/Pn· A E 

L(E1 , ... , En; F) será dita (;, q;p1, ... ,Pn) misto somante se existe fJ;:::: O tal que 

II(A(:r;J, · · ·, x~')).~ Jll,,,(.~,q) ~ CJI\(:r;).~-lllw,p 1 • • • ·ll(xj')7-JIIw,p" (4) 

paratodokEIN, J:J, ... ,:rl EE1, ... , x~', ... ,x~ EEn. 

Se tal fJ existe, definimos 11AIIm,(.~,q;p 1 , ••• ,p .. ) = inf{CJ; satiAfazcndo (4)} 

Se Pl = P2 = ... = Pn = p, A será dita (s, q;p) misto somante. 

Se além disso p = nq, diremos simplesmente que A é (s; p) misto somante. 

No ca.;;o em que 1/q = ljp1 + · · · + l/Pn A será dita (s;pt, ... ,pn) misto dominada. 

Teorema 33 

SejamO<q~s~oo e O<pt,···,Pn~oo.AEL(EJ, ... ,En;F) Rcrá (,c;,q;pJ, ... ,pn) 

misto somante Re, e somente Re, quaiRqucr que sejam (xDíEII'I E L;'. (EJ), ... , (x~') 7 .EN E 

t;~ (En) tivermos (A(:rL ... , :rf))iElN E l[::·,q)(F), onde 1/q ~ ljp1 -1- · · · + 1/Pn­

Demonstração: 

(=>)Claro, pois ha.sta observar que ll(:.~:i)iEINIIm,( 8 ,q) = supj ll(xi}! 1llm,(8,q)· 

(<==)Basta mm;t;ar que 

é continua. Mas lembremos que llxillr ~ ll:rillm,(.~,q) se 1/r+l/s = ljq, logo A é (r, Pl, ... , Pn) 

absolutamente somant.e e portanto iÃ é continua , onde i é a inclusão 

O resultado segue do seguinte lema : 
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Lema 34 

Sejam A: E1 x ... x En-----} F n-linear e TE L( F, G) injdora eom E1, ... , En, F 

respectivamente p 1, ••• , Pn, q normados. Então, se o gráfico de TA é fechado, o gráfico 

de A é fechado. 

Demonstração: 

Suponhamos que 

l . ( 1 n) ( 1 n) . un :ri, ... , xi iEIN = :r , ... , :r 
'1.-+oo 

onde :rl E E~, ... , 1:7 E En V i E IN. Suponhamos ainda que 

li A( 1 n) . In :ri , ... , :ri = y 
t-+00 

Então teremos 

lim T A(:r;, ... , :r;'·) = Ty, c Ty = T A(1:~, ... , :r;.') 
1--HX) 

D ' 1' ' ' · t A( 1 n) at, COlHO e lll.Je .ora y = X , ... , X . 

Vale ressaltar, que o teorema demonstrado acima, mm;tra que A é (s, q; P1, ... , Pn) 

misto somante se, e somente se, Ã dada por Ã((:r! ), ... , (x~'-)) = (A(:r~, ... , x7)) est:i em 

L(l;~ (E1 ), ... , t;~ (En); l(~;q)(F)) e além disso 

Teorema 35 

A E L(E1, ... ,E11;F) é (s,q;P1···,Pn),(s < oo) misto somante se, e somente se, 

existe a tal que 

k 11/. 

* = (~=(L I < A(x!' ... ':r~), bj > nq1·') 11q :<:; aii(J.;~ )~~tllw,pt ... \\(x~)X-~IIIw,p., ll(bj)j'~111., (5) 
Íc ] .i=l 

quaisquer que sejam k, mE IN e xt, ... , xl E E1, ... , xj, ... , xk: E En e b1, ... , bm E 

F'. Teremos ainda 

\\A\Im,(.,,q;p1, ... ,p .. ) = inf {a sat.isfazendo(5)} 

Demonstração: 

Casos= q 
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(<=)Notemos que a deRigualdadc acima implica que para b E B,., teremos 

k 

(L I< A(:r:!, · · · ,:1:n, b > lq)l/q :<:; ajj(x~)l!w,r 1 • • -IIG')I!w,rn 
i I 

Logo 

e então 

Além dis..<>o 

IIAIIm,(q;q;p,, ... ,pn) :<:; (J 

( =>) Dados x:, ... , x~, E E1, ... , x!, ... , x~J, E En se 

A(xJ, ... , :r7') = TiYi teremos 

m k b 
* = (_t;(llbjllq~j < 7 iYi, l!b~jj > l)q)lfq :<:; llrill=llbjllqiiJ!illw,q· 

Tomando ínfimo em ambos os membros, em relação às representações, vem 

o que juntamente com a desigualdade anterior, nos leva a 

II AII ( ' ) = inf (J 1n, q,q,p, , ... ,rn . f I 
o sat,Js m:em o (5) 

Casos> q 

(=>)Dados b1, ••• , bm E F' definimos a medida de probabilidade 

1n 

v= L:v.iój 
j--1 

'- llbiW N onde v1 - I:;~,llb_ill" e Ój é a medida de Dirae no ponto bj = bjjjjb1 jj. 

Sendo A (s, q;pt, ... , Pn) misto somante,dados x], ... , xL E E,, ... , :r:7-, ... , x~ E En 

teremos: 
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k ·m 

(L(L I < A(x~' ... 'x~), bi > l·~)qf.~) 1/q 
i=l j- I 

Temos Pntij.o inf a ~ IIAIIm.,(",q;p1 , ... ,p,). 

((t,(J
1
F' I < A(:r:l, ... , :r~ 1 ), b > 1·~ dv(b))q/") 1 /q)llbill.~ 

< II(A(x~, · · ·, x~))llm,(.~,q) llb&~ 

< l1Allm,(8;q;pt , ... ,p.,) ll(:rJ. )~ 1ll,,p1 • • .jj(:r,~)~,,llw,p, Jj(bi)~ntll.~ 

(<=)Dada 1/ = 'L:7' 1 v/)i medida de probabilidade discreta sobre BF' teremos: 

k 

C[/h~ 1 .. , I < A(.1;~, ... , :c~), b > 1·~ dv(b) )qf.•) 1/q 

k m 

('\:'"""('\:'"""I A(,.l n) 1/.~b- "> j·")"/")1/q 
~ ~ < .r.i. ' ... ' xi ' v_i J ~ 
i I j J 

< ajjx~ llw,p 1 • • .jjx~tllw,p, 

Como as medidas de probabilidade discretas são densa..<> em W (BF' ), com respeito à 

topologia fraca estrela, teremm; a desigualdade anterior verdadeira para toda 1/ E W ( B F') 

e daí pelo teorema 3 temos 

IIAII ( - ) = inf a 1n, ."J,q,7J1 , ... ,pn 

Observação 

Vale notar que, se n = 1, então T é (s, q; p) misto somante, com O< p ~ q ~ s se, c 

somente se, existe a 2: O tal que 

Isto estende a definição dada em [20] para operadores (.s; q) mist.o somantes. 
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Teorema 36 

Seja A E L(Et, ... , E,,; F) tal que para todo espaço de Banach G e toda tram;fonnação 

linear TE L~.~(F; G), TA é (p;p,, ... ,Pn) ahsolut.arnente somant.e. Então Pxistc C 2: O 

tal que 

IIT Alla.~,(p;pl, ... ,p .. ) ~ c IITIIas,r v G e TE L:.~( F; G) 

Demonstração: 

É suficiente provar que 

C= sup{ IIT Alla.~,(p,p 1 , ••• ,pn) com IITIIa..~,,- ~ 1} < 00 

Se assim não o fo:.;se, dado k exi:.;tiriam e:.;paço:.; de Banach Fk e Tk E L( F, Fk) tal 

que 

Mas então fa7;endo 

(X) 

l2((Fk)':~,) = {(xi)iEIN, Xi E Fi; L llxill7 .. , < oo} e definindo 
i=l 

onde óik ==delta de Kroneckcr 

Q1 : l 2(Fk) -4 F1 

(xi)iEIN ~ Xj 

e notando que Q1.h = ó1kh teremos então 

m m rn tn 

11 L .hTklla.~,r ~ L 11-hTklla.~,r ~ L IITklla.~,r ~ L 1/2k. 
k~-h k-cch kc~h k-·ch 

contrariando TA ser (p; Pt, ... , Pn) somantc. 
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Teorema 37 

Se A E L(Et, ... , E11,; F) é (s, q; Pt, ... , Pn) miHt.o somant.e, então, para quaisquer 

G Banach e T E L( F, G) s absolutamente Homantc, tem-He TA (q; Ph P2, ... , Pn) 

ahHolu tamcnte soma.ntc. Além rlisflo 

11 TA llas,(q;pt , ... ,pn) :S IITII,u,.~ 11 Allm,(s;q;pl , ... ,pn) 

Demonstração: 

Sejam ;; l , ... , ::r;~n E E, , ... , :rj1., ... , x~, E E11 

Dado f > O teremoH 

com llrillrii1Ji llw,s :S ( 1 +E) IIAIIm,(.~;q;rt , ... ,pn) 11 (x~ W1.-.tllw,pt ... li (::r:j'·);.'~ tllw,pn 
Corno T és sornante teremos IITJJills :S I!TIIo.~,.qi!(Yi)llw,s e então: 

IIT A(:d' ... 'x~-) llq = IIT( TiYi) llq :S li ri !Ir IITYi 1113 :S Ih I Ir IITIIa.q,siiYi llw,.~ 
:S IITIIa.~,s(l--H:)IIAIIm,(s;q;p., ... ,p,.) llx1llw,p1 .. -ll:rr-llw,p ... Logo TA é ( q; Pt, ... , Pn) somantc 

e além diHso 

Teorema 38 

Sejam O < q :S oo, 1 :S s < oo, O < Pt, ... , Pn :S oo e A E L(Et, ... , En; F). Se para 

qualquer G Banach e T E L( F, G) s absolut,arnente Rornantc t.ivcrrnoR TA ( q; Pt, ... , Pn) 

absolutamente somante, então A será (.r;, q; p 1 , ... , Pn) rrúst.o somante. 

Demonstração: 

Sejam xl, ... , x:n E Et, ... , xj'·, ... , x;~ E En c b,, ... , bk E F'. Definimos: 

S: F ~ z: 
y f------t ( < bi, y > )f--t 
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m. k m. 

("'("'I< A(,.l , n) b- > l~')qf.9)lfq- ("'liSA( .I "-)llq)l/q < L L .Li' · · · '.ri ' .1 - L J.i ' · · · ' X; 11 -

i= I 

IISAIIas,(q;p,, ... ,p")ll(:ri}llw,p1 • • -ll(x~)llw,pn -::; CIISila.s,.,ll(xi,)ll,,p 1 • • -ll(xr·)llw,p., -::; 

Cllbkll.,ll(xnllr11,7,, •• ·ll(:r~)llw,p .. (C dada pelo teorema 36) 

Logo A é (s, q; P1, ... , Pn) misto somantc e além disso 

IIAilm,(~<,q;p 1 ••.. ,pn) ~ C= sup{IITA\\ 0 .. ,,(q;p 1, ... ,p") com IIT\Ia .. ,,., ~ 1} 

o que juntamente com o teorema anterior nos leva a 

IIA\Jm,(.,,q;p1 , ••• ,pn) = sup{ IIT All,.~,(q;p 1 , ••• ,p.,) com JJTJJ, .. ,,., S 1} 

Proposição 39 

Sejam T;. E L~~;,p;)(Ei; Fi) para. i = 1, ... , n. Sejam ainda s e p tais que 1/::; = 

1/8t + · · · + 1/.c;n, 1/p = 1/pl + · · · + 1/Pn c T E L(Etx ... xE7,, Ftx ... xFn) dada 

por T(:r~, ... , :I:n) = (TtXt, ... , Tnxn). Se A E Li:~s,, ... ,.,n)(Ft, ... , Fr,, G) então ATE 

L(r;r,, ... ,rnl(Et E G) a,., l ... l 1!) 

Demonstração: 

Sejam (xt, ... , x~), ... , (xt, ... , J;~.) E Etx ... xE11 • Então dado E >O teremos: 

com 

onde 1/Tj + 1/.sj = 1/pj j = 1, ... , n. Logo, se 1/T = lj1· 1 + ... + 1/Tn vem: 

IIAT(x;, ... , x~)llr = IIA(Tt:r~, ... , Tnx~)llr = \\A(rfyf, ... , r;;_y~)llr 

= 11\r{l .. . jr~\A(yt, · .. , Y~) llr -::; IJrt .. · r;;_llr\\A(yf, · .. , Y:JII.~ -::; 
!Ir[ I Ir, · · · llrr~ I Ir,.. IIAIIa .. ~,(.,;.,~, ... ,.,n) \lv111w,.,, · · · 1\Y!,.IIw,sn 

Daí ATE L~f:}p,, ... ,pn)(E~, ... , En, G) e além disso: 
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Corolário 40 

Sejam E,, ... , En Banach. Suponhamos que as identidades li E L(Ei, Ei) sejam 

(.r;i;p;) misto soma.nt.e. Se lj.c; = )~~~ 1 lj.c;i, 1/p = L~'- 1 1/pi e A E= L~''/'······~n)(E,, ... ,E11 ,G) 

(~llt.âo A E LY.:JP•·····1'")(Et, ... , E 11 ; G). 

Teorema 41 

Sejam 1 :S: q :S: .r; < oo e O < Pt, ... ,pn :S: oo com 1/q = L~~~ 1/Pi· A E 

L(Et, ... , En; F) será (.r;; Pt, ... , ,: isto soman 1-- "" e somente se, existe u ~O tal que 

para cada v E W(BF') existem JLt, ... , Jln E lV(B1.;' j, l = 1, ... , n tal que : . 

Além disso IIAIIm.,(s;p,, ... ,p,...) = inf{ u, satisfazendo desigualdade acima} 

Demonstração: 

(<=)Teremos 

(L_j'-,.I(JBF' I< b,A(:r;L ···,:r:~,)> 1·~ dv(b))qf.~)lfq < u(~jn-1ll~~ tUnR~ I< o,xJ > l11')qfp;)lfq . 
< ull~t L-_T·-I(JBR' I< a,.r:{ > IP') 1/r• 

< C7 li~', I llx{ llw,p; 

(=?)Dada v E W ( B F') definimos 

onde /y(b) =< b, y > 

Tv: F -----------} Ls(BF', v) 

y ~ .fy 

1 

Teremos então T,/ s absolutamente somantc c IITvlla.s, . ., = 1. Como A é (s;p~, ... ,p11 ) misto 

somantc, teremos ainda TvA ( q; p1, ... , Pn) absolutamente somante c daí o resultado segue 

do teorema 9. 

Teorema 42 

Sejam O < q :S: s < oo c A E L(Et, ... , Bn.; F). A é (.9, q; Pl, ... , p11,)rnisto somanl.1 

se, e somente se, iA é (.r;,q;p 1 , .•. ,p11 ) nústo somante onde i: F c-+ G é uma imersão 
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isométrica. Teremos ainda 

llíAllm,(.~,q;pt , ... ,pn) = IIAllm,(.~,q;pt , ... ,pn) 

Demonstração: 

(::?) Dird.o 

(<=)Sejam xl, ... , :rl E E1, ... , :rí\ ... , :r'k E En e b1, ... , bm E F'.Usaudo Hahn-Banach 

km km. 

(2::(2:: I < A(;r.1' ... 'xr), b.i > nqf.~) 1/q = (2::(2:: I < A(x1' ... ':r~), bti > nqf.~) 1/q 
i I j I i c l .i I 

k m 

:=::: (2:JL I < i(A(x], ... , :r~·)), bjnqf_q) 1/q :=::: aii(:I;~ t.tllw,p
1 
.. • ll(x~)7-lllw,pJ(bi)ll.~ 

i 1 j··1 ~ 

onde a= li iA IIm (.~,q;p 1 , ... ,pn) seguindo daí o resultado. 

O teorema de Hahn-Banach nos mostra claramente que se F é um subespaço fechado 

de E e x 1, ••• , :rk E F então: 

k k 

sup (L I < <p, :J;i > jP) 1/p = SIIJ> (L I < 4>, :r;. > n 1/p 
'PE /3 V' i I </>E TJ rJ 1 i I 

Denotaremos por FIN(E) o conjunto 

F I N(E) clcf {F; subespaço de dimensão finita dcE} 

Temos então o teorema. 

Teorema 43 

A E L(Et, ... , En; F) é (q;p1, ... ,Pn) absolutamente somantc se, c somente se, existe 

a 2': O tal que V Et E F I N(Et ), ... , En E F 1 N(En) tivermos: 

A- - · E 1x· · ·xE -~ F E 1 , ••• ,l'J,.. • . n 

(:r1, ... , :rn) ~ A(x1, ... , X 11.) 
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Proposição 44 

O teorema acima ainda continua válido, se subst.ituinnos ( q; p 1, ••• , Pn) somante por 

( q; P1, ... , Pn) fracamente somante ou por (s, q; Pl, ... , Pn) uústo somante. 
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5-Polinômios Misto Somantes 

Definição 

P E 'P("E,F) será dit.o(.s,q;p) misto somante (O< q S: s <::: oo) e 

1/q S: n/p se existe a- 2': O tal que: 

Anotaremos IIPJim,(.~,q;p) = inf{ a-; satisfmr,endo desigualdade acima}. 

Fixados E c F o conjunto dos polinômios P E PC'E; F) ( 8, q; p) misto soma.ntes sNá 

indicado por 'P 1 ~~,q;p)(
11 E; F). 

Teorema 45 

Sejam O< q S: 8 S: oo e 1/q S: nfp. P E P('"E,F) seni (s,q;p) misto Romante se, 

c somente se, (Pxi)iElN E l(~,q)(F) sempre que (:ri)iEN E t;1(E) 

Demonstração: 

( =>) Conscquência direta da definição. 

( <=) É suficiente provar que existe n0 E IN tal que 

Se a<>sim não o fosse, dado n E IN existiriam k11 e x], ... , xkn tal que 

Mas então a sequência x l , ... , xt, x~, ... , :1:~ 2 , • • • estaria em t;1 (E) mas no entanto a 

sequência P:rJ, ... , P:rt, Pxr, ... , P:r;
2

, ••• não estaria em l(:·,q)(F). 

Vale res.<>altar, tal como o fizemos no capít.ulo anterior, que mostramos acima que 

P E PC'E; F) é (s, q; p) misto somaute se, e somente Re, P E 'P(nt;'(E); l(.:,q)(F)) onde 

e temos ainda 

IIPIIm,(.~,q;p) = IIPII-
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TcremoR então a proposição. 

Proposição 46 

P em P(n E; F) será (s,q;p) misto somante se, c somente Re, Pé (s,q;p) mi::;to somante, 

e além di::;so temoH 
- nn 

IIPIIm,(.~,q;p) S f IIPIIm,(.~,q;p) 
n. 

Demonstração: 

Notando que P = P, o rcRultado segue do teorema anterior e do ü~orcrna 33. 

Não noH ocuparcrnoH crn dmJtonHt.rar oH l.corcmaH abaixo, pois os ntcHmos dcc·orrcrn 

facilmente dos teoremas análogos para aplicações multilineareR e da proposição acima. 

Teor~mª_41 

Sejam O < q S ,c; < oo e p tal que 1/q :S nfp. P E P(nE; F) será (s, q; p) misto 

::;ornante se, e Romcntc se, exiRtc CJ 2 O tal que V Xt, ... , Xm E E e bt, ... , bk E F' 

tivermos 
m k 

(L(L I< Pxi,b.i > nqj.~)Jfq.::.: (JII(b.t)ll~ll(xi)ll~,,p 
i.~ I j~ I 

Teorema 48 

P E P(n E, F) será (s, q; p) (s 2 1) miRto somaute Re, e Romcnte se, para quaiRqncr 

G e T E L~.~(F, G) tivermofl T P E Li,~·P)(n E, G) c ne::;tc caso 

IIPIIm,(~,q;p) = sup{IITPIIa.~(q,p), IITIIn.~,-~ S 1} 

'l'eorema 49 

P E PJ,~,q;p)C'E, F) com q = pfn se, P somente se, existe CJ 2 O tal que para toda 

v E W(BF') existe fl E W(BR') tal que 

( r I < b, P:I: > ,~ d v(b)) lj.~ .::.: CJ( f I < a, :r> lp d fl,(a))nfp 
./Bpl ./ BE' 
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Em função do último teorema, se P E P$::·q;p)C1E, F) com q = pjn, diremos que 

P é (s; p) misto dominado e anotaremos P~"j'). Se q = p diremos que P é (s; p) misto 

sornante, anotando ps::_.r). 

Vale ressaltar que P E P,~f)(nE; F) se, e soment.e se, TP E P~( 11 E, G) sempre que 

TE L~ .. ~( F, G) 

Proposição 50 

Sejam ü < p :::;. 8 :::;. oo. Então, se T E L~::r>(E, F) e P E PJ(n F, G), teremos 

PT E P~(nE, G) e IIPTIId,p S 11Pik~IITII~,,(. 9 ,r)· 

Demonstração: 

Da.dosxt,···,:J:k E E e E> OtercmoRTxi = riyicomlhllriiYillw,,. ~ (l+E)IITIIm(.~,r)llxillw,p· 

Daí 

Logo 

Vale observar que a propmüção acima continua válida Re substituirmos PJ e P~ 

respectivamente por P;;,d e P~d· 

Corolário 51 

Se !E E L~;r)(E, E), então PJ(n E, F) = P~C'·E, F) V F Banach , O< p :S 8 ~ oo 

Definição 

E espaço de Banach, Rerá dito mn espaço (s;p), se a identidade for (s,p) mist.o 

somant.e. 

Teorema 52 

S<tia P E P~AnE, F). Então seTE L}~·p/n)(n F, G) teremos 

TP E pm(",l>/n)(nE,F) C jjTPjj < jjTjj jjPjj m (.~,p/n) _ m (.9,p/n) wd,p 
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Demonstração: 

DadoR :r1, ... , :r:k E E terernoR 

daí segue o resultado. 

Corolário 53 

Se F é·um cHpaço (s, pjn) então PE,An E, F) = Pr\~,p)(nB, F) 

Teorema 54 

Dado E espaço de Banach c O< p S: q (q ~ 1), são equivalentes: 

(i) !E é misto sornante, isto é, E é um espaço (q,p) 

(ii) Para quaisquer F e11paço de Banach c n E IN L~(n E, F) = L~(''E, F) 

(iii) Para quaiRquer F espaço de Ba.naeh c n E IN P~(n E, F) = PJ("B, F) 

(iv) Para qualquer F espaço de Banach L~.~( E, F) = L~ .. ~(E, F) 

Demonstração: 

(i)=? (ii) Segue direto do corolário 40 

(ii)=?(iii) Direto 

(iii)=?(iv) 

Seja, então TE L~.~( E, F) c definimos: 

P : F ---4 P(n F') 

:r ~ P(:c)(rp) = (rp(:r))" 

Corno P E P(nF, P(nF')) teremos PT E Pj(nE, P(nF')) c daí por hipótese PT E 

P~(nE, P(''-F')) Mas, então dado x E E teremos 

IIPT(x)ll = sup IP(T:r:)(rp)l = sup lrp(Tx)ln = IITxlln 
'{JE lJ R' '{)E lJ R' 

Reguindo daí o reRultado. 

(iv)=> (i) Consequôncia. direta do teorema. 48. 
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1..eorema 55 

Sejam P E P:Je1F; G), TE L~.s(E; F) então PT E P~e 1 E; G) se lfr+1f.c; = 1fp ~ 1 

Demonstração: 

Corno L~s(E; F) C L}~·P)(E; F) cf[21], o resultado segue da proposição 50. 

Proposição 56 

Se T E L~~,t) ( G; E) c P E P.~.q;p) (n F, G) então T P E P.<;:,q;p) (n F; E) 

Demonstração: 

Dados :r~, ... , xk E E tomemos 1fr' +1ft= 1fq c 1fr + 1fs =1ft e teremos 

P:r:i = Ti!Ji com I!Tillr'll!!illw,t ~ (l + E)JJPIIm(t;p;q)JJxiJJ~,,p e daí 

T P:ri = Ti7'])i e Tyi = O"iZi com IIO"illr-llzillw,s < (1 + E)JJTIIm (s,t.) 11Yillw,f Daí vem: 

IITPxillrn,(.~,q) ~ IIO"iTillrllzill. 11 ,.~ onde 1fr + 1f.c; = 1fq c como 1fr' + 1fr = 1fr teremos 

IITPllm,(.~,q) ~ IITillr'IIO"illr-JiziJJw,.~ ~ IITillr'IITJJm,(s,t)IIYíllw,t. ~ IITIIm,(.~,t)IJPJim(t;p,q)llxill~,,p 
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6-Exemplos e Generalizações 

NeRte capítulo gcnerali,..;an~moR alguns resultados j~í. conhecidos no caso linear, e para 

t.ant.o nos será muito útil o seguinte teorema: 

Teorema 57 

Sejam A E L(E1, ... , En; F), Ei, F <'.<ipaços de Banach reais ou complexos e { n1, ... , nr }U 

{ m.1, ... , m .. ~} = { 1, ... , n}. Suponhamos exiHtir /{tal que para quaisquer Xt E Enp . .. , :rr E 

Enr a aplicação s-linear 

A T1, ... ,Xr 

(xm 1 , ••• , Xm
8

) f---4 A(xt, ... , X111.1 , ••• , :rm., ... , :rn) 

seja absolutamente somantc c além disso 

Então A é absolutamente somante. 

Demonstração: 

Dado rn E 1N tomamos Dm = { -1, 1}m e a medida fi· sobre Dm dada por p.(e) = 1/2"' 

para e = ( e1 , ..• , em) E Dm. DenotarcmoH por f.i a projeção de D.rn sobre { -1, 1} tal que 

E.1(e) = f'..i, _j = 1, 2 ... , rn. É fácil ver que 

Para xJ, ... , :r!'· E E 1, ••• , x~ 11 ••• , :r;:z E En tomamos 'P.i E F' com 

ll'P.i li = 1 e IIA(:r{, ... , :r~) JJ = 'P.iA(x{, ... , :1~ 1 ) para j = 1, ... , rn 

e fa7.cndo 11 = fi· 0 ... 0 Jl· teremos: 
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m. m. 

=L 'P.iA(.rL---, :r,1,) =L IIA(:r{,---, x~)ll 
j-1 j--1 

Daí: 

~!!'.._ _j · f ;... ;... (1) j ;.._ (r) · _ · · 
0IIA(:r7~,---, ~)11 -s; 0IIA( 0 fO_j, x,,---, 0 (',.ir 2 ~, :r;.,,,·--, :r,~JII -:::: 
j J '/}i',..jc-1 jlc] j,.~c] 

m. 

IIAz,, ... ,z,. li o .. ~ li (xt 1 1 );-.,llw,l ---ll(:r~_)jn ,llw,l, onde Zp = L fO_~:) :r1,", P = 1,- --, 1" • 

. ir 

Logo 

m m m 

L IIA(:d'-- · ':r1JII ~ Kll L e):)x{-'11-- -lll:~>t>:r!'-llll(x-! 1 t)jn ,llw.l · --ll(:r1Jj 1 llw,l 
j~ I J1 .ir 

seguindo daí o resultado. 

No intuito de most,rar que o resultado obtido acima é o melhor possível, isto é , para 

p > 1 não é possível um resultado geral, voltemos a um resultado já mencionado, mas 

ainda não demonstrado, qual seja: 

Teorema 58 

Sejam Et, ... , En, F espaços de Banach complexos e 2.:7~ 1 1/q~ ~ 1/p' onde Qi, p E 

[1, oo]. Então 

L(E E ·F)- L(r;qt,---,Qn)(E E ·F) ,, ••• , 111-) - 111-~ ,, ••• , 111.) 

Demonstração: 

Notemos iniciallncnte que dados xL ... , :r:k E E~, ... , :r:j\ ... , x;;'- E Em teremos 

IIA(xJ, ·· .,:r:~n)f~lllw,p sup{ll 1::=1 1\A(xl,---, x~·)ll; II(,Xi)llr'-::; 1} 

< Sllp{III::~Ia} ... af'A(:7:!, ... ,x;n·)ll; llaJIIq\-::; 1, ... ,11af'llq:.,-::; 1} 

supii{I:~I A(crf:r:L ... ,a;nx;n)ll; llaJIIw,qj ~ 1, ... ,11a7'llw,q:., -s; 1} 

Usando agora as funções generali:r.ada.s de Radema.cher teremos: 

IIA(xl,---, X~n) llw,p = 

sup{IIJri A(I:crisi(t)x1,---,Laf'·si(t)x?'·)dtll; llalllq; ~ 1, ... ,11crf'·llq:.,-::; 1}-::; 

sup{ IIA(L.: a} si(t)xJ., ... , L cr;.ns;_(t)x~·)ll; lla}llq~ ~ 1, ... , lla:.nllq:.,, tE [0, 1)} = 

sup{IIA(L:arrL-- ·, L:~n x~n)ll; llai llq\-:::: 1, · · ·, llcrf'·llq:., ~ 1}-::; 

liA li sup{ 11 L cr! :r:J li; llalllq; -::; 1} · .. sup{ li L a:nx;nll; lla7'·11q:n -::; 1} = IIAIIIIxlllwm -- · llx?'llw,qm · 
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O exemplo abaixo prova que, para o caso geral, o resultado acima é o mdhor possível. 

Exemplo 2 

Suponhamos 2:Z~ 1 lfq~ > lfp'. Façamos 1.:~~ 1 lfq~ = lfq' > 1/p' =? q > p. Logo existe 

a E ( lq' )' \ lv. Daí fazemos 

onde ( en) é a base canônica de lq 

Notando que-ARRUMAR 

IIA(xh · · ·, :I:m) llq' = (2~~-1 I < :1:1, en > 

11(1 < Xt,en > I)Jiq; · · -11(1 < Xm,en > 

L(lq;, ... , lq:r,; lq'). 

Mas tomando (ei) E z;:(lq:) vem 

l)llq' = liA llq' · · .JJ:r~llq' temos que A E 
rn J 1n 

:LI< A(ej,ej,··· ,ej),a > IP =L: I< e_1,a >I~'= oo 

Daí temos (eJ-) E ~~~(lq:) mas (A(e.i, e.f, ... , e.i)) rf_ z;'(lq') e daí 

L (p,q), ... ,qm)([ [ [ ·[ ) __j_ L(l [ ·[ ) 
w.~ q; ' q~' ... ' q:,.' ·q' r q; ' ... ' ·q:,. ' ·q' 

Vale observar que este resultado nos diz, que para. 1 :=::; p = q1 = ... = qm, o resultado 

só se torna verdadeiro se p = q1 = ... = qm = 1, e daí teremos que o teorema. 57 obtido no 

início deste capitulo, no caso caso geral é o melhor possível, pois se fosse verdadeiro para 

algum p > 1, o mesmo seria verdadeiro para. aplicações fracamente p somante, mas corno 

todo operador linear é fracamente p Aomante, teríamos que toda a.plk.sção multilinca.r 

seria fracamente p somantc, o que contraria. o cxernplo acima. 

Estamos agora em condições de provar o resultado abaixo. 

Teorema 59 

Seja A E L(E1, ••. , En; F) onde Ei, F são espaços de Banach complexos ou reais. 

Suponhamos {n1, ... ,nr} U {mt, ... ,rn.~} = {l, ... ,n} c que exi::;ta K tal que se Xt E 

En.
1

, ••• , Xr E En,. a aplicação Ar. 1 , ... ,xr definida corno anteriorrncnt.e, é (s, l, ... , l) rnist.a. 
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somante e além disso 

Então A é (.s, 1; 1, ... , 1) ntista HOimmte e além diHso tcremoH 

liA IIm (s,l;l, ... ,l) :S: [{ 

Demontração: 

Mostremos que se TE L( F, Z) é s somant.e então TA é absolutamente Homank. 

DadoR :r 1 E En 1 , ••• , :J:r E Enr, terernoH 

TAx 1 , .•• ,x,. = (TA}~: 1 , ... ,Xr 

e como Ax,, ... ,xr é (.s, 1, ... , 1) misto sornante tercrnoH (T A)x, , ... ,xr absolutamente sormmte 

e além diHso 

Logo pelo teorema anterior TA é absolutamente somante e daí A é (.s, 1, ... , 1) misto 

sornante e 

IIAIIm (s,l, ... ,l) :S: [{ 

A título de ilustrarmoH algmnas aplicações do teorema acima, lembremos que um 

espaço E tem eotipo q, se existe C 2: O tal que para quaisquer que sejam x 1, ... , Xn E E 

tivermos: 

Vale observar ainda: 

(1)1 :=; q :=; 2, lq tem cotipo 2 

(2)2 :=; q < oo, lq tem cotipo q 

(3)Se E tem cotipo 2, então L~_~(E, F) = L~-~(E, F) 

( 4)Se E tem cotipo 2 < q < oo, então L~_~(E, F) = L~-~(E, F) V 1 < 1· < q' 

(5)Se E, F têm cot.ipo 2, então L~ 8 (E, F)= L~-~(E, F) V 1 <r< oo 

(6)Se E tem cotipo 2 :=; q < oo, então IH é (q, 1) somantc. 
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O teorema 54 nos leva às segtúntes generalizações: 

(3')Se E tem eotipo 2, ent.áo: 

L2
(

11 E F) = L 1
(

11 E F) Vn E 1N 
d ' d ' ' 

P(fC'B, F) = P(~ C'B, F) Vn E 1N 

( 4') Se E tem cotipo 2 < q < oo, então: 

L~C'E, F)= L(~CB, F) v 1 < T < q' 

(5')Se E, F têm cotipo 2, então Ld.("B, F) = L~( 11 E, F) V 1 < 1· < oo 

Vale ainda recordar, o seguinte resultado devido a Maurey. 

Teorema 60[17] 

Se E tem cotipo 2, então ! 1 ~ é (2, p) misto sornante para todo O< p :<:= 2. 

Em particular teremos 

L~~.rl(F, E)= L(F, E) e L~;.r) =L( E, F) 

Proposição 61 

Seja A E L(Et, ... , Ek, l2, Ek 1 1, ... , En; F). Então A é (2, 1; 1, ... , 1) misto somante. 

Demonstração: 

Corno l2 tem cotipo 2, teremos / 12 (2, 1) misto somante e L~_'2,.· 1 l(l2, F) = L(l2, F). Logo 

existe J( tal que V TE L(l2, F') teremos 

IITIIm (2,1) :<S KIITII 

Daí dados :r1 E E,, ... , :rk E Ek, ... , X 11 E En definimos 

A:rl , ... ,Xn h ---) F 

x ~-----+ A(x,, ... ,xk,x,xktl,···,xn) 
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Daí vem 

Logo pdo t.Porcma a.nf.erior teremos A (2, 1) misto soma.nt.c. 

Uma gcncralií~ação dar a ;lo teorema acima é dada pelo teorema seguinte. 

Teorema 62 

Seja AE L(Et, ... , En) ondeEi é de cot.ipo 2 pam algum i. Então A{~ (2, 1, ... , 1) 

misto somante. 

O md.odo utilir,ado acima pode ainda ser empregado para provar o sPguiutc t.<'on~rna. 

Teorema 63 

Se E, F são tais que L( E, F) = L};~· 1 >(E, F), cnt.ão para todo E 1, ••• , En teremos 

Para ilustrar como o resultado acima pode nos ser üt.il, mencionemos o seguinte 

teorema. 

Teorema 64[5] 

Sejam 1 ::::; q::::; oo c O< p::::; 2::::; s::::; oo tal que 1/s = 11/2- 1/ql. Então 

Corolário 65(dos 2 últimos teoremas) 

Sejam 1::::; q::::; oo c 1/s = ll/2- 1/ql então: 

O teorema acima, c consequentemente o corolário, pode ser generalizado para aplicações 

entre espaços .C1,>. e .Cq,1L, isto é, temos o teorema: 
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Teorema 66 

Sejam 1 ::; q S oo c O< p S 2::; s S oo tal que 1/s = 11/2- 1/ql . Então Re X é um 

espaço .C1 ,À c Y um espaço .Cq,J• tcrcmoR 

L(X, Y) = L~·P)(X, Y) 

Demonstração: 

Sendo x 1 , .•. , xk E X, existem E subespaço de dimensão n de X com .span[x1, ••• , xk] c 

E c v E L(E, li) com llvllllv-111 S À. TercmoH então T(E) C F, s11hcspaço de dimensão 

N de Y c w com w E L(F, l:;'), llwllllw-111 ::; I'·· Se 'I(l é o operador induúdo por T Rohrc 

E terernoR: 

E 11 lrr 11--1 E 'fb J~ w lN w-1 F 
~.~·~ ~ ·~·q ~' 

Dados agora b1, ... , bm E Y' teremos: 

(L~=J(LT=-cll < bj,Txí > IR)pfs)lfp = (l::~~J(Lj~ll < bj,w- 1wTov- 1vxí > l·q)pfs)l/p = 

llw- 1 11(1:~~1(Lj~11 < b{w-1/Jiw- 1 ll,w'I(lv- 1v:r;i > ls)pfs)l/p S 

llw-1llllw'I(lv-1llm (.q,p)ll(bjw-l /llw-111)11s11(vxi)llw,p::; llw-1III<IIwTov-lllllvllll(xi)llw,pll(b.i)ll.q S 

I<IITII.Xp.ll(bj)llsll(:ri)llw,p• onde a conRtantc I< vem do caso anterior. Logo T (5 (s, p) rnist.o 

somante c além diRso 

Corolário 67 

Sejam 1 ::; q S oo c 1/s = jl/2- 1/qj. Então se X é um espaço .C 1,À e Y é um eRpaço 

.Cq,J• teremos: 

L(E E X E E ·Y)- L(,,l, ... ,l)(E E X E E ·Y) J, ... , k, ' kJJ, ... , .,,_, - rn J, ... , k, ' kJJ, ... , n, 

Em particular 

A proposição a seguir, embora de fácil demonstração, nos será muito útil. 

44 



Proposição 68 

(1) Se A E L}!:.r····,rn)(E1, ... , En; F) e TE L}~·P)(F, Z) então TA E L~:·rJ, ... ,p,..)(E1, ••• , En; Z) 

(2) Se P E P
1
<r,,vd(n E, F) e TE L!~·v>(F, Z), então T P E PJ:·r,vd(nE, Z) 

(3)Se TE L~,r) e P E P:
111

(F, Z), então PT E L!~·P)(n E, F) 

Demonstração: 

(1) Dados x~, ... , x~ E E1, ... , x~, ... , x~ E En teremos 

(2) e (3) Riio análogas. 

Em face da proposição acima temos o seguinte teorema. 

Teorema 69 

(i) Se F tem eotipo 2 e O < p ::; 2, então 

L (p;pJ, ... ,p,..)(E E ·F)= L(2,r;rJ, ... ,p,..)(E E ·F) 
w.~ 1 7 • • ·, n, m. ), · · ·' n, 

(ii)Tercmos ainda 

p(p,p!) (n E F) = p(2;P,P1) (n E F) 
w.~ ' rn ' 
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7-Ultraestabilidade 

O objetivo do preRcnte capítulo, é ilustrar uma técnica Imúto efica,; para cRtender 

polinôrnioR dos tipos eRtudado anteriormente. 

Inicialiiwnte, Heja (Ei)iE/ urna família de espaços de Banach eU um ultrafiltro 

Robre I. 

Sejam ainda 

Definiremos, então 

Dada (:ri)iEJ E loo(Ei), Rna daRRe será anotada por (:ri)u, valendo ainda mencionar 

que 

A proposição abaixo, apesar de muito simpleR, nos é de grande intereRse. 

Proposição 70 

Seja E espaço de Banach c U ultrafiltro. Então E ~ ( E)u. 

Demonstração: 

Basta definir 

onde :ri = x para todo i 

Observação 

.J: E ---+ (E)u 

x ~ (xi)u 

Vale mencionar que (IK)u = IK e maiR geralmente Re dirnE = n < oo então 

dim(E)u = n. 
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Não nos ocuparemos da teoria de ultraprodutos, valendo di7:er que as referência..'> 

básicas sobre o assunto são Hcinrich[lO] e Diestcl[7]. 

Estamos agora em condições, de estender a noção de ultraprodutos de operadores 

lineares, para aplicações multilineares, cujo estudo pode ser encontrado em [12]. 

Dado um conjunto de índices I, para cada. i E I, consideremos espaços de Banach 

Ef, ... , E;·, Fi e Ai E L(El ... , EI'; Fi) com sup IIAill < oo eU ult.rafiltro sobre I. 

Definiremos então 

onde 

Temos inicialmente, a seguinte proposição. 

Proposição 71 

Sejam A E L(Eh ... , En; F) simétrica e U ultra!iltro. Ent.ão (A)u definida como 

acima é simétrica c além disso teremos 

1\(A)u\1 =liA\\ 

Demonstração: 

1\(A)u\1 = sup{II(A)u((:c!)u, ... , (:r~ 1
)u)ll; ll(xJ)u\1, ... , ll(x~')ul.l::; 1} = 

= sup II(A(xJ, ... , x~·))u\1 = snp l~n 1\A(x!, ... , x~)ll ::; supligt IIAII = 1\A\1 

Corno temos Ei "---} (Ei)u, teremos ainda II(A)ull 2: \\Ali e daí segue o resultado. 

Dados P E P(nE; F) eU ultrafiltro definiremos 

(P)u :n(E)u ---+ (F)u 

por 
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Proposição 72 

Sejam P E P(n E; F) e U ultrafiltro. Então (P)u definido como acima, é tal que 

(P)u E P(n(E)u, (F)u) e além disso 

(P)u = ((P)ur c II(P)ull = IIPII 

Demonstração: 

Basta notar que 

A igualdade entre as normas é de fácil verificação, tal corno foi feito para n-linca.res a.n­

teriorrnente. 

O importante teorema abaixo pode ser encontrado em Heinrich[lO ]. 

Teorema 73 

Sejam (E1.)íEI farru1ia de espaços de Banach cU ultrafiltro sobre I. Para cada M C 

(Ei)f1 de dimensão finita, cada conjunto finito {:z:1 , ... , x 11
} C (E1.)u e cada f > O, existe 

T: M -------+ (EDu com T isomorfismo sobre sua imagem, IITII c IIT- 1 11 ~ 1 +f c além 

disso 

< Tg, xk > = < g, xk > para t.odo g E M c k = 1, 2, ... , n 

Estamos agora em condições de retornarmos ao problema inicial, qual seja a extensão 

de polinôrnios. 

Teorema 74 

Sejam A1 : E 7 ~ x · · · xEt -------+ Fi, i E I, ( q; Ph ... , Pn) somantc com 

C = sup IIAilln.,,(q;p1, ... ,pn) < oo. Então (Ai)u : (E} )ux · · · x(EF')u -------+ (Fi)u definida. corno 

anteriormente é (q; Pt, ... , Pn) somante c além disso 
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Demonstração: 

CRHPn;,ERu;IJ'{{I:j < (J,il,:r{l > jP•)I/Pt} ... RllPn;nETJ(/·:!')'{2.: < O.in,xin > IPn)I/Pn} 
' . 

c daí vem 

k n 

c~= II(Ai)u((:dl )u, ... '(x{n)u )llq)l/q <::: c rr Rllp {(:L I < (:dm)u, (o.im.)u > IP"') l/rm} <::: 
jc I m. I n;mEH(I·:;"l' 

n 

s: c I1 ll((xZi)u)J=lllw,rm 
m.~-1 

Teorema 75 

Sejam Ai E L( E}, ... , Ein; Fi), i E I, (q; Pt, ... , Pn) fracamcnf.e somante com 

C= RHp IIAdlw.~,(q;p 1 , ••. ,1,n) < oo. Então (Ai)u E L((Ei)u, ... , (E;·)u; (Fi)u) definida como 

anteriormente é (q; p 1 , ••• , Pn) fracamente Romautc c além (liRRO 

Demonstração: 

Dados (:rJ1 )u, ... , (:r:1)u E (El)u, ... , (x]11 )u, ... , (x:n)u E (EI'·)u e <{Ji E Bl"f teremoR 

k n 

(L I < <{Ji, Ai(:r~11, ... 'x-11,) > lq) l/q <::: c rr sup {(:L I < aim, :r.J.m > ,p ... ) 1/p ... } 
joc·l mccc( a.;mEJJR'!"' 

• I 

logo 

k n 

(:LI< (<pi(Ai(:r-J,,, ... ,:r{n)))u > lq)Jfq <:::c rr sup{:LI < (x{m.)u,(o.im)u > IP•)'Ir•} <::: 
j-- I 

n 

<::: c rr ll(:r{m)ullw,pm 
m.~-1 

Ma.•:; dado a. E B(l•i)u' e E > O, uRamos o teorema 75 para obter T tal qtw IITall < 

( 1 + E) I I a. I I <::: 1 + E e daí vem 
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k 

(2: I <a, (Ai.)u((:rfJ)u, · · ·, (:rfn)u) > lq)l/q = 
.i CC I 

k 

( ~I o. · i 11 l + E)(L.., < T(--), (Ai)u((:qt)u, ... , (xín)u) > lq) q = * 
j~t l +E 

e como T( JT;) E (F;)u termr~os T( 1 ~() = ( 'Pi)u onde lirnu II'P7 \\ .::::: 1 e 'Pi E F:. Logo 

k 

* = (1 + E)(2: \ < ('Pi)u, (Aí)u((:r,J 1)u, ... , (:r{,)u) > \q)l/q = 
j -t 

k 

(1 + E)(2: \('Pi(Ai(xfl, ... ,;rf11)))u > lq)l/q 
j~cl 

o que juntamente com a desigualdade acima nos leva ao resultado. 

De maneira análoga, através do teorema 7 4 poderíamos provar o teorema abaixo. 

Teorema 76 

Sejam A1 E L( E), ... , EJ:; Fi), i E I, (s, q;p1, ... , Pn) misto somantes com 

C= sup \\Ad\m,(s,q;p1 , ••• ,rn) < oo. Então (Ai)u E L((Enu, ... , (EI'·)u; (Fi.)u) definida como 

anteriormente é (s, q;p1, ... ,pn) núst,o somante e além disso 

\\ (Ai)ullm,(.~,q;pl , ... ,pn) ::; C 

Vale aqui mencionar o seguinte teorema , que pode ser encontrado em [ 10]. 

Teorema 77 

F é finitamente representávcl em E, se e somente se, existe um ultrafiltro U tal que 

F~ (E)u 

O teorema acima, juntamente com os três anteriores, nos levam ao teorema. 

Teorema 78 

Sejam F finitamente reprcsentável em E e P E PC'~E, IK). Se P é (q;p) sornantc, 

(q;p) fracamente somante ou (s,q;p) misto sornante, então existe P E PC' F, H<) respecti­

vamente ( q;p) sornante, ( q;p) fracamente somantc ou ( s,q;p) mjsto somante tal que 

.PI,~= P 
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Demontração: 

Sendo F finitamente representável em E, pelo teorema acima, existe U ultrafiltro tal que 

F <---t ( E)u e então tomando P = ( P)u restrito a F, temos o resultado. 

Corolário 79 

Se P E P(nE; IK) é de um dos tipos acima, corno no teorema anterior, então cxiRt.e 

P E P( 11-E"; IK) do mesmo tipo tal que 

Demonstração : 

Basta lembrar que E" é finitamente representávd em E. 
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8-Aplicações Localmente Misto Somantes 

Estamos agora intcresl'mdos, em estender o conceito introduúdo por Matos em [16] 

para aplicações misto somantes. Para tanto, inicialmente recordemos a seguinte definição. 

Definição 

Sejam E, F espaços de Banach, .f : V C E ~ F, V aberto em E e a E V. f 

será dita absolutamente p somante em a se (f(a + xi)- .f(a))iEN E lp(F) sempre que 

(xi)iEIN E l;(E) com a+ ::ri E V para todo i E lN. 

Doravante E c F serão sempre espaços de Banach, valendo rcssalt.ar ainda que para 

p >O teremos 

Teorema 80 

Seja .f : V C E ~ F c a E V. São equivalentes: 

(l)Exist.c 8; tal que para quaisquer n e Xt, ... , Xn E E, com a+ xi E V c ll(xi)~'--tllw,p :<:::: 8 

teremoH 

(2)Existcm C e ó tal que para quaisquer n c Xt, ... , Xn E E com a-1-xi E V c ll(:r:i)~~-tllw,p :<:::: 

ó teremos ll(.f(a + xi) - .f(a.))~:,tllr :<:::: C 

(3).f é absolutamente p somant.c em a 

( 4)Dado f > O, existe ó tal que para quaisquer n c .TJ, ... , Xn E E com a-\- xi E V e 

Não nos preocuparernos em demonstrar o teorema acima, poiH a demonstração é 

análoga à demonstração a ser feita para aplicações misto somantcs um pouco à frente. 

Observação 

P:.~,a(nE, F) indica o conjunto dos polinômios P E P(nE; F) que são p absolutamente 

somantes em a. É claro que 

pP (nE F)= P 11 (
11E F) 

as,O ' n!l ' 
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Matos em (16] mostra que existem exemplos onde 

pr (TI E· F) _j_ pr (TI E· F) 
a .. , ' I o.s,a ' 

Definição 

Sejam f: V C E~ F, a E V e O< p < s <:::; oo. f será dita (s,p) misto somante 

em a se (.f(a+xi)- f(a))iETN E l(.;,p)(F) sempre que (:ri)iEfl E L~( E), com a+xi E V, i E IN. 

Fixados E, F e V C E aberto c a E V, indicaremos por Mi:q,p)(V; F) o conjunto das 

funções f: V-----+ F que são (s,p) misto :->omantes em a. Definiremos ainda 

P$;:;:>(n E; F) dd { P E P("'E; F); P é (s, p) nÜHto somante em a} 

L~:~>(E; F) = {TE L( E; F); T é (s, p) misto somante em a} 

Análogamente anotaremos II~(V; F) para o cmtjtmto das funções f : V -----+ F que são p 

sornantes ern a. 

Dor avante, estaremos interesHados em carad.erÍ7;ar, tal como foi feito para polinômios 

as aplicações ( s, p) misto somantes em a. 

Inicialmente recordemos que (.f( a+ :ri)- f(a))iEN E l(~~,p)(E) se e somente se 

Neste caso teremos 

Provemos agora o :-;eguinte lema. 
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Lema 81 

Se (xi)iEN E l(.;;p)(E) com:> > p então 

Demonstração: 

Se ll(xi)llm,(s,p) =O nada ternos a demonstrar. Caso contrário existem (ri)iEN E lr 

(ljr- + 1/s = ljp) c (Yi)iEN E l.~'(E) tal que 

Dado E> O, tomamos n0 tal que 

e daí se n ~ no teremos 

No que se segue, estaremos sempre ;mpondo s > p. 

Teorema 82 

Sejam f : V C E ~ F e a E V. São equivalentes: 

(i)Existe 8 tal que para todo n e Xt, ... , :I:n E E eom a+ xi E V e ll(xi)r~ 1 llw,p ~ 8 teremos 

ll((.f(a + Xi)- f(a.))~-=lllm,(s,p) :::; 1 

(ii)Existem C e ó tal que para todo n c Xt, ... , :I;n E E com a+ Xi E V e l!(xi)~':, 1 ll,,v :::; 8 

terernoR ll((f(a + xi)- f(a.))~==tllm,(s,p):::; C 

(iii)f é (:>, p) misto Romantc em a 

(iv)dado E > O, existe ó > O tal que para todo n c x~, ... , :r:n com a+ xi E V e 

ll(xi)~':-tllw,p ~ ó terernoR ll((f(a + xi)- .f(a))f~ 1 llm,(.~,p) :::; E 

Demonstração: 

(i)=> (ii) óbvio 
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(ii)=> (iii) 

ll(.f(o.+:I:i)- f(a))i~nollrn,(.~,p) S C e consequentementc ll((f(a+:ri)--.f(a))iEI'dlm.,(.~,p) < oo 

(iii)=>(iv) 

Suponhamos existir E > O tal que \:.1 k existem nk e :rt, ... , :1:~,., tal que 

E t - .. h • 1 1. 2 2 , [l'·(E) i 1 · n .ao a sequencut x 1, •.. , :1:
111

, :r1 , ... , :r
112

, ••• esta ern 'p , rnas usaw o o erna antenor 

vemos que ll(.f(a + xi)- f(a))iENIIm.,(.~.v) = oo 

(iv) =>(j) óbvio. 

Como consequêneia direta do ítem (iv) acima, obtemos o próximo corolário. 

Corolário 83 

Se f é ( s,p) misto em a, então .f é continua em a. 

Teorema 84 

Seja .f : V c E -----* F e O < p < s < oo. São equivalentes: 

(i)Existe ó > O tal que para quaisquer n c X1, ... , :rn E E com li (xi)~'· 1 llw,p S ó, 

a+ xi E V, i= l, ... , n e quaisquer me bt, ... , bm. E F' teremos 

n m. 
C2:<E I < bj, .f(a + xi)- f(a) > nv 1 .~) 11 P::::: ll(bj).i~~ll.~ 
i~l j~~t 

(ii)Exist,cm C ~ O c ó >O tal que para quai~>qucr n e :1:1, ... , :rn E E, a+ :ri E V, 

i= 1, ... , n e quaisquer m c b1, ... , bm. E F' com ll(xi)~~ 1 11 11 ,,p Só teremos 

n m. 

(L(L I < bj, f( a+ xi)- f( a) > nvfs)lfp::::: Cll(bj)j~,JII.~ 
i=l jc-cl 

( iii) f é ( s, p) misto somantc em a 

(iv)Dado E> O existe ó >O tal que para quaisquer n e x1, ... , :rn E E, a+ xi E V, 

i= 1, ... , n e quaisquer me bt, ... , bm. E F' com ll(:r:i)~-lllw,p Só teremos 

n m. 

(L(L I< bj, .f( a+ :J:i)- f( a)> i·~)Pf.~)lfp S Ell(bi).T~tll.~ 
i=l j=l 

55 



Demonstração: 

(i)=*(ii)óbvio (ii)=* (iii) 

Sejam :r;,, ... , :I:n E E com ll(:ri)~'· 1 llw,7, :::; b e a -1 :r; E V, i= I, ... , n. Tomando 

v = L~n~ 1 vkóbk medida de probabilidade discreta, onde óbk é a medida. de Dira.c concen­

trada em bk E B F' terem oH: -

(~~-,J UnF, I < b, .f(a + xi)- f( a) > 1
8 dv(b))PI·~) 1 1P = 

(1:~~ 1 (I:~~~ I < Vk;.~bk, .f(a+:ri)- f(a) > I'')Pf.~) 1
/P :::; Cll(vk;.~bk)ktclll.~ :::; C. Por um a.rgu-

mento de densidade, já utiliz;ado no teorema 35, teremos a desigualdade aeima verificada 

para toda Jl· E lV(BF' ). Daí 

ll(f(a + xi)- .f( a))~ 1llm,(11,p) :::; C, 

o que pelo teorema anterior ítem (ii), noH leva a concluir que .f é (s,p) nústo Homante em 

a. 

(iii)=* (iv) Dado E > O tomamos ó > O tal corno no ítem (iv) do teorema anterior c dados 

b b F ' d fi · - ,.-~rn ó' l· - lfbil\" d ~ ' d' l l D' 1 , ... , m E ' e mmos v - Dk~- 1 Vj i on< e vi - L::"-, llb;lf" on e v.i c a me 1< a< c uac 
b· D , no ponto ~. m teremm;: 

( ,.-~n (''m. I < b· f(a + x·)- f(a) > I·~)Pf.~)l/p = Di=l Dj=l Jl ' "t . 

(L~cl (IBF' I < b, .f(a + :J:i)- f( a) > 1
11 dr/(b))Pf.') l/pllbjll., :::; Ellbjll.~ 

(iv)=*(i)óbvio. 

Observação 

(i) É claro que P~::r;\n E, F) = PS::,p)(n E, F) 

(ii)Sc T é linear, então 

TE L(s,rl(E F)<====:> TE L(.,,rl(E F) <====:>TE L(s,rl(E F) V a E E 
m ' m~ ' m~ ' 

Doravante,usaremos a notação: 

M(s,p)(V; F)= {.f: V ~ F; tal que f é (s,p) misto somantc em cada ponto a de V} 

Existem aplicações que não são p absolutamente somantes, mas que para. algum s Rão 

(s, p) misto Romautes. Um exemplo muito ilustrativo é o seguinte: 
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Exemplo 3 

Suponhamos E de dimensão infinita e <p E E', <p i- O. Definiremos então P E 

P(2 E, E), por 

P(:r) = rp(x):r, V :r E E 

Terernm;: 

Logo se a E K e1·rp teremos P E PS;:;g>. Se a çj_ K er<p então 

P E P~~:~> {==::}IR é (s,p) misto somante. 

Daí temos a proposição. 

Proposição 85 

Se E tem cot.ipo 2, então P dado da forma acima E M<2 ·Pl(E; F) para qualquer 

o < p ._::; 2. 

Proposição 86 

Se f : V -------+ F é ( 8, p) misto somant.e em a E V, então para cada T E L( F, Z) 

teremos T.f : V -------+ Z ( 8, p) misto somant.c em a. 

Demonstração: 

Basta notar que II(T.f(a + xi)- T.f(a))iENIIm,(s,p) :S IITIIII(f(a + xi)- f(a))iEJNIIm,(s,p) 

Teorema 87 

Sejam .f : V -------+ F e a E V. Se para todo Z e T E L~ 8 (F, Z), T.f é p absolutamente 

somante em a, então existem ó > O c C 2: O tais que para todo T com 11TIIa .. 9 ,." ._::; 

1, <~quaisquer n, :r:,, ... , :rn com a+ Xi E V c ll(xi)~'· 1 llw,p S 15 teremos 
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Demontração: 

Se assim não fosse, dado k existiriam Zk, Tk : F---+ Zk, J:t, ... , :r~k tais que a+ :1:~ E 

V, i= 1, 2, ... , nk ll(xn~'! 1 ll1ll,p:::; 2{7p, IITIIa.s,.~:::; 1/2k mas 

Corno na prova do teorema 36 podemos definir T = 2..:~ 1 .JkTk e T será ,c; absolutamente 

somantc c além disso 

E daí, T f não seria p absolutamente somante. 

Proposição 88 

Seja .f: V ----4 F (s,p) misto somante em a E V. Então seTE L(F, Z) é ,c; absoluta­

mente somante, teremos T f p absolutamente somante em a. 

Demonstração: 

Corno f é ( s,p) misto sornante existe 8 > O tal que para quaisquer n E 1N e :r1, .•• , :rn com 

escrever 

e daí vem: 

IITf(a + xi)- T.f(a)IIP:::; 2IITIIas,s c portanto T.f ép somant.e em a 

Estamos agora, em condições de provar uma caracteri:1.ação análoga ao teorema 45 para 

aplicações localmente ( s, p) rnisto somante. 

Teorema 89 

Sejam s 2 1 e f : V ----4 F. Então .f será (s, p) misto sorm:mte em a E V se, e 

somente se, T f for p absolutamente somante em a para quaisquer espaço de Banach Z e 
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T: F~ Z, .c; somante. 

Demonstração: 

( ==>) Proposição acima. 

( <=) Dados bt, ... , bm E F' definimos 

T: F ----4 ln 
8 

y ~ (< y,bk >) 

Claramente ternos IITIIa .. ~.-~ :s; ll(bj)j.~ 1 11.~ c daí, pelo teorema anterior, existem ó, C tal que 

V n, :1:1, ... , :I:n com llxi llw,p :s; Ó teremos IIT /li (bj )j' 1 11.~!( a+ :ri) - T /li ( bj )j.~ 1 llsf( a) li v :s; 

C ou IIT.f(a +:ri) - T .f(a.)llv :s; Cll(bj)j': 1 11.~ e daí vem 

n m, n 

(L(L I< bj, .f(a+xi)- f( a)> nvfs)lfp =(L IITf(a.+.r-i) -Tf(a.)II~) 11 P :s; Cll(bj)f'~tll., 
i=l j=l i==l 

c daí segue o resultado. 

O teorema acima é de grande utilidade, pois nos permite várias conclusões a partir de 

resultados conhecidos para aplicações p somantcs, tal como foi feito no capítulo anterior. 

Para ilustrarmos, enunciemos um resultado que pode ser encontrado em Mat.os[16]. 

Proposição 90 

Se n E JN, O < p < oo e P E P~(''·E, F) então teremos P ahsolut.mnente p somante 

sobre E. 

O teorema anterior, juntamente com essa proposição nos levam ao seguinte resultado. 

Proposição 91 

Se n E lN, O < p < .c; então 

Demonstração: 

De fato se P E PS;:,·v/n,v), T E L~_,(F, Z) teremos T P E PJ!:/n,v)C'B, F). Logo T P ~ p 

somant.e para qualquer a E E e portanto P E M(s,p)(E, F) 
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Proposição 92 

Sejam TE L(E, F), f: V----+ Z onde V c F, a E E com T(a) E V. Se f é (s,p) 

misto somante em T( a) ,então fT é (s, p) misto somante em a. 

Demonstração: 

Basta notar que se (:.r:i)iEIN E-l~(E), teremos Txi E l~·(F) c daí 

(.f(T(a) + T(xi)) -- f(T(a)))iE~ E l(~~,p)(Z) 

Proposição 93 

Se di mE < oo e f : V ----+ F, V C E é diferenciável em a E V, então f é p somante 

em a e consequentemente (s, p) misto somante em a. 

Demonstração: 

Teremos 
, . r(h) 

f( a+ h)- f(a) =f (a.)h + r(h), onde hm -
11 

-,-, =O 
h--->0 h 

Daí, sn (:ri)iEIN E l;;'(E) teremos f( a.+ :ri) - f( a) = .f'(a):ri +r( :ri) n podcn~mos tomar 

8 tal que se l!:rill < 8 teremos l11·(xi)ll ~ llxill· Tomando no tal que l!:rill ~ 8 se i 2': n0 , 

teremos 

De maneira análoga podemos provar a proposição abaixo. 

Proposição 94 

Seja f : V ----+ lK onde V C E e f diferenciável em a E V . .f será p somantc (misto 

somante) em a se c somente se 1·(h) = f(a + h) - f(a) -- f'(a)h é p somant.e (misto 

somante) na origem. 

Exemplo 4 

Seja H espaço de Hilbert real de dimensão infinita e .f : H ----+ m. dada por 

.f(x) = l!:rll2 =< :z:, x > 
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Então temoR 

.f( a+ h)- .f(a) = 2 < a, h > +llhll 2 

c daí como r(h) = llhll 2 não é 2 somante temos que .f não é 2 somante em a, \la E H. 

Dado V C E(cspaço complexo) aberto, definimos 

H(V, F) dcf {.f : V ~ F; f é holomorfa em V} 

'l'eorema 95 

Seja f E H(V, F) n M(s,p)(V, F)(s ~ 1). Então se a E V teremos df(a) (s;p) rnisto 

somant.c na origern. 

Demonstração: 

Dados :1:1, ... , Xn E E, b1, ... , bk E F' teremos 

(l.:~~J(LÍ~~J I< d.f(a)(x;)- df(a)(O),bj > I·~)Pf.") 1 /P = 

(L~~J(LÍ=I I< 2r;;7ji>,I=P f(~~~~;)dÀ- ~~ -~>-l~p f~7~ d,\, bj > ~-~)pfs)lfp = 

n!(\.'~· ('-'k 1 <f fla.1>.x;)-J(a)dÀ b· > ~-~)PI·')Ifp < 
27T L-t~J L-Jc-J ./1,\--p >,nll ? J _ 

2;~n (L~
1
=1 (L:j=l Jl>-1 p I < f(a + À:ri)- f( a), bj > l·~)d--\)Pfs) 1/7' :S 

.-!L(''n (''k lf(a + À·x·)- f(a) b· > l·')rfs)L/r = 27rp" L-t-c1 L..-J=l t· 't ' .1 

2;~n (L~ 1 (L:J~J I <.f( o.+ Ài:ri)- f( a), bj > I·~)P/·') 1 /P 

com l--\il = p 

Mas 11(--\ixi)~~clllw,r = Pll(xi)~~~J llw,r e daí pelo teorema [85] segue o resultado. 

O resultado abaixo pode ser encontrado em Mário [16]. 

Teorema 96 

Se f E H(A, IK), então f é 1 Romante para todo a E A. 

Proposição 97 

Se .f é uma função real definida sobre A e sua diferencial( de Fréchct) é absolutamente 

p somant.e em a, para todo a E A, então .f é absolutamente p somante. 
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Teorema 98 

Sejam f : V C E -----+ F (s, p) miRto Roma.ntc em a E V e (xí)iEIN E t;(E) ta.l que 

a + ;r,i E V para qualquer i. Dado f > O, existem 8 > O, n0 E JN t.aiR que para toda 

Rcquencla (yi)iEIN E t;(E) com ll:ri- ]Jillw,p < 8 e a+ !/í E V para todo i, t.cremoR 

Demonstração: 

Suponhamos exiRtir f tal que a afirmação seja falsa. Então dado b = 112, existem (y} )íEIN, n 1 

tal que llxí- yfllw,p :':::: 112 mas 

ll(.f(a + :r;i)- J(a + Yl))~ 1 
dlm,(s,p) >f 

. I 2 
. C 2

) · 11 2 11 I 2 Dado agora 8 = 1 2 CX1Rtem Yi íEIN, n2 tal que :r;i - Yi w,p :':::: 1 2 mas 

ll(.f(a + :J:i)- f(a + yJ));~n 1 ,,\\m,(.9,p) >f. 

Continuando deR ta forma , dado 8k = 1 l2k exiRtcm (yf)iEIN, nk tal que 

Tomamos agora. a seqiii~neia Üli)iEIN da forma aha.ixo: 

1 I 2 :1 ~ 

Y1' · · · 'Yn, 'Ynl 11' · · · 'Yn2ll' · · · 'Yn3' · · ·' 

e é da.ro que (yi)iEIN E z;·(E) mas (.f(a +X;)- .f(a + Yi))iEIN ~ tr~.T>)(F), ab:mrdo pois 

notando que .f(a + :.r:i)- .f(a + Jli) = f(a + :1:i) -- .f(a) + .f(a) -- f(a 1 Jli) e sendo .f (.'l, p) 

misto somante em a, teremos f( a+ xi)- .f(a) e f( a.)- f(a +!li) E l(:,r)(F). 

Doravante, dado a. E V anotaremos 

Corolário 99 

Sejam f : V c E -----+ F continua c misto somante em a E V Então 

f: 1;;·(V) -----+ l(~,p)(F) dada por 
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~continua. 

Demonstração: 

Mostremos que .f é continua em (xi)iEN E l~(V).Pelo teorema anterior sabemos que dado 

E> O, existem no, Dt, tal que V(yi)iEN E t;(V) com ll:xi- Yillw,p < Dt teremos 

É claro que pela continuidade de f existe 82 tal que se llxi - Yi li < D2 teremos 

no-1 

(L llf(a + xi)- f( a+ Yi)IIP)lfp::::; f/2 
i=l 

<~ daí tomando D = minimo{ 61, 82} teremos 

Corolário 100 

Seja f : V C E --} F continua. Então f será (s, p) miRt.o somante em a E V se, e 

somente se, .~iada acima está bem definida c é continua. 
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9-Holomorfia (s,p) Misto Somante 

A presente seçao, tem por objetivo introduzir um tipo de holomorfia gerado por 

polinômios estudados anteriormente. Inicialmente recordemos as seguintes definições: 

Definição: 

Um tipo de Holomorfia (} de E em F é uma sequencm de espaços de Banach 

PoC'B; F), n =O, 1, ... onde a norma de cada espaço será denotada por llllo t.al que se 

verificam aR seguintes condiçõeR: 

(i) Cada PoC'B; F) é tml subespaço vetorial de P(n E; F); 

(ii) P0 (
0 E; F) = F; 

(iii) Existe a ~ 1 tal que dados k, n E IN0 , k ::::; n, P E Po(n E; F) e x E E; teremos 

JkP(x) E Po(kE;F) e 

Definição: 

f E H(A; F), A C E aberto, será dita de tipo (} (holomorfia) em a E A se : 

(i) dk.f(a) E Po( 71B; F), n =O, 1, 2, ... 

(ii)Existem constantes C1 ~ O, C2 ~ O tais que 

ll~dkf(a)llo:::; C1.c; para k =O, 1,2, ... 
k. 

f E H(A; F) será dita de tipo (} (holomorfia) se f é cl<'\ tipo (} (holomorfia) em a, para 

todo a em A. 

Passemos agora ao objetivo anteriormente descrito, e para tanto, supondo E c F 

espaços de Banach, doravant.e anotaremos M(.~,r>)(n E; F) c II 11(nE; F), para designar os 

subespaços vetoriais de P(nE; F), formados pelos polinômios (s,p) misto Romantes e 

absolutamente p somantes sobre E, respcdivamcnt.e. 
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Definição: 

Seja .f : A -4 F, A C E aberto então definiremos 

vp,A = {(xi)iEIN E l;(E); xl E A e XI + xi E A v i > 2} 

Vale observar que y;,,A é aheito em t;(E) 

Definição: 

Seja .f :A -4 F. Se .f é absolutamente p Romante Robre A, definimos 

'ljJ(.f) : vp,A -4 lp( F) por 

Teorema 101[Matos[16)] 

Se P E P(nE; F) é absolutamente p Romante sobre E, então 'lj;(P) é continua sobre 

Vp,B = l;(E). 

Teorema 102[Matos[16)] 

A imagem de IIp(nE; F) por 'lj; é fechada para a norma natural de P(nl;(E); lp(F)). 

Observação: 

Em função dos t.eoremoR anteriores faremos 

Teremos daí que IIp(n E; F) é um eRpaço de Banach com a norma li ll1r,. 

Teorema 103[Matos[16)] 

(IIp(nE; F), ll-111f,)nEINo é mn tipo de holomorfia de E em F. 

Denotaremos por 1i1r,(A; F) o subespaço vetorial de H( E; F) formado pelas aplicações 

que são de tipo IIp(holomorfia). 
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Teorema 104[Matos[16)] 

Cada. f E H(A; H<) é absolutamente somante em A. 

Definição: 

Seja .f: A--} F. Se f é (s
2
p) misto soma.ntc Rohrc A definimos 

t.p(.f) : Yp,A --} l(~·,p)(F) por 

Teorema 105 

Seja P E P(n E; F) ( s,p) misto somante Robre E. Então <p( P) é continua sobre 

t;·(E) = Yp,B· 

Demonstração: 

Inicialmente notamos que se :r1, x2 , ..• , Xn E E, então 

onde 1}1 = P(x ), 1/i 1 1 = P(:r: + xi) - P(x) Re i 2 1 é continua e daí 

é fechado para todo k E lN e x,, x2, ... , Xn E E 

Agora, fixados k E lN e (xi)iElN E z;(E) teremos 

J>OlS 

Gk,(x;);Ef'1 = {:r: E E; llt.p(P)(:r:, XJ, x2, ... ) llm,(s,p) :::; k} fechado 

Gk,(xi)iEIN = n Gk,XJ,X2,---,Xn 

n:::>:l 

c conscquentcmcntc para k e n fixados teremos 

G - n G ) fechado k,n - k,(x; iEIN 
ll(x;)IJ,.,,pS I /2" 

66 



Mas dado x E E, pelo teorema 82, existe n tal que se ll(xi)iEINIIw,p ::=:; 1/211
, teremos 

II(P(x + xi)- P(x))iENIIm,(.~,p) ::S: 1. Daí 

II(P(x), P(::r + xl)- P(x), .. . )llrn,(.~,r) ::S: 1 + IIP(x)ll, o que nos leva a concluir que 

ou ainda 

k,nElN 

O teorema de Baire, nos diz; então que interior de Gk,n {':não vaúo para algum k e n. 

Logo existe r e Xo tal que se llx - :1;oll ::=:; r teremos :r E Gk,n 

Tomando agora (yi)iEIN onde ]/1 = :r0 e ?/i = O para i ~ 2 c ó = rnin {r·, 1/211
} teremos: 

ll(xi)- (Yi)llw,p ::S: Ó =? llx1 - xoll ::S: r e ll(xi)i2:2llw,r ::S: 1/2" e consequentemeut.e 

cp(P)(:~;i) ::=:; k, isto é, cp(P) é limitado numa hola e daí continuo. 

A demonstração acima, nos mostra que poderíamos gcneraliz;ar o resultado acima, 

qual seja: 

Teorema 106 

Se f é ( s, p) misto somant<~ sobre A C E aberto com valores em F então 

cp(f) : Vp,A -~ l(~.P) (F) 

definida como acima é localmente limitada num aberto denso de Vp,A. 

Proposição 107 

O conjunto r = {cp(P); P E M(.'l,r)C"E; F)} é fechado para a norma natural de 

P(nz~·(E); l(:~,p)(F)). 

Demonstração: 

Suponhamos cp(Pk) convergindo para h c mostremos que existe P E M(s,p)("-E; F) tal 

que cp( P) = h. 

É claro que se 7rj é a j-ésirna projeção de l(~.p) (F) sobre F, teremos ( 1r.i orp( Pk)) convergindo 

para 7r j o h unifonncmente sobre a bola unitária de l~ (E) e daí pode moR definir 

P(x) = lim Pk(x) = 1r1 (h(:r, O, O, ... )) \fx E E 
k-+oo 
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~ ~ntão P Rcrá um polinômio n-homogêneo e continuo, poiR é limitado sohr~ a bola 

unitária.TeremoR ainda 

Ma<> como h E PC't;(E); l(~·,p)(F)) teremoR cp(P) =h c P (s,p) misto somante. 

Dorava.nte, Re p E M(.,,p) c~ E; F) anotaremos 

A propoHição anterior noH garante que M(.,,p)C'·E, F) é um (~spac;o de Banach Hohre 

Proposição 108 

Sejam P E M(s,p)(nE; F) e TE L(F; Z). Então TP E M(s,p)(nE, Z) e além diHHo 

Demonstração: 

llcp(T P) 11 = SUP(:r.;)EBz~(E) llcp(T P)(xi)llm,(.,,p) = sup II(T P(xi ), T P(xl +x2)-T P(:r;I ), ... )llm,(s,p) S:: 

IITII sup llcpP(xi)llm,(.,,p) = IITIIIIPII,~.<".Pl 

Vale observar que a propoRição acima ainda continua válida, para P E flp(n E; F) e 

IIT Pll7rp• 

Proposição 109 

Se P E M(s,p)(n E; F), p 2: 1 então 

para todo k =O, 1, 2, ... , n e (a, O) e (x, (xj)jEfl) em l~·(E). 
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Demonstração : 

1/k!dkt.p(P)(a, O)(:r:, (:rj)jEIN) = l/2niJI-'I 

1/ k!t.p(dk P( a))(x, (xi) ). 

Proposição 110 

Se p 2 1 então (M(s,p)(nE; F), II.JI,~(P,pJ)nENo é um tipo de holomorfia de E sobre F, 

como definido inicialmente. 

Demonstração: 

Basta observar que 

para todo a E E c k = 1, 2, ... , n. 

Vale dizer ,que as demonstrações acima , foram simplesmente adaptações dos resulta­

dos demonstrados em [16] por Matos ,para o caso p somante . 

Lema 111 

Suponhamos f E H( E; F) tal que para todo Z Banach e T E L~.~( F; Z) tenhamos 

Tf E 1-íTfp(E; Z). Então existem constantes C1 c C2 tais que 

para todo k,n E IN e T com IITIIa.,,., ~ 1. 

Demonstração: 

Se tal não acontecesse, dado n E IN cxisitriam kn, Zn e Tn E L!.,( F; Zn) tal que 

Então procedendo corno no teorema 36, fazemos Z = l2 (Zn), T = I:íEIN .li~ e daí teremos 

o que contraria T.f E 1-íTfp(E; Z). 
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Estamos agora em condições de demonstrar o teorema de caracterização abaixo. 

Teorema 112 

Se s "2: 1, então .f E H( E; F) é de tipo M(.~,p) (holomorfia), se c somente Rc, para todo 

Z Banach e TE L~.'t(F; Z) tiyermos T.f de tipo llv (holomorfia). 

Demonstração: 

( =?) Dado Z Banach e T E L~ .. 't(F; Z), como Jk f(a) E M(s,p)('1E; F) teremos TF E 

Mas temos 

Teremos então 

1 ~k 1 1 
11 k!d Tf(a)111r, = k! sup lhTYillv::::; k! sup llrillriiTY&~::::; 

1 1 ~k 
k! Sllp lhllriiTIIas,siiYillw,s ::::; (1 +E) k! IITIIas,.'tll<p(d .f(a)ll = 

1 ~k . k 
= (1 + E)IITIIa.'t,.'tll k!d J(a)llm,(s,p)::::; (1 + E)IITIIa.~,sC1C2 · 

Logo Tf E 1-í1r,(E; F). 

(<==)É claro que dk.f(a) E M(s;p)(
11E; F). 

Agora dada /L E W ( B F') definimos 

T11. :F --4 L 8 (BF', !L) 

y ~ T(y)(a) =< a, y > 

Temos então Tp. E L~ 8 (F; Ls(Bp, p.)) e além disso IIT11.IIa.-t,.'t ::::; 1 

Como ~J E ~,(E; L 8 (Bp, p.)), teremos pelo lema anterior C1, C2 tais qne 

1 ~k k 
11 k! d ~d(a)1111', ::::; C1C2· \fk E lN, 11. E W(BF') 
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e portanto 

ou ainda 

~! ccL,.., I < Jk f(a)(xl ), b > n dp.(b))pfs+ 

+ "f}./n,.., 1 < Jk.f(a)(:r, + :1:2)- Jk.f(a)(xl), b > 1·~ dp.(b))PI 8
)

11".:; e1e; 

U:mndo a caracteri:t.ação de seqnências (s,p) somantes·t.eremos 

e conscquentemcnte .f E 1-í11.<"·"> (E; F). 

Proposição 113[Matos) 

Se f E 1-í1r,(A; F) então f é absolutamente p somant,e sobre A. 

Proposição 114 

Sejam s 2: 1, f E 1-í1,(s,p) (A; F), então f é (s,p) misto somant.e sobre A. 

Demonstração: 

Basta notar que, pelo teorema anterior, teremos T.f E 1í1r,(E; Z) para todo Z Banach e 

T E L~.~(F; Z). Logo, pela proposição acima, T.f é absolutamente p-somante sobre A e 

consequentemente f é (s,p) misto somante sobre A. 

Trabalharemos agora, somente com polinômios tomando valores em K, isto é, P E 

P(n E) onde E é espaço de Banach. 

Dado um espaço de Banach E, é claro que ao mudartnos sua norma, possivelmente 

alteraremos também a norma sobre o espaço dos polinômios. Logo, temos a seguinte 

definição: 
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Definição 

Um espaço nonnado de polinômios n-homogêneos (Po(nE),11-11o) sobre E será dito 

intrínseco, se depende somente da estrutura de espaço vetorial de E, isto é se 11-11 1 e 

11-lb são normas equivalente Hobre E, então 

P E (Po(nE), 11-l1ot) <===> P E (PoC'E), ll-l1o2). 

Se 11-111 representa uma norma sobre E, então Bll.lh representará a bola unibiria cor­

respondente. 

Definição 

Diremos que um tipo de holomorfia O de~ E em K, é um tipo o:-holomorfia se as 

seguintes condições são satisfeitas: 

(i) Po(nE) é um espaço de polinômios intrínseco para cada n E 1N 

(ii) una definição inicial da seção, não depende da norma considerada em E 

(iii) Se 11-11 1 e 11-1\-.1 são uonnas sobre E e C(~ 11111 número real positivo tal que CIJII.II• C 

B11.11 2 então teremos para cada n E 1N 

para todo Pn E Po(n E). 

Estamos fazendo 11Pnl1oi = IIPnllo com 11-lli sobre E, i= 1, 2. 

Teorema 115 

Para p :2: 1, (M(s,r)C1E), 11-11 1L(s,pJ) é um a-tipo holomorfia. 

Demonstração: 

A condição (i) acima é facilmente verificada . .Já o ítem (ii) é uma conseqnência direta da 

proposição 110. Provemos o ítem (iii). Dado C real positivo teremos: 
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Fazendo y1, = C xí vem 

Acima eRtamos fazendo ll:ril!w,p,j = l!xillw,p quando tomamoR 11-llj, j = 1, 2 Robre E 
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