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Lista de Notagoes

l,(E) = conjunto das sequéncias absolutamente p somaveis
I(E) = conjunto das sequéncias fracamente p somdveis
tay(E) = conjunto das sequéncias (s,p) misto soméveis ‘
By = bola unitdria no dual de E
W (Bjy) = conjunto das medidas de probabilidades regulares sobre By
L(Fy, ..., E,; F) = conjunto das aplicagoes n-lincares continuas do produto cartesiano
de Ey,...)E, em F
P("E; I') = conjunto dos polinémios continuos de E em F
L@Pip)(E, ... E,; I') = conjunto das aplica¢des n-lineares (g;p1, ..., p,) fracamente
somantes
LY (E\, ..., Ey; I7) = conjunto das aplicagoes n-lineares (p/n,p,...,p) fracamente so-
mantes
L&PNE,, ..., Ey; ) = conjunto das aplicagbes n-lineares (g;p,...,p) fracamente so-
mantes
L@rvr) (B En I) = conjunto das aplicagdes n-lineares (g;pi, . .., pn) absoluta-
mente somantes
PP} ("E; I’) = conjunto dos polinémios (g; p) absolutamente somantes
PP} ("E; I') = conjunto dos polinémios (g; p) fracamente somantes
PPL(ME; F) = conjunto dos polindémios (p/n; p) fracamente somantes
Lewripn)(F . E.; F) = conjunto das aplicagdes n-lincares (s, q;p1,. .., pn) misto
somantes
PLar) (" E; I') = conjunto dos polindmios (s, ¢; p) misto somantes
(P)(n . [} = conjunto dos polindmios (s, p/n; p) misto somantes
PPN (" E; ') = conjunto dos polindrmios (s, p; p) misto somantes
'P,(,'::g)(” E; ") = conjunto dos polindmios (s, p) misto somantes em a
Lﬁ;‘;_:g)(E; I) = conjunto dos operadores lincares (s, p) misto somantes em a
MEP)(V; F) = conjunto das aplicagdes de V em F (s, p) misto somantes em a

[12(V; F) = conjunto das aplicagoes de V em F p absolutamente somantes em a



Resumo

Neste trabalho, nés introduzimos alguns tipos polindmios e aplica¢ées multilineares,
generalizando alguns casos ja bem estudados, tais como aplicagoes multilincares absolu-
tamente somantes.

Inicialmente, provamos um teorema sobre aplicagoes fracamente somantes, e usamos
este teorerma para obter algumas generalizagoes . A seguir, estendemos para o caso multi-
lincar alguns teorcmas sobre aplicagoes misto somantes ¢ varios resultados sao provados.
Mostramos que ultraprodutos siao 1teis para obter alguns tipos de aplicagoes multili-
nearcs.

Finalmente, o conceito de aplicagoes (s;p) misto somantes (ndo lincar) de wm subcon-
junto aberto A de um espago de Banach E em um espago F ¢ introduzido, ¢ mostramos
que é possivel considerar um tipo de holomorfia (s,p) misto somante (no sentido de Nach-

bin).



Abstract

Tu this work, we introduce some types of polynomial and multilinear mappings, gen-
cralizing some well-know classes of polinomials such as absolutely sumning.

We first give a proof of a theorem about weakly summing mappings, and then we
use this theorem to obtain some generalizations. Next, we extend for the multilinear
case some theorems about mixed suwmming mappings and several results are proved. We
proved that ultraproducts are quite useful in obtaining some multilinear mappings types.

Finally, the concept of (non-lincar) (s,p) mixed summing mapping from an open
subset A of a Banach space E into a Banach space F is introduced, and we show that it

is possible to consider an (s,p) mixed summing holomorphy type (in Nachbin 's sense).



Introdugao

O objetivo deste trabalho foi, inicialmente, estudar as aplicagoes n-lineares ¢ polindomios
misto somantes. Ao comegarimos, notamos que um outro tipo de aplicagoes surgia na-
turalmente, ¢ estas nos pareciam tao importantes quanto as primeiras, ¢ dai, passamos

a nos interessar também pelas aplicagoes multilincarcs fracamente somantes.

A noc¢ao de operadores misto somantes, nao com esta terminologia, tem sua origem
no trabalho de Maurey[17] , quando este estuda operadores lineares fatoraveis, ¢ fixados
0 < p < g < 00, caracteriza, através de uma condigido sobre o operador I, os espagos de

Banach E tais que, para todo cspago de Banach F,| tem se:
Lis(E, 1) = g (E; F),
onde LI (FE;I") = {T : E —> I lineares e absolutamente q somantes }.

Em [20] Pietsch introduz as sequéncias misto soméveis. Para entender a importancia
deste tipo de sequéncia,vale lembrar que se um espago de Banach E ¢é de dimensao
infinita entao sempre existem sequéncias (r;) em I'(E) \ [,(E), isto ¢, sequéncias que sao
fracamente p somaveis mas nao sao p absolutamente somaveis. A nogao introduzida por
Pietsch nos mostra que, ainda assim, podemos tentar "separar” (x;) e duas partes. A

maneira de se fazer isto, € simplesmente tentar escrever:
73 = Ty com (1) € b o () € L(E) (1/r + /s = 1/p)

Através desta idéia, Pictsch introduziu as sequéncias misto somaveis, quais sejam, aquelas
que admitern uma separagao do tipo acima. Dal sao introduzidos os operadores (s,p)
misto somantes, isto ¢, opcradores que tranformam sequéncias fracamnente p somaveis em
(s,p) misto somdveis. Vale dizer que a condigao obtida por Maurey, citada acima, equivale
a ter Iy (s,p) misto somante. Pietsch mostra ainda, qual a relagao entre estes operadores

e os operadores p somantes, introduzindo em [20] a teoria multilinear.

Em [2], Matos e Alencar estendemn a teoria dos operadores p-somantes as aplicagoes



n-lincares e aos polindmios n-homogeneos, dai a idéia de verificarmos o que acontece, ao

tentarmos estender a teoria de Pietsch, para o caso (s;p) misto somante multilinear.

Como nao poderia deixar de ser, fomos levados a considerar a questio da com-
posi¢ao de polindmios ¢ operadores lincares. Verificamos que um problema surgia,
qual seja, sequéncias fracamente p somdveis nao sio necessariamente transformadas
cm fracamente p somaveis por polinémios. Em outras palavras, se P € P("E;F) =
{ polinémios n-homogéneos continuos de Eem F } e se (z;) estd em IY(E) nao temos
necessariamente (Px;) em IP(I"), o que nos levou ao interesse pelos polindmios fraca-
mente somantes. Vale lembrar, que no caso linear, ndo temos este problema, ou scja, todo
operador linear continuo transforma sequéncias fracamente p soméveis numa sequéncia

do mesmo tipo, e portanto se torna desnccessério este estudo no caso linear.

O presente trabalbo tem por objetivo entdo introduzir as aplicacoes fracamente so-
mantes ¢ misto somantes tentando verificar, na medida do possivel, suas relagoes com as
aplicacoes absolutamente somantes, ja que como no caso linear, estas iiltimas ja foram
objeto de maior estudo. A partir dai, obtemos alguns resultados, através de resulta-
dos provados anteriormente por Matos[14] ¢ por Aron[3].j4 conhecidos para aplicagoes
n-linearcs absolutamente somantes, resultados estes, que o leitor interessado pode encon-

trar em Matos|[14] ou Aron][3].

O trabalho esta dividido em nove segoes.

Inicialmente, apresentamos as sequéncias (s;p) misto somdveis e sua caracterizagao,
como em Pictsch [2], o que nos serd de grande utilidade, j4 que boa parte de nosso estudo
tem essa caracterizagao como suporte. A caracterizagdo obtida nesta se¢ao nos sera
fundamental uma vez que, na maioria das vezes, nao é tao si'mples decidirmos quando
temos, ou nao,uma separagao do tipo anteriormente descrito para uma sequénci.

Logo a scguir, introduzimos as aplicagoes n linearcs fracamente (g;pi, ..., pn) so-
mantes, caracterizando-as como aquelas aplica¢oe, cuja composigao com funcionais lin-
cares continuos, resultam em aplicagoes (g;py, - - ., pn) absolutamente somantes.

Na terceira se¢ao, fazemos wn estudo dos polindmios fracamente (g;p) somantes,



obtendo uma caracterizagao via um teorema de dominagido no caso em que ¢ = p/n,
onde n ¢ o grau do poliomio. Usando um resultado de Botelho[4], mostramos ainda que
existem cspagos de Banach E, tais que para todo cspago de Banach F | todo polindémio
P em P(E; ) é fracamente (2;1) somante. Apresentamos um exemplo, mostrando que
isto nao ¢é verdade em geral. -

Na scgao seguinte, passamos a trabalhar com as aplicagdes (s, q;py,...,p,) misto
somantes; caracterizando-as como aquelas aplicagoes 1 lineares tais que sua cormposigao
com um operador lincar s somante resulta absolutamente (q;py,...,p,) somante. Para
alguns casos, conseguimos também um teorema de dominagao.

Os polinomios misto somantes vém a seguir, deixando claro as relagoes entre fra-
camente somante, absolutamente somante e misto somante. Definimos ainda como um
espago (s,p), aquele espago de Banach sobre o qual a identidade é (s,p) misto somante,
caracterizando-o através de.polinémios p absolutamente somantes. Generalizamos ainda
no teorema 55 um férmula de composigao ja conhecida no caso linear.

A extensao de polindmios misto somantes, é objeto de estudo na segao seguinte, onde
mostramos que os polinomios do tipo aqui estudados sao estaveis por ultraprodutos. Esta
estabilidade nos permitird estender polinémios dos tipos acima que cstejam definidos
sobre um espago de Banach E, com valores em IK, pelo menos até E”.

Reservamos para a sc¢ao scguinte alguns exemplos que irao ilustrar, cormo resultados
ja conhecidos no caso linear podem ser generalizados para o caso multilinear. Em parti-
cular, mostramos que se E; ¢ um espago de cotipo 2 para algum (1 < i < n), entdo
toda A em L(E,,..., E,; I} = { aplicagocs n-lineares continuas de Ejx...xF, em I}
serd (2,1,...,1) misto somante.

A tentativa de generalizar a nogao de misto somante para qualquer fungao, nos leva
a uma versao local, cujo estudo desenvolvemos na segao oito, amparado e alguns resul-
tados de Matos[16]. Obtemos, ainda, caracterizagoes locais andlogas as obtidas no caso
polinomial, que muito nos auxiliarao na se¢ao seguinte.

Finalmente, na se¢ao nove, introduzimos um tipo de holomorfia, no sentido de Nach-
bin, gerado pelos polinémios misto somantes. Como nas segoes anteriores, mostramos sua

relacao com o tipo de holomorfia gerado pelos polindmios absolutamente somantes, tipo



este introduzido por Matos em [16]. Terminamos mostrando que cste tipo de holomorfia

¢ ainda um o tipo, como definido por Dineen em [8].

Acredito, que no futuro, devamos explorar um pouco mais as consequéncias dos resul-
tados das seqoes oito e nove, inclusive quanto ao tipo de holomorfia introduzido.Quanto
as scqoes anteriores, penso que devemos tentar avangar wn pouco mais na busca de rela-
cionar o conceito de cotipo de um espaco com os polindomios misto somantes ou fracamente
somantes. .

Para finalizar, gostariamos de ressaltar que as referéncias béasicas para este trabalho

sdo Matos [13] e Pietsch[20].



1-Sequéncias Somdveis

Definigao:
Sejam ) < p < 0o e E espago de Banach. Uma sequéncia (r;)ien, ;i € E, serd
dita absolutamente p somavel sc }37° [|#||” < 0co. Neste caso anotaremos [|(x;)|],, =

o2y P )1/ " e definiremos ainda

() = {(z:)ien, @ € B; 3 ||al|P < oo}

i1

I facil ver que Iy Clpy ey <l lpy 8¢ 0 < py < py < o0

Para p = oo faremos

ai
oo E) ! {()iemr 1 € 5 sup 2] < 00} ¢ Jaalloo = sup [l
i

Definigao:

Scjam 0 < p < 0o ¢ E espago de Banach. Uma sequéncia (2;)iew, 2; € E, serd dita
fracamente p-somdvel sc (| < ¢, 2; > |)ien € [,(F) para todo ¢ € E'. Neste caso,
anotaremos

lef
1 22 suppern,, I < 0y > Dl

cuja existéncia pode ser verificada através do teorema do grafico fechado ou principio da

limitagao uniforme. Definiremos ainda
Iy (E) L {(@)ien, T € Ee (| <9, 7 > ienw € I,(E) Vo € E'}

Tal como no caso anterior é simples verificar que I (E) C I (E) ¢ |- flwpy, < [[lwp €

0<p <pp <0

Definigao:
Sejam 0 < p < s < 0o, r tal que 1/r + 1/s = 1/p e E espago de Banach. Uma

seqiiéncia (7;)ien, *: € E, scréd dita de tipo (s,p) misto somdavel sc puder ser escrita
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na forma

T, — TiYs

com (7;)ien € I ¢ (Yi)ienw € IY'(E). Em tal caso anotarcmos

<H751 lm,(s,p) — in’f{“’ri”r“yi“w,s}

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as manciras possiveis de escrever (#;)ien na forma

acima. Como nos casos anteriores definircinos ainda

>l
'Zl",p)(E) e {(xi)ien; ® = Tays, com l7:ll, < oo e “.Ui”u,,,s < oo}

Lema 1 [Ky Fan]

Seja K- uin subconjunto convexo compacto de um espago linear topoldgico de Haus-
dorfl. Scja ainda F uma colegao concava de fungoes reais convexas scmi-continuas superi-
ormente sobre K. Suponhamos que para uma certa constante p, dada ¢ € F exista x4 €
K tal que ¢(z4) < p. Entéo existe zg € K tal que ¢(xo) < p para todo ¢ € F.

(Vale observar que uma colegg@o F de fungdes reais é dita concava sobre K se dados
Ty Pry-oyn € Foay, ... 0, > 0 com 37 o = 1 existe ¢ € F satisfazendo ¢(z) >
Yoo cudi(x), para todo z € K..)

Omitiremos a demonstragao deste lema que pode ser encontrado em Pietsch[21].

Lema 2[21]
Sejam 0 < p < 8 < 0 e (7;)ien uma seqiiéneia tal que z; € F| para cada 7 €
IN. Se (fp,, | <a,z: > |° dpa))/")iew € 1, para cada 1 € W(Byy), entdo

o= sup{{Z(/” | < a, 2 > [P dp(@))\P°} 7P pe W(Bp)} < oo
B,

i1

Vale ressaltar que W(Bpg) denota o conjunto das medidas de probabilidade regulares

sobre By



Demonstragao:
Suponhamos existir y1, € W(Bp) tal que
o0
{Z(/ | < a, @ > |* dpn (2))P/"}VP > 2 paran = 1,2, ...
n=1 7 Brs

Tomando p = 377°, 27", teremos 1 € W(Bp), com

{Z(/ | < a2 > d(@))?*}? > n, paran=1,2,...,
i B,

0 que contraria a hipétese inicial. Logo existe

o™ su,p{{Z(/” | < a,2; > |* dp(@))?*}/?, e W(B)} < .
i1 Y By

Teorema 3[21]

Sejam 0 < p < s < oo. Uma seqiicncia (7;)ien, #; € E, serd de tipo (s,p) misto

somdvel se, ¢ somente se, ((f,, | <a,3;> | dpfa))'/?) € I, quando p € W(Bp).

ic

Além disso

il ey = sur ([ 1< aye > I dp(@)*} 7, € W(B)}
i=1 7 Pe!

Estamos tomando By com a topologia o(E’, E)
Demonstragao:
3

(=)zi = 7y com (Ti)ienw € b e (Wi)ien € I5(F). Usando a desigualdade de Holder

teremos
o0
{>(
il

se p € W(Bp).

o0
| < av > [ dp(@y "} = ORI < oy > 17 di@) YR <l gl
By -1 M o4

(«=) Tomemos u = r/p, v = s/p onde 1/r + 1/3 = 1/p e definamos

o«

K={m)iew; D' <oP; >0} ¢ F={Ppe: K> IR; p€ W(Bpg),e>0}
i1
onde ¢, (m:)iew) = 2221 +€)7" [, | <a,2; > 1" dpfa) e o como no lema anterior.

' .
Note que F é uma familia concava de fungoes convexas continuas e K é fracamente

7



compacto. Tomando agora

‘fi = (/ | < a,r; > IS d/l,((l,))I/"'v
By

teremos (€;)ien € K e daf
oo
Bpe((€i)ienw) < Z(f, +e) " i, | < a,z; > |° dula) < o”
il B
Logo, pelo Lema de Ky Fan, podemos cucontrar (Gliew € K tal que ¢y, ((Gienw) <

of para todo ¢, . € F. Em particular para pt = é;,3 teremos

o0

G <a,w > <o

il

E claro que se x; # 0, teremos (; # 0 ¢ podemos tomar 7; = C,I L yi = 1, 'xi. Se
iy =, tomamos 7; = 0 e y; = 0. Notamos entao, que em ambos os casos teremos
x; = Ty ¢ além disso

k k ')
sy1l/s . —1 . s\1/s /v w\1/r r
Qo <ay > )Y :l‘_{%(ZZ:I(Cm) | <o,z > ) <o elnll, < QCIGIM'T < o

=1 =1

Teremnos, entao

<o

HTi“r”yi”w,s < o, 0 que nos leva a “‘7'-":”'m,(s,p) =

Nao nos preocuparemos em fazeé-lo, mas poderiamos agora ,usando o teoreina acima,

provar a proposi¢ao abaixo:

Proposicao 4

s (E) ¢ um espago normado (p normado) completo se p > 1 (0 < p < 1).

Proposicao 5

Scjam 0 < p < s < oo com 1fr+1/s=1/p e (7i)iew € If;,,(E) entio:
(7’) “(‘ll’.‘i)”r < ”(:I"i)”m.,(s,p)
(”) |l(:';i)llvu,,9 < “(x’i)”m,(s,p)

Demonstragao:

(i) Tomamdo z; = 7y; com [[()[, < L+ @) msp © 1@)llws < 1, teremos:

w,8 —

@)l = (sl < NN @lloo < (1 + Q@i o) 1080 ()] < Wm0y

8



O item (ii) pode ser provado de maneira anéloga.

Proposigao 6

Scjam 0 < p < s < 00, E espago de Banach, entao:
() L(E) C I, (E) CI(E) com
1@y < 1@l oy < NIy
(1) IV(E ) =G p(E), L(E) =17, (E) ¢ além disso
1@y = 1@ gy © 1)y = 160 oo

Demonstragao:
(i) Scja (Ti);epy € Ip(E). Se 0 < p < s < 00 o resultado segue direto do teorema 3. Se

s = 00, entao leremos 7 = p ¢ podemos cscrever x; = ||| ”—;‘}W, obtendo dai
Y

(@) lon 0y < ll(wi)l}v-llmﬂwm = =)l = lI(=:)ll,

Se s = p, escreveremos x; = lay, o dal, ||(z:)]],, o S Izl - = W), < ),

e

Suponhamos agora (r;)iew € I, ) (£). Entio dado € > 0 tomemos x; = 1y; com |[(:)],.[|(ya)ll

(1 + 6)H(m’i)”‘m,(.v,p) ¢ dai :

w,8 —

e o]

(@)l = stpacn,, Q_1 < a7y > )7 < E A @)l < A+ @) oz
P

LOg() li(:I:i)!l11/,p < ”("I:i)llm,(s,p)'

O item (ii) é de fécil verificagao.

Proposicao 7

Sejam 0 < p; < 51 € 00,0 < pp < 53 < 00, p1 € pp ¢ B Banach. Entao:
(i) Se 51 > s, teremos Iy, (E) C IR, (E)
(i) Se sy < 59 ¢ 1/py —1/s1 > 1/pa — /s, teremos Ify, . \(E) C I, (E)

Demonstragao:
(i) Segue dircto do teorema 3.

(ii) Dircto da definigao.



Exemplo 1
Em Iy, tomemos (e;);cn & base canodnica e seja z; = e; /1. Eutao (;)iemw & 11 (I2), mas (1/i)ien €

lo e (e;)ien € 1Y (ly); portanto (;)ien € lzgy,)(lz) ¢ além disso

1@ 2,0y < 11/illlI(ellw 2 = N(1/Dlz, 0 que nos leva a [[(@:) [l 2,1y = 1(1/9)]2-
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2-Aplicagoes Multilineares Fracamente Somantes

Definigao:
Scjam Ey, ..., E,, I, espagos de Banach e 0 < g¢;py,...,pn < 00 tais que 1/q <
Upit-41/py. A€ L(Ey, ..., E,; I') scra dita (g; p1, . - - , Pn) fracamente somante,

se e somente se, existir o > 0 tal que

Il(‘A(T1I v 71;;11))?--'I|I1v,q S 0“(‘7’-1!, )fl ”m,]n Tt ”(T:' i’c~:] ”w,ph (l)

para quaisquer kK € IN ¢ . ,:17;c €k
Anotaremos
WAl gy ..y = inf{o; satisfazendo (1)}.

Fixados E,..., E,; I?, o conjunto das aplicagoes A € L(FE,, ..., E.; IY) que sao

(g;71, - - -, Pn) fracamente somantes serd indicado por

L("”’"""”")(El, o By F)

ws

E interessante destacar os seguintes casos:
Se 1/q=1/p1 4 ---1/p,, entdo A € LGBy, ..., Ey; F) sera dita fracamente

(P1y- - -y Prn) dominada ¢ anotaremos
A€ L,(f,’d"'"’p")(E;, ey Ey; ) assim como || Allwa,py,....pm)-

Se além disso p; = ... = p, = p, entao A serd dita fracamente p dominada, e

usareinos a notagao

A€ Lpy(Lr, ..., E F) e||Allway

A€ L(E,,..., Ey; I) sera dita ainda (g; p) fracamente somante se (1) é vélida com

P1 = ... = Ppnp = p € neste caso escreveremos

Ac LEMNE, ..., Ex ) e | Allyion

ws
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Teorema 8

A€ L(Ey,...,Ey F) serd (g;p1, - ., pn) fracamente somante se, ¢ somente se, para
quaisquer seqiiéncias () )iew € 12 (Ey), ..., (#7)ien € L7 (E,) tivermos (A(z},...,27)2,
€ ()
Demonstragao: -
(=) E de facil verificagao, seguindo direto da definigao.

(<) E suficiente mostrar que qualquer m € IN

sup A, ) s <0 D Mgy < L I g, < 1 < 00

Sc assim nao o fosse dadom € IN, existiriam k,, € N ¢ z},..., 2, € Ey, ..., 27,...,2} €

Y

E, tal que
1(AG), -, 2D g > M2

tll

com ||(z])F S EDE . < 1. Daf terfamos

w,p1 —
13 /27 ) Ny < 1727 W@ /2 N < 1/27

Podemos obter entdo seqiiéncias (7] )ien € 12 (E1), .. ., (#])iew € I3 (I2,), mas para cada m

H(A(T"" e "))1’ Iqu Z m

o que contraria A ser (q;p1,...,pn) fracamente somante.

Lembremos que uma aplicagao A € L(Ey, ..., E,; F) édita (g;p1,...,0n)
(0 < q,p; < 00) absolutamente somante, com 1/g < 3% 1/p;, se existe

o >0 tal que
I(AG, - @)y < oll@DE g - 1@
para quaiquer k ¢ 7,..., 7% € E;. Neste caso, cscreveremos
A€ L@rer) ¢ inf o = | Allas (gipr,eroipm)
Vale observar que se dimf” < oo, entao
L@ (B L By ) = LR ) (B, ... En; F)

ws
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para quaisquer Ey, ..., E, Banache 0 <g¢,p; <oocom 1/g <33T, 1/p;
Vale relembrar o seguinte teorema, que pode ser encontrado em Matos[14].

Teorema 9

Scjam A € L(Ey, ..., Ep;IT) e 0 < q;pr ..., pn < 00, com
1/g=1/p1 + -+ + 1/p,. Séo equivalentes:
(i) A é (g;p1, - .., Dn) absolutamente somante
(ii) Existem o > 0 e medidas de probabilidade regulares gy, € W(Byy,1), k= 1,...,n; tal
que

WA, ..., el <o ] {/ | < a,mp > |7 dpe(a) )/
. ’i”’cl

1<k<n

para todo xzx € Ex, k= 1,...,n. Neste caso teremos
| All(gsp1,.... pn) = inf{o, satisfazendo desigualdade acima}

Teorema 10
Sejam Ei,...,E,; FF Banach, 0 < q,p;,...,pn < 00 com 1/q < Y7 ,1/p;. A €
L(E;, ..., Ey; ) serd (g;p1,.-.,pn) fracamente somante se, ¢ somente se, para todo ¢ €

F', @A for (g;pi1,-..,pn) absolutamente somante. Além disso tercmos

”A”w,(q;m,.--,pn) = Sup HLPA“"B,(Q?T’l,---,Pn)
WERF-I

Demonstragao:

=) Para ¢ € I’ teremos:
(=) @

k
O <l Azt a?) > N7 < llll(A, - o))l g
i1
S “(p” HAH'IH(Q;PI,--an)H(mz)f*'l ”w,pla ety H(’I"? :',c,wl Hw,pn
Dai temos @A € L&Pt--ra)(E), ... E,; I') e além disso teremos ainda

lI‘PA||n3,(q;p|,---,pn) < H‘PHHAHm,(q;m,m,rn) ou

sup H‘PA“as,(q;m,-«mn) < ||A”w,(q;p1,‘-.,r'n) (2)
PEDB 1y
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(¢<) Se A ndo é (¢;p, ..., pn) fracamente somante entdo existem seqiiéncias (z!)ienw €
(B, (@)ien € 1) (En) tal que [[(A(z), ..., 27))ien]ly, = 00

Dai existe g € By tal que [|(pA(x, ..., 77))ien]l, = 00 ¢ consequentemente @A nio é
(g;p1,- - ., pn) absolutamente somante.

Teremos ainda -
k .
1 k
Qol<e, Az, 20) > DY < @Allas taspr, ) 1 @Dy o - - 1@ g
i-1

e dai

HAHW,(q;m,-‘.,pn) < ||‘PA||as,(q;m,-v-mn)

o que juntamente com (2), nos leva a

||A”"”7(Q§Pl‘--~,7’n) = Sup “‘PAHaS,(q;pn,...,pn)
pER Ly

Os 2 dltimos teoremas nos levam ao teorema.

Teorema 11
Sejam A € L(E\,...,Ey;F) e 1/g=1/pi+ -+ 1/pa, 0 < q, p; < 00. Aserd
(¢;p1, - - -, Pn) fracamente somante, isto é (py, . .., p,) fracamente dominada sc, e somente

se, existe 0 > 0 tal que dado ¢ € B, existem ji1y, . . ., fin, € W(B)~) satisfazendo

Pi d/l,,;w(a,))'/”"

n
leAG, el <o 1T, 1< >
3=1 " r:

Teremos ainda

”AH‘llld,(ph._.,pn) =info

Teorema 12

Se A€ L,(f,‘j,p‘ ""”’")(El, oy By ) e T e L(F, G) entdo TA € L,(f,’_;”"“"p")(El, ooy By G)
¢ além disso“TA”,,,,(q;,,,,___,,,n) < “T””A“w,(q;m,---mn)'

14



Demonstragao:

Dados a1,...,z} € E; para j=1,...,n ¢ ¢ € B teremos:

k
(Z | < 1 2 TA(T:’ Tt I?) > |q)l/q S ”T””AHT",((I?PI,---J’n) ”(T‘ll )f::l ”m,pla ) ”(T:')rk»l ”w,pﬂ

7=]

Proposicao 13

Sejam A € L(Ey,...,E;F) Ej 5 =1,...,n, I espagos de Banache i: F < G
uma imersao isométrica. Entao A € L&GP-P)(E, .. . E,; I)sc, e somente sc, iA

€ L@r-r)(E, . E,;G) e neste caso teremnos:

“A“w,(q;m yosPn) T ||iA||w,(q;p|,---mn)

Demonstracao:
(=) Segue do teorema anterior, j& que {[iAlly gipr,..pn) < 1 Allwigipr,.pn)-
(«<=) Dado ¢ € By, podemos usar Hahn-Banach para obter ¢ € B tal que ¢(x) =

¢i(x) e dal teremos:

k k
Ol <o, Az, am) > D)1 = Ol <o, iA(), x> 1)
7.1 i1
H(iA(ﬂ"z!? T )T:L ):L'l”w,q
S ”iA”w,(q;m,...,pn)“('7"1! :',c:fl “m,p, LA H(T:l ‘I;rl ”m,pn

Portanto A € LWri-—pX(Ey, ... E,;F) e além disso

IA

”A“w,(q;pu,---,pn) < HiA“w.(q;m,v--,pn)

Teorema 14
Sejam E, ..., E, cspagos de Banach sobre IK(reais ou complexos),

0<q,p1,.-,pn < 00coml/g <37, 1/p;. Sao equivalentes:

(i)Existe I Banach tal que L&Pr—P)(Ey, ..., Ep; F) = I(Ey, ..., Ey; I7)
(@) LgPrrPa)(Ey .. E,) = L(E,, ..., E,)
(iii)Para todo G Banach, LGP (E, ..., EyG) = L(Ei,..., Es;G)

ws
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Demonstragao:

(1) = (i) Scja ¢ € L(E\,..., EyIK). Tomamos z € F, ||z|| = 1 ¢ definimos uma
imersao isométrica i : IK <= [ tal que (1) = = e daf teremos iy €

L(E\, ..., E; F) = Lus (gipy,.2p) (1, - - -, En; F). Logo, pela proposigio auterior, ¢ €
Lpvpe (B By K),

(ii)=(iii) Conseqii¢éncia direta do teorema 10.

(iii)=(i) Nada a demonstrar.

O scguinte resultado pode ser encontrado em Floret ¢ Matos[9] e voltard a ser abor-

dado posteriormente.

Teorema 15

Sejam pj,q € [1,00] com »7_;1/p;s < 1/q. Entao

L(Ey,... Ey F)=LEPu-)(E . E.F)V E,..., E,;F Banach

ws

Uma consequéncia importante do resultado acima é que

L(E, ... EyzF)=L0NE, . E;F)Y E,...,E, I’ Banach.

ws

A prova desta proposicao sera feita um pouco adiante.
Vale ressaltar, que é simples estender o teorema acima, para o caso 0 < p; < oo, isto

é, temos:

Corolario 16

Sejamn 0 < p; < oo el < qg<oocomp; <1paratodoj=1,...,no0u Ep',zl <1/q.
Entao

L(E\, ..., By F) = L&P-P)E, ... EyF)

ws

para todo E,..., E,, I Banach.
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3-Polinéomios Fracamente Somantes

Definigao:
P e P("E,I’) serd dito (g,p) fracamente somante com 0 < 1/g < n/p sc existe

o > 0 tal que

1P ()Nl g < oll(@)iallh, ¥ 71y s € B e ke N (3)

w,p

Anotaremos || Pl|ws = inf{o; o satisfaz (3

{7.p) ’
Se ¢ = p entao P scra dito fracamente p somante e indicaremos || Plluwap = || P||ws,p.p)
Fixados E ¢ I o conjunto dos polinéiios P € P("E, I') fracamente (q,p) somantes serd

indicado por PUP("E, I

Teorema 17

P e P("E,F) sera fracamente (g, p) somante se, e somente se, para toda

(Ti)ienw € I)(E) tivermos ((Pz;))ien € Iy (I).

P

Demonstragao:

Analoga a feita para o teorema 8.

Proposigao 18
Sejam P € PUP("E, "), T € L(G,E) e S € L(F,Z). Entao SPT € PUP("G,Z)

ws

¢ além disso

ISPT s gy < ISHIP s, @m I T1™

Demonstragao

Dados i, ...,z € F teremos

”(SPT(mi))f:—]”w,(q;p) S “S””P”wv,(q,p)””T“"”(IB" ?:—] ”Z),p'

Dado P € P("E, I'), indicaremos por P a transformagao simétrica n-linear associada.

A proposicao abaixo, apesar de muito sitples, nos serd de grande utilidade.
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Proposicao 19
Sejam P € P("E,I), T € I{G,E) ¢ S ¢ L(F,Z). Entao (SPTY= SPT

Teorema 20[Tonge[23]]
Sejam 0 < p < ng. Entdo P € PUP(E;F) se,c somentese, P € LUP("E,F).
Aléin disso teremos

- n" _
”I)”as,(q;p) < ‘n_|”P”"-s,(q;P); parag > le

B LLa— ;
”P”(ls,(q;p) < 7;"27"1 /“P“as,(q;p) scq < 1.

Teorema 21

P € P&P) é fracamente (g, p) somante se, e somente se, P é absolutamente

ws

(¢,p) somante para todo ¢ € F’. Além disso teremos

HP”ws,(q;p) = sup ”‘PP”as,(q;p)'
p€ By

Demonstragao:

Andloga a demonstragao do teorema 10.

Os dois ultimos resultados ,juntamente com o teorema 10, nos levam facilmente ao

teorema abaixo.

Teorema 22

Sejamn P € P("E, I} e consequentemente P € L("E, I). Entao P € PAP("E, )
se, ¢ somente se , P € L&A ("E, F). Em tal caso teremos
n

. n
” P”ws,(q;r) <

ENPllus i para g > 1 on

- nt
1P llws,(@m) < ;)TQWI "\P l|ws,(@p) 5S¢ g < 1.

18



Proposicao 23

Scjam 1 <¢g<o00.Sel <p<lounfp <1/q¢ sel<p< oo, entio

P(nE, ]7) — ’P((M’)(nE’ F)

ws

Em particular teremos P("E; F) = PLV("E, F)
Demonstragao:

Segue direto do coroldrio 16 ¢ do teorema 22.

Teorema 24
P e P("E, I") sera fracamente (p/n,p) somante se, ¢ somente se, existe

a > 0, tal que para todo ¢ € By existe 1, € W(Bp) satisfazendo
| <, Pz >|< U(/ | <aa>Pdp,(a))?V = € E
S B
teremos ainda || Pl|ys (p/npy = info.

Em analogia com o caso p dominado, doravante chamaremos polinémios p fraca-

mente dominados aos polindmios P € P®/»P("E F) ¢ anotaremos

P E’P:)ud "'E’ F) L& ”P”wd,p

Teorema 25

Sejam 0 < p < ng < co. Entdo P("E) = PYP("E) se, e somente se, P("E, ) =
Par)("E, ) para todo F. Em particular P("E) = P}("E) se, ¢ somente se, P("E, F) =
PP ("E, I') para todo I’ Banach.
Demonstragao:

Resulta dos teoremas 14 e 22.

Vale neste ponto enunciar um resultado de Botelho, qual seja:



Teorema 26[Botelho [4]]

Se K é um espago topolégico de Hausdorff compacto, entao
29 1V — P2 (2 k-
P(C(K)) = PLI(CC(K))
Os dois ultimos teoremas tém como conseqiicéneia o teorema.

Teorema 27

Se K é um espago topolégico de Hausdorff compacto, entao para todo F' tereimnos
PEC(K), I") = Poa(*C(K), I)

Demonstracgao:

Scgue direto dos teoremas 25 ¢ 26.

Vale obscrvar que a proposi¢ao 3.21 de [4],aplicada com F = C(K’), nos diz que se

n>2er < oo entao

P("C(K)) # Pua("C(K)) = PR ("C(K))

Teorema 28{Matos{15]]
Se dimE = o e p € E', p # 0 entdo, P(z) = o(x)" 'z € P("E, F) nio é (p/n,p)
absolutamente somante.

Demonstragao:

Se P fosse (p/n,p) absolutamente somante, entdo pelo teorema 20 P também o seria.

Mas notemos que
P(ri,...,m) =1/n) p(z1) .. .o(@im)e(xiin) - . o(Tn)x;
gt

Tomando agora, xp tal que p(x9) = 1 ¢ fazendo z; = ... = Tn_; = Tp € Tp = x teremos

n—1

1
o(x)Ty + —1.

P(.’I,'(), <.y Iy, I') = " "

20



Logo se T(x) = “=Ly(x)xo + Lz vemos que T € L(E; E).

n

Usando agora o teorema 9, existem jiy, ..., jt, € W(Bg) e C > 0 tal que
n
1BCrs,. .. )| < CH(/” | < a,x; > | dyy(a))'7?
i1 PR

0 que nos leva a -

17l < Cllaol™ ([ 1 <y > 7 dyen()) 7
- E[

Logo T sera p absolutamente somante, ¢ daf Ij; também o serd, entao P ¢ LE/™P)("E; E).

Teorema 29
Se dimE = oo entao PP, ("E, E) # PI("E, E).
Demonstragao:
Pelo tcorema acima, é suficiente mostrar que P(z) = o(z)" 'z € PT ("E,E) se ¢ € Bp.

De fato, dado ¢ € By ¢ x4,..., 2% € E teremos

k k k
Z| < ¢, P(x;) > 1”/"‘ = Z| < ¢, o(z)" "y > P/ Z(l < ¢, mi > | \go(:n,;)"_‘|)”/" <
i1

i1 i

k k
SMi<dz>P+Y | <om > < 2=k )0,
i1

i1

Obscrvando as inclusoes

PI("E, E) C PL("E, F) C P("E, E)

wd

par o caso p = n = 2 teremos:
()P2(CE,E) # P2,(*E,E) scmpre que dimmE = oo
(i1)Existem casos, tais que P2,(*E, E) = P(*E, E). Exemplo: E = C(K))
(iii)Existem casos tais que P2 ,(2E, E) # P(?E, E). Exemplo: P : l, — Iy dado por
P((a)ien) = (02)ien étal que P € P(E,E) mas P ¢ P2,(’E, E)

pois Hfii“,,,g <0 ¢ I|Peillw,1 =0

Proposigao 30
Seja P € PO ("E, ). Se T € Li(F,G), entio TP € POP("E,G) e |TPllassam) <

ws

”T”as,q“P”ws,(qm)
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Demonstragao:

ITP()lly < ITllasgll P(x:)llog < NT las gl Pllws, @ l12:ll5 5

Podemos facilimente demonstrar ainda as seguintes proposicoes:

Proposigao 31
Scja P € P("E, I'). Se TP € POMN(*E, F) para todo G ¢ toda T € L1 (F,G),entao
P c POr("E, F).

ws

Proposigao 32

Scja P € P("E, F). Entao P ¢ fracamente p dominado se, ¢ somente se, TP for p

dominado quaisquer G e T € LY, G).
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4-Aplicagoes Multilineares Misto Somantes

Definigao:
Sejam 0 <g<s<oo e 0<p,...,pn <00 taisque 1/g<1/pi+...+1/p. Ac

L(Ey, ..., By F) serd dita (9, ¢;Pts---,Pn) misto somante se existe o > 0 tal que

ll(A(:’;}J R 7":')),; B ”m,,(s,q) < 0”("':_;' )I;*l ”m,m vt Il(”“;)ffl H'm,pn (4)

paratodo k€ IN, =}, ...,xL € E\,..., 27, ...,2% € E,.

Sec tal o existe, definimos || Al],, (s y = inf{o; satisfazendo (4)}

WGP Pn
Sepy =py=...=p,=p, A sera dita (s,q;p) misto somante.
Sec além disso p = ng, diremos simplesmente que A ¢ (s; p) misto somante.

No caso em que 1/g=1/py +--- + 1/p,, A serd dita (s;p, ..., p,) misto dominada.

Teorema 33

Sejam 0 <g<s<oo ¢ 0<pr,...,pp<00. A€ L(Ey,...,Ep; F) serd (s,q;pi,---,Pn)

misto somante se, ¢ somente se, quaisquer que scjam (7} )ien € I (E), .., (5] )ien €
¥ (E,) tivermos (A(z{,...,a7));en € ), onde 1/ < 1/pi+ -+ 1/pa.
Demonstragao:

(=)Claro, pois basta observar que ||{(2:)ien ||, (s ) = 5UP; @)L o (o)

(< )Basta mostar que

A: ];,U(El) X ... X l;:;(En) B Ez,q)(F)

1
(:1:,!, R A I (A(z!, ..., T1))ien

¢ continua. Mas lembremos que

absolutamente somante ¢ portanto iA ¢ continua , onde i é a inclusao
i
m
’(s,q)(F) = ["(F)

O resultado segue do seguinte lema :

23
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Lema 34

Sejam A: Eyx ... xE, — I’ n-lincar e T' € L(F,G) injetora com Ey,...,E,, I
respectivamente py, ..., pn, ¢ normados. Entao, se o grafico de TA é fechado, o grafico
de A é fechado.
Demonstragao: -

Suponhamos quc

lim (x), ..., 2")en = (', ..., 2™)
(e, 9]

11—

onde x! € Ey,..., a% € E, Vi€ IN. Suponhamos ainda que

lim A(:E,':, L) =y

1—00

Entao teremos

lim TA(z!,...,a™) =Ty, ¢ Ty =TA(a),...,z7)

7—00

Dai, como T' é injctora y = A(x', ..., z")

Vale ressaltar, que o teorema demonstrado acima, mostra que A é (s,q;p1,-- -, Pn)
misto somante se, ¢ somente se, A dada por A((x]),..., (@) = (A(x),...,27)) estd cm

LD (EL), - b (En); 15 (I7) e além disso

1 ) Ipn
[V r—— V|

. Teorema 35

A€ L(E,.. ,ExI) é (s,¢;p1...,Pn), (s < 00) misto somante se, e somente se,
existe o tal que
AR 1 1\k k
w= OO0 < Al aD), by > 1Y) < all@) il - 1EDE o, 1BD)T 1l (5)
i1 j=l
quaisquer que sejam k,m € IN e zl,...,xk € Ey,...,2},...,58 € B, ¢ by,...,by €

F'. Teremos ainda

WAl (s.qip1.pm) = inf{o satisfazendo(5)}

Demonstragao:

Caso s = ¢

24
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(«<)Notemos que a desigualdade acima implica que para b € B teremos

(Z}I <Ay, 77), b > YT < o@D gy - NG e,

Logo
”(A(I' R :')):Ll ”w,q — 0'”(1‘ I Ilm,m e H(T;’ f::] ”'m,pn
¢ entao

1 n
“(A(Tﬂ : ) =4 ” m(q,q) = UH( T )1 l”m,p] c ”(7.11)5414 ”m,pn‘

Além disso

HAHm-,(q;q;m,---mn) <o

(=) Dados x},...,z) € Ey,...,z}, ... 27 € E, sc

Az}, ... a!) =y tercmos

r= (e 1730 i > D Ul

Tomando infimo em ambos os membros, em relagao as representagoes, vem

* < ”bJHq”(A(r:, cee 7',"'71‘,") f 1 ”m,(q,q) S Hbj”qHA“'m,(q,q)||(:I:7‘: )fl “m,m : ”(I.Tl .

o que juntamente com a desigualdade anferior, nos leva a

inf o

A . -
1 Alln o091, o satisfazendo (5)

Caso s > ¢

(=)Dados by, ..., b, € F'definimos a medida de probabilidade

m

V= v;b;
=1

— el ‘ ; irae N
onde v; = j:‘lll!bj"s ¢ 6; é a medida de Dirac no ponto b; = b; /||b;}|.

1

Sendo A (s,q;pi, .. .,pn) misto somante,dados zi,...,xp € Ey,...,27, ...,

teremos:

21 “w,pn

Ty € E,



Z(ZI<A by > N = (O], < Al b " @) ) e,

(A, - - 7)) o gy 5l
) S “A”m,(3§‘l§131,~--,1’n) ”(1’1] ):cl Hw,pl e ”(I:: :?*fl “w,pn ”(bT):n] “.q

IA

Temos entao inf o < Al s.qm1,pn)-

(¢<=)Dada v =3 v;6; medida de probabilidade discreta sobre By teremos:

(2(/ | < A(z), ... 4y ), b>|° du(b))q/’)'/q — (Z(i | < A(.’II;, S '/qb > | )q/q)‘/q

3per i1 jo1

< ollzillg, - 127

oo ,Pn

Como as medidas de probabilidade discretas sao densas em W(Bj), com respeito a
topologia fraca estrela, teremos a desigualdade anterior verdadeira para toda v € W(Bp)

e daf pelo teorema 3 temos

”(A(I‘l, Ty :l ):ﬁil ”m,(s,q) < 0||(T1I fftl ”w,p] cet ”(T;n)f:l ”m,pn Vke Ne

”A”"Zv(-‘?,qml ,---,pn) = illf o

Observacao
Vale notar que, se n = 1, entdao T € (s, ¢; p) misto somante, com 0 < p < g < g s8¢, ¢

somente se, existe o > 0 tal que
H(T"l’."‘»)f-ﬂ ”'m.,(s,q) S 0"(:I;i)f"l ”w,p v Tyy.o oy Tg € E

Isto estende a definigao dada em [20] para operadores (s;¢) misto somantes.
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Teorema 36
Seja A € L(E\, ..., Ey; F) tal que para todo espago de Banach G e toda transformagio
lincar T' € L7

s

(I';G), TA & (p;p1,---,pn) absolutamente somante. Entao existe C > 0

tal que
T Allasipi,pm) < ClTllasy VG & T € Ly (I G)

Demonstragao:

E suficiente provar que

C = sup{||T'Allas,(ppr,...pny €cOM || T|asr < 1} < 00

Se assim nao o fosse, dado k existiriam espagos de Banach Iy, e Ty € L(I, F) tal

que
1
”Tk”as;r _<_ '2'; € ”TkA”as,(p,pl,...,pn) Z k

Mas entao fazendo

L)) = {(w:)iew, i € Fy; Y |l@i]|}, < oo} e definindo

i=1

Jki Fk I ]z(Fk)

x = (8;x1)°,, onde by = delta de Kronecker

Qj 1 b(Fx) — Fj

(%‘)iem — Tj

¢ notando que Q;Jx = 6;; I} teremos entao
m

Z leTk“as,r S Z ”Tk”as,r S Z 1/2k
k—h

k=h k=h

“ Z JkaHrls,r S
k=h
Definimos entao, T = Y50, Je Tk € LI (I, 12(F%)) e dal
k < HTkA“as,(p;mv--,pn) - “QkTAHas,(P;m,-..,pn) < HTAHas,(r;m eeaPn)

contrariando T A ser (p;py, ..., Pn) somante.
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Teorema 37
Se Ae L(Ey,...,E,; I") é (3,¢;p1,--.,pn) misto somante, entdo, para quaisquer
G Banache T € L(I,G) s absolutamente somante, tem-sc TA (q;p1,p2, ..., Pn)

absolutamente somante. Além disso

HTA”'L":(Q;PI 7"’”"’1) S ”T“""qu”A”"n'i(s;(ﬁpl 1--'1pn)

Demonstracgao:
. 1 N n )
Sejam xy,...,x,, € Ey,...,2}, ..., 2k € E,
Dado € > 0 teremos

Alx) .., ah) = Ty

com "Ti”r”yi”m,s .<~ (l + 6)“A“m,(’?;’l;m»---mn)H(mz! );?-:l“m,p] e ”(7’17'):’1 1 ”w,pn
Como T é s somante teremos [Ty ||, < ITllaa sl (¥:)]lw,s € cntdo:
WTAG, - ), = 1T yally < Wl ITyills < Ul T Nas,s 9l o

< HT”us,s(l+€)||A”m,(s;q;p|,»..,pn)[

¢ além disso

) s - 127 s .- Logo TA é (g;p1, ..., pn) somante

”TAHU'S;(Q;I’I,-",Pn) < ||T||a8,s”A”m,(s,q;m,---,pn)

Teorema 38

Sejam 0 < g < oo, 1 <s<o00, 0<p,....,pn<we A€ L(F,...,E,;; ). Se para
qualquer G Banach ¢ T' € L(F,G) s absolutamente somante tiverrnos TA (g;py, ..., Pn)
absolutamente somante, entao A sera (s,q¢;p1,-..,P,) misto somante.

Demonstragao:

Sejam xl,...,zl € Ey,....a7, ... 2", € E, e b, ..., b € F'. Definimos:

S:r — Ik
y — (< b,y >

Notamos que S € L (F,1¥) e ||S|lass < ||bklls logo:
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m

m k
QO I < Al al) by > V)Y = ST ISA(], ., a)||I)/7 <

i1 gl i=1
15 Allas,taspr- o) 1@ Mgy - - 1E e < ClSNasall @D sy - - - M@ o, <

C”kas“(m'},)”w,p] M@ . (C dada pelo teorema 36)

Logo A ¢é (s,q;p1,...,pn) Inisto somante ¢ além disso

”A”n!«,(syq;m,..wn) <C= S“P{“TAHas,(q;m,mmn) com ”THas,s <1}

o que juntamente com o teorema anterior nos leva a

"A“m,(s,q;m,-..,pn) - S“I’{”TA”"‘s,(q;m,..-mn) com “T”ws,s <1}

Proposigao 39

Scjam T; € LM (E; ;) para i = 1,...,n. Scjam ainda s ¢ p tais que 1/s =
si+ -+ 1/sn, Uyp=1/pr+ -+ 1/p, ¢ T € L(Eix...xE,, Fix...xI) dada
por T(xy,...,xz,) = (Tixy, ..., Tu®y). Se A€ L&) ... F, G) entao AT €

Demonstragao:

Scjam (xl,..., 7)), ..., (=% ..., 2%) € Eyx.. . xE,. Entio dado ¢ > 0 teremos:

T] Tzl - Til’yi’ com “TIillrl”yﬂlw,s] S (1 + G)HT] ”"n,(ﬂlﬂ’l)”m% H'm,pl
T"':I;;iv, = T‘:ly; com HT‘:IHT" ‘|yibll1l),.8n S (1 + e)llC[’""m,(-"n ,pn)""l::.l.""),pn

onde 1/r; +1/s;=1/p; j=1,...,n.Logo,se l/r =1/r  + ...+ 1/r, vem:
NAT(=5, ... w)ll, = 1A(Tas, - Tams ), = AGT Y - )

=Ml Al AW -yl < il A, -y <

K[| [ Y P 73 | I 7.4 IO

Dai AT € L@rt-r=)(E, ..., E,, G) ¢ além disso:

HATHHS,(I’;P|,-~,Pn) < ”A“r!s,(s;su,.--,sn)“Tl ”m,(sl;m) T ”Tn”m‘(sn;rn)
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Corolario 40

Sejam Ei, ..., E, Banach. Suponhamos que as identidades I, € L(F;, E;) sejam
(si; pi) misto somante. Se1/s =37 1/s;, 1/p=Y",1/p; ¢ A€ LN E, ... E, G)
entio A € LEpo-r(E, B, G).

Teorema 41
Sejam 1 < g < s <00 e 0<p,....,pn <00 com 1/gq =32 ,1/p;. A€
L(Ey, ..., Ey F) serd (s;p1,...,; isto somant~ <~ ¢ somente se, existe o > 0 tal que

para cada v € W(B) existem gy, ..., j1, € W{(Byyj,0 = 1,...,n tal que :

P dpg(a))'/P

(/ | < b A(', .., 2"y > |° du(b))‘/"’gor[(/ | < a7 >
J Bt i1

By
Além disso || Al (sipr,...pn) = inf{o, satisfazendo desigualdade acima}

Demonstracao:

(<=)Teremos

O Uy | <0 AGd, oo ad) > 17 du(0)Y)e < o7 17 U, | < a,a] > [Poyt/ri/a

< ol 27U, | < a, @] > |P) /e
S 01 :'I leg“w,pi

(=)Dada v € W(Bj~) definimos

T,: F — Lg(Bp,v)

y — fy

onde f,(b) =< b,y >
Teremos entao T, s absolutamente somante e ||T,|jas s = 1. Como A é (s;py, ..., pn) misto
somante, teremos ainda T, A (g; p1, . . ., pn) absolutamente somante e dai o resultado segue

do teorema 9.

Teorema 42
Sejam 0 < g<s<oo e A€ L(Ey,...,E,;F). Aé (s,q;p1, ..., pn)misto sotantc

sc, ¢ somente se, 14 é (s,¢;p1,- .., pn) misto somante onde 4 : I’ <> G & wma imersio
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isométrica. Teremos ainda

”iA”m,(s,q;m o ”A”m,(-",q;m yeesPn)

Demonstragao:
(=) Dircto
(<)Scjam T: ey T € By, oo 3t at € By e by, ..., by, € IF'.Usando Hahn-Banach
obtemos by, ... by, € G7, com bi(i(x)) = bi(x) ¢ [[(b)ll, = ||(b:)ll, ¢ dai teremos:

m

E(Z|<A Vo), by > DY)V = Z(Z|<A(T,,...,;py),_()l7;>|-°)q/~*)‘/q

=1 31 DR B B

< (Z(il <Az, 20)), b)Y < o@D gy - HEDE g 1B,

i1 g1

onde o = |tA|lm (s.qp1,...p0) Scguindo dai o resultado.

O teorema de Hahn-Banach nos mostra claramente que se I’ é um subespago fechado

de E ¢ xy,...,2; € I entao:

k k
sup O] < @, x> PP = sup O < ¢y > 1)'77

PEBpr 4o PEBp -
Denotarcmos por FIN(E) o conjunto

FIN(E)% {F subespago de dimensgo finita deE}

TCIIIOS entﬁ,o o teorema.
Teorema 43
A€ L(E,,...,Ey FYé(g;p1,---,pn) absolutamente somante se, e somente se, existe

c>0talqueV E| € FIN(E,),...,E, € FIN(E,) tivermos:

A o Ex--xE, — T

(x4, xn) +— A(my,...,Ty)
(@P15- - -, Pn) somante e [|Ag 7 llas gipr,.pm) < O

31



Proposicao 44

O teorema acima ainda continua vélido, se substituirmos (¢;py, ..., pn) somante por

: ) fracamente somante ou por (s, g; ..., Pn) misto somante.
y 1y s P'n » 4y Pl ’
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5-Polinémios Misto Somantes

Definigao
P e P("IZ, I') serd dito(s, g; p) misto somante (0 < g < s < 00) ¢

1/qg < n/p sc existe o > 0 tal que:

II(IJ:’:i)f>~I ”'m,(s,q) < U”(n)f l ”n VikelNec Liy---, Tk € E

w,p

Anotaremos || Pl (s,q,p) = inf{o; satisfazendo desigualdade acima}.
Fixados E ¢ F o conjunto dos polindmios P € P("E; F') (s, q;p) misto somantes serd

indicado por PEar)(n[; [7),

Teorema 45

Scjam 0 <g<s<oo e 1/g<n/p. Pe P("E,I") sera (s,q;p) misto somante se,
e somente se, (Pz;)ien € I{5 (L") sempre que (x;)ien € I (E)
Demonstragao:

(=>) Consequéncia direta da definigao.

(«=) E suficiente provar que cxiste ng € IN tal que
x;)E v y \ PR n
H(Px:); 1 llms.q) < 1o sempre que ||(2:); 4 [lwp < 1/27, Vk € IN
Se assim nao o fosse, dado n € IN existiriam k, e x7,..., 2% tal que

”("L‘r'l)killluup < 1/2" mas ”(Pm;")::czl”m,(.‘z,q) > n.

i/
Mas entao a sequéncia zi,..., %4, &1, ..., T, ... estaria cm [V(E) mas no entanto a

sequéncia Pxy, ..., Px} , Pxi ... Pzl ... nao estaria cm IZ;’"q)(F).

Vale ressaltar, tal como o fizemos no capitulo anterior, que mostramos acima que

P e P("E; F) é (s,q;p) misto somante sc, e somente sc, P € P (E); s (7)) onde

ﬁ((ini)iem) = (Pz;)ien

e temos ainda

||P||m,(s,q;p) = IIP”
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Teremos entao a proposicao.

Proposigao 46

P e P("E; IT) sera (s,q;p) misto somante se, e somente se, P é (s,q;p) misto somante,

¢ além disso temos
. ’,”7',
1Pltnasy < NPl

Demonstragao:

Notando que P = P, o resultado segue do teorema anterior ¢ do teorema 33.

Néo nos ocuparemos e demonstrar os teoremas abaixo, pois os mesmos decorrem

facilmente dos teoremas analogos para aplicagoes multilineares ¢ da proposigao acima.

Teorema 47
Sejam 0 < ¢ < s < 00 e ptal que 1/g < n/p. P € P("E; I") sera (s, q; p) misto
somante se, ¢ somente se, existe ¢ > 0 tal que V. z(,..., 2, € £ e by,....b, € I

tivermos
m k

QoL | < Paiyby > 177 < o[ ) [zl

i1 j=I

Teorema 48
P € P("E,F) serd (s,q;p) (s > 1) misto somante se, ¢ somente se, para quaisquer

GeT € L (F,G) tivermos TP € L& ("E,G) e neste caso

”P”m,(s,q;p) = Sup{”TPHOﬁ {¢.p)» “T”"ﬂ,-" < 1}

Teorema 49

Pe P,S;f”'“”)("‘E ,I") com g = p/n se, e somente se, existe o > 0 tal que para toda

v € W(Bp) existe u € W(Bpg) tal que
(/ | < b Pr > * du(b)/* < o(/ | < a,a> [P dp(a))™”
J B J B
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Em fungao do dltimo tcorema, s¢ P € POeP("E ) com g = p/n, diremos que
P é (s;p) misto dominado e anotaremos ’P,(:l’ip ). So q = p diremos que P é (s;p) misto
somante, anotando P&
Vale ressaltar que P € PUT("E; F) sc, e somente se, TP € PI("E, G) sempre que

T € Ly, (ING) ;

Proposicao 50
Sejam 0 < p < s < oo. Entdo, sc T € LY™E,F) e P € Py("F,G), tercmos
PT € Po("E, G) e [[PTllap < 1 PllaslTIl

m,(s,p)°

Demonstracao:

Dados xy,...,2x € E ¢ € > 0teremos Ty = 7yy; com || 13| willy, o < (AH-ONT {lon (a9 1751 -
Dai

PTz; = 1 Py; e vem:

IPTZllpm < N7 Nl PYillajn < NPl allTill Ngille,e < NP YNwa, (1 + € NT 1 o 1l

Logo
IlPT'L‘7Hp/n = ”PHWd VHT'”m,(v,p)""Ei”:’! cdal PT € ‘Pg(nE7 G)

Vale obscrvar que a proposigao acima continua vélida se substituirmos Pj e Py

respectivamente por P2, e PP

Corolario 51

Se I; € LSP(E, E), entdo P3("E, F) = P{("E, ) ¥V I Banach ,0 < p < s < o0

Definigao
E cspago de Banach, serd dito um espago (s;p), se a identidade for (s,p) misto

somante.

Teorema 52

Scja P € PP ,("E, I"). Entao se T € LEP/™("F,G) teremos
TP e ,qur‘:’p/n)(nE, F) ¢ ”TPHm (9,p/n) < ”T“m (sm/n)”Pde,p
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Demonstracgao:

Dados x, ...,z € FE teremos

”TP/L1”’IR (s,p/n) S HTHm (.'7,})/71.)“P"I"i”m,p/n S ”THm (.‘!,1)/")I|P||’ll,’(l,p”(:’:i)!‘::1’1)

dai segue o resultado.

Corolirio 53

Se F é-um espago (s, p/n) entao PP ("E, ') = PEI("E, I

wid,

Teorema 54

Dado E espago de Banach e 0 < p < g(g > 1), sao equivalentes:
(i) Ig ¢ misto somante, isto é, E é um espago (g, p)
(ii) Para quaisquer I" espago de Banach e n € N Li("E, F) = L)("E, F)
(iii) Para quaisquer I espago de Banach e n € IN PY("E, F) = PI("E, I)
(iv) Para qualquer F' espacgo de Banach L2 (E, F) = L (E, I')

Demonstragao:
(i)=> (ii) Segue direto do coroldrio 40
(ii)=>(iii) Direto
(iii)= (iv)

Scja, entao T € LI (E, I’) ¢ definimos:

P:F — PF
x — P(x)(p) = (p(x))"

Como P € P("F,P("F")) teremos PT € PI"E,P("F')) e dai por hipdtese PT €
PI("E, P("I")) Mas, cntao dado = € E teremos
IPT@)] = sup [PTR)@) = sup [T = |Ta]"
PEB PEB
seguindo dai o resultado.

(iv)= (i) Consequéncia direta do teorema 48.
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Teorema 55

Sejam P € P;("I';G), T € L, (E; ) entao PT € PI("E;G) se 1/r+1/s=1/p<1
Demonstragao:
Como L' (E; I’y ¢ L¥P(E; I} ¢f]21], o resultado segue da proposigio 50.

Proposigao 56
Se T ¢ LGNG; E) ¢ P e PLs?)("F,G) entdo TP € PLIP("F; E)

Demonstragao:

Dados zj,...,7x € E tomemos 1/ + 1/t = 1/qe 1/7+ 1/s =1/t e teremos

Paz = 7 com il lille < (1 Pl eIl © dat

TPr, = Ty @ Ty = vz com loilellzidhos < (U4 T ooy lls - Daf vom:

| T Pill,y, 0q) < NoiTill, |2l s onde 1/r +1/5 = 1/q e como 1/r" + 1/ = 1/r tercmos

”TP”m,(s,q) < ”Ti”r’Ho-i”FHzfHw,s < ”TiHr’”T“m,(s,t)”y‘in,t < ”T“m,(s,t)”PHm (f';qu)Il"I“‘i”:l,p
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6-Exemplos e Generalizagoes

Neste capitulo generalizaremos alguns resultados jd conhecidos no caso lincar, e para
tanto nos sera muito 1itil o seguinte teorema:

Teorema 57 )

Scjam A € L{(Ey, ..., Ey; I"), E; I' espagos de Banach reais ou complexose {nq,...,n,}U
{mi,...,ms} = {1,...,n}. Suponhamos existir K tal que para quaisquer = € E,,,,...,x, €

a aplicagao s-linear
E,, a aplicagao s-linea

Ay, Enx...xE,, —— I

T 1a

(Tangs -y Tmy) = A(T1, o Ty oy Loy - <+ 3 )

scja absolutamente somante e além disso

Az, oo llas < K]l fl |

Entao A é absolutamente somante.

Demonstragao:

Dado m € IN tomamos D,, = {-1,1}™ e a wedida p sobre D,, dada por p(e) = 1/2™
para e = (e, ..., €,) € D,,. Denotaremos por ¢; a projegao de Dy, sobre {—1,1} tal que

eie)=e;, j=1,2...,m. I facil ver que
/1) ei(e)ei(e) du(e) = 6,5 = delta de Kronecker
Para zl,...,27 € E,...,z},...,2" € E, tomamos p; € I/ com
lesll =1 e A, ..., 20|l = w;jA(z],...,#) para j=1,...,m

¢ fazendo n = p ® ... ® p teremos:

mn m ; i
/1)' Z (€M) . () A > ej(ll):lrf‘, . eJ(-r)rn,’.’, iy wh) dn(et, ., eM) =

i1 del

=Y Z E 0 A(T] ..l L3l /I ) ei(eM) ... e;(eM)e;, (eg)) . ejr(e.gr))dn(em,

=t e
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m m .
i .
E A(’I‘],..., 1‘,’, = E WAG, ..., 2|
1 i

Dai:
117.‘ . ‘ m .
> A, .. r’>n</ SIACY Al 3 ead ) <
gl mJ -1 Jr=1 Jr=1
1Az s 1 T Wt < ) llt, onde 2, = }:e"” i, p=1,.
Logo

m

] - 1 j ” 7 i \n
D MA@, @)l < K| Zf’( A HZP( A 111G by [P 14 [
jif‘
seguindo dai o resultado.
No intuito de mostrar que o resultado obtido acima é o melhor possivel, isto é , para

p > 1 nao é possivel um resultado geral, voltemos a um resultado ja mencionado, mas

ainda nao demonstrado, qual scja:

Teorema 58
Sejam E,, ..., E,, F espagos de Banach complexos e 37", 1/q; < 1/p’ onde ¢;, p €
[1,00]. Entao
L(E(, ..., Ep F) = LEOa) (B Ep: F)

mwms

Demonstragao:

Notemos inicialmente que dados zi,...,x) € Ey,..., 27, ..., 2 € E,, teremos

IAG), e e, = sup{ll 25 MA@ e 1O, < 1)

sup{l| 251 o o Ay, 2 ol < 1oy, < 1)
sup [|[{(325 1 A(oii, o, o7 a1 gy < Lo 07 gy, < 1}
Usando agora as fungoes generalizadas de Rademacher teremos:

AL, - # T wp =

sup{l| fo AQC ol sit)af, ..., S oPsit)a7) dtl; Nlodllyy < 1,... [loPlly,, < 1} <

sup{[|AQC o si(t)ri, .., 32 olsi(@)x)s Nlodlly, < Lo lloi™llg,, t€ 10,1} =

sup{lA(C ofap, . X7 2 Nloilly < 1. lloflg, <13 <

Al sup{ll = afz!ll; Noilly < 1}...sup{I X aall; lloflly, < 1} = IANH g, - - - 127l gun

IA
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O exemplo abaixo prova que, para o caso geral, o resultado acima é o melhor possival.

Exemplo 2

Suponhamos Y72, 1/¢; > 1/p’. Fagamos Y7, 1/q, = 1/¢' > 1/p' = q > p. Logo cxiste

a € (Iy)'\ l,. Dai fazemos

Aclgxlyx ... xlg — lg(d2>1)
(1, Tm) — X, <m0 >< 2,80 > .. < Ty, p > €y

onde (ey) é a base canénica de I, |
Notando que-ARRUMAR
NA(z1, - zm)lle = G0 | < Zyen > oo < Ty > [TV <
(| < x1,en > g --- N < #myen > Dy = ||:1:{||q; Al temos que A €
Ll - g3 L)
Mas tomando (e;) € I7/(lq) vem
Y < Alej,eg,...,e),a>P=3]<e,a> P =00
Dai temos (e;) € I3(l:) mas (Aej, €5, ..., €5)) & I (ly) e daf

Lfl,I’:’l{“’“.’q"l)(qu? a2 bas lg) # Ly, -5 lgr 5 1)

Vale observar que este resultado nos diz, que para 1 < p=gqy = ... = g, 0 resultado
s6 se torna verdadeirose p = g = ... = ¢, = 1, e dai teremos que o teorema 57 obtido no
inicio deste capitulo, no caso caso geral ¢ o melhor possivel, pois se fosse verdadeiro para
algum p > 1, o mesmo seria verdadeiro para aplicagoes fracamente p somante, mas como
todo operador linear é fracamente p somante, teriamos que toda aplicagao multilinear
seria fracamente p somante, o que contraria o exemplo acima.

Estarnos agora em condigoes de provar o resultado abaixo.

Teorema 59

Seja A € L(E,,...,Ey; F) onde E; F sdao espagos de Banach complexos ou reais.
Suponhamos {ny,...,n.} U {my,...,m,} = {1,...,n} e que exista K tal que se z; €
E,

..y Tr € E, a aplicagiio A, . definida como anteriormente, ¢ (s,1,...,1) mista

1) r
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somante e além disso

”Amh,..,m,-”m. (3,1,...,1) < I(”.’TI] ” . ”-”%”-

Entao A ¢ (s,1;1,...,1) mista somante ¢ além disso teremos

HAHm(s,I;I 1) < K

LARAE]

Demontragao:
Mostremos que se T' € L([, Z) ¢ s somante entdao T'A ¢ absolutamente somaute.

Dados @, € E,,,, ..., 2, € £, , tercmos
TAml,...,mr - (TA)mh---,mr

ecomo Ay, . ¢(s,1,...,1) misto somante teremos (T A),, ., absolutamente somante
¢ além disso

1T Az, llas < [|Az,y,...co0 |

m(stn) < Kl |l

Logo pelo teorema anterior T'A é absolutamente somante e dai A ¢é (s,1,...,1) misto

somante e

“A“m {3,1,...,1) < K

A titulo de ilustrarmos algumas aplicagoes do teorema acima, lembremos que wm
espago I tem cotipo ¢, se existe C' > 0 tal que para quaisquer que sejam xy,...,z, € E
tivermos:

n n

O 7 < G [ N3O an)
Vale ohservar ainda:
(D1 < ¢ <2, I, tem cotipo 2
(2)2 < g < 00,1, tem cotipo g
(3)Se E tem cotipo 2, entdao L2 (E,F) = LL (F, F)
(4)Se E tem cotipo 2 < q < 0o, entdo L (E, ) =L (E,F)V1<r<q
(5)Se E, F tém cotipo 2, entdo LT (E, F) =L\ (E,F)V1<r < o0

(6)Se E tem cotipo 2 < g < 00, entao I); é (g, 1) somante.
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O teorema 54 nos leva as seguintes generalizagoces:

(3")Se E tem cotipo 2, entio:
LY"E,F) = LY("E,F)¥n € N
PI("E, F) =P,("E,F)V¥n € N
(4’) Se F tem cotipo 2 < g < 0o, entao:
Ly(*E,F)=LY("E,F) Vi<r<gqg

Pi"E, ) =P)("E,F)V1<r<q

(5)Se E, F tém cotipo 2, entao L5("E, F) = LY{("E,F) V1 <r < oo

ale al ccords seguinte resultado devido aurcy.
Vale ainda recordar, o seguinte resultado devido a Maure;

Teorema 60[17]

Se E tem cotipo 2, entao Iy ¢ (2, p) misto somante para todo 0 < p < 2.

Em particular teremos

LEP(F E) = L(F, E) e LG™ = L(E, F)

Proposigao 61
Seja A€ L(Ey,...,Ex,lo, Fx i1y, En; I). Entdo A é (2, 1;1,...,1) misto somante.

Demonstragao:
Como I, tem cotipo 2, teremos I, (2,1) misto somante e LZV (I, ) = L(ly, F). Logo

existe K tal que VT € L(lg, I) teremos

Tl 2,1) < K|

Tl

Dai dados x; € Ey,...,zx € Eg, ..., T, € E, definimos

A.’n,..‘,:r:n : 62 — I

T — Ay, .. Tk T, Thy 1y ey Tn)
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Dai vem

[Azs...znllim @) < Kllzdl - . flzall

Logo pelo teorema anterior teremos A (2, 1) misto somante.

Uma generalizacao clara do teorema acima ¢ dada pelo teorema seguinte.

Teorema 62
Scja A€ L(FEy, ..., E,) onde E; é de cotipo 2 para algum 7. Entao A ¢ (2,1,...,1)
misto somante.

O método utilizado acima pode ainda ser empregado para provar o seguinte teorema.

Teorema 63

Se E, F sao tais que L(E, I') = L") (B, IP), entao para todo Ey, . .., E, teremos
I(Ey,...,Bx1,E,Ex...,Ep; F) = L&"NEy, ... By, E, By, ..., Ey; F)

Para ilustrar como o resultado acima pode nos ser 1til, mencioncmos o seguinte

teorema.

Teorema 64[5]
Sejam 1 <g<ooel<p<2<s<ootal que lfs=|1/2— 1/q|. Entao

L(l, 1) = ng’p)(llalq)

Corolario 65(dos 2 iltimos teoremas)

Sejam 1 < g<ooel/s=]1/2—1/q| entdo:
I(Ey, ..., Ex_i,l, By, ooy Enylg) = L& (B, .. Broy, b, By .. Eny 1)

O teorema acima, ¢ consequentemente o corolario, pode ser generalizado para aplicagoes

entre espagos Ly € Ly, isto é, temos o teorema:
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Teorema 66
Sejam 1 <g<oocO<p<2<s<ootalquel/s=]1/2—1/q|. Entdo se X é um

espago L) ¢ Y um cspago £, ,, teremos

q,iL
L(X,Y) = LEP(X,Y)

Demonstragao:

Sendo xy,...,7x € X, existem E subespa¢o de dimensao n de X com span|z,...,m] C
Ecv e L(E, ) com ||v]|]lv="]] < A. Teremos entéo T(E) C F, subespago de dimensao
N deY ¢wcomw e L(F,IY), |[wl|||w™"|| < . Se Ty ¢ o operador induzido por T sobre

F teremos:

—1 g —1
E [ l;, v E 1o Iﬂ w I(;v w F

Dados agora by, ...,b,, € Y’ teremos:

(s (7 | < by, Ty > PY)VP = (08, (07 | < by o o oy > P)P/) Ve =

[l IS (72 | < byw ™! /[l |, wTow™ vy > [7)P7)1/e <

= e Tov ™ s g 1 g0~ M= D)y < o™ I T~ o) N (B, <
K| T A el (8)] 3||(:1:,;)||w’p, onde a constante K vem do caso anterior. Logo T é (s, p) misto

somante ¢ além disso

”T“m (s,p) < I(”T“)\/l

Corolario 67

Sejam 1 < g<ooel/s=|1/2-1/q]- Entdo se X é um espago L e Y é um espago
L

q.p LEIemos:

L(EI) ---,Ek)Xa Ek!lv--'aEn.;Y) = LS::,’I’"“])(EI’ .. '7Ek7X7 Ekl 1y - 'aEn; Y)
Em particular
P, 1) = PEVCLL L) e P ls) = PED (ML 1)

A proposigao a seguir, embora de facil demonstragao, nos serd muito ttil.
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Proposigao 68

(1)Se A € Lepr-r)(Ey, ... Ey; F)eT € LEPNF, Z) entio TA € LEP1-P)(Ey, ..., Ey; 7)
(2) Se P € PPPI("E, F) e T € LEPNF, Z), entdao TP € PEPPI("E, 7)
(3)Se T € L™ ¢ P € P2 _(I', Z), entio PT € L& ("E, I)

Demonstragao: -

(1) Dados =i,..., ¥ € E),...,z},. .., 2k € E, teremos

. “(TA(’LJH et T:L) f‘*l ”‘m,(s,p) S ”T”m (&P)”(A(:Ezi,) e T::) :Tc'vl Hw,p S

m ('9vp) Uls,(p,p],-.-,Pn) b 1] w,py " ’:'l uHPn
1T} (s, | AN JEH [

(2) ¢ (3) sdo andlogas.

Em face da proposigao acima temos o seguinte teorema.

Teorema 69

(i) Se I tem cotipo 2 e 0 < p < 2, entdo

LEPeetn)(By L By F) = LEPPe—#n (B L By F)

mws

(ii) Teremos ainda

P (B, F) = PRt ("B, F)

ws



7-Ultraestabilidade

O objetivo do presente capitulo, é ilustrar uma técnica muito eficaz para estender

polinémios dos tipos estudado anteriormente.

Inicialmente, scja (E;)ie; uma familia de espagos de Banach ¢ U um ultrafiltro
sobre 1.
Sejam a,in(ila
loo{ E) = {(%:)ier; sup ||zl < oo}
(¢
Ny = {(%:)ier; lim ||z:|| = 0}
Definiremos, entao

(B = =02

Dada (x:)ic; € loo(E;), sua classe serd anotada por (z;)y, valendo ainda mencionar
que

(el = lim [z, ]

A proposicao abaixo, apesar de muito simples, nos é de grande interesse.

Proposigao 70

Seja F espago de Banach e U ultrafiltro. Entao E < (E)y.
Demonstragao:

Basta definir

J E — (E)u
r > (-’Ei)u

onde z; = ¢ para todo 1

Observagao

Vale mencionar que (IK)y, = IK e mais geralimente se dimFE = n < oo entao

dim(E)y = n.
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Nao nos ocuparemos da teoria de ultraprodutos, valendo dizer que as referéncias
bésicas sobre o assunto sao Heinrich[10] e Diestel[7].

Estamos agora cm condig¢oes, de estender a nog¢ao de ultraprodutos de operadores
lineares, para aplicagoes multilineares, cujo estudo pode ser encontrado em [12].

Dado um conjunto de indices I, para cada i € I, consideremos espagos de Banach
El,...,E™"F,e A; € L(E} ..., E" I}) com sup ||A;|| < oo e U ultrafiltro sobre I.
Decfinircinos entao

(Adu : (BED)ux- - x(EMu — (F)u

onde
(AN (2} uy - -5 (@) = (A®]y .oy @7 )

Temos inicialmente, a seguinte proposigao.

Proposicao 71

Sejam A € L(E,..., E,; F) simétrica e U ultrafiltro. Entao (A)y, definida como

acima ¢ simétrica ¢ além disso teremos
1(A)ell = | Al
Demonstragao:
(Al = sup{ (A s - - @)l NCwidaally - N heel] < 1} =
= s (A, 4l = suplign G 2Dl < sl 4] = 4]
Como temos E; < (E;)y, teremos ainda ||[(A)u|| > ||A]] e daf segue o resultado.
Dados P € P("E; F) e U ultrafiltro definiremos
(P ™ (B)u — (Flu

por

(Plu((®:)u) = (Pzx:i)u
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Proposigao 72

Sejam P € P("E; ) ¢ U ultrafiltro. Entao (P)y definido como acima, é tal que
(Pu € P("(E)u, (INu) ¢ além disso

(P)u = ((P)u) ¢

(Pl = 1IP

Demonstragao:

Basta notar que
(p)u((-’ﬁ:)u, s (fﬂi)u) = (p(-”ﬁf,, e ,-’Ifi))u = (P(”:i))u = (P)zx(-’lii)zx

A igualdade entre as normas ¢ de ficil verificagao, tal como foi feito para n-lincares an-

tertormente.

O importante teorema abaixo pode ser encontrado e Heinrich[10 ].

Teorema 73

Sejam (F;)ic; familia de espagos de Banach ¢ U ultrafiltro sobre I. Para cada M C
(E:)}, de dimensao finita, cada conjunto finito {z',..., 3"} C (Ei)u ¢ cada € > 0, cxiste
T: M — (E))y com T isomorfismo sobre sua imagem, |T|| e¢ [T < 1+ ¢ ¢ além
disso

k
<Tg,x* >=<g,a* > paratodoge Mck=1,2,...,n
Estarnos agora em condigoes de retornarmos ao problema inicial, qual seja a extensao

de polinémios.

Teorema 74
Scjam A; : Elx---xE! — F,i €1, (¢;pi1, - - ., pn) somante com
C = sup || Aillas.gprrpw) < 00. Entao (A)y 1 (Eux - - x(E)u — (Fi)u definida como

anteriormente é (q; p1, . . ., pn) somante e além disso

”(Ai)llnas,(q;m,---,zm) <C
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Demonstracao:
Dados (! )u, o @€ (EDwy - (8 Duay - (@8 ) € (EM)y teremos
5 A, - ) Im) e <
0311[)“€l€,3(la:),{(2| < ag,xl > [Py .sup,,'_nenuqr),{}: < G, 0, > [P0}
¢ daf vemn -

k

Qo NA) (s - () 1D < € ﬁ sup  {(Q | < (@huas (imdue > |Pm) P} <

E T €13 4,
71 m. | Tim (!

<C II ”( U j= IH‘IUJ’Vn

Teorema 75
Sejam A; € L(E}, ..., EX B, i€ 1, (g1, - .., pa) fracamente somante com
C = sup HA,;”,,,S’(Q;,,I’___‘,,n) < 00. Entao (A € LUEDu, - -, (E®)w; (I)y) definida como

anteriormente é (g; py, . .., pn) fracamente somante ¢ além disso

”(A'i,)ll”ws,(q;m,...,pn) S o

Demonstragao:
Dados (2} )u, - -, (@5 e € (EDus - (@t - - - (25,)u € (B )u © @i € Bpy teremos

k -
Qo1 < i Ay, 7h) > V1< C H sup  {(D ] < aim, why > )77}

j:Al My [a;mE rm
N 1

logo

(El < (i Ai(zly, .., B2 > DT < C ﬁ sup{Y_ | < (L )us (@im)ue > [P1)/71} <

me=1

n
II ll( 'lm w,Pm

Mas dado @ € B, e € > 0, usamos o teorema 75 para obter T tal que

Tal <
(1+¢€)lla]] <1+ €edaf vem
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(2:1 | < a, (A&, - (22 ) > [9)'Ve =

a

1+ e)’ (Ai)zl((ﬂl)zl, cee (z{n)u) > IQ)l/q — %

(1+ €)(Z| < T

1.

¢ como T'(5%;) € (I )u teremos T(117) = (pi)u onde limy Jlps]| < 1 ¢ ¢; € F]. Logo

k R
*=(1+ )| < (i)ur (A)ul(@ s - - - (Fh)u) > |17 =

i=1

L+ (i Aslwh, - ) > 1)V

J=1

o que juntamente com a desigualdade acima nos leva ao resultado.

De maneira andloga, através do teorema 74 poderfamos provar o tcorema abaixo.

Teorema 76
Sejam A; € L(E!,...,E%F), i€ 1, (s,¢;p1, - ., pn) misto somantes com
C = sup || Aillm,s.qip1,.om) < 00. Entao (A € LUE u, - - -, (EMu; (Fy)u) definida como

anteriormente é (s, g; p1, - - ., pr) Misto somante ¢ além disso

II(Ai)Ullm,(ﬂ,q;m,--vmn) <C

Vale aqui mencionar o seguinte teorema , que pode ser encontrado em [ 10].

Teorema 77

F ¢ finitamente representdvel em F, se e somente se, existe um ultrafiltro U tal que

F “—> (E)u
O teorema acima, juntamente com os trés anteriores, nos levam ao feorema.

Teorema 78
Sejam F finitamentc representével em E e P € P("E,K). Se P ¢é (q;p) somante,
{(q;p) fracamente somante ou (s,q;p) misto somante, entao existe P € P("F,IK) respecti-

vamente (q;p) somante, (q;p) fracamente somante ou (s,q;p) misto somante tal que

f)'i,a:p

4
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Demontracgao:
Sendo F finitamente representavel em F, pelo teorema acima, existe U ultrafiltro tal que

F < (E)y ¢ entio tomando P = (P) restrito a I, temos o resultado.

Corolirio 79

Se P € P("E;K) é de um dos tipos acima, como no teorema anterior, entdo cxiste

P e P("E";K) do mesmo tipo tal que
Pl = P

Demonstragao :

Basta lembrar que E” ¢ finitamente representavel em F.



8- Aplicagoes Localmente Misto Somantes

Estamos agora interessados, em estender o conceito introduzido por Matos em [16]

para aplicagoes misto somantes. Para tanto, inicialmente recordemos a seguinte defini¢ao.

Definigao

Sejam FE, I cspagos de Banach, f : V C EF — I, V abertoem Fea e V. f
serd dita absolutamente p somante em a se (f(a+z;) — f(a))ien € I,(I7) sempre que
(T:)iew € Iy(E) com a+x; € V para todo i € IN.

Doravante E e I’ serao sempre espagos de Banach, valendo ressaltar ainda que para

p > 0 teremos

L(E) = {(zi)ien € [ (E); lim |[[(2:)2 5 ]lwp = 0}

m—0Q0
Teorema 80

Seja f: V C E — I’ ¢ a € V. Sao equivalentes:

(1)Existe 6; tal que para quaisquer n ¢ xy,..., 2, € E, coma+z; € Ve ||(x:)i 4|, < 6
teremos
(f(a+z:) = Fla))illp < 1
2)Existem C e 6 tal que para quaisquer ne oy, ...,7, € Ecoma+tz; € Ve [[(£:)7 s <
11lw,p

8 teremos ||(f(a+ x5) — f(a))iqll, < C
(3)f ¢é absolutamente p somante em a

(4)Dado ¢ > 0, existe § tal que para quaisquer n ¢ xy,...,7, € Fcoma+x; € Ve

l(z:)ienllp < 6 toremos |(f(a+z:) ~ F(@)all, < e

N&o nos preocuparemos em demonstrar o teorema acima, pois a demonstragao é

andloga & demonstracio a ser feita para aplicages misto somantes um pouco a frente.

Observagao
Pr. (*E, I') indica o conjunto dos polinémios P € P("E; I) que sio p absolutamente

somantes em a . B claro que
n n _ pp (N
,Pa.s,()( E, F) - 7Jn,s( E’ F)
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Matos em [16] mostra que existem exemplos onde

Pos(" B 1) # Pl ("B I)

Definigao
Sejam f: VCE — I, o€ Vel <p<s<oo. fsera dita (s,p) misto somante

em asc (fla+x:)~ f(a))iew € I ,(I") sempre que (x;)ien € IH(E), com ata; € V, i € IN.

Fixados E, I’ ¢ V C E aberto ¢ a € V, indicaremos por M®P/(V; I') o conjunto das

fungoes f : V — F que sio (s,p) misto somantes em a. Definiremos ainda
lef . -
PYD("E; F) < {P € P("E; I"); P ¢ (s,p) misto somante em a}

LSZ:{:)(E; Fy={T € L(E;F); T ¢ (s,p) misto somante cn a}

Andlogamente anotaremos IIZ(V; ) para o conjunto das fungoes f : V — F que sdo p

somantes em a.

Doravante, estarcmos interessados em caracterizar, tal como foi feito para polindomios
as aplicagdes (s, p) misto somantes em a.

Inicialmente recordemos que (f(a + 2;) — f(a))ien € If;,)(E) sc e somente se
(/B | < b fla+z) — f(a) > |° du(b))'/* € L(E) quando y € W(Bp).
JB,,

Neste caso teremos

(7@ = @D lgoy = w0 (O(f 1< by flat ) = () > du®)y")

pneEW (Bgr) €N

Provemos agora o seguinte lema.



Lema 81

Se (T:i)ien € If;y(E) com s > p entao

kl_l_{jolo ”(mi)iZk”m,(s,p) =0

Demonstragao:

Se ||(z:)|lm,sp) = 0 nada temos a demonstrar. Caso contrario existem (7; );en € I,

(I/r+1/s=1/p) e (¥i)iew € I5'(E) tal que
T = Tl

Dado ¢ > 0, tomamos ng tal que

€
||(T;)i> ! “ S T
z/i2ng |ir Hyi”w,s

e dai se n > ng teremos

H(iﬂi)izn||m,(s,p) < M)zl M @a)izally,, < ||(Ti)1:zvm||r”(yz:)1:ewHw,p <e

No que se segue, estarcmos sempre supondo s > p.

Teorema 82

Sejam f :V C E — Fe a € V. Sao equivalentes:
(i)Existe 6 tal que paratodonexy,...,2, € E com a+x; € Ve ||[(2:)7|lwp < 6 teremos
N((fla+z:) — f(a'));';lum,(sm) <1
(ii)Existem C' e 6 tal que para todon ¢ ¢y, ...,2, € Ecoma+z; € V ¢ |
teremos ||((f(a + =) — f(a))lillmapm < C

(iii) f é (s, p) misto somante e a

(%)?1 me <

(iv)dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo n e xy,...,2, coma+x; € V e
()i 1 llwp < 6 teremos [|[((f(a + x:) — f(a))iy llm, 50 < €
Demonstragao:

(i)= (ii) ébvio



(ii)=> (iii)

Seja (7:)ien € [}(E), entdo existe ng tal que ||(7:)izng |l p < 6 € dai teremos

H(f(at+z)—f(a))i>ng lmspy < C e consequentemente |[((f(a+2:)—f(a))ien]lm (s p) < 00
(iii)=>(iv) .

Suponhamos existir € > 0 tal que V k existem ny e xf, ..., n:ﬁk tal que

@5)7% o < 1/2% mas [[((f(a+25) = F(@)7% 1 lnom = €

Entao a seqiiéncia =}, ..., x} . x2, ... ,:r,fw, ... estd em l;,"(E), mas usando o lema anterior

vemos que ||(f(a + z;) — f(“))ieN”m,(s,p) = 00

(iv) =(i) 6bvio.
Como consequéncia direta do ftem (iv) acima, obtemos o préximo corolario.

Corolario 83

Se f ¢ (s,p) misto em a, entdo f é continua em a.

Teorema 84
Seja f:VCE—F e 0<p<s<o00.Sa0 equivalentes:
(i)Existe § > 0 tal que para quaisquer 7 e zy, ..., 2, € E com [|[(z:)}|l,,, <
atz, €V, i=1,...,n e quaisquer m e by, ..., b, € F' teremos
(Z Zl < by, fla+ @) — f(a) > PPP)P < (1(8y)7
i—=1 j=1
(ii)Existermn C' > 0 ¢ § > 0 tal que para quaisquer ne zy,..., 2, € E, a4+ x; €'V,
i=1,...,n e quaisquer me by, ..., by, € I com ||(2;)}]|,,, < 6 teremos
n m |
OoOC I < by, flatzi) = fa) > PY) P < Cll BT,
=1 j=1
(ili) f é (s, p) misto somante em a
(iv)Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para quaisquer n e z1,...,7, € E, a+ x; €V,

i=1,...,n e quaisquer m ¢ by, ..., by € F' com ||(#:)} ||, < & teremos

(Z(Z|< flat ) = f(a) > PP < el

i=l j=



Demonstragao:
(i)=>(ii)ébvio (ii)=> (iii)

Scjam @y, ..., &, € I com ||(x;)} <ébcatx €V i=1,...,n Tomando

t
v = 33" by, medida de probabilidade discreta, onde 6, ¢ a medida de Dirac concen-
trada cm by € By teremos: -

iU 1 < b f((l +3:) = fla) > | du(B)"") /7 =

(S, (50 | < v bk, fla+x) — f(a) > )PP < Ol Bk) 4 |l < C. Por um argu-

mento de densidade, j& utilizado no teorema 35, teremos a desigualdade acima verificada

para toda g € W(Bj~). Dai

”(f((l + Tl) - /-((1));2 I”m,(n,p) < C,

o que pelo teorema anterior item (i), nos leva a concluir que f é (s, p) misto somante em

a.

(iii)= (iv) Dado € > 0 tomamnos § > 0 tal como no item (iv) do teorcma anterior e dados

bi, ..., by, € I definimos v = )} | v;6; onde v; = —S%H; onde 6; ¢ a medida de Dirac
;

no ponto iy ”b ” Dai teremos:

1

(0 (T | < by, fla+m3) — fla) > [P)P/)/r =
2y | < Fo 1 50— £0) > [ o)) 1L < el

(iv)=>(i)dbvio.

Observagao
(i) E claro que P ,(,:{,’) ("E, I") = PUP("E, F)

(ii)Se T é linear, entao

T € LE"E,F) <= T € Lyb(B,F) == T ¢ L)(E, F)Vac E

m,a

Doravante,usaremos a notagao:
MOV F) = {f : V — F; tal que f é (s,p) misto somante em cada ponto a de V'}

Existem aplicagoes que nao sao p absolutamente somantes, mas que para algum s sao

(s, p) misto somantes. Um exeroplo muito ilustrativo ¢ o seguinte:
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Exemplo 3
Suponhamos E de dimensao infinita e ¢ € E', ¢ # 0. Definiremos entao P €
P(E, E), por
Px)=p(x)x, Yz E

Teremos:
Pa +x;) — P(a) = p(a+ z;)(a + z;) — p(a)a = ¢(x;)a + p(a)z; + P(;)
Logo se (a;i),;ew € Iy (E) teremos P(z;) ¢ p(a;)a € 7 ©
(P(a+ x;) — P(a))ien € Ii; ) (E) <= (%:)ien € I ,)(E)
Logo se a € Kere teremos P € P,(,f:g). Se a ¢ Kery entdo
P € PEP) <= [ é (s,p) misto somante.

m,a

Dai temos a proposig¢ao.

Proposigao 85

Se E tem cotipo 2, entdo P dado da forma acima € M®@P)(E; F) para qualquer

O0<p<2

Proposigao 86

Se f:V — F é (s,p) misto somante em a € V, entdo para cada T' € L(F,Z)
teremos T'f : V — Z (s,p) misto somante em a.

Demonstragao:

Basta notar que ||[(T'f (o + 2:) = T f(a))ienllm(s.p) < ITHNI(f(a+2:) = f(a))iew]lm o )

Teorema 87
Sejam f:V — Fea€V.Separatodo ZeT € L2 (F,Z), Tf ép absolutamente
somante em a, entdo existem 6 > 0 ¢ C > 0 tais que para todo T com ||Tsss <

1, e quaisquer n, 2y, ..., Tp com a4+ x; € Ve ||(@)F ], , < 8 teremos
T f(a+xi) = Tf(a))iall, <C
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Demontragao:

Sc assim néo fosse, dado k existitiam Zy, Ty : 7 — Zx, a¥,.. ., 2F tais que a4 2F €

Ny
‘/7 1= 17 27 sy N “(a'f):]‘fl“w,p S zklpv ”TH(ES,-‘? S 1/2k mas

(T (0 5) = Tef @)l > b

Como na prova do teorema 36 podemos definir T' = 3°7° | i Tk ¢ T sera s absolutamente

somante e além disso

k< (Txf {(1,+;n§ ) =Tef (@)i*illy = WQ&T f(ata) = QT (@) N, < WTf(atas) =T f(a))itil,

E dai, T f nao seria p absolutamente somante.

Proposicao 88

Seja f : V — F (s, p) misto somante em o € V. Entao se T' € L(F, Z) é s ahsoluta-
mente somante, teremos T f p absolutamente somante em a.
Demonstragao:
Como f é (s,p) misto somante existe § > 0 tal que para quaisquern € N e xy,...,x, com
a+z;i €V, ()i llp < 6 teremos [[(f(a + x:) — f(a))i )|l ap) < 1. Entdo podemos
escrever

fla+x;) — f(a) = miys, Imallollyilles < 2

e dai vem:
ITF @+ ) — TH@)l, = 15Tl < Il ITwell < 17l Tl < 2UT s
Logo se |[(z:)i ]l < 6, teremos
T f(a+ ;) — Tf(a)|l, < 2[|T|las,s © portanto Tf ¢ p somante em a

Estamos agora, em condig¢oes de provar uma caracterizagao analoga ao tcorema 45 para

aplicacgoes localmente (s, p) misto somante.

Teorema 89
Sejam s > 1 ¢ f:V — F. Entdo f serd (s,p) misto somante em a € V se, e

somente se, T f for p absolutamente somante em a para quaisquer espago de Banach Z e
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T:IF — 7, ssomante.
Demonstragao:
(=) Proposigao acima.

(¢=) Dados by, ..., by, € F'definimos

T: ' — 7

y +— (<y, b >)

Claramente temos ||T|qq,s < [[(8;)7%,|ls € daf, pelo teorema anterior, existem 6, C tal que
Vo, oy, &, com ||, < 6 teremos [|T/11(5;)7 llaf (a4 23) — T/N(B;)7 s S (@) lp <
Coul|[Tf(a+x:) - THa)l, < Cllb;)7 1 ]ls ¢ dai vem

m

(Z(ZI < by, flatm)—fla) > "))/ = (ZIle(Hn ~TH@IN'" < ClE)T s

i=1 j=1 i=1
e dai scgue o resultado.
O teorema acima é de grande utilidade, pois nos permite varias conclusées a partir de
resultados conhecidos para aplicagoes p somantces, tal como foi feito no capitulo anterior.

Para ilustrarmos, enunciemos um resultado que pode ser encontrado em Matos[16].

Proposigao 90

SenelN, 0<p<ooeP € Pi("E,I) entao teremos P absolutamente p somante
sobre F.

O teorema anterior, juntamente com essa proposi¢ao nos levam ao seguinte resultado.

Proposigao 91

Sen e N, 0 <p<sentao
parimn(r g Yy c MEP(E, F)

Demonstragao:
De fato sc P € PE&r/*») T ¢ L2 (F,Z) teremos TP € PE/™P)("E ). Logo TP é p
somante para qualquer a € E e portanto P € MEP(E, I



Proposigao 92
Scjam T' € L(E, I"), f:V — Zonde VC F, a € E com T(a) € V. Se f é (s,p)

misto somante em T'(a) ,entdo fT é (s, p) misto somante em a.
Demonstragao:

Basta notar que se (x;)ien €-15(E), teremos Tx; € IH(I7) e dai

(F(T'(a) + T(z:)) — f(T(a))ien € sp)(Z)

Proposicao 93

Se dimE <ooe f:V — I, V C E é difcrenciavel em a € V, entao f é p somante
em a ¢ consequentemente (s, p) misto somante em a.
Demonstragao:

Teremos

/g
fla ) = f(0) = /)b + (k) onde Jim 70 0

Daf, s¢ (z:)iewn € [3(E) teremos f(a +2;) — f(0) = f'(a)x; + r(z;) ¢ poderemos tomar
§ tal que se ||7;|] < 6 teremos ||v(x;)|| < ||z:]]. Tomando ng tal que ||jx;]| < 8 se 1 > ng,

teremos
(£ (a+2:) = f(@))iznoll, = N0 (@)x: + r(@:))iznoll, < N (@)T)iznmolly + Ir(wa)ll, <

L @il + Hwill,, < oo

De mancira andloga podemos provar a proposi¢ao abaixo.

Proposigao 94

Seja f:V — K onde V C E ¢ f diferencidvel em a € V. f serd p somante (misto
somante) em a se ¢ somente se r(h) = f(a + h) — f(a) — f'(a)h é p somante (misto

somante) na origem.

Exemplo 4
Scja H espago de Hilbert real de dimensao infinita e f : H — IR dada por

(@) = 2P =< 2,2 >
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Entao temos

fla+h)— fla) =2 < a,h > +|h|?

e dal como r(h) = ||h||? ndo é 2 somante temos que f nio é 2 somante cm a, Ya € H.

Dado V C E(espago complexo) aberto, definimos

H(V, F) of {f:V— F; féholomorfa em V}

Teorema 95

Seja f € H(V,F) N MEPN(V, F)(s > 1). Entao se a € V teremos Jf(a) (s;p) misto
somante na origem.
Demonstragao:

Dados z,,...,x, € E by, ..., b € F’ teremos

(71 (50 | < df(a)(w:) — df (a)(0), by > [)/)'/r =
OO0 1< 35 fip Z500P000 = 2% oy, £k by > [/ =
S (ST (S50 | < fnp HESRIR AN by > 1)/ <

Antl
g (0T O05 1 S | < Fla+ Ami) = f(a), by > |)dAP/®)'/P <
5,%( i ﬂ;:] [f(a+ Nx;) — f(a), b; > |3)p/s)l/p =
#(Zf,,](xfﬂ | < fla+ Mx;) ~ f(a),b; > |2)p/)!/e

com || = p
Mas [|(Aiz:)iillw, = pll(@:)i ]l , € daf pelo teorema [85] segue o resultado.

O resultado abaixo pode ser encontrado em Mario {16].

Teorema 96

Se f € H(A,IK), entao f é 1 somante para todo a € A.

Proposigao 97

Se f é uma fungao real definida sobre A e sua diferencial(de Fréchet) é absolutamente

p somante em a, para todo a € A, entao f é absolutamente p somante.
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Teorema 98
Sejam f : V C E — F (s,p) misto somante em a € V ¢ (2:)ien € IJ(E) tal que
a+ x; € V para qualquer 7. Dado € > (0, existern § > 0,n9 € IN tais que para toda

sequéncia (¥i)iew € Ly (E) com ||z — yill,,, < 6 ¢ a +y; € V para todo 4, teremos
H(f(a+ ;) ~‘f((1, + y,;));f'i,'l:‘||m,(syp) <'¢, para todon € IN.

Demonstragao:

Suponhamos existir € tal que a afirmagao seja falsa.Entao dado § = 1/2, existem () )ien, m1

tal que ||z; — |, < 1/2 mas

”(f((J, + 'I’;i) - f((l' + U':l ));’H 1 ”m,(s,p) > €

Dado agora § = 1/2? existem (y})ien, na tal que ||z; — y?|l,,, < 1/2% mas

”(f((L + "I‘.i) o f(a + U;z)):gnl ] l,lm,(s,p) > €.

Continuando desta forma , dado 8 = 1/2* existem (yF)ien, 7 tal que
s = Y gy < 1725, mas (1(f(a +2:) = fla+ Y520, 11l gag > €

Tomamos agora a seqiiéncia (y;)ien da forma abaixo:

1 2 3 3
Yoo s Ynp YUniptr - s Unpp o9 Ungy -+ o5

e é claro que (y;)ien € l(E) mas (f(a + ;) — f(a+ y:))iewn & 15 ,)(I7), absurdo pois
notando que f(a+ x;) — fla-ty) = fla+a;) — fla)+ f(a) — fla+y;) e sendo [ (s,p)
misto somante em a, teremos f(a + x;) — f(a) e f(a) — fla+y:) € If; ,(I).

Doravante, dado a € V' anotaremos

EV) € {(5:)ien € L(E); a+3;€ V)

Corolario 99

Sejam f: V C E — I continua e misto somante em a € V. Entao

[ (V) — 17, ,(I7) dada por

(s,r)
F((z:)ien) = (fla+ z:) — £(a))ien
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p :
¢ continua.

Demonstragao:

Mostremos que f é continua em (;);en € [(V').Pelo teorema anterior sabemos que dado

€ > 0, existem ng, 61, tal que V(yi)ien € (V) com ||lz; — yill,,,, < 61 teremos

1(f(a+m:) = fla+1))isngllmsp < €/2.

E claro que pela continuidade de f existe &, tal que se |z; — y;|| < 62 teremos
. 2 [

no—1

(X Wf@+m) = fla+y)lP)'/" < e/2
i=1
¢ daf tomando § = minimo{é;, 2} teremos
”wi - y’i“w,p <b= Il(f(a + T1) - f(a + yi))iel\lllm,(s‘p) <e.

Corolario 100

Seja f : V € E —> F continua. Entao f serd (s,p) misto somante em a € V se, e

somente se, fdada acima estd bem definida ¢ é continua.
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9-Holomorfia (s,p) Misto Somante

A presente se¢@o, tem por objetivo introduzir um tipo de holomorfia gerado por

polinémios estudados anteriormente. Inicialimente recordemos as seguintes definigoes:

Definicao:

Um tibo de Holomorfia # de E em F ¢ uma sequéncia de espagos de Banach
Po("E; ), n =0,1,... onde a norma de cada espago serd denotada por || [|o tal que se
verificam as seguintes condigoces:

(i) Cada Pe("E; F) é um subespago vetorial de P("E; I');
(ii) Po(°E; I") = I
(iii) Existe o > 1 tal que dados k, n € INg, k < n, P € Py("E; ') e x € E; teremos
d*P(x) € Po(*E; ) e
@ P@lo < ol 1Pl ol

Definigao:
f € HA F), A C E aberto, sera dita de tipo 8 (holomorfia) em a € A se :
() d*f(a) € Po("E;F), n=0,1,2,...

(i))Existem constantes Cy > 0, Cy > 0 tais que
1
”pc?“f(a)”g < C.C¥ parak =0,1,2,...

f € H(A; I) sera dita de tipo 8 (holomorfia) sc f é de tipo # (holomorfia) em a, para

todo a em A.

Passemos agora ao objetivo anteriormente descrito, e para tanto, supondo E ¢ F
espacos de Banach, doravante anotarcmos M, ) ("E; I') ¢ II,("E; I), para designar os
subespacos vetoriais de P("E; F’), formados pelos polindmios (s,p) misto somantes e

absolutamente p somantes sobre E, respectivamente.
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Definicao:

Seja f : A — I, A C FE aberto entao definiremos
Vp,a = {(%:)iemw € l;(E); r1€EAext+, €AV i>2})
Vale observar que V,, 4 é aberto em I (E)

Definigao:
Seja f 1 A — I”. Se f é absolutamente p somante sobre A, definitnos

P(f) : Vp,a — L(I") por

YO (@)iemw) = (F(@1), F(@1 + @2) — f(m1),- .o, @1 + 2) — f21),.. )

Teorema 101[Matos[16]]

Se P € P("E; I) é absolutamente p somante sobre E; entao ¥(P) é continua sobre

Vi = I(E).

Teorema 102[Matos[16]]

A imagem de II,("E; F') por 1 é fechada para a norma natural de P("2(E); I,(I7)).

Observagao:

Em fungao dos teoremos anteriores faremos
1Pllx, = [P ¥ P € Tp("E; I7).

Teremos daf que IL,("E; F') é um espago de Banach com a norma || ||, .

Teorema 103[Matos[16]]
(I,("E; I7), ||.lx, )nenm, ¢ um tipo de holomorfia de E em F.

Denotaremos por Hy (A; I') o subespago vetorial de H(E; I) formado pelas aplicagocs

que sao de tipo IT,(holomorfia).



Teorema 104[Matos[16]]

Cada f € H(A;IK) é absolutamente somante em A.

Definicao:
Seja f: A— I Se f é (s,p) misto somante sobre A definimos

o(f) : Vpoa — 72 (F) por

Sp(f)((‘mi)iElN) = (f(z1), f(x1 + 2) — f(z1)5 ..o X1 + 2) — f(1)5...)

Teorema 105

Seja P € P("E; ") (s,p) misto somante sobre E. Entao ¢(P) é continua sobre
Ip(E) = V.-
Demonstragao:

Inicialmente notamos que se x;, %y, ..., 7, € I, entao

gml,m2,<..,mn : E > m’

T o ”(y‘l);)Jll ”’m,(s,p)

onde y; = P(x), ¥iy1 = P(z + x;) — P(x) se 1 > 1 é continua e dai

Gk,ﬂ"-l,---,xn - {T € E; gml,m,---,ﬂ?n(m) < k}

é fechado para todo k€ Ne zy,z9,...,2, € £

Agora, fixados k € IN ¢ (2;)ien € Ii(E) teremos

Grehen = 17 € E; |lp(P)(w, 21, %2, . - )l ap) < k} fechado

)iGN

pois

Gk,(r;)aem = ﬂ Gk,mhm,---,mn

n>1

e consequentermente para k ¢ n fixados teremos

G = M G (w)ienw fechado

”(mi)”n},ps 1 /2"
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Mas dado = € E , pelo teorema 82, existe n tal que se ||(7:)ien|lwp < 1/27, teremos
|(P(z + =) — P(:’:))iENHm,(S,p) < 1. Daf

|(P(x), P(x + 1) — P(x),.. Mlmsp < 1+ [|P@)]], 0 que nos leva a concluir que
T € Grr), V (Ti)iemw com [(@)llwp < 1/2" ek > 1+ || P(x)]|

ou ainda
T € Gk,n = bk C U Gk,n
knelN

O teorema de Baire, nos diz entdo que interior de Gg, ¢ nao vazio para algum k ¢ n.

Logo existe 7 e zg tal que se ||z — || < r teremos x € Gi,
Tomando agora (y;)iew onde y; = xp ¢ y; = 0 para ¢ > 2 ¢ § = min{r,1/2"} tercmos:
N(zi) = Widllwp < 6 = |21 — zoll <7 e [(@i)iz2]lwp < 1/2" ¢ consequentemente

o(P)(x;) < k, isto é, ¢(P) é limitado numa bola e dai continuo.

A demonstragao acima, nos mostra que poderiamos generalizar o resultado acima,

qual seja:

Teorema 106

Se f é (s, p) misto somante sobre A C E aberto com valores em I entio

o(f) : Vo — liap(I7)

definida como acima ¢é localmente limitada num aberto denso de V,, 4.

Proposigao 107

O conjunto I' = {p(P); P € Mpn("E;I")} é fechado para a norma natural de
POI(EY 2, (F)).
Demonstragao:
Suponhamos @(Py) convergindo para h ¢ mostremos que existe P € M) ("E; I') tal
que p(P) = h.

E claro que se 7; é a j-ésima projegao de Itz (I") sobre I, teremos (m;0p(Px)) convergindo

para 7; o h uniformemente sobre a bola unitaria de [;{E) e daf podemos definir
P(z) = Jim Pe(z) = m(h(x,0,0,...))Vz € E
—s00
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e entao P serd um polinomio n-homogéneo e continuo, pois é limitado sobre a bola

unitaria. Teremos ainda
P(x+2;) — P(x) = klim (Pe(x + 7)) — Pe(x)) = mip 1 (h(x, 21,22, .. .))

Mas como h € P("}(E); I; ,;(I")) teremos p(P) = h ¢ P (s,p) misto somante.

Doravante, se P € M,,,("E; I') anotaremos

1P

(e,p) = ”(AO(P)”

A proposi¢iio anterior nos garante que M, ("E, I7) ¢ um espago de Banach sobre

” : “P'(s,p) i

Proposicao 108
Sejam P € M(;)("E; F) e T € L(F; Z). Entao TP € M, ("E, Z) e além disso

T Pllu.,, <ITHIPI

(a,p)

Demonstragao:
(TP = suP ey s 1T PY(@)llm o) = sup (TP (1), TP(21+22) = TP(w1), - llm, o) <
T sup [l P(w:)llm, (5.0 = TP

s,p)

Vale observar que a proposigao acima ainda continua vélida, para P € IL,("E; I") e

T Plix, -

Proposicao 109
Se P € M, ,»("E; I'), p> 1 entao

d*o(P)(a, 0)(z, (z;)jen) = @(d*P(a))(z, (z;)jen)

para todo k=0,1,2,...,n ¢ (a,0) e (z,(xj)jen) em I3(E).
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Demonstragao :
1/16!(2’“99(P)((L, 0)(.7,‘, (-’17j)j€IN) — 1/27”:'(')" »p( p(;kl‘/}x) (1’(0 | Az /;:ri)' P(al Ax) ))d/\ —
1/Klip(d* P(a))(, (z;))-

Proposigao 110

Se p > 1 entdo (M) ("E; F), |||l ,, Jnen, é um tipo de holomorfia de E sobre F,
como definido inicialmente.
Demonstragao:

Basta observar que

" ~ ~ n \n" _
11/K1d* P(@) | 5.0y = 11/ Kp(d*P(a))llm, (5,09 = 11/Kld *p(P)(a, 0)] < i} TPl llall”™*
paratodoa € Fek=1,2,...,n

Vale dizer,que as demonstragoes acima , foram simplesmente adaptagoes dos resulta-

dos demonstrados em [16] por Matos ,para o caso p somante .

Lema 111
Suponhamos f € H(FE;F) tal que para todo Z Banach e T € L: (F; Z) tenhamos
Tf € He (E; Z). Entao existemn constantes Cy ¢ Cy tais que

II "Tf(a)llwp =l Td f(@)lx, < C1C3

para todo k,n € IN e T com ||T|[as,s < 1
Demonstragao:

Se tal nao acontecesse, dado n € IN exisitriam k,, Z, e T,, € L3 (F; Z,,) tal que

1

T £ @)y > w5, com [Tyl < 1/2°

Entao procedendo como no teorema 36, fazemos Z = l5(Z,,), T = ¥ ;en Ji7T; e dai teremos
nfr < ll Tnd* f (@), = b Qan'“" f(a)lx, < || Yd'“"f(a)llw,,

o que contraria T f € M, (E; Z).

69



Estamos agora em condigoes de demonstrar o teorema de caracterizacao abaixo.

Teorema 112

Se s > 1, entao f € H(E;I") é de tipo M, (holomorfia), se e somente se, para todo
Z Banach e T € L; (F; Z) tivermos T f de tipo II,, (holomorfia).
Demonstragao:
(=) Dado Z Banach ¢ T € L2 (I;Z), como d*f(a) € M p("E; I) teremos TF €
IL,("E; I). Teremos ainda

I T @, = s [T -

)€ };u(, )

L @ £(0) ), BT (@) s +2) — DT @)a). . )
Mas temos
d f(a)(zy) = myp, d*f(a)(@ + x:) — dFf(a)(zy) = Tys, 1= 2,3,... com
(7 )sen -l (ienllus < (1+ (@ F(a) (@), d*F(a)(m + a2) = d*F(@)(@1), - llm o

Teremos entao

1 1
Il 14 T f(@)lx, = 77500 5T 0llp < 27500 17l | Tl <

1

71 5P N7l [T s, 15l < (14 F) I llasslle(d*f (a)]| =

=(1+ 6)”T“as,8”E‘/l\kf(a)”m,(sm) < (14 )| ]lassCh Cy.
Logo T'f € My (E; I").
(«<)E claro que d*f(a) € M ("E; I7).
Agora dada p € W(Bp) definimos

T,: ' — LB, )
y — T(y)(a)=<a,y>

Temos entao T, € LE (F; Ly(Bpr, 1)) e além disso [T, ||ass < 1

Como T, f € Ny, (E; LS(BFI, i), teremos pelo lema anterior C), Cy tais que
|2 Tt @), < CiCE Vh € I, € W(Br)
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e portanto
1 ~
llyz/)(dkT”f(a))(r,)]l,, < C’]C’éc Vi € W(Bpl), keN e (.‘II,;) €« B]g(p;)

ou ainda
1 R
A 1< a8 @), b > 1) du®)r+
+37( /B | < d*f(a)(z1 4 22) — d*f(a)(z)),b > |* du(b))?/*)' ? < C,Ck
i>2 T OF

Usando a caracterizagao de sequéncias (s,p) somantes teremos
! i* ki 1k Y k
H—k_‘(d fla)(@1),d” fla)(z) + x9) — dT f(a)(@1), .. Mlmsp < C1C5
V(mi)ielN < Bzg(n), e dai

< C,Ck

H(s,p} —

1 - ~
@ F@)l < G1CF ou || ¥ f(a)l

¢ consequentemente f € H,, (E;F).

Proposigao 113[Matos|

Se f € Hq,(A; I') entao f ¢é absolutamente p somante sobre A.

Proposigao 114

Sejam s > 1, f € K, (A; F), entdo f é (s,p) misto somante sobre A.

H(s,p)

Demonstragao:

Basta notar que, pelo teorema anterior, teremos T f € H, (F; Z) para todo Z Banach e

T € L: (F; Z). Logo, pela proposi¢ao acima, T f é absolutamente p-somante sobre A e

consequentemente f ¢ (s,p) misto somante sobre A.

Trabalharemos agora, somente com polindmios tomando valores em K, isto é, P €

P("E) onde E é espago de Banach.

Dado um espago de Banach F, é claro que ao mudarmos sua norma, possivelmente

alteraremos também a norma sobre o espago dos polinomios. logo, temos a seguinte

definigao:
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Definigao
Um espaco normado de polinomios n-homogéncos (Py("E), ||.|l¢) sobre E sera dito
intrinseco, sc¢ depende somente da estrutura de espago vetorial de F, isto é se ||.||i e

||.ll2 s&o normas equivalente sobre E, entao

P (Po("E), | ln) = P € (Ps("E), |llnz).

Se ||.|l1 representa uma norma sobre F, entdo Bjy, representard a bola unitdria cor-

respondente.

Definigao
Diremos que um tipo de holomorfia § de F em K, é win tipo a-holomorfia se as
seguintes condigoes sao satisfeitas:
(i) Po("E) é um espago de polinomios intrinseco para cada n € IN
(ii) o na defini¢ao inicial da se¢do, ndo depende da norma considerada em E
(iii) Se ||.|ly e

Bjj, entao teremos para cada n € N

||z sao normas sobre IV ¢ C' ¢ um nimero real positivo tal que OBy, C

C™|Pullor < | Pallo

para todo P, € Po("E).

Estamos fazendo || P,||lg; = || P|lg com ||.||; sobre E, i =1, 2.

Teorema 115

n 4 M
Para p > 1, (M) ("E), ||ll,,,) ¢ um a-tipo holomorfia.
Demonstragao:
A condigao (i) acima é facilmente verificada. J4 o item (ii) é uma consequéncia dircta da

proposigao 110. Provemos o item (iii). Dado C real positivo tercmos:

C"IanIlu(,,,,,)l=l sup |le(F)(Cai)

Til|lw,p,1
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Fazendo y; = Cx; vem

CNPullur = sup MNo(P)dll < sup (B (i)l = I Palli, 2
Yillw,p,1 <C llyi um,rz,'lf !
Acima estamos fazendo ||2;]|w p; = [|%i]jwp quando tomamos ||.||;, 7 = 1,2 sobre E
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