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Resumo

Configuractes de linhas assintéticas ao redor de pontos planares (ou flat)
de superficies minimas sao estudados. Modelos analiticos para essas con-
figuracées ao redor de pontos planares isolados e tipos particulares de fins
sdo exibidos. Exemplos ilustrando todos os possiveis casos sio também da-
dos.
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Introducao

Em [4] os autores estudam possiveis configuragGes de linhas de curvatura
principal ao redor de pontos umbilicos de superficies imersas em IR®, com
curvatura média constante. Seguindo as ideias de [4], no presente trabalho
estudamos possiveis configura¢ées de linhas assintéticas ao redor de pontos
planares (ou flat) de superficies minimas de /R3. Exceto no caso onde a
imagem da imersao minima estd contida em um plano, os pontos planares
sao isolados.

Um modelo analitico € exibido para a familia de linhas assintéticas, ao
redor de pontos planares isolados. Este modelo est4 relacionado a um resul-
tado de H. Hopi[7], o qual permite o calculo do indice de um ponto planar
isolado. O comportamento das linhas assintoticas, no infinito ao redor de
certos tipos de fins, chamados aqui fins elementares da imersdo minima, é
tambémn descrito por meio de modelos analiticos.

Este trabalho é organizado como segue: Cap.1 contém conceitos da teoria
local de superficies regulares e as definicoes dos objetos envolvidos neste tra-
balho. Cap.2 contém uma revisao de propriedades de coordenadas isotérmicas
e o calculo do indice do ponto planar. No Cap.3 sdo encontradas formas
analiticas para as linhas assintéticas ao redor de um ponto planar e de um
fin tipo elementar, para imersées minimas e no Cap.4 sao discutidas exemplos
de imersdes minimas. Alguns destes exemplos aparecem tambem em [4].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Primeira Forma Fundamental

Seja S uma superficie regular dada pela parametrizagio X : U C R*> —
S C IR?, onde U é um aberto de IR*. Denotemos por 7,5 o espago tangente
a S em p. O produto interno <, >, em T,IR3, quando restrito a 7,5 define
um produto interno <, >, em TpS. A este produto interno corresponde uma
forma quadratica:

I, T,5 — IR onde I,(v,) =< 2,9, > em p € S,v, € 1,5

Esta forma quadratica é chamada de primeira forma fundamental da
superficie S.
Vamos expressar a primeira forma fundamental com relagdo a uma base{
Xu, Xy} de T,,S. Seja w, € T,5 o vetor tangente a curva ot) = X (u(t), v(t)),
entdo [p(wy) = L,(&(0)) =< &(0),a(0) >p=< X,u(0) + X,2(0), X u(0) +
X,9(0) >
= 4(0) < Xy, Xo > +2u(0)9(0) < X, X, > +0(0)? < X, X, > .
Denotando E =< X,, X, >,
F=<X,,X, >,
G=<X,, X, >



I,{&(0)) = Ea(0)? + 2Fa(0)v(0) + Gv(0)?

E, F e G sfo chamados de coeficientes da primeira forma quadratica na
base{X,, X, } do espaco tangente 7,5.

1.2 Aplicacao Normal de Gauss

Seja S ¢ IR® uma superficie regular com uma orientacio N e §% =
{(z,y,2) € R® | 2> + y* + 2? = 1} a esfera unitéria e denotamos por N(p)
o vetor normal unitdrio a S em p. A aplicacio NV : $ — S? que associa a
cada ponto p € S, o vetor N(p) € § é chamada de aplicagdo normal de

Gauss.(Fig 1.1)

N(Q) N(p)

Y

figura 1.1: Aplica¢do normal de Gauss

Observacao
Se o dominio da superficie S é um aberto U/ C IR ent&o, variando (u,v) €
U temos que esta aplicagio N é diferencidvel. Logo dN, : T,8 — T S%(1)



é uma aplicacio linear. Temos que T,5 e Ty S?(1) sdo paralelos e entdo
podemos considerar:

AN, : T,5 - T,8

1.3 Proposicao

A diferencial dN, : 7,5 — T,5 da aplicacdo de Gauss é uma
aplicagao linear auto-adjunta.
Prova: Visto que dN, é linear, é suficiente verificar que < dN,(w1), wg >=<
wy, dN,(ws) > para uma base {wi, wo} de 7,5, Seja X (u, v) uma parametrizagao
de S em p e {X,, X,} a base associada de T,5. Se aft) = X(u(t),v(t)) é
uma curva parametrizada em S, com «(0) = p, nés temos

dNp(c(0}) = dNp{Xut(0) + X,9(0)) = dNp(Xu(0)) + dN,(X,5(0))
= dN,(X)0(0) + dNp(X,)0(0) = N,u(0) + N,9(0)
em particular, dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. Portanto, para provar que
dN, é auto-adjunta, é suficiente mostrar que,

< Ny, Xy >=< X, Ny > .

Para ver isto, derivando < NV, X, >=0e < N, X, >= 0, relativa para v e u,
respectivamente e obtemos:

<Ny, Xy >+ <N, Xy >=0
<N, Xy >+ <N Xy >=0
entio
< Ny, X, >=< Ny, Xy > O

O fato de dN, : T,,S — T,S ser uma aplicagao linear auto-adjunta permite-
nos associar dN, a uma forma quadratica ¢ em 7T;,5.
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Para aplicagio linear simétrica d N, temos associado a forma bilinear simétrica.
B:T,S5xT,5=R
(v, w) = B(v,w) =< dNy(v),w >
A B temos associado a forma quadratica
Q:T,S—> R
Qv) = Blv,v) =< dN,(v),v >

A segunda forma fundamental de S ¢é definida por

I, . T,8 -+ R
v —= — < dN,(v),v >

Isto é,
I, (v) = — < dNy(v),v >.

Na base {Xy, Xy} calculemos a segunda forma quadrdtica I7,.

IL,(6(0)) = — < dN, (&(0)), &(0) >
= — < N,i(0) + Ny#(0), Xuie{0) + X,9(0) >
= = < Ny, X, > 2(0)2 — 2 < N, X, > 0(0)3{0)— < N, X, >

e=—-< Nu:Xu »=< N;Xtm. e
F=—< N, Xy >=— <N, X, >=< N, Xy >=< N, Xy, >,
g=— < Ny, Xy >=< N, X, >

Entao a segunda forma fundamental fica:

IT,(&(0)) = ed(0)? + 2£0(0)5(0) + gv(0)%.



1.4 As equagoes de Weingarten

Seja X : U — IR® uma parametrizacdo de S. Entdo o operador
dN, de X é dado em termos da base {X,, X,} por

. {dwp(x - N 5K+ .
*

‘“de(Xv) =N, = g;};:{c‘Gqu + éFG %FEQ‘X

. _fF—eG
U EG-FY
el' - fE

12 = EC — an
_gF - fG

“ = G- e
fF —gE
2= Fa-

as equagoes {*) sdo conhecidas como as equagdes de Weingarten [2].

1.5 Curvatura Normal

Seja C' uma curva regular em S passando sobre p € S, k curvatura de
Cemp,ecosd =<n,N >, onde n é o vetor normal unitario da curva C' e
N é o vetor normal de § em p. O numero A, = kcosf é entdo chamado a

curvatura normal de C' C 5 em p.



Em outras palavras, k, é o comprimento da proje¢do do vetor kn sobre a
normal a superficie em p, com sinal dado pela orientagio N de S em p.(Fig
1.2)

figura 1.2:



Observagao
A curvatura normal ndo depende da orienta¢io de € mas muda de
sinal com uma mudanga de orienta¢do da superficicie.

1.6 Interpretacao geométrica da segunda forma
fundamental

Seja «(s) uma curva em S, parametrizada pelo comprimento de arco s
e tal que p = {0). Denotamos por N(s) a resiri¢do do vetor normal N a
curva «(s), temos :

< N(s),d(s) >=0=< N(s), &(s) >= — < N(s), &(s) >
Logo
IL(c(0)) = — < dN,(&(0)), @(0) >= — < N(0), &(0) >=< N(0), &(0) >
=< N(0),kn(0) >=k < N(0),n(0) >= kcosd = k,(a(0)}).

onde k é a curvatura da curva. Portanto temos:

Em outras palavras, o valor da segunda forma fundamental (II,} para um
vetor v € 73,5 é igual a curvatura normal de uma curva regular passando por
p e tangente a v.

1.7 Teorema de Meusnier[2]

Todas as curvas em S tendo em p € S a mesma reta tangente ,
tem neste ponto a mesma curvatura normai.



O teorema de Meusnier permite em falar de curvatura normal k, numa
direcao v em p. Para ver melhor a geometria deste fato, vamos introduzir o
conceito de se¢ao normal de S em p. Dado um vetor unitdrio v € T,5 , a
intersecdo de S com o plano contento v e a normal N(p) é chamado de uma
se¢do normal de S em p.(Figll.B)

PLANO NORMAL

.

Q SELAOC NORMAL

figura 1.3:

Para uma se¢do normal numa vizinhanca de p, temos:

n=xN=<na> =+ <N, &>
<n,kn >==L k,(p)
k= £ ka(p)
=k = [ka(p)]



Temos que a curvatura de se¢do normal na dire¢do de v é a curvatura normal.
Quando o plano normal gira em torno de N, v descreve um circulo 5! de raio
um em 1,5,

E possivel mostrar que ky, depende continuamente de v € S' e portanto
atinge um maximo (k) e um minimo (k;) em S

1.8 Curvaturas Principais e Vetores Princi-
pais

Sabemos que dN, : 7,5 = 7,5 é simétrica (pois dN, é auto-adjunto).
Logo da dlgebra linear[6] sabemos que existe uma base {e;, e}
ortonormal em 7,5 tal que

de(el) = '—kleh
dNp{ez) = —koeq;

Além pode-se verificar [2] que se S é uma superficie regular e k, a funcio
curvatura normal de X em p. Entio, existem vetores unitdrios e ortogonais
er,eo € T,5 tais que ky(e1) = k1 e k,(ea) = kg sio os valores mdximo e
minimo da funcao ky,.

1.9 Direcoes Principais

A curvatura normal mdxima k; e a curvatura normal minima
ks sao chamadas curvaturas principais no ponto p, e as correspon-
dentes direcoes e; e ¢; sdo chamadas diregbes principais.



1.10 Direcao assintotica e linha assintdética

Seja p um ponto em S. Uma diregdo assintética de S em p € uma direcéo

v € 1,5 tal que a curvatura normal %, na direcéo v é zero, isto é, k,(v) = 0.

Uma linha assintética ou curva assintética de S é uma curva conexa regu-

lar €' C S tal que para cada p € C a reta tangente de C em p é uma diregao
assintotica.

1.11 Equacao diferencial das linhas assintéticas

Seja a(t) = X(u(t),v(t)),t € I C R uma curva regular sobre uma
superficie S. Entédo a(t) é uma curva assintética de S se, e somente
se I1{a(t)) =0, para todo t € I. Isto é, se e somente se

(«)  ed(d)+ 2fu()0(t) + gb(t)2 =0, t € I

A equacio (*) é chamada de equacao diferencial das linhas assintéticas.

1.12 Curvatura Média e Curvatura Gaussiana|[12]

Seja S uma superficie regular em JR*. A curvatura Gaussiana
K e curvatura média H de S sao fungées K, H :5 — IR definidas
por

K(p) = det(de) = k1k2,

H(p) = %tr(de) = %(kl + k3).
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1.13 Classificacao de pontos

Seja p um ponto em uma superficie SC IR3. Diremos que:

¢ p é eliptico se K(p) > 0 (equivalentemente k; e k; tem mesmo sinal);

¢ p é hiperbdlico se K(p) < 0 (equivalentemente k; e kg tem sinais opostos);
¢ p ¢é parabdlico se K(p) = 0, com dN, # 0 {apenas umas das curvaturas k;
e ky s8o nulas);

¢ p é planar (ou flat) se K'(p) = 0 e dN, = 0 (equivalentemente k; = k3 =0 ).

1.14 Definicao de Superficie Minima

Uma superficie regular S de IR? é chamada de superficie minima se
sua curvatura média H é identicamente nula, isto é, para qualquer
ponto p € S temos H{p) = 0.

1.15 Proposicao

Seja S uma superficie minima de R* e p € S um ponto nac planar.
Entao neste ponto existem duas direcoes assintéticas ortogonais.
Prova: Temos que kn(v) = I1{v) = — < dN(v),v > e seja v = e; cos @ +
ezsin @ com {e;, ez} base ortonormal de vetores principais. Entao k,(v) =
k1 cos? +ks sin? § (formula de Euler), como &k, = —k, logo temos que k,(v) =
ki(cos? § — sin 8) , como k,{v) = 0 implica que &, (cos?# —sin?8) = 0 , logo
com ki # 0, temos cos?§ =sin*f = =2 e =3

11



Capitulo 2

Coordenadas Isotérmicas

2.1 Definicao

Seja. U ¢ IR? um subconjunto aberto do JR?2. Uma parametrizacio X :
U — IR® é chamada isotérmica se existe uma funcio diferencidvel A : U —
R, A > 0; tal que:

< Xy Xy =< Xy, Xy >= N2

<Xy, Xy >=0
isto é,
E=G
e
F=0

Estas coordenadas sempre exitem e sdo diferenciaveis[11].

2.2 Teorema

Seja X : U — R? uma parametrizacio de S. Entdo em coorde-
nadas isotérmicas a curvatura Gaussiana e a curvatura média de X

12



sao dadas por:

eg—f" _eg—f*
K= E2 = Yt !

_e+g
a2’

Prova: Temos que

K(p) = det(de) = det ( du G ) = {d11.A22 — A21.Q12

a1 Q22

_1 , _1 a1l 12 _1
H(p) = §t7 (dN,) = §tr ( oy Gy ) §(a11 + az3)

usando as equacles de Weingarten temos,

0
e

_eG-2fF+gE

") = —me—m)

como em coordenadas isctérmicas temos

E=G e F=0

entao

koI _eg—f

13



e+ g
222
Se a superficie 3 é minima temos que ¢ = —g pois H = 0. Entélo neste caso

H =

temos que a equagao diferencial das linhas assintéticas é dada por:

e(du? — dv?) + 2 fdudv = 0.

2.3 Funcao Complexa Associada as Coorde-
nadas Isotérmicas

Dado uma parametrizagio isotérmica X : U — R® de uma superficie
minima regular S. Seja a func¢éo de varidvel complexa associada aos
parametros isotérmicos ¢ : ' = €, definida por ¢(w) = e(w) — if(w)
onde w=u-+1iv € .

2.4 Proposicao

$(w) é holomorfa.
Prova: De fato, das equagdes de Mainardi-Codazzi[3] temos

(=4

2 )U—fu:"/\HﬁH

(e ; g)u + f*u = )\Hu

Quando S € uma superficie minima, isto é, H = 0, essas equagbes sio precisa-
mente as equagdes de Cauchy-Riemann para a fun¢io complexa ¢ associada
a coordenadas isotérmicas (u,v), e, = —f, € e, = f ¢, portanto é holomorfa.

Pode-se ver que J%E = (ﬁlg—kz)g = H? — K. Sendo S uma superficie

minima, temos

14



- K >0

X
Portanto, desta expressdo, segue, que se S é uma superficie minima em
IR? que nio é um plano entdo os pontos planares (ou flat) de S sio isolados.

Em termos de ¢ e w = u + v, a equagao das linhas assintéticas é
dada por[3]:

(1) Re[g(w){dw)?] = 0.

De fato, sabemos que a equacio diferencial das linhas assintéticas € dada
por e(du® — dv?) 4+ 2fdudv = 0. Temos que dw = du + idv = (dw)®> =
du® — dv® + 2idudv
entao

d(w)(dw)? = (e —if)(du® — dv? + 2idudv)
=e(du? — dv?) + 2fdudv + i[2edudv + f(dv? — du?)].

Daqui segue que Re[¢{w)(dw)?] = e{du? — dv?) + 2fdudv = 0.

Agora queremos achar outra equagio equivalente a (1), para isso inicial-
ifo

mente observamos que fazendo 2y, 20 € @, 1,6 2, = 71", 2 = roe
temos que
z1(2)? = 71 (r9)%ei(8) + 205) = r1(rp)?{cos(0r + 265) + isen(f) + 203)}

logo concluimos que

(*) R6[21(22)2] =0+ 608(6‘14—292) =00 +20; = %+mﬂ,m € Z.

15



Aplicando (%) a ¢(w) e dw, obtemos

(2) Re[p(w)}{dw)?] =0 <= Arg¢(w) + 24Arg(dw) = w, meZ

Arg(dw) = (2mf]"r — Argg'(w},m €Z

onde

dw = du + idv = {du, dv)
é 0 elemento tangente a uma linha assintética.
A equacio (2) diz:

Argo(w) + 2Arg(dw) = @L’ZHE, qualquer w

onde m é constante. Isto é devido ao fato que o lado esquerdo desta dltima
igualdade depende continuamente de w e o lado direito tem valores no con-
junto discreto &?EZ.

2.5 O indice de um ponto planar isolado

Um elemento de linha sobre uma superficie S é determinado por um vetor
néo-nulo tangente & superficie. £ claro que todo miltiplo do vetor define o
mesmo elemento de linha. Portanto ndo é possivel distinguir direcdes. Um
campo de elementos de linhas, ou melhor, um campo de linhas(regular) em
uma regifio, corresponde a uma familia de curvas na regido, tal que em cada
ponto da regido o elemento de linha no ponto é tangente a curva que passa
pelo ponto.

Um campo de linhas regular tem uma singularidade em p se néo pode ser

16



extendido a p por continuidade,
Suponha que p € § é uma singularidade isolada de um campo de linhas
e C uma curva fechada simples tal que

1) p é a tnica singularidade no interior de C
2) ndo existem singularidade em C.

Entao o campo dado induz um campo F de linhas sobre C. Escrevemos C
em forma paramétrica C' = C(#),0 < ¢ < 1. Escolhendo uma das possiveis
diregdes do elemento de linha em C(0) isto por continuidade determina uma
direcfio em C(t) para qualquer t.

Denotamos por Z(U, F') 0 4ngulo determinado pela direcdo U e 0 campo F
e 8¢ (U, F') a variacio total deste dngulo ao redor de C na direg¢do positiva(
estamos supondo C suficientemente pequena para que esteja contida em uma
regido com um sistema de coordenadas fixa).

Definimos o indice do ponto planar isolado por

. cl(U,F)
A T
Em uma vizinhanga de um ponto planar isolado de uma superficie minima
S5, consideremos a distribuigaoc A de dimensao um, formada pelos vetores
tangentes a linha assintética.

2.6 Proposicao[l1]

Seja X : U — S uma imersiao de uma superficie minima S, e ¢ a
fungédo holomorfa associada. Suponhamos que p = X(0) é um ponto
planar isolado. Entéo o indice de A em p é —%, onde n é ordem do
zero de §.
Prova: Como p = X(0) temos que ¢(0) = 0, e consequentemente

d(w) = apw” + appa ™ + . a4, £ 0,0 > 1.
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Consideremos a distribui¢io em U que é X~ de A. Sejav: [0,1] = U um
circulo pequeno ao redor de 0. Para calcular o indice desta distribuicdo em
0, escolhemos uma fungdo continua ¢ : [0,1] — R tal que (¢) é um angulo
entre o eixo-x e a direcdo da distribuicdo em (%), entdo o indice é %}ﬂgﬂ
Primeiro escolhemos numa funcdo continua ¢ : [0,1] — IR tal que @{t) é
um argumento para ¢{7(t)). Entdo a equagho argdw = —Zarg¢ + @m—fh
mostra que temos 6(t) = _-“’—(-231 + QmTHH onde m=cte., por continuidade

L‘?L%Qll = 1M1)—2%M, temos que ﬂ%ﬂ =n,n € IV, pois seja a(t) =
M'ﬂ": = y()"(1 + d(t)), |d(t)| < 1 para () pequena, é de facil vereificagao
que a(t) é homotopica a ()" cujo grau é n. Logo o indice da A em p
_ [9(11%3{0}] =_n 0

Segue que o indice de um ponto planar isolado com coordenada complexa
w = 0, de uma imersdo minima é igual a~7, onde n é a ordem do zero de ¢
em w = 0.

Observacao

Se (u,v) e (&, ) sdo coordenadas isotérmicas de X : U — IR® em um
dominio comum de S, entdo a mudanga de coordenadas @ = w(w) onde
W=1u-+1 ew=u+iv, 6 um difeomorfismo holomdrfico. Reciprocamente,
se & um difeomorfismo holomérfico e w = u+4v define coordenada isotérmica,
para X : U — IR®, entdo w = & + 17 também &,

Segue [7] que a relagdo entre a funcéo ¢{u +iv) e é(@ + 17) &

2.7 $(w) = f@(w)) (Lw)’.
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Capitulo 3

Pontos planares e fins

O seguinte lema em forma parcial devido a Briot e Bouquei[10,p.62;21,cap.
IT1], serd utilizado nesta secéo.

3.1 Lema

Seja R{z,y) uma funcdo holomorfa em uma vizinhanca de (0,0) € €
com R(0,0) = R;(0,0) = Ry(0,0) = 0. Se b < 0, a equagao diferencial

m% = az + by + R{z,y),y(0) =0,

tem uma finica soluc¢do holomorfa y = y(x), em uma vizinhanca de
0.

3.2 Proposicao

Seja p um ponto planar isolado de uma imersao minima X : 5 — IR3.
Existem coordenadas isotérmicas, (u,v) : (S,p) — (JR?,0) na qual a
fungio complexa associada é dada por ¢(w) = w", onde —% é o indice
do ponto planar.

Prova: Seja (u,v) : (S, p) :— (]R?,0) coordenadas isotérmicas de X e ¢(u +
iv) a fungio complexa associada. Escrevendo w = u + v e ¢{w) = cw™(1 +

19



r{w)), onde ¢ # 0,n € N e r ¢ holomorfa com r{0) = 0. Por meic de uma
transformacao linear, a constante ¢ pode ser tomada igual a 1. Para achar
um difeomorfismo holomorfo local @ = @W(w) = w(l + W(w)), tal que a
funcao complexa 65(6) associada as coordenadas isotérmicas @ é dada por
¢() = @" ele é equivalente por (2.7) a resolver a equagdo diferencial

(d"‘;—gﬁ) B (w) = $(w)

em termos de W esta equagao torna-se

— . 2
(1 + 7 (w) + w%(w)) W (14 W(w))" = w1+ r(w))
que € equivalente a

wdW(w) _o(l+rw) ~o(Q+ W)™ _ n im0 o r(w)
dw (L + VW (w)) =g+

ol+rw) —o((l+ W)™  n =
+ (L W + (5 + 1YW (w)

r(w)
2

onde ¢ é o ramo holomorfo da raiz quadrada com ¢(1) = 1 e temos que

R{w, F(w)) = 20 T(ggl—f%l(;) v @)™ (P ) - T

2 27’
logo R(0,0) = R(0,0), = R(0,0)5 = 0. Pelo lema 3.1, esta equagao tem
uma tnica solugio holomorfa i em uma vizinhan¢a de 0, com W(0) = 0.
Definindo % + % = @ = @w{w) = w(l + W{w)), a prova estd concluida.

Observagao
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Como H = 0 = k; = —k; e fora de um ponto planar, k; e & séo diferentes
de zero. Seja v = e;cosf + eysinf, com e; e e, sendo diregdes principals,
entao:

K, (v)p = kycos® 8 + kysin’ 6.
Tomando v como diregdo assintotica, temos:

K,(v)p = kicos?@ + kosin®0 = 0 = ki(cos?d — sin*d) = 0 , como
ki #0=cos’f =sin’f = §=%+k%,keN.
Seja

F, = {ay; o; curva integral das retas tangentes em p, cuja diregao
€ uma direcao assintdtica e estd na direcdo de v = e, cosf + ez sin b,
onde # = I + k% }.

fz = {B;; B; curva integral das retas tangentes em p, cuja direcao
é uma diregao assintdtica e estd na dire¢do de v = —e; sinf + es cos 8,
onde § = § +kZ}.

3.3 Corolario

Nas hipéteses de 3.2, hda n + 2 raios Ly, L, Lo, ..., Ly, através de
0 € 7,5, dos quais dois raios consecutivos fazem um angulo de

2n
n+2”

assintética «; de F que aproxima-se de p. Duas linhas consecutivas

Tangente em p, a cada raio L; existe exatamente uma linha

a;, 01,0 =0,1,2, ..., 0+ L{oze2 = @) limitam um setor hiperbélico de
F,. Os setores angulares limitados por L; e L;,, sao bissectados pelo
raio ;, 1 =0,1,2,...,n+ 1, que fazem para f, o mesmo papel que ;
faz para F,. Veja figura 3.4 e 3.5 para uma ilustracao. As linhas ¢,
sao chamadas separatrizes de F, em p. Similarmente para f..
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Prova: Podemos assumir que a equagdo das linhas assintéticas é dada por
Re[¢(w)(dw)?] = 0. Escolhendo uma orientacio local, o elemento tangente

para as linhas assintdticas, dw em w, tem o argdw = =% 2'”'9 para dire¢oes
assintoticas cujas curvas integrais a; € Fy, e argdw = %ﬁ + 35 = @g

para diregOes assintéticas cujas curvas integrais §; € f..
De fato como Refw™(dw)?] = 0, seja w = re*? e dw = g™ entéo arg[w™(dw)?]
arg[rrei®?q?ei?h] = rrg arg[ (nd+200)] — L—MH ke N = nf+ 26, =

(Qk—l—ljﬁ = 0 = g2k+11 _nf _ %M toma,ndo k = 0, temos arg dw =
T—2nfd 2n9

para dlregoes assmtotlcas cujas curvas integrais o; € Fj e como as

dlregoes assintdticas em um ponto séo ortogonais, temos arg dw =
3r—2nt 2n9

g -
para direcoes assintdticas cujas integrais 3; € f,.

Vamos considerar o primeiro caso.

A equagio mostra que argdw € constante ao longo dos raios. Portanto as
linhas assintéticas que sdo também raios, sio aquelas cujos argumentos séo

solugio de,

dw

figura 3.1:

9_{215:1171' nd entao%ﬂ_’_g—_—ﬁ?ﬁ:}nﬂ{_ze:LQ_'J""'.Q'.ZEI>9(”+2):

(EEAUT = § = L—Lgf':lg)” que sdo precisamente 8, = %:%))1, E=012.,n+

l,n + 2. Escolhendo os argumentos dos raios para as linhas assintdticas o
20284 )r _ (4k+1)n
242y 2nt2)

assintéticas J; em f, que sfo raios, podemos tomar,

em F, que sdo raios, podemos ter 8y = e para as linhas
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g, — REEFLTT _ (ki3
E= T oamr2) T 2(nt2)

Dois raios consecutivos fazem um angulo de ;2%

_ (4k+1)4 U (4k+1)m _ 2
Oci1 — O = 2t 2w+ n_"-:-rz
F
ek+1
A ;)
X -

figura 3.2: (argumento entre dois raios)
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Para 6 € (6x,0:11), as retas nas diregbes assintéticas cuja curvas
pertencentes a Fj séo transversais para os raios de argumento 8

RETA NA DIR ECAQ

ASSINTOTICA

figura 3.3:

24
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As linhas assintéticas pertencentes a F, cruzam transversalmente todos
0s raios contidos no setor dngular limitado por 8y e 6;.,. Do fato do arg(dw)
ser crescente com £, segue que os raois Lg, Ly, cujos argumentos sao respec-
tivamente 8y e 0y, limitam um setor hiperbdlico da foliacio F,. Estes raios
sdo separatrizes que sdo como um limite entre dois setores hiperbdlicos.O
caso da foliagdo f, é similar.

Temos que o0s raios sao determinados por 8, = (htl)m

2n+2)
Paran=2

90: % HLUJ

b =2 & Ly,

92 = 9?71' HLQ,

93 = BTW HL?,,

—
=
5

94:“‘8_=277+%(—>L42L0.
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L

2

figura 3.5:

3.4 Lema

Seja R{z,y) uma func¢do holomorfa em uma vizinhanga de (0,0) ¢ €.
Com R(0,0) = R.(0,0) = R,(0,0) = 0. Se a € (0,00) — Z, a equacgio
diferencial :

dy
xdm =az + ay + R(z,y),

y(0) = 0 tem uma 1inica solugao holomorfa y = y(z) em uma
vizinhanca de 0.
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Este lema é realmente um corolério do teorema de Poincaré-Dulac[1,Cap.5],
o qual implica que o campo vetorial y

/

2=z, Yy = az + ay + Riz,y)

é linearizavel. O grifico da solugao holomorfa desejada y = y(x) é
precisamente uma variedade invariante de x tangente ao eixo-x na
origem.

3.5 Proposicao

Sejam (u,v) : § — IR? — {0} coordenadas isotérmicas para uma
imersdo X : § — R? de uma superficie minima. Se a fun¢io com-
plexa associada ¢{w), w = u + iv, tem em zero um polo de ordem
n € {m € IN;m é impar ou m = 2}; Entdo existe um difeomor-
fismo holomdérfico @ = @(w) com @(0) = 0, que define coordenadas
isotérmicas (%,7) por @ = #+i¥ , para o qual a fun¢io complexa as-
sociada qg(ﬁ) sereduz a ™ ,ondea=1 sen #2 ea=lim,_yw?¢{w)
se n=2.

Prova: A funcio ¢(w) pode ser escrita por ¢(w) = bw™™(1 + r(w)), com
7{0) = 0. Para achar o difeomorfismo holomorfico @ = Xw(1 + W(w)), com
A # 0e W(0) =0, que verifique a conclusio da proposicio, ele é equivalente
a resolver a equacgio diferencial,

(1) X1+ W (w) + wi(w))?adw™ (1 + W (w)) ™" = bw™™(1 + r{w))

Tome A com A"2(£) = 1. Isto é possivel porque, quando n = 2, b = a,
satisfaz. Portanto {1) é equivalente para

(2) wiy (w) = o1+ r{w))o (1 + W(w)") - (1 + W(w)),
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onde ¢ € o ramo holomorfo da raiz quadrada com o(1)} = 1.
Sen=2, S(&) = Mﬂrgﬁﬂ ¢ holomorfa e a equagdo (2} com W(0) = 0 tem
uma 1nica solugdo holomorfa.

W(w) = exp(fp’ S(¢)d¢) - 1
De fato n = 2 a equagio (2) fica

w%(w) =o(l+r{w))(1 4+ W{w)) — (1 +W(W))
w%(w) = (I + W(w)){o{l+r(w)) —1)

iy = S
Tome S(£) = L‘-’%M
entao

l‘iﬂw% = S{w)dw

log(1 +W(w)) = Jg" §(&)d¢
(1 +W(w)) = exp(f5’ 5(£§)ds)
W(w) = exp(fy’ S(£)dg) — 1
Se n # 2, a equagdo (2) pode ser escrita como
(3) w% = pw + “—QEW('LU) + R{w, W (w))
De fato usando a equagdo (2)
why (w) = o(1+7(w))o((1+Ww)™) - (L +W(w)),
= pw+ ”2;2W('w) —pw—3W(w)=1+c(1+r(w))o((1+W(w))")

com p = % e R{w,W(w) = —pw — 2W(w) — 1 + (1 + r(w))a((l +
W(w))"). onde p € € e R{w,W{w)) é uma funcdo holomorfa em uma
vizinhanga de (0,0) € € satisfazendo R(0,0) = R,(0,0) = Ry(0,0) =
0. Se n > 2(resp. n = 1) pelo lema 3.4(resp. lema 3.1), hd um
difeomorfismo holomorfo W = W{(w) definido em uma vizinhanga
de 0 € &, com W{0) = 0 ¢ satisfazendo a equagao (3).
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Como uma consequéncia do teorema Poincaré Dulac[1,cap.5], a
proposigao 3.5 nao pode ser estendida para o caso em que a ordem
do polo é par ou maior que 2. No entanto o seguinte resultado
pode ser afirmado.

3.6 Proposicao|8]

Seja (u,v) : § = R?* — {0} coordenadas isotérmicas para uma
imersdo X : § — R?® de uma superficie minima S. Se a fungao
complexa associada ¢(w), w = u+iv, tem em zero um polo de ordem
n # 2, entao existe uma pequena vizinhanca V de 0 em R? tal que as
linhas assintéticas de X, restrita para (u,v)™ (V — {0}), distribue ela
mesma (modulo topologicamente equivalente )} como se a funcao
complexa associada fosse w™".

Um fim da superficie S definido pelo sistema de conjuntos aber-
tos,

Uj:{0<u2+vg<}-.;j€N}

onde (u,v) sdo coordenadas isotérmicas para X, na qual a fungio
complexa associada tem um polo de ordem n em (u,v) = (0,0),
¢ chamado um fim ¢lementar de X de ordem n. Analogamente
a Prop. 2.5 pode-se ver que o indice de tal fim elementar é 7.
O fim elementar é dito ser completo se a distancia de (0,0} para
qualquer outro ponto do disco furado U; for infinita. Exemplos de

fins elementares completos e nao completos sao dados em 4.2.
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3.7 Corolario

As linhas assintéticas de uma imersio minima X préximo de

um fim elementar F de ordem n sao descritos como segue:
(a) Para n = 1, h exatamente uma linha «;(resp. §;) de F, que
tende para E, todas as outras linhas ocupam um setor hiperbélico
limitado por F e a;(resp. 5;).
(b)Para n = 2 suponha que ¢(w) é a fungdo complexa associada e
a = limy_ow?e(w).

Ha dois casos:

(bl) e ¢ i/R. Entao as linhas de F, e f, tendem para F.

(b2) @ € RU{R. Entao as linhas de F (resp. f;) sao circulos ou
raios tendendo para E.
(¢) Para n > 3, todas as linhas de F, e f, tendem para E. As
linhas assintéticas distribuem elas mesmas em n—2 setores elipticos,
dois setores elipticos consecutivos estao separados por um setor
parabdlico.

Prova:
(a) Para n = 1, hd exatamente uma linha «; (resp. 5;) de Fy(resp.
fz) que tende para F, todas as outras linhas ocupam um setor
hiperbdlico limitado por E e a; (resp. §; ).
Pela proposicao 3.6, d(w) = w™"

n=1= ¢{w)=w"

A equaciio das linhas assintdticas é Re[¢(w)(dw)?] = 0.

isto, é

Re[w™Ydw)?] =0

w = rexp(id)

dw = r,exp(ib,)
Rel[r~" exp(—if)r2 exp(i20,)] = Re[r'r exp(i(26, — 6))] = 0
entio 20, — § = Etly

2
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Se # =6, temos § = (Qk;'l)?r,k eEN

I

dw

figura 3.6:
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(2k+1)
0, = Zk;- T

0, = zm & L,
6’1=%7r<—>lo

92:%?1':90(—)}_-/1:.[/0

Se 8 # 6, temos a seguinte figura

figura 3.7:
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(b) Para n=2 suponha que ¢{w) € a funcio complexa associada e
a = lim,, o w?¢(w). H4 dois casos:
(bl) a¢ ¢IR. Entdo as linhas de F, e f, tendem par F, como na fig.
3.10.
Re[¢p(w)dw?] = 0
Relaw™?dw? =0
Seja w = e, dw = roei? e g = e
entao;
Refrefr—2e=i2072¢1200] =
Refryr2r2ei®i-20420)] —
= 6 — 20 + 26, = 2ty
Se 0 =4,

dw

/ _

figura 3.8:

= 6, = Zr, mas a ¢ iR = que Re[p(w)dw?] # 0

Se 8 £ 6,,
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figura 3.9:

= 01 — 20 + 20, = %ty
20, = &y — 9, + 29

g, =2ty 849

vamos supor que argumento de a é £ = 8, = 2—"°f'—1-7r -5+

figura 3.10:



(b.2) o € RUIIR. Entdo as linhas de F,(resp. f.) sdo circulos ou raios
tendendo para E, como na fig. 3.12 e fig. 3.13, respectivamente.
Seja a equacao das linhas assintdticas Re[¢p{w)dw?] =0, comon =2 e

¢(w) = aw™? = Refaw*dw?] = 0 temos que §, = 2ty - & 49 com
8, arg de dw, 0 arg de w e ; arg de «.
Se § =4,,
[
dw
w

[

figura 3.11:

entio 61 = —22—“71'. Como a € IRUR, temos que existem raios em
todas as direg¢oes. Como os raios das linhas assintéticas minimais
sao ortogonais com as linhas assintéticas maximais, entao as linhas
assintdticas sdo circulos, pois existem raios em todas as direcoes.

36



figura 3.12:

(c) Para n > 3, todas as linhas de F, e f, tendem para F. As
linhas assintdticas distribuem elas mesmas em n—?2 setores elipticos,
dois setores elipticos consecutivos estdo separados por um setor
parabdlico.

Para n # 2 temos a = 1 entao a equacgio das linhas assintdticas fica
Re[w™"(dw)?] = 0.

Logo —n# + 28, = 2}“%71' = ¢, = :”?T“'Jr + *;—9

Quando ¢, =6 = = é%;f—;)lﬂ'

dw

figura 3.13:
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que podemos denotar por 6§ = (2k+1)

Exemplos:
(a) Para n—=3

G, = i?k__'gllﬂ. — _j2k;-13ﬂ_

(b) Para n=>5

g = Bty _ e
1
6, = —im,
R
3
92=_37T?
7
93=—‘é‘,
94‘_%77‘:“—%‘?T’
= -1
g = —L
€ HT—““'ETT:—Q?]'__?T.
8, < Lo,
l'3)1<_)’501
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0s Ll}

93 & 1,

94 — Lg,

95 Sy

65 < L3 = LD

e 97 — 33 = IO-

Ll
/ \ Lv
ID
figura 3.14:

Voltando para o exemplo (a) quando 8, # 0, isto é,

y

figura 3.15:
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O, = 2y + 22 para k=0
en =23 temos §, = %’ﬂ' + % variando o f obtemos

n=3

figura 3.16:
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Voltando para o exemplo (b) quando 6, # 6, isto é,

0, = Sty 4. 08 para k=0
en=>5temos f,=3ir+%  variando o ¢ obtemos
n==5
L,
L, L,
figura 3.17:
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Capitulo 4

Alguns exemplos

4.1 Exemplos de pontos planares isolados para
superficies minimas.

A seguinte versao do teorema fundamental da teoria de superficies
serd usado na construcao dos exemplos.

4.1.1 Teorema[11,V.3]

Sejam E, e, f,g funcées analiticas em um conjunto aberto simples-
mente conexo de R’ Existe uma imersio analitica X : § — IR®
cuja formas fundamentais sio

I = E(du®+dv?), 1] = edu® + 2fdudv + gdv® para cada (u,v) co-
ordenadas isotérmicas se, e somente se, as seguintes condicoes sao
satisfeitas:
(1) E>0 em S.
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(2)

e+ g

v Ju = E’U
&= f ()
e+ g
v Yu = —Eu )
fo—g ( T
(equagdes de Codazzi)
(3)
eg—f2=i[EQ+E2—EE - EE,,]
2E kT v WU vy

(A equagdo de Gauss)

A curvatura gaussiana e a curvatura média de X sio dadas respec-
tivamente por

eg — f?
K= T
© +
_¢73g
H= 55

4.1.2 Corolario

Existe uma imersao minima X : § < R, cuja primeira e segunda
formas fundamentais sao
I = FE(du® + dv?),II = e(du? — dv?) + 2fdudv, se, e somente se,
(1) E > 0,emS
(2) ¢ (u-+iv)=elu+iv) —if{u+iv)
é holomorfa, e e = —g = Reg.
(3) B2 + B2 — EE,, — EE,, = —2E|¢[*.
Prova: Pelo teorema 4.1.1 temos que as equagoes de Codazzi sao,
e, — [, =0
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f'v+8u:D

logo,
€y = fu
fv = €y

entdo ¢ é holomorfa, portanto o item (2) é satisfeito.
Pelo teorema 4.1.1 temos que a equagao de Gauss

—e? — f? = 55 [E2 + E2 — EE,, — EE,,] é satisfeita.
Temos pelo item (2) que,

—e? — f2 =~ |4’
entio E2 + E2 — EE,, — EE,, = —2E|¢|*.

A prova da sequinte proposi¢ido pode ser também encontrada
em [3, coroldrio 5.2].

4.1.3 Proposigao

Dado n € Z*, existe uma imersiao minima X, com coordenadas
isotérmicas (u,v) e pontos planares isolados de indice 3.
Prova: Seja ¢ (u + iv) = (u+ iv)" . Provaremos que existe uma funcéo
analitica E = E (u,v), definida em um disco com centro 0 € R?, tal
que:

(1) £ >0,

(2) B2 + E? — EEy, — BBy +2E|¢|* = 0.

Pelo teorema de Cauchy-Kowaleswsky[11,V.5] segue que existe
funcdes analfticas U; Uy e U que satisfazem o seguinte sistema de

equagdes diferenciais parcias
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o, U, U3 U
o “‘Ul U1 ou

com as condigdes iniciais U; (4,0) = Uz (¢,0) =1 e Us (u,0) = 0.
tome F = U,. Segue que £, = U,, vamos mostrar que
Eu = U3 = %—I;L

De fato, usando as equagbes diferenciais parciais, segue que;

Us(u, v) — % (u,v) = Us(u,v) — Ua(u, 0) — {92 (u,v) — 2 (u,0))
Agora temos que Us(u,0) =0 e %4 (,0) = 0 pois U; (x, 0) = 1.
entao,

Us(u,v) — %«% (u,v) = /1 gt (Us{u, tv)) dt — /01 E?t (aa Ui (u, t’u))

[ (g,
Jo A\ v Bt OHvdu Ot
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como

oy _ v,
v du’
e
oy . U, ol
E_UQ:‘@U@'&_ Ou’
temos,
ouy {0 Uy B
Us(u, ) = St (,v) _U/D (au (u,t0) — 5 (u,t'u)) dt = 0
logo, -
et |
Us ou’
Portanto,
(a)
E’U - UZ:
US - E‘ua
(b) [
—Tu P 2
Byp= "7+ — B+ 204,
(c)
E’U.-U - L7

Segue que (b) fica
E? 4+ E}—EE,, — EE,, +2E|[$|° =0
satisfazendo (2).
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Usando o corolario 4.1.2 segue que, definindo

e = Reop,
e
f = "Im¢a

¢ (w) = Reg (w) + ilmé (w) = e (w) ~ if (w)
existe uma imersdo minima X, com um ponto planar de indice —%.

Observacao
O coroldrio 4.1.2 e a proposi¢gdo 4.1.3 podem ser provadas para
imersoes X com curvatura média constante H # 0.[4]

4.2 Teorema de representacao de Weierstrass.

A seguinte versao parcial do teorema de representagdo de Weier-
strass para imersac minimas serd usado na discussio dos exemplos
abaixo.

4.2.1 Proposicao[9, pag. 64]

Seja D um conjunto aberto conexo de R Sejam g uma funcgio
meromorfa e f uma funcao holomorfa em D. Assuma que em cada
polo de ordem 7 de g a fungio f tem um zero de ordem 2n. Também
que para cada curva fechada v C D, Re[f, ¢p(w)dw] = 0,k = 1,2,3,
onde ¢ = 3 f(1—¢%), ¢ = £f(1+¢%), s = fog.

Para um ponto w, € D, defina ay(w) = Re[f; ¢x(w)dw], k =1,2,3.
Entdo X = (a),0,03) ¢ uma imersédo minima e (u,v), dadas por
w = u + v, sdo coordenadas isotérmicas para X.
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Antes de provar a proposi¢ao acima vamos ver algumas proposigoes
necessarias.

4.2.2 Proposicao

Seja X : D c R? —» S C Riisotérmica. Entao vale X, + X, = 0.
Prova: Temos que {X,, X,) = {(X,,X,), derivando em relagio a
variavel u obtemos
(1) (Xum Xu} = (vaXv)s
como F = 0, isto é, (X,,X,) = 0, podemos derivar em relagao a
varidvel v, dai obtemos
(2) <Xu1 X‘vu) = - <X'u'u.a Xv)
somando (1) e (2) temos,
(qu + Xuv,Xu> =0,
analogamente obtemos
{qu + Xtm; Xv> = 0:
logo,
(3} Xuyu + Xyw = kN, (k = constante),
sabemos que £ =H=0= g+e= (Xyy + Xy, N) =0
portanto, (X, + X, N) = (kN,N) =k =10,
logo por (3) temos;
Ko + X = 0.

Observacao
Se f:U C R? - R?, f diferencidvel. Entdo o Laplaciano de f é

Af = fu'u. + f'u'.."'u'.."?
diremos que f é harmoénica < Af =10.
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4,2.3 Corolario

Seja X (u,v) = (2 {w,v), 22 (v, v), x5 (¢, v)) uma superficie parametrizada
regular. Entao X é uma superficie minima < cada uma das funcgoes
coordenadas 2,1, e r3 sao harméonicas.

Sabemos da teoria das funcoes de varidvel complexa que se o
dominio D é simplesmente conexo, uma fungao harmonica real cor-
responde a parte real da integral de uma fungao analitica,
logo o = Re [, ¢p (w)dw,k=1,2e 3.

Seja X (u,v) = (@1 (u,v), 22 (u,v), z3 (v, v)} wna parametrizagio reg-
ular de uma superficie minima 9, e seja w = u + iv. Definamos as
funcoes de varidvel complexa,

(+) gp (w) = G — %%,

Relativamente a estas fungdes ¢ (z), ¥ = 1,2 e 3, temos as
seguintes propriedades:

4.2.4 Teorema

Seja X (u,v) = (z1 (u,v), 22 (u,v) , %3 (u,v)) uma parametrizagao regu-
lar, w = u + v e ¢ (w) definidas por (*), k=1,2 e 3. Entao
3
(1) > ¢; (w)=FE— G+ 2F,
k=1
3
(2) T lox (W)l = B+ G,
(3) ¢r (w) é analitica < zx,k = 1,2 € 3 é harmdnica.

3
(4) (u,v) sdo parAmetros isotérmicos < 3 ¢2 (w) = 0.
k=1
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(5) Suponha que(u,v) sdo parimetros isotérmicos. Entdo 5 é
uma superficie regular < % 9w (w)]? > 0.
Prova . z=1 \
(W) 2ot w) = 2(%)" + (%) “HEE
= (X Xa) = (X0 Xo) =24
@) £ I )P = £ [(%) + (2)] = (X X (X X} = B4,
dxy
5

+
2 —
(8) ¢x (w) é analitica < { & dog B Ea"% } & S5 aug + 08 =
0en,k=1,2e3é he‘;trmfmicrfU o

(4) imediato.
3
(5) (u,v) sdo pardmetros isotérmicos, S regular = 3 |d (w)|* =
k=1
2E > 0.

Definigao
Diremos que ¢ nao tem periodos reais se Re [, ¢ (z)dz = 0 a0 longo
de qualquer caminho fechado «(I) C D.

4.2.5 Corolario

Se X (u,v) = (x; {»,v), 22 (u, v}, z3 (u,v)} é minima e (u, v) sdo parametros
isotérmicos, entido temos:
(1) ¢y (w) é analitica,para cada k=1,2 e 3.

2) §: 8 (w) =
(3) Z | (w)|* > 0.

Prova: Segue do teorema anterior.

Reciprocamente, se ¢ (w), £ = 1,2 e 3 sdo analiticas e as condicoes
(2) e (8) sdo satisfeitas e Re [, ¢, (w)dw = 0 entdo existe uma su-
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perficie minima definida sobre D, tal que as equagGes (2) sdo validas.
Demostragio: Definimos as fungdes z, £ = 1,2 e 3 por:
(4) xx = Re [, ¢ (w) dw, estdo bem definidas, pois a integral inde-
pende do caminho, so depende de w = u . Seja v (#) = u (t) + v (t)
e ¢y (w) = Uz (’{U) + ibg (UJ) )
zx = Re [2 ¢ (2) dz = Re [}¥ (g, + iby) (% +i%) dt = [ (ayts — bv) dt =
S = [ 2 (qpi - byi) dt = [l (Gma— Sxi)dt = [ & (ax) dt = an,
analogamente %‘1 = —by.

Observacgoes

Vemos que localmente o estudo das superficies minimas regu-
lares em IR3 8 equivalente ao estudo local das fungbes analiticas
¢ (2)s k=1,2 e 3 verificando (2).

3
~ a— 2 .
Entao vamos descrever as solugoes kZI &p (w) = 0.

4.2.6 Lema

Sejam D um dominio simplesmente conexo em C,¢g uma funcao
meromorfa em D e f uma fungio analitica em D com a propriedade
que em cada ponto onde ¢ tem um polo de ordem n, f tem um zero
de ordem 2n. Entao as fungoes:

(@Y =Lf(1-gY), do=3if(1—g%) e d3s=fyg
sao analiticas em D e verificam a condigdo (2). Reciprocamente,
cada terna de funcdes analiticas (¢, ¢q, ¢3) em D, verificando a
condigao (2) pode ser representada na forma (4) exceto no caso
$1—iga =0 e ¢3 = 0.
Prova:(=) é s6 substituir ¢, ¢, e ¢; em (2).
(<) Sabemos que ¢, ¢, € ¢ analiticas verificam

(2) ¢ +¢5+¢5=0=

(8) ¢+ ¢3 = —¢f = (91 — ign) (1 — id2) = — ¢4
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Se ¢, —igy = 0 = ¢3 = 0 (neste caso a superficie é um plano)
Supondo ¢3 # 0= ¢ — g2 # 0,
podemos escrever,
(6) f=¢1—idy eg:ﬁ,
levando (6) em (5), obtemos

(7) ¢1 +igy = — 5B = — (41 — ida) @%gf = —fg?,
desta equacao obtemos a informagao de que se ¢ tem um polo de
ordem n entao f tem um zero de ordem 2n.
Se f tem em w, um zero de ordem 2n = f(w) = (w — wo)*" h (w),
onde h{w) # 0, levando f para a equacao (7) obtemos,

2 __ di(w)tiga(w) 1 28w _ (_Fw) \? _
§(w) = ~ B = i = () » com F(u) =
h{w)

Fz
= 9= gl

resolvendo (6) e (7) obtemos
() p1=L17(1-6%,0:=%f(1-¢% e ¢ = fog.

4.2.7 Corolario

Seja X dada por 4.2.1. Entio a fun¢io complexa associada a coor-
denada isotérmica (u,v) é dada por ;

¢(w) = cf(w)g(w)

onde ¢ € {—1,1} é determinado pela orientacéo da superficie imergida
X(D).

Prova: Temos que os coeficientes da segunda forma fundamental
sdo dados por e =< N, X, >, f =< N, Xy > € g =< N, Xy, >, s€ja a
funcido complexa associada
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¢ (w) = e(w) —1f (w)
(1) ¢ = (N: Ko — iXuv)

Pela definicao

(2) ¢r = %ﬁ—z%& = Tiy — T, k= 1,2,3.

_ 0 _ O Pu o
QS’“‘ — du T Gudu ?’ﬁvau T Thuuw — Whvu

1+[g2} 12
A2 = 1Xo A Xo| = [lfl( ;—lyl } =|Xu|2=|Xv|2
N = |x,‘i§,,[

Logo temos,

¢’ - (Ns (Qb'lu: ¢2u1 ¢3u)) - <X HulXo (¢1u: ¢2m ¢3u)> H

(3) AQ@ = (Xu A Ky, ((ﬁlm Pus ¢’3u))

(4) X, =% = (91,922 9) — (Reg,, Redsy, Regs)
X?J = %X = (%L: %)21 %&) ( Im(gsl) _Imqé’Za ""Imqu)
levando (4) a (3)

/\2¢) ((Re‘;bla Re';f)?; R€¢3) ( Im¢ls "Im¢2: —“Im(,’jg) 1 (Qslu; ¢32m ¢3'{L)>

¢’1u ¢52u ¢3u
=det | KHed, Repo  Regs
—Im¢, —Im¢, —Imes
';f)lu ¢2'u. ¢3u
(5) N2 =det | Re¢hn  Repy  Regs
—Im¢1 —Impy —Imes

De (1) utilizando X,, = —X,, temos
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(6) ¢ = (N, - X,y — iXw)
= (N} —?:(Xm, - inv)}
utilizando (2)
¢ = (N, =i (D10, P2v) $30))
= (R —i (ro, bou, b))

(7) ’\qu = (Xu A X‘U: —1 (qbl“v: gb?m ¢31}))

somando (3) 4+ (7) obtemos
2020 = (Xy A Xy, b1y — 110, Py — P20, P3u — 1030)
= <Xu A Xy, (261, 290, 2@3))
)\2‘35 = <X-u A Xm ((2;3'1: &2) ¢’3)>
ou

A = ((Regy, Redn, Regs) A (—Tmpy, —Imds, —Imgs) , (1, ¢2, 6s))

ou

é1 P2 P3
(8) /\g(f) = —det Reqbl Regﬁg RE(bg
Im¢r Imgy Imos
dai segue ] _ .
@1 b2 P3
M¢ = —det | Regy +ilmdp; Reds+ilmdys Reds +ilmgs j|
Imﬁbl Imqbg Im¢3
ou . . .
$1 b2 @3
(9) M= —det | ¢ @2 @3
Imgr Imgy Imgs
ou

b1 $2 @3
det | ¢ ¢ ds | =cA@
| Im¢1 Im(ﬁg Imgbg i
onde ¢ € {—1,1} depende da orientagdo da superficie.
¢ 2 ¢3 bo s

¢ ¢3

| Im(;ﬁl Im¢2 Im¢3 ]
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= I'm¢, Re¢,Reds—Imp, ImeyImeps—Ime, Reds Reds +Iméi Im,Imbs+
) Im¢51 RedoImos + ImqblfmqbgRegbg — Img¢, Reqﬁagfmq&g — Imc;&lfmqbgﬁeqﬁg
Redr ImbsRedy+ ImrImdyImes + Redr Imeo Reds — IméiImesImes—

i | Redr ImgoImes + IméiImd,Regs — RegnImboImds — ImpyImey Reds]
Re¢y Regolmeps — Imd IméyImes — Redy RedoIms + Ime ImdaImeps+
i [Re¢rIm@aImés + Iméy RegyImes — RegrImbaImes — Ime ReoIms]

= Im@, RedyRedy—Imp, Regy Regh +i [Im(,blfmgf)gReqbg, - Imgf)lRe@Im@,] -
Red Ime; Reds+Regn Imes Regy-+i [—Imér Imes Regs + Rey Imey Imebs | +
ReqﬁlReqﬁgImqbg —Reg, Reg‘bgfmqﬁg—ki [ImqlﬁlRe%Im% — Reqblfmégfmqﬁg]

= Ime, Re¢o Regps—Ime Rey Reds— Rey I Reds+ Red, Imda Reds+
Red, RedyImgs — Redpy Red I +i[ Iy Iy Reps — Impy Reho I b —
—Im¢, Im¢s Regs+ Redr ImesImds+Ime: Rego Imps — Reg Imeo I mes]

= (Xu ’(\ Xﬂ: qu) - E (Xu A X’ua Xm:)
= (X’H- A X‘u; Xu.u - iX’u‘U)

= (B X = 1Xen) X A X
= (N; Xtm — ?'Xuv) )\2

= N2

b=4f(1-g?) =L e
d2=5f(1+4%) = =i +if +ifgs

¢s = fg ¢s = fg+ f§

0 o] _ [ L1~ feg z‘fﬂfﬁﬂ‘fgg]_; -
K2 ¢z___2% (1-g) 2%@}“(124“92) = s
[ G2 s | _ [ i +ilf +ifgg fg+fgl_; -

| b2 s | | 2f(1-|-92) fg = ~ioh
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b b3 | _ [ -8 foq f'g+fg]= .
B v i SR APAL) BEE

. R .. ..
w| o 8 8 |oma[f 8] ma[d & el
Imds Imes Imbs da P3 ¢1 O3

= —ifgprimdr — ifgdaIme, — if gdsImes

= —fg (idIme, + idolmes + idsImes)

= —fg (iRed1Ime; — Imé? + iRedaIme¢p, — Imd: + iRedsImds — Imd?)

= —fg(i[RedrIm¢y + RedoImds + RedsImest — (Ime? + Imé? + Imd?)))
temos que (X,, X,}) = F =0, isto é,

(Xu, Xy) = Rep1Img, + RegoImes + Redslmes; =0

e também o parametro isotermico X2 = | X,|* = | X,|* = (X,, X,) =
Im¢? + Imos + Img?
Portanto,

bbbk o
det o1 &2 &3 = —fi(— | Xu|") = fg?
Im¢r Impy Imgs

como,
¢'1u Cb'Zu ¢’3u
det Regy Regq Regs = (;5)\2
—~Im¢r ~Imds —Imps
entao,
¢=1g
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4.2.8 Exemplos

(1.a) Para cada inteiro positivo n, existem imersdes minimas com
um {im elementar completo de indice 3

Seja f(w) =1 e g(w) = L definidas em €'— {0}, temos que f e g
so analiticas em € — {0} e Re [ ¢r(w)dw =0 k =1,2e3 para qualquer
vC @ {0}.
De fato, seja;

1 (w) =5/ (w) (1 ~

¢z (w) = 3.f (w) (1 +

¢3 (w) = f (w) g (w)

> (w))
* (w))

L
w

b=

(- &) =1 s
o

&::.

I

bofe3 . B2 | =

oy

Ly d(w)dw = [ %d'w = Ly sprdw =0,
Jy ) = 3o — Ly o =0,
Ly ¢s(w)dw = [ Ldw = 2,

entdo Re [ ¢p(w)dw=0,k=1,2,3

O catenoide tem um fim de ordem 2, visto que podemos escrever

ele usando a representagdo de Weierstrass com f{w)=1e g(w) = &

em @'— {0}, pois f e g satisfazem as condigdes da proposicao 4.2.1
e podemos usar o corolério 4.2.7, entdo ¢ (w) = cw™2.

Falta provar que o fim é completo.

Para provar que o fim elementar é completo, precisamos mostrar
que a distancia de qualquer ponto em U; = {0 < u? +v* < %,j € N}
até o (0,0) na superficie € infinito, ou seja é equivalente a calcular
a integral abaixo.

S(te) = Jo VE|¥(t)| dt
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Entao vamos mostrar que a fungio complexa associada as coorde-
nadas isotérmicas ¢{w) = cw™ tem um fim elementar completo.

E = |f|(1+|9|2) :f( )_ 1e g('LU) — is

v(t) = (u(t),v(t)) = (u, mu), seja u(t) =t e v(i) =mt,m e R

)2+ 0(t)? = T+ m?

logo;

S(to) = J3e VE|&()| dt = 5(te) = §limeo [i* (1 + i) V1 + m?dt
— @ lim, ., J‘to (1 + m) dt = —\v’l"il;“l’l’lE lim, J‘Efo ldt—l-% lim,_,, fsto Elzdf

e T T 4. ta
1+m Hmeo(¢)E + 2(11—|J-FnT2) lim._,, (_%)e = +oo

Entao ¢(w) = cw™? tem um fim completo em (0,0).

1

(1.b) Mais geralmente , para n > 2 e n # 3, tome f(w) = w™,
glw)=wem €— {0} e w,=1.

Vamos verificar as hipéteses do teorema de representagio de Weier-
strass estao satisfeitas.

f(w)eg(w) sdo analiticas em @ — {0}.

Vamos verificar se Re [, ¢p(w)dw =0,k =1,2,3.

¢ (w) = 3f (W) (1 - ¢° (W) = = (1 —w") = 5z — 5=z
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Re {,¢1 (w)dw = Re [ (an — Sn= 2) dw = Re {27:'3 [?’es (2L 0) — res (2w+_2, U)]}

= ) para qualquer n > 2.

Re f,y ¢9 (w) dw = Re f, (Qw—“ — wn_g) dw = Re {2m’ [res (%,0) — res (%ﬁ,(})”

0,paran>2en##3.

Para n = 3 definindo f(w) = w™le g(w) = w?, temos que g (w) nio
tem polo em . Agora vamos provar que Re [ ¢, (w)dw =0,k=1,2,3.

¢1(w):2f( )(1 g( )) 2w4(1 w) m__::’Ref ¢’1( ) =
0,

2 (w) = 3 f (w) (1 + ¢° (w)) = 553 — § = Re [, ¢ (w) dw = 0,
¢s (w) = f(w) g (w) = 35 = Re [, ¢ (w) dw = 0.

temos por 4.2.7 que ¢ (w) = cf (w) g (w), entdo ¢ (w) = 2cw™® para
n=23.

Voltando para f{(w) =w™ e g(w) = w, pois precisamos verificar se
Re [ ¢ (w)dw =10

Re [ ¢3 (w)dw = Re [, ——rdw = Re [QﬂzRes ( ——, )] = 0,para qual-
quer nn > 2.
Por 4.2.7 ¢ (w) = cw™ e por 3.6 a origem 0 é um fim elementar de
indice 3.

1

Agora vamos mostrar que ¢{w)} = cw™ com n > 2 tem um fim

elementar completo em (0,0),
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Seja f{w)=w™g(w)=w,E = M,'y(ﬂ = (u{t),v({¥)) =(,mt),me

IR entao

2
S(te) = lime , 2o VE [(2)] dt = lim,,, [ L0 gy
_ \/1+—m5 ta 1 1 2
lim, ,, f; (tn(ﬂ_{_mz)ﬂ + t“(\/l-l— 2)nt v1+ mﬂ) dt

_ 1 to 1 1
= 2(\/1—+—5TT:T lim,_,, fa i wdt + ﬁm lim,_,, f o 7oz dl

Se n = 2 temos;

S (to) = gry limeso [ it + 3 (VI ) lim g £ 1t

= \/-1-_1_—— lim,_;, ( %):) + % (\/T) lim_,, (t)to =
—W—FOO—PE (m) ty, = +0C0.

Se n = 3 temos,

S(to) = grmry limeso [22 it + § limey, [ Lt

. ta )
= 2(1+}m2) fim, ., (_‘2%3)5 + £ lim,_, ln(t)l = 4o0.
Se n > 3, nds temos

S{to) =

Iy —— ].lmg_.}g j: n dt + L n— hm&'—}ﬂ fgto tnl 2 dt

() T )

1
_ 1 _ : 1
~ (T lime (~ ), + 2(VrmT) lime-so (= gie=s),
— _ 1 1 . 1\ _ 1
- 2t“{,‘—‘(n—1)(\/1-|-—1rnf)“‘1 +2(n—1)(\/1+m§)“—1 lime (s“'l) 2£3_3(n—3](\/1+m§)ﬂ_3+
= % lim._,, (En;—f}) = +00.

2(n—3)(V1+m?)

também precisamos verificar se ¢ (w) = 2cw ™ para n = 3 tem um

fim elementar completo.

Seja f(w) = wi gw) = 2, E = WO oy (i) w(e)) =
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(t,mt),me R

entéio

)] = VIT, VE = gl + 1, e
S( ) = lime o S VE [6(t)] dt = Him,y, [ 10 (l+|g|)\/1+m2dt

- hms—w fg Wdt+llms—>o fto ldt = W 111'[15_}0 f;a Hdt‘f‘ ].lIIlE_m fe di
o
5{—1;72)5 lim. ( 353) + 3 lim, o (t) = +co.

(1.c) Paran > len #4tome f (w) = w™ " e g(w) = Mw?, A € €-{0}
e e R— {0} paran=2

Vamos verificar se as condicoes do teorema de representagao de
Welerstrass estao satisfeitas.

flw) e g(w) sdo analiticas em @' — {0}.

Vamos verificar se Re [, Pr(w)dw =0,k =1,2,3.
1 (w) = 1f (w) (1 - ¢* (W) = 52k — 52,

¢2 (w) = 5 (w) (1 + ¢* (w)) = gher + 525,

f d)l(w)dw 7(5) gwn+l dw f ) 33 w )\2?Tir, n=4 "

AZ d :{ 0, ﬂa?é4

i ir2 —
Jy $2(w)dw = [y spemdw — [ siisdw = { Mg, n=4"

B \ . 0, n#2
fT $3(w)dw = J:r(t) g = { 2ami, n=2 "'
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entdao Re [, ¢y (w)dw = 0,para k=1,2, e 3.
Por 4.2.7 ¢ (w) = 2 cw™ e por 3.6 a origem 0 é um fim elementar
de indice 3.
Agora vamos mostrar que ¢ (w) = 2 cw™ com 1 > 1 e n # 4 tem um
fim elementar completo em (0,0}.
2 232
Seja f (w) = wt*, g (w) = wt, B = TLHEL 5y — (u(r), 0 1)) =

(t,mt) entao

2
S(t,) = limeoyo [ VE |6(t)] dt = lim,, 2 00 A 7mags
—_ v1+m§ . ' 1 EAtQ
= ) llms—}o fg (tk+1 (‘\/W)k+l + tk-l—l(m)k'l'l t2 (1 + mz)) dt

J— 1 3 to 1 1 4 to 1
= m ].lIIlg_m fa Ffdt + W 111115‘,0 fe tk—_-l-dt

Se n =1 temos;

S(t,) = mﬁ lime o [ Fdt + 2 lim, ., [ 1dt

ts

_ 1 - 1\ | g

= i) lim, 4 (_;)E + 5 limey, (8) =
— 1 1

= T (vimr) T OOt gt = F00.

Se n =2 temos;

_ 1 f to 1 1 A to 1
S (1) = gy e 20 it 5y e f1

. to : o
= ey mene (=), + sy e O (9 =
_ 1 1 — .

Q—tr———g ﬁ.n_l_z)'FOO—l—W)-ln(to)‘l'OO +o0

de maneira andloga para n =3 e n > 5 temos 5 (t,}) = +co.
Para n = 4, escolha f(w) =w% e g(w) =23, A € @ - {0}
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Vamos verificar se as condigbes do teorema de representacio de
Weierstrass estdo satisfeitas.

flw) e g(w) sao analiticas em ¢'— {0}.

Vamos verificar se Re [, ¢r(w)dw =0,k =1,2,3.

¢1(w) = 3f (W) (1 - g* (W) = 55 — N,
¢2 (w) = §f (W) (1 + g* (w)) = gu5 + 1%,
¢3 (w) = f (w) g (w) = 3.

entdo Re [, ¢ (w)dw = 0,para k= 1,2, e 3.
Por 4.2.7 ¢ {(w) = 3Acw™ e por 3.6 a origem 0 é um fim elementar
de indice 2.

Agora vamos mostrar que ¢ (w) = 3dcw™ com n = 4 tem um fim
elementar completo em (0,0).

Seja f(w) = wgw) = A E = LEIO Loy ) 0() =

A ’
{t,mt) entéo

S(ta) = limeo [ VE ()] dt = limey g D) Ay,

= \r‘1+m 11n1€_,o f (t5(1+m2)3 + t6[11+!m,2)3t3 (1 +m ) ) dt,

= 1 ta 1

= W hmsv—m 5 o) dt + m hm&—}-of dt

= bo AT 1\
= ——*—52(\/_1+_7) hmg—m ( 5t5) + Q(W 1111'15_,0 (_252)5 )

_ 1 _ M2 _
W-FOO H—llfi—mlm—l‘oo 400,

(2) Imersdes minimas com fins elementares niao completos de indice

n

g
Aw T

Tome para n # 2, f(w) = % , glw) = e

k1]

AeR-{0}. paran=1, f(w)= weM !, g(w) = e e ) = l—fg
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Temos que g e f sio analiticas em €—{0}, e se Re [, ¢ (w) dw =0,k =
1,2e3

Qal ( ) %f ('[U) (1 - gg (’.'_U)) = %;:%(1 — e—?Aw‘“) — wez:_ . we—z):v_ :
baw) = 57 (w) (14 ¢ () = e dwee™™
¢3 (w) = f (w) g (w) = 2.
claramente Re [ ¢35 (w)dw =0,
(I) flwl,_:l we/\w—ﬂdw _ ﬁfgﬂ 6223 )\e"mﬂdg — 21‘ —2x —21,8 Ae dg — f’wi lw—3exwﬂdw
—2 T (jw| = 1,0) A (0), com h(z) = e*", logo

Nn=1
A2 (0)=1¢ 2A\,n=2 ,

O,n 23
portanto

Aw NTQA = 1
St g —dw =14~ n=2
0,n>3

(II) f"fﬂl:l we‘—hw_“dw — ifg?ﬂ' e'Z'ilge—Ae—in@dB — —q IO—Q‘.IT e—nge_Ae‘im?de _

f|w| 1w‘3e_’\wndw
—22 ] (Jlw| = 1,00 F® (0), com F (z) = ™", logo

Ma=1
FO0)=¢ -2A,n=2 ,

0,n>3
portanto
ima?
- P‘Tjn =1
f1w| ot gy —dw = { Shn=
0,n>3
O,n=1
[y é (w) dw == { —iAT, =2 ,
0,n >3

Re [, ¢1 (w) dw = 0, para qualquer X € R — {0}.
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Vamos provar que Re f, ¢, (w)dw =0

(TTT) fiyer twe " dw = — [27 0> ™ df = [ 2™ gp = —i f w3 duw
= —Z4] (Jw| = 1,0 (0) = I (jw|=1,0)A?(0), com h(2) =
A logo

Mn=1
D (0)={ 22n=2 ,

0,n>3
portanto
oA
n=1
J‘ zwea\w “dw _ é "=
|w]=1 TR
0,n>3
(IV) J‘le:l éwe—/\w—ﬂdw — 0211' 821,9 —,\e—mﬂdg — f—‘Z?r — 216 —,\e d9 —

—i flyjm WP dw
= —Z4](jw| = L,0) F@(0) = 7l (jw|=10F®(0), com F(z) =
e, logo

AMn=1
FOO)=¢ -2A\,n=2 ,

0,n=>3
portanto
w2 =
we—;\w_n 2‘rr ’
f[w|=1 T dw = _TA:n =2
0,n>3
Nra,n=
f ¢2 ( ) dw = 0:” - 7
0,n>3

0, = n=1,

Refryan(w)dw:{ 0,’:’122

Re [, ¢3 (w) dw = Re[2miRes (¢3 (w),0)] = 0 para qualquer n.
Como temos que f (w) e g (w) é analiticaem ¢—{0} e Re f ¢, (w)dw =
0,k = 1,2 e 3, entdo podemos usar o corolario 4.2.7 e temos que

a funcio complexa associada ao paramentro isotérmico é ¢ (w) =
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cf (w) § (w) = cw™. Agora vamos provar que este fim nio é completo

ao longo da curva « (t) = (%); t, t€(0,€).
Seja v (t) = (g)ﬂ, te(0,e) =1

1 1 1
0 =) =wl=|2)" =2 =7
Seja f (w) = 22—,
|a(t)| e,\a(t)—n ?1{
togo 17 (v(eyi = ] _ e
Seja g( ) — B'"t\w'"nJ
1,2 .
logo lg (7 () = [e7" [ = e (3) e < femim P o,
entio;
= : o ere) AR g AE e ) gy ALE e (8270 _
8 (to) = L,y VE 5 (t)] dt = lim [, aodt =15 lim [ ddt = J——TL—H%(Z)E =
AR £,)2
= LL%_L

(3) Para cada inteiro positivo n existe imersdes minimas com um
ponto planar de indice —3.
n+1
De fato, tome f(w) =1 e g(w) = %5, w, = 0. Temos que f (w)
e g(w) sdo analiticas em €' e Re [, ¢, (w)dw = 0 para cada caminho

fechado 7 (¢t) em €. Vamos mostrar que Re [, ¢, (w)dw =0,k =1,2e

¢ (w) = }f (W) (L - ¢* (W) = § = &7
g2 (w) = 1f (w) (1 + ¢* () = § - 5w,
¢s (w) = f (w) g (w) = 27

como ¢ (w),k = 1,2 e 3 sdo analiticas em ¢'temos que Re [, ¢; (w) dw =
0, entdo podemos usar 4.2.7, logo ¢ (w) = cw™ e por 4.2 o zero é um
ponto planar de X de inidice —3.
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4.2.9 Observacgao

Segue uma outra prova para a proposigao 4.1.3.

Prova: Tome f(w) = we” g{w) = e A"

n

, como f e g analiticas
em ¢'— {0} e também temos Re [, ¢; (w)dw = 0, podemos aplicar o
corolario 4.2.7 e

¢ (w) = ¢f (w) § (w) = —~cAw®, o indice do ponto planar é igual a

6|3
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