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Resumo 

Configurações de linhas assintóticas ao redor de pontos planares (ou flat) 

de superfícies mínimas são estudados. Modelos analíticos para essas con­

figurações ao redor de pontos planares isolados e tipos particulares de fins 

são exibidos. Exemplos ilustrando todos os possíveis casos são também da­

dos. 
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Introdução 

Em [4] os autores estudam possíveis configurações de linhas de curvatura 

principal ao redor de pontos umbílicos de superfícies imersas em JR3 , com 

curvatura média constante. Seguindo as ideias de [4], no presente trabalho 

estudamos possíveis configurações de linhas assintóticas ao redor de pontos 

planares (ou ftat) de superfícies mínimas de JR3
• Exceto no caso onde a 

imagem da imersão mínima está contida em um plano, os pontos planares 

são isolados. 

Um modelo analítico é exibido para a família de linhas assintóticas, ao 

redor de pontos planares isolados. Este modelo está relacionado a um resul­

tado de H. Hopf[7], o qual permite o cálculo do índice de um ponto planar 

isolado. O comportamento das linhas assintóticas, no infinito ao redor de 
certos tipos de fins, chamados aqui fins elementares da imersão mínima, é 

também descrito por meio de modelos analíticos. 

Este trabalho é organizado como segue: Cap.l contém conceitos da teoria 

local de superfícies regulares e as definições dos objetos envolvidos neste tra­

balho. Cap.2 contém uma revisão de propriedades de coordenadas isotérmicas 

e o cálculo do índice do ponto planar. No Cap.3 são encontradas formas 

analíticas para as linhas assintóticas ao redor de um ponto planar e de um 

fin tipo elementar, para imersões mínimas e no Cap.4 são discutidas exemplos 

de imersões mínimas. Alguns destes exemplos aparecem tambem em [4]. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Primeira Forma Fundamental 

Seja S uma superfície reg·ular dada pela parametrização X : U c JR2 ~ 

S c li{, onde U é um aberto de JR2
. Denotemos por TPS o espaço tangente 

a S em p. O produto interno <,>v em Tp1R3
, quando restrito a TpS define 

um produto interno<, >p em TpS. A este produto interno corresponde uma 

forma quadrática: 

Esta forma quadrática é chamada de primeira forma fundamental da 

superfície S. 
Vamos expressar a primeira forma fundamental com relação a uma base{ 

X., X,) de TpS. Seja wp E TpS o vetor tangente a curva cx(t) = X(u(t), v(t)). 

então Ip(wp) = Ip(á(O)) =< á( O), á( O) >p=< X,u(O) + X,v(O), X,u(O) + 
X,v(O) > 

= u(0)2 < X., X, > +2ú(O)v(O) < X., X, > +i1(0)2 < X, X, > . 
Denotando E=< Xu,Xu >, 

F=< Xu,Xv >, 
G=< Xv,Xv >. 
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Ip(á(O)) = Eú(0) 2 + 2Fú(O)v(O) + Gv(0) 2 

E, F e G são chamados de coeficientes da primeira forma quadrática na 

base{Xu,Xv} do espaço tangente TpS· 

1.2 Aplicação Normal de Gauss 

Seja S C IR3 uma superfície regular com uma orientação N e S2 

{(x,y,z) E IR3 I x2 + y2 + z2 = 1} a esfera unitária e denotamos por N(p) 
o vetor normal unitário a S em p. A aplicação N : S -----+ S2 que associa a 

cada ponto p E S, o vetor N (p) E S é chamada de aplicação normal de 

Gauss.(Fig 1.1) 

N(q)'--- N(p) 

N 

q p 

figura 1.1: Aplicação normal de Gauss 

Observação 

Se o domínio da superfície S é um aberto U c IR então, variando ( u, v) E 

U temos que esta aplicação N é diferenciáveL Logo dNp: TPS--+ TN(p)S
2 (l) 
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é uma aplicacão linear. Temos que TpS e TN(p)S2 (1) são paralelos e então 

podemos considerar: 

1.3 Proposição 

A diferencial dNp : TpS -+ TpS da aplicação de Gauss é uma 

aplicação linear auto-adjunta. 

Prova: Visto que dNP é linear, é suficiente verificar que< dNp(w 1) 1 wz >=< 

w11 dNp(w2 ) >para uma base { w11 w2 } de TpS· Seja X(u, v) uma parametrização 

de Sem p e {X,, X,} a base associada de T,S. Se a(t) = X(u(t),v(t)) é 

uma curva parametrizada em S, com a( O)= p, nós temos 

dN,(a(O)) = dN,(X,u(O) + X,v(O)) = dN,(X,u(O)) + dN,(X,v(O)) 

= dN,(X,)u(O) + dN,(X,)v(O) = N,u(O) + N,v(O) 

em particular, dNp(Xu) = Nu e dNP(Xv) = Nv. Portanto, para provar que 

dNP é auto-adjunta1 é suficiente mostrar que, 

Para ver isto, derivando < N, Xu >=O e < N, X v >= 01 relativa para v e U 1 

respectivamente e obtemos: 

então 

< Nv,Xu > + < N,Xuv >=O 
< Nu,Xv > + < N,Xvu >=O 

D 

O fato de dNp : TpS -+ TpS ser uma aplicação linear auto-adjunta permite­

nos associar dNp a uma forma quadrática Q em TpS· 
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Para aplicação linear simétrica dNp temos associado a forma bilinear simétrica. 

B : T,S X T,S --+ IR 

(v, w)--+ B(v, w) =< dN,(v), w > 
A E temos associado a forma quadrática 

Q: T,S--+ IR 

Q(v) = B(v,v) =< dN,(v),v > 

A segunda forma fundamental de S é definida por 

II, : T,S --+ IR 

v--+-< dN,(v),v > 

Isto é, 

II,(v) =- < dN,(v), v>. 

Na base {X, X,} calculemos a segunda forma quadrática II,. 

II,(&(O)) =- < dN,(it(O)),&(O) > 

v(0)2 

Seja 

= - < Nufl(O) + N,v(O), X,u(O) + X,v(O) > 
= - < N, X, > it(0) 2

- 2 < N., X, > it(O)v(O)- < N, X, > 

e=-< Nu,Xu >=< N,X,.,. >, 
f=-< Nu,Xv >=- < Nv,Xu >=< N,Xuv >=< N,Xvu >, 

g =- < Nv,Xv >=< N,Xvv >. 

Então a segunda forma fundamental fica: 

II,(&(O)) = eit(0)2 + 2/ú(O)v(O) + gv(0) 2. 
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1.4 As equações de Weingarten 

Seja X : U -t JR3 uma parametrização de S. Então o operador 

dNp de X é dado em termos da base { Xu, X v} por 

e 

{ 

-dNp(X,) ~Nu~ f!i2fox. + !J!ii!f,x. 

-dN (X ) - N - qF JG X + JF gE X p v - v - EG pZ u EG p2 VJ 

jF-eG 
a - "o'~----o,:, 11

- EG- F 2 ' 

eF-fE 
a -
12- EG- p2' 

gF-jG 
a2t =EC- F2' 

JF-gE 
a2z = EG- p2· 

as equações ( *) são conhecidas como as equações de Weingarten [2]. 

1.5 Curvatura Normal 

Seja C uma curva regular em S passando sobre p E S , k curvatura de 

C em p, e cose=< n,N >,onde n é o vetor normal unitário da curva C e 

N é o vetor normal de S em p. O número kn = k cos () é então chamado a 

curvatura normal de C c S em p. 
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Em outras palavras, kn é o comprimento da projeção do vetor kn sobre a 

normal a superficíe em p, com sinal dado pela orientação N de S em p. (Fig 

1.2) 

c 

N 

\ 
\ 

. ' 
p~ ; 
Kn \................................ k n 

figura 1.2: 

6 



Observação 

A curvatura normal não depende da orientação de C mas muda de 
sinal com uma mudança de orientação da superficície. 

1.6 Interpretação geométrica da segunda forma 
fundamental 

Seja o:(s) uma curva em S, parametrizada pelo comprimento de arcos 

e tal que p = a(O). Denotamos por N(s) a restrição do vetor normal Na 

curva o:( s), temos : 

< N(s), a(s) >=O=>< N(s), a(s) >=- < N(s), a(s) > 
Logo 

II,(a(O)) =- < dN,(a(o)), &(O)>=-< lir(o), &(o) >=< N(O), &(o)> 

=< N(O),k.n(O) >= k < N(O),n(O) >= kcose = kn(a(O)). 

onde k é a curvatura da curva. Portanto temos: 

Em outras palavras, o valor da segunda forma fundamental (IIp) para um 

vetor v E TpS é igual a curvatura normal de uma curva regular passando por 

p e tangente a v. 

1. 7 Teorema de Meusnier[2] 

Todas as curvas em S tendo em p E S a mesma reta tangente , 
tem neste ponto a mesma curvatura normal. 
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O teorema de Meusnier permite em falar de curvatura normal kn numa 

direção v em p. Para ver melhor a geometria deste fato, vamos introduzir o 

conceito de seção normal de S em p. Dado um vetor unitário v E TpS , a 

interseção de S com o plano contento v e a normal N(p) é chamado de uma 

seção normal de S em p.(Fig 1.3) 

PLANO NORMAL 

N 

s 

SEÇÃO NORMAL 

figura 1.3: 

Para uma seção normal numa vizinhança de p, temos: 

n = ±N ::::}< n,& > = ± < N,& > 
< n, k.n >~ ± kn(P) 

k ~ ± kn(p) 

'* k ~ lkn(P)I 
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Temos que a curvatura de seção normal na direção de v é a curvatura normal. 

Quando o plano normal gira em torno de N, v descreve um círculo S 1 de raio 

um em TvS. 

É possível mostrar que kn depende continuamente de v E S 1 e portanto 

atinge um máximo (kt) e um mínimo (k2) em S 1 . 

1.8 Curvaturas Principais e Vetores Princi-
• pms 

Sabemos que dNP: TpS--+ TpS é simétrica (pois dNP é auto-adjunto). 

Logo da álgebra linear[6] sabemos que existe urna base {e1,e2} 

ortonormal em TpS tal que 

Além pode-se verificar [2] que se Sé uma superficíe regular e kn a função 

curvatura normal de X em p. Então, existem vetores unitários e ortogonais 

e1, e2 E TPS tais que kn(e 1 ) = k1 e kn(e2 ) = k2 são os valores máximo e 

mínimo da função kn· 

1.9 Direções Principais 

A curvatura normal máxima k1 e a curvatura normal mínima 

k2 são chamadas curvaturas principais no ponto p, e as correspon­

dentes direções e1 e e2 são chamadas direções principais. 

9 



1.10 Direção assintótica e linha assintótica 

Seja p um ponto em S. Uma direção assintótica de Sem pé uma direção 

v E TpS tal que a curvatura normal kn na direcão v é zero, isto é, kn(v) =O. 

Uma linha assintótica ou curva assintótica de Sé uma curva conexa regu­

lar C c S tal que para cada p E C a reta tangente de C em p é uma direção 
assintótica. 

1.11 Equação diferencial das linhas assintóticas 

Seja a(t) = X(u(t), v(t)), tE I C IR uma curva regular sobre uma 

superfície S. Então a:(t) é uma curva assintótica de S se, e somente 

se II(à(t)) =O, para todo tE I. Isto é, se e somente se 

(•) eü(t) 2 + 2fü(t)v(t) + gv(t)2 =O, tE I 

A equação ( *) é chamada de equação diferencial das linhas assintóticas. 

1.12 Curvatura Média e Curvatura Gaussiana[12] 

Seja S uma superfície regular em JR3 • A curvatura Gaussiana 

K e curvatura média H de S são funções K, H : S -+ IR definidas 

por 
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1.13 Classificação de pontos 

Seja p um ponto em uma superfície Se JR3 . Diremos que: 

• pé elíptico se K(p) >O (equivalentemente k1 e k2 tem mesmo sinal); 

• pé hiperbólico se K(p) <O (equivalentemente k1 e k2 tem sinais opostos}; 

• pé parabólico se K(p) =O, com dNP #O (apenas umas das curvaturas k1 

e k2 são nulas); 

• pé planar (ou fiat) se K(p) =O e dN, =O (equivalentemente k1 = k2 =O). 

1.14 Definição de Superfície Mínima 

V ma superfície regular S de JR3 é chamada de superfície mínima se 

sua curvatura média H é identicamente nula, isto é, para qualquer 

ponto p E S temos H(p) =O. 

1.15 Proposicão 

Seja S uma superfície mínima de JR3 e p E S um ponto não planar. 

Então neste ponto existem duas direcões assintóticas ortogonais. 

Prova: Temos que kn(v) = II(v) = - < dN(v), v > e seja v = e1 cose+ 

e2 sin B com { e1 , e2 } base ortonormal de vetores principais. Então kn( v) = 

k1 cos2 B+k2 sin2 (}(formula de Euler), como k1 = -k2 logo temos que kn(v) = 

k1 ( cos2 B - sin2 B) , como kn( v) = O implica que k1 ( cos2 () - sin2 B) = O , logo 

com kl #o, temos cos2 f)= sin2 e ~ e= ~ e () = 3
:. 
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Capítulo 2 

Coordenadas Isotérmicas 

2.1 Definição 

Seja U c JR2 um subconjunto aberto do JR2 . Uma parametrização X : 

U --+ IR3 é chamada isotérmica se existe uma função diferenciável .\ : U --+ 
IR, À > O; tal que: 

< Xu, Xu >=< Xv, Xv >= )..2 

< X~,Xv >=O 

isto é, 

E=G 
e 

F=O. 

Estas coordenadas sempre exitem e são diferenciaveis[ll]. 

2.2 Teorema 

Seja X : U --+ JR3 uma parametrização de S. Então em coorde­

nadas isotérmicas a curvatura Gaussiana e a curvatura média de X 

12 



são dadas por: 

eg f' eg-/2 
I<= -

E2 À4 

Prova: Temos que 

I<(p) = det(dNp) = det ( an 
a, 

e 
I I ( a11 a12 ) I H(p) = -tT(dNv) = -tr = -(an + a22 ) 
2 2 a21a22 2 

usando as equações de Weingarten temos, 

e 

eg- f' 
I<(p) = EG- F 2 ' 

eG- 2/F + gE 
H(p) = 2(EG- F 2) ' 

como em coordenadas isotérmicas temos 

E=G e F=D 

então 

eg- f 2 eg- / 2 

I< = =E=,c'- .\ 4 
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H= e+g 
2À2 . 

Se a superfície S é mínima temos que e= -g pois H- O. Então neste caso 

temos que a equação diferencial das linhas assintóticas é dada por: 

e(du2 - dv2) + 2fdudv =O. 

2.3 Função Complexa Associada as Coorde­
nadas Isotérmicas 

Dado uma parametrização isotérmica X : U --+ JR3 de uma superfície 

mínima regular S. Seja a função de variável complexa associada aos 

parametros isotérmicos <P: ([}--+ ([}, definida por <f(w) = e(w)- if(w) 
onde w = u +i v E ([}. 

2.4 Proposição 

<P( w) é holomorfa. 

Prova: De fato, das equações de Mainardi-Codazzi[3] temos 

e-g 
(-

2
-)"- fu = -ÀH"' 

e-g 
(-

2
-)u + J" = ÀHu. 

Quando S é uma superfície mínima, isto é, H = O, essas equações são precisa­

mente as equações de Cauchy-Riemann para a função complexa~ associada 

a coordenadas isotérmicas (u, v), eu=- fv e e11 = fu e, portanto é holomorfa. 

Pode-se ver que ~ = ( k,;kz) 2 
= H 2 - K. Sendo S uma superfície 

mínima, temos 
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~ = -K 2: O. 
Portanto, desta expressão, segue, que se S é uma superfície mínima em 

JR3 que não é um plano então os pontos planares (ou flat) de S são isolados. 

Em termos de cp e w = u + iv, a equação das linhas assintóticas é 

dada por[3]: 

(1) Re[.P(w)(dw) 2] =O. 

De fato, sabemos que a equação diferencial das linhas assintóticas é dada 

por e(du2 - dv2) + 2fdudv = O. Temos que dw = du + idv => (dw) 2 = 

du2 
- dv 2 + 2idudv 

então 

.P(w)(dw)2 =(e- if)(du2 - dv2 + 2idudv) 

=e(du2 - dv2) + 2fdudv + i[2edudv + f(dv 2
- du2

)]. 

Daqui segue que Re[,P(w)(dw)2
] = e(du2

- dv2
) + 2fdudv =O. 

Agora queremos achar outra equação equivalente a (1), para isso inicial­

mente observamos que fazendo z1,z2 E(/), i,é z1 = r 1ei01 ,z2 = r 2ei82 

temos que 

z1 (z2)' = r 1 (r2) 2ei(01 + 20,) = r 1Cr2) 2{cos(01 + 20,) + isen(01 + 20,)} 

logo concluimos que 

(*) Re[z1(z2 ) 2] =O= cos(01 +20,) =O= 81 +202 = Jf+m7r,m E Z. 
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Aplicando(*) a <jJ(w) e dw, obtemos 

(2) Re[<P(w)(dw)'] =O= Arg</J(w) +2Arg(dw) = (zmill•,m E Z 

A (d ) = (2m+l}~r _ Argif!(w) E Z rg w 4 2 , m 

onde 

dw = du + idv = (du, dv) 

é o elemento tangente a uma linha assintótica. 

A equação (2) diz: 

Arg</>(w) + 2Arg(dw) = (Zmill•, qualquer w 

onde m é constante. Isto é devido ao fato que o lado esquerdo desta última 

igualdade depende continuamente de w e o lado direito tem valores no con­
junto discreto (2m;l}rr Z. 

2.5 O índice de um ponto planar isolado 

Um elemento de linha sobre uma superfícieS é determinado por um vetor 

não-nulo tangente á superfície. É claro que todo múltiplo do vetor define o 

mesmo elemento de linha. Portanto não é possível distinguir direções. Um 

campo de elementos de linhas, ou melhor, um campo de linhas(regular) em 

urna região, corresponde a uma família de curvas na região, tal que em cada 

ponto da região o elemento de linha no ponto é tangente a curva que passa 

pelo ponto. 
Um campo de linhas regular tem uma singularidade em p se não pode ser 
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extendido a p por continuidade. 

Suponha que p E S é uma singularidade isolada de um campo de linhas 

e C uma curva fechada simples tal que 

1) p é a única singularidade no interior de C 

2) não existem singularidade em C. 

Então o campo dado induz um campo F de linhas sobre C. Escrevemos C 

em forma paramétrica C= C(t), O ::; t::; 1. Escolhendo uma das possiveis 

direções do elemento de linha em C(O) isto por continuidade determina uma 

direção em C( t) para qualquer t. 

Denotamos por L(U, F) o ângulo determinado pela direção U e o campo F 

e OcL(U, F) a variação total deste ângulo ao redor de C na direção positiva( 

estamos supondo C suficientemente pequena para que esteja contida em uma 

região com um sistema de coordenadas fixa). 

Definimos o índice do ponto planar isolado por 

. 5cL(U,F) 
]= 21f. 

Em uma vizinhança de um ponto planar isolado de uma superfície mínima 

S, consideremos a distribuição .6. de dimensão um, formada pelos vetores 

tangentes a linha assintótica. 

2.6 Proposição[ll] 

Seja X : U --+ S uma imersão de uma superfície mínima S, e cp a 

função holomorfa associada. Suponhamos que p = X(O) é um ponto 

planar isolado. Então o índice de .6. em p é - ~, onde n é ordem do 

zero de cp. 
Prova: Como p = X(O) temos que cf(O) =O, e consequentemente 

cf(w) = anwn + an+lwn+l + ... , an i- O, n 2: 1. 
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Consideremos a distribuição em U que é x-1 de 6.. Seja"! : [0, 1] --+ U um 

círculo pequeno ao redor de O. Para calcular o índice desta distribuição em 

O, escolhemos uma função contínua(): [0, 1] --+IR tal que B(t) é um ângulo 

entre o eixo-x e a direção da distribuição em /'(t), então o índice é [ll(t) 2 ~
0 (o)J. 

Primeiro escolhemos uma função contínua <p : [0, 1] --+ IR tal que r..p(t) é 

um argumento para ~('y(t)). Então a equação argdw = -~ arg cp + (Zm:1)1r 

mostra que temos B(t) = -~ + (2mtl)1f onde m=cte., por continuidade 
[ll(l)-e(o)] = _![<p(t)-IO(O)] temos que tp(l)-<p(OJ = n n E IN pois seJ·a a(t) = 

211" 221f' 21T '' 

•17(tl) = ?(t)"(1 + d(t)), ld(t)l < 1 para ?(t) pequena, é de fácil vereificação 
"" que a(t) é homotopica a 7(t)n cujo grau é n. Logo o índice da b:. em p 

_ [8(1)-ll{O)] _ n O 
2n 2 

Segue que o índice de um ponto planar isolado com coordenada complexa 

w =O, de uma imersão mínima é igual a-%, onde n é a ordem do zero de 1> 
em w =O. 

Observação 

Se (u, v) e (U, V) são coordenadas isotérmicas de X : U ----+ JR3 em um 

domínio comum de S, então a mudança de coordenadas ·W = W(w) onde 

W = U + iV e w = u + iv, é um difeomorfismo holomórfico. Reciprocamente, 

se é um difeomorfismo holomórfico e w = u+iv define coordenada isotérmica, 

para X : U ----+ JR3
, então W = U +i V também é. 

Segue [7] que a relação entre a função cf>( u + i v) e JCU + i'íJ) é 

2.7 rj>(w) = i$(w(w)) (1:(wl)
2

. 
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Capítulo 3 

Pontos planares e fins 

O seguinte lema em forma parcial devido a Briot e Bouquet[10,p.62;21,cap. 

III], será utilizado nesta seção. 

3.1 Lema 

Seja R(x, y) uma função holomorfa em uma vizinhança de (0, O) E (f) 

com R( O, O) ~ R.(o, O) ~ R,(O, O) ~O. Se b < O, a equação diferencial 

x~ ~ ax + by + R(x, y),y(O) ~O, 

tem uma única solução holomorfa y = y(x), em uma vizinhança de 

o. 

3.2 Proposição 

Seja p um ponto planar isolado de uma imersão mínima X : S --+ JR3 . 

Existem coordenadas isotérmicas, (u,v) : (S,p) --+ (JR?,O) na qual a 

função complexa associada é dada por jJ( w) = wn, onde - ~ é o índice 

do ponto planar. 

Prova: Seja (u,v): (S,p) :--+ (1R2 ,0) coordenadas isotérmicas de X e rf>(u+ 
iv) a função complexa associada. Escrevendo w = u + iv e rf>(w) = cwn(l + 
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r(w)), onde c =j:. O, n E N e r é holomorfa com r( O) =O. Por meio de uma 

transformação linear, a constante c pode ser tomada igual a 1. Para achar 

um difeomorfismo holomorfo local iii = iii(w) = w(1 + W(w)), tal que a 

função complexa ~( W) associada as coordenadas isotérmicas ·W é dada por 

~(W) = wn ele é equivalente por (2.7) a resolver a equação diferencial 

( d~~)) 2 

~(iii(w)) = q\(w) 

em termos de W esta equação torna-se 

que é equivalente a 

wdVV(w) = o-(1 + r(w))- o-((1 + VV(w))n+') = -("- + 1)W(w) + r(w) 
dw o-((1 + W(w))n) 2 2 

a(1 + r(w))- a((1 + W(w))n+ 2
) (n 

1
)W( ) r(w) + +-+ w---

"((1 + W(w))n) 2 2 

onde a é o ramo holomorfo da raiz quadrada com a(l) = 1 e temos que 

R(w, W(w)) = a(1 + r(w))- a((1 + VV(w))n+') +(C'_+ 1)W(w) _ r(w), 
a((1 + W(w))n) 2 2 

logo R( O, O) = R( O, O)w = R( O, O);y = O. Pelo lema 3.1, esta equação tem 

uma única solução holomorfa W em uma vizinhança de O, com W(O) = O. 

Definindo fi+ iii = iii = iii(w) = w(1 + W(w)), a prova está concluida. 

Observação 
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Como H = O ::::} k1 = -k2 e fora de um ponto planar, k1 e k2 são diferentes 

de zero. Seja v = e1 cos fJ + e2 sin B, com e1 e e2 sendo direções principais, 

então: 

Tomando v como direção assintótica, temos: 

Kn(v)v ~ k1 cos2 B+k2 sin2 B ~O=> k1(cos2 0-sin2 B) 

k1 f. O::::} cos2 e= sin2 e::::} e= 1 + k~, k E N. 

Seja 

O , como 

FJ; = {ai; ai curva integral das retas tangentes em p, cuja direção 

é uma direção assintótica e está na direção de v = e1 cose+ e2 sin B, 

onde e=~+ k~}. 

fx = {,Bi; ,Bi curva integral das retas tangentes em p, cuja direção 

é uma direção assintótica e está na direção de v= -e1 sinfJ+e2 cosfJ, 

onde e=~+ k~}. 

3.3 Corolário 

Nas hipóteses de 3.2, há n + 2 raios L 0 , L1 , L2 , ... , Ln+l através de 

O E TPS, dos quais dois raios consecutivos fazem um ângulo de 

n
2
;

2
• Tangente em p, a cada raio Li existe exatamente uma linha 

assintótica ai de Fx que aproxima-se de p. Duas linhas consecutivas 

ai, ai+11 i= O, 1, 2, ... , n + l(an+2 = a 0) limitam um setor hiperbólico de 

Fx. Os setores angulares limitados por Li e Li+! são bissectados pelo 

raio li, i = O, 1, 2, ... , n + 1, que fazem para fx o mesmo papel que Li 

faz para Fx. Veja figura 3.4 e 3.5 para uma ilustração. As linhas ai 

são chamadas separatrizes de Fx em p. Similarmente para fx· 
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Prova: Podemos assumir que a equação das linhas assintóticas é dada por 

Re[<P(w)(dw) 2
] =O. Escolhendo uma orientação local, o elemento tangente 

para as linhas assintóticas, dw em w, tem o argdw = 'lr-;no para direções 

assintóticas cujas curvas integrais o:i E Fx, e arg dw = 'lr-:;no + ~ = 31142n8 

para direções assintóticas cujas curvas integrais f3i E fx· 

De fato como Re[wn(dw) 2] =O, seja w = rei8 e dw = qeiOo então arg[wn(dw) 2] = 
arg[rnénBq2ei2Bo] = rnq2 arg[ei(n8+2Bol] = (zk~l)n' k E IN :::::> nB + 2Bo = 
(Zk~l)n =? ()0 = (Zk!l)n - n~ = (Zk+I~n 2n8 tomando k =O, temos argdw = 

n-;no para direções assintóticas cujas curvas integrais o:i E Fx e como as 

direções assintóticas em um ponto são ortogonais, temos arg dw = n-;no +~ = 
31r42n° para direções assintóticas cujas integrais /3i E fx· 

Vamos considerar o primeiro caso. 

A equação mostra que arg dw é constante ao longo dos raios. Portanto as 

linhas assintóticas que são também raios, são aquelas cujos argumentos são 

solução de, 

dW 

w 

figura 3.1: 

f)_ (2k+I)n _nO entãO n8 +f)_ (2k+l)n :::::} nf) + 28 _ (2k+l)n :::::} fJ(n + 2) _ 
-4 2 2-4 -2 -

(zk+t)n B - (2k+I)Jr - . t B - (2k+l)7r k - O 1 2 
2 ::::} - 2(n+2) que sao prec1samen e k - z(n+2) , - , , , ... , n + 

1, n + 2. Escolhendo os argumentos dos raios para as linhas assintóticas o:i 

F - . d t B _ (2(2kl+l)7r _ (4k+lln 1. h em x que sao raws, po emos er k - z(n+2) - 2(n+2) e para as m as 

assintóticas /3i em fx que são raios, podemos tomar, 
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(} - (2(2k+l)+l)7r - (4k+3)Jr 
k - 2(n+2) - 2(n+2) 

Dois raios consecutivos fazem um ângulo de n:;2 • 

(} - (} - (4(k+l)+l)7r - (4k+l)7r - 2Jr 
k+l k - 2(n+2) 2(n+2) - n+2 · 

figura 3.2: (argumento entre dois raios) 
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Para() E (()k, Bk+1), as retas nas direções assintóticas cuja curvas integrais 

pertencentes a Fx são transversais para os raios de argumento () 

.... ·······••··•····•·····•·•·· 

RETA NA DI~ECAO 

' ASSINTOTICA 

, ... ··········/ I, 

.. ••·•····•• 

figura 3.3: 
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As linhas assintóticas pertencentes a Fx cruzam transversalmente todos 

os raios contidos no setor ângular limitado por fh e (}k+l· Do fato do arg(dw) 

ser crescente com B, segue que os raois Lk, Lk+l cujos argumentos são respec­

tivamente (}k e (}k+l, limitam um setor hiperbólico da foliação Fc- Estes raios 

são separatrizes que são como um limite entre dois setores hiperbólicos.O 

caso da foliação f x é similar. 

Temos que os raios são determinados por (}k = (itn~w-. 

Paran=2 

00 = i ++ L 0 , 

81 = 5; ++ L1, 
B2 = 9

8 '~~" ++ L2, 

e "" L 3 = 8 ++ 3, 

(}4 = l~1r = 2n +i+-+ L4 =Lo. 
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3.4 

.. .. .. 
.. .... . ..... . .. . .. ... .. 

.. .... .. .. .. .. 
.. .. .. ······ ... .. ... .. .. .. .. .. 

Lema 

.. .. .. .... .. 

L 

figura 3.5: 

.. .. •• . . .. .. . . .. . . .. . . . . .. . . . . .. .. . . •• • • 
.. .. .. .. .. . . .. .. .. . . ... . . ... . .. .. .. .. . . .. . . .. . . .. . . .. . . .... •., ... 
.. 

Seja R(x, y) uma função holomorfa em uma vizinhança de (0, O) E(/). 

Com R( O, O) = R,(O, O) = R,(O, O) =O. Se a E (0, oo)- Z, a equação 

diferencial : 

dy 
x­

dx 
ax + ay + R(x, y), 

y(O) = O tem uma única solução holomorfa y 

vizinhança de O. 

27 

y(x) em uma 



Este lema é realmente um corolário do teorema de Poincaré-Dulac[l,Cap.5], 

o qual implica que o campo vetorial x 

x' = x, y' = ax + ay + R(x, y) 

é linearizável. O gráfico da solução holomorfa desejada y = y(x) é 

precisamente uma variedade invariante de x tangente ao eixo-x na 

origem. 

3.5 Proposição 

Sejam (u, v) : S --+ JR2 - {O} coordenadas isotérmicas para uma 

imersão X : S --+ JR3 de uma superficie mínima. Se a função com­

plexa associada rP(w), w = u + iv, tem em zero um polo de ordem 

n E {m E JNjm é ímpar ou m = 2}i Então existe um difeomor­

fismo holomórfico iiJ = W(w) com W(O) =O, que define coordenadas 
isotérmicas (ü, V) por W = 'Ü +i V , para o qual a função complexa as­

sociada ~(W) se reduz a aw~n, onde a= 1 se n =f 2 e a= limz-+O w2rjl(w) 
se n = 2. 

Prova: A função ,P(w) pode ser escrita por ,P(w) ~ bw-n(l + r(w)), com 

r( O)~ O. Para achar o difeomorfismo holomorfico w ~ .\w(l + W(w)), com 

À -=J. O e W(O) =O, que verifique a conclusão da proposição, ele é equivalente 

a resolver a equação diferencial, 

Tome ), com >,n~ 2 (~) = 1. Isto é possível porque, quando n = 2, b = a, 

satisfaz. Portanto (1) é equivalente para 

(2) w:::; (w) = "(! + r(w))"((l + W(w))n)- (1 + W(w)), 
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onde a é o ramo holomorfo da raiz quadrada com a( I)= 1. 

Se n ~ 2, S(Ç) ~ i"(l+cy))-l[ é holomorfa e a equação (2) com W(O) ~O tem 

uma única solução holomorfa. 

W(w) ~ exp(J0w S(Ç)dÇ) -1 

De fato n ~ 2 a equação (2) fica 

w~':;; (w) ~ a(1 + r(w))(1 + W(w))- (1 + W(W)) 

w~':;; (w) ~ (1 + W(w))(a(1 + r(w)) -1) 
dW _ u(l+r(w)) l d 

(l+W(w)) - w W 

Tome S(Ç) ~ [o(l+~(<IJ l[ 

então 

~~~(2 1 ~ S(w)dw 

log(1 + W(w)) ~ g S(Ç)dÇ 

(1 + W(w)) ~ exp(f0w S(Ç)dÇ) 

W(w) ~ exp(J0w S(Ç)dÇ)- 1 

Se n i- 21 a equação (2) pode ser escrita como 

(3) w:':;; ~ pw + "~ 2
W(w) + R(w, W(w)) 

De fato usando a equação (2) 

w~':;; (w) ~ a(1 + r(w))a((1 + W(w))")- (1 + W(w)), 

~ pw+ ":J2 W(w) -pw- ')W(w) -1 +a(l+r(w))a((1 + W(w))") 

com p ~ "ífl e R(w, W(w)) ~ -pw- ')W(w) - 1 + a(1 + r(w))a((1 + 
W(w))"). onde p E !E e R(w, W(w)) é uma funcão holomorfa em uma 
vizinhança de (0,0) E 117satisfazendo R(O,O) ~ Rw(O,O) ~ Rw(w)(O,O) ~ 
O. Se n > 2(resp. n = 1) pelo lema 3.4(resp. lema 3.1), há um 

difeomorfismo holomorfo W = W ( w) definido em uma vizinhança 

de O E IE, com W(O) ~O e satisfazendo a equação (3). 
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Como uma consequência do teorema Poincaré Dulac[l,cap.5], a 

proposição 3.5 não pode ser estendida para o caso em que a ordem 

do polo é par ou maior que 2. No entanto o seguinte resultado 
pode ser afirmado. 

3.6 Proposição[8] 

Seja ( u, v) : S --+ R 2 
- {O} coordenadas isotérmicas para uma 

imersão X : S --+ R3 de uma superfície mínima S. Se a função 

complexa associada tjJ(w), w = u+iv, tem em zero um pala de ordem 

n # 2, então existe uma pequena vizinhança V de O em R2 tal que as 

linhas assintóticas de X, restrita para (u, v)- 1(V- {O}), distribue ela 

mesma (modulo topologicamente equivalente ) como se a função 

complexa associada fosse w-n. 

Um fim da superfície S definido pelo sistema de conjuntos aber­

tos, 

U; = {O < u2 + v2 < J; j E N} 

onde ( u, v) são coordenadas isotérmicas para X, na qual a função 

complexa associada tem um polo de ordem n em (u, v) = (0, O), 

é chamado um fim elementar de X de ordem n. Analogamente 

a Prop. 2.5 pode-se ver que o índice de tal fim elementar é ~· 

O fim elementar é dito ser completo se a distância de (0, O) para 

qualquer outro ponto do disco furado U1 for infinita. Exemplos de 

fins elementares completos e não completos são dados em 4.2. 
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3. 7 Corolário 

As linhas assintóticas de uma imersão mínima X próximo de 

um fim elementar E de ordem n são descritos como segue: 

(a) Para n = 1, há exatamente uma linha ai(resp. /3i) de Fx que 
tende para E, todas as outras linhas ocupam um setor hiperbólico 

limitado por E e ai(resp. /3i)· 
(h )Para n = 2 suponha que <P( w) é a função complexa associada e 

a= limw-+ow2 rjJ(w). 
Hà dois casos: 

(bl) a r,t ilR. Então as linhas de Fx e fx tendem para E. 

(b2) a E IR U iJR. Então as linhas de Fx(resp. fx) são círculos ou 

raios tendendo para E. 

(c) Para n 2:: 3, todas as linhas de Fx e fx tendem para E. As 

linhas assintóticas distribuem elas mesmas em n-2 setores elípticos, 
dois setores elípticos consecutivos estão separados por um setor 

parabólico. 
Prova: 

(a) Para n = 1, há exatamente uma linha ai {resp. f3i) de Fx{resp. 
fx) que tende para E, todas as outras linhas ocupam um setor 

hiperbólico limitado por E e ai (resp. f3i ). 

Pela proposição 3.6, ~( w) = w-n 

n = 1 => <f(w) = w-1. 

A equação das linhas assintóticas é Re[~(w)(dw) 2 ] =O. 

isto, é 

Re[w-1(dw) 2] =O 

w = rexp(iO) 

dw = r,exp(iO,) 

Re[r- 1 exp( -iO)r; exp(i20,)] = Re[r-1r; exp(i(2e,- e))]= O 

então 20
0

- B = (Zkt)n 
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Se B = B~ temos B = (2k+l)?T k E N 
o 2 ' 

dW 

w 

figura 3.6: 
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e - (2k+l) 
k- 2 1f 

()o= ~1f H L 0 

fh = !1r +--7 lo 

(}2 = ~1f = ()o H L1 = Lo 

Se (} 1- 80 temos a seguinte figura 

L, 

o 

figura 3.7: 
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(b) Para n=2 suponha que if>( w) é a função complexa associada e 

a = limw--+o w 2 if>( w). Há dois casos: 

(bl) af/:_ ilR. Então as linhas de Fx e fx tendem par E, como na fig. 

3.10. 

Re[,P(w)dw2
] =O 

Re[aw-2 dw 2
] =O 

Seja w = rei0,dw = r0 eiOo e a= r 1ei01 

então; 

Re[rleí0Jr-2e-i20r;ei20oj =O 

Re[rl r-2r~ei(Ol -20+20o)] = O 

=> e, - 28 + 28 - 2k+l1T o- 2 

Se ()=O o, 

dW 

w 

figura 3.8: 

=>e,= 2k;'1r, mas a '/c ílR => que Re[,P(w)dw'J #O 
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w 

e 

figura 3.9: 

(h - 2() + 200 = Zkt 'ff 
2()0 = 2kil7r- ()l + 2() 

e = zk+ln _ & +e 
' 4 2 

vamos supor que argumento de a é I::::} ()0 = Zkt1rr- ~ + () 

figura 3.10: 
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(b.2) a E JRuiJR. Então as linhas de Fx(resp. fx) são círculos ou raios 

tendendo para E, como na fig. 3.12 e fig. 3.13, respectivamente. 

Seja a equação das linhas assintóticas Re[çt>(w)dw2] =O, como n = 2 e 

çt>(w) = aw-2 
=:} Re[aw-2dw2] =O temos que 80 = 2 ktn~~+e com 

eo arg de dw, e arg de w e e1 arg de a. 
Se e = 80 , 

dW 

w 

e 

figura 3.11: 

então (h= 2ki1n. Como a E JRUiJR, temos que existem raios em 

todas as direções. Como os raios das linhas assintóticas minimais 

são ortogonais com as linhas assintóticas maximais, então as linhas 

assintóticas são circulas, pois existem raios em todas as direções. 
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•·.. . ...... 
'• .. 

·· ... ~-r-~ ..... 

........ ·•··· •.. 

figura 3.12: 

(c) Para n 2: 3, todas as linhas de Fx e fx tendem para E. As 
linhas assintóticas distribuem elas mesmas em n-2 setores elípticos, 

dois setores elípticos consecutivos estão separados por um setor 
parabólico. 

Para n f. 2 temos a = 1 então a equação das linhas assintóticas fica 

Re[w-n(dw) 2] =O. 

Logo -nB + 280 = 2
ki 1n 

Quando 80 = 8 ::::} 

(} = 2k+11f + nO 
" 4 2 

(}- {2k+l) 
- 2(2-n) 1f 

dW 

w 

figura 3.13: 
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d d e (2k+l) 
que po emas enotar por k = 2(2-n) 1r. 

Exemplos: 

(a) Para n=3 

e - (2k+l) - (2k+l) 
k - -2 7r - - 2 7r 

e - 1 o- -z7r, 

B1=-~1r, 

82 = -fr1T = -~7f, 

()3 =-~]f= -~7!" 

Bo ++ Lo, 
81 H l0 , 

e2 <->L,= L, 
(}3 ++ h =lo. 

(b) Para n=5 

e = (2k+l),. =- (2k+l),.,. 
k -5 Jl 6 " 

" - 1 0 o- -611", 

(}1 = -~71" = -~Jr, 
Bz = -~n, 

(}3 = -t1f, 
(}4 = -~7f = -~11", 

Os= _1617!" 

13 1 
()6 = ---g-1f = -27f- 61T 

e 81 = - 1;71" = -27f- !1r. 
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fh +-+ L1, 

()3 +-+h, 
()4 +-+ L2, 

()5 B lz, 

()6 +-+ L3 = Lo 

e ()7 +-+ l3 = l0 . 

' '· .. ....•.. '. ..~-~ 

'······· ····· 
~-~-~. . ...... ~-~······ 

··~ ........ " . 

'· 
figura 3.14: 

Voltando para o exemplo (a) quando 80 :fi 8, isto é, 

w 

9 

figura 3.15: 
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() = 2k+I ,- + nO 
o 4 " 2 para k=O 

e n = 3 temos B~ = l7r + 30 
o 4 2 variando o () obtemos 

n=3 

figura 3.16: 
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Voltando para o exemplo (b) quando e,# e, isto é, 

e = 2k±1,.,. + ne 
0 4 IL 2 parak=O 

e n = 5 temos 00 = ~71" + 51 

n=5 

variando o e obtemos 

L, 

figura 3.17: 
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Capítulo 4 

Alguns exemplos 

4.1 Exemplos de pontos planares isolados para 
superfícies mínimas. 

A seguinte versão do teorema fundamental da teoria de superfícies 

será usado na construção dos exemplos. 

4.1.1 Teorerna[ll,V.3] 

Sejam E, e, f, g funções analíticas em um conjunto aberto simples­

mente conexo de JR2• Existe uma imersão analítica X : S ----+ IRa 

cuja formas fundamentais são 

I= E (du2 + dv2), II = edu2 + 2fdudv + gdv2 para cada (u, v) co­
ordenadas isotérmicas se, e somente se, as seguintes condições são 

satisfeitas: 
(1) E> O em S. 
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(2) 

(equações de Codazzi) 

(3) 

2 1[' 2 l eg- f = 
2

E Eu+ Ev - EEuu- EEvv 

(A equação de Gauss) 

A curvatura gaussiana e a curvatura média de X são dadas respec­

tivamente por 

e 

eg- f' 
K= E2 ; 

H = e+g 
2E' 

4.1.2 Corolário 

Existe uma imersão mínima X : S ~ IR, cuja primeira e segunda 

formas fundamentais são 

I= E (du2 + dv 2 ), 11 =e (du2 - dv 2
) + 2fdudv, se, e somente se, 

(1) E> O,emS 

(2) ,P (u + iv) = e(u + iv)- if(u + iv) 

é holomorfa, e e= -g = RecjJ. 

(3) E~+ E; - EEuu- EE'" = -2E I.PI'. 
Prova: Pelo teorema 4.1.1 temos que as equações de Codazzi são, 

ev-fu=O 
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!v+ eu= o 
logo, 

ev = fu 

então cjJ é holomorfa, portanto o item (2) é satisfeito. 

Pelo teorema 4.1.1 temos que a equação de Gauss 

-e2 - P = 2 ~ [E~+ E;- EEuu- EEvv] é satisfeita. 

Temos pelo item (2) que, 

-e' -f' ~ -lllil' 

então E~+ E;- EEuu- EE"' ~ -2E lllil2
• 

A prova da sequinte proposição pode ser também encontrada 

em [5, corolário 5.2]. 

4.1.3 Proposição 

Dado n E z+, existe uma imersão mínima X, com coordenadas 

isotérmicas (u 1 v) e pontos planares isolados de índice -~. 

Prova: Seja cjJ (u + iv) = (u + iv)n. Provaremos que existe uma função 

analítica E = E ( u 1 v) 1 definida em um disco com centro O E R2
, tal 

que: 

(l)E>O, 

(2) E;+ E; - EE •• - EE •• + 2E I<PI' ~O. 
Pelo teorema de Cauchy-Kowaleswsky[ll,V.5] segue que existe 

funções analíticas U1,U2 e U3 que satisfazem o seguinte sistema de 

equações diferenciais parcias 
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8U1 _ U 
&v - 2, 

8U, 8U, 
8v 8u · 

com as condições iniciais U1 (v, O)~ U2 (u, O)~ 1 e U3 (u, O)~ O. 

tome E= U1• Segue que Ev = U2, vamos mostrar que 

E -u-!lli.. u- 3-au· 

De fato, usando as equações diferenciais parciais, segue que; 

U3(u, v)-~ (u, v)~ U,(u, v)- U,(u, O)-(~ (u, v)-~ (u, OJ) 
Agora temos que U3 (v, O)~ O e ~(v, O)~ O pois U1 (v, O)~ 1. 

então, 

8u, r' 8 r' 8 ( 8 ) U3 (u,v)-
8

u (u,v)~ lo 
81

(U3(u,tv))dt- lo 81 8uU1(u,tv) dt 

~ f' (8U3 8v _ 8
2
U1 8v) dt 

lo iJv 8t iJviJu iJt 

r' (au, 8'u, ) 
~lo v iJv (u, tv)- 8v8u (u, tv) dt 

r' (au, 8'U, ) 
~v lo 8v (v, tv)- 8viJv (v, tv) dt 
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como 
iJU3 iJU2 

âv âu' 
e 

temos, 

&u, r' (au, au, ) 
U3 (u, v)- iJu (u, v)= v lo ou (u, tv)- {Ju (u, tv) dt =O 

logo, 

Portanto, 

(a) 

(b) 

(c) 

Segue que (b) fica 

u _ au, 
3 - âu' 

E~ E; E 1~1 2 
Evv=E+E- uu+2 'f' , 

E~+ E;- EEuu- EE, + 2E I</JI 2 
=O 

satisfazendo (2), 
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Usando o corolário 4.1.2 segue que, definindo 

e= Re~, 
e 

f= -Im~, 

~ (w) = Re~ (w) + ilm~ (w) =e (w)- i f (w) 

existe uma imersão mínima X, com um ponto planar de índice - ~. 

Observação 

O corolário 4.1.2 e a propos1çao 4.1.3 podem ser provadas para 

imersões X com curvatura média constante H i=- 0.[4] 

4.2 Teorema de representação de Weierstrass. 

A seguinte versão parcial do teorema de representação de Weier­

strass para imersão mínimas será usado na discussão dos exemplos 

abaixo. 

4.2.1 Proposição[9, pag. 64] 

Seja D um conjunto aberto conexo de R2
• Sejam g uma função 

meromorfa e f uma função holomorfa em D. Assuma que em cada 

polo de ordem n de g a função f tem um zero de ordem 2n. Também 

que para cada curva fechada 1 c D, Re[f
0 
~,(w)dw] = O, k = 1, 2, 3, 

onde ~ 1 = tf(l- g2
), <h= ~/(1 + g2

), ~' = fg. 

Para um ponto w, E D, defina "k(w) = Re[J,:'" q,,(w)dw], k = 1, 2, 3. 
Então X = (a 1, 0:2, 0:3) é uma imersão mínima e (u, v), dadas por 

w = u + iv, são coordenadas isotérmicas para X. 
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Antes de provar a proposição acima vamos ver algumas proposições 

necessárias. 

4.2.2 Proposição 

Seja X : D C R2 --+ S C R3isotérmica. Então vale Xuu + Xvv = O. 

Prova: Temos que (Xu, X11 ) = (X v, X v), derivando em relação a 

variável u obtemos 

(1) (Xuu,Xu) = (Xuu,Xu), 

como F = O, isto é, (Xu, X v) 
variável v, daí obtemos 

(2) (Xu, X,) = - (Xw, Xu) 

somando (1) e (2) temos, 

(Xuu + X,,Xu) = O, 
analogamente obtemos 

(Xuu + Xu, X,) =O, 
logo, 

O, podemos derivar em relação a 

(3) Xuu+X, =kN,(k=constante), 

sabemos que W = H = O =} g + e = (Xuu + Xvv,N) = O 

portanto, (Xuu + Xuu,N) = (kN, N) = k = O, 

logo por (3) temos; 

Xuu +Xvv =O. 

Observação 

Se f : U c R2 --+ R3 , f diferenciável. Então o Laplaciano de f é 

f:::.j = fuu + fvv, 

diremos que f é harmônica {:} !::.f = O. 
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4.2.3 Corolário 

Seja X (u, v) = (x1 (u, v), x2 (u, v), x3 (u, v)) urna superfície parametrizada 

regular. Então X é uma superfície mínima? cada uma das funções 

coordenadas x1 , x 2 e x3 são harmônicas. 

Sabemos da teoria das funções de variável complexa que se o 

domínio D é simplesmente conexo, uma função harmônica real cor­
responde a parte real da integral de uma função analítica, 

logo Xk = Ref:" ,Pk(w) dw, k =I, 2 e 3. 

Seja X (u, v) = (x1 (u, v), x,(u, v), x, (u, v)) uma parametrização reg­

ular de uma superfície mínimaS, e seja w = u + iv. Definamos as 

funções de variável complexa, 

(•) q, (w) = !!:Ek. - ;!!:Ek.. k âu &v 

Relativamente a estas funções cfJk (z), k 
seguintes propriedades: 

4.2.4 Teorema 

1, 2 e 3, temos as 

Seja X (u, v) = (x1 (u, v), x2 (u, v), x3 (u, v)) uma parametrização regu­

lar, w=u+iv e ,Pk(w) definidas por (•), k=l,2 e 3. Então 
3 

(1) "L1Ji(w)=E-G+2iF, 
k=l 

3 
(2) 'L I<Pk(w)l' =E+ G, 

k=l 
(3) c/Jk (w) é analítica{:::} Xk, k = 1, 2 e 3 é harmônica. 

3 
(4) (u, v) são parâmetros isotérmicos{::} L <P~ (w) =O. 

k=l 
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(5) Suponha que(u, v) são parâmetros isotérmicos. Então S é 
3 

uma superfície regular<* L ]<f, (w)] 2 >O. 
k=l 

Prova: 

(1) 1:, <Pl (w) = 1:, l(fu)' + (fu)'- 2ifufu] 
k=l k=l 8u av eu 8v 

= (X,, X,) - (Xu, Xu) - 2i (X,, Xu) =E- G + 2iF, 

(2) ,~ 1 ]</J, (w)]
2 

= ,~J (~ )' + (~ )'] =(X,, Xu)+(Xu, Xu) = E+G, 

(3) ~ (w) é analítica <* { ~ t~l = - ;, t~l } <* a'x, + a';• = 'f'k JJ_ ~ __ JJ_ 0E.ir.. 8u2 {)v2 
a., &u - 8u {)v 

O{::} xk, k = 1, 2 e 3 é harmônica. 

( 4) imediato. 
3 

(5) (u, v) são parâmetros isotérmicos, S regular => L ]q,, (w)] 2 = 
k=l 

2E >O. 

Definição 

Diremos que q,, não tem perÍodos reais seRe f, q,, (z) dz = O ao longo 
de qualquer caminho fechado 'Y (I) C D. 

4.2.5 Corolário 

Se X (u, v) = (x1 (u, v), x2 (u, v), x3 (u, v)) é mínima e (u, v) são parâmetros 

isotérmicos, então temos: 

(1) q,, (w) é analítica,para cada k = 1, 2 e 3. 

(2) 1:, <Pl (w) =O, 
k=l 

3 
(3) L ]<Pk (w)] 2 >O. 

k=l 
Prova: Segue do teorema anterior. 

Reciprocamente, se cfJk (w), k = 1, 2 e 3 são analíticas e as condições 

(2) e (3) são satisfeitas e Ref"'<Pk(w)dw =O então existe uma su-
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perfície mínima definida sobre D, tal que as equações (2) são válidas. 

Demostração: Definimos as funções xk, k = 1, 2 e 3 por: 
(4) Xk = ReJ;:" <Pk (w) dw, estão bem definidas, pois a integral inde­

pende do caminho, so depende de w ~ u +i v. Seja 1' (t) ~ u (t) +i v (t) 

e q,, (w) ~a, (w) + ib, (w), 

Xk = Re J::;o rfk (z) dz = Re J::;o (ak + ibk) ( ~~ +i:~) dt = J::;o (aéJ,- bk'f;) dt ~ 

~ = fW _§_ (a,u- b,iJ) dt = fW (~u- fJ!!Jr.-u) dt = fW fJ_ (ak) dt = ak 
{)u Jwo {)u Jwo 8u ôu Jwo dt ' 

analogamente ~ = -bk· 

Observações 

Vemos que localmente o estudo das superfícies mínimas regu­

lares em JR3 é equivalente ao estudo local das funções analíticas 

q,, (z), k ~ 1, 2 e 3 verificando (2). 
3 

Então vamos descrever as soluções L c/J~ ( w) = O. 
k""l 

4.2.6 Lema 

Sejam D um domínio simplesmente conexo em C, g uma função 

meromorfa em D e f uma função analítica em D com a propriedade 

que em cada ponto onde g tem um polo de ordem n, f tem um zero 

de ordem 2n. Então as funções: 

(4) q,, ~ }J(1-g2), q,, ~ U(1-g2
) e </Js ~Jg 

são analíticas em D e verificam a condição (2). Reciprocamente, 

cada terna de funções analíticas ((h, 4J2, 4J3) em D, verificando a 

condição (2) pode ser representada na forma (4) exceto no caso 

'Pl - icp, ~ O e </J3 ~ O. 

Prova:(*) é só substituir </J1 ,</J2 e </J3 em (2). 

({:::) Sabemos que I/J1 , I/J2 e 4J3 analíticas verificam 

(2) </Jl Hl Hl ~o* 
(5) <Pl + </Jl ~ -<Pl '* (q,,- i<jJ,) (</J,- icjJ,) ~ -</Jj. 
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Se r/J 1 - ic!J2 =O::::} rjJ3 =O (neste caso a superfície é um plano) 

Supondo if;3 f O '* if;1 - iif;, f O, 
podemos escrever, 

(6) f= q,,- icf;, e g = ,.,!~,;,• 

levando ( 6) em ( 5), obtemos 

desta equação obtemos a informação de que se g tem um pala de 

ordem n então f tem um zero de ordem 2n. 

Se f tem em w, um zero de ordem 2n '* f (w) = (w- w,) 2
n h (w), 

onde h (w) f O, levando f para a equação (7) obtemos, 

g'(w) _ ,Pi(w)+i,P2(w) _ 1 i2I:l(w) _ ( F(w) )
2 com 

- (w w0 ) 2nh(w) - (w-w0 ) 2n h(w) - (w Wo)" 1 F(w) = 

·2H(w) 
Z h(w) 

_ F(z) 
::::} g - (z Zo)n 1 

resolvendo (6) e (7) obtemos 
( 4) q;, = V (1 - g2

), q;, = V (1- g2
) e ,p, = fg. 

4.2. 7 Corolário 

Seja X dada por 4.2.1. Então a função complexa associada à coor­

denada isotérmica ( u, v) é dada por ; 

cf>(w) = cf(w)g(w) 

onde c E { -1, 1} é determinado pela orientação da superfície imergida 

X(D). 
Prova: Temos que os coeficientes da segunda forma fundamental 

são dados por e=< N,Xuu >,f=< N,Xuv >e g =< N,Xvv >,seja a 

função complexa associada 
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rjJ (w) = e(w)- if(w) 

(1) rjJ = (N, Xuu- iXu") 

Pela definição 

(2) ~ - l!1!i ·I!J!i - . k - 1 2 3 'f'k - 8u - Z av - Xku - ZXkv 1 - , 1 • 

-+. _ {!_<h _ 82xk · 8 2xk _ · 
'f'ku - Bu - 8u8u - z 8v8u - Xkuu - ZXkvu 

.\2 = IXu 11 X, I= [lfl(l~IYI')]' = IXul2 =IX, I' 
N _ XuAXy 

- [X,AX.,[ 

Logo temos, 

rP = (N, (rPiu, rP2u, rP3u)) = ( X,jf', (rPlu, r/Jz., rP3u)), 

(4) X = ox = (º"'" ""' ~) = (Re~ Re~ Re~ ) u au 8u'8u'8u 'f'll '1"21 'f3 

X - âX - (º"'" ""' ª"') - ( I ~ I ~ I ~ ) v- 8v- av' av' av - - m'f'l,- m'f'21- m'f'3 

levando ( 4) a (3) 

De (1) utilizando Xuu = -Xvv temos 
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(6) <}; = (N, -X""- iXu") 
= (N, -i(Xu"- iX"")) 

utilizando (2) 

<}; = (N, -i(</>'"'</>'"' <Ps")) 
= ( x .. :,x,' -i (<h"' q;,"' rP3") 1 

somando (3) + (7) obtemos 

ou 

2À2cj) = {Xu 1\ Xv, c/J1u- ic/>1v 1 cPzu- ic!J2v, </>3u- iifJJv) 
= (xu A X"' (2~,, 2~,, 2~.3) 1 

>.'q, = (xu A X",(~,,~'' ~3) 1 

>.2<}; = ( (Re<Pl, Rer/J2, Re</>s) A (- Imq,,,- Im<j;,, -Imq,,), (~" ~'' ~s) 1 

ou (8) >.'q, = - det [ R:~, R~~' R~~,] 
I m<j;1 I m<j;2 I m<j;3 

dai segue . . 

[ 

q;, q,, 
À 2</> = - det Re<P, + i I m<jJ1 Re<j;2 + i I m</J2 

I m<jJ1 I m<jJ2 

</J3 l Re</Js + il m</>3 

I m<jJ3 

ou (9) >.2</J = -det [ :: :: :: ] 
Im</>1 Im<jJ2 Im<j;3 

ou det [ :: :: :: ] = cÀ2</J 

Im</>, Imq,, Im</Js 
onde c E { -1, 1} depende da orientação da superfície. 
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= I mcf>IRe~ 2 Recf 3 - I mcf1I m~ 2 I mcf3 - I mcf 1 Recf 2 Re~ 3 + I mcf1I mcf2I m~ 3 + 

i [Imcf 1 Re~ 2 Imcf 3 + Imcf 1 Im~ 2 Recf 3 - Imcf 1 RecjJ,Im~ 3 - Imq\ 1 ImcjJ 2 Re~,]­

Re~1I mcP,Recp, + Im~,I mcf2I mcf3 + Recf1I mcf,Re~,- I mcp1I mcf,I m~,-

i [Re~ 1 ImcjJ 2 Imcf 3 + Im~ 1 ImcjJ 2 RecjJ 3 - Recf 1 Imcf,Im~ 3 - Imcf:Im<jJ2ReJ,3] + 
RecjJ1 RecP,I mq\3 -I mq\1 I mcP,I mcjJ3 - Re<jJ1 Re<jJ2 I mq\3 +I m<jJ1 I m</J2I mq\3 + 
i [Re~ 1 ImcjJ 2 Im<jJ 3 + Im~ 1 Req\ 2 Im<jJ 3 - Re<jJ 1 Im~ 2 Imq) 3 - ImcjJ 1 Re~ 2 Imcf 3 ] 

= Imq\ 1 Re~ 2 Re</J 3 -Im<jJ 1 Re<jJ 2 ReJ, 3 +i [ImcjJ 1 Im~ 2 Re<jJ 3 - Imq\ 1 RecjJ 2 Im~ 3 ]­

Re~1ImcjJ2Re<jJ3+Req\1ImcjJ2Re~3+i [-Im~ 1 ImcjJ 2 Re<jJ 3 + RecjJ1Im,P2Im;p3] + 
Re~ 1 Req\2I mq\3 - Re</>1 Re;p,I m<h+i [I m~ 1 Re,P2I m</>3 - Req\1 I m~ 2 I mrf3] 

. . 
= I mchReq\2 Req\3 - Imq\1Req\2Req\3 - Req\1I mq\2Re</>3+ Req\1I mq\2Req\3 + 

Re~ 1 Recp2 I mq\3 - Req\1Reif,I m<h +i[Imq\1I m;p2 Re<h- I mcp1 Req),I mif,­

-I m~ 1 I mcjJ2RecjJ3+ RecjJ1I mcjJ2I m~ 3 + I m;p1RecjJ2I mcjJ3 - Req\1I m~ 2 I m</J3] 

= (Xu 1\ X, Xuu) -i (Xu 1\ Xu, Xuu) 
= (Xu 1\ Xv, Xuu - iXuv) 
- ( x,Ax, x ,·x ) IX A x I - [X,.AX,I' uu- uv u v 

= (N, Xuu- iXuv) À2 

= ,P>.2 

cj>, = ~f (1 - 92
) 

<!>2 = v (1 + g') 
q), = fg 

;p,=f-if-tgg 

~2 =i~+ ilf + ifg!J 
~,=ig+fg 

"" = 2 - 2 - gg '2 +' 2 + 2 gg = _ r</> "][i iL f" i iL "j"] 
q,, v (1 - g') y (1 + g') 2 g 3 

;p,l = [ if + iif + ifgg 
q,, v (1 + g') 

jg + fg l = -if!Jcj>, 
fg 
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[ 
~1 <f,]= [ f-if-fg!J fg+f!J] =+íf!J<jJ, 
4>1 q,, ~f(l-g 2 ) fg 

[ ~1 ~2 ~'] [ .. ] [. 
det </J1 rp2 rp3 = I m</J 1 ~ :: -I mrp2 :: 

I mf1 I mrp2 I mf, 
= -ífilf1Imf1- ífilf,Imrp,- ífgf,Imrp, 
=- fiJ (i<him</J1 + íf,Imrp, + írp,Imf,) 
= -f iJ (íRe<jJ1Imf1 - Im</Jl + íRe<jJ2Imrp2 - Im<P§ + íRe<jJ3Im<jJ3 - Im<PD 
=-f9 (í[Rerp1Im,P1 + Re,P,Im,P, + Re<jJ3Imrp,]- (Im<Pl + Im,PJ + Im,Pl))) 

temos que (Xu, X11 ) =F= O, isto é, 

(Xu, X,)= Re,P1Im</!1 + Rerp2Im<jJ, + Rerp,Imrp, =O 

e também o parametro isotermico À2 = [Xu[ 2 
= [Xvl 2 

= (Xv,Xv) = 

I m<Pl + I m</!l + I m</Jl 
Portanto, 

como, 

então, 

</Jzu 
Re,P2 

-Im</Jz 
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4.2.8 Exemplos 

(l.a) Para cada inteiro positivo n, existem imersões mínimas com 

um fim elementar completo de índice I. 
Seja f(w) = 1 e g(w) = ~ definidas em([}- {O), temos que f e g 

so analíticas em([}- {O) e Ref
1

<j;,(w)dw =O k = 1,2e3 para qualquer 

I C([}- {0}. 
De fato, seja; 

,P, (w) =~f (w) (1- 92 (w)) = HJ- ~,) = ~- d;,­
if;2 (w) =V (w) (1 + 92 (w)) = ~- 2 ~, 
,P,(w) = f(w)g(w) = ~ 

!7 ,P,(w)dw = fo(t) ~dw- fo(t) 2 ~,dw =O, 

!7 ,P,(w)dw = fo(t) ~dw- fo(t) 2 ~,dw =O, 
f7 ,P,(w)dw = J,1,1 ~dw = 2Jri, 

então Ref
7

,P,(w)dw = O,k = 1,2,3. 

O catenoide tem um fim de ordem 2, visto que podemos escrever 

ele usando a representação de Weierstrass com f ( w) = 1 e g ( w) = t 
em{[)- {0}, pois f e g satisfazem as condições da proposição 4.2.1 

e podemos usar o corolário 4.2.7, então ifJ (w) = cw-2 . 

Falta provar que o fim é completo. 

Para provar que o fim elementar é completo, precisamos mostrar 

que a distância de qualquer ponto em Uj = {O < u2 + v2 < ]-, j E N} 

até o (0, O) na superfície é infinito, ou seja é equivalente a calcular 

a integral abaixo. 
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Então vamos mostrar que a função complexa associada as coorde­

nadas isotérmicas cfo( w) = cw-2 tem um fim elementar completo. 

E~ 111(':191')', f(w) ~ 1 e g(w) ~ ~. 

( )' 1+' 
então E- ~ - 4 

1(t) ~ (u(t),v(t)) ~ (u,mu), seja u(t) ~te v(t) ~ mt,m E IR 

então; 

]'Y(t)l ~ Ju(t) 2 + v(t) 2 ~ yil + m 2 

logo; 

S(t,) ~ IJ" VE l&(t)l dt ~ S(t,) ~ pimH, I:' ( 1+ ~) Vl+ m2dt 

- Vl+m' [' J,'' (1 + 1 ) dt - v'l+m' [' !,1' 1dt+ ~ [' !,1' 1 di - 2 lffit-+o é t2(1+m.2) - - 2- lffic-+o é 2(í+m) lffié-+o é 17 

-Jt+m
2 I' ()to ~I' ( ')''-- 2- lffié-+o t é + 2(Hm2) lffic-+o -"i é - +oo 

Então <jJ(w) ~ cw-2 tem um fim completo em (0, O). 

{l.b) Mais geralmente , para n 2: 2 e n i- 3, tome f(w) = w-n, 

g(w) ~ w em !E- {O} e w, ~ 1. 

Vamos verificar as hipóteses do teorema de representação de Weier­

strass estão satisfeitas. 

f(w)eg(w) são analíticas em !E- {O}. 

Vamos verificar se Re I
1 

q,,(w)dw ~O, k ~ 1, 2, 3. 

,PI(w) ~V (w) (1- g2 (w)) ~ ,,;, (1- w') ~ ,,;, - ,w;_, 
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~2 (w) =V (w) (1 + g2 (w)) = 2!" - ,w;_, 

~,(w)=f(w)g(w) = wL' 

Re f1 1>1 (w) dw = Re f1 C~n - zw;-z) dw = Re { 2ni [res (z~n 1 O) - Tes (zw~-z, O)]} 
= O para qualquer n 2: 2. 

Re f7 q,, (w) dw = Re f,(,~" - 2w;_,) dw = Re { 2Jri [res (,!",O) - Tes (,w;_, O)]} = 
O, para n :> 2 e n # 3. 

Para n = 3 definindo f (w) = w-4e g (w) = w', temos que g (w) não 

tem polo em(/). Agora vamos provar que Ref,ifJk (w)dw = O,k = 1, 2,3 . 

.PI(w) = !J (w) (l-g2 (w)) = 2 ~, (1-w4
) = 2 ~,-! '* Ref, <PI(w) dw = 

o, 

Ç>, (w) =~f (w) (1 + g2 (w)) = 2 ~,- ~ => Ref?'P, (w) dw =O, 

ifJs(w) =f(w)g(w) = ,;, =>Refu1>s(w)dw=O. 

temos por 4.2.7 que cjJ (w) = cf (w)g (w), então cjJ (w) = 2cw-3 para 

n = 3. 

Voltando para f (w) = w-n e g (w) = w, pois precisamos verificar se 

Ref, .p, (w) dw =O 

Re f, ~ 3 (w) dw = Ref7 w;_,dw = Re [2JriRes (wL" o)] = O,para qual­
quer n;:::: 2. 

Por 4.2. 7 4> ( w) = cw-n e por 3.6 a origem O é um fim elementar de 

índice ~-

Agora vamos mostrar que 1> ( w) = cw-n com n > 2 tem um fim 

elementar completo em (0, O). 
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Sejaf(w) ~w-n,g(w) ~w,E~ 1!1'(
1

;
1' 1'l',1'(t) ~ (u(t),v(t)) ~ (t,mt),m E 

IR então 

S(t,) ~ limH, J:" VE ['i(t)[ dt ~ 1im,~, J:" lti(1:IBI') Vl + m'dt 

_ vl+m' 1. ,,, ( 1 1 t'vl ') dt - -,- lffiç---toJe t"(v'l+m2)" + t"(v't+m2)" + m 
- 1 1" rto1dt+ 1 1" rto1dt 
- ( ~)" I liDe-to Je t" ( ~)" 3 liDe-to Je tn-2 2 vl+m- 2 vl+m2 

Se n = 2 temos; 

s (to)= 2(~) lime--roi:o [2dt+ ~ (Jr + m2) lime-to f:<> ldt 

= 2( ~) lime--ro (-f) :o+~ ( JI + m2
) lime-to (t)!o = 

= - 2 to(~) +oo+ ~ (JI +m2
) to= +co. 

Se n = 3 temos, 

Se n > 31 nós temos 

também precisamos verificar se 1> ( w) = 2cw-3 para n = 3 tem um 

fim elementar completo. 

Seja f(w) ~ w-4 ,g(w) ~";',E~ 1!1'(
1

;
1' 1'l',a(t) ~ (u(t),v(t)) ~ 
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(t,mt) ,mE IR 

(l.c) Para n 2: 1 e n i' 4 tome f (w) ~ w-ln+l) e g (w) ~ Àw2 , À E IT-{0} 

e À E IR- {O} para n ~ 2. 
Vamos verificar se as condições do teorema de representação de 

Weierstrass estão satisfeitas. 

f(w) e g(w) são analíticas em IV- {0}. 

Vamos verificar se Ref'"' 1>k(w)dw =O, k = 1, 2, 3. 

1>1 (w) ~V (w) (1- 9' (w)) ~ ,w;+,- ,S_,, 
i 2 i i)._2 

1>2 (w) ~ 2f (w) (1 + g (w)) ~ 2w"+< + 2w"-'' 

<jJ,(w) ~ f(w)g(w) ~ w:_,. 

. .,, { 
J,rh(w)dw = f,(t) 2 w~+ldw- f'Y(t) 2 ~k-3dw = 

f,<P3 (w)dw ~ fo(t) wLdw ~ { 2 ~;i, ~ ~ ~ 
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então Re f" q,k (w) dw = O,para k = 1, 2, e 3. 
Por 4.2. 7 cjJ ( w) = 2,\cw-n e por 3.6 a origem O é um fim elementar 

de índice ~· 

Agora vamos mostrar que cP ( w) = 2.\cw-n com n ~ 1 e n # 4 tem um 

fim elementar completo em (0, O). 
'( ')' Seja f(w) = w-(k+ll,g(w) = >.w2,E = 1111; 1' 1 ,')'(t) = (u(t),v(t)) 

(t, mt) então 

Se n = 1 temos; 

S ( io) = ( ~) limE-to feto bdt + ~ liillc---+o Lto ldt 
2 vl+m-

l • ( l)to l • to 
= 2 (Vl+m2)lnn.,__,o -te +2hme--to(t)t = 

l lt 
2to( .Jl+m2) + 00 + 2 ° = +oo. 

Se n = 2 temos; 

de maneira análoga para n = 3 e n ;:::: 5 temos S (to) = +oo. 

Para n = 4, escolha f (w) = w-6 e g (w) = Àw3, À E !C- {0}. 
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Vamos verificar se as condições do teorema de representação de 

Weierstrass estão satisfeitas. 

f(w) e g(w) são analíticas em IC- {0}. 
Vamos verificar se Re f

7 
q,,(w)dw =O, k = 1, 2, 3. 

1;1 (w) =~f (w) (1- g2 (w)) = '~" - ,\2 , 

if;,(w) =V (w)(l+ g2 (w)) = 2 ~, + i.\2
, 

q,,(w) = f(w)g(w) = ,;,. 

então Re f1 q,, (w) dw = O,para k = 1, 2, e 3. 

Por 4.2.7 q, (w) = 3.\cw-4 e por 3.6 a origem O é um fim elementar 

de índice 2. 

Agora vamos mostrar que 1jJ ( w) = 3,\cw-4 com n = 4 tem um fim 

elementar completo em (0, O). 
· -6 3 l!l 2 (l+lnl2

)' 
SeJa f(w) = w ,g(w) = Àw ,E= 4 ,'Y(t) = (u(t),v(t)) = 
(t, mt) então 

(2) Imersões mínimas com fins elementares não completos de índice 

" 2' 

Tome para n #- 2, f(w) = we;.,:-n' g (w) = e-Àw-n e Wo = 1, onde 

À E IR- {0}. para n = 1, f(w) = we'w-•, g(w) = e-Àw-• e,\= ~ 
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Temos que g e f são analíticas em IV- {0}, e seRe f" if;k(w) dw =O, k = 

1, 2 e 3 
~ (· ) - l f ( ) (1 _ 2 ( )) _ w<'"-" (1 _ -2Àw-") _ w<'"-w _ wc'w-" 
'f'l w - 2• w g w - 2n e - 2n 2n ' 

,p, (w) =V (w) (1 + g' (w)) = iwe~~-" + iw<~~w-"' 
,p, (w) =f (w) g (w) =';f 

claramente Re f, 1;3 ( w) dw = O, 

(I) r >.w-nd _ · r21f 2i8 >.e-'"8 de _ · r-2:~r -2i8 >..é"8de _ r -3 Àw''d Jlwl=l we w - ~ Jo e e - -z Jo e e - Jlwl=l W e w 

= -';'I (iwl = 1, O) hi'i (O), com h (z) = e'w", logo 

{ 

.\2 n = 1 
hi21 (O)= 2.\:n = 2 , 

O, n 2: 3 
portanto 

{ 

-'''' n=1 -n 2 1 

r: we,\"' d i1rÀ 
Jlwl=l 2n W = -T,n = 2 

O,n ~ 3 

(I I) ~wi=I we-Àw-n dw = i foz.,- ezie e->.e-i"e d() = -i fo-21r e-ziee->-eme d() 
r -3 ->.w"d Jlwl=l w e w 

=- 2

2 ~' I (iwi = 1, O) Fi'l (O), com F (z) = e'w", logo 

{ 

.\2 n- 1 
Fi21 (O)= -2~, n-- 2 , 

O, n 2: 3 
portanto 

{ 

-'''' n=1 
r we-""'-" d Í1rX ' 2 Jlwl=l 2n W = 2,n = 

O, n 2: 3 

{ 

On=l 
fu if;,(w) dw == -i;Jr, n = 2 , 

O, n 2: 3 

Re f" </J1 (w) dw =O, para qualquer.\ E IR- {0}. 
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Vamos provar que Re f
7 
~ 2 ( w) dw = O 

Re f
7 
~,(w) dw = Re [27TiRes (~,(w), O)] =O para qualquer n. 

Como temos que f (w) e g (w) é analítica em <L'-{0} e Re f7 </Jk (w) dw = 

O, k = 1, 2 e 3, então podemos usar o corolário 4.2.7 e temos que 

a função complexa associada ao parâmentro isotérmico é cjJ (1v) 
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c f (w) g (w) = cw-n. Agora vamos provar que este fim não é completo 

' 
ao longo da curva a (t) = ( ~); t, tE (0, õ). 

' 
Seja 7 (t) =(f); t, tE (O,õ) =1 . 

..Y(t) = m~ '* I..Y(t)l = 1m~1 = ~~~~ = 1,~1~. 
' -" 

Seja f (w) = we: , 
]a(t)] e-"a(t)-n - ]\[ih 

logo I f (7 (t))l = n - n 

Seja g (w) = e-'w-", 

logo l9(7(t))l' = le-'"1'1-"1' = le_,(t)-'•-"1' = le-"-"1' = 1, 

então; 
~ l 1 "!(t ) 

S(t,)=J VEI..Y(t)!dt=limJ."('oll'l"'dt=IW[imJ,"I'oltdt=H"tim(!C) "= 
"{(t) e-+0 e n n e-+0 e n ~>-+0 2 e 

_ ]>.]#l(tof 
- 2n 

(3) Para cada inteiro positivo n existe imersões mínimas com um 

ponto planar de índice -~. 

De fato, tome f (w) = 1 e g (w) = ":.71', w, =O. Temos que f (w) 
e g ( w) são analíticas em ([) e Re J1 4>k ( w) dw = O para cada caminho 

fechado 1 (t) em rc. Vamos mostrar que Re f" tPk (w) dw = O, k = 1, 2 e 

3. 

( ) - 1 J ( ) ( 2 ( )) _ 1 w'"+' 4JI W - 2 W 1 - g W - 2- (n+lf' 

~ ( ) _ i f ( ) (1 2 ( )) _ i iw'"+' 
'1-'2 W - 2 W + g W - 2 - (n+l)2 1 

tPa (w) =f (w) 9 (w) = ":.7: · 

como 1:>k (w) ,k = 1,2 e 3 são analíticas em (E temos que Ref1 cf;k (w) dw = 

O, então podemos usar 4.2. 7, logo cjJ ( w) = cwn e por 4.2 o zero é um 

ponto planar de X de ínidice - ~. 
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4.2.9 Observação 

Segue uma outra prova para a proposição 4.1.3. 

Prova: Tome f(w) = we~wn e g(w) = e->.wn, como f e g analíticas 

em([)_ {O} e também temos Ref"<Pk(w)dw =O, podemos aplicar o 

corolário 4.2. 7 e 

</> (w) =c f (w) iJ (w) = -cÀwn, o índice do ponto planar é igual a 
n 
2. 
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