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Capitulo I

Introducao

Um problema rotineiro nas ciéncias experimentais é a falha de amostragem, ou leitura,
de dados. S&o comuns situagdes nas quais, por falha humana, de equipamento ou por
dificuldades técnicas, um sinal tenha deixado de ser amostrado durante um certo intervalo
de tempo. Esses “buracos” que surgem nas leituras, mesmo quando ndo muito grandes,
podem conter informagoes cruciais & andlise do fenémeno em questio.

As técnicas convencionais, para a reconstrucdo desse tipo de falha, nem sempre se
adequam satisfatoriamente a sinais com rdpidas e bruscas variagGes. Nesses casos, é co-
mum nao contarmos com propriedades de suavidade, condigio indispensavel & maioria dos
métodos cldssicos. Esse é o caso de muitas medidas meteorolégicas, para as quais, muitas
vezes, sO podemos nos valer da continuidade.

Nosso objetivo é reconstruir um sinal com uma falha intermediaria de amostragem.
Esse sinal ser4 suposto apenas continuo. Partindo da Interpolagio Fractal {1}, uma técnica
recente e ainda ndo muito explorada, desenvolveremos a Reconstrugdo Fractal.

Neste trabalho apresentamos algoritmos eficazes para todas as etapas do processamento
do sinal defeituoso. Como subproduto, temos também toda uma técnica para a aproxi-
magao de fungoes. Compararemos os resultados obtidos a partir desse método com os

conseguidos usando splines ¢iibicas [7].
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O problema

Temos um sinal, que foi amostrado regularmente, com uma por¢ao intermedidria faltante.
Mais precisamente, sejam f € Cla,b] e fx = f(2:) onde 2z, = a + k(b — a}/M com k =
0,1,...,M, para algum M > 3. Conhecemos o sinal {fi}ecx, K = {0,1,..., M}\K onde
K={k+1,...,kp—1},0 < k; < k3 < M. Queremos aproximar f; para k € K.
Trabalharemos alguns exemplos reais onde f representard medidas climatolégicas tais
como velocidade vertical e horizontal do vento, direcdo do vento, temperatura, concentragao
de COy, etc. Esses dados foram fornecidos pelo Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais
(INPE). Ressaltamos que esse tema de pesquisa surgiu de uma necessidade real por parte

de um grupo de pesquisadores do INPE.

A reconstrucao fractal

Essa é uma nova ferramenta para a reconstrucio de sinais, com o tipo de falha descrita
acima. Apenas continuidade e compacidade do sinal sao necessarios para que possamos usé-
Ia. Uma caracteristica que potencializa a eficiéncia do método € o grau de auto-similaridade
do sinal. Fisicamente, podemos dizer que fenémenos auto-similares relacionam-se a si-
tuacoes onde as caracteristicas dos processos em macro-escala envolvidos sdo semelhantes
as dos processos em escalas menores. Esta propriedade pode ser encontrada em varias
situagoes fisicas, quimicas, bioldgicas, etc. Daremos exemplos para sinais totalmente auto-
similares e para outros nem tanto e veremos como se comporta nossa metodologia.

A reconstrucéo fractal consiste em gerar uma contragdo, num espago métrico completo
auxiliar, com uma propriedade muito particular: seu ponto fixo é o grafico de uma funcgéo
continua, definida no mesmo dominio do sinal original, porém sem falha alguma. Esta
funcao é tomada como aproximacao para o sinal na por¢do nao amostrada. Além disso,
usando a reconstrucio fractal, podemos nos valer de uma informagéo quase nunca utilizada:
a dimens&o fractal. Caso esse dado esteja disponivel, ou possa ser estimado coin precisio,
podemos construir aproximacdes mais fiéis. No entanto, a impossibilidade de utilizarmos

a dimensao fractal ndo inviabiliza de forma alguma o uso da reconstrucio fractal.
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Splines clibicas

Com o intuito de comparar os resultados obtidos com a reconstrugéo fractal, aproximare-
mos a por¢ao nao amostrada através de splines cibicas. Esta é uma técnica tradicional,
de facil implementagio e de bons resultados na pratica [7]. Consiste de interpolar um con-
junto de pontos, usando um polinémio ctibico por partes e impondo a condigao adicional
de que o resultado seja uma fungio com, pelo menos, derivada segunda continua. Para que
possamos utilizar esta técnica nos exemplos apresentados, devemos primeiramente suavizar
o sinal em questao, pois estamos assumindo apenas continuidade. A comparacao serd feita
da seguinte maneira: reconstruiremos o sinal usando a reconstrucio fractal, em seguida
suavizaremos o resultado obtido e também o sinal original, que serd dado como entrada
para o procedimento de reconstrugéo através de splines cibicas. Por fim, compararemos

os resultados de ambas as metodologias.

Nesse trabalho veremos que a técnica de reconstrucgao fractal propicia uma excelente
alternativa para a reconstru¢io de sinais de variagdo brusca, amostrados regularmente,
a exce¢do de uma falha intermedidria, quando o objetivo for conseguir, sobretudo, in-
formagdes qualitativas a respeito da por¢do ndo lida. Informacdes quantitativas podem ser
conseguidas a medida que mais precisamente conhegamos a dimensao fractal do grafico

completo e que a propriedade de auto-similaridade esteja mais presente,



Capitulo I1

Interpolacao Fractal

A interpolacdo fractal € uma das aplicagdes da metodologia de geracdo de fractais através
de IFS (Sistema Iterativo de Fungdes), desenvolvida por Barnsley et al. [3, 9]. Na pri-
meira parte desse capitulo faremos uma revisdo da teoria bédsica de IFS. Na segunda parte,

veremos como a interpolagao fractal surge quando consideramos IFS’s particulares.

II.1 Sistema iterativo de funcoes

De maneira geral, temos um espago métrico {M, d) onde gostariamos de criar nossos frac-

tais. Para isso vamos definir um espaco auxiliar
H(M)={AC M| Aé compacto e ndo vazio }
e uma funcio kg : M x M — R, dada por
hqy(A, B) = méx{D(A, B), D(B, A)},
onde
D(A,B) = I}]eéj{ gréig{d(:n, ¥}

Proposicdo I1.1: O par (H(M), hy) é um espago métrico.

Prova: Apéndice, pagina 69. O



CAPITULO II: INTERPOLACAO FRACTAL 5

A fungdo hy é conhecida como métrica de Housdorff. Quando o espago métrico (M, d)
for completo, o que serd uma hipdtese nossa, prova-se que (H{M), hy) também o serd {veja
[8], por exemplo). No contexto de nosso trabalho, denominaremos por fractal qualquer
elemento de (H{M), hg).

Dagui em diante, denotaremos N = {1,2,...,N}. Sejam w, : M — M, n € N,
contracoes em (M, d) e o, seus respectivos fatores de contragdo. Definimos W : H(M) —
H(M) por

W(d) = U wa(d), (IL1)

_ neN
onde wn(A) = {wa(z) | z € A}.

Proposigao I1.2: W € uma contragdo em (H(M), hq) com fator de contragdo o = m?:qz Oy,
ne

Prova: Apéndice, pagina 71. O

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, W tem um tinico pento fixo em H({M ), digamos

A.

Definigao 11.1: Um Sistema Iterativo de Funcgbes (IF5) é um espago métrico
completo (M, d) mais um conjunto finito de contragdes wn : M — M, n € N com seus
respectivos fatores de contragdo ay,. A notagdo usada para IFS é { (M,d); w,,n €N} (o
espago métrico pode ser omitido quando ndo houver perigo de ambigiidade). Denominam-
se atrator e fator de contracdo do IFS o ponto fixzo A da contracdo W definida por

{II.1) e 0 mdzimo dos fatores de contracdo a,, Tespectivamente.

Exemplo I1.1[Curva de Kochl: Sejam M =R? e d o méirica euclidiana. Considere-

mos o IFS formado pelas contragdes

T 1{ cosf, —sinb, x N 0
w = y
"\ y 3\ sin, cosé, y br
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onde a tabela

b= 2 e = | 3

8, an by,
0 0 0
7/3 1 0

~7/3 3/2 V/3/2

0

2

0

define os pardmetros de cada wy.
O atrator deste IF5 € a famosa curva de Koch, vista na Figura I1.1.

ﬁs"zn% ﬁﬁfxggnj'\ﬂ
0 h] 2

0

3

Figura [1.1: Curva de Koch.

O interessante agora é usar IFS para nos ajudar a modelar e resolver nossos problemas.

E nessa linha que surge o seguinte:

Teorema II.1[Teorema da Colagem]: Seja (M, d) um espago métrico completo. Sejam
{(M,d); wn,n € N} um IFS, com fator de contracio a, e £ € H(M) tal que

hy (L, U wn(f,)) <e,

para algum £ > 0. Entdo
ha(L, A) < —

~1l—-a

H

onde A € o atrator do IFS.

Prova: Apéndice, pagina 72. O
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Se quisermos usar o atrator de um IFS como aproximagédo, ou modelo, para um dado
conjunto L, o teorema acima nos diz de que maneira devemos escolher as contragdes wy.
Elas devem ser tais que a unido das imagens de £ por estas fungdes néo seja muito “dife-
rente” de £. Uma maneira de fazermos isto seria partir o conjunto £ em vérios pedagos,
tais que, cada um seja aproximadamente & imagem de £ por uma transformagio w,. O

Teorema I1.1 leva o nome de Teorema da Colagem justamente porque seriam estas imagens

qtie coladas formariam o conjunto £ completo.

Exemplo I1.2: Suponha que quiséssemos construir um IFS, de tal maneira que seu atra-
tor A fosse uma aprozimagdo da regido do plano L = {(z,y) | 0 € z,y < 1}. Poderiamos

escolher, por ezemplo, quatro transformagdes wy, da seguinte forma:

1
wﬂ(zry) = '2'($+ On, Y + bn) ’

onde a,, e b, assumem o0s valores

"n{ a, b,
11 0 0
2]1/2 0
sl 0 1/2
1]1/2 1/2
Ly L4
L
‘Cl CQ

Figura I11.2: Conjunto £ e unido das imagens £;, ¢t = 1,2, 3,4.

A primeira transformacdo mapeie o conjunto £ em L1 = {(z,¥) | 0 < z,y < 1/2}, a
sequnda em £y = {{z,y) | 1/2 <2< 1,0<y < 1/2}, aterceiraem L3 = {{z,y) |0 <z <
1/2,1/2 < y € 1} e a quarta em L4 = {(z,y) | 1/2 < z,y < 1}. Como L ¢ ezatamente
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igual a UA_,L,, o atrator A € ezatamente o conjunto L. E como se tivéssemos “colado”

os vdrios pedagos (£, Ly, L3 € L4) para formar L.

Exemplo I1.3[Folha de Samambaial: Um ezemplo cldssico de como podemos usar o
Teorema da Colagem é a Folha de Samambaia [4]. Esse IFS demonstra o qudo poderoso € o
teorema e como podemos conseguir Stimas aprorimagdes para 0s conjuntos mais diversos.

O IFS ¢ formado por quatro transformagées afins:
T T, C0s@, —s, sing, T Qn
wn == + 1
Y T, Sind, 8, Ccos¢, Y bn

n Sq 8, ®n On by,
0.00 0.16 0.0 0.0] 0.0 0.00
0.80 0.85 -2.9 -2.5 0.0 1.60
0.30 0.34| 49.0 49.0 0.0 1.60
0.30 0.37|120.0 -50.0 | 0.0 0.44

onde

N sl

Seu atrator pode ser visto na Figura I1.3.

Figura I1.3: Folha de Samambaia.
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11.2 Interpolacao fractal

Vejamos agora como a interpolacdo fractal se encaixa no esquema da se¢do anterior. O
problema de interpolagao é: Dado o conjunto A = {(za,¥n), n=10,..., N} (assumiremos

sempre que N > 1), encontrar uma fungao f: [z9, zx] = R, continua, tal que
f(In)zyna n=0,1,...,N.

Tentaremos construir um IFS tal que seu atrator seja o grafico de uma fungé@o continua
que interpole o conjunto de dados. Neste caso, M = R? e d é a métrica euclidiana.

J4 que queremos usar interpolacao fractal, ndo seria estranho supor que a funcao in-
terpolante tivesse caracteristicas fractais, tais como auto-similaridade. Por um momento,
suponhamos que uma funcao f, que interpola A, seja auto-similar, no sentido de que o
seu grafico em cada intervalo [z,-1,z,] é a imagem de uma transformacdo atuando no
grafico todo. Mais claramente, suponhamos que para cada intervalo [z,-,,z,] exista uma

transformacio wy, : (g, Ty] X R = [2a_1, Za] X R que satisfaga

wa( {(z, f(2)) |20 S 2 S 7n}) = {(z, f(2)) | nr <z < 20} (1L.2)

Vamos tentar usar esta condi¢io para determinar w,. No entanto, note que, nao dispomos
realmente de (I1.2). A tnica informagao que temos com certeza € sobre os extremos dos

intervalos, através do conhecimento de A. Impondo isto, temos

‘wn(mﬂa yO) = (mn—h yn——l) 3

1.3
Wn(Tw,Yn) = (TnyUn). (IL.3)

Uma tentativa para as w,’s seria

<(G)-C0HE) e

Em virtude de (IL.4), a condigao (I1.3) traduz-se em

dnZy + € = Ipa
rZy + €, = I, (IL5)
CnZe + Salio T Sn = Yn
ChZn + Suyn t fn = Yn
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Essa é a condigao cldssica que encontramos em [1}, mas poderfamos também deduzir de

(I1.2), sem problema algum, que

wn(mﬁ: yﬂ) = (mnsyn) 1

(IL.6)
wn(meyN) = (xﬂ.—laynvl)'

Isto foi uma generalizacdo que fizemos. Quando formos construir cada w,, poderemos
optar agora por qual for mais conveniente. Vamos assim, introduzir um novo pardmetro
0n, que chamaremos de coeficiente de orienta¢do. Ele nos indicard se estamos usando uma
interpretacao de (I1.2) ou outra. Quando o, = 1, estaremos considerando que w,, satisfaz

(I1.3) e quando o, = —1 é porque w, satisfaz (I1.6).

Se 0, = —1, o sistema linear para os coeficientes de w, torna-se
Anlp + e, = Ip
ATy + ¢ = Zp-1
" " (11.7)
ety t+ S0 t fu = Un

CpZIN + SpYn + fn = Yna

Tanto o sistema (I11.5) quanto o (1L.7) sdo indeterminados. Escolhendo s, como pardmetro

livre, obtemos, se 0, = 1,

Gn =0 (Tp = Tn_y),
€n =0 (INTn_1 — ToTn ), (11.8)
€a =6 ({yn — ¥n-1) — salyn —0) ) €
fo=06({zNYn_1 — $Oyn) — Sa{Tnyo — $0yN) ) ’
e, se o, = —1,
an=6($n—1_$n)a
en =6 (INTyp — ToTn—1 ), (11.9)

Cp = d ( (yn—l - yn) - Sn(yN - yﬁ) ) €
fr =8 ((ZNYn — ToYn—1) — SulZayo — Toyn) ),
onde 6 = (xy — zp) .
A escolha de s, como parametro livre nao foi arbitrdria. Na verdade, s, pode ser inter-

pretado geometricamente. Definamos a quantidade hy[ry, rx](2) como sendo a diferenga
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f(z) — r(z), onde r é a reta que une os pontos {Tp, f{20)) e (xn, f(an)). Se denotarmos

por
Ly = arg zoglﬁg};ﬁ |hglzo, an] ()] (I1.10)
e por
oy =arg max |hlza_1, z0](2)], (I1.11)

Tp-1%T%Tn
entdo podemos dizer que
_ hylenoy, 2a](2)
" hylzo, zal(zg)
Vejamos na Figura I1.4 (atrator do IFS de 2], pag. 217) como interpretariamos s, para

(1L12)

cada um dos trés subintervalos (aqui, n = 3) e em particular para o primeiro deles.

Figura I1.4: Interpretagdo geométrica dos fatores de escala vertical. Aqui, s; = hy/h, onde

denotamos h = hslxg, zn]{zy) e by = hylxg, 2] (1)
Gostariamos de construir um [FS usando estas w,,, mas primeiro precisamos provar que
cada wy € contragao em {R?,d). Infelizmente isto nem sempre é verdade.

Teorema I1.2: Eriste uma métrica d, equivalente & métrica euclidiana. tal que w,,, como
definida em (114} e (I1.8) (ou (11.9)), € contragdo em (R?,d) se

su| < 1, para todo n € N.
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Prova: Apéndice, pagina 73. O

Sabemos agora que, com essas w1, e com o espago (R?, d), temos um IFS. Mas serd que
o atrator desse IFS tem algo a ver com nosso problema? Vamos provar agora que o atrator

é, efetivamente, o grafico de uma fungéo continua que interpola A.

Teorema I1.3: Considere o IFS, associado a A, {(]RQ,J); wy, N € N}, com w, definidas
em (IL4) e (11.8) (ou (I1.9)). Suponha que todos os fatores de escala vertical s, tenham
mddulo menor gue um. Denote por G o atrator do IFS. Entdo G € o grifico de uma fungdo

continua fa : [0, zn] — R que interpola A, isto é

G = {(z, falz}) | = € [z, 2n] },

coml

falzn) =yn, wpara tode (xn,yn) € A

Prova: Apéndice, pigina 74. O

Definigao I1.2: Seja A = {{zn, %), n = 0,..., N} um conjunto de dados. Considere o
IFS associado a A, definido por {(R2,d) ; w,,n € N}, onde cade w, tem a forma (I1.4)
e 05 coeficientes an, Cn, € € fn $6o dados por (I1.8) se 0, = 1 e por (I1.9) se 0, = —1,
0, n € N, sdo 0s coeficientes de orientagdo e sp, n € N, sdo 0s fatores de escalu vertical,
satisfazendo |s,| < 1. Chamemos de Fun¢do de Interpolagdéo Fractal (FIF) a fungdo

fat {zo, zn] = R cujo gréfico € o atrator desse IFS.

Exemplo 11.4:  Consideremos um exemplo de interpolagio fractal. Suponha que temos
0s pontos A = {(0,30); (20, 20); (30, 25); (50, 30)} e desejamos interpold-los por uma funcdo
continua. O primeiro passo € construir as trés coniragoes wy, Mas para 1S5 € Preciso qué
antes escolhamos s, e o,, para n = 1,2,3. Temos toda « liberdade para isso, desde que

respeitemos que |s,| < 1 e |on| = 1. Por ezemplo, escolhemos os pardmetros:
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n Sn On
1 045 -1
2 -0.20

§ -0.50 1

Podemos agora construir a contragio W. O ponto firo de W, gréfico de uma fungdo

continua que interpola os pontos de A, pode ser visto na Figura I1.5.

35— . . T T T
301 4
25¢ 4
201 .
L r L ] 1
0 10 20 30 40 80

Figura I1.5: Fungdo de interpolacao fractal para os pontos de A, marcados com asterisco

no grafico.

Ao fim desta segdo, vemos que é possivel interpolar um conjunto de dados A usando
IFS. De fato, h4 uma maneira explicita de construir esse [F'S. Provamos acima que seu
atrator é o griafico de uma funcdo continua f, que passa por todos os pontos de A. Além
disso, do ponto de vista da implementacio da interpolacao fractal, o Unico passo obscuro
¢ como construir o atrator do IFS. Uma maneira seria utilzar o método do Teorema do
Ponto Fixo, gerando um seqiiéncia convergente ao grafice de f,. Na prética isso nao é

eficiente. Na Segao IV.1 veremos um processo melhor. Desse modo, vemos que o problema
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de interpolar um conjunto de pontos A usando a interpolacado fractal j& estd completamente
resolvido. O que ainda nao sabemos € como usar a interpolagao fractal para aproxituar uma
funcio conhecida. Se tivéssemos uma tabela com os valores de uma funcao f amostrados
regularmente, como poderiamos criar uma FIF, de tal maneira que seu gréafico fosse uma

boa aproximagcaoe do grafico de f? Isso é o que responderemos no Capitulo IV.



Capitulo I1T

Dimensao Fractal

Nesta secdo nos ateremos aos resultados sobre dimensao fractal para fungoes de inter-
polacao fractal. Para uma abordagem mais detalhada sobre o assunto, veja [8]. O célculo
da dimensdo fractal terd um papel importante no nosso problema. Sera através desta
informacéo extra sobre os dados, que reconstruiremos a porcao ausente.

Vamos comecar definindo o nimero A (4, ¢) como 0 menor nimero de bolas fechadas
de raio € necessdrias para cobrir A € H{}M), onde (M,d) é um espaco métrico completo.
Esse nimero certamente existe e é finito, pois A é compacto. Intuitivamente, gostariamos

que um conjunto tivesse dimensao D, sempre que
N(A, €)= Ce?,

onde C é alguma constante positiva, generalizando assim ¢ conceito euclidiano de dimensao.

Para que fique claro, o simbolo = tem o seguinte sentido

fle) = gle) &= lim (lnf(€)) =1

o+ \In g(¢)

A dimensao fractal de um conjunto seria definida, entdo, pelo nimero D tal que

o In{A(A,¢€))
D‘ﬁ’%( In(1/¢) )

Vejamos um teorema que nos ajudard mais a frente.
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Teorema IIL.1: Considere o espago métrico (R, d), onde d € a métrica euclidiana. Scjam
A, B &€ H(R™). Se D(B) < D(A), entde D(AU B) = D(4).

Prova: Veja [2]. O

I11.1 O algoritmo Boxz Counting

Acima, vimos como ¢ definida a dimenséo fractal para um elemento arbitrario 4 de H{A{}).
No entanto, é patente que a defini¢do formal de dimensiao estd longe de poder ser usada
na pratica. Calcular, ou pelo menos estimar, a quantidade N {A, €} s6 é vidvel para uma
classe muito restrita de elementos de JH{(M).

Consideremos um teorema preliminar, que diz ser suficiente tomarmos uma seqiiéncia

discreta ¢,, que convirja a zero, para calcular a dimensao.

Teorema IIL.2: Seja A € H(M), onde (M,d) é um espago métrico. Sejam ¢, = Cr",

para qualquer v que satisfaga 0 <r <1, eC >0 comn=12,3,.... Entdo
D= im InN(A4,¢,)
n—=oo \  In{l/e,)
¢ a dimensdo fractal de A.
Prova: Apéndice, pagina 78. O

Para que haja esperanca de conseguirmos algo melhor que a definicao, vamos nos con-
centrar num caso mais simples. Ao invés de considerar H(A!), com (M, d) um espaco
meétrico completo qualquer, penseinos apenas no caso em gue Al é o R™ e d ¢ a métrica

euclidiana. Para esse caso temos o seguinte resultado.

Teorema I11.3[Box Counting]: Seja A € H(R™), com d a métrice euclidiana em R™.

Cubra o R™ por hipercubos fechados, que se inlercepiem apenas nas faces, de lados {1/2)".
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Seja Np(A) o nimero de hipercubos que interceptam A. Entdo

D = lim (M) (IIL1)

n—00 In2n

¢ a dimensdo fractal de A.

Prova: Apéndice, pagina 79. O

O teorema de Boz Counting nos diz que, para estimarmos a dimensédo fractal de um
elemento A qualquer de H(R™), devemos contar quantas células de aresta 27", de uma
malha regular, interceptam A, & medida que refinamos a malha. Isso é muito mais simples
do que a definigio pura de dimensao e pode inclusive ser implementado de maneira eficiente.
No caso em aue A for o grafico de uma func¢ao continua, a implementacao fica, ainda, muito

mais simples, gerando assim bons algoritmos para estimar a dimensdo fractal.

I11.2 Dimensao para funcoes de interpolacao fractal

Para calcular a dimensao fractal do grifico de uma funcdo de interpolacio fractal agimos

de maneira diferente.

Teorema JI1.4: Considere um IFS associado ao conjunto de dados A, como na Definicdo
I1.2. Seja G o atrator deste IFS. Se

N
> |snf > 1
n=1

e 0s pontos de A ndo forem colineares, entdo a dimensdo fractal de G € a unica solugdo D

de
N

> lsnl laa|?7t = 1. (111.9)

=1

Caso contrdrio, a dimensdo fractal de G € 1.

Prova: Veja [1]. 0
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Esse teorema junto com o Teorema de Boz Counting sdo suficientes para os nossos
objetivos. Com o segundo, estimaremos a dimensao fractal de um grafico dado. Esse
grifico pode, até mesmo, com algumas adaptacdes, ter uma parte intermediaria faltando,
pois ha um resultado que afirma que a dimensdo fractal de um conjunto A € igual a
dimenséo fractal de w{A) se w for bijetora [2]. Como ja comentamos, estamos supondo
que nossos graficos tenham uma certa auto-similaridade, logo, dentro do préprio grafico,

haverd porcdes similares ao grifico todo e dessa forma, tendo a mesma dimenséo fractal.



Capitulo IV

Aproximacgao Fractal de Funcoes

A interpolagao fractal é mais uma maneira de resolver o problema cldssico de interpolacgio,
isto é, dado um conjunto de pontos A, encontrar uma fungio continua que passa por esses
pontos. O problema central dessa tese € outro. Temos uma quantidade grande de pontos,
suficientemente densos para representar, de maneira discreta, uma funcédo, a excegdo de um
intervalo médio, do qual ndo temos informagao. Queremos entfo encontrar uma fungéo, ou
o grafico de uma, que aproxime o que ocorre nesse intervalo médio. Esse é um problema
qualitativamente diferente do problema de interpelagao.

Para abordar a questdo da reconstrugio de sinais, tivemos que passar por um problema
intermedidrio. Suponha que temos uma funcfo amostrada, de maneira suficientemente
densa, de tal forma que isso j& seja uma boa representagdo discreta, sem falha alguma.
Precisamos descobrir como fariamos para aproxima-la por uma FIF, antes de pensar no
caso da reconstrucio de sinais. Isso é o que chamaremos de problema de Aprozima¢do
Fractal de Funcoes.

Basicamente, a estratégia para aproximar uma funcdo por uma FIF seria eleger, den-
tre todos os pontos disponiveis, um subconjunto A de pontos, que seria usado entdo na
interpolagio fractal. A estes pontos em A daremos o nome de pontos de corte. Além
disso, utilizar os pontos remanescentes como uma informacdo extra na determinagao dos
parimetros livres na interpolacio fractal, visando assim que o grafico da FIF seja o mais
préximo do grafico da func¢do. Esta fungdo de interpolagéo fractal especial denominaremos

por Funcdo de Aprozimacao Fractal.

19
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Para levarmos a cabo essa fase intermedidria do projeto, precisamos esclarecer todos os

passos envolvidos na construgdo da fungdo de aproximacao fractal. Este é o objetivo desse

capitulo.

IV.1 Construindo o grafico de uma FIF

Para trabalharmos com fungdes de interpolacdo fractal no MATLAB e gera-las usando IF'S,
foi necessario que houvesse maneiras de computar eficientemente seu grafico. Pelo teorema
do ponto fixo de Banach e pela definigdo de fractal, o gréfico de uma fungao de interpolagao

fractal é o limite de uma seqiiéncia iterada
A € H(R?) qualquer,
ARl W{A%), k=1,2,...

onde W é dada por (I1.1), (I1.4), (I1.8) e (11.9). O conjunto A® mais simples que poderiamos
escolher seria A® = {x} com x € R?. A cada iteracdo, o nimero de pontos em A* se
multiplicaria por N (nimero de subintervalos pelo qual dividimos o intervalo [a, 4]). Logo
haveria problemas de armazenamento. Outro problema seria a lentidao do processo. No k-
ésimo passo de nosso suposto algoritmo, deverfamos aplicar N transformacdes a N* pontos!
Assim, mesmo para N pequeno, tal processo é praticamente inviavel.

Baseados em Berger [5], implementamos um algoritmo que aproxima o atrator do IFS
de outra forma. A idéia é descobrir sucessivos pontos pertencentes ao atrator. Sejam
G € H(R?) o grafico de fa, a funcéo de interpolagéo fractal do conjunto de dados A, e W
a contracdo construida em H{R?), como em (IL.1). Sabemos que

W(G) = G. (IV.1)

De (G, a principio conhecemos apenas os pontos que estdo em A. Selecionamos um ponto

qualquer de A, digamos x® = {z;,y;), para algum 0 < j < N. Por ({IV.1), sabemos que
W({x’}) C G, como

VV({XO}) = U wn({xﬁ}):

neN
sorteamos um n em N e definimos x! = w,(x%). Temos agora um x' que certamente

pertence a . Aplicando o mesmo processo iterativamente, geramos uma sequéncia de
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pontos {x*} em G. Podemos gerar tantos pontos quantos nos convir, e o fazemos até que
tenhamos uma quantidade razodvel de pontos, de maneira a representar suficientemente
bem a fungdo. A rotina implementada nos retorna o valor de fx sob uma malha que
definimos em [z, z5]. Dado o cardter aleatério do algoritmo, nao podemos assegurar que
todos os pontos tenham sido efetivamente calculados. Em geral, ficamos satisfeitos quando
80% da malha tenha sido preenchida. Os pontos que, porventura, nao foram atingidos,
sao aproximados por interpolacao linear, através de seus vizinhos mais préximos que foram
computados. Isto é o melhor que podemos esperar, pois sd o que temos é continuidade
da fa, assim nao podemos, e nem precisamos, tentar uma interpolacao mais suave que a
linear.

Implementamos um procedimento em MATLAB que gera as contragoes relativas ao IFS
interpolante de um conjunto de dados A e cujos fatores de escala vertical e coeficientes de
orientagdo sdo fornecidos. Esse procedimento é, basicamente, a implementagdo de (I1.4),
(I1.8) e (I1.9).

IV.2 Estimando os fatores de escala vertical

Suponha que, dentre todos os pontos disponiveis, ja escolhemos os pontos que pertecerao
a A (esclareceremos isso mais adiante). Os pardmetros que ainda faltam ser determinados
sao os fatores de escala vertical e os coeficientes de orientagéo, para cada subintervalo.

Implementamos uma rotina para estimar os fatores de escala vertical. A aproximagio
de s, é feita através de sua interpretacido geométrica (I1.12). Para tanto, precisamos do
grafico da funcdo que queremos aproximar e dos pontos de corte.

Comprovamos a eficdcia dessa aproximagdo com o seguinte teste. Primeiramente, cons-
truimos uma funcao de interpolagdo fractal, da qual conhecemos os fatores de escala verti-
cal. Usando o algoritmo descrito na se¢do anterior, obtemos uma representagao discreta da
funcdo. Isto foi usado como entrada para a rotina. A estimativa gerada foi muito préxima
dos valores reais.

Apresentamos um exemplo que ilustra o desempenho dessa estratégia. Utilizamos a
FIF encontrada em [6], denominada difratograma sintético de raios X {usaremos esta FIF

en1 muitos outros exemplos, ndo devido a alguma caracteristica especial que possa ter, mas
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dada a praticidade de termos toda informagio, sobre ela, compilada em [6]). Na Figura
IV.1{a) podemos ver o gréfico real da FIF e na Figura IV.1(b) ¢ grafico construido com os

fatores de escala vertical aproximados.

{b)

Figura IV.1: Teste de recuperagio dos fatores de escala vertical. (a) grafico original da
FIF encontrada em [6]. (b) gréfico construido com os fatores de escala vertical estimados

e os pontos de interpolacéo reais.

IV.3 Estimando os coeficientes de orientagao

Como j4 dissemos anteriormente, o coeficiente de orientagio é um pardmetro novo, in-
troduzido por nds, generalizando a maneira como manipulamos a condigao (IL.2). Sua
interpretacio geométrica é simples. Se o0, = 1, a contragdo w, mapela o grafico de f,
diretamente para o n-ésimo subintervalo. Se o,, = —1, antes de mnapearmos o grafico de fa,
fazemos uma refiexao em torno do eixo das ordenadas. Assim, o grafico de fi, no n-ésimo
subintervale, é uma versado espelhada do grafico completo de fi. Podemos ver isso na

Figura IV.2. No primeiro subintervalo destacado, {0.2,0.4], o,, = 1. Claramente, o grifico
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Figura IV.2: Interpretacdo geométrica do coeficiente de orientagao. No intervalo [0.2, 0.4],

0, = 1 e no intervalo [0.5,0.7], o, = —1.

nesse subintervalo é uma versdo reduzida do grafico completo. No segundo subintervalo
destacado, [0.5,0.7), o, = —1, podemos ver que o grafico foi primeiro refletido antes de
mapeado.

Com a interpretagio geométrica de o,, podemos imaginar uma maneira de estimar
os coeficientes de orientagio. Em cada subintervalo [z,_1, ), fazemos um teste simples.
Verificamos se z, (I1.10) estd a direita ou a esquerda do ponto médio do intervalo [a,b] ¢
o mesmo para z; (IL.11), em rela¢do ao intervalo [Z,_1,Zx]. Se ambos estiverem do mesmo
lado, fixamos o, == 1; caso contraric o, = —1. Para validar o algoritmo, construimos varias
funcoes de interpolacio fractal, com diferentes conjuntos de coeficientes de orientagdo.
Geramos seus graficos e os fornecemos para nossa rotina juntamente com os pontos de
corte. Para todos os testes, este algoritmo recuperou perfeitamente os coeficientes de

orientacao.
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1V.4 Escolhendo os pontos de corte

Para construir a funcao de aproximacao fractal j4 temos praticamente tudo automatizado.

Esquematicamente, agimos assim:

1. Temos o grafico de uma fungéo continua f : [a,b] — R, discretizado sobre uma malha

regular a = 29 < 2y < -+ < zp = b,
2. Escolhemos os pontos de corte A = {(z;, f(2;)) |la=x¢ < -+ < zy = b},
3. Estimamos os fatores de escala vertical s, paran=1,... N (Se¢do IV.2),
4. Estimamos os coeficientes de orientagdo o,, paran =1,..., N (Se¢do IV.3),
5. Construimos o [FS {Secao IV.1),

6. Geramos uma tabela de pontos com os valores de f, numa particio regular de [a, b
arbitrdria (Secao IV.1).

De todos os passos acima, o ilnico ainda ndo discutido é o segundo. Ressaltamos
que 1ndo havia na literatura trabalho algum que se dispusesse a resolver tal questdo. De
que maneira devemos escolher os pontos de A, para que o grifico de fi seja uma boa
aproximacdo do grdfico de f7 A resposta é simples e diffeil a0 mesmo tempo. Se nos
lembrarmos do Teorema da Colagem, veremos que ele nos diz que o atrator de um IFS
esta proximo de um conjunto dado se a imagem desse conjunto pela transformacio W esta
proxima de si mesma. Pensemos no caso ideal. Suponha que nos deram o grafico de uma
fungdo continua f : [a,b] — R, na verdade o atrator de um IFS. O grifico realmente
é um fractal. Suponha que o IFS gerador tenha sido construido com os pontos de A =
{(z;, flz;)) | a =20 < --- <zNn = b}, 08 fatores de escala vertical s, e 0s coeficintes de

orientagdo o,, n € N. Sabemos entdo que, para cada subintervalo, {I11.2) se verifica, isto ¢,

wy{ {(z, f@) lzo <z < on} ) ={(z. f(@)) [ 2oy <7 < 20} (1V.2)

Foi com base em (IV.2} que desenvolvemos um algoritmo para encontrar os pontos de corte

Htimos.
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Algoritmo IV.1: Selegcao dos pontos de corte

(0) Seja {a = zp < 21 < ... < zp = b} uma malha regular de [a,b]. Defina xy = 2z,
k=1lei=0.

(1) Para j=i+1,..., M:

(a) Construa a transformagao w, como em ([1.4), associada ao intervalo {zx_;, 2]

usando s estimado, como na Secdo [V.2, e ¢ estimado, como na Segao 1V.3,

(b) Faga w™ ({(z, f{z)} | 2k €2 £ 25}) = {(w,v) | {w,v) = wHx, f(z))} C
la,b] x R,

{c) Interpole linearmente os pontos {{u,v)},

(d) Compute a norma relativa da diferenga entre o grafico {{u,v}} e o grdfico

{{z, f(z))}

(2) Escolha, como xy, o ponto z; para o qual obtivemos a menor norma da diferenga no

passo (1.d).
(3) Facak=k+1,i=j".

(4) Sei = M, entao encerre o algoritmo com {zy, ..., 2y} sendo os pontos de interpolagao

selecionados; caso contrario volte a (1).

Inicialmente, definimos que o primeiro ponto de corte é o extremo esquerdo. Suponha
que jd descobrimos (k — 1) pontos. Para descobrir o préximo, fazemos uma varredura em
todos os pontos que estdo & direita de z;_;. Para cada ponto z;, construimos a contragao
w: [a,b] X R = [z4-1, 23] X R, como descrita por (I.4) e (I1.8) {ou (I11.9}), usando s e o
estimados. Aplicamos a sua inversa & porgao do grafico relativa ao subintervalo [zx_1, 2],
mapeando-a em [a, b]. Como temos apenas alguns pontos no subintervalo, apos maped-los
em [a, b], interpolamo-os linearmente para que possamos ter uma aproximacao, na malha
completa, do que seria a imagem inversa do gréfico em [z¢_1, z;] por w. Comparamos essa

aproximagcao com o grafico de f. Sabemos que, pelo fato do gréifico de f ser uma FIF,
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existe um ponto 2, a direita de z4_,, tal que a condigio de auto-similaridade se verifica,
isto €,
wn({(z, f(z)) [a <z <b}) ={(z, f(z)) Janr S 2 < 25} (Iv.3)
Logo, escothemos para z; o 2; tal que, quando mapeamos [z4-1, z;} em [a, D], obtivemos
0 menor erro na norma 1. Também usamos a norma dois nessa medida, porém nenhuma
diferenca siginicativa nos pontos encotrados foi constatada. Assim a norma 1 fot a escolhida
por ser mais barata. Repetimos o processo até que, por fim, tenhamos chegado a zx = b.
Verificamos a eficicia dessa técnica aplicando-a justamente ao grafico de uma funcéo de
interpolagdo fractal. Esse teste foi feito novamente com o difratograma sintético de raios
X [6]. Na Tabela IV.1, colocamos os dados com os quais o IFS foi construido e os dados

encontrados pela nossa metodologia. Os coeficientes de orientacfo sao todos iguais a um

Dados reais Dados recuperados

n Ty Un Sn In Un Sn
0 ) 0.000 0.000 — 1 0.000 0.000 -
10200 0700 | -0.0600 | 0.200 0.700 | —0.0595
210820 4.600 0.0800 | 0.820 4.600 0.0799
3 (1210 4.800 0.0900 | 1.210 4.800 0.0899
4 1.500 4.800 0.0750 | 1.500 4.800 0.0739
51 2.260 7.200 [ —0.1200 | 2.260 7.200 | —0.1204
6] 2520 8.710 | —0.2300 | 2.520 8.710 | —0.2304
712700 5.300 | —0.3000 | 2.700 5.300 | —0.2944
812880 4.100 0.0550 | 2.880 4.100 0.0542
9| 3.000 3.900 0.2000 | 3.000 3.900 0.1846
10 | 3.070 2.600 0.4000 | 3.070 2.600 0.3835
11 | 3.240 1.700 | —0.0800 | 3.240 1.700 | —0.0783
12 | 3.310 4.100 0.1000 | 3.310 4.100 0.0990
13 | 3.340 1.650 0.1000 | 3.340 1.650 0.1050
14 1 3.500 2.500 | —0.1300 | 3.500 2.500 | —0.1285

Tabela IV.1: Comparagio entre os parametros reais usados na construcio da FIF de [6] e

0s recuperados pelo Algoritmo IV.1.

e foram todos perfeitamente recuperados. Na Figura IV.3 podemos ver, em {a}, o grifico
original e, em (b), o aproximado usando a informacao estimada acima.
Com esse teste, e com outros que fizemos, pode-se ver que o procedimento funciona

muito bem no caso ideal, isto €, quando o grifico fornecido é um fractal gerado por um
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{a}
10 Y T | L] T T

4 2N D

Figura IV.3: Teste do algoritmo de selegdo dos pontos para o caso ideal. (a) Difratograma
sintético de ralos X. (b) Grafico construido com os pontos de corte, fatores de escala vertical

e coeficientes de orientagdo estimados,

IF'S. Precisamos ver se tal metodologia também funciona satisfatoriamente quando aplicada
a um grafico real.

Fizemos véarios teste utilizando, a principio, dados meteorolégicos. Apesar de, na teo-
ria, qualquer fator de escala vertical com mddulo menor que um ser valido, na prética
percebemos que isto nao ocorre. E uma possibilidade do algoritmo poder limitar o médulo

dos s,. Esse recurso rendeu uma melhora significativa nos resultados.

IV.5 Exemplos reais trabalhados

Apresentamos aqui dois exemplos de fun¢des meteoroldgicas reais que foram aproxima-
das usando nossa técnica. Ressaltamos que para ambos os casos, fixamos limitantes para

o médulo maximo dos fatores de escala vertical. A escolhia desse limitantes é empirica,
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no sentido de que, primeiramente, aproximamos o grafico sem limitante algum (Js,| < 1,
apenas). Caso o resultado tenha sido suficientemente bom, a nosso critério, damo-nos por
satisfeitos. Se a aproximacao resultante ndo for muito razodvel, reduzimos o limitante. Nao
precisamos que essa limitacdo seja uniforme, isto é, podemos impor cotas superiores dife-
rentes para subintervalos distintos do grafico. Com isso, podemos melthorar a aproximagéao

de maneira seletiva, concentrando-nos em regioes onde ainda nfo estamos satisfeitos.

Teste 1: Este é um grafico da dire¢do do vento, em relagdo ao norte, no sentido horario
(Reserva Ducke, Floresta Amazonica}, fornecido pelo INPE, com 1156 pontos (Figura
IV.4(a)).

(a)

3.0F 5

2.81 -

Py =

(&)
3 .4 - T T 1 1 L ]

3.2r i

Figura IV.4: Diregdo do vento, Reserva Ducke, Floresta Amazdnica - (a) grafico original
com 1156 pontos e (b) grafico aproximado com 30 pontos e médulos maximos dos fatores
de escala vertical limitados por 0.3 até o ponto 0.360, 0.15 até o ponto 0.566 e 0.3 até o
ponto 1.156.
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Através de nosso algoritmo, obtivemos uma aproximac¢io com 30 pontos. O moédulo
mdximo dos fatores de escala vertical foi controlado de maneira distinta para determina-
dos intervalos, possibilitando assim um melbor ajuste. Para os subintervalos com extremo
esquerdo menor ou igual ao ponto 0.360, impusemos um limitante de 0.3; para os subin-
tervalos com extremo esquerdo a partir de 0.360 e menor ou igual a 0.566, o limitante foi
0.15; e, finalmente, para todos os subintervalos com extremo esquerdo a direita do ponto

0.566, impusemos um limitante de 0.3. Na Figura IV.4(b} podemos ver esta aproximagio.
Teste 2: Esse é um grafico da velocidade vertical do vento, & altura de 30m (Reserva
Ducke, Floresta Amazonica), fornecido pelo INPE, com 1156 pontos (Figura IV.5(a)).

{a)
7.5 ¥ L4 ) F T 1

6.5r i

6.0

{t)
7.5 ¥ T b T T T

7.0r .

6.5 1

6.0

Figura [V.5: Velocidade vertical do vento, Reserva Ducke, Floresta Amazonica - (a) grafico
original com 1156 pontos e (b) grifico aproximado com 44 pontos e limitagdo no mddulo

dos fatores de escala vertical de 0.2.

Nosso algoritmo obteve, impondo que os mddulos dos fatores de escala vertical fossem



CAPITULO 1V: APROXIMACAO FRACTAL DE FUNCOES 30

todos uniformemente limitados por (.20, uma aproximagao com 44 pontos de corte (Figura
IV.5(b)).

(s exemplos apresentados sao reajs e servem para ilustrar o potencial da Aproximacgao
Fractal de FuncGes. Sua utilidade nao deve ser encarada como a mesma de outras técnicas
aproximativas para fun¢oes. Esta é especialmente 1itil no caso de fungbes com comporta-
mento fractal esperado. Os sinais meteorologicos sao apenas um exemplo onde encontramos
essa situa¢do. Muitos outros podem ser encontrados, principalmente no &mbito das ciéncias
experimentais, como Quimica, Fisica, Biologia entre tantas outras. Nesses casos, nem sem-
pre representar o sinal “exatamente” é o objetivo. Para muitos propositos, apenas manter
as caracteristicas principais (algo também a ser definido) pode ser mais que suficiente.
Nessas situagdes, a Aproximagio Fractal pode ser muito util, possibilitando uma forma

extremamente condensada de armazenar a informacac amostrada.



Capitulo V

Reconstrucao Fractal de Funcoes

No Capitulo IV, vimos como é possivel aproximar func¢des usando a aproximacéo fractal.
Veremos agora como utilizar isso na reconstru¢do de sinais. Basicamente, agiremos como
no capitulo anterior, com algumas ressalvas. Em primeiro lugar, os pontos selecionados
para A deverao, obrigatoriamente, conter os extremos do intervalo ausente e, em segundo
lugar, precisaremos definir uma estratégia para escolher os pardmetros relativos a esse
intervalo.

Nas técnicas tradicionais para a reconstrucao de sinais, o fato de nao termos amos-
tra alguma num determinado intervalo implica que praticamente nada conhecemos sobre
ele. Dal a dificuldade de aproximar o que acontece nessa porcao obscura. A vantagem
de usar reconstrug¢do fractal, como mostraremos, é que, mesmo nao conhecendo o gréfico
num determinado subintervalo, temos ainda a informacao, ou parte dela, referente a esse
subintervalo, contida em outras porcdes do gréafico. Podemos afimar isso, desde que este-
jamos assumindo que o grafico tem a propriedade de uma certa auto-similaridade, uma de
nossas premissas. A auto-similaridade afirma que um gréafico pode ser seccionado em vérios
pedacos, onde cada um desses é um mapeamento do grafico todo. Quem faz o papel de
ponte entre esses pedacgos e o grafico completo é a dimensio fractal. Serd esta informagéo
adicional que usaremos para estimar os pardmetros associados ao intervalo no gual o sinal

nao fol amostrado.

31
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V.1 Escolhendo os pontos de corte

Como na aproximagao fractal de funcGes, também ¢ preciso escolher, para a reconstrugio,
um subconjunto A, dos pontos amostrados, para conter os pontos de corte. Porém, va-
mos forgar uma situagido que nio havia no caso anterior. Imporemos que os extremos do
subintervalo ausente estejam em A. Lembrando do algoritmo utilizado na aproximacio
fractal, uma vez escolhidos os pontos de corte, utilizamos os pontos remanescentes para es-
timar o fator de escala vertical e o coeficiente de orientacao, em cada subintervalo. Assim,
acabamos de simplificar o problema. Inicialmente, ndo conhecfamos nada sobre um de-
terminado subintervalo. Agora, ndo conhecemos apenas dois parimetros para esse mesmo
subintervalo. Se houver uma maneira de estimar essas quantidades, nosso problema estara
resolvido.

Implicitamente, quando forcamos que os extremos do subintervalo ausente fizessem
parte dos pontos de corte escolhidos, dissemos que a fungdo é auto-similiar nesse subin-
tervalo. E se isso ndo for verdade? Bem, isso realmente ndo precisa ser verdade. E uma
aproximacio, e dado que nada conhecemos do grafico nesse intervalo, é tudo o que pode-
mos fazer. E se essa aproximagdo nio for boa? Bom, isto também pode ocorrer. Contudo,
esperamos que essa aproximacao seja razodvel para, pelo menos, subintervalos pequenos

em rela¢do ao intervalo completo.

Suponha que [c,d] seja o subintervalo ausente. Usaremos o Algoritmo IV.l com a
alteracdo de que, se r, estiver a esquerda de ¢, o indexador j variara até o indice corres-
pondente ao ponto ¢. Se, porventura, o préprio ponto c for escolhido, pulamos diretamente
para d e o fixamos como sendo o préximo ponto. Se ¢ néo foi escolhide, impomos que o

seja e novamente pulamos para d.

V.2 Estimando a dimensao fractal

Quando estimamos a dimensao fractal de um gréafico temos duas situagdes diferentes. Se
o objetivo fosse descobrir a dimenséo fractal para o grafico de uma funcio de interpolagao

fractal, tudo o que deveriamos fazer seria resolver a equagao (II[.2). Esse caso ndo traz
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dificuldade alguma e foi implementado de maneira a aproximar a solu¢éo da equagao pelo
Método de Newton. Se, por outro lado, o grifico em questio nio fosse o de uma FIF, entao
a abordagem seria através do Teorema 111.3 (Box Counting).

A implementacgao do algoritmo Boz Counting é delicada. Para que tenhamos uma boa
estimativa da dimensdo fractal, devemos fazer a contagem das células que interceptam o
grafico de maneira cuidadosa. Precisamos levar em conta questées numeéricas, inerentes &
malneira como representamos as fungoes no computador.

Em primeiro lugar, para facilitar a manipula¢do dos dados, mapeamos o grafico da
fungdo na caixa [0,1] x [0,1]. Isso néo altera sua dimenséo e ainda ajuda a reduzir erros
numéricos, tornando as escalas compativeis em ambos os eixos. Para um determinado n,
que define o tamanho 27" da célula, geramos uma tabela com os subintervalos de [0, 1]
correspondentes a cada coluna da malha. Para cada uma dessas colunas, calculamos em
que células se encontram ¢ mdaximo e o minimo da fun¢do. Como a funcio é continua,
podemos dizer quantas células sdo interceptadas. Somando essas quantidades para todas
as colunas, temos, ao final, o numero total de células N, que interceptam o gréfico da
funcdo. Repetimos 0 processo para varios valores de n (na Figura V.1 podemos ver como
ficam essa malhas). Fazendo uma regressao linear com o logaritmo de A, estimamos
a dimenszo fractal do grafico, pelo coeficiente angular da reta obtida. Na Figura V.2,
podemos ver um exemplo de como ficam os pontos estimados por esse procedimento e
como eles sao ajustados por uma reta.

H4a vérias questdes delicadas aqui. Somos nés que fixamos o n inicial (n;), que o
algoritmo usa para definir o tamanho inicial das células. A principio, fixdvamos n; igual
1. As células tinham tamanho inicial de 1/2 e, dessa forma, a regido [0,1] x [0,1] era
divida em quatro células apenas. Por isso, Ay era muito instdvel. Uma Ieve mudanca na
funcdo poderia resultar que seu grafico cruzasse as quatro células ao invés de trés, por
exemplo, anmentando em 25% o valor de A;. Isso pode acarretar um aumento, ds vezes,
significativo da dimenséo estimada. Pensamos entdo que seria melhor comegar com n; = 2.
Esperdvamos que, desprezando o primeiro ponto, a aproximagdo seria mais estavel, sem
muito prejuizo pelo fato de termos menos pontos. O que ocorreu na pratica foi que, para
muitos casos, comecar com n; = 2 foi muito melhor que com n;, = 1. Porém, para um

nitmero igualmente significativo de casos, a escolha de n; = 1, mostrou-se muito melhor.
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n=1 n=2

Figura V.1: Exemplo de malhas geradas pelo algoritmo de Bor Counting para estimar a

dimensao fractal.

Da mesma forma que a escolha do n; inicial relaciona-se a melhores ou piores estima-
tivas da dimensédo fractal, a escolha do n; final também. A principio, poderiamos pensar
que, quanto mais A, pudéssemos computar, melhor seria nosso resultado. Temos uma li-
mitacao imposta pela representacdo das fungdes. Induzidos pela maneira como 0 MATLAB
trabalha, as funcoes sao representadas como uma quantidade finita de pontos interpolados
linearmente. Aumentando indiscriminadamente 7, a partir de um certo #2, as células ficam
pequenas demais para que, dentro de cada uma delas, haja um ou nenhum ponto, prejudi-
cando assim o desempenho do algoritmo. Logo, i deve ser menor que In A/ 1In 2, onde M é
a quantidade de pontos amostrados que temos. Fixamos fi como o maior inteiro menor gque
In A/ In2. Para os exemplos que mostraremos, em geral, com 1000 < A < 1500, fixamos
ny =0 =9 ou 10.

Avaliamos o desempenho do algoritmo, estimando a dimensdo fractal de gréficos de

fungoes de interpolagio fractal, ja& que para esses, conhecemos o0s valores reais de suas
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D =1.3740
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InN(n)/in2

Figura V.2: Exemplo de estimativa gerada pelo algoritmo Box Counting.

dimensdes (Segdo II1.2). Trabalhamos com n; = 2 e ny = 9 ou 10. Fregilentemente, o
algoritmo subestimava a dimensdo. O erro podia chegar a até 8%, ficando, na média, em
5.2%. Notamos que, para alguns problemas, o erro era menor para um n; menor que
f. Avaliamos para qual ny conseguiamos o menor erro e, em geral, foi para aquele cuja
estimativa da dimensdo era a maior. Nossa estratégia passou a ser: estimar a dimensio
fractal para n; = 2 e ny variando entre 3 e 9, tomando como aproximagao final, a dimensdo
que resultasse ser a maior dentre todas. Isso melhorou algumas aproximagdes e piorou
outras. Decidimos variar também n;. Para cada problema teste, fizemos n; = 1,2, 3. Para
cada 7, fixo escolhemos a dimenséo que resultou ser a maior para ny = n;+1,...,9. Tendo
esses trés valores, escolhemos, como aproximacao final, o menor deles. Com essa estratégia,
o erro ficou, em média, em torno de 2.6%. Na Figura V.3, apresentamos um exemplo do

comporiamento da dimensdo estimada quando variamos n; = 1,2,3eny=n; +1,...,9.
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D real = 1.2315, D estimada = 1.2372 (erro = 0.4640%)
15 T T T L] T T T T

1.4 . -

1.3

1.2+

1.1F

Dimensoes estimadas

0.8~

0.8

Figura V.3: Comportamento do estimador da dimensao para vdrios valores de n;. Para a
curva solida, n; = 1 e ny = 9, com I} = 1.2372; para a curva tracejada, n; = 2 e ny = 9,

com D = 1.3387 e, para a curva pontilhada, n, =3 e ny = 9, com D = 1.4263.

Na Figura V.3, podemos perceber também que, a maxima dimensfo, para quaisquer
um dos n; escolhidos, nunca foi a calculada com n; = 9 e essa era a aproximagio que
tomavamos a principio. Isso ocorreu para todos os outros casos que estudamos. Na maioria
deles, o maximo se concentrava em torno de ny = 5. A explicacdo é que, para ny ao redor
de 5, o algoritmo jd estd considerando células pequenas o suficiente para conseguir uma
boa aproximacao, porém nao tao pequenas, a pouto de perceber que, na verdade, o grafico
em questdo é linear por partes, devido a sua representagao no computador. A medida que
as células reduzem de tamanho, e portanto, o algoritmo comeca a considerar pequenas
porcoes individuais do grifico, o fato de ser linear por partes acarreta um decréscimo na

dimensao estimada, pois, para fun¢oes desse tipo, a dimensio seria 1.
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Temos assim, uma forma suficientemente boa de calcular a dimensao fractal de um
grafico. No entanto, o que realmente precisamos ¢ uma forma de estimar a dimensio, no
caso em que nao conhecemos um determinade subintervalo.

Vamos considerar o problema de reconstrucao e, da mesma forma que antes, comecemos
imaginando que a fun¢do em questio ¢ uma FIF. Além disso, suponhamos também que o
intervalo ausente seja exatamente um dos subintervalos onde a fungdo tem a propriedade de
auto-similaridade. Como vimos a pouco, podemos determinar os pontos de corte sem difi-
culdade. Temos entéo, os subintervalos onde a propriedade de auto-similaridade se verifica.
Em virtude disso, a dimensao fractal do grafico em cada um desses subintervalos é igual a
dimensao do gréfico todo. Como nossa intencdo € estimar a dimensdo do grafico completo,
poderiamos usar, como aproximacao, as dimensdes estimadas em cada subintervalo.

Na pratica, essa idéia funciona tanto melhor quanto mais pontos tivermos amostrados
em cada subintervalo. Nem sempre isso € possivel. Em geral, a quantidade de pontos nos
subintervalos é muito inferior que no grafico todo. Se essa quantidade for muito baixa,
podemos ter estimativas muito ruins da dimensio. Um exemplo de como isso ocorre é que,
para a FIF em [6], tabelada em 1024 pontos, a estimativa da dimensio fractal do gréfico
todo é bem razodvel. No entanto, o maior de seus subintervalo teria 223 pontos, o que é
muito pouco para que uma boa estimativa da dimensao possa ser feita.

Poderiamos agir de outra maneira. Denote por G, o grafico sobre o n-ésimo subintervalo
e por G o grafico todo. Sabemos que D(G,)} = D(G), para todo n. Pelo Teorema I1I.1,
D(UnenGn) = D(G), onde N C N. Em conseqiiéncia, uma idéia seria tomar cada um
dos lados do gréfico (& direita e & esquerda do intervalo ausente), estimar sua dimensoes e
utilizd-las como aproximacgio para a dimensdo do gréfico completo. Isso ja é melhor que
a idéia anterior, na medida que utilizamos “pedagos” maiores de gréfico para estimar a
dimensdo. Em alguns casos, esta abordagem foi boa, porém, para uma quantidade ainda
expressiva, continuamos tendo resultados inadequados.

Independentemente da maneira como iremos aproximar a dimensdo fractal do grafico
com falha de amostragem, temos uma forma confiavel de conseguir cotas inferior e superior
para a dimensio. Se isto ndo é suficiente para estimarmos o fator de escala vertical e o
coeficiente de orientacio, no minimo, serve para descartar “aproximacoes” grosseiras da

dimensao. Vejamos como isso pode ser feito.
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Suponha que temos um grafico amostrado com falha. Apos selecionarmos os pontos

de corte, observamos que a porcao ausente € o m-ésimo subintervalo. Usando a equacio

(II1.2), do Teorema 111.4, isolamos |s,,|, obtendo
1 N D1
lsm! = m 1- ; ISnH(I.nI - . (V1)
nm

Assim, temos |s,,| como funcdo de D, a dimensao do grifico. Vejamos, na Figura V.4, um
exemplo de como seria o comportamento desta fungio, para D € [1,2) (os possiveis valores

para dimensao fractal de uma fungao continua de uma varidvel a valores reais).

Modulo do fator de escala vertical

1 1.2 1.4 16 1.8 2
Dimensao fractal

Figura V.4: Comportamento do médulo do fator de escala vertical do subintervalo ausente

em funcdo da dimensao fractal do grafico.

Perceba que nem todos os valores de |sp| sdo aceitdvies. Sabemos que 0 < |s,,,| < 1.
Assim, apenas alguns valores de D sédo validos, neste exemplo. Determinando o valor de
D para o qual |s,| = 0 e aquele para o qual |s,,| = 1, temos 0s respectivos valores mdximo
e minimo de D, possiveis para esta fungdo. Dessa maneira, conseguimos cotas inferior e
superior para a dimensio fractal do grafico. Sabendo isso, podemos descartar estimativas
que estejam fora desta faixa. Na Figura V.5, vemos a regido aceitdvel do grifico de |s,,|

em funcéio da dimensdo fractal, para o exemplo anterior.
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Figura V.5: Comportamento do médulo do fator de escala vertical do subintervalo ausente

em fungio da dimenséo fractal do gréfico, apenas para o intervalo aceitdvel da dimensao.

Devemos observar também que o médulo de s, varia muito rapido. Enquanto D) per-
corre um intervalo de comprimento 0.166, |s,,| vai de 0 a 1. Essa caracteristica acentua-se
a medida que a, diminui. Ou seja, quanto menor for o comprimento do subintervalo au-
sente, mais sensivel é o médulo do fator de escala vertical a variagbes da dimenséo fractal.
Podemos ver isto pela expressdo (V.1), na qual temos o fator 1/|a,|P’~!. Esse tipo de
comportamento contradiz o senso comum. Seria natural esperar que o problema fosse mais
bem condicionado, 4 medida que o intervalo ausente tivesse seu comprimento reduzido.
No entanto, faz sentindo, pois se desejdssemos mudar a dimensdo fractal de um gréfico,
as custas apenas do fator de escala vertical de um intervalo pequeno, esse deveria variar
muito para que seu efeito fosse perceptivel.

Em vista dessa discussao, achamos importante que se invista em buscar maneiras
mais eficientes de estimar a dimensio fractal, para o problema com falha de amostra-
gem. Certamente, ganhos nesse sentido revelariam-se em melhorias grandes ac processo de
reconstrucao como um todo.

Aplicando as mesmas idéias, para o caso onde a fungdo em questdo ndo é uma FIF,

conseguimos resultados semelhantes.
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V.3 Estimando os parametros do intervalo obscuro

Precisamos estimar o fator de escala vertical e o coeficiente de orientagio para o in-
tervalo ausente. Feito isso, estaremos aptos a reconstruir a porgao faltante do gréfico,
aproximando-a pela sua andloga na func¢éio de reconstrugao fractal.

Para estimar o fator de escala vertical procedemos como discutido na secao anterior.
Estimamos a dimenséo fractal do gréfico e, usando a férmula (V.1), encontramos o médulo
de s,. Vimos também, que pela prépria caracteristica dessa equagdo, a estimativa de
|sm| & muito sensivel a variagbes da dimensao fractal. Sem duvida, fica aberta aqui uma
possibilidade para trabalhos futuros: conseguir uma relagdo mais estdvel entre o fator de
escala vertical e a dimensao fractal.

Falta decidir sobre o sinal de s,, e sobre o,. Fazemos isso, testando as quatro possi-
bilidades e escolhendo a que resultou um erro menor na aproximagéo do gréfico real pelo

grafico da fungdo de reconstrugao fractal.

V.4 Exemplos trabalhados

Vamos agora 110s concentrar em alguns exemplos de como reconstruir sinais que, eventual-

mente, tenham sido amostrados com falha.

Difratograma sintético de raios X (situacao ideal): Este sinal é uma FIF que
aproxima um difratograma de raios X, medido no Instituto de Quimica da Unicamp, obtida
empiracamente em [6]. Nesse exemplo tentaremos reconstruir o grafico em questao quando
a porcao ausente for exatamente um dos subintervalos onde o grafico é auto-similar.

Este grafico estd definido em [0, 3.5] e representado por 3501 pontos igualmente espagados.
Vamos considerar [2.26, 2.52] o intervalo ausente, dentro do qual ha 259 pontos, correspon-
dendo a 7.40% da amostra completa. Isto pode ser visto na Figura V.6.

O primeiro passo é encontrar os pontos de corte. Nio impusemos restricoes adicionais
ao modulo dos fatores de escala vertical, isto é, ls,| < 1, para todo n. Utilizando nosso
algoritmo, determinamos 19 subintervalos. Na Tabela V.1, podemos ver os pontos de corte,

os fatores de escala vertical e os coeficientes de orientagdo encontrados.
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1 |
0 226 2.52 3.5

Figura V.6: Difratograma sintético de raios X. Em destaque, um subintervalo onde o gréfico

é auto-similar e o gual tentaremos reconstruir.

De acordo com os pontos de corte determinados pelo algoritmo, o subintervalo ausente
¢ o sexto subintervalo, para o qual ainda temos de estimar tanto o fator de escala vertical
quanto o coeficiente de orientacio.

Precisamos de uma boa estimativa da dimensao fractal do grafico para que possamos
calcular o médulo do fator de escala vertical de maneira satisfatéria. Como discutimos
na Se¢do V.2, é facil conseguirmos limitantes inferior e superior para a dimensao fractal.
Calculando-os, concluimos que a dimensao fractal deve estar entre 1.1990 e 1.3600. Vamos
agora utilizar o algoritmo de Box Counting para calcular a dimenséo para ambos os lados
do grafico (& esquerda e & direita do intervalo ausente) e representd-las por D_ e D,
respectivamente. As estimativas geradas para os diferentes valores de n; {poténcia que

determina o tamanho inicial das células, Secdo V.2) sdo
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L3 Iy Un Sn On
0| 0.0000 (.0000 - -
11]0.2000 0.7000 | —0.0593 1
21 0.8200 4.6000 0.0798 1
3 | 1.2100 4.8000 0.0899 1
4 | 1.5000 4.8000 0.0705 1
5| 22600 7.2000 | ~0.1197 1
6| 2.5200 8.7100 - -
7127000 5.3000 | —0.2916 1
8 2.8800 4.1000 0.0545 1
9 | 3.0000 3.9000 0.1964 1

10 | 3.0700 2.6000 0.3732 1

11 | 3.2400 1.7000 | —0.0783 1

12 | 3.3100 4.1000 0.0890 1

13 | 3.4060 1.4907 | —0.2332 | -1

14 | 3.4430 14731 0.0158 1

15 | 3.4560 1.4086 0.0234 1

16 | 3.4750 2.0124 0.0457 1

17 1 3.4910  2.2285 0.0609 | —1

18 | 3.4960 2.5953 0.0263 1

19 | 3.5000 2.5000 0.0101 1

Tabela V.1: Parametros determinados na reconstrugao do difratograma de rajos X.

n'j’ D_ D+

1 1.1095 1.1919
2 11475 1.3219
3 1.2895 1.1984

Perceba que hd uma varia¢io significativa dessas estimativas e, além disso, apenas duas
se encontram dentro dos limitantes calculados. Se assumirmos que a dimensio fractal é
1.2895, obteremos |sg| = 0.5246. Por outro lado, se considerarmos que 1.3219 € uma melhor
aproximacao, obteremos |sg| = 0.7351. Lembrando que o fator de escala vertical real para
este subintervalo tem moédulo igual a 0.23 e a dimensao real é 1.2315, constatamos que
nenhuma das duas aproximacoes foi boa. A Figura V.7 mostra como seria reconstruido o
grafico, no intervalo ausente, usando esses dois valores.

Como nao conseguimos uma forma precisa de calcular a dimensao fractal para graficos
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2.3 2.4 25 2.3 24 2.5

Figura V.7: (a) grafico reconstruido usando |ss| = 0.5246. (b) grafico reconstruido usando

lsg| = 0.7351. Em {(a) e (b} a curva pontilhada é o grafico real.

com falhas de amostagem e como o cdlculo do médulo do fator de escala vertical é muito
sensivel a dimensao, optamos por nao usa-la. O que fizemos foi mais eficiente, apesar de
menos elegante e mais caro computacionalmente. Para o médulo do fator de escala vertical
variando de 0 a 0.9 com um passo de 0.01, usando as quatro possiveis combinacbes dos sinais
de s,, e 0,, reconstruimos o grafico e o comparamos com o grafico original {desconsiderando
o intervalo ausente). Escolhemos sz e 0g que resultaram na melhor aproximacao. Neste
exemplo, s = —0.219 e 05 = 1. Conseguimos uin resultado muito bom com essa estratégia.
Na Figura V.8, podemos ver, no subintervalo ausente, o gréfico real € o reconstruido e, na
Figura V.9, o resultado final da reconstrugao fractal.

Para efeito de comparacéo, reconstruimos a mesma por¢ao do grafico usando, porém,

splines cibicas. Como assumimos apenas continuidade para as fungoes, antes de usarmos
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2.3 2.4 25

Figura V.8 Subintervalo reconstruide. Grafico real (pontilhado) e reconstruido (trago

solido) com os parametros do intervalo ausente sg = —0.219 e 05 = 1.

splines, suavizamos o grafico original, além disso, apds fazermos a reconstrugio fractal,
suavizamos sua resposta para podermos compara-la. Na Figura V.10, vemos que a re-
construcdo fractal obteve um melhor desempenho. Isso era o minimo que podiamos esperar,
ja que este € um exemplo onde o grafico é realmente um fractal e, além disso, estamos con-
siderando como perdida, a informag¢do num subintervalo no qual se verifica a propriedade

de auto-similaridade.
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0] 226 252 3.5

Figura V.9: (a) difratograma sintético de raios X. (b} gréafico reconstruido.

45
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Figura V.10: Comparagéo da aproximacio conseguida para o grafico, no subintervalo au-
sente, através de splines cibicas (curva tracejada) e da reconstrugdo fractal suavizada

(trago sdlido), com o grifico real suavizado {curva pontilhada).
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Difratograma sintético de raios X: Vamos novamente utilizar o grafico da FIF do
exemplo anterior, comn 1024 pontos amostrados. Porém, no caso anterior haviamos retirado
um dos subintervalos cnde a propriedade de auto-similaridade se verifica exatamente. Ao
invés disso, suponha que nao temos amostras no intervalo [2.0200, 2.3345], o que equivale
a dizer que temos uma falha de 8.89% em relagdo ao intervalo amostrado. Esta situacdo

pode ser vista na Figura V.11

1 f

0 2,02 2.3345 35

Figura V.11: Difratograma sintético de raios X. Em destaque, a por¢do a ser reconstruida.

Assumindo que os fatores de escala vertical tenham seus mddulos limitados por 0.3,
encontramos 26 pontos de corte descritos na Tabela V.2, com seus respectivos fatores de
escala vertical e coeficientes de orientagao.

Como também podemos ver na tabela, o subintervalo ausente foi o décimo terceiro.
Precisamos estimar os parametros para esse subintervalo.

Os limitantes inferior e superior da dimensio fractal sdo facilmente calculados em 1.2201
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Tabela V.2: Parametros determinados na reconstrucao do difratograma de raios X.
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e 1.3814. Pelo algoritmo Bor Counting temos as estimativas da dimenséo fractal para cada

um dos lados do grédfico:

n;  D_ Dy

1 1.0787 1.2319
2 1.2630 1.3736
3 1.1035 1.4671

Trés estimativas encontram-se entre os limitantes calculados, 1.2319, 1.2630 e 1.3736.
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Podemos calcular o médulo do fator de escala vertical para cada uma dessas estimativas da
dimensdo. Além disso, para cada caso, podemos testar as quatro combinacoes de sinais, do
fator de escala vertical e do coeficiente de orientagdo, para decidir qual delas apresenta um
erro menor. Essas informagoes estdo resumidas na tabela que se segue, na qual a coluna
configuragdo representa a melhor combinagao de sinais de {sy3| e |01z} conseguida. Nessa
coluna, o valor 1 significa que ambos sido positivos; 2, que apenas o segundo é positivo; 3,

que apenas o primeiro € positivo e 4 significa que ambos sao negativos.

D |s13]  Configuracdo Erro (%)

1.2319 0.0647 3 2.0181
1.2630 0.2408 3 2.0476
1.3736  0.9449 3 2.3836

Pode parecer estranho que o erro nao varie muito quando variamos bruscamente o
fator de escala vertical de 0.065 para 0.94, porém nao hd estranheza alguma aqui. O
erro é calculade como a norma 1 da diferen¢a entre os valores das ordenadas calculadas
e das amostradas sobre a norma 1 da ordenadas amostradas. Claro que esta conta é
feita apenas para os pontos fora do intervalo ausente. Assim, quando variamos o fator
de escala vertical do intervalo ausente, tudo o que podemos medir sdo as perturbagbes
que ele causa nos outros subintervalos. Essas pertubacoes dependem do comprimento do
subintervalo ausente em relagdo ac do dominio todo e também de todos os outros fatores
de escala vertical. Assim, quanto menor for a porcentagem nao amostrada do grafico mais
difici] serd mensurar o efeito da variagio de s,. Da mesma forma, quio menor os fatores
de escala vertical dos outros subintervalos, mais serdo atenuadas as variacdes da funcéo
nesse subintervalos. Portanto, novamente, menos perceberemos as alteragdes ocorridas por
mudar o fator de escala vertical do subintervalo ausente.

Se, ao invés de usarmos a dimensao para calcular o fator de escala vertical, fizéssemos
uma varredura para virios fatores de escala vertical obteriamos s13 = 0.17 e 033 = —1. Na
Figura V.12 vemos como ficaria o trecho reconstruido para cada uma das quatro escolhas
do fator de escala vertical. Podemos ver que a melhor aproximacéo foi para s,3 = 0.1700.

A Figura V.13 mostra como ficou a reconstrugdo do difratograma sintético de raios X.



CAPITULO V: RECONSTRUGAO FRACTAL DE FUNCOES 50

(2) {b}

75 7.5

Figura V.12: Trecho reconstruido. O trago sdlido representa a aproximagio, enquanto que
a curva pontilhada, o gréfico real. Em (a) s3 = 0.0647, em (b) s13 = 0.1700, em (c)
813 = 0.2408 e em (d) 5,3 = 0.9448.

Apés suavizar o grafico original, e também o obtido pela reconstrugio fractal {para
que possamos compara-lo}, utilizamos as splines como forma alternativa de reconstrucao.
Comparande o resultado da reconstrucao fractal ao obtido usando-se splines cubicas, Figura
V.14, vemos que a primeira ficou mais préxima de representar o comportamento real da

funcéo, sendo de maneira quantitativa, pelo menos de maneira qualitativa.
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Figura V.13: (a) difratograma sintético de raios X. (b) gréfico reconstruido.

ol
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7.5r -

55 2.1 22 2.3

Figura V.14: Compara¢ao da aproximacao conseguida para o grafico, no subintervale au-
sente, através de splines cdbicas {curva tracejada) e da reconstruc¢io fractal suavizada

(trago sdlido), com o gréfico original suavizado (curva pontilhada).
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Direcao do vento: Consideremos um exemplo meteoroldgico real. Esta é uma medicio
da diregio do vento, em relacdo ao norte, contada no sentido hordrio, amostrada com
1156 pontos, numa fregiiéncia de 10 Hz, na Reserva Ducke, Floresta Amazénica, a apro-
ximadamente 35 m do nivel do mar. Suponhamos que haja uma falha de amostragem no
intervalo [0.352,0.489], o que corresponde a 11.76% do tamanho da amostra. Na Figura

V.15 podemos ver, em destaque, a por¢do do grifico que estaremos supondo nao lida.

3.4 T T

! I
0 G352 0.489 1.156

Figura V.15: Sinal meteoroldgico real da direcao do vento. Em destaque, a regiao que

estamos supondo nao ter sido amostrada.

Seguindo nossa metodologia, devemos primeiro encontrar os pontos de corte. Para
isso0, impusemos a limita¢do nos médulos dos fatores de escala vertical em 0.2, para todos
os subintervalos. Na Tabela V.3 podemos ver os subintervalos encontrados, com seus
respectivos fatores de escala vertical e coeficientes de orientacdo (exceto para o oitavo

subintervalo que ¢ exatamente o que teremos de reconstruir).
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T Tn Yn fn On s Ln Yn Sn On
0| 0.001 2.95%0 - - {1 20| 0.820 2.820 0.037 | -1
110009 3.100 | —0.022 | —1 71 21 { 0.847 2.980 | —0.146 1
210246 3.080 0.145 1(]22]0.854 2970 | -0.067 1
310279 3.090 0.082 1 23 (0904 2.950 0.179 1
410336 3.210 [ —0.158 1112410923 3.010 | -0.077 ; —1
510345 3.140 0.033 1250928 3.000 | —0.010 | -1
6| 0350 3.130 1 —0.020 111260967 2900 -0.150 | -1
710352 3.140 | —0.012 11427 {0980 3.020 0.044 | -1
810.489 3.140 - - 1| 28 | 1.015 3.060 | —0.037 1
910504 3.140 0.025 [ —1 || 29 | 1.035 3.060 0.099 1

10 | 0.513 3.150 | —0.016 11| 30| 1.043 3.050 0.114 | -1

11 | 0.607 3.140 0.042 | -1 |} 31} 1.048 3.060 0.030 } -1

12 | 0.613 3.170 0.037 1132|1057 3.060 | —0.049 1

13 10.633 2.940 | —0.117 | -1 |} 33 ; 1.062 3.120 0.118 1

14 | 0.662 2.860 0.135 1113411072 3.360 0.089 | -1

15 | 0.688 2.860 | -0.197 | —1 || 35 | 1.121 3.230 | —0.198 1

16 | .725 2.760 0.098 1|[36(1.142 3.300 0.164 | -1

17 | 0.763 3.060 | —0.200 14371147 3.200 | —0.010 | -1

18 | 0.769 3.030 | —0.025 | -1 || 38 | 1.152 3.310 0.059 | -1

19 | 0,812 2.860 | —0.179 1} 391156 3.240 0.200 1

Tabela V.3: Parametros determinados para o grafico de direcdo do vento.

24

Calculando os limitantes inferior e superior, temos que a dimensao deve estar compre-

endida entre 1.3250 e 1.4580. Estimando a dimensdo fractal para cada um dos lados, temos

as seguintes aproximagoes:

n;

D_

D,

1
2
3

1.2169 1.2937
1.2513 1.4150
1.3505 1.2824

Podemos observar que, dentre todas as estimativas, apenas duas se encaixam no in-

tervalo aceitdvel para a dimensdo. Se D fosse 1.3505, entdo o modulo do fator de escala
vertical seria 0.1857, contudo, se D fosse 1.4150, obteriamos 0.6678. Na Figura V.16 pode-

mos ver como ficaria o trecho reconstruido com cada um desses valores, fazendo a escolha

dos sinais de sg e oy que resultou o menor erro.



CAPITULO V: RECONSTRUCAO FRACTAL DE FUNCOES 55

(@)

3.2t 1

3.0 ' ]

29r

0.36 0.4 0.44 0.48 0.36 0.4 0.44 0.48

Figura V.16: {a) grafico reconstruido usando |ss| = 0.1857. {b) gréfico reconstruido usando

|ss| = 0.6678. Em (a) e (b) a curva pontilhada é o grafico real.

Como antes, fizemos varios ensaios para diferentes valores do médulo do fator de escala
vertical e para cada um deles computamos a norma 1 da diferenca entre o grifico real e
o reconstruido, usando apenas a parte suposta conhecida do grafico. Para cada um dos
valores testados para |ss| consideramos as quatro combinagdes dos sinais do médulo do fator
de escala vertical e do coeficiente de orientacao. A melhor aproximacgao foi conseguida com
sg = 0.2850 e vg = 1. Podemos ver, na Figura V.17, como ficaria o trecho reconstruido
em comparagao ao real, Para sg = 0.2850, a dimensao fractal fica D = 1.3640, contra a
estimativa de 1.3541 do graifico real (completo). Na Figura V.18, estd o resultado final da
reconstrucaoc.

Como nos exemplos anteriores, suavizamos o grafico real e o obtido pela reconstrugéo

fractal. Comparando-os com o resultado da reconstrugao por splines cubicas, podeinos ver
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Figura V.17: O trago sélido representa o grafico reconstruido usando sg = 0.2850 ¢ 04 = 1

e a curva pontilhada, o grafico real.

que, também nessa situacdo, a reconstrugdo fractal ficou bem mais préxima de representar

o comportamento do grafico original, Figura V.19.
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Figura V.18: (a) gréifico original da dire¢do do vento.

1.156

(b) grafico reconstruido.

27
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Figura V.19: Comparacdo da aproximacdo conseguida para o grafico, no subintervalo au-
sente, através de splines cabicas {curva tracejada) e da reconstrucao fractal suavizada

(trago sélido), com o grafico real suavizado (curva pontilhada).
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Velocidade vertical do vento: Este é mais um sinal meteoroldgico real, também medido
na Reserva Ducke, Floresta Amazonica, pelo INPE. Consiste de um conjunto de 1156
amostras da velocidade vertical do vento, a uma altura de 30 m do solo (abaixo da copa das
arvores). Tal qual o sinal anterior, este também teve suas medigdes feitas numa freqtiéncia
de 10 Hz. Na Figura V.20 vemos o sinal amostrado e, em destaque, a por¢do que suporemos

ndo ter sido lida, [0.180, 0.320], correspondendo a 12.11% do gréfico completo.

75 , 5

| 1
6'00 0.18 0.32 1.156

Figura V.20: Sinal meteorolégico da velocidade vertical do vento. Em destaque, o subin-

tervalo no qual suporemos que nao houve leitura.

Os poutos foram selecionados impondo-se uma limitagdo de 0.2, para o maximo dos
médulos dos fatores de escala vertical. Encontramos 41 subintervalos, mostrados na Tabela
V.4, juntamente com seus respectivos fatores de escala vertical e coeficientes de orientacao.
O subintervalo faltante foi determinado como sendo o décimo segundo.

Com o célculo dos limitantes para a dimensdo fractal, obtivemos que 1.3070 < D <
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—

L Ly Yn Sn On n Tn Un 8n O
|0 [ 0.001  7.030 - - 1121 | 0.606 6.810 | —0.034 i
1| 90.006 715071 —0.083 11122;0641 6.870 | -0.314h 7 -1
210025 7.200 0.048 | —1 || 23 | 0.659 6.930 0.091 | -1
3| 0.051 7.070 0.125 1112410714 6.980 0.142 | -1
41 0.064 6.910 0.033 1]/ 25|0.727 7.030 | —0.081 1
510076 6920 | -0.024 | -1 [} 26 | 0.737 7.070 | —0.063 1
61 0.085 6.960 0.016 114270771 7.020 0.070 | -1
710144 6.730 0.156 1] 28 (0805 7.110 [ —0.048 1
8| 0.156 6.610 | —0.033 [ —1 || 29 { 0.834 7.230 | —0.077 1
970173 6320 [ -0.111 | -1 || 30 | 0.848 7.240 0.116 | -1
101 0.179  6.300 | —0.033 11i31 ] 085 7.250 0.040 | -1
11 1'0.180 6.310 0.000 1320923 7.180 0.192 | -1
12 | 0.320 6.150 - - (33 (0956 7.190 { —0.096 1
13 | 0.329 6.230 | —0.036 14340974 7.190 0.098 | -1
14 10334 6.280 | -0.022 11135 | 1.049 7.230 0.162 | -1
15 | 0.399 6.540 | —0.098 | —1 | 36 | 1.067 7.160 | —0.037 | -1
16 ] 0.531 6.800 | —0.136 | —1 || 37 ] 1.094 7.200 | —0.080 | —1
17 | 0.537 6.840 | —0.018 [ —1 || 38 | 1.099 7.190 0.020 1
18 | 0.549 6.910 0.062 | -1 §| 39| 1.147 7.110 0.125 | -1
19 | 0.568 6.770 | 0.074 1|} 40|1.152 7.070} 0.035 1
20 [ 0.599  6.750 | —0.134 1141 [1.156 7.140 | —0.090 1

Tabela V.4: Parametros determinados para o grafico de velocidade vertical do vento.

1.4470. As estimativas para a dimensdo, para cada um dos lados do griafico (& esquerda e

a direita do subintervalo ausente), sido, para os diferentes valores de n;:

Ti; D_ D+
1.0276  1.3217

1
2 1.0708 1.4037
3 1.3219 1.5850

-

Novamente, das seis estimativas, apenas tres se encaixam nos limitantes calculados.
Se assumissemos que D = 1.3217, obteriamos que }s19} = 0.1032, se assumisseios que
D = 1.3219, teriamos |s;5] = 0.1046, por fim, se assumirmos que D = 1.4037, |s12| seria
0.6810. A Figura V.21 mostra como ficaria o trecho reconstruido, utilizando os tltimos

dois valores (para o primeiro, o resultado é muito similar ao conseguido com o segundo).
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(@) o)

0.20 0.25 0.30 0.20 0.25 0.30

Figura V.21: (a} gréfico reconstruido usando ;3] = 0.1046. (b) gréfico reconstruido

usando [s19] = 0.6810. Em (a) e (b) a curva pontilhada é o grafico real.

Fizemos também varios testes, tomando o médulo do fator de escala vertical variando
de 0.1 a 0.9 com incrementos de 0.01. Para cada um desses valores, testamos as quatros
possibilidades de combinagdes de sinais de s;4 € 012. A melhor configuracao que conseguimos
foi s12 = —0.29 e 015 = 1. Na Figura V.22, vemos como ficou o trecho reconstruido usando
esses valores e, na Figura V.23, o resultado final da reconstrucao fractal.

Comparando, como nos exemplos anteriores, podemos ver na Figura V.24, como fica o

resultado da reconstrucao fractal e da reconstrucdo por splines cubicas.
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6.8

6.6 .

0.20 0.25 0.30

Figura V.22: O trago sélido representa o grafico reconstruido usando s = —-0.29e 02 =1

e a curva pontilhada, o grafico real.
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(@)

7.5 T T
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0 0.18 0.32 1.156

1 1
6'00 0.18 0.32 1.156

Figura V.23: (a) grafico original da velocidade vertical do vento. (b} aproximacgao conse-

guida através da reconstrugio fractal.
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| | L
0.20 0.25 0.30

Figura V.24: Comparagio da aproximacdo conseguida para o grafico, no subintervalo au-
sente, através de splines ctibicas {curva tracejada) e da reconstrucgao fractal suavizada

(traco solido), com o grifico original suavizado (curva pontithada).
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Com o primeiro exemplo, vimos que, no caso ideal, a reconstrucao fractal comportou-
se muito bem. Ou seja, se o grafico for auto-similar e, além disso, estivermos tentando
recoustruir um subintervalo onde a propriedade de auto-similaridade se verifica, entdao o
resultado é muito bom, tanto qualitativa quanto quantitativamente. Nos outros exemplos,
podemos ver que, quando o grifico é auto-similar, mas o subintervalo a reconstruir nao é
um dos subintervalos no qual a propriedade se verifica, ou quando nem mesmo o grafico é
auto-similar no sentido estrito, os resultados ainda sao bons. Nesses trés ultimos exemplos,
a reconstrugéo fractal conseguiu recuperar a informacio, a um nivel qualitativo e, em certa
medida, a um nivel quantitativo também. No quarto caso, por exemplo, a amplitude do
grafico, na por¢ao ausente, foi recuperada na reconstrugdo. Desta forma, a reconstrugao
fractal mostrou-se uma boa ferramenta para casos onde a falta de informacao num dado
subintervalo prejudica uma anélise qualitativa do sinal, podendo ser usada {com ressalvas)

para obter algum tipo de informacéo quantitativa.
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Conclusao

Essa tese foi idealizada a partir de um problema real, proposto por pesquisadores do Insti-
tuto Nacional de Pesquisas Espaciais, INPE. O objetivo era reconstruir um sinal amostrado
com falhas intermediarias. Para tal, usamos a Interpolacao Fractal [1] como ponto de par-
tida e desenvolvemos a técnica de Reconstrucio Fractal de Sinais. A idéia original, era que,
se pudéssemos escolher alguns pontos especiais dentre os amostrados, e com eles construir
uma funcdo de interpolagio fractal que aproximasse de maneira razoavel a fungao real,
poderfamos entao, utilizar alguma informacgdo extra para reconstruir a falha de leitura.
Essa informagao adicional seria a dimensdo fractal estimada a partir dos dados. A maneira
de conectar a dimensdo ao intervalo ausente poderia ser feita através da equagio para a
dimensdo de uma fungao de interpolagao fractal em funcao dos dados.

A principio, tivemos alguns obstaculos relacionados & manipulagao de funcdes fractais.
N&o havia pacotes eficientes na utilizagdo da interpolacdo fractal. Optamos por fazer to-
das as implementagdes dentro do ambiente MATLAB. Nesta decisio pesaram sua extensa
utilizagdo, sua grande quantidade de bibliotecas ja existentes, seus recursos graficos e de
manipulacio matricial j4 implementados e largamente testados além de sua portabilidade e
facilidade de implementagédo. Acabamos por desenvolver uma extensa biblioteca de rotinas
relacionadas & interpolagdo, aproximacao e reconstrugao fractal de sinais. Uma desvanta-
gem de programar em MATLAB € o fato das rotinas serem interpretadas e nao compiladas,
o que prejudica muito o tempo de execugdo.

O primeiro degrau foi vencido quando todas as rotinas necessarias a interpolagao fractal
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ja tinham sido implementadas. Desse momento em diante, pudemos testar rapidamente
nossas conjecturas e ganhar experiéncia de como as pecas se juntavam por tras da teoria.
Foi uma etapa importantissima e, pelo fato de ter sido transpota logo no inicio do trabalho,
permitiu-nos concluir esta tese em tempo habil.

Para quem esta interessado em reconstruir fungoes lidas com falha, usando interpolacao
fractal, a primeira pergunta a ser feita é: como aproximar funcées lidas, sem falha alguma,
usando FIF'’s? A resposta que encontramos foi, em primeiro lugar, selecionar alguns pontos,
dentre todos os amostrados, de forma a definir subintervalos que satisfizessem a propriedade
de auto-similaridade da melhor maneira possivel; e em segundo lugar, utilizar os pontos
remanescentes para estimar os parametros livres, de maneira a conseguir uma aproximagao
que fosse a mais fiel possivel. Assim, a questdo de como escolher os pontos de corte surgiu
naturalmente. Resolver esse passo, significou desenvolver o algoritmo de selecio de pontos
de corte e a Aproximagcio Fractal de Fungdes. Poderiamos achar que isto foi apenas uma
etapa para a reconstrucao de sinais, no entanto, essa foi a parte mais importante desse
trabalho. Uma dificuldade encontrada foi que o algoritmo de selecao de pontos é um
tanto quanto onerosc demais para a estrutura interpretada da linguagem do MATLAB. Os
tempos de execucao para alguns dos casos considerados foram, em grande parte, superiores
a trés horas. Esse problema foi eliminado implementando-se o algoritmo em C. Com isso,
os tempos de exec¢do cairam para algo em torno de dois a trés minutos, ficando, para o
caso mais lento, em dez minutos (eram gastas sete horas com a versido implementada no
MatLAB!). Com a aproximacao fractal desenvolvida, grande parte do trabalho necessario
a reconstrucdo ja estava feito.

Ressaltamos também que a aproximacao fractal de sinais é importante por st mesma.
Obtivemos uma forma de representar funcies, muitas vezes irregulares e oscilantes a ponto
de impedir o uso de técnicas convencionais. Outra possivel aplicagao dessa técnica seria,
por exemplo, o cdlculo da dimensao fractal de uma maneira alternativa ao uso do algoritmo
de Bozr Counting. Podiamos aproximar uma fung¢ao (impondo a limitacdo apropriada aos
fatores de escala vertical) e depois calcular a dimensdo fractal, da FIF obtida, usando a
férmula exata, vista no Capitulo II. Se a aproximacdo for realmente boa, este método
seria methor, pois eliminaria as oscilagdes do Boz Counting.

Da aproximacido & reconstrugao, as mudancas que ocorreram na abordagem do pro-
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blema foram que os extremos do subintervalo ausente deveriam obrigatoriamente estar
presentes no conjunto dos pontos de corte e que precisdvamos de outra forma de estimar
os parametros associados a esse subintervalo. Nossa primeira idéia foi utilizar uma esti-
mativa da dimensac fractal para calcular, através de (I11.2), o médulo do fator de escala
vertical. Em seguida, escolher, dentre as quatro opgdes de sinais do fator de escala ver-
tical e do coeficiente de orientagdo, a que resultasse em uma menor norma da diferenca
entre as fungbes amostrada e a aproximada. Porém, na pratica, isso mostrou-se um tanto
quanto dificil, dado a alta sensibilidade do fator de escala vertical em relagdo & dimensao.
Assim, se nao pudermos confiar na estimativa da dimenséo fractal, também néo podere-
mos confiar na qualidade da estimativa dos parimetros. Para transpor essa dificuldade,
optamos por fazer uma busca dentre varios valores discretos do fator de escala e escolher
aquele que resultou um menor erro. Apesar de mais lento, isso mostrou-se eficiente. Poste-
riormente, o problema da velocidade foi eliminado implementando-se, também esta etapa,

em C. Isso fez 0 tempo computacional cair de dezenas de minutos para a casa dos segundos.

Por fim, gostariamos de ressaltar que a contribuigdo desse trabalho foi o desenvolvi-
mento das técnicas de aproximagao e reconstrugao fractal de sinais, as quais tém como
nicleo o algoritmo de selegdo de pontos de corte. Ressaltamos que ndo temos conheci-
mento de técnica alguma que se disponham a resolver o problema de reconstrugao de sinais
amostrados com falha intermedidria. Qutro ponto que merece destaque é que as duas
técnicas apresentadas mostram-se mais eficientes quanto mais forte se realizar a proprie-
dade de auto-similaridade do sinal. Essa caracteristica esta presente em muitos sinais reais,
por exemplos os dados meteorologicos vistos aqui.

Acreditamos que um estudo mais detalbado sobre maneiras de estimar a dimensao
fractal, para sinais amostrados discretamente e, possivelmente, com falhas, deva ser feito,
podendo reverter em beneficios no momento de estimar os parimetros livres, € assim para
reconstru¢ao como um todo. Além disso, deve-se investir em formas alternativas de estimar

os parametros, usando outros tipos de informacdo que ndo a dimenséo fractal.
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Demonstracao dos Resultados

Demonstracoes do Capitulo 11
Proposicao I1.1: O par (H(M), hy) € um espaco métrico.

Prova: Para provarmos que hy define uma métrica em H{AM), precisamos verificar as
seguintes propriedades:

e 0 < hy(A, B) < oo, para todo 4, B € H(M) ,

o h4{A,B)=0se¢esomente se A =B,

o hy(AB) = hd(B,A), para todo 4, B € H(M) (simetria) e

o ha(A,C) < hy(A, B) + ha(B,C), para todo A, B, € H(M) (desigualdade triangu-

lar).
A primeira desigualdade é facilmente verificada. Como d(z,y) > 0 para todo z,y € M,

< mind(z < max mind(x,y) = A B).
0 < min dizr,y) < méx Iglelélf(i y) = D(A, B)

Por simetria, D(B, 4) > 0 e assim hq(A, B) > 0.
A finitude de hy(A4, B) decorre do fato de A e B serem compactos. Considere a fungéo
f:A— R, dada por f(z) = mingp d(z,y). Pelo fato de B ser compacto e d(x,y), para

um z fixo, ser uma fun¢do continua, podemos dizer que, pelo Teorema de Welerstrass,
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exite um ponto § € B tal que f(x) = d{z, 7). Vejamos que f é uma fungao continua. Para
e

H
X,z € A, sejam §j = argmilyep d(z,y) e @ = argmingep d(2, w), entéo temos que

[f(a) = f(2)] = |d(z, ) — d(z, w)]. (1)
Se d(z,§) > d(z,w), entdo (1) pode ser majorado por
|d(z,7) — d(z,@)] < d(z,@) —d(z,@) < d(z,z).
Se, por outro lado, d(z, ¥} < d(z,w), entdo (1} pode ser majorado por

|d(z,7) — d(z,®)| < d(z,§) —d(z,y) < d(z,2).

Portanto, dado € > 0, escolhendo ¢ = ¢, se d(z,2) < 6, temos que [f(z)— f(2)| < e Comoa
funcdo f também estd definida sobre um compacto, novamente pelo teorema de Wejerstrass,
podemos afirmar que seu méaximo é assumido para algum ponto 7 € A. Concluimos entio
que

D(A, B) = méx mind(z, y) = d(z,7) < oo,

e portanto, hye(A, B) < oc.

Considere agora o caso de hg{A, B) ser zero. Para que isto ocorra, devemos ter que
D(A, B) e D(B, A) se anulem. Se D(A, B) for zero, entdo ming g d(x,y) também o serd,
para todo z € A. Porém, se min,p d(z,y) for zero entdo = € B, pois B é compacto. Isto
significa que 4 C B. Considerando que D(B, A} é zero, obtemos que B C .A. Portanto
A=B.

Assumindo agora que A = B, temos que mingep d{z,y) é zero, para qualquer que seja
# € A (basta tomar y = z). Logo D(A, B} é zero. Da mesma forma o serd D(B, 4).

Portanto hy(A4, B) serd zero, o que prova a segunda propriedade.

A propriedade de simetria é facilmente verificada a partir da prépria definicio de hg.

ha(A, B) = méx{D(4, B), D(B, A)} = méx{D(B, A), D(A, B)} = hy(B, A).
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Falta-nos provar a desigualdade triangular. Veja que, para um z € A fixo,

nn’cl; d(r,2) < Héf(l} {d{z,y) + d(y,z)}, para todoy € B
b . z .

= d{z,y) + Ine}(l:} d(y, z), para todo y € B,

entao,
mind(z,z) < mind(z,y)+ mix mind(y, z)

ze(! welh yEB zEC
= mind(z, y) + D(B:C)
yeB
Logo, tomando o maximo para x € A, temos que
D(A,C) < D(A, By + D(B,C).
Podemos obter umna desigualdade anédloga para D(C, A). Concluimos assim que

hd(A, C) < hd(A, B) + hd(B, A)

Com isto, acabamos de provar que (H(M), hy) formam um espago métrico. Perceba
que, apesar de ndo termos explicitado, a hipdtese dos conjuntos pertencentes a H(A) se-
rem nao vazios é crucial. Sem ela, as frases “z € A", “minyep”, etc, nao teriam sentido

algum. !

Proposicao I1.2: W € uma contracio em (H (M}, hy) com fator de contragcdo o = né%z: Oy -

Prova: Sejam A, B € H(A). Entio
ha{W(A), W(B)) = max{ D(W(A), W (B)), D(W(B),W(A))}. (2)
Agora,

DOV W B)) = mbx min, d(u,v) = mis mip dwn(@), un(o)

< méax mind(w,(z), < mdx min{ «, d{z,
S méx mip (wa(z), wa(y)) < i min { o, d(z,y) }

= « mix mind(z,y) = a D(4, B).

€A yeB
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Portanto, de (2), vem que

hg(W(A4),W(B)) < méx{a D(A,B), a D(B, A)} < ahy4(A, B). O

Teorema II.1[Teorema da Colagem]: Seja (M,d) um espago métrico completo. Sejam
{{M,d); wp,n € N} um IFS, com fator de contragio o, ¢ L € H(M) tal gue

hd ('C: U wﬂ(f’)) S £,

neN

pere algum € > 0. Entdo
£

l—«

ha(£, A) <

1

onde A € o atrator do IFS.

Prova: A demonstragiao deste resultado é muito simples e, por esse motivo, poderiamos

pensar que seria mais adequado chamdé-lo de proposi¢do do que de teorema. No entanto,
pela importancia que representa e pela interpretagio que recebe no contexto dos fractais,

a classificacao teorema é justa,
Como A ¢ atrator do IFS, por definicdo, W(A) = .A. Lembrando da definicao de W,
(IL.1), e usando a Proposigdo 11.2,

ha(W (L), A) = hg(W (L), W(A)) € ahe(L, A).

Assim,
ha{L, A) < ha(L,W(L))+ ha(W(L), A)
< e+ ahy(l, A
Portanto,

(1—a)hg(L,A) <e.

Como o é o fator de contragdo de W, 0 < o < 1. Divindo ambos os lados por (1 — )

obtemos o resultado desejado. m]
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Teorema I1.2: Eziste uma métrica d, equivalente d métrice euclidiane, tal que w,, como
definida em (11.4) e (11.8) {ou (11.9)), é contracio em (R?, d) se |s,| < 1, para todo n € N.

Prova: No contexto desta demonstragao, todos os maximos e minimos sao para n € N.
Considere d : R? x R? — R definida por

d (zi,91), (T2 92) ) = |21 — 22| 4+ 0 |31 — ol

para algum € positivo a ser definido. Pode-se verificar facilmente que d é uma métrica em
R2.
Sejam ¢ = méax { |a,| }, s = mix{[s,]| } e m = mdx{a,s}. Como 0 < a < 1, temos

que

d“( wn(:c;,yl) , ’lﬂn(Ig,yg) ) = Iaﬂml - aniL‘g[ + 0 |Cn$1 + Sp¥Y1 — CuT2 — Sny-zl
lan| [1?1 — Tg| + 8 |cn] |$1 — zo| + 6 |8a| |th — Yol (3)
(lan| + Bleal) Jxy — 22} + 8 [sal [11 — w2l-

I

Se todos os ¢, forem nulos, para qualquer que seja 8, temos

d{wp(r, 1), walze,v2)) < m(jz — 22|+ 0|y — 32})
= m‘f( (z1,31), (x2,92) ),

caso contrario, isto é, se pelo menos um ¢, for nao nulo, seja

~ min{1—a,|}
2 miax{ || }

Denotando por r = (1 + a)/2, de (3) vem que

d( wn(xlayl) » 'wn(if&yz) ) < r |331 - 332| +8s |?Jl - yz|
= méx{r, s} d( (z1,th), (T2, )} ).

Desta forma, provamos que todas as w, S&o contracbes na meétrica d. Proveimnos agora
a equivaléncia desta métrica com a euclidiana. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, ¢é
facil ver que

(€ + - +1&al)® < n(lal+-+ 6.
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Definindo ¢ = méx{1, #}, temos que

d-( (371,?}1) ) (3-'219’2) ) = |331 - 3'32| +0 |y1 - y2| <c (!3?1 - I2| + |y1 - yz|)
< V2 |z -zt + |y — vl (4)
c \/§d( (Ilsyl) ) (332,.?}2) )

Por outro lado,

d((z1,31), (T2,02) ) = (o1 — 22 + {31 — y2|2)1f2

< (o1 — 22 + 2|2 — 2| ly1 — w2l + |y1 — w21
= |z — 22| + |11 — v2l.

1/2

Se § > 1, entio
d( (z1,11), (Zo,42) ) < oy — 22| + 0 |17 — ol

= d({(z1, 1), (@2, 12) ),

caso contrario,
1/0 (0 |z — 22| + 0 |y1 — y2|)

1/6 |z — 22| + 8 |1n — 92| )
1/9 J( (331,3}1) , (332,3}2) )

d( (zleyl] ’ ($21y2) ]

IA A

ou seja,
d( (z1,11) > (@2,92) ) € Cd( {21, 11) , (z2,72) ), (5)
onde C' = max{1,1/8}. Logo, por (4) e (5},

1/Cd{ (z1,1), (Z2,02) ) € d( (z1,11)» (Ta,2)) < cV2d( (z1,), (T2, 1) ),

o que demonstra a equivaléncia das métricas. O

Teorema IL.3: Considere o IF S, associado a A, {(]RQ,o?); Wy, € N}, com w, definidas
em (I1.4) e (IL8) {ou (I1.9})). Suponhe que todos os fatores de escala vertical tenham
mddulo menor que um. Denote por G o atrator do IFS. Entio G € o grdfico de uma

fungdo continua fa : [zo,zn] = R que interpola A, isto é

G = '{ (:I:fA(SL)) | rE {:anxN}}r
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com

fal@a) =yn, paratodo (z,,y.) € A.

Prova: Denotemos por F o conjunto da fungdes continuas f : [z,zn] — R tais que

f{zo) = yo e f(zn) = yn. Neste espago, definimos d, a métrica do méximo, por

d{f,g) = méx{ |f(z) — g(=)| | = € [zo,zn] }, para quaisquer f,g€ 7.

Entdo (F,d) é um espaco métrico completo (veja, por exemplo, [10]). Sejam an, ¢,, €, €
fn como em (IL.8) (ou (I1.9)). Defina agora a transformacio 7' : F — F por

(TF) (@) = el (&) + s f (1 (2)) + fo para z € [zng,2,), neEN, (6)
onde [, : [zg,zn] = [Tn-1,Zs) € dada por
Ih(z) = e,z + e,

Serd que a imagem de T realmente estd contida em F7 Vejamos que T f preserva os pontos

extremos.
(Tf){(zo) = exli (o) + s1f (U7 (m0)) + fr.

Ha dois casos, dependendo do coeficiente de orientacio:

o= 1% (Tf)@0) = cimo+s1f (@) + fi = v,

o =—1 (g) (TH(zo) = arzn + s1f{zn) + fLr = o

Para o extremo direito, temos
(TH)(xn) = enly' (@n) + sn FU (2a) + fo.

Analogamente, aqui também ha dois casos:

on = 1 (i:’;) (TfYzn) =cnvan + snflzn) + fv = yn,

11
on = —1 (:6>) (Tfizn) =cnro+snflxe) + fv = yn.
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Logo os extremos sao preservados por T.

Falta verificar se Tf é continua. Em cada subintervalo (z,.,,z,}, isto é claro, ja
(ue a composicao € apenas de fungdes continuas. A duvida sobre a continuidade de Tf sé
pode surgir nos pontos extremos dos subintervalos. Precisamos ter certeza se a definicéo de
(T f)(z,) ndo traz problemas pelo fato de z,, estar tanto em [z,_,, z,] quanto em [z, T,,41].

Vejamos.

S -1 _ cnZN + Saf(Tn) + fo = ¥n, se op = 1
(Tf)(-bn) = Cn!n (ln)+3nf(£n (-Tn))“f‘fn = { ez + Snf(:go) + fﬂ _—_ s 0, = —1

e

(Tf)(mn) = Cn+l£-.:-|1-l (mn) + Sn+1f(£r:-41-1($n)) + fn-i—l =

_ Cn+1Zg + 31t+1f(3:0) + fn-H =Yn, 5¢ op = 1
Cot1ZN + Snpt [ (TN} + favr = Y0, s On=-1
Logo, T f realmente é continua e, portanto, Tf € F.

Provaremos agora que 7' é uma contracgio em (F,d). Sejam f,g € F,n € Nezx €

[Z5_1,Zn)- Entdo

(T f)(2) = (Tg) ()l = |sal 1 (471 (2)) — 9(l (%)) < |snl d(f, 9)-
Por conseqliéncia,
d(Tf,Tg) < sd(f,9),

onde s = méax{ |s,| | n € N} < 1. Pelo Teorema do ponto fixo de Banach, T tem um dnico
ponto fixo f4 em F. Vejamos que fx interpola A. Como (T f1){x) = fa{x),

(Tfa)(zn) = cnigl(l‘n) + San({;l (£a)) + fo = N tspfalzn) + fo = fA(l'n),
e assim, usando (I1.8), temos que

falzn) — snfalzy) = (zn = 20)7 ({yn = Yn-1) 2§ — snlyn — Yo)on +

+ (TNYa—1 — ToYn) — Sn(TNYo — Toyn) )

= (Tn — o) 7' ( (N — Z0)Yn — Sn¥NTN + SaTOYN )
(zn — z0) Hzw — 20){¥n — Suyw)

Yn — Splin = UYn — San(J:N)
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e portanto
fA (-In) = ¥n-

Se tivéssemos usado (11.9), ao invés de (11.8), obteriamos o mesmo resultado. Logo fa,
ponto fixo de 7°, é uma fungdo continua que interpola A.
Para finalizar, mostremos que o grafico G de f, é o atrator do IFS definido. Reescre-

vendo (6), vem que
(Tfa)(In(x)) = (Tfa)(anT + €n) = ok + $ufa(Z) + fn, Dpara z € [Tn-1,2,], nEN,

o que implica em

G = |J walG).

Mas G € H(R?) e como o atrator do IFS é tnico, G = G. O
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Demonstracgoes do Capitulo 111

Teorema II1.2: Sejo A € H(M), onde (M,d) € um espago méirico. Sejam e, = Cr™,

para gquelquer v que satisfaca 0 <7 <1, eC>0comn=1,2,3,.... Entdo
. InAN(4,¢,)
o 1 ren
D ﬂggO( In{1/ey) )

€ a dimensdo fractal de A.

Prova: Sejam r e C ndmeros reais, taisque 0 < r <1eC >0, e E={¢, |n=1,2,...}.

Defina f(e) = méx{e, € E | €, < €}. Assuma que ¢ < r. Entdo é ficil ver que
fle) <e< fle)fr e N(A fle)) > N(A,e) > N(4, fe)/r).

Como a funcéo logaritmo é crescente e positiva, quando seu argumento é maior que um,

temos que

InN(A, f(e)/r)) _ InN(A,e)  InN(A, f(e))
n(/70)  © W0/g = (/M) )

Assumindo que N (A4, ¢) — oo quando ¢ — 0 (caso contrédrio, o teorema ja ¢é vélido, pois

todos os termos vao a zero), para o lado direito de (7), temos que

InN (A, f(€)) InN(A, e,)

TG/ @) T Ao In(r/e)
_ InN (A, e,)
= i (Inr 4 In(1/e,))
InN(4, e)

= A A e

Analogamente, para o lado esquerdo, temos

 InN(A fle)/r)) . InN(A en)
S ) - s T Ta(le)
_ InN(A, e,-1)
= lim
n—= (Inl/r +1In(1/ep_1))
InA(A, 6,)

lim

~ noeo In(l/e)
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Como ambos os lados de (7} tende ao mesmo limite, concluimos que

. InN(A e InNV(A, e,)
D =lm ———= = lim (m) )

e=0 In(1/€) n—oc
0 que demonstra o teorema. O

Teorema II1.3{ Box Counting]: Seje A € H(R™), com d a métrice euclidiana em R™.
Cubra o R™ por hipercubos fechados, que se interceptem apenas nas faces, de lados {1/2)™.
Seja N,(A) o nimero de hipercubos que interceptam A. Entio

D= lim (M) (8)

n—+00 \  n 27

€ a dimensdo fractal de A.

Prova: Primeiramente, notemos que param =1,2,3,...
27N < N(A4,277) < Ny

onde k(n) é o menor inteiro k tal que ¥ > n — 1 + 1/2logam. A primeira desigualdade
é verdadeira pois bolas de raio 27" podem interceptar no maximo 2™ células de aresta
2= da malha. A segunda desigualdade segue do fato de que cada célula de aresta s
pode ser inscrita numa bola de raio r dado por 72 > (s/2)% + -+ - + (s/2)? = m(s/2)?, pelo
teorema de Pitdgoras. Agora

k{n)
i (M@_) = lim (m 1nNk(n)) _D,

n—=oo | |n2n In2n  p 2kn)

14 que k(n)/n — 1. Como também podemos ver

. (In27™Nast) . (N, )
nllync;lc( lnon )_n]lrnolo(lnfzn‘l =D

Utilizando a Teorema II1.2, com r = 1/2, completamos a demonstracao. O




Apéndice B

Listagem das rotinas

Neste apéndice apresentamos as rotinas desenvolvidas € implementadas no decorrer dessa
tese. Todos os procedimentos foram implementados em MATLAB, versio 4.0. As rotinas
que se mostraram lentas, devido a caracteristica interpretativa do MATLAB, também foram

implementadas em C. O compilador usado foi 0 BC++ 4.5.

ifsplot Rotina encarregada de gerar o atrator de um IFS em R?, onde as contracdes
consideradas sao transformacdes afins. Os parametros de entrada sfo: IFS, matriz
com as contracbes do IFS; nint, nimero de iteragdes; xini,yini, ponto inicial;
iprev, quantidade de iteracdes a serem feitas antes que os pontos sejam plotados;
plot_op, opgdes usais para ¢ comando plot do MATLAB. A rotina retorna os vetores

X eY contendo os pontos computados.

function [X,Y]=ifsplot(IFS,nint,xini,yini,iprev,plot_op)
npar = nargin;

if npar ==
xini = ¢;
yini = 0;
iprev = 10;
plot_op = 'y’
elseif npar ==
iprev == 15;
plot_op = 'y’;
elseif npar ==

4

&0
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plot_op = 'y?*;

elseif npar ==

else disp(’ ')
disp{’Entrada invalida’)
disp{’ *)
disp(’Entradas possivies:*)
disp(?>> ifsplot(ifs_file,nint)’)
disp(’>> ifsplot(ifs_file,nint,xini,yini)*)
disp(*>> ifsplot(ifs_file,nint,xini,yini,iprev)’)
disp(’>> ifsplot(ifs_file,nint,xini,yini,iprev,plot_op)*)

return

end

%, numero de contracoes
fn,m)=size(IFS);

% Gera vetor da acumulada
F=zeros{n,1); F(1)=IFS(1,7); for i=2:n-1 F{i)=F{i-1)+IFS{(i,7); end F(n)=1;

for i=1:iprev

a=rand(1,1);
i= 1
while a > F(j,1), j=j+l; end
nc=j;
w = IFS{nc,1) * xini + IFS(nc,2) * yini + IFS(nc,5);
yini = IFS{nc,3) * xini + IFS(nc,4) * yini + IFS(nc,6);
Xini = w;
end
X(1) = xini;
Y(1) = yini;

for k=1:nint

a=rand(1i,1);

=L

while a > F(j,1), j=j+1; end

ne=j;

W = IFS{nc,1} * xini + IFS(nc,2) * yini + IFS(n¢,b);

yini = IFS{nc,3) * xini + IFS{(n¢,4) * yini + IFS(nc,6);
xini =w;
X(k+1) = xini;
Y(k+1) = yini;
end

h = plot(X,Y, {plot_op ’.’1);

81
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set(h, 'markersize’ ,2);

mkfif Esta rotina contréi as contragdes do IFS associado ao conjunto de dados A (pontos
de interpolagdo ou de corte). Os parametros de entrada sdo: x,y, vetores com os
pontos de interpolagdo ou de corte; s, vetor com os fatores de escala vertical; o, vetor
com os coeficientes de orientag¢do. O tnico parametro de saida é FIF, matriz com as

contracoes associadas ao IFS.

function FIF = mkfif{x,y,s,0)
n=length(x};
FIF=zeros(n-1,6);

deltax= x{n)-x(1);
deltay= y{(n)-y(1);

for i = 1:n-1
if o(i) == 1,

xa = x(1i);
Xb = x(i+1);
ya = y(i);
yb = y(i+1);
else
za = x{i+i});
xb = x(1i);
ya = y(i+1);
yb = y(i);
end
FIF(i,1) = ( xb-xa )/deltax;
FIF(i,2) = ( yb-ya )/deltax - s(i)*deltay/deltax;
FIF(i,3) = s(i);
FIF(i,4) = ( x(n)*xa - x{(1)*xb )/deltax;
FIF(i,5) = { x{n)*ya - x{1)*yb )/deltax - s{i)*(x{(n)*y(1) - x(1)*y(n))/deltax;
FIF(i,6) = 1/(n-1);
end

datafill Rotina encarregada de interpolar linearmente os pontos nao atingidos, da malha,
pela rotina fifplot. Os parametros de entrada sdo: x,y, vetores de pontos a serem
completados; f1, vetor que indica quais pontos foram efetivamente calculados (se
£1(1i) =0 significa que o i-ésimo ponto ndo fol computado, caso contrario £1(1)=1).

A rotina retorna 0s mesmos vetores x,y, porém, agora, completados.
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function [x,yl=datafill{x,y,fl)
n = length(x);

% Assumindo que as pontas do vetor estac sempre ocupadas
% (condicao satisfeita pelos vetores gerados por fifplot)

i=1;
j=itl;
while j < n
while £f1(j) == 0 & j < n, j=j+1; end
if j <=,
m= (y(3)y - y{))/(x(3) - x(1));
y(i+1:j-1) = y(1) + m*(x(i+1:j-1) - x(i));
while f1(j) == 1 & j < n, j=j+1; end
i=j-1;
j o= i+1;
end
end

fifplot Constréi o grafico de uma FIF. Os parametros de entrada sdo: FIF, matriz de
contragoes (criada por mkfif); xk,yk, vetores contendo os pontos de corte; npts,
numero de pontos na malha; imax, nimero de iteragoes; exibe, varidvel que controla
a plotagem do resultado. Os pardmetros de saida sao: x,y, vetores de pontos compu-
tados; f1, vetor que marca quais pontos da malha foram atingidos; r, porcentagem

de pontos atigindos.

function [x,y,flag,r] = fifplot(FIF,xk,yk,npts,imax,exibe)

% numerc de contracoes
[n,m]j=size(FIF);

wmin = xk(1);
xmax = xk(n+1};

% inicializa vetores y e flag
¥ = zeros(npts,1);
flag = y;

% Gera vetor da acumulada
F = zeros(n,1);

F(1,1)= FIF(1,6);

for i=2:n-1
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F(i,1)=F(i-1,1)4FIF(i,6);
end
F(n,1)=1;

Y Semente incial
x = xk(1);
k=1

for i=1:imax

a=rand(i,1);
=1
while a > F(j,1), j=j+i; end
ne=j;
W = FiF(nc,1) * x + FIF{nc,4);
knew = round ((w-xmin)*(npts-1)/{xmax-xmin) + 1);
y(knew) = FIF{nc,2) * x + FIF(nc¢,3) * y(k) + FIF(nc,5);
flag(knew) = 1;
Xx=w;k=knew;
end
nn = length{y);

e (linspace(xmin,xmax,nn})’;

¥ Calcula o vetor de indices dos nos

for k=1:n+1
ik(k) = convert(xmin,xmax,npts,xk{k));
end

% Forca que os nos estajam presentes
y(ik) = yk;
flag(ik) = ones(n+1,1);

if nargout == 2,

[x,y] = datafill(x,y,flag);
else

r = norm{flag,1)/non;
end

if exibe 7=0,

if nargout == 4,
for i=l:nn
it flag(i) == 0, y(i) = NaN; end
end
plot{x,y,’.’, markersize’,1)
elseif nargout == 2,

plot(x,y)
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end
end

81 Estimador dos fatores de escala vertical. Os pardmetros de entrada sdo: x,y, grafico
em questdo; xk, vetor contendo as absissas dos pontos de corte. A rotina retorna um

vetor 8, com os fatores de escala vertical estimados.

function s = s1(x,y,xk}

n = length(xk);
nx = length(x);

% Define particao coerente com a malha
ik = convert(x(1),x(nx},nx,xk);

xk = x(ik);
yk = y{ik);
h = height(x,y);

{a,j] = max(abs(h)};
smax h(j);

H

for i=i:n-1
I = 1ik(i):ik{i+1);

h = height (x(I)},y(I});
[a,3] = max(abs(h)};
s{i) = n(jl);

end

s = s8(:) / smax;

oest Estimador dos coeficientes de orientagdo. Os pardmetros de entrada sdo: x,y, grafico
em questao; xk, vetor contendo as absissas dos pontos de corte. A rotina retorna um

vetor o, com 0s coeficientes de orientagao estimados.

function o = cest(x,y,xk)

n = length(x);
nk = length(xk);
ik = convert(x(1),x(ul),n,xk);

h = height(x,y);
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[a,jmax] = max(abs(h));

if jmax > round(n/2) , dir = 1;
else dir = -1;
end

for i = 1:nk-1
h = height (x(ik{i):ik(i+1)),y(ik{(i):ik(i+1)));
[a,jlocal] = max(abs(h});
if jlocal > round((ik(i+1)-ik{(i}+1)/2), o(i) = dir;
else o{i) = - dir;
end
end

convert Calcula os indices de cada elemento de um vetor, numa malha discreta. Os
parametros de entrada sao: a,b, extremos do intervalo discretizado; n, nimero de
pontos da malha; x, pontos em [a,b] a serem discretizados. O tinico pardmetro de

saida é o vetor k de {ndices dos elementos de x.
function k = convet{(a,b,n,x)
k = round({x-a)*{n~-1)/(b-a) + 1);
height Calcula a diferenca entre o grafico de uma fungo e a reta que une seus extremos.

Os parametros de entrada sdo: x,y, grafico em questdo. O dnico parametro de saida

¢ o vetor h contendo a diferenca entre o grafico e a reta que une seus extremos.

function h = height{x,y)

n = length(x);
m = (y)-y(1))/(x{n)y-x{1));
h=y -y -m*+x-x(1));

dfif Rotina encarregada de calcular a dimensao fractal de uma fungao de interpolagao
fractal, resolvendo a equagdo (I111.2). Para a solugdo desta equagdo, usamos o método
de Newton. Os parametros de entrada sdo: fif, matriz das contragoes que definem o
IF'S (gerada por mkfif); 40, chute inicial para a dimensdo; pres, precisiao requerida.

Os parametros de saida sdo: d, a dimensao computada; r, o residuo.
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function {d,r] = dfif(fif,d0,pres)

if nargin < 2,

d0 = 1,2;
pres = 10*eps;
elseif nargin == 2,
preg = 10*eps;
end
a = abs(fif(:,1)):
s = abs(fif(:,3));
on = ones(length(a),1};

if sum(s) <= 1,
d =1;
if nargout > 1,
r = abs(s’ * a, " (d-1) - 1);
end
return
end

d = d0; fun = 5’ * a,"(d-1) - §;

while abs(fun) > pres,
fun = s’ * a,”(d-1) - 1;

der = ({3’ * a."(d+eps-1) - 1) ~ (8" * a."{d~1} - 1))/eps;

d = d - fun/der ;
end

if nargout > 1,
r = abs(s’ * a,”(d-1) - 1);
end

87

dest2 Rotina encarregada de estimar a dimensao fractal de um gréfico, através do algo-

ritmo Box Counting. Os pardmetros de entrada sdo: x,y, gréfico sob interesse; L,

nivel mais grosseiro da matha (27%); U, nivel mais fino da matha {2-V); v, varidvel que

controla a exibicao da reta ajustada. A rotina retorna a dimensédo fractal estimada

b.

function D = dest2{x,y,L,U,v)

if nargin < 5, v = 1;
end

n = length{x);
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% Mapeia o grafico na caixa [0,1]x[0,1]

x = (x-x(12)/{x{n)-x(1)) ;

ymin = min(y);
ymax = max(y);
y = (y-ymin)/(ymax-ymin);

ik=[1 nl;
for i=1i:;L-1
nk = length{ik);
for j=l:nk-1
ikk(2*j-1)
ikk(2%j )
end
ik =[ikk n];
end

ik(3);
round( (ik(j+1)+ik{j)) /2 );:

LI |

for k =L:U

nk = length(ik);

for j=1l:nk-1
ikk(2%j~1)
ikk{(2%] )

end

ik =[ikk n];

nk = length(ik};

ik(3);
round( (ik(j+1)}+ik(j)) /2 ):

box = 0;

for j=1:nk-1
ymin = min{y(ik(j):ik(j+13));
ymax = max{y(ik(j):ik(j+1)));

[FO |

if ymin ==

ni =2;
else

ni = floor (ymin*2"k) + 1;
end
if ymax == 1

nf =2;
else

nf = floor(ymax+27k) + 1;
end

box = box + (nf-ni+i);
end

d{k-L+1,1} = k;

38
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d{k~L+1,2) = box;

and

d{:,2) = log(d(:,2)}/log(2);

on = ones (U-L+1,1);

A= [Con'*xon) (A(:,1)*on) ; (d(:,1)’#*on) (A{:,1)?*d(:,1))];
b = [(d(:,2)7*on) ; (d(:,2)’ * d(:,1))];
b = A\b;

D = b(2);

if v == 0, return

end

xi = d(1,1):.01:d(U~L+1,1);

yi = b(2)*xi+b(1);

plot(xi,yi,d(:,1),d(:,2),’y*")
title(sprintf(’D = %6.4f’,D))
xlabel(’n’),ylabel(’1ln N(n) / 1n 2°%)

dimen Rotina encarregar de calcular as estimativas da dimensao variando n; e ny {para-
metros que definem os tamanhos inicial e final da célula no Boz Counting). Os
parametros de entrada sio: x,y, grafico de interesse; L, poténcia que define n; = 27%;
U, poténcia que define n; = 27Y; op, opcdes padroes do plot. Os parametros de saida
sao: dmax, dimensaoc maxima estimada; dmin, dimensido minima estimada; imax,
indice onde dmax foi atingido; imin, indice onde dmin foi atingido; D, matriz com
todas as estimativas calculadas.
function [dmax,dmin,imax,imin,D] = dimen(x,y,L,U,ep)
n = length{x);
if nmargin < §, op = ’y’;
end
% Mapeia o grafico na caixa [0,1]x[0,1]
x = {(x-x(1))/(x(n)-x(1)) ;
ymin = min(y);
ymax = max{y);
y = (y-ymin)/(ymax-ymin);

ik=[1 nl;
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for

i=1:L-1

nk = length(ik);
for j=1:nk-1

ikk(2%j-1) = 1k(3);
ikk(2*j ) = round{ (ik(j+1)+ik(j)) /2 );
end
ik ={ikk nl;
aend
for k =L:U
nk = length(ik);
for j=1:nk-1 .
ikk(2%j-1) = ik(j);
ikk(2*3 ) = round( {ik(j+1)+ik{j)) /2 );
end
ik =[ikk n];

nk = length(ik);

box = (;

for j=1:nk-1
ymin = nin(y(ik(3):ik(j+1)));
ymax = max (y(ik{(3):ik(j+1)}};

if ymin ==

ni =2;
elae

ni = floor(ymin*2°k} + 1i;
end
if ymax == 1

nf =2;
else

nf = floor(ymax*2"k) + 1;
end

box = box + (nf-ni+l);

end

d{k-L+1,1) = 27k;

d(k-L+1,2) = box;

if ¥ > L
clear dd
dd(:,1) = log(d(:,1))/log(2);
dd(:,2) = Jog(d(:,2))}/1log(2);
on = ones(k-L+1,1);

A = [(on’*on) (&d{:,1)’*on) ; (dd{:,1)’#on) {dd(:,1)’*da(

5,115

90
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xinv

b = [(@d(:,2)’*on) ; {dd(:,2)’ * dd(:,1))];

b = A\b;
D(k~L) = b(2);
end

end

[dmax,imax] = max(D};
(dmin,imin} = min(D);

i-

L;

+

imax = imax
imin imin

+

if op == ’i’, return, end

plot(L+1:U,D,op,L+1:U,D, **g’ ,imax,dmax, ’*c’ ,imin,dmin, **c?);
b = (dmax-dmin)/10;
axis{[L U+l dmin-b dmax+b});

set(geca, 'ytick’,sort (D}, xtick? ,L+1:U);
title(sprintf (’Dmax = %6.4f, Dmin = %6.4f (45.2f%4%)7,...
dmax,dmin, 100 (dmax-dmin} /dmax)};
xlabel(?Upper limit for box reducement’) ylabel(’Estimated dimensiocn’)

Mapeia um vetor de pontos de um intervalo em outro. Os parametros de entrada
s80: x0,xn, extermos do intervalo destino; xa,xb, extremos do intervalo origem; x,

pontos a serem mapeados. Os pardmetros de saida sdo: X, mapeamento de x.

function X = xinv(x0,xn,xa,xb,x)

¥ =x0 + (xn - x0)/{(xb-xa) * (x-xa);

fknots Implementacio de um passo do algoritmo de selecdo de pontos para o problema

de aproximacdo fractal. Os parametros de entrada séo: x,y, gréfico em questéo;
smax, limite superior para o médulo do fator de escala vertical; k0, indice inicial
para a busca do préximo ponto; nf, indice final para busca do préximo ponto. Os
parametros de saida sdo: kotimo, proximo ponto de corte; o, coeficiente de orientagao

associado; tempo, tempo gasto no processo.

function [kotime,o,tempo] = fknots(x,y,smax,k0,nf)
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n = length(x};

% Comprimento minimo que um subintervale pode ter
lmin = 5;

triesl = zeros{nf-kC-1lmin+1,3);
t0 = clock;
normy2 = norm(y,2);
for i=kO+lmin:nf
iaux = i - k0 - lmin +1;

%===-> Calcula fator de escala vertical apropriade
%---> para ¢ subintervale [x(k0),x{i)]

if k0 == 1, xk = [x(k0) x{(i) x(n)];
yk = [y(k0) y(1) y(n)];
g = s1{x,y,xk);
s = s(1);

else xk [x(1) =x(k0) x(i) x(n}];
yk = [y(1) yko) y(i) ym1;
s = s1(x,y,xk);
s = s(2);
end %(if k0 == 1)

tries(iaux,3) = s;
if abs(s) < smax,
x{(k0:1i);
xsub(:)’;

y(kO:i);
ysub(:)?;

xsub
xsub
ysub
ysub

nn % n

-1:2:1

for ¢

¥y = O*y;
yy (1) = y(1);
yy(n} = y(n};

clear fl
£f1(1) = 1;

92
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fl(n} = 1;

if o ==1,
%-—-> Imagem inversa dos x em [x(k0),x(i)] no intervalo [x{1),x(n)]
xint = xinv(x(1),x(n),x(k0),x(i),xsub);

xa = x(k0);
xb = x{(i);
ya = y(k0);
yb = y(i});
else 4 (if o == 1}

%---> Imagem inversa dos x em [x(k0},x(1)] no intervale [x(1),x(n)]
xint = xinv{x(1),x(n),x(i),x(k0),xsub};

xa = x(i);
xb = x(k0);
ya = y(i);
yb = y(k0);

end % (if o == 1)

1/(x{n)-x{1));

d * (xb-xa);

d * (x(n) * xa = x(1) % ¥b);

d* ((yb - ya) - 5 * (y(n) - y(1)));

d * ((x(n)*xya - x(L)*yb) - s x (x(n)*y(1) - x(1r*xy{n)));

Lo S T - L +
R Mmoo

% Monta transformacao que mapeia [x{(k0),x(i)] -> [x(1),x(n)]
“ AkO = [a 0 ; ¢ s8]}
bk0 = [e ; £1;

%---> Inversa da matriz A (AL = inv(AkQ});
Ai = [ t/a 0 ; -c/(a*s) 1/s];

P = Ai * { [xsub-bk0(1) ; ysub-bk0(2}] };
kint = convert(x{1),x{(n),n,xint);

yylkint) = p(2,1); _
fl(kint) = ones(1,length(kint));

il

[x,yyl=datafili(x,yy,f1);

norn{y-yy,2)/normy2;
norm(y-yy,2) /normyZ2;

if o == 1, tries(iaux,1)
else tries(iaux,2)
end % (if o == 1)
end ¥ (for o = 1:-2:-1)

nol
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else ¥ (if abs(s) < smax)
tries(iaux,1} = 1;
tries(iaux,2) = 1;
end % (if abs{s) < smax)

Fa

fprintf (['x(%41i) = %6.3f , s = YB6.3f. o = 1 => erro = ¥6.4f,"...
o = =1 => erro = 46.4f \n'],...
i,x(1),s,tries(iaux,1),vries (iaux,2));

end %( for i=k0+lmin:nf)

min(tries(:,1));
min{tries(:,2));

[minl,iot1]
[min2,ioct2)

if minl < min2, iotimo
else iotimo
end %(if minl < min2)

iotl; o = 1; erro = mini;
iot2; o =-1; erro = min2;

kotimo = jotimo + kO + lmin -1;

fprintf{['\n x(Y%4i) = %6.3f \n s = ¥6.4Ff \n o = ¥%2i’...
'\n norma do erro = %7.5£7],...
kotimo,x{kotimo),tries(ictimo,3),0,erro);

tempo = etime{clock,t0);
fprintf (’\n Tempo gastc em segundos: %5.2f \n’,tempo);

param Implementacao do algoritmo de selegio de pontos. Basicamente, executa sucessivas
vezes a rotina fknots. Os parAmetros de entrada sdo: x,y, grifico em questdo; smax,
limitante superior para o modulo dos fatores de escala vertical; kinicial, ponto de
corte inicial; ray, tamanho mdaximo do subintervalo aceitavel. Os parimetros de
salda s&o: xk,yk, vetores com os ponios de corte; ik, vetor dos indices dos pontos
de corte; s, vetor com os fatores de escala vertical; o, vetor com os coeficientes de
orientacao; tempo, tempo gasto no processo.
function [xk,yk,ik,s,o,tempol=param(x,y,smax,kinicial,ray)
n=length(x};
k0 = kinicial;
ik(1) = kinicial;
tempo =0;

lmin = b;
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while k0 < n-lmin:

if X0 == 1, nf = round{(n/1.2);
else nf = min([(kO+ray) n]);
end
[kl,00,t] = fknots(x,y,smax,k0,nf);

tempo = tempo +t;
ik{length(ik)+1)=k1
o{length(ik)~1) = oo;

kO = ki;
end
if X0 < n, ik{length(ik)+1) = n
o(length(ik)-1) = 1;
end
xk=x(ik):
yk=y(ik);

s=s1{x,y,xk);

calcs Calcula o fator de escala vertical de um determinado subintervalo em funcao da
dimensédo fractal. Os parametros de entrada sao: xk, vetor com as absissas dos
pontos de corte; s, vetor com os fatores de escala vertical; K, indice do subintervalo
em questdo; D, vetor de dimensao fractal. Os parametros de saida sdo: ss, vetor com
os fatores de escala vertical em funcdo de D; Dmin, minima dimensao factivel; Dmax,

méxima dimensio factivel.

function [ss,Dmin,Dmax] = calcs(xk,s,K,D)

N = length(D};

s = sf:);
xk = xk(:);
n = length{xk);
I = [1:K-1 K+1:n-1];
for k = 1:N
a = ((xk{(2:n)-xk{1:n-1))/{xk(n)-xk{1))).7(D(K)-1};

ss(k) = (1 - abs(s(I))' * a(l)}/a{K};

end

saux = abs(ss);
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[saux,imin]=min{abs(ss));
Dmin = D{imin);

[saux,imax]=min(abs(ss~1));
Dmax = D{imax};

aprdata Gera o arquivo de entrada para o programa em C que encontra os pontos de
corte para o problema de aproximacdo fractal. Os pardmetros de entrada sio: x,y,
grafico em questao; smax, limitantes para o médulo dos fatores de escala vertical. A

rotina grava os dados no arquivo texto data.txt.

function aprdata(x,y,smax)

x=x(:);
y=y(:);
n = length(x);

[wm,nn]=size(smax) ;

A = [mm smax(:,1)’-1 n %’
my smax(:,2)’ n y']’;

format long e

save data.txt A -ascii

format short

recdata Gera o arquivo de entrada para o programa em C que encontra os pontos de
corte para o problema de reconstrugio fractal. Os parametros de entrada sdo: x,y,
grafico em questdo; smax, limitantes para o mddulo dos fatores de escala vertical;
a,b, extremos do subintervalo ausente. A rotina grava os dados no arquivo texto

data.txt.

function recdata(x,y,smax,a,b)

(:);
(:);
length(x);

[mm,nn)= size(smax);

X=x
y=y
n =

4 = [mm (smax(:,1)’-1) (a-1) n x’
mm (smax(:,2)’) (b-1) n y’1';
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format long e
save data.txt A -ascii
format short

a7

getparam Lé o arquivo de saida dos programas em C spapr e sprec (ikso.txt). Os

parametros de saida sdo: ik, vetor com os {ndices dos pontos de corte; s, vetor com

os fatores de escala vertical; o, vetor com os coeficientes de orientagao.

function [ik,s,c]l=getparam
load ~ascii ikso.txt

[n,ml=size(ikso);

ik = ikso(:,1);
8 ikso(2:n,2);
o ikse(2:n,3);

clear ikso

fdsdata Gera o arquivo posdata.txt de entrada para o programa em C, finds, que

encontra o melhor fator de escala vertical para o subintevalo ausente. Os pardmetros

de entrada sao: x,y, grafico em questdo; ik, indices dos pontos de corte; s, vetor com

os fatores de escala vertical; o, vetor com os coeficientes de orientagdo; sot, fatores

de escala vertical a serem analisados.

function fdsdata(x,y,ik,s,o0,K,sot)

x = x(:);
y = y();
nx = length(x);
ik = ik(:);
ck = length(ik}-1;
s = s(1);
= a(:);
sot = sot(:);
ns = length(sot);
4 = [nx x’ nk ik? s’ ns

00 y’ K zeros(l,nk+1) o’ 00 zeros(l,ns)

17
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format long e
gave posdata.txt A ~ascii
format short

spapr Implementacdo em C do algoritmo de sele¢do de pontos para o problema de apro-

ximagao fractal de sinais.

#include <time.h>
#include <math.h>
#include <stdioc.h>

/t*****#*t#*#***##***************************************##******

Calcula a diferenca entre a funcac € a reta que une os extremos
******************#*##*******************************#*****#***#/

float height(float *x, float *y, int n)
{
float m = (y[n-1}-y[0])/(x[n-1]-x[0]);

float h=0;

for (int i=0; i < m ; i++)
{
float aux = y[il-y[0]} - m*(x[i]-x[0]);
if (fabs(aux)>fabs(h))
h = aux;

return h;

/************************************************************
Estimador dos fatores de escala vertical
ok o ol ok ko o ok o ok ke sl o oK K ok ok o o o o e o ks kR sk Rk kR kR Rk ok ok ko
void sl{float *x, float #y, int n, int *ik, int nk, float *s)
{
float smax = height(x,y,n);

for (int i =0; i < nk-1; i++)
s[i} = height (x+ik[i],y+ik[i],ikli+1]1-ik{il+1) /smax;
}

/************************###***************************************

Inverte um conjunto de indices do intervale [i0,i1] para o grande
*#**************t***************************#*********************/

void ikinv{int n, int i0, int il, int 4, int =*ik)
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{
for (int i =0 ; i <= abs{il-i0); i++)
if (d==1)
ik[i] = (int) floor( (n-1} * float{i) /float(abs{il-i0)));
else

ik{10-i1-3i] =(int) floor( (n-1) * float(i) /float{abs(il-i0)));
}

/*****#********#*************************#****#**************
Interpola linearmente os pontos de X,y segundo fl
sk ks oKk ko ok ok ok ok otok K sk ok ok ok Rk kR R kR Rk kR R Rk

void datafill(float *x, float *y, int *£fl, int n)

{
int 1 = @;
int j =1 + 1;
int k;
float m;

while (j < n-1)
{
while (f1[j] == 0 && j < n-1) j++;
if (j <= n-1)
m = (y[jl - y[i1)/(x[3]-x[iD);

for (k=i+l ; k < 3 ; k++)
yk] = y[i] + m = (x[k] - x[i]);

while (f1[j] == 1 && j < n-1) j++;
i=3-1;
j =1 +1;

J R ko R ok okdoik sk Ok kR ok ok Rk kb ok ok ok s ok ko ok ok ok ok ok ok
Calcula sinal
S5 2 o S 3 32K 3 R o 3 OR O K O 3 OO K ok K K K8 o o o o R ok R Rk
int sgn(fleat x)
{

if (x<0) return -1;

else return 1;

ky

3 ook o ke o oo 0 o e s Bl i ok ol ol o e e s o sl s ke o st ko e ok ok oo o o o o o ok R KR o o
Calcula norma 2
KRR KRR R KRR KRR R KRR KR KRR AR R RN Rk dkokkknkok kR gk ok ko
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float norm(float *x, int n)

{
float norma = 0;
for (int j =1 ; j < n ; j++)
norma += x[jl*x[jl;
return sqrt{normaj;
}

[ A R K S KO R KR TR RO O R Rk kR ok

Indice da posicac de minimo
s o 3k o e o o e 3K ok o ok sk ok o 36K R 33k ok ok KR o ok sk K O o o K K K R Kk ok ok
int indexmin(float *x, int n)
{

int 1 = 0;

for (int j=1 ; j < n ; j++)

if (x[j} < x[i])
i=3;
return i;

}

J A AR o o ok 3 ok o ok o R o o R oo oK o ook sk o SR Rk akok sk ok ok oK
Encontra o ponto de corte otimo a direita de kO
8 ok 3 0 o ol o sk o 9 0 R S o 3 o e o o o o R oK K o o kKK o R Rk Rk ok kR e
void fknots(float *x, float *y, int n,
float smax, int lmin, int kO, int nf,
float& sot,int& ocot, intk kot, floatg erro)

float *yy, *direct, *reverse, *scale;
float s, xa, xb, va, yb;

float a,d,c,e,f;

int *=fl,#*is;

int #*ik;

direct = new float [nf - k0 -lmin +1];
reverse= new float [nf - k0 -lmin +1];
scale = new fleat [nf - k0 ~lmin +1];

is

is[0]

new int [2];
kO;

f

for (int i = KO0+lmin; i <= nf ; i++)

{
// Definie o extremo direitc do subintervalo
// para estimar fator de escala vertical
ig(1] = i;
s1(x,y,n,is,2,&s);
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scale[i-k0~1lmin] = =s;

// Se fator de escala vertical for aceito...
if (fabs{s) < smax)

{
// Faz a transformacac para os dol coeficientes de orientacac
for {(int o = -1; o <= 1; o+=2)
{

// Cria os vetores da imagen transformada

vy = new fleat {nl;
yylol = ylo0];

yy[n-1] = y[n-11;

f1 = new int [n]:
f1[0] =1,

f1[n-1] = i;

// Zera posicoes ociosas
for {int j=i ; j< mn-1 ; j++)
£1[i] = 0;

ik = new int [i-k0+1];

if (o == 1)
{
ikinv(n,k0,i,1,ik};
xa = x[k0];
xb = x[il;
ya = y[k0J;
yb = ylil;
}
else // if o == -1
{
jkinv(n,1i,k0,-1,ik);
xa = x[i]);
xb = x[k0];
ya = y[il;
yb = y[k0];
}

if {(fabs{s) < le-6)
s = sgnis) * 10-6;

d = 1/{x{n-1] - x[0]);
a=4d *x(xb - xa);
e = d *(x[n-11#xa - x[0]*xb);



APENDICE B: LISTAGEM DAS ROTINAS

}

}
}
else

{
d

r

int il
int i2

d *({yb-ya) - s*(y[n-131-y{01));
d *((x[n-1)#*ya - x[0)*yb) - s*(x[n-1}*y[0]-x[0)*y[n-1]1));

c

f

[}

for {j = k0; j <= 1 ; j++)

{
yy[ik{j-k01] = -c/(a*s) * (x[jl-e) + 1/ * (y[j1-£);
£1[ik{j-k0]] = 1;

}

delete ik;

// Preenche o vetor com interpolacac linear
datafill(x,yy,fl,n);
delete f1;

// armazena em yy <- yy-¥y
for (int ii =0 ; ii < n ; ii++)
yyliil-=y[iil;

if (o == 1)

.{
if (norm{y,n) > 0) direct[i-kO-lmin] = norm(yy,n)/norm(y,n);
else directli-k0-1lmin] = 1;

}

else

{
if (norm(y,n) > 0) reverse[i-k0-1lmirn] = norm(yy,n)/nerm(y,n);
else reverse[i-k0-1min] = 1;

}

delete yy;
// for o=-1:2:1

// if abs(s) »>= smax

irect{i-k0O-1min] = 1;
eversef{i-k0-Imin] = 1;

indexmin(direct,nf-k0-1min+1);
= indexmin(reverse,nf-k0-lmin+1);

if (direct[il] < reverse[i2])

{

oot
kot
erroc

1;
il+kO+1lmin;
= direct[il];

102
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sot = scale[il];

1

else

{
oot = -1;
kot = 1iZ2+k0+1lmin;
erro = reverseli2];
sot = scalel[i2];

}

delete direct;
delete reverse;
delete is;
delete scale;

// Programa principal

void main()
{
fleoat #*x, *y, *smax;
float nn, wmm;
int *sinterv;
int n, ns;

//Armazena ¢ tempo atual
time_t t1 = time(NULL);

printf("Algoritme de Selecac de Pontos para o problema de\n");
printf{"Aproximacac Fractal de Funes\n\n"};

FILE *pontos;
pentog = fopen(“"data.txt", “rt");

// Le os vetores que definem os fatores de escala
// vertical maximos por intervalos

fscanf (pentos, "%t %f",&no,&mm) ;
ns = int{nn);

sinterv = new int [ns];
smax = new float [ns];

for (int i=0; i < ns; i++)

{
fscanf (pontos,”4f Af",&nn,&smaxf{il);
sinterv[i] = int{an);
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}

// Le a dimensao dos vetores de pontos
facanf(pontos, "Yf 4f", &nn, &mm);

n = int(nn);

printf ("Dimensao dos vetores de pontes: %i\n\n",n);
printf("Fatores de escala vertical maximos por faixa:\n");

for (i=0; i < ns; it++)
printf{" -> %56i, Isl| < %5.3f\n",sinterv[il+1,smax{i]);

// Cria os vetores x e y
x = new float [un];
y = new float [n];

// Le os pontos do arquive
for (i=0; i < n ; i++)

fscanf (pontos, "%f Uf", Ex[i], &y[il);
fclose(pontos) ;

FILE *nos = fopen("ikso.txt","wt");

int o,nf;
int k0 =
int ki1
int kaux
int Imin
float s;
float erro;

I
n < <

n
o

// Grava o extremo esquerdo
fprintf (nos,"%i 0 O\n",ki+1};

while (ki < n-1-lmin)

{
if (k0 == 0)
{
nf = int (floor{0.8 * fleat (n-1)));
printf{"\nLimite para busca na iteracao inicial: %i\n ", nf);
}
else
nf = n-1;

// Descobre o extremo direito do primeiro subintervalo
fknots(x,y,n,smax (kaux],lmin,kQ,nf,s,0,kl,erro};
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printf("\n k = %4i | x[k] = %8.3f | “,ki+1,x[k1]);
printf("o = %2i | &8 = Y6.3f (%B.3f) | e = 6.3e",0,3,smax[kaux] ,erro);

while (k1 > sinterv[kaux])
Kaux++;

if (k1 == sinterv[kaux])
kaux++;

fprintf(nos,"%i 4f %i\n",ki+l,s,0);

kO = ki1;

it (k1 < n-1)
fprintf{nos,"%i 0 1",n};

time_t t2 = time(NULL);
printf ("\n\nTempe total gasto: %3.1f min\n", float(t2-t1)/60);

fclose(nos);

// Libera memoria
delete x;

delete y;

delete smax;
delete sinterv;

sprec Implementacdo em C do algoritmo de selecdo de pontos para o problema de recons-

trucdo fractal de sinais.

#include <time.h>
#include <math.h>
#include <stdioc.h>

/**********************#*#t********#**t**************************

Calcula a diferenca entre a funcac € a reta que une os exiremos
5 S o o o o o oo ok o o o oo ok AR R R e KK K Sk Sk ook ok ok

float height (float *x, float *y, int n)
{
float m = (y[n-13-y[01)/(x[n-11-x[01);
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flecat h=0;

for (int i=0; i < n ; i++)
{
float aux = y[i]-y[0] - m*(x{i}-x[0]);
if (fabs(aux)>fabs(h))
h = aux;

return h;

}

30K o o oo o o o o B o o s o o o o R B R o oo o R e o O o o 0 o o o ok ok o
Estimador dos fatores de escala vertical
oo ok R KO H K 3 K KKK R AR K R S ko R Kk Rk o [
void s1(float #x, float *y, int n, int *ik, int nk, float *s)
float smax = height{x,y,n);

for {int i =0; i < nk-1; i++)
s8(i) = height(x+ik[i],y+ik[i],ik[i+1]-ik[il+1) /smax;

992 333 o o s ke o o o o o S a2 S Rk o a0 o o R ok ke ok ok a3 30 o K 3 5 o o o 3 o K oK SR

Inverte um conjunto de indices do intervalo {i0,il] para o grande
S b ke o o o o ook o R SR O o R R SR R SRR oo o K R s R ok R ek ko ko

void ikinv(int n, int i0, int il, int &, int =*ik)

{
for (int i =0 ; i <= abs{il-i0); i++)
if (d==1)
ik[i] = int (floor( (n-1) * float{(i) /float{abs(il-i0})));
else

ik[i10-i1-1] = int (floor( {n-1i) * float{i) /float(abs(il-i0))}};

/*********#**************************************************

Interpola linearmente os pontos de x,y segundo fl
A K SR S KK 3K oK R S ok R R R R ORR KR O R o K ok

void datafill(fleat *x, float *y, int *fl, int n)

{
int 1 = 0
int j =i + 1;
int k;
float m;

while (j < n-1)
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{
while (£1[j]1 == 0 &k j < n-1) j++;
if (j <= n-1)
n = (y[3] - y(i1)/(x[31-x[1]);
for (k=i+1 ; k < j ; k++)
yk] = y{i] + m = (x[k] - x[i]);
while (f1[j] == 1 &% j < n-1) j++;
i=j3 -1
j =1 +1;
}

0 o o K 3R oo SR o R RO R ROk o K ok Kk K
Calcula sinal
B T L L i d L I r e e T e e e e ey
int sgn(fleat x}
{
if (x<0) return -1;
else return 1;

/**************#*****#*************************************#*

Calcula norma 2
o o oo K S o 3 o o o A o o o o o T KR o oo o o o o ok o R o S oo e o ok K kR ok ke e

float norm{float *x, int n)

{
float norma = {;
for {(int j =1 ; j < n; j++)
norma += x[j1*x[jl;
return sqrt(norma);
}

/***#*********************#**********************************
Indice da posicao de minimo

33 K KRR R AR KoK o o R K e ORI o ok Rk R OR KR ok Rk ok

int indexmin(float *x, int n)

{
int 4 = 0;
for (int j=1 ; j < n ; j++)
if (x[3) < x[iD)
i=3;
return i;
}

73 ook o ook oK ok o o R o o O o o R R ok s e 2k o KK Mk o o O O K ok o Ok



APENDICE B: LISTAGEM DAS ROTINAS

Encontra o ponto de corte otime & direita de kO

o8 S oo 3 o 3 ok oK MR o Ko o o R ok o o ot 8 K ok ek sk ok ool o O e o o e o o kK ok ok

void fknots(float *x, float *y, int m,

float smax, int lmwin, int kO, int ia, int ib, int nof,

floatk sot,int& cot, int& keot, floatk

float *yy, *direct, *reverse, *scale;
float &, xa, xb, ya, yb;

float a,d,c,e,f;

int =fl,*1s, *1k,

direct = new float [nf - k0 -1lmin +1];
reverse= new float [nf - k0 -lmin +1];
acale = new float [nf - k{ ~-lmin +1];

new int [2];
kQ;

is
is[Q]

// Define ate cnde a busca pelo extremo direito pode ser feita

int nfad;

if (kQ <= ia)
nfad = ia;

else
nfad

il

nf;

// Inicia busca pele extremo direito
for {int i = k0+lmin; i <= nfad ; i++)

{

erro)

// Definie o extremo direito do subintervalo

// para estimar fator de escala vertical

isl1] = i;
sl(x,y,n,is,2,&s);
scaleli-k0-1min] = s;

// Se fator de escala vertical for aceito...

if (fabs(s) < smax)

// Faz a transformacac para os doi coeficientes de orientacao

{
for {int o = -1; o <= 1; o+=2)
{
// Cria os vetores da imagen transformada
yy = new float [nl];
yylol = y[ol;
yy[n-1] = y[n-1];

108
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fl = new int [nl;
£110] =1;
f1[n-11 = 1;

// Zera posicoes ociosas
for (int j=1 ; j< n-1 ; j++)
f1{j} = 0;

ik = new int [i-k0+1];

if (o == 1)
{
ikinv(n,k0,1,1,ik);
xa = x[k0];
xb = x{i]:
ya = y[k0];
yb = y[i];
}
else // if o == -1
{
ikinv(n,i,k0,-1,ik};
xa = xfi];
xb = 2fk0];
ya = y[i];
yb = y[ko];
}

if (fabs(s)<lie-6)

{
printf("\nWarning: scale factor less than le-6 { %e }",s);
5= sgn(s} * le-6;

}

d = 1/(x[n-1] - x[01);

a=d ={xb - xa);

e = d *{x[n-1]*xa - x[0)=*xb);

¢ = d *{{yb-ya) - s*{y{n-1]1~-y[01));

f = d *((x[n-1]xya - x[0)*yb) - s*x(x[n-11*y[0]-x[0]*y[n-11});
for {int q = k0; g <= 1 ; q++}

{

yy[ik[q-k0]]
f1[ik[q-k0]]
}
delete ik;

-c/(a*s) » (x[ql-e} + 1/s * (ylql-£);
1
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// Preenche o vetor com interpolacao linear
datafill(x,yy,fl,n);

delete f1;

// armazena em yy <- yy-y para os pontos fora do intervalo ausente
for {int il =0 ; i1 <= ia ; il++)
yylitl-=y[ii];
for (int i2 =(ia+1) ; i2 <= (ib-1) ; i2++)
yy [12]=0;
for (int i3 =ib ; i3 < n ; 1i3++)
yy[13]-=y[i3];

if (o == 1)
direct[i-k0-1min] = norm(yy,n}/nerm(y,n);
else
reverse[i-k0-1min] = norm(yy,n)/norm(y,n);
delete ¥yy;
¥// for o=-1:2:1
1
else // if abs(s) >= smax
{
direct[i-k0-1min] = 1;
reverse[i-k0-1min] = 1;

}
}
int i1 = indexmin(direct,nf-k0-1lmin+1};
int i? = indexmin(reverse,nf-k0-lmin+1);

if (direct[ill < reversel[i2])

{
oot = 1;
kot = i1+k0+1imin;
erro = direct[il];
sot = scale[il];
1
else
{
oot = =1;
kot = i12+k0+lmin;
erro = reversefi2];
sot = scale(iZ2];
h

delete direct;
delete reverse;
delete is;
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delete scale;

}
// Programa principal

void main{(}

{

float *x, *y, *smax;
float nn,mm;

int n,ns,a,b;

int *sinterv;

printf("Algoritmo de Selecao de Pontos para o problema de\n");
printf{"Reconstrucao Fractal de Sinais\n\n");

FILE *pecntos;
pontos = fopen{“data.txt", "It

// Le os vetores que definem os fatores de escala
// vertical maximos por intervalos

fscanf(pontos,"%f %1",&nn,&mm) ;
ns = int(nn);

sinterv = new int [ns];
Smax new flocat [ns];

for (int 1=0+ 1 < ns; i++)

{
fscanf (pontos,"%f %f”,&nn,&smax[il);
ginterv[i] = int(nn);

}

// Le os indices dos extremos do intervalo ausente
fscanf (pontos, "Uf %f", &nn, &mm};

a = int(nn);

b int (mm} ;

// Le a dimensao dos vetores de pontos
fscanf (pontos, "%f %f", &nn, &mm);
n = int(nn);

printf("Dimensac dos vetores de pontos: %i\n\n",n};
printf("Fatores de eacala vertical maximos por faixa:\n");

for (i=0; i < ns; i++)
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printf(" -> %56i, [sl < %5.3f\n",sinterv[i]+1,smax[i])};

// Cria os vetores x e y
x = new float [n];
y = new float [n];

// Le os pontos do arquivo
for (i=0; i < n ; i++)

fscanf (pontos, "%f %f", &x[i], &y[il);
fclose(pontos};

printf("\nlntervale ausente ~>» [ x(%i) , x(%i) J=( %8.3f , %8.3f J\n",

a+1,b+1,x(a) ,x[b);
FILE #nos = fopen{"ikso.txt”,"wt");

/f Define o numero minimo de elementos num subintervaloc
int lmin = 5;

int o,nf;
int k0 = Q;
int k1 = 0;
int kaux =
float s;
float erro;

Y

// Grava o extremc esquerdo
fprintf(nos,"%i 0 0\n",k1+1);

//Armazena o tempo atual
time_t t1 = time(NULL};

nf = a;

printf("\nLimite para busca na iteracac inicial: %i\n ", nf+1};

while (ki < a-1i-lmin)
{

// Descobre o extremec direito do primeiro subintervale

fknots(x,y,n,smax[kaux],lmin,k0,a,b,nf,s,0,ki,erre);

while (k1 > sinterv[kaux])
kKaux+t;

if (k1 == sinterv[kaux])
kaux++;

printf("\n k = %4i | x[k] = %8.3f | ",ki1+1,x[k1]);

printf{"o = %2i | s = ¥6.3f (%5.3f) | e = %6.3e",0,s5,smax[kaux] ,erro);

112
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fprintf{nos,"%i %f %i\n",k1+i,s,0);

kO = ki1;

if (ki1 < a)

int *is = pew int(2];
i5(0]=kl1;

is[1]=a;

float s;
s1(x,y,n,is,2,bks);
k1l = a;

printf("\n k = %41 | x[k] = %8.3f | ",k1+1,x[k1]);
printf("o = %2i | s = ¥6.3f (%5.3f) | e = %6.3e",0,s,smax[kaux] ,erro);

fprintf(oos,"%i %f 1\n",kl+1,s);
}

// Recomeca a busca pelo extremo direito deo intervalo ausente
kO = b;
k1 = kO;
while (k1 > sinterv[kaux])
kaux++;

if (k1 == sinterv[kaux])
kaux++;

// Grava o extremo esqﬁerdo do intervalo ausente
fprintf(nos,”%i 0 O\n",ki1+1);

printf ("\n---—--—m——mmsmm o e e T e "y;
printf (" -—— e ");

printf{("\n k = %41 | x[k] = %8.3f | ",ki+1,x[k1]);

printf{"o = 2 | 5 = 77?77 (%5.3f) | e = %6.3e",smax[kaux],erro);
printf{M\n-r-—m oo e e "y;
printf("~---=r--mmommmmom - -—=");

vhile (k1 < n-1-1min)

{
// Descobre o extremo direito do primeirc subintervalo
fknots(x,y,n,smax [kaux],1lmin,k0,a,b,nf,s,0,kl,erro);
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printf ("\n k = %4i | x[k] = %8.3f | ",ki+1,x[k1]);
printf{"o = %2i | 8 = %6.3f (%5.3f) | e = %6.3e",0,8,emax[kaux],erro);

while (k1 > sinterv{kaux])
kaux++;

if (k1 == sinterv{kaux])
Kaux++;

fprintf (ros,"%i %f %i\n",k1+1,s,0);

kKO = ki1;
}
if (k1 < n-1)
{
int *is = new int[2];
is{0l=k1;
is{il=n-1;
float s;

81(x,y,n,1is,2,&s);
fprintf (nos,"%i 4f 1",n,s);
}

time_t t2 = time(NULL};
printf("\n\nTempo total gasto: %3.1f min\n", float{t2-t1)/60);

fclose(nos);

// Libera memoria
delete x;

delete y;

delete smax;
delete szinterv;

finds Programa em C, encarregado encontrar o melhor fator de escala vertical para o

subintervalo ausente, através de busca.

#include <time.h>
#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <conioc.h>
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/***’!‘***#********t**#************************###*************

Arrendonda um numero real
7 ok oK ok ol ke o 3 oKk o O o o oK o K ok KO o KR K K R K o R R R Kk ke ok R

int round(float x}

{
int xi;
if ({x - floor(x)) >= 0.5)
xi = ceil(x);
else
xi = floori(x);
return xi;
}

73093k K o ok e e 3 o o ook o ke ok 9 S ok ok K K o B 6 3 S oo o o K o o o o K

Gera matriz de contracoes da FIF

a5 403K 36 3 2 o o KR e of ok K ok s o o ok Sk o e e s 6 o o o 3 ok o o o e ok ko ok ok 3k ok o ok ok ook

void mkfif {(float *xk, float *yk, float *s, int *o, int nk,
float **FIF )

{

float deltax = yk[nk] - xk[0];
float deltay = yk[nk] - yk[0];
float xa, xb, ya, yb;

for (imt i = 0; i < nk ; i++)
{

if (olil == 1)

{

xa = xk[il;
xb = xk[i+1];
ya = yk[i];
yb = yk[i+1];

else

xa = xk[i+1];
xb = xk[il;
ya = yk[i+1];
yb = yk[i];
}
FIF[i] [0]
FIF{i}[1]
FIF[i][Z]
FIF[il[3]
FIF[i] [4]

{ xb~xa )/deltax;

( yb~ya )/deltax - s[ilxdeltay/deltax;
s[i];

{ xk{nk]l*xa - xk[0]J*xb )/deltax;

( xk[nk]*ya - xk[0]*yb )/deltax =
s{il*( xk[nk]*yk[01 - xk[0)*yk([nk] )/deltax;

1]

It
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FIF[il[5] = 1.0 / nk;

3 A o o K A o o o o O e o o oK O o 3 ok s ook o o o o sk ok ok ok ook ok ok ok ok o

Interpola linearmente os pontos de x,y segundo fl
**************t******************************************#**/
void datafill(float *x, float xy, int *fl, int n)

{

int i = 0;

int i =1 + 1;

int k:

float m;

while (j < n-1)

{
while (£f1[j] == 0 &k j < n-1) j++;
mn = (y[il - y[i1)/(x(3]1-x[i1);
for (k=i+l ; k < j ; k++)

y[k] = y[i] + m * (x[k} - x[i]);
while (f1(j] == 1 && j < n-1) j++;
i=3-1;
j=1i +1;

1
}

7 o o o o ok oo B R R K ok ook i o ok K KSR e s s o R R sk ok ook K
Calcula norma um

0 s e o s o g o ok s ook ek S R R R K SRR R R K R R ROk
float norm{fleat *x, int n, int ia, int ib)

.{

ficat sum = O;

for (int 1 = 0 ; i <= ia ; i++)
sum += fabs{x[i]);

for (i = ib ; i < n ; i++)
sum += fabs(x[i]};

return sum;
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/**************************************************#*********

Compara o grafico de uma FIF com (x,y)
#***t*********************#*#*******************************/

float cpfif (float *x, float *y, int nx, int =*ik,
flouat *xk,float =yk, float *»FIF, int nk,
int ia, int ib)

conet int factor = 5;
float a, w, XX;
int j, nc, k, knew;

const float xmin = xk[0];
const float xmax = xk[nk];

// Aloca e inicializa os vetores yy e fl
float *yy = new float [nx];
int  *fl = new int [mx];

for (int i = 0; i <nx; i++)
{
yy (il = &;
Filil 0;

}

// Gera vetor da distribuicao acumulada
float *F = new float [nk];

F[0] = FIF[0]1[5]);

for (i = 1; i < nk; itt)
F[i] = F[i-1] + FIF[i][5];
Flnk-1]=1;

//{ Semente inicial
xx = xk[0];
k = 0;

for {i = 1; i < nx*factor; i++)

{

[
]

float (random(10000)) / 10000.0;

j=0
while (a > F[il}
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j=j+l;

nc=j;

W = FIF[ne][0] * xx + FIF[nc][3]:

knew = round ((w=xmin)*(nx-1}/{(xmax-xmin));

yy[knew] = FIF[nc}[1] * xx + FIF[nc][2] * yy[k] + FIF[ncl[4];
fllknew] = 1;

XX = W;

k = knew;

)}

// Forca que os extremos estejam presentes

for (i = 0; i <= nk; i++)

{

yy[ik[il]
£f1[ik{i])

ykl[il;
1

}

// Completa o grafico
datafill(x, yy, fl, nx};

for {i = 0; i < nx; i++)

yy[il = yy[il - y[il;
float erro = norm{yy,nx,ia,ib);
delete yy;

delete fl;
delete F;

return erro;

}
// Programa principal

void main()

{

//Armazena o tempo atual
time_t t1 = time{NULL);

// Dados de entrada
float *x, *y, *xKk, *yK, *s, *50%;
int *ik, *o, K, nx, nk, ns;



APENDICE B: LISTAGEM DAS ROTINAS 119

// Variaveis auxiliares
float nn, mm;

printf ("Reconstrucac Fractal de Sinais"};
printf("\nRotina para estimar parametros otimes");

FILE *pontos;
pontos = fopen("posdata.txt", "rt");

J AR R ok kR RORROR R R R R R R R R AR AR R R KRRk kR

LE 03 VETORES DE PONTO3S

*********************************************************/

// Le dimensao dos vetores de pontos
fscanf (pontos,"%f %f",&nn, &mm);
nx = int(nn);

// Aloca memoria para o pontos
x = new fleoat [nx];
¥y = new float [nx];

// Le os pontos
for (int i=0; i < nx ; i++)
fscanf (pontos, "%f %", &x[i], &y[il);

// Le quantidade de subintervalos e posicao do
// subintervalo ausente

fscanf (pontog, "Yf %f", &nn, &mm);
nk = int(nn);
K = int{mm);

// Aloca memoria para xk, yk, s € o
ik = new int [nk+1];
xk = new float [nk+1];
yk = new float [nk+1];
s = new float [nkl;
= new int [nk];

// Le o vetor ik de indices dos pontos de corte
for (i=0; i <= nk ; i++)
{

fscanf (pontos, "#f %f", &nn, &mm);

ik{il = (int {on))-1;
xk[i) = x[ik[i]];
vkii) = y[ik[il];
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ik[K-1]1;
ik [K);

int ia
int ib

// Le fatores de escala vertical e coeficientes de orientacao
for (i=0; i < nk ; i++)
{

facanf (pontos, "4f ¥f", &s[i), &nn);

o[i] = int(nn);

}
printf ("\n\nDimensac des vetores de pontos: %5i",nx);
printf ("\nQuantidade de subintervalos: %3i",nk};

printf{"\nSubintervalo a reconstruir: %3i",K);

// Le quantidade de ss a serem testados

fscanf (pontos, "%f %f", &nn, &mm};

ns = int{nn);

printf("\nTotal de teste a fazer: %21i" ns);

// Aloca memoria e le vetor sot
sot = new float [ns];
for (i=0; i < ns ; i++)
fscanf (pontos, "Af %f“, &sotlil, &mm);

/{ Fecha arquivo de entrada de dados
fclose(pontos);

A o o o o Rk 7 K R o R B R K R K T R R
LEITURA DOS DADOS CONCLUIDA

3 s ok o sk o 8ok K K A Kl 2 3o e o o MK oo o o o s ok o ok ok ok koK ok R sk K ok ok

// Aloca memoria para a FIF
float **FIF;

FIF = new float *[nk];
for (i = 0; i < nk ; i++)
FIF[i] = new float [6];

// Aloca memoria para a matrix de erros
float **erros;

erros = new float *[ns];
for (i = 0; 1 < ns ; i++)

{

errosf(i] = new float [4];
for (imt j = 0; J < 4; j++)
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}

const int nloops

printf("\n\nIntervalo ausente: [x(}i),x(%i)] = [47.4f,%7.4£3",

erros(iJ[j] = O;

3;

ia+1,ib+1,x[ial,x[ib]);

printf ("\n\n +/+ { -/+ | +/-

randomize(};

// Testa todos os valores de sot
for (i =0 ; 1 < ns ; i++)

{ .

for (int loop = 0; loop < nloops ; loopt+)
{

// Configuracao 1: +/+

s{K-1] = sot(i];

o[X-11 = 1;

mkfif{xk,yk,s,o,nk,FIF);

erOS[i] [0] += {;pfif(x,Y,nx,ik,Kk,Yk,FIF,nk,ia,ib);

// Configuracao 2: -/+
s5[K-1] = -sot[i];
0[}(—1] = 1;

mkfif (xk,yk,s,o,nk,FIF};
erros[i} [1] += Cpfif{X) Y,nx,ik,XR,Yk,FIF,nk,ia,ib) H

// Configuracao 3: +/-
s[K-1] = sot[il;
ofK-1] = ~1;

mkfif (xk,yk,s,o,nk,FIF};
erros[i] [2] += cpfif (x,y,nx,ik,xk,yk,FIF,nk,ia,ib};

// Configuracao 4: =/-
s[K-1] = -sot[i];
o[K-1] -1;

mkfif (xk,yk,s,o,nk,FIF);

erros[i][3] += cpfif(x,y,nx,ik,xk,yk,FIF,nk,ia,ib);
}
for (int j = 0 ; j < 4; j++)

erroglil (i1 = errosli]l[j] / nloops;

printf{"\n %6.4f -> %9.4f | %9.4f | ¥9.4f | %9 4f",sot[i],

=/=");

121
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erres[i] [0] ,erros(i][1] ,erros[i][2]},erros[i][3]);

}
int ii = 0;
int jj = 0;

for (i = 0; 1 < ns; i++)
for {int j = 0; j < 4; j++)
if (erros(il[j] < erros[iil([j3j1)
{
ii
i3
}

i;
3

n

printf("\n\ns = %7.4f e configuracao = %1i",sot[ii],jj+1);

time_t t2 = time(NULL);
printf ("\n\nTempo total gasto: %3.1f min\n", fleat(t2-t1)/60);

// Libera memoria
delete x;
delete y;
delete ik;
delete xk;
delete vk;
delete s;
delete o
delete sot;
delete FIF;
delete erros;
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