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Resumo

O desafio na modelagem de processos espaciais estd na descricao da estrutura de cova-
riancia do fenémeno sob estudo. Um estimador nao-paramétrico da funcao de covariancia
foi construido de forma a usar combinagoes lineares de fungoes B-splines. Estas bases sao
usadas com muita frequéncia na literatura gragas ao seu suporte compacto e a computagao
tao rapida quanto a habilidade de criar aproximagoes suaves e apropriadas. Verificou-
se que a funcao de covaridncia estimada era definida positiva por meio do teorema de
Bochner. Para a estimacao da funcao de covariancia foi implementado um algoritmo
que fornece um procedimento completamente automatico baseado no nimero de fungoes
bases. Entao foram realizados estudos numéricos que evidenciaram que assintoticamente
o procedimento é consistente, enquanto que para pequenas amostras deve-se considerar
as restrigoes das fungoes de covariancia. As fungoes de covariancias usadas na estimacao
foram as de exponencial poténcia, gaussiana, ciibica, esférica, quadratica racional, ondular
e familia de Matérn. Foram estimadas ainda covaridncias encaixadas. Simulagoes foram
realizadas também a fim de verificar o comportamento da distribuicao da afinidade. As

estimativas apresentaram-se satisfatorias.

Palavras-Chave: Estatistica nao-paramétrica, Func¢oes Splines, Funcao de Covariancia,

Processo Gaussiano.
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Abstract

The challenge in modeling of spatials processes is in description of the framework of
covariance of the phenomenon about study. The estimation of covariance functions was
done using a nonparametric linear combinations of basis functions B-splines. These bases
are used frequently in literature thanks to its compact support and fast computing as the
ability to create smooth and appropriate approaches There was positive definiteness of
the estimator proposed by the Bochner’s theorem. For the estimation of the covariance
functions was implemented an algorithm that provides a fully automated procedure based
on the number of basis functions. Then numerical studies were performed that showed
that the procedure is consistent assynthotically. While for small samples should consider
the restrictions of the covariance functions, so the process of optimization was non-linear
optimization with restrictions. The following covariance functions were used in estimating;:
powered exponential, Gaussian, cubic, spherical, rational quadratic and Matérn family.
Nested covariance funtions still were estimated. Simulations were also performed to verify
the behavior of affinity and affinity partial, which measures how good is the true function

of the estimated function. Estimates showed satisfactory.

Keywords: Nonparametric Statistics, Splines Functions, Covariance Function, Spatial

Gaussian Processes.
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Capitulo

Introducao

Diversos procedimentos tem sido propostos na definicao da estimacao da func¢ao de co-
variancia espacial, por exemplo, aqueles baseados no método dos momentos ou sobre a
utilizagdo de uma funcao kernel, tal como consta em Cressie (1993), Hall e Patil (1994) e
Bj¢rnstad e Falck (2001). No entanto, esta ultima proposta nao é valida para a previsao,

uma vez que a condi¢ao para que seja definida positiva normalmente nao é satisfeita.

A funcao de covaridncia esté inserida no contexto da geoestatistica que é uma area
da Estatistica Espacial. As técnicas de covaridncia espacial sao comumente usadas para
descrever modelos genéticos e ecoldgicos. Em populagoes genéticas, a covariancia espacial
denota o modo que composigoes genéticas variam entre individuos distribuidos através
do espaco. Diferentes modelos descrevem esta covariancia como sendo, por exemplo, um
modelo exponencial, um modelo de Matérn ou um modelo Gaussiano. A suavidade de
um processo Gaussiano esta diretamente relacionada a especificagdo de sua fungao de

correlagao. Estudos apontam que a covariancia na composicao genética de individuos ou
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no crescimento de populagoes pode ser uma funcao da distancia separadas pelas unidades

amostrais.

O estudo de processos aleatérios Gaussianos é em grande parte um estudo de fungoes
de covariancia ou fungoes de correlacao. Os processos Gaussianos sao amplamente usados
na literatura geoestatistica. Esta area compreende dados pontuais referenciados, onde
cada elemento da amostra tem uma locagao referenciada por coordenadas geograficas
(longitude, latitude), associada as observagoes de interesse. Um exemplo comum ¢é o nivel

de certo poluente sobre uma regiao.

O método mais comum para se estimar a relacao entre covariancia e distancia é um
método nao-paramétrico, chamado correlograma espacial. Correlogramas sao muito tteis
na inferéncia biologica. Ha, no entanto, questdoes em que o aperfeicoamento pode ser
requerido. Por exemplo o fato do correlograma aproximar a funcao de covariancia espacial
continua por uma funcao discreta. E também o préprio estimador nao ser uma funcao
de covariancia valida, desde que ele nao é definido positivo. Um correlograma é uma
funcao que mostra as correlagoes entre os pontos amostrais separados pelas distancias. A

correlagao geralmente decresce com a distancia até alcancar zero.

Consideremos a medida z; em um individuo 7 na coordenada (z;, y;). Agora assuma que
hé n individuos, e que a covariancia espacial aos pares é uma funcao, p(7), da distancia, 7,
separando os individuos. A distancia geogréfica, 7;;, entre os individuos i e j ¢ a distancia

Euclidiana:

Tij = \/(331' —x;)% + (i — ;)%

A covariancia amostral entre os dois individuos é:

Cov(zi,2j) = (2 — 2)(2j — %)

2
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n
_ 1 , o . o o
em que z = — E z; € a média amostral. A correlagao amostral entre os individuos i e j
n

=1
¢ estimada usando a equagao:

(Zi — 2)(2]' B Z) (11)
1/n Z(zl — z)?

Entre todos os individuos ha n(n — 1)/2 pares de autocorrelagdes tnicos, correspondendo

pij = plzi, 2j) =

ao tridngulo superior (ou inferior) da matriz de autocorrelacao amostral, isto ¢, p;; para

1=1,....,n,5=1+1,...,n.

Bj¢rnstad e Falck (2001) apresentaram uma versao modificada da fungao de covari-
ancia nao-paramétrica de Hall et al. 1994. Eles fizeram as seguintes suposicoes: os dados
vem de um campo estacionario de segunda ordem; a esperanca e a variancia nao mudam
através do espago; o campo ¢ isotropico, entao a covariancia depende somente da distan-
cia; os dados seguem uma distribuigao Gaussiana. Aqui também serao feitas as mesmas

suposicoes. A seguir vamos falar um pouco mais sobre a geoestatistica.

1.1 Geoestatistica

Os métodos geoestatisticos, ou simplesmente geoestatistica, foram desenvolvidos gracas
aos estudos do engenheiro de minas Georges Matheron na Franga no final da década de 50
e inicio dos anos 60. Estes métodos estao fundamentados na Teoria das Variaveis Regiona-
lizadas, que foi formalizada por Matheron, a partir de estudos praticos desenvolvidos por
Daniel G. Krige, no calculo de reservas nas minas de ouro na Africa do Sul. Atualmente
a geoestatistica é aplicada em varios campos, desde as Ciéncias da Terra e Atmosfera,

na Agricultura, nas Ciéncias do Solo e Hidrologia, Estudos Ambientais, processamento

3
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de imagens e mais recentemente na Epidemiologia. A geoestatistica tem sua origem na
estimacao de reservas de minério na industria de mineragao e esta preocupada com a

variagao espacial continua.

A esséncia de seu objetivo é que ha um fenémeno espacial, s(x), que desejamos estudar
através de uma regiao espacial continua e que pode ser pensada como uma realizacao de
um processo estocéstico continuo, S(-) = {S(z) : # € G} onde G C R? é uma regido
continua que estamos estudando. Contudo, em geral S(z) nao é observavel e nos somente
medimos Y; nas locagoes x;,7 = 1,...,n, onde Y; pode ser visto como uma versao de
ruido de S(x). E é assumido que o planejamento amostral para x; ou é deterministico
ou é estocastico, mas independente de S(z). De uma forma geral a estatistica espacial
contém trés grandes areas: geoestatistica, dados de érea e processos pontuais. O desafio
na modelagem de processos espaciais e espaco-temporais estd na descricao da estrutura

de covariancia do fendmeno sob estudo.

As observagoes sobre uma ou mais varidveis sao tomadas em posi¢oes multiplas, iden-
tificiveis em alguma posicao do dominio espacial. As localizacoes dessas posicoes sao
observadas, anexadas e classificadas como observacoes. A andlise leva em conta a loca-
lizacao espacial dessas posicoes. As observacoes ou a localizacao espacial sao modeladas
como varidveis aleatorias, e as inferéncias sdo feitas sobre esses modelos e/ou sobre vari-

4veis adicionais nao observadas.

Dados geoestatisticos - pontos de observacoes de quantidades variando continuamente
sobre uma regiao, por exemplos: acimulo anual de chuva acida nos Estados Unidos,

riqueza de minério de ferro acumulada por um grupo comercial.

O termo geoestatistica pode inicialmente ser confundido entre a totalidade de apli-
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cagOes da estatistica nas geociéncias com as técnicas especificas desenvolvidas na Escola
de Minas de Paris segundo a orientacao de Matheron e motivadas originalmente pelos
problemas em mineragao. A generalidade de sua formacao e a oportunidade de sua apli-
cacao em problemas com dados distribuidos espacialmente abriu a possibilidade de sua
utilizagao em diversos dominios das ciéncias da natureza. No Brasil, seguindo de certa
forma o mesmo percurso dos paises desenvolvidos a geoestatistica evoluiu do ambiente de
mineragao para se inserir de uma forma geral como ferramenta de trabalho e pesquisa do

profissional de Ciéncias da Natureza, Estatistica e Computagao.

Segundo Isaaks e Srivastava (1989) trés métodos para descri¢do de continuidade es-
pacial foram sugeridos: a fungao de correlacao, a funcao de covariancia, e o variograma.
Como ferramenta descritiva, qualquer uma das trés sao uteis. Mas para a proposta de
estimacao nao sao equivalentes. A teoria classica de estimacao é mais adequada para a

funcao de covariancia.

1.2 Objetivo

O principal objetivo desta dissertacao foi construir um estimador nao-paramétrico para
a funcao de covariancia espacial por meio de combinagoes lineares de fungoes B-splines,
em que foram obtidas as condi¢oes de validacao da funcao de covaridncia. Além disso, foi
realizado um estudo para verificar o comportamento da distribuicao da afinidade entre a

funcao de covariancia estimada e a fungao de covariancia verdadeira.
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1.3 Organizacao da dissertacao

O Capitulo 2 refere-se sobre splines que podem ser representados por polindémios por
partes. Entao se apresenta em seguida os conhecidos B-splines que sao fungoes bases
que tornam os céalculos das fungoes splines mais faceis. Os B-splines formam uma base
de espacgos splines. O uso de B-splines em regressao nao paramétrica é imenso devido a
importante propriedade computacional de ter suporte compacto, ou seja, por ser nao-nulo

num intervalo pequeno e zero fora desse intervalo.

O Capitulo 3 aborda os processos aleatorios, bem como os processos estacionarios e os
processos gaussianos. Apresenta as defini¢oes e os teoremas necessérios para a validagao
do estimador da fungao de covariancia. Mostra como o estimador foi construido e sob

quais condigoes ele é valido.

O Capitulo 4 traz a forma como os nimeros de bases dos B-splines foram estimados.
Faz um estudo, por meio de exemplos, sobre o comportamento da distribuicao da afinidade

entre algumas funcoes de covariancias estimadas e fungoes de covariancias verdadeiras.

Quanto ao Capitulo 5, apresentamos os conceitos das fungoes de covariancias a serem
estimadas, como: exponencial, gaussiana, circular, ctibica, esférica, quadratica racional ou
de Cauchy, quadratica racional generalizada, ondular e familia de Matérn. Em seguida,
as simulagoes foram feitas para estimar as funcoes de covaridncias. E aqui também se

aplicou o estimador para o caso de func¢oes de covariancias encaixadas.
O Capitulo 6 se dedica as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.

Todos os programas e figuras desta dissertacao foram feitos no programa R-Gui versao

2.7.1.




Capitulo

Aproximacao por Funcoes Splines

Uma fungao spline em [0,1] com n nos, 0 < t; < tp < ... < t, < 1, é definida
como um polinémio em cada um dos intervalos [0,%1), ..., (t;,%j+1), ... (tn, 1]. As partes
dos polinémios sao geralmente unidas no sentido de garantir continuidade, possuam um
numero especifico de derivadas continuas. Um spline univariado é ainda pensado como
polindmios por partes polinomiais. Mais ainda, certas fungoes que satisfazem alguma
equacao diferencial sao também chamadas fungoes splines. H& diferentes generalizagoes
de fungoes splines com dimensoes maiores, por exemplo a esfera. Todas elas chamadas

splines, mas nem todas sao representadas como polinémios por partes.

Definigao 2.1. Uma fungao s(t) é chamada de spline com grau r e nds em {tj};?:l se

—00 =t <t <l <...<l <tgp1=00¢€

e para cada j =0,...,k, s(t) coincide em [tj,t;+1] com polindmio de grau nao maior
do que r;
o 5(t),s'(t),...,s" H(t) sdo funcdes continuas em R.
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O conjunto de tais fungoes, S,,(t1, ..., 1), € um espaco linear de dimensao r + k + 1,
cujo os elementos sao fungoes splines e é chamado de espaco spline. Note que a ordem do
polinémio é igual a r + 1 e k é o nimero de noés internos. Ainda temos que um spline de

ordem m com noés em tq,...,t; é qualquer funcao da forma:

m—1 k
s(@) =Y 00"+ &z — 1)1, (2.1)
=0 j=1

em que os coeficientes 6, ...,0,,_1,01,...,0, sS40 nimeros reais e §T_1 é definido abaixo.
Entao Sy, (t1, . . ., ;) é um espago vetorial desde que as fungoes 1, z, ..., 2" ", (z—t1)7 ",

cee (:c—tk)ﬁf’l sao linearmente independentes. Conclui-se que qualquer funcao spline pode

ser escrita como uma combinagao linear de r + k + 1 fungoes bases (Schumaker, 1981).
Definigao 2.2. Dado um ponto x € [t;,t;1],7=0,...,k a funcao

. (x—t)", sex>t
0 , sex <t

€ chamada funcao poder truncada de grau r com nd t.  Assim, um spline satisfaz o

seguinte:

e s ¢ um polinoémio por partes de ordem m em qualquer subintervalo [t;,¢;41);
e s tem m — 2 derivadas continuas;

e s tem a (m — 1)- ésima derivada e é uma fungao escala com saltos em ty, ..., .

Seria interessante se tivéssemos fungoes bases que tornassem os calculos das fungoes
splines mais faceis. Os conhecidos B-splines formam uma base de espacos spline. Além
disso, os B-splines possuem uma importante propriedade computacional de ter suporte

compacto, por ser nao-nulo num intervalo pequeno e zero fora desse intervalo.

8
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2.1 Bases B-spline

Antes de definirmos B-spline vamos definir diferenca dividida. Diferencas divididas podem
ser definida de diversas maneiras, todas equivalentes, (Schumaker, 1981; Hoffmann e
Hémmerlin, 1991). Para uma fungao f(t) e um conjunto de pontos distintos {to, t1, ..., tm}

temos:

e diferenga dividida de ordem 1 nos pontos {tg,t;}

[to, t1]f = —f(tz :Z;(tO);

e diferenga dividida de ordem 2 nos pontos {tg,t1,t2}

[to, 1, ta] f = [tth]tf — £t07t1]f;
2 — to

e de um modo geral, pode-se usar a notacio D*f(t;) = [titic1,... . tiklf, i =
0,1,...,m, para designar a diferenca dividida de ordem k (k > 1) entre os (k + 1)
pontos t;,tii1, ..., tirk, sendo

_ DM f(tin) — DML
B Livk — t; .

DFf(t:) (2.3)
Agora a defini¢do de B-spline. Seja Bj,,(x) a B-spline de Curry e Schoenberg com nos

tj <tjiy1 <...<tjwm (J €Z, m=1,2,...),isto ¢, Bj,(x) ¢ dada pela formula,
Bj,m(x> = m[tj, tj+1, . 7tj+m]Qm(.7 .I‘), (24)

em que

- (t—z)™ !, set>uw
gn(t,x) = (t —2)0 " = (2.5)
0 , set<ux.
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De Boor (2001) construiu um algoritmo para calcular B-splines de qualquer grau a
partir de B-spline com ordem inferior, de maneira recursiva. Pois uma B-spline de grau
zero é uma constante num intervalo entre dois nés. Aqui usamos somente nos equidis-
tantes, mas o algoritmo pode ser usado para qualquer posicionamento dos nés. Assim, a
j-ésima B-spline de ordem m para uma sequéncia de noés nao-decrescentes z = {z;} pode

ser calculada por,

tivm — T
_tm " B

Bjm-1(x) + r1m-1(T), (2.6)

titm-1—1; Litm — i
em que

1, set; <x <t
Bja(z) = ! (2.7)

0, caso contrario.

As Figuras 2.1 - 2.4 mostram sequéncias de B-splines até ordem quatro com nos
igualmente espacados no intervalo (0,1). A Figura 2.2 a esquerda mostra uma B-spline
de grau 1. Ela consiste de duas pecas lineares. Uma pega de x; a =5 e outra de x5 a z3.
Os nos sdo x1, T € T3. A esquerda de x; e & direita de x3 esta B-spline é zero. Ao lado
direito da Figura 2.2 sao mostradas mais cinco B-splines de grau 1. Note que é possivel
construir um conjunto tao grande quanto se queira de B-splines, pela introducao de mais

nos.

A Figura 2.3 a esquerda mostra uma B-spline de grau 2. Ela consiste de trés pegas
quadréticas unidas em dois nos internos. A B-spline é baseada em quatro nés adjacentes.

Ao lado direito da Figura 2.3 sao mostradas mais seis B-splines de grau 2.

A Figura 2.4 a esquerda mostra uma B-spline de grau 3. Ela consiste de quatro
quadraticas unidas em trés nos internos. A B-spline é baseada em cinco noés adjacentes.
Ao lado direito da Figura 2.4 sao mostradas mais sete B-splines de grau 3. As B-splines

sobrepoem umas nas outras, sendo os extremos com menos sobreposigao.
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As figuras ilustrativas mostram as propriedades gerais de um B-spline de grau r, (Eilers

e Marx, 1996):

e consiste de r + 1 pedagos polinomiais, cada de grau r;

e as partes polinomiais se unem em r nos internos;

e na juncao dos pontos, as derivadas até a ordem r — 1 sao continuas;

e a B-spline é positiva no dominio gerado por r + 2 nos;

e exceto nos extremos, ela se sobrepoe com 27 pecgas polinomiais de seus vizinhos;

e em um dado t, r + 1 B-splines sao nao-nulas.

O conjunto de B-splines B;,,; forma uma base que gera um espago vetorial, S, ;.
Qualquer funcao spline polinomial de ordem m pode ser formulada como uma combinacao
linear das fungoes bases B-spline, a seguir:

n

s(x) =Y a;Bjma(x). (2.8)

j=1
Os coeficientes a; podem ser selecionados de forma a impor condigoes especificas sobre a
funcao spline. Por exemplo, impondo que a fungao spline concorda com um determinado
conjunto de dados (z, g(z), 7 =1,...,n) chegamos as condi¢oes de interpolagao de spline,

n

ZaiBiﬁmﬁt(xj) =g(z;), j=1,...,n. (2.9)

i=1
Este é um sistema linear de equagoes nos coeficientes a;’s. O sistema é invertivel desde
que,

tj < T; < tj-l—m'

13
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Sistema linear semelhante pode ser configurado para outras condi¢oes, como a aproxi-
macgao por minimos quadrados. Modelos splines da forma de (2.8) s@o modelos nao-

paramétricos.

Um modelo de regressao nao-paramétrica assume em geral propriedades qualitativas
da funcao adjacente que sao satisfeitas se o modelo é selecionado de uma colecao de fungoes
tal como o subespaco S,,:. Isso permite maior flexibilidade na possivel forma da fungao
sem a necessidade dos pressupostos atrelados aos modelos paramétricos. Modelos nao-
paramétricos dependem mais fortemente dos dados e sao nao viesados pela informacao a
priori. As bases B-splines sao usadas com muita frequéncia para dados nao periédicos no
contexto de dados funcionais. Gragas ao seu suporte compacto e a computagao rapida
tanto quanto a habilidade de criar aproximacoes suaves e apropriadas. Para tratar dados
ou fungoes periddicas as séries de Fourier podem ser usadas com maior propriedade. Uma

B-spline consiste de partes polinomiais polinomiais unidas de maneira especial.

As B-splines cubicas sao escolhas comuns para funcoes base, pois estas fungoes pos-
suem desempenho computacional superior e tem a caracteristica de que cada B; tem
suporte compacto. Na prética, isto nos diz que a matriz resultante, com entradas B, ; =
Bj(x;), paraj=1,...,K ei=1,...,n, é tridiagonal. Hastie e Tibshirani, (1998) acres-
centa que além do desempenho computacional as técnicas do modelo linear padrao podem
ser aplicadas. Mas a suavidade da estimativa nao pode ser facilmente variada como funcao

de um parametro de suavizagao simples.

K
Ramsay (1988) diz que a aplicagao de polindémios do tipo f(t) = Z a;t""! na matemati-
i=1
ca aplicada se deve ao fato deles serem lineares nos parametros a;, a serem estimados e as

funcdes ¢! que sdo combinadas linearmente sao facilmente manipuladas algebricamente

e numericamente, em especial com relacao a diferenciacao e integracao.
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Infelizmente, a principal dificuldade no trabalho de regressao por splines é selecionar
o nimero e as posi¢oes de uma sequéncia de pontos chamados nés, em que as partes dos
polindémios ctbicos sao ligados para reforcar continuidade e derivadas continuas de baixa

ordem (veja detalhes em Schumaker, 1972).

Para exemplificar a acao de K na curva estimada, vamos considerar um exemplo por
simulagdo com y(z) = exp(—x)sen(rx/2)cos(rx) + €, com € ~ N(0;0,025%). As estima-
tivas das curvas foram obtidas pelo método de minimos quadrados com trés diferentes

numeros de funcoes bases, que sao as B-splines.

— verdadeira

Figura 2.5: Ajuste de minimos quadrados splines para diferentes valores de K.

A Figura 2.5 mostra o efeito de variagao das fungoes bases na estimativa da curva

verdadeira. Observe que valores pequenos de K deixa a estimativa muito suave, podendo
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ocorrer uma sobresuavizagao. Para valores grande de K pode causar uma subsuavizagao.

Também é possivel generalizar o conceito de splines de minimos quadrados para di-

mensoes malores.

2.2 Produto Tensorial de Splines

A construcao de produto tensorial é 1til na generalizacao dos métodos de aproximacao

para fungoes com véarias variaveis.

A maneira de solucionar a suavizac¢ao sobre uma janela finita é via produto tensorial de
splines que consiste de métodos sistemaéticos de familias de fungoes suaves unidimensionais

para gerar superficies em espagos de altas dimensoes.

Dadas fungoes unidimensionais 0 : T'— R e € : U — R, o produto tensorial de § e
€ éafungdo 0 ® e : T x U — R definida por (§ ® €)(t,u) = §(t)e(u). Para um conjunto
de fungoes linearmente independente {0;, : j; = 1,2,..., ¢} definida em 7', queremos que
seja suave e uma base €, : jo = 1,2,..., ¢ de fungoes suaves em U. O produto tensorial
desses dois espacos de fungoes é o conjunto de todas as combinacgoes lineares de produtos

tensoriais de combinagoes lineares destas fungoes base, dada por

G= {Z ¢ (qzl arj15j1> ® (’122 brj2€j2> } (2.10)

r =1 J2=1
que pode ser representada pelo conjunto de todas as combinagoes lineares de produtos

tensoriais de funcoes bases

G:{qzlqi(sﬁ@@é}. (211)

Jj1=1j2=1
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splines cubicos de produto tensorial sao exemplos 6bvios desta construcao. Suponha
{m, 72, s Ty } € {U1,Us, ..., Uy, } sdo sequéncias regularmente espagadas, tal que T =
(71, Ty ] € U = [Uy, Upn,). Entéo os splines ctibicos em cada uma dessas sequéncias de nos,
restrita aos intervalos T e U, respectivamente, sao espacos finito dimensional de dimensao

@1 =my +2eq=my+ 2 (veja De Boor (2001) para mais detalhes).

O caso unidimensional pode ser estendido para miltiplas dimensoes por meio da cons-
trucao do produto tensorial de spline. Um subespaco de spline é definido para cada
dimensao. Portanto uma funcao do produto tensorial na n-ésima dimensao pode ser
expressada como:

ni Ny
flan o) = >0 g B (1) - Byt () (2.12)

Jj1=0 Jr=0
O produto tensorial de splines fornece uma generalizagao simples e direta das fungoes
splines unidimensional. A aproximagao de fun¢bes multivariadas por produto tensorial
tem um forte vicio direcional ao longo das linhas paralelas & direcao do eixo. Caracteris-
ticas funcionais dificeis que ocorrem ao longo de diferentes direcoes exigem uma malha
fina em todos os espacos funcionais, a fim de alcancar uma aproximacgao mais precisa.
Isto aumenta o custo computacional do problema. Recentemente, avancos em pesquisa
matematica sobre a teoria e métodos computacionais de splines multivariados mostraram

grande potencial a véarias aplicagoes sem a condi¢ao da construcao de produto tensorial.

Para o espago bi-dimensional, o produto tensorial da B-spline equivalente de (2.4)

pode ser escrito como:

ng Ny

flz,y) = Wij Bimg e () Bimy i, (Y)- (2.13)
i=0 j=0

Em que Bj,,: ¢ a j-ésima B-spline de ordem m para a sequéncia de nos (t), n, e n, o

numero de nés na direcao X e Y, respectivamente. Como no caso unidimensional, os
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Capitulo 2. Aproximagao por Fungoes Splines

coeficientes podem ser obtidos pela aplicacao de interpolagao ou outras condigdoes mais

gerais.
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Capitulo

A construcao do Modelo

3.1 Processos Aleatorios

Um processo aleatério ou estocastico ¢ um conjunto de variaveis aleatorias que tem al-
gumas locacoes espaciais e cuja dependéncia uma da outra é especificada por algum
mecanismo de probabilidade. Para uma descricao completa de seu mecanismo de ge-
ragao probabilistica podemos calcular diversos parametros que caracteriza um processo

aleatorio.

Uma defini¢ao formal de processos aleatérios pode ser vista como:

Definigao 3.1. Dados um espago de probabilidade, (), A, P), e um conjunto de indices,
G. Um processo aleatorio é entao uma funcao real ou finita Y (s,w) que, para todo s € G

firado € uma fun¢ao mensurdvel de w € €.

Os sin6nimos como campos aleatérios e processos estocasticos sao comumente usados
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Capitulo 3. A construgao do Modelo

por alguns autores. Sendo campos aleatorios usados para indicar que a dimensao é maior
que um. Enquanto que processo estocéstico é usado para dizer que é um campo aleatorio

unidimensional. Para detalhes sobre espago de probabilidade veja James (2004).

3.1.1 Processos Estacionarios

Neste trabalho usamos os conceitos de processos estacionarios. Supomos que {y(s) : s €

G} é uma realizagdo de um processo aleatorio,
{Y(s):s€ G}, (3.1)

em que G é um subconjunto de um espaco Euclidiano p-dimensional. Para enfatizar a
aleatoriedade, algumas vezes o processo (3.1) é escrito como {y(s,w) : s € Gjw € Q}, em
que (2, A, P) é um espago de probabilidade. A realizagao {y(s) : s € G} corresponde a

um valor particular de w, digamos w = wy.

O processo aleatorio (3.1) é geralmente definido pela distribuigao finita dimensional,

Fo sy,o-yye) =PY(s1) <wyr,....Y(sk) <ur), k>1. (3.2)

Para modelos espaciais com processos aleatorios estacionérios, muito frequente em
geoestatistica, a funcao de covariancia que sera vista no proximo capitulo, e o variograma
fornecem exatamente a mesma informacao em formas diferentes de representacao. O
variograma possui a mesma forma da funcao de covariancia, exceto que ele é invertido.
Enquanto a covariancia inicia do méximo de ¢ quando 7 = 0 e decresce para zero, o
variograma inicia em 0 e cresce ao maximo que é o%. A funcao de covariancia, eventual-
mente alcanga 0 enquanto o variograma eventualmente alcanca o valor maximo, conhecido

como patamar. Este valor, o patamar, do variograma é também a variancia do processo
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3.1. Processos Aleatorios

aleatério. A funcao de covaridncia é a covariancia entre variaveis aleatorias separadas por
uma distancia, 7. Na maioria das vezes os processos aleatorios, que sao usados na prética

em geoestatistica, os pares de variaveis aleatérias sao independentes uns dos outros.

3.1.2 Estacionariedade Estrita

Um processo é dito estacionario estrito quando as distribuicoes finito dimensional sao

invariantes sob translacao arbitraria dos pontos pelo vetor 7,
PY(s1) <wy1,...,Y(sk) <yr) =PY(s14+7) <y1,....Y(sp +7) < yp), (3.3)

Vsi,...,sp, €Gek>1.

3.1.3 Estacionariedade de Segunda Ordem

Quando um processo aleatorio é estacionario, seus momentos sao invariantes sob trans-
lagoes. Considerando somente os dois primeiros momentos, temos para os pontos s € s+17
de RP,

E[Y (s)] = p, para todo s € G. (3.4)

EY(s) = pllY (s +7) = p] = C(7). (3.5)

A média é constante e a funcao de covaridncia depende somente de 7. Por definigao,
uma variavel aleatoria satisfazendo as condigoes acima é estacionaria de segunda ordem,
ou ainda, fracamente estacionaria. E mais, a estacionariedade da covariancia implica na

estacionariedade da variancia,

Var[Y (s)] = E[Y(s) — u]* = C(0). (3.6)
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Capitulo 3. A construgao do Modelo

Definicao 3.2. Um processo aleatorio Y (-) que satisfaz (3.4) e (3.6) é definido ser esta-
ciondrio de sequnda ordem (or fracamente estaciondrio). Além disso, se C(s1— sa) € uma

fungao somente de ||s; — s2|, entao C € chamado isotrépico.

3.1.4 Processos Gaussianos

Um Processo Gaussiano é uma colecao infinita nao enumeravel de variaveis aleatorias com
a propriedade de qualquer subconjunto finito destas varidveis tem distribuicao normal
multivariada de dimensao p, vetor de média p e matriz de covariancia 3. Um Processo

Gaussiano pode ser definido como segue:

Definicao 3.3. Seja S(-) tomando valores S(x) para x € G C R?, geralmente com p =
1,2 ou3, tem distribui¢ao de um Processo Gaussiano com fun¢ao média m(-) e fungdo de
covaridancia C(,-,) denotado por S(-) ~ PG(m(-),C(,-,)) se para qualquer xi,...,Xx, € G
e qualquern = 1,2, ..., a distribui¢io conjunta de S(X1),...,S(xx) € normal multivariada

com pardmetros dados por E(S(x;)) = m(x;) e Cov(S(x;),S(x;)) = C(x;,%;).

Distribuigao normal p-dimensional ou Gaussiana. Esta distribuigao é determinada

pela densidade de probabilidade, como segue:

Teorema 3.4. Se ¥ € definida positiva ou equivalentemente nao singular, entao se X ~
N(u,X), X tem fungao densidade dada por,

1600 = G < v k- = - (3.7)

Para a construgao do processo Gaussiano adotamos um gride no quadrado [0, 5] x [0, 5]

e baseadas em 64 localizagoes foram geradas amostras de tamanho 25,100, 500 e 1000 da
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distribui¢do normal multivariada em (3.7).

3.2 Covariancia e Correlacao

Uma funcao aleatéria Y é chamada estacionaria de segunda ordem se para cada variavel
Y (s) ela possui média p, finita, independente de s. A covariancia centrada em relagao a

média é definida como:
Con(Y, Z) = oy = E(Y — E(Y))(Z - E(2))],

se estas esperancas existem e sao finitas. Desenvolvendo o produto, obtemos uma ex-

pressao alternativa para a covariancia,

Cou(Y,Z) = E[YZ - ZE(Y) = YE(Z)+ E(Y)E(Z)] = E(YZ) — E(Y)E(Z).

Uma covariancia é uma funcao par, e pela desigualdade de Schwarz é limitada pelo

seu valor na origem

C(r) =C(=7), [C(7)] <C(0).

Se Cov(Y, Z) = 0, dizemos que as variaveis Y e Z s@o nao-correlacionadas.

Se Y e Z sao independentes e integraveis, entao sao nao-correlacionadas, pois neste
caso E(YZ) = E(Y)E(Z), mas por outro lado, E(YZ) = FE(Y)E(Z) nao implica em
independéncia, ou seja, covariancia nula nao necessariamente implica independéncia. Al-

gumas propriedades da covariancia sao:

1. Cov(Y)Y) =Var(Y)

23



Capitulo 3. A construgao do Modelo

2. Cov(aY,bZ) = abCouv(Y, Z).

Se Y1,Y,, ..., Y, sao variaveis aleatorias integraveis, entao:

Var(Vi+ Yo+ ... 4Y,) = > Y Cov(Y;,Y))

i=1 j=1
n n—1

= S Var(y) 23 CoulvLY))

i=1 j=1

Esta formula é muito importante na geoestatistica, pois na maioria das vezes, sao

n

manipuladas combinagoes lineares do tipo Z = E A;Y; e para deduzi-la é necessario
i=1

saber o seguinte resultado algébrico:

7% = (i mg)
=1

n n

> vy

i=1 j=1

2

Sejam Y e Z varidveis aleatorias com variancias finitas e positivas. O coeficiente de
correlagao entre Y e Z, p € igual a:

WY Z) = Cov(Y,Z) _ {E (Y—E(Y)) (Z—E(Z))] |

OyO0z Oy 0z

3.3 Apresentagao do Estimador

Geralmente possuimos um processo estocastico, {Y'(x), x € G}, em que G ¢ um subcon-
junto fixado de um espago Euclidiano p-dimensional, observado em um conjunto finito
de locagoes x1,...,X,. Desse modo temos uma realizacao parcial do processo estocastico

e, baseado nas n observacgoes, poderiamos querer, por exemplo, fazer inferéncia sobre o
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processo espacial Y'(+) e predi¢ao do processo em novas locagoes de interesse. E para isso

é preciso caracterizar o processo espacial, como saber a média e a covariancia do processo.

Na literatura geoestatistica ¢ comum assumirmos que o processo de interesse segue

um processo Gaussiano. Normalmente, assumimos que
Y(x) = p(x) + S(x), (3.8)

em que p(x) representa a média do processo espacial, possivelmente dependendo do con-
junto de covariaveis, f;(-), 7 = 1,...,q e S(-) € um processo Gaussiano com estrutura
de covariancia, Cov(Y (x),Y (x')) = o?p(||[x — x'||, ¢*). Observe que S(-) é um processo
estacionario com variancia o2 e funcdo de correlacdo, p(||.||, ¢*), que depende da distancia
Euclidiana entre as locagdes e um vetor de parametro ¢*. O calculo das distancias sao

indispenséveis para a andlise espacial (Banerjee, 2006).

Nosso interesse estd no modelo,
Y(x) = p(x) + 5(x) (3.9)

em que u(x) € a funcdo média do processo e S(x) o processo Gaussiano com média zero

e estrutura de covariancia dada por,
Cov(Y(x),Y(x)) = o([x — x'[]).

em que o agora significa uma fun¢ao que depende apenas da distancia Euclidiana. Neste
caso, S(+) € um processo estacionério totalmente caracterizado pela fungao de covariancia
o(|]|x —x||). Para que as fungoes o deem origem a uma estrutura de covariancia vélida é
necessario garantir que a o seja definida positiva. A fun¢ao o pode ser aproximada por

uma combinacao linear da forma,

K

a(6,u) =Y 6;B;(u),

J=1
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Capitulo 3. A construgao do Modelo

em que Bj,j =1,..., K sao B-splines.

Para estimar o, poderfamos usar um estimador do tipo
K
G(u) = 6;B;(u),
j=1

em que ¢; sao encontrados minimizando a distancia quadratica. Para garantir que ¢ seja

definida positiva vamos usar a transformada de Fourier,

5*(a) = / h G(t)e "dt = 2 /U h &(t) cos(at)dt.

o0

Portanto, a estimativa de ¢ é dada por

&) = %/ & () du,

—a*

em que a* = inf{a > 0; 6" (a) > 0}. Agora ¢ ¢ definida positiva .

3.4 Validacao da Funcao de Covariancia

A escolha de um modelo apropriado pode ser uma tarefa dificil, pois devemos tomar
cuidado se este ¢ um modelo de covariancia valido. A funcdo C(s,s’) é uma funcao de

covariancia vélida se ela satisfaz a seguinte definicao:

Definigao 3.5. C(s,s’) € definida positiva se para qualquer inteiro positivo n, s; € G e

c; €R paraj=1,...,n,
Zc,-ch(si,sj) >0 (3.10)
'7j

a expressao acima € igual a 0 se, e somente se, ¢; =0 para todo 1.
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O Teorema de Bochner (Yaglom, 1987), da a condigao suficiente para uma fungao ser
de tipo positivo. Uma funcao é de tipo positivo se ela for a transformada de Fourier de
uma medida positiva mensuravel. A seguir, apresentaremos o teorema que sustentara a

condi¢ao de que a fungao de covariancia seja definida positiva.

Teorema 3.6. Teorema de Bochner. Uma func¢iao compleza C(w), w € R, € definida
positiva se, e somente se, ela pode ser representada como a integral de Fourier-Stieltjes

da forma,

Clw) = /_OO e " dF (x), (3.11)

oo

em que F(x) é uma fun¢ao mondtona nao-crescente.

A classe de fungoes caracteristicas de distribui¢oes de probabilidades coincidem com

a classe de fun¢oes definidas positivas continuas, tomando o valor 1 em w = 0.

Agora seja o(7),7 € R, a fungao de covariancia de um processo Gaussiano. Pelo

Teorema de Bochner teriamos que, 6*(a)

5*(a) = / h e " (t)dt

00 K
— / e " 3 By(t)dt

e —

K e (3.12)
— Z 2 e "' B;(t)dt

j=1 U7

K ~
= Z j]:(BJ)

j=1

~ %k

fosse positivo. Note que para a transformada de Fourier de &(t), *(a), ser positiva basta
que a transformada de Fourier da B-spline e os coeficientes, Bj, sejam nao negativos.
Embora a transformada de Fourier da B-spline seja positiva, que veremos na Se¢ao 3.5

deste capitulo, mas isso ainda nao garante que os coeficientes, (3;, sejam positivos.
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Nota-se que poderia haver inimeras solugoes para os coeficientes de tal forma que a
tranformada de Fourier seja positiva. Uma solugao seria se os coeficientes fossem zero, mas
para outras solugoes nao é tao imediata. Assim, neste trabalho propomos uma solugao

que ¢é valida para as seguintes condi¢oes apresentadas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Condig¢oes em que o sistema em (3.12) precisa de restrigdes nos coeficientes

dos f;.

Fungdo de Covariancia | Amostras Grandes Amostras Pequenas

C(r) >0 sem restricao com restrigao

C(r) <0 sem restrigao nao resolvido

Vamos mostrar por meio de simulacoes, no Capitulo 5, que assintoticamente nao se
precisa das restricoes nos coeficientes 3;. Quando o tamanho amostral ¢ pequeno a es-
timativa da funcao de covariancia nao ficou tao boa quanto para o tamanho amostral

grande, que nao precisa das restricoes nos coeficientes.

Para o estimador de C(7) > 0 funcionar em pequenas amostras forgamos sua positivi-
dade, resolvendo o sistema de minimos quadrados de tal forma que os coeficientes fossem
positivos. Assim, quando aplicado na transformada de Fourier conseguimos que a fungao
de covariancia fosse definida positiva, pelo Teorema de Bochner. Quando C(7) assume
valores negativos, que é o caso da funcao de covariancia ondular, nao foi verificado sob

quais condigoes seria definida positiva.

Nota-se que a funcao /m do programa R-Gui, que resolve o sistema de minimos quadra-
dos, nao garante a positividade dos coeficientes. A func¢do Im serve quando C(7) assume
valores negativos. Por isso, buscou-se encontrar outra fungao que retornasse os coeficientes

positivos.
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3.4. Validagao da Fungao de Covariancia

Agora vamos apresentar o estimador da fungao de covariancia usado para amostras

pequenas no caso C(7) > 0, em mais detalhes. Podemos escrever

S(x) = ZBBJ‘(»T)

onde By, ..., Bg sao bases B-splines. Assim, precisamos somente encontrar os coeficientes
B =(B1,...,B%)". Pela expansio de S nas bases podemos reescrever a minimizacdo como
segue:

Minimize: (S — BB)"(S — B3)

sujeito a >0

(3.13)
onde B;; = B;(z;) uma matriz n x K.

O sistema em (3.13) foi solucionado, sob o critério de minimos quadrados ordinarios
nao-negativos, usando o algoritmo de Lawson-Hanson (veja Mullen e Stokkum, 2007).
O pacote nnls, que estd implementado no programa R-Gui, resolve este sistema pela
fungao nnls(B,S); onde B indica uma matriz numérica com n linhas e K colunas e S
um vetor numérico de comprimento n. Note que o sistema (3.13) também pode ser usado
para grandes amostras quando C(7) > 0. Com isso todas as estimativas das funcoes de
covariancia foram obtidas usando o mesmo algoritmo. Os programas para a estimacao

das fungoes de covariancia deste trabalho se encontram no Apéndice B.

Na proxima secao obteremos os calculos para a transformada de Fourier da B-spline.
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3.5 Transformada de Fourier da B-spline

Seja u(r) uma fun¢do (Lebesgue-mensuravel) de x € R, a norma L? de u ¢ um ntimero

real infinito ou nao negativo,

foll = | [ tutoas] " (3.14)

—00

O simbolo L? denota o conjunto para todas as funcdes no qual esta integral ¢ finita:
Ly =A{u: ||ul]| < +o0}. (3.15)

Para qualquer u € L?, a transformada de Fourier de u é a funcio @(w) definida por

[e o]

(W) = (Fu)(w) = / e~y (1) da, (3.16)

onde 1 = v/—1.

A seguir, mostraremos um resultado de mudanca de variavel, que sera util mais adiante
no calculo da transformada de Fourier da B-spline. Seja uma fungao h(x) = g(z—¢) 7,

A ideia é obter a transformada de Fourier de h(x). Assim,

(e 9]

h(w) = / h(z)e ™ dx

—00

= / g(x — e ™ dx (fagamos, u =1 — ¢, du = dx)

R

— e—i.ﬁw g<u>€—iuwdu
R
—ifw A

g(w).

30



3.5. Transformada de Fourier da B-spline

3.5.1 Transformada de Fourier da B-spline com j =0

Seja Bj () a B-splines de Curry e Schoenberg com nos t; < tj41 < ... < tjy (j €
Z, k=1,2,...),isto é, Bj(z) é dada pela formula

Bjn(x) = kqi(e, z)[t tjs1, - - L]
Sem perda de generalidade trabalhamos com o indice j igual a zero. Assim,

Boi(x) = kqi(e,z)[to, 1, . - ., i) (3.18)

em que,

t—xk_l, set>«x
ait.) = (e = T -
0 , set<ux.

A k — ésima diferenca dividida dada por

k

fltostr, .- te] = Z g/ii/;))

em que ¢(t) = (t —ty)...(t — tg). Assim, podemos escrever a B-spline

Buute) =63 2500

Bor(w) = F(Bog)(w)
= /_ e ™" By y(z)dx

[e.9]

o k
_ / e_ikaz Qk(/tua QE) de (3.19)
TR o)
— k’ : qu(t,LHw)‘
2" (e,
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Basta calcular a transformada de Fourier de ¢z. Agora definimos uma funcao auxiliar

g =g(z),

k-1
b1 ', sex >0

0 , sex<0.

Note que g(t — x) = qx(t,z). Vamos obter a transformada de Fourier da g,

© —1)!
g(w) :/ e_lwxl'k_ld$ — (k )
0

como h(z) = g(t — z) tem transformada de Fourier igual a h(w) = ¢ ™'§(—w) entdo a

transformada de Fourier da ¢, (na variavel x) é dada por

ou seja,

= Wt (3.20)

finalmente a transformada de Fourier da B-splines

Bosl) = k3 e B D)
2 ) 1)

k!
(D) 2= 3 h)
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Neste trabalho foram usados nos equidistantes, ¢, = ph. Para estes nos,

¢'(t,) = (1) "R pl(k — ),

) k! i eiwlnh)
Boslw) = (—1)k (iw)* ; (=1)F#hkpl(k — p)!
1 b kle~iwnh
T (=D)F(iwh)k ; (=D rpl(k — p)!
1 i k —iwhp —
~ (CDFGwh)F o (/)6 D
) o 3.22
= Corgny @Y o

iwh
, wn [€2 —e 2 iw wh
note que, 1 — e_u‘)h = e_Th (—) 2 = e~ 2hsen (7> 2i¢. Substituindo em

(3.22),

_iwh Tk k

. e~ 2 sen(wh/2)2i _iken | sen(wh/2)

B = = 2 _— .
o () [ iwh ] ‘ [ wh/2

Note que a transformada de Fourier da B-spline ¢ positiva, uma vez que k = 4 ¢

w € (0, 00).

Em outro caso, quando B-spline central, ¢, = ) +u, (p=0,1,... k). Para estes
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(=D ul(k = ),

nos, ¢'(t,)

k
. e—iw(=5+n)
Box(w) = kz 1)k=
(iw) e 0 rul(k — pw)!
zwk/2 k —iwp
- (iw)" Z 1)k~ “M (k— p)!
p= 7 ( (3.23)
zwk/2 k k
— —zw — i
i ()
zwk/2 #=0
; k
= —— (ew_1
Corar Y
note que, e~ — 1 = e u 2 = —e~ % 'sen (f) 2i.
27 2
Substituindo em (3.23),
s w1k
A~ _ iwk .
Buste) =~y * L (3)] .

3.5.2 Transformada de Fourier para B-spline no caso geral

Novamente, como na subsecao anterior, seja Bj(z) a B-spline de Curry e Schoenberg
comnos t; <tjyg <...<tjipp (JE€Z, k=1,2,...), isto é, Bj;(z) é dada pela férmula,

para o caso em que j assume todos os valores

Bir(z) = kqu(e,z)[tj tj1, .. k]
it %) (3.25)

=k .
¢/(tj+u)

pu=0
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Logo,
B k(w> _ ki dk(tj"r/“w)
’ =0 ¢/(tj+u)
como
. e hitn(k —1)!
k(i w) = (—1)k (iw)*
entao

. B k e—thJ’+u(k—1)! 1
Bt <SS

Para nos equidistantes t,, = mh entdo t;,, = (j + p)h ¢ (tm) = (=) "hFm!(k —m)!

entdo ¢ (tj1,) = (1) 7R (G + )k — 7 — p)!
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. 1 i e~ WUt L

Bjk(w) = (_DWR@kE:(_1Vﬂ;WﬁOﬁﬁnwk—j-—Mﬂ
1 efiwjhefi,uhk,!

(—1)k(iw)k &= (-1 )’f—j‘“hk(j + )k —j —p)!

ot
—zwjh Z —zwh (m— j)( 1)k—m
(—=1)k(iwh)*

1
(=1)F(iwh)*
1
(
B 1 Z( ) b (i
(—1)k(zwh
1 E N
( ( )e"“’hm(—l)k_m (agora vamos completar a soma)
! -1
(

m=0

S
- {0 = E )

(3.26)
j—1 j-1
Veja que em Z(), se j = 0 temos o caso Byy. Ainda, como Z() é zero para j = 0
m=0 m=0
entao vamos multiplicé-lo por um artificio
: 1, sej#0
Bli) =
0, sej=0.
Assim
- 1 AL AN  (k
B _ —twhm 1 k—m __ —iwhm 1 k—m
Jk(w) (_1)k(w}h)k {Z:o <m)6 ( ) 6(])m:0 <m>6 ( )
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c
Sabe-se que E ( >e‘“’hm(—1)k_m = (e7™" — 1)7"* Logo,
m
m=0

Bir(w) = - W{ w1 — () (e — 1))
Portanto,
éjyk(w) = W{[(_U@“eiwh/Zsen(uh/Q)]Hk

—~B0) [(=1)@i)e™ " 2sen(wh/2)]" }.
Chamemos, 1h(w) = (—1)(2i)e”*"?sen(wh/2) entdo

Bji(w) = W(—l)k(mketh/Zsenk(Wh/Q)W(w)—(._—1)W1(‘”)5(.7)

(iwh)k
sen(w b —t
_ iwhk/2 (%) ¢J(w)+%¢J—l(w)ﬁ(1)

= B[)’k((,d)l/}j (w) +

e @80)
(3.27)

37



Capitulo

Estimacao do Numero de Funcgoes Bases

Como foi dito no Capitulo 2, uma dificuldade ao trabalhar com B-splines é selecionar
o numero e as posi¢oes dos nos (knots, em inglés). Em modelos de regressdo nao-
paramétrico, geralmente o que se faz é fixar o nimero de fungoes bases a priori. O
numero de funcoes bases K funciona também como um parametro de suavizacao, pois
quando K aumenta menos suave sera a estimativa da funcao. Assim é preciso desenvolver

um critério para encontrar um K 6timo.

Dias (1999) propos um critério de parada adaptativo para regressdo nao-paramétrica
via splines hibridos. A ideia é fornecer um procedimento que estime o nimero de fungoes
bases iterativamente. O algoritmo aumenta o nimero de fungoes bases por um até satis-
fazer um critério de parada que é baseado numa distancia relacionada a distancia de
Hellinger entre duas estimativas consecutivas da afinidade parcial. Isto é, encontrar a
dimensao do espago de splines ctubicos, onde estamos procurando pela aproximacao da

solugao de minimos quadrados.
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Capitulo 4. Estimagao do Numero de Fungoes Bases

Para isto, define-se a seguinte transformacdo. Dada qualquer funcdo em W3[a,b], o
conjunto de todas as fungoes de quadrado integravel num certo intervalo [a, b]. Conside-
remos g € Wila, b e a transformagio

e

I

t, = (4.1)

de forma que t;, > 0 e / ty = 1, satisfazendo as condicoes de uma fungao densidade.
Para quaisquer funcdes f,g € W3 [a, b], definimos uma pseudo distancia aproximadamente

relacionada ao quadrado da distancia de Hellinger,

0= [ (Vi = Vi) =20~ €(r.9). (42)

&(f,9) = /\/_ /,/fj:jfg /\/% (4.3)

é a afinidade entre f e g. Nao ¢ dificil ver que 0 < £(f,g9) < 1,Yf,g € Wi[a,b] e que

onde

H?*(f,g) é¢ minimo quando £(f,g) = 1.

Tomamos f(-) = g e g(-) = Tx+1. Aumentando o nimero de fungdes bases por um,

o procedimento parard quando mx /& T 1, no sentido da afinidade parcial,

/ el (4.4)

\ fTrKfWK-i-l

O algoritmo abaixo é uma tentativa de implementar esta ideia.

Algoritmo

1. Seja Ky o numero inicial de fungoes bases.

2. Calculamos Tk, .
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3. Incrementamos o nimero de fungoes bases por um e repetimos o passo (2) para obter

TKo+1-

4. Dado um nimero real 6 > 0, o procedimento para se {(Tg,, Try+1) < 1 — 6 ou
quando K alcangar n (tamanho amostral). O nimero delta pode ser determinado

empiricamente de acordo com uma distancia particular (-, -).

Ressaltamos que para a distancia de afinidade a integral serda aproximada por uma
soma multiplicada pelo comprimento dos intervalos igualmente espacados entre as obser-

vacgoes.

Seria util obter a distribuicao da afinidade entre a funcao de covariancia verdadeira
e a estimativa produzida pelo método de B-splines. Estudos anteriores por Dias (1999)
mostraram que é uma densidade unimodal empirica com suporte em [0, 1], simétrica a
esquerda, sugerindo um modelo beta. Embora, aqui muitos dos histogramas apresentaram
um comportamento muito similar a de uma distribuicao normal. Por isso, resolvemos
estimar a distribuicao da afinidade usando tanto a distribuicao beta quando a distribuigao

normal.

A densidade de uma distribuigao beta e de uma distribui¢ao normal foram calculadas
para a afinidade. A estimativa de densidade por kernel também foi calculada. Detalhes
sobre o estimador de densidade por kernel podem ser encontrados em Silverman (1986).

Lembremos que a funcao densidade de uma variavel aleatoria X ~ Beta(a,b) ¢ dada por:

J@) = ot e (1 - ), (4.5)

para0 <z <lea,b>0.
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Capitulo 4. Estimagao do Numero de Fungoes Bases

Muitos experimentos numéricos mostraram que o méaximo da afinidade e a estabiliza-
¢ao da afinidade parcial coincidem. Isto significa que aumentando K arbitrariamente nao
somente aumenta o custo computacional como também nao fornece um melhor ajuste da

curva.

Simulagoes foram realizadas a fim de exemplificar o comportamento da afinidade e da
afinidade parcial. As figuras a seguir mostram a distribui¢ao empirica da afinidade usando
uma estimativa nao-paramétrica da densidade pelo método kernel e dois paramétricos
usando o modelo beta e o modelo normal, cujos os parametros foram estimados usando o

método dos momentos.

O teste de Kolmogorov-Smirnov é comumente utilizado para verificar se duas amostras
aleatorias independentes possuem a mesma distribuicao de probabilidade. Sua estatistica
do teste esta baseada na maior distancia vertical entre as fungoes de distribuicao empiricas
das amostras. Enquanto o teste de Shapiro-Wilk testa a hipétese de que a amostra vem de
uma populac¢do normalmente distribuida (veja detalhes em Conover, 1999). Vamos usar
estes dois testes para testar se a distribuicao da afinidade segue uma distribui¢ao normal,
pois em varias estimativas da densidade da afinidade se nota um comportamento semel-

hante a uma distribuigao normal. Em todos os casos consideramos o nivel de significancia

de 5%.

As Figuras 4.2, 4.5, 4.8, 4.11, 4.14, 4.17, 4.20 e 4.23 mostram a funcao de covariancia

espacial verdadeira com sua fun¢ao de covariancia estimada.

As Figuras 4.3, 4.6, 4.9, 4.12, 4.15, 4.18, 4.21 e 4.24 mostram os graficos dos valores

da afinidade e afinidade parcial.

As Figuras 4.4, 4.7, 4.10, 4.13, 4.16, 4.19, 4.22 e 4.25 mostram os histogramas da
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afinidade com as estimativas das densidades pelo modelo normal, beta e kernel. A
hipotese de que a distribuicao da afinidade seja normal foi rejeitada, utilizando o teste de
Kolmogorov-Smirnov para: modelo Cauchy (¢ = 1; ¢ = 3; k = 0,6), modelo exponencial
poténcia (6 = 1; ¢ = 2; k = 1,5), modelo gaussiano (6> = 1; ¢ = 2,5), modelo gaussiano
(0 = 1; ¢ = 2,2). Enquanto, a hipétese de que a distribuicio da afinidade seja normal
nao foi rejeitada, utilizando o teste de Kolmogorov-Smirnov para: modelo exponencial
poténcia (0* = 1; ¢ = 0,5; kK = 1,5), modelo exponencial poténcia (02 = 1; ¢ = 0, 4;
k = 1,5), modelo expoéncial poténcia (6 = 1; ¢ = 0,6; x = 1 ), modelo gaussiano

(02 = 1; ¢ = 0,8), modelo exponencial poténcia (o> = 1; ¢ = 0,8; k = 1,5).

Agora para o teste de Shapiro-Wilk a hipotese de que os dados seguem uma distribuicao
normal foi rejeitada para: modelo exponencial poténcia (02 = 1; ¢ = 0,6; £ = 1), modelo
exponencial poténcia (¢* = 1; ¢ = 0.8; k = 1,5), modelo gaussiano (6% = 1; ¢ = 2,2),

2 = 1; ¢ = 2,5), modelo exponencial poténcia (¢ = 1; ¢ = 2;

modelo gaussiano (o
x = 1,5), modelo Cauchy (¢* = 1; ¢ = 3; kK = 0,6) modelo gaussiano (o> = 1; ¢ = 0,8).
Enquanto, a hipotese de que os dados seguem uma distribuigao normal nao foi rejeitada
para: modelo exponencial poténcia (02 = 1; ¢ = 0,4; k = 1,5), modelo exponencial

poténcia (02 =1; ¢ = 0,5; kK = 1,5).

Ainda usando o teste de Kolmogorov-Smirnov de duas amostras, testou-se a hipotese
que os dados da afinidade seguem uma distribuicao beta. Em todos os casos houve
evidéncia para nao rejeitar essa hipotese, ao nivel de significancia de 5%. A estimativa
de densidade da afinidade obtida utilizando os parametros estimados de uma beta parece

ser bastante razoavel para a afinidade, ja que sabemos que 0 < £(f, g) < 1.

As Tabelas 4.2 a 4.9 apresentam os parametros estimados de uma distribuicao beta e

uma distribui¢cao normal usando os valores de afinidade obtidos.
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Capitulo 4. Estimagao do Numero de Fungoes Bases

O algoritmo retorna o ntmero de bases 6tima. Mas agora surge uma questao: como
escolher o valor de §7 Queremos que a afinidade entre a funcao de covariancia verdadeira
e a funcao de covariancia estimada esteja proxima de 1. Assim, supondo que os dados da
afinidade seguem uma distribui¢ao beta, com seus parametros estimados pelo método dos
momentos, calculamos um ponto de corte, d, que deixa a probabilidade de pegarmos um

valor da afinidade a 0,01 na cauda superior da distribuigao dos dados.

Verificou-se o comportamento de d utilizando o procedimento bootstrap de reamostragem
com reposicao. Foram geradas 2000 amostras bootstrap, em seguida calculou-se d para
cada amostra, a partir da distribuicao beta com seus parametros estimados pelo método
dos momentos. Abaixo, temos o box plot dos 2000 pontos de cortes obtidos. No procedi-
mento bootstrap, amostras artificiais sao obtidas a partir das amostras verdadeiras através
de reamostragem com reposi¢ao.O procedimento bootstrap de reamostragem constitui
de método computacionalmente intensivo que pode ser utilizado para testar a hipotese
de existéncia de alguma relacao estocéstica especifica entre dois conjuntos de variaveis

aleatorias. Mais sobre o procedimento bootstrap veja Efron e Tibshirani (1993).

Tabela 4.1: Estatisticas resumos dos valores dos pontos de corte na reamostragem boot-

strap de tamanho 2000.

Média Desvio Padrao Viés

Afinidade | 0,9999874 7,96 x 107 —5,84 x 107

Verifica-se na Tabela 4.1 que os desvio padrao para o ponto de corte esta proximo de
zero, fazendo com que o valor do ponto de corte fique concentrado em torno da média.

Nota-se que o viés da média também esta préoximo de zero.

Observa-se na Figura 4.1 que os dados de ponto de corte estao bem comportado com
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09999874

0.9999872
|

Figura 4.1: Box plot dos pontos de corte com probabilidade 0,01 na extrema direita da

distribuicao da afinidade.

certa simetria em torno da média, mas com alguns valores atipicos. Contudo, essa seria
a forma de escolher o valor de §, obtendo o ponto de corte, d, a uma certa probabilidade
na cauda superior da distribuicao da afinidade, em seguida calculamos seu valor como
0 = 1 —d. Os programas para o estudo da afinidade e obtencao do ponto de corte se

encontram no Apéndice A.
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Capitulo 4. Estimagao do Numero de Fungoes Bases
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Figura 4.2: Funcéo de covariancia exponencial poténcia com parametros: o2 =1, ¢

=0,5
e k = 1,5. A linha so6lida cinza é a funcao verdadeira e a linha pontilhada a funcgao
estimada.
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Capitulo 4. Estimagao do Numero de Fungoes Bases

Tabela 4.2: Parametros das distribuicoes beta e normal estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos: modelo exponencial poténcia (o0? =1, ¢ = 0,5, k = 1,5).

Beta Normal

a b Média Desvio Padrao

Afinidade 93154 611,2024 | 0,9934815642  0,0002626704
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Figura 4.4: Estimativas da densidade da afinidade baseadas em mil replica¢oes, n = 100:

linha sé6lida cinza - modelo normal, linha tracejada - modelo beta e a linha pontilhada -

método kernel.
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Figura 4.5: Funcéo de covariancia exponencial poténcia com parametros: o2 =1, ¢ = 0,4
e k = 1,5. A linha so6lida cinza é a funcao verdadeira e a linha pontilhada a funcgao
estimada.
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Figura 4.6: Mil replica¢bes com n = 500 e 56 bases: (a) afinidade e (b) afinidade parcial.
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Tabela 4.3: Parametros das distribuicoes beta e normal estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos: modelo exponencial poténcia (¢ =1, ¢ = 0,4,k = 1,5).

Beta Normal

a b Média Desvio Padrao

Afinidade 513647,6 989,362 | 9,980776e-01  6,102968e-05
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Figura 4.7: Estimativas da densidade da afinidade baseadas em mil replica¢oes, n = 500:
linha sé6lida cinza - modelo normal, linha tracejada - modelo beta e a linha pontilhada -

método kernel.
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Covariancia

Figura 4.8: Fungao de covariancia exponencial poténcia com parametros: o
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03

0.6

04

0z

0.0

s

Distancia

2

=1,¢=0,6

e k = 1. A linha sélida cinza é a funcao verdadeira e a linha pontilhada a funcao estimada.
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Figura 4.9: Mil replicag¢oes com n = 1000 e 56 bases: (a) afinidade e (b) afinidade parcial.
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Capitulo 4. Estimagao do Numero de Fungoes Bases

Tabela 4.4: Parametros das distribuicoes beta e normal estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos: modelo exponencial poténcia (0> =1, ¢ = 0,6, k = 1).

Beta

Normal

a b Média

Desvio Padrao

Afinidade 975061,6 852,893 | 9,991261e-01  2,989704e-05

[
i
S _
=
i ' A
g - vl
o ' i
f i
i Ly
= ]
8 — .a‘ 1
\9 ;.; 3
I3 3
] 1 ]
% 8 — ; R
5 s 3
e o F .
@ = _| 'f T,
a 2 3 v
|'.J \lu
o \n‘
= /
=1 o .
< g \
J A
7 s
3 7 N
& F %,
r L%
. ~
I u:-—-_—"",-—_;— Bk R
T T T 1
0.99905 0.99910 0.99915 0.99920
Afinidade

Figura 4.10: Estimativas da densidade da afinidade baseadas em mil replicagoes, n = 1000:

linha sélida cinza - modelo normal, linha tracejada - beta e a linha pontilhada - método

kernel.

54



Covariancia

1.0

03

0.6

04

0z

0o
I

Distancia

Figura 4.11: Funcdo de covariancia gaussiana com parametros: o2 =1, ¢ = 0,8. A linha

sOlida cinza ¢é a funcao verdadeira e a linha pontilhada a fun¢ao estimada.
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Figura 4.12: Mil replica¢bes com n = 1000 e 56 bases: (a) afinidade e (b) afinidade parcial.
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Tabela 4.5: Parametros das distribuicoes beta e normal estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos: modelo gaussiano (6% =1, ¢ = 0, 8).

Beta Normal

a b Média Desvio Padrao

Afinidade 1054304 1101,300 | 9,989565e-01  3,141155e-05
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Figura 4.13: Estimativas da densidade da afinidade baseadas em mil replicagoes, n = 1000:
linha sé6lida cinza - modelo normal, linha tracejada - modelo beta e a linha pontilhada -

método kernel.
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Figura 4.14: Funcao de covariancia exponencial poténcia com parametros: o2 =1, ¢ = 2
e k = 1,5. A linha solida cinza é a funcao verdadeira e a linha pontilhada a funcgao

estimada.
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Figura 4.15: Quinhentas replica¢oes com n = 500 e 33 bases: (a) afinidade e (b) afinidade
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Tabela 4.6: Parametros das distribuicoes beta e normal estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos: modelo exponencial poténcia (¢ =1, ¢ = 2, k = 1,5).

Beta Normal

a b Média Desvio Padrao

Afinidade 8793947 136,0529 | 9,999845e-01  1,325028e-06
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Figura 4.16: Estimativas da densidade da afinidade baseadas em 500 replicacoes, n = 500:
linha sé6lida cinza - modelo normal, linha tracejada - modelo beta e a linha pontilhada -

método kernel.
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Figura 4.17: Funcao de covariancia gaussiana com parametros: o> = 1, ¢ = 2,5. A linha

sOlida cinza é a funcao verdadeira e a linha pontilhada a fun¢ao estimada.
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Figura 4.18: Quinhentas replica¢oes com n = 500 e 33 bases: (a) afinidade e (b) afinidade

parcial.
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Tabela 4.7: Parametros das distribuicoes beta e normal estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos: modelo gaussiano (0 = 1, ¢ = 2,5).

Beta

Normal

a b Média Desvio Padrao

Afinidade 5366990 38,63598 | 9,999928

e-01  1,156980e-06
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Figura 4.19: Estimativas da densidade da afinidade baseadas em 500 replicacoes, n = 500:

linha sé6lida cinza - modelo normal, linha tracejada - modelo beta e a linha pontilhada -

método kernel.
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Figura 4.20: Funcdo de covariancia gaussiana com parametros: o> =1, ¢ = 2,2. A linha

solida cinza é a fungao verdadeira e a linha pontilhada a fungao estimada.
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Figura 4.21: Quinhentas replicagoes com n = 1000 e 32 bases: (a) afinidade e (b) afinidade

parcial.
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Tabela 4.8: Parametros das distribuicoes beta e normal estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos: modelo gaussiana (0% =1, ¢ = 2,2).

Beta Normal

a b Média Desvio Padrao

Afinidade 13356260 83,58862 | 9,999937e-01  6,838328e-07
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Figura 4.22: Estimativas da densidade da afinidade baseadas em 500 replicacoes, n =
1000: linha s6lida cinza - modelo normal, linha tracejada - modelo beta e a linha ponti-

lhada - método kernel.
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Figura 4.23: Funcio de covariancia exponencial poténcia com parametros: o = 1, ¢

=2,5
e k = 1,5. A linha s6lida cinza é a funcao verdadeira e a linha pontilhada a funcgao
estimada.

67




Capitulo 4. Estimagao do Numero de Fungoes Bases

= o
g).— ..lll.ll.ll.ll.ll.ll.llll.ll 8— . ...lll.ll.llll.ll.ll.ll.ll.ll
)] '.
o))
[Tp] L] O.)._
o)) O
o
o]
] [us}
T 3
3§ 2
5 @ o 3
2 5 5 2
= T
< ' 2 o
10 s 2
L < o
)]
o |* =
[0}
2 -
o ()
[on)
5 7 3
= [} D
O
T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 Pis] a0 0 5 10 15 20 s a0
Nos Nos
(a) (b)

Figura 4.24: Quinhentas replicagoes com n = 1000 e 56 bases: (a) afinidade e (b) afinidade

parcial.
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Tabela 4.9: Parametros das distribuicoes beta e normal estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos: modelo exponencial poténcia (0? =1, ¢ = 2,5, k = 1,5).

Beta Normal

a b Média Desvio Padrao

Afinidade 232506994 39935,07 | 9,998283e-01  8,584097e-07

Se+(S
|

2e+05 Aa+05
| |
.-'"
el

Densidade

Ze+(S
|

Te+rls
|
-

Qe+00
|
LIn
_’

i
]

[ I l I I I 1
0999625 0999826 08999827 0899828 0999828 0989830 0999831

Afinidade

Figura 4.25: Estimativas da densidade da afinidade baseadas em 500 replicacoes, n =
1000: linha s6lida cinza - modelo normal, linha tracejada - modelo beta e a linha ponti-

lhada - método kernel.
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Capitulo

Funcoes de Covariancia Espacial

A funcao de covariancia pode ser escrita como um produto do parametro de varidncia

vezes uma fun¢ao de correlac¢ao definida positiva p(7), como
C(1) = o* x p(7). (5.1)

Seja ¢ o parametro da funcao de covaridncia denominado parametro de amplitude. Algu-
mas das fungoes de covariancia possuem um parametro extra s, denominado paradmetro
de suavidade. Esses parametros existem puramente para incluir no modelo alguma flex-
ibilidade na forma total da funcao de correlacdao. Assim, um modelo para a funcao de

covariancia pode ter um ou dois parametros.

No jargao da geoestatistica, uma combinagao linear de modelos de covariancia é dito
formar um modelo de estruturas encaixadas, onde cada uma das estruturas encaixadas

corresponde a um termo da combinacao linear.
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Capitulo 5. Funcoes de Covariancia Espacial

5.1 Exponencial Poténcia

Esta familia é definida por

C(7) = o%exp {— (%)} , (5.2)

com¢p>0el0< k<2

1.0

08
1

Covariancia

04

0.0
|

Disténcia

Figura 5.1: Trés exemplos da funcao de covariancia exponencial poténcia com ¢ = 1 e

xk =1 (linha solida), x = 1,5 (linha tracejada) e x = 2 (linha pontilhada).

Quando k = 1 esta fungao é denominada apenas de funcao de covariancia exponencial

com parametro de escala ¢ > 0 e ¢é definida por,

C(1) = oexp (—%) : (5.3)

¢ uma covariancia em R" para qualquer n.
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5.2. Gaussiana

No caso k = 2 temos a fungao de covariancia Gaussiana. Essa familia frequentemente
da um ajuste qualitativamente razoavel com respeito a estrutura de covariancia de dados
espaciais, mas suas predi¢oes tendem a ser nao robusta para pequenas partidas do modelo
assumido, nem menos por que a matriz de covariancia de qualquer colegao de valores S(x;)
gerados deste modelo é muito mal-condicionada. Além disso, em uma rapida pincelada
no comportamento de k < 2 para kK = 2 observa-se que a familia exponencial nao é tao

flexivel quanto pareceria ser em um primeiro contato, veja Ribeiro e Diggle (2000).

5.2 Gaussiana

O modelo Gaussiano com parametro de escala ¢ > 0 é definido por,

C(7) = o%exp {— (%)2} . (5.4)
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Figura 5.2: Trés exemplos da func¢do de covaridncia gaussiana com ¢ = 1 (linha solida),

¢ = 2 (linha tracejada) e ¢ = 3 (linha pontilhada).

74



5.3. Circular

5.3 Circular

Seja 0 = min(7/¢, 1) e
y(r) =2 <9\/ 1—-62+ sen_l\/§> /. (5.5)
Entao, o modelo circular é definido por,

Clr) = o?(1—~(7)), seT < ¢ (5.6)

0, se T>¢

Covariancia
0.6 0.8 1.0
I I

04

02
1

Disténcia

Figura 5.3: Trés exemplos da fungao de covariancia circular com ¢ = max(7)+0, 05 (linha

solida), ¢ = max(7) + 1 (linha tracejada), e ¢ = max(7) + 2 (linha pontilhada).
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Capitulo 5. Funcoes de Covariancia Espacial

5.4 Cubica

A fungao de covariancia cubica é definida por (Wackernagel, 1995, p.218)
2 3 5 7
35 (T T(T 3 (T
(o 210 3). e
C(r) - ( o) Ta\s) "2\s) T1\s (5.7)
0, se T >

Este modelo é usado para varidveis diferenciaveis, tal como campos de pressao ou em

meteorologia (Chilés e Delfiner, 1999).

10

0.8

Covaridncia

04

02

Distancia

Figura 5.4: Trés exemplos da fungdo de covariancia ctibica com ¢ = max(7)+ 0,05 (linha

solida), ¢ = max(7) 4+ 1 (linha tracejada), e ¢ = max(7) + 2 (linha pontilhada).

76



5.5. Esférica

5.5 Esférica

Esta familia de fungoes de covaridncia uniparamétrica é definida por,

2,37 1(1)3
e(r) = a(l 2¢+2 5 ), se0<T7< 9 (5.8)

0, seT >

Seu nome é devido ao fato da correlagao possuir uma interpretacao geométrica como o
volume de intersecao de duas esferas tridimensional, cujo o centro é uma distancia 7 a
parte. Em algumas propostas é conveniente que a correlacao tenha amplitude finita. Pois
a familia depende somente do parametro de escala ¢, que nao d4 nenhuma flexibilidade na
forma. Sua motivagao na éarea fisica é de relevancia duvidosa para problemas em espacgos

bidimensional.

5.6 Quadratica Racional ou de Cauchy

A funcao de covariancia quadratica racional é dada por

7_2

C(r) =0 (1 5

) , 7>0,0>0,k>0 (5.9)
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Figura 5.5: Trés exemplos da fungao de covariancia esférica com ¢ = max(7) (linha

solida), ¢ = max(7) + 1 (linha tracejada) e ¢ = max(7) + 2 (linha pontilhada).
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5.6. Quadratica Racional ou de Cauchy

08 03 1.0
1 1

Covariancia

04

Disténcia

Figura 5.6: Trés exemplos da funcao de covariancia quadratica racional com ¢ = lex =1

(linha solida), k = 1,5 (linha tracejada) e x = 2 (linha pontilhada).
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Capitulo 5. Funcoes de Covariancia Espacial

5.7 Quadratica Racional Generalizada

Os campos de gravidade e magnético sao governados pelas leis da fisica. Se a geometria,
densidade e magnetismo das fontes sao conhecidos, os campos correspondentes podem ser
determinado. No entando, conhecendo estas caracteristicas, um modelo estatistico dos
principais parametros permite a determinagao, se nao dos campos, pelo menos do seu

espectro. A covariancia quadratica racional generalizada é definida por,

.
C(T)—02(1+(§)> ) 2,T>O,¢>O, k1>0,0< Ky <2 (5.10)

10

06

Covaridncia

04

02
1

Disténcia

Figura 5.7: Trés exemplos da funcao de covaridncia quadratica racional generalizada com
¢ =1, Ky = 1,5 fixo, para ke = 1(linha solida), ko = 1,5 (linha tracejada) e ko = 2 (linha
pontilhada).
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5.8. Ondular

5.8 Ondular

A funcao de covariancia ondular é dada por

Cr) = o2500T) (5.11)

T

Apresenta correlagoes negativas devido a periodicidade do processo (Figura 5.8).

Covaridncia
04 08 08 10

02

0o

-02

Disténcia

Figura 5.8: Trés exemplos da fungao de covariancia ondular: com ¢ = 0,6 (linha sélida),
¢ =1 (linha tracejada), ¢ = 1,5 (linha pontilhada), ¢ = 2 (linha ponto-traco), ¢ = 2,5
(linha trago longo).

Observa-se na Figura 5.9, que poderiamos ter situagoes aonde a fungao de covariancia
ondular somente assumisse valores positivos. Entao poderiamos estimar normalmente

para tamanho amostral pequeno.
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Covariancia

Disténcia

Figura 5.9: Trés exemplos da fungdo de covariancia ondular: com ¢ = 2 (linha solida),

¢ = 2,5 (linha tracejada), ¢ = 3 (linha pontilhada).
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5.9. Familia de Matérn

5.9 Familia de Matérn

Esta familia é denominada Matérn depois que Bertil Matérn a introduziu em sua tese de

doutorado em 1960. Ela ¢é definida por

C(T;(ﬁ,ﬁ)zﬁ(%)nl@ (%), 7>0er>0 (5.12)

em que ¢ é uma parametro de escala, k£ ¢ um parametro de forma, I'(-) é a funcao Gama

usual e K, (-) denota a fungao de Bessel modificada do terceiro tipo de ordem k.

Covaridncia
0B 08 10
I I

04

02
1

00
1

Distancia

Figura 5.10: Trés exemplos da fungao de covariancia de Matérn com ¢ = 1 e k = 1 (linha

solida), k = 1,5 (linha tracejada) e k = 2 (linha pontilhada).

O parametro ¢ controla a taxa de decaimento para zero da covaridncia quando a
distancia 7 aumenta. Valores grandes de ¢ indica que as localizagoes que sao relativa-

mente distantes umas das outras sao moderadamente correlacionados positivamente. O
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Capitulo 5. Funcoes de Covariancia Espacial

parametro k indica a ordem do modelo de Matérn, e determina a suavidade analitica
do sinal, S(x). O parametro x controla o comportamento da fungao de covariancia para
observagoes que sao separadas por distancias pequenas. A classe de Matérn abrange a
funcao de covariancia exponencial quando x = 0,5 e a fungao de covariancia Gaussiana
quando k — oo (Hoeting et al., 2006). Esta fungao de covariancia pode ainda ser adap-
tada para incluir a possibilidade de medidas de erro, chamada nugget em muitos contextos

espaciais, que nao sera visto aqui.
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5.10. Simulagao das Funcgoes de Covariancia

5.10 Simulacao das Funcgoes de Covariancia

Agora mostraremos as fungoes de covariancias estimadas em comparacao com a fungao
de covariancia verdadeira. Fixou-se o parametro da funcéo de covariancia, o® = 1,2, para
todas as simulagoes e variamos o tamanho amostral em n = 25,100, 500, 1000, respecti-
vamente em cada figura desta secao. Os valores dos parametros ¢ e xk foram tomados
de acordo com valores comuns encontrados na literatura. Se beneficiando de uma anélise
visual nota-se nos graficos abaixo que as estimativas foram melhorando & medida que se
aumentou o tamanho amostral. Observa-se que nos tamanhos amostrais de n = 25 e
n = 100 ocorre problema nas caudas, onde o decaimento deixa de ser exponencial e passa
a subir para em seguida decair. Enquanto, para n = 500 e n = 1000 a fungao tem de-
caimento exponencial na totalidade, mostrando-se estimativas muito boas da funcoes de
covariancias. Para a construgao do processo Gaussiano foi adotado um gride no quadrado
[0,5] x [0,5]. Baseado em 64 localizagoes foram geradas amostras de tamanho 25, 100, 500
e 1000 da distribuicao normal multivariada, veja Capitulo 3, com vetor de médias de
1’s e matriz de covariancia Ygsves. As simulagoes foram realizadas usando as fungoes de
covariancia espacial implementadas no pacote geoR do programa R-Gui, veja Ribeiro e

Diggle (2001).
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Figura 5.11: Fungao de covariancia exponencial com ¢ = 1,8: a linha cheia em cinza
representa a fungao verdadeira e a linha tracejada representa a fungao estimada para: (a)

n = 25; 3 bases (b) n = 100; 2 bases (¢) n = 500; 2 bases (d) n = 1000; 2 bases.
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Figura 5.12: Funcao de covariancia Matérn com ¢ = 1,3 e k = 1,2: a linha cheia em cinza

representa a funcao verdadeira e a linha tracejada representa a fungao estimada para: (a)

n = 25; 3 bases (b) n = 100; 3 bases (c¢) n = 500; 3 bases (d) n = 1000; 3 bases.
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Figura 5.13: Funcao de covariancia esférica com ¢ = 3: a linha cheia em cinza representa

a fungao verdadeira e a linha tracejada representa a funcao estimada para: (a) n = 25; 6

bases (b) n = 100; 6 bases (c) n = 500; 6 bases (d) n = 1000; 6 bases.
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Figura 5.14: Funcao de covariancia Gaussiana com ¢ = 2,2: a linha cheia em cinza

representa a funcao verdadeira e a linha tracejada representa a fungao estimada para: (a)

n = 25; 5 bases (b) n = 100; 4 bases (c¢) n = 500; 4 bases (d) n = 1000; 4 bases.

89




Capitulo 5. Funcoes de Covariancia Espacial

Covariancia

Covariancia
06 08 1.0 12

04

02

0.0

Disténcia

06
I

04

02

00
1

Covariancia

Distancia

()

Covariancia
06 08 1.0 12
L

04

02

0.0

Disténcia

(b)

06

04

00

Distancia

(d)

Figura 5.15: Fungao de covariancia ciibica com ¢ = 5: a linha cheia em cinza representa

a fungao verdadeira e a linha tracejada representa a func¢ao estimada para: (a) n = 25; 5

bases (b) n = 100; 5 bases (c) n = 500; 5 bases (d) n = 1000; 5 bases.
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Figura 5.16: Fungao de covariancia circular com ¢ = 5, 1: a linha cheia em cinza representa

a fungao verdadeira e a linha tracejada representa a funcao estimada para: (a) n = 25; 4
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bases (b) n = 100; 2 bases (c) n = 500; 2 bases (d) n = 1000; 2 bases.
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Figura 5.17: Fungao de covariancia exponencial poténcia com ¢ = 1,9 e xk = 1,5: a linha
cheia em cinza representa a funcao verdadeira e a linha tracejada representa a funcao

estimada para: (a) n = 25; 3 bases (b) n = 100; 2 bases (¢) n = 500; 2 bases (d)
n = 1000; 2 bases.
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Figura 5.18: Funcao de covariancia quadréatica racional com ¢ = 1,6 e kK = 1: a linha cheia

em cinza representa a funcgao verdadeira e a linha tracejada representa a funcao estimada

para: (a) n = 25; 4 bases (b) n = 100; 4 bases (c) n = 500; 4 bases (d) n = 1000; 4 bases.
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Figura 5.19: Fungao de covariancia quadratica racional generalizada com ¢ = 0.8 e k =

(2,1;1,6): a linha cheia em cinza representa a funcao verdadeira e a linha tracejada

representa a fungao estimada para: (a) n = 25; 8 bases (b) n = 100; 7 bases (c¢) n = 500;
6 bases (d) n = 1000; 6 bases.
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Figura 5.20: Fungao de covariancia ondular ¢ = 0.6: a linha cheia em cinza representa a

fungao verdadeira e a linha tracejada representa a fungao estimada para: (a) n = 25; 6

bases (b) n = 100; 6 bases (c) n = 500; 6 bases (d) n = 1000; 6 bases.
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5.11 Combinacoes de Funcoes de Covariancia

Na secao anterior apresentamos algumas fungoes, na qual iremos trabalhar. Agora vamos
apresentar como podemos construir fungoes de covariancias validas a partir de fungoes
de covariancia ja obtidas. Se Ci(7) e Co(7) sdo fungoes de covariancias validas, entao
a soma, C;(7) 4+ Ca(7) e o produto, Ci(7) x Co(7), também sao fungdes de covaridncias
véalidas. Tomando a soma de fun¢oes de covariancias de um modelo linear e uma funcao
de covariancia exponencial com variancia pequena resulta em um modelo quase linear.
Somas de fungoes de covariancias com escalas de tamanhos diferentes resulta em fungoes

com ambas de escala grande e escala pequena.

Produtos de fungoes de covariancias univariadas para diferentes entradas resulta em
fungoes de covariancias multivariadas que permitem interagdes. A seguir apresentamos
duas propriedades de funcgoes definidas positivas, no qual podemos construir uma vasta
familia de covariancias teéricas que podem ser definidas em termos de esquemas da posi-

tividade definida bésica:

e Toda combinacao linear de covaridncias com coeficientes positivos é uma covariancia,

n
C(r) =D _ XCi(r). (5.13)
i=1
Basta considerar o processo aleatério com a soma ponderada de n processos aleatérios

independentes Y;(s) com covariancias C;(7). A covariancia de
Z(s) =Y AYi(s) (5.14)
i=1

¢ dada por (5.13).
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e Qualquer produto de covariancia é uma covariancia,
C(r) =[] Ci(r) = Ci(r) x Co(7) x ... x Cp(7). (5.15)
i=1

Aqui consideramos o processo aleatorio Z(s) como produto dos processos aleatorios

independentes Y;(s) com covariancias C;(7). A covariancia de

Z(s) = HK-(S) (5.16)

¢ dada por (5.15), veja Journel e Huijbregts, (1978).

5.12 Modelos Encaixados

Na pratica existem determinados fenémenos em que sao necessarios modelos de covarian-
cias mais complexos para explicar suas variagoes espaciais. McBratney e Webster (1986)
observaram que modelos encaixados sao necessarios para explicar a variagao do solo decor-
rente de fatores independentes de formagao. Estes modelos sao combinagoes de modelos
simples, denominados encaixados. Por exemplo, um modelo encaixado util em estudos
de mineragao e pesquisa de solo é o duplo esférico. McBratney et al. (1982) o utilizaram
para descrever a variagao do cobre e do cobalto no solo. Podemos ter processos com de-
pendéncia espacial diferente, como duas escalas diferentes que podem ser modelados por
um modelo encaixado tal como,

Cy, (1), 0<7<¢

C(1) = ¢ Cyy(7), 01 <7< o (5.17)

constante, 7T > ¢,
onde Cy, (7) € Cy, (7) sdo modelos espaciais nas escalas ¢, e ¢o, respectivamente. As escalas
poderiam ser pequena e ter um alcance longo da dependéncia espacial. Todas as estru-

turas encaixadas atuam sobre todas as escalas de distancia. Dependendo do fenémeno
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em estudo, outros modelos encaixados sao necessarios para caracterizar a variabilidade

espacial. Por exemplo: duplo exponencial, exponencial com duplo esférico, linear com

duplo esférico, entre outros.

As figuras, a seguir, sao graficos das fungoes de covaridncia encaixadas estimadas

com sua funcao de covariancia encaixada verdadeira. Em todos os casos foram usadas

n = 5000, localizacoes = 64, 02 = 0,6, 02 = 0,4 ¢ § = 0,0001.

Covariancia
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1

04

02

0.0

Distancia

(a)

Covariancia
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04

02
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(b)

Figura 5.21: Funcao de covariancia encaixada: (a) esférica (¢; = 2) com cubica (¢ = 5)

e (b) esférica (¢; = 2,25) com exponencial poténcia (¢2 = 3,75,k = 1, 3).
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Figura 5.22: Fungao de covariancia encaixada: (a) exponencial poténcia (¢; = 1) com
gaussiana (¢ = 3) e (b) circular (¢; = 2) com exponencial poténcia (¢ = 5).
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Figura 5.23: Funcdo de covariancia encaixada: a) esférica (¢; = 2,5) com circular (¢o =

5,5) e b) quadratica racional (¢ = 1;k = 1) com esférica (¢ = 3,5).
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1;k9 = 1,5) e b) Matérn (¢ = 0,75;k; = 2,5) com exponencial
poténcia (¢ = 2,75,k = 1).
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Figura 5.25: Funcao de covariancia encaixada:

a) Matérn (¢; = 0,75,k = 4,5) com
esférica (¢ = 1,75) e b) quadréatica racional (¢; = 2;k = 1,2) com circular (¢ = 6,45).
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Consideracoes Finais

Dentro do contexto da geoestatistica é comum querermos fazer inferéncia em um processo
Gaussiano. Mas para isso é preciso caracterizar o processo. Surge entao o maior desafio,
que é obter a funcao de covariancia do processo. Nao se sabe qual a forma que a funcao
de covariancia assume. Hé& diversos estimadores propostos, aqueles obtidos por método
dos momentos e outros obtidos pela construcao de uma funcao kernel. O problema desses
estimadores é que eles nao sao validos, uma vez que a condi¢ao para ser definida positiva

da funcao de covariancia falha.

Neste trabalho foi proposto um estimador nao-paramétrico para a funcao de covarian-
cia, sendo aproximado por combinagoes lineares de B-splines cibicas. Ao contrério do que
muitos autores fazem, que fixam o niimero de bases, aqui foi obtido o niimero de bases das
fungoes B-splines por meio de um algoritmo. Os nimeros de bases foram incrementados
por um até alcancar um nimero 6timo, satisfazendo uma pseudo-distancia de Hellinger

chamada de afinidade. A afinidade mensura o quao préxima esta a fungao de covariancia
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verdadeira da funcao de covariancia estimada. Quanto mais proxima de um, melhor sera
o nimero de bases obtidas, pois o algoritmo vai parar quando as fungoes verdadeira e

estimada forem semelhantes.

Com a finalidade de usar o teorema de Bochner foi calculado a transformada de Fourier
do estimador. A partir dos calculos observou-se que para a fungao de covariancia estimada
ser definida positiva bastaria resolver o sistema de quadrados minimos com restrigoes nos
coeficientes, nao negativos. Entretanto, isto somente tem sentido quando a funcao de
covariancia fosse positiva. Quando a funcao de covaridncia possui valores negativos nao
se aplica o estimador, pois nao garantimos que seja definida positiva, a menos que tenha
tamanho amostral grande. Por exemplo, a estimativa da fungao de covariancia ondular,
que possui valores negativos, ficou boa para tamanho amostral pequeno, mas nao podemos
garantir que seja definida positiva. Nos estudos realizados, verificou-se que as estimativas
das fungoes de covariancias, assintoticamente, ficaram muito boas. Estimamos ainda
funcoes de covariancias no caso de processos com duas escalas diferentes a partir de um

modelo encaixado. As estimativas obtidas foram muito boas.

O caso unidimensional pode ser estendido para multiplas dimensoes por meio da con-
strugao de produto tensorial das B-splines. Foi dado uma ideia de como seria essa extensao

no Capitulo 2.
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Apéndice

Apéndice A

Programa utilizado nesta dissertacao: R-Gui versao 2.7.1: algoritmo implementado
para o estudo do comportamento da distribuicao da afinidade e obtencao do ponto de

corte.

library(splines)

library (MASS)

library(geoR)

#set.seed(8911)

## Funcao de Calculo dos B-splines

bsnormB<-function(x,x1,xr,ndx,bdeg=3){
dx<-abs(xr-x1)/(ndx+1)
knots<-sort(c(rep(x1-0.0%dx,3),seq(xl,xr,by=dx) ,rep(xr+0.0%dx,3)))
x<-as.single(x)

B<-spline.des(knots,x,4,0%x)$design
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1list (B=B,knots=knots)

}
## Define Funcdo Afinidade e Afinidade parcial
affparcial<-function(f,g){sum(abs(f*g)/sqrt(sum(f~2)*sum(g~2)))}
## Geracao dos Dados
p<-1000
gq<-64
n<-1000
D<-matrix(0,q,q)
predito<-matrix (0, (g*q),p)
meanpred<-rep(0,length=(qg*q))
x<-runif (q,min=0,max=>5)
y<-runif (q,min=0,max=5)

for(i in 1:length(x)-1){

for(j in (i+1):length(y)){
D[i,jl<-sqrt((x[i]-x[j1)~2+(y[il-y[j1)~2)

b

## matriz simetrica, diag. princ. de zero
D<-D+t (D)

ord<-order (D)

## Construcao da Matriz de Covariancia
phi<-2.0

s2<-1

base<-0.001465

Dgrid<-seq(from=0,to=6,by=base)
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tam<-length(Dgrid)

sqrt (tam)

SigmaGrid<-cov.spatial (matrix(Dgrid,ncol=sqrt(tam)),cov.model =
"powered.exponential",cov.pars = c(s2, phi),kappa=1.5)

Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="powered.exponential",cov.pars=c(s2,phi),
kappa=1.5)

TSig<-(array(Sigmal)*array(Sigmal))/(sum((array(Sigmal)*array(Sigmal))*base))

repet<-1000
mydir="hellinger"
for(j in 1:repet) {
loop<-function(kzero){
for(k in 1:p){
## normal multivariada, vetor de media 1 e matriz Cov. Sigmal(64x64) #i#
z<-mvrnorm(n,rep(1l,q),Sigmal)
scorr<-cov(z) ## matriz de covariancia
scorr<-array(scorr)
B<-bsnormB(D,min(D) ,max (D) ,ndx=kzero,bdeg=3)
X<-B$B
myfit<-lm(scorr~X)
list(myfit=myfit)
predito[,k]<-myfit$fitted.values
list(predito=predito)
}
for(i in 1:(g*q)){
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meanpred [i]<-mean(predito[i,])
}
list (meanpred=meanpred)
}
contador<-0
di1<-0
d2<-0
while(contador<=56){
a<-loop(contador)
estimatival<-a$meanpred
if (contador==0)
di1<-0.1
d2<-0.1
contador<-contador+1
a<-loop(contador)
estimativa2<-a$meanpred
d2<-affparcial(estimatival,estimativa2)
meanpred<-a$meanpred
TSighat<-((a$meanpred) * (a$meanpred) ) /sum(((a$meanpred) * (a$meanpred) ) xbase)
d1<-sum(sqrt(TSighat*TSig))*base

Yi<-d1
Y2<-d2
write.table(Y1l,paste(mydir,"affinity.txt",sep=""),append=TRUE, row.names=FALSE,
col.names=FALSE)

write.table(Y2,paste(mydir, "parcial.txt",sep=""),append=TRUE,row.names=FALSE,
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col.names=FALSE)

}

plot(D[ord],array(Sigmal) [ord] ,xlab="Distancia",ylab="Covaridncia",type="1",
col="dark grey",lwd=2,cex.lab=1.2)

lines(D[ord] ,meanpred[ord],col=1,1ty=2,1wd=2)

Yi<-as.matrix(read.table("affinity.txt"))

Y11<-matrix(Y1,56,repet)

matplot(Y11l,pch=20,xlab="No6s",ylab="Afinidade",col="dark grey",cex.lab=1.2)

Y2<-as.matrix(read.table("parcial.txt"))

Y22<-matrix(Y2,56,repet)

matplot (Y22,pch=20,xlab="Nés",ylab="Afinidade parcial",col="dark grey",
cex.lab=1.2)

## afinidade
mafin<-mean(Y1)
afin<-c(colMeans(Y11))
alpha<-mafin*(((mafin*(1-mafin))/var(afin))-1)
betha<-(1-mafin)*(((mafin*(l-mafin))/var(afin))-1)
betaparam<-fitdistr(afin, ’beta’,list(shapel=alpha,shape2=betha))$estimate
beta<-rbeta (1000, shapel=betaparam[1],shape2=betaparam[2])
normparam<-fitdistr(afin,"normal")$estimate
norm<-rnorm(1000,mean=normparam[1],sd=normparam[2])
hist(afin,prob=T,main=paste(’’),xlab="Afinidade’,ylab="Densidade’,
cex.lab=1.2)
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lines(sort(norm) ,dnorm(sort(norm) ,mean=normparam([1],sd=normparam[2]),
col="8",1lw=2)
lines(sort(beta) ,dbeta(sort(beta),betaparam[1] ,betaparam[2]),1ty=2,1w=2)

lines(density(afin,bw=’bcv’),col=1,1ty=3,1w=2) #est. de dens. por kernel

Programa utilizado nesta dissertacao: R-Gui versao 2.7.1: algoritmo implementado

para o estudo do ponto de corte.

{

repet<-500

Yi<-as.matrix(read.table("pwexphellingerafinidade-p100g32n500ndx32r500
phi2k15.txt"))

Yii<-matrix (Y1, 33, repet)

## afinidade

afin<-c(colMeans(Y11))

mafin<-mean(afin)
alpha<-mafin*(((mafin*(1-mafin))/var(afin))-1)
betha<-(1-mafin)*(((mafin*(1-mafin))/var(afin))-1)

q_hat<-gbeta(0.01,alpha,betha,ncp=0,lower.tail=FALSE,log.p=FALSE)

mafin<-c(0,0)
alpha<-c(0,0)
betha<-c(0,0)
g_boot<-c(0,0)
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B<-2000
n<-500
boot <-matrix(0,B,n)
for(i in 1:B){
for(j in 1:n){

boot[i,]<-sample(afin,replace=T)

}

for(i in 1:B){
mafin[i]<-mean(boot[i,])
alphal[il<-mafin[i]*(((mafin[i]*(1-mafin[i]))/var(boot[i,]))-1)
bethalil<-(1-mafin[i])*(((mafin[i]l*(1-mafin[i]))/var(boot[i,]))-1)
q_boot [i]<-gbeta(0.01,alphal[i] ,betha[i] ,ncp=0,lower.tail=FALSE,log.p=FALSE)

}

g_til<-mean(qg_boot)

g_var<-var (q_boot)

vies<-q_til-q_hat

boxplot (q_boot)

}

Apéndice B

Programa utilizado nesta dissertacao: R-Gut versao 2.7.1: algoritmo implementado

para a estimacao da fungao de covariancia.

{
library(splines)
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library(MASS)
library(geoR)
library(nnls)
## Funcao de Calculo dos B-splines ##
bsnormB<-function(x,xl,xr,ndx,bdeg=3){
dx<-abs(xr-x1)/(ndx+1)

knots<-sort (c(rep(x1-0.0%dx,3),seq(xl,xr,by=dx) ,rep(xr+0.0%*dx,3)))

X <-as.single(x)

B <-spline.des(knots,x,4,0%x)$design

list (B=B,knots=knots)
}
## Define Fungdo Afinidade ##
affinity<-function(f,g){sum(abs(f*g)/sqrt(sum(£f~2)*sum(g~2)))}
## Geracao dos Dados ##
p<-1000
q<-64
n<-1000
D<-matrix(0, q, q)
predito<-matrix (0, (g*q) ,p)
meanpred<-rep(0,length=(q*q))
x<-runif (q,min=0,max=5)
y<-runif (q,min=0,max=5)

for(i in 1:length(x)-1){
for(j in (i+1):length(y)){
D[i,jl<-sqrt((x[i]l-x[j1)~2+(y[il-y[jl)~2)
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}
## matriz simetrica, diag princ de zero ##
D<-D+t (D)
ord<-order (D)
## Construcao da Matriz de Covariancia ##
## parametros da covariancia ##
phi<-1.6
s2<-1
##1# matern ##
Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="matern",cov.pars=c(s2,phi), kappa=1.5)
##02# powered.exponential (ou estavel) ##
#Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="stable",cov.pars=c(s2,phi) ,kappa=1)
##03# Cauchy (ou quradratica racional) ##
#Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="cauchy",cov.pars=c(s2,phi),kappa=0.5)
##04# gencauchy (generalised Cauchy)##
#Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="gencauchy",cov.pars=c(s2,phi) ,kappa=1)
##07# exponential ##
#Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="exponential",cov.pars=c(s2,phi))
##08# gaussian ##
#Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="gaussian",cov.pars=c(s2,phi))
##09# spherical ##
#Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="spherical",cov.pars=c(s2,phi))
##10# circular ##
#Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="circular",cov.pars=c(s2,phi))
##11# cubic ##

#Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="cubic",cov.pars=c(s2,phi))
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##12# wave ##

Sigmal<-cov.spatial(D,cov.model="wave",cov.pars=c(s2,phi))

loop<-function(kzero){

for(k in 1:p){

##normal multivariada, vetor de media 1 e matriz Cov. Sigmal(64x64)##
z<-mvrnorm(n,rep(l,q),Sigmal)
scorr<-cov(z) ## matriz de covariancia ##
scorr<-c(array(scorr))
BS<-bsnormB(D,min (D) ,max (D) ,ndx=kzero)
B<-BS$B
myfit<-nnls(B,scorr)
predito[,k]<-myfit$fitted

}

for(i in 1:(gxq)){
meanpred[i]<-mean(predito[i,])

}

list(meanpred=meanpred)

}

delta<-0.0001

contador<-1

d<-0

while(d < 1-delta & contador <= 15){
a<-loop(contador)
estimatival<-a$meanpred

if (contador == 1)
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d<-0.1
contador<-contador + 1
a<-loop(contador)
estimativa2<-a$meanpred
d<-affinity(estimatival,estimativa2)
print(c(’A afinidade:’,d))
print(c(’no. bases:’,contador))
meanpred<-a$meanpred

}

plot(D[ord] ,array(Sigmal) [ord],xlab="Distancia",ylab="Covariancia",

type="1",col=8,1lwd=2)
lines(D[ord] ,meanpred[ord],col=1,1ty=2,1lwd=1)
}
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