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Introducao

Neste trabalho, mostraremos resultados de existéncia e unicidade da solugdo para
um sistema de equacoes diferenciais parciais utilizadas para descrever o movimento
de um fluido viscoso e incompressivel no qual ha cultura de microorganismos que
tém a tendéncia de nadat na direcao vertical {esiamos considerando o caso de um
dominio onde o fluxc estd submetido a acdo de forcas gravitacionais). Neste caso.
podem ser gerados gradientes de concentracao de microorganismos na cultura que
podem ocasionar conveccao no fliido (este processo € chamado de bioconvecgio).

Levandowsky e outros [7] e Moribe [14] discutem a fundamentacao bioldgica
e fisica para tals equacles e também apresentam algumas descri¢des qualitativas
baseadas em argumentos intuitivos.

Em termos mais precisos, as equacoes a serem estudadas neste trabalho, e que

chamaremos de Equagdes do Fluro Bioconveckivo Generalizadas. sdo as seguintes:

% —2divip(c)D(u)) +uNu+Vp = —g(l + pcix + f,

div v =0, 5 (0.1)
de . Oc

—_— — + ! J—_— = o Q

37 Bde +uVe+ 1 52, 0, em (0.7)x

Aqul, sao utilizadas as seguintes notacoes:

s O C F?é um dominio limitado e representa a regido de escoamento do fluido.

Denota-se 01 a fronteira de Q.



o u(z,t) € IR® denota a velocidade do fiuido em um ponto = = (zy, 25, 23) € Q,

e instante t € [0,T], onde 0 < T < +cx.
e p(z,t) é a pressdo hidrostatica no ponto z e instante .

o c{z,t) representa a concentra¢do dos microoganismos no ponto z € ) e ins-

tante .
e 4(-) > 0 ¢ a viscosidade do fluido.
e # e a constante que indica a taxa de difusac dos microorganismos.
» g ¢ a intensidade da aceleracdo da gravidade (suposta constante).
e | representa uma forca externa dada.

e Yy é um vetor unitario na direcdo vertical, isto é, y = (0.0,1)". {Ou seja. o
sistema de coordenadas € colocado de tal forma que as forgas gravitacionals

agem na vertical).

o [” denota a velocidade média de natacdo dos microorganismos, na diregao

vertical.

. .. o . :
e p e uma constante positiva. dada por p = o _ 1, onde po € pm s30 a densidade

Prn
de um organismo e a densidade do fluido de cultura, respectivamente.

Nas equacdes acima, V', A e div representam os operadores gradiente, Lapla-

ciano e divergente, respectivamente; u.Vu indica o operador de convecgio, cuja

5.9
R . . - ]
componente i-ésima em coordenadas cartesianas é dada por (u.Vu); = > T
. X
=1 4

A expressao

Dlu) = =(Vu+ (Vu)')

By



representa o tensor taxa de deformacio.

Fazendo ¢ = (gp)™'m e p = ¢ — gz3, ulc) = v(m), (0.1) se reescreve como

%? = 2div(v(m)D(v)) + uv.Vu+ Vg =—mx + f,

divu=0, (0.2)
O gAm+um+ 0% = 0.7) x

— — A Am +tuNm+ i — =1} :. .

5 .V o, em (0.7) x

Neste trabalho queremos considerar o fluxo bioconvectivo em uma regido
limitada, porém com o bordo nao completamente rigido. Melhor dizendo. queremos
que uma parte da fronteira seja aberta {como um vasc sem tampa, por exemplo}.
Esta situagao pode ser modelada matematicamente como se segue:

O sistema de equagoes (0.2) sera considerado juntamente com as condigoes
seguintes. Seja 00 = SUT, onde 5 é a parte rigida da fronteira e I' é a parte
livre da fronteira {neste trabalho estaremos supondo de S e I' sao independentes
do tempo). Denotemos por -n.‘(.r} = (ni{r}),na(r), na(r)) o vetor normal unitdrio
exterior no ponto & € 9 e 5 @ derivada normal sobre JQ. Exigimos entdo as
segnintes condicdes iniciais e de contorno:

w=>0 sobre {0, Ty x 5,

uwn =10 sobre 0.7y x T,
vim)[D(u)n —n.(D(u)n)n] = h sobre (0,7) x T, (0.3)
H—aini —Umny =0 sobre  (0.7) x 00.
L4
[ u(0) =ug, m(0) = mo. em §).

As condigdes (0.3b) e (0.3c) sdo as chamadas condigoes de escorregamento
(slip conditions) para a velocidade do fluide e sdao fregueniemente utilizadas para
modelar condigdes de fronteira livre em fluidos (veja Joseph [4]). Em particular.
(0.3¢) corresponde a atribuir & componente tangencial de vetor de tensio um valor
determinado b () satisfazendo §,(z).n(x) = 0. Um caso especial, porém muito

frequente e importante. é aquele em que b{z) € identicamente nulo.



Observamos também que (0.1c) correspondente a equagao de conservacao
d . i
—c+diw J=0, 2€Q, t >0, com — = — 4+ uV e o fluxo dos microorganismos

di dt Ot
dado por J = —8Vc + Ucy. Assim, (0.3d) estabelece a condicao de fluxo nulo em

cada ponto r € J{L.

As equagdes cldssicas de Fluxo Bioconvectivo correspondem ao caso particular
de {0.1) em que a viscosidade  é constante (no decorrer de este trabalho chamaremos
este caso especial de Fquagoes Clissicas de Bioconveccio). Kan-On, Narukawa e
Teramoto [3] fazem uma andlise matematica do caso cldssico, porém com condigdes
de fronteira do tipo Dirichlet para a velocidade, o que exclul o caso de vasos abertos.
Eles obtém resultados de existéncia de solu¢des, tanto para o problema estacionario
quanto para o problema de evolugao.

Neste trabalho estaremos interessados no caso generalizado, e bastante mais
nao linear. no qual a concentragdo de microorganismos afeta a viscosidade do fluido.
Neste caso. o sistema de equagdes (0.1}{ou (0.2)), assim como no caso das chamadas
Fquacoes de Boussinesq Generalizadas, Lorca e Boldrini [9], [11], apresenta um
grau maior de dificuldade. quando comparado ao caso cldssico (p constante). Isto ¢
devido. em parte. aos termos ndo lineares que aparecem no operador div(v(m)D{u)).

Quanto as condigoes de fronteira que aparecem em (0.3), elas se apresentam
nos artigos de Solonnikov e Scadilov {20]. ¢ também em Mulone e Salemi [16], em
um contexto de equacdes classicas de Navier-Stokes (isto é viscosidade constante).

Dessa forma, a obtengdo dos nossos resultados dependera da adaptagio e
combinacio das técnicas usadas em Kan-On, Narukawa e Teramoto {3], Lorca e

Boldrini [9:.{11]. Solonnikov e Scadilov [20]. e Mulone e Salemi {16].

Enfim. a organizacdo do trabalho se daréd na seguinte forma:
No Capitulo 1 (Preliminares} fixaremos a notagdo a ser empregada e recot-

daremos resultados conhecidos que serao posteriormente utilizados.

No Capitulo 2 estudaremos a situagdo estacionéria, isto é, o caso em que as



variaveis envolvidas independem do tempo.

No Capitulo 3 estudaremos o problema de evolugdo. Obteremos resultados
de existéncia de solugles fracas e também mostraremos um resultado de existéncia
de solugdes em urn sentido forte, locais no tempo. bem como a unicidade para tais
soligoes.

No Capitulo 4 a partir dos resultados obtidos no Capitulo 3, deduziremos um
teorema de existencia global no tempo.

Os nossos resultados serao obtidos através da utilizacdo de técnicas de Galerkin.
Ressaltamos também que cada capitulo a partir do segundo contara com uma pe-
quena introdugao na qual faremos comparagoes com resultados anteriormente con-
hecidos. Finalmente, queremos indicar que, como & usual em trabalhos envolvendo
estimativas em equacdes diferenciais parciais, também neste trabalho (' denotara
uma constante positiva genérica dependendo somente de {1 e dos dados do proble-
ma. Somente nos casos em que for necessario distinguir certas constantes € que

utilizaremos outras letras para denota-las.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fixaremos a notagao a ser utilizada e recordaremos alguns resultados

que serao empregados na analise das equacoes (0.2) - {0.3) nos proximos capitulos.
| preg p p

Por simplicidade de exposigao, ao longo deste trabalho vamos sempre supor

que 0 C IR? é um dominio limitado, pelo menos de classe (™. Esta hipétese poderia

ser eventualmente relaxada.

Denotaremos por LP(Q) pata 1| < p € oc. o espago de Banach de fungdes

Lebesgue integraveis com as normas usuais:

1/
lufp = (L l'U($)|pJI> P-. l<p<ac e |u]. =sup ess |u(z)|

zeld

No caso p = 2, L*(Q) é um espaco de Hilbert separavel com produto interno
3
(u,v) = / u(z)e(z)dr = f > wuilz)v(z)de.
0 Q =1
Por.simplicidade de notagao. denotaremos |- |y ={-|.

Quando B é um espaco de Banach, L?(0, T; B) denotara o espaco das fungdes

com valores em B, definidas em (0,7) e que sdo L%-integravel no sentido de Bochner,

6



COIM as normas usuais:

T g
Hulloo,rmy = UO ||U(f)||i'edf} , 1 < g <o,

Hullzoprmy = sup  ess [|u(t)l|s.
t€(0.T)

Quando B é reflexivo, o dual topologico de Li(0,7; B) se identifica com o
1
espago de Banach L?(0,T; B'), onde B’ € o dual topoldgico de B e ! + ==

i p
Para m > 0 e 1 < p < oo consideraremos os espagos de Sobolev:

Wme(Q) = {u € L7(Q): D*u € IP(Q), Viel < m).

1/p
com a norma |[uf|m, = | > ilD"u(t)H‘Epm}'
Lilgm J
Quando p = 2, usaremos a notagio padrao W™P((}) = H™(Q).
Denotamos por E‘I"l-.lo‘p(aﬂ) o espaco de tracos sobre 9Q). correspondente a

W2(Q). Tal espago serd equipado com a norma:

|A|l
]

|'[,V1“J§-p(an:u == irlf{!!UHW'k.p{Q}; v e {/.L-'l_._u(ﬂ), v=7 SObl‘e dQ}

No caso p = 2, denotaremos W/>*(80) = H/*(9Q) (Adams [1]).

+

Y denotara o subespago fechado de L*(2) que consiste das fungoes ortogonais
as constantes, isto é,

Y = {f e L) ]Q Flz)dr = 0)

e também
B=HY{O)NY.

A seguir recordaremos alguns resultados envolvendo espacos de Sobolev que

serao usados no decorrer do trabalho.

-]



L e W e W

Lema 1.1 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs). Seja ¥ C 9Q uma parte
da fronteira, tal que a medida superficial de % é estritamente positiva; entdo existe

uma constante positiva Cq (que depende somente de ) tal que:
lu| < Co|Vul|. paratodo uwe HY(Q), com u|g=0.
Lema 1.2. Existe uma constante Cq, tal que:
lo] < (qiVol. Vée B=H()NY.
(Veja Morrev(L15]).

Lema 1.3 (Imersio de Sobolev). Seja & C RY um dominio limitado com
contorno ! localmente Lipschitz. Sejam m, n numeros inteiros e p nm nunero real

com (< n<mep>Ll Entio sio continuas e densas as inclusdes seguintes:
LVrﬂ.,p(Q) . m"n?(QJ

COT

se p{m—n) <N,
g€ll.oc) se p(m—n)=N.

g=20 se p(m—n)>N

Além disso. a inclusio de W™?(Q}) em W™({}) é compacta para cada 1 < s < g.

com ¢ definido acima.

m— N

Também, se mp > N e k é o malor inteiro tal que 0 < &k < , tem-se as

D
inclusées compactas

Wme(0) — CFN).

(veja Adams [1].p.97).

(v 5]



Seja agora 0§} = SUT com S e T disjuntos. Supondo que S e T' sejam

suficientemente suaves, definimos:
(0) = {u € (C™(@)uls = 0,une =0},
H() o fecho de H(Q) com respeito 3 norma || | (-

Aqui || - [ #o) denota a norma dada por:

2

1
erl ey = U Vu:Vud;r] = [(Vu. V)Y = |Vul. (1.1}

Dada u : 0 — IR? com a regularidade adequada. definimos o tensor taxa de

deformacédo por

D{u) = %(Vu. + (Vu)h).

Também definimos

. : 6 Ou;  ov; O
(D(-u,).D(L‘)):/ D{u) : D(v df:c—/ Z BEJ a:i aij L 94 )d

Assim. (D / D uyde = | D{u)f

A seguir, enunciaremos alguns teoremas e lemas que serao ufilizados nos
capitulos seguintes:
Lema 1.4. (Desigualdade de Korn). Existe €, tal que:
lullmey = [Vul <2 D(w)], Vue H(),
(Veja Solonnikow{20], p.191).

Como uma consequéncia do Lema 1.4, temos o seguinte resultado:

Lema 1.5, Existe v tal que:
lu)® < | D()E. Yu € H(Q).

9



Notemos entdo, que em H({)) as normas |Vu| e |D{u)| sdo equivalentes.

Denotamos por
CE(0) = {f e (CP(M: div f =0}
e entao tomamos

X(Q) = o fecho de C2%(0) em (LX),

Sabe-se que:

onde

GOy = {r e (L0 v =Vqq € H(M}.

(Veja Temam [21]).

Também necessitaremos dos seguintes espagos:

JO) ={uc H(Q), divu =0}

e
Jolf)) = ofechode J(Q) nanorma dada em (1.1).
(C'onsideremos agora as aplicagoes
Bo ol 0) x T8 x Jy{O) — R
e

B, - Jo(Q) x HY(Q) x HY(Q) — R

10



dadas por:

h'

Bufuy0,) = (5.¥0,w) = [ 3 ws()((00)/(92) @l e
i,7=1
(1.2)
i\"
By(u. 6.%) = (u.V6.1) = [0 S s (2)((86)/(0,))(x) () .
Ja
Sao formas trilineares bem definidas com as seguintes propriedades:
Bylu.vo1e) = —Boluow, o), By(u,6.9) = —Bi(u, 0, 6).
Bylu.v.v} =0 e Bi(u.é,¢) =0. (1.3)

Denotaremos por P a projecao ortogonal de L?{Q1) em X ().

Consideremos agora o operador A definido como a extensao de Friedrichs
do operador simétrico PA, com dominio D{A4) = {u € J,(Q) N A2 O): D(u)n —
n.(D{u)n)nlr = 0}. Resultados importantes sobre este operador A. cujas deron-
_ stracées podem ser encontrados por exemplo em Rionero [17], pdginas 473-4381. sao

apresentados no seguinte lema:

Lema 1.6. O operador de Stokes A = —PA {extensao de Friedrichs) com dominio
D(A) = {u € Jo(0) " H*(Q): D{u)n — n.(D(u)n)n|r = 0} é um operador autoad-

junto, definido positivo, com inversa compacta A1 : X — X

Assim, por um resultado de anélise funcional, A tem uma sequéncia {a;} de
autovalores positives a; > 0, a; € ¢y € ---,0; — oG, e as correspondentes anto-
funcoes {1’} formam um conjunto ortonormal completo em X e também formam
um sistema ortogonal completo em Jy(02) e Jo(Q) N H*Q) e satisfazem D{w').n —

n.(D{winie|p = 0.

11



Seja agora P a projegio ortogonal de L2(2) — Y.

Analogamente ao anterior, consideremos o operador A, definido como a ex-
tensido de Friedrichs do operador simétrico PA, com dominio D(4;) = {p €
Y N HH Q) 9—,32 — ['ng = 0 sobre 8Q}. O lema seguinte contém resultados sobre
A,, analogos aon; obtidos sobre A e apresentados no lema anterior. Estes resultados

foram provados por Kan-On, Narukawa e Teramoto [3], paginas 130-132.

Lema 1.7. O operador 4, = — PA {exiensdo de Friedrichs) com dominio D(4,) =
i 2 dp . Ay .
{p e Y0 HHM: Bav — {'nyz = 0 sobre JQ}. é um operador autoadjunto. definido
n

positivo com inversa compacta.
Portanto, 4, tem uma sequéncia {3;} de autovalores positives. 3; — oc. e as cor-
respondentes autofuncdes {¢'} formam um sistema ortonormal completo em Y.

O lema seguinte sera usado no Capitulo 3. Sua demonstracio pode ser efei-

uada em forma analoga a Lorca. Boldrini [11].

Lema 1.8. Seja v € Jo(Q)N(H*(0))? e consideremos a decomposicao de Helmholtz

de —Avp. 1sto é.
—Av = Av + Vq,

onde g € H'{Q) e / gdz = 0. Entdo, existe ' > 0 e para todo = > 0, existe (.
0

positiva, tals que:

7l < CAVel+eldel el < Clv]

Também necessitaremos das projegdes ortogonals seguintes:

P (LHO)Y = W, = Gelow?, ™)



P LX) — M, = (& ¢%...,0%.

Outros resultados que frequentemente usaremos nos proximos capitulos, sao

08 seguintes:

Necessitaremos da Desigualdade de Young: Sejam ¢, b€ Rcoma > 0.5> 10

e sejam p.g € IR tals que 1 < p < xx e -+ — = 1. Entao. pata todo z > 0, tem-se
by

l1—g

{1

. p—1
oh < za + C.H onde (.= (‘D )
p?

Também precisaremos do

Lema 1.9. {Gronwall). Seja f(t) uma funcdo absolutamente continua, nao ne-
gativa em [0. 7). que satisfaz. para quase todo t. a seguinte desigualdade diferencial
F(8) < o) f(t) +w(t). onde ot) e w(f) sdo fungdes integravels. nado negativas em
(0.7]. Entio. f(£) < cxp (f¢ ols)dS)F10) + [ (s)dS] para todo 0 < £ < T.

Uma demonstracao deste iiltimo resultado pode ser encontrada, por exemplo

em Hale [3]. p. 36.

A seguir, enunciaremos mais um lema que sera usado no Capitulo 3. Sua
demonstracao pode ser encontrada em Lorca e Boldrini [11}, e é uma consequéncia
do Lema de Gronwall.

Lema 1.10. Sejam 2 e v funcoes positivas tals que
SO € O + Rt + F(8), 1€ 0.T)

20) = 2oz 0.

13



onde h{-) e f(-) sdo funcdes positivas e continuas. Considere 7y, 0 <« T} < T, tal

que:

C/ (226 —,—2/ f(r)dr) ds-l—/ g%}n@)' (1.4)

Entao, para todo t & [0, T,
t t
S + f w(s)ds < 2Azo + / Fls)ds). (1.5)
SO 20

Finalmente. como é usual neste contexto de equacgdes associadas as equacoes
de Navier-Stokes. para simplificar a notacido ndo distinguiremos notaclonalmente

fungdes escalares de fungdes a valores vetoriais.

14



Capitulo 2

O Problema Estacionario

2.1 Introducao

Neste capitulo analisaremos o caso estacionario correspondente ao problema (0.2),
(0.3).A concentracdo total de microogranismos na cultura serd fixada como o > 0.

Apresentarenios um resultado de existéncia de solugoes (generalizadas) do
problema. via a iécnica de aproximacao de (ralerkin com a ajuda de argumentos
sobre pontos fixos. Estudaremos tambeém a unicidade das solugdes obtidas.

A seguir faremos alguns comentarios sobre problemas relacionados ao nosso.

O trabalho de Kan-on, Narukawa e Teramoto [3] nos mostra a anélise de
um modelo de fluxo bioconvectivo classico, (isto €, com viscosidade constante) e
condicées de contornoe de Dirichlet para a velocidade do fluido. Eles obtém solugses
generalizadas, usando um teorema de ponto fixo {Principio de Leray-Schauder [6]).
Utilizando resultados de regularidade Ladyzhenskaya [6]. Mizohata [13], eles também
consegnem mostrar a existéncia de solucdes fortes. Para obter tais resultados, Kan-
on. Narukawa e Teramoto [3] supbem { suficlentemente pequena.

O presente trabalho generaliza os resultados de Kan-on. Narukawa e Teramoto
[5]. no sentido de permitir viscosidades dependentes da concentracao de microorga-

nismos. Comwo nos resultados de [31. também precisaremos supor {7 pequena.

15



Por outro lado, Lorca e Boldrini [9] obtém resultados de existéncia e unici-
dade de solu¢des fracas para o problema de Boussinesq Generalizado (isto é, com
viscosidade e coeficiente de conductividade térmica dependentes da temperatura) e
condigdes de contorno de Dirichlet para a velocidade do fluido, usando aproxima-
cdes de Galerkin e argumentos de pontos fixos. Adaptaremos técnicas matematicas
utilizadas em [9] ao nosso problema.

Queremos chamar a atencao para o fato de que uma das dificuldades para se
obter solugdes mais regulares em nosso modelo. assim como nas equacgoes de Boussi-
nesq Generalizadas, é a de estimar os termos ndo lineares de maior ordem. Faremos

isto, com a ajuda das estimativas para a pressao assoclada a uma decomposigao de

Helmbholtz adequada.

2.2 Existéncia de Solugoes Fracas

O problema a ser considerado nesta segio € o seguinte:

Dado o > 0. achar (u, m) tais que:

—2diviv(m)D(u)) + w.Vu+ Vg=—m.x + f.

divu =4, (2.1
_Om

—dAm+uVm+U—=0 em {1
8:1:3
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[’U.=U sobre S,

un =0 sobre T,

v(m)[D{u)n — n.(D{u)n)n] = b, sobre T, (2.2)
am _

f— —l'ngm =0 sobre 01,
an

/ mdr = .
Q

Para facilitar a andlise do problema. vamos introduzir a varidvel:

m=m, - F,

I~

onde m,, denota uma possivel solugdo para a concentragao no Problema {2.1) - (2.2}

( o subindice indica apenas que a exigéncia de que a massa total de microorganismos

é o). Assim.

[ mdr = 0.
40

Consideremos também a fungac

Elxy=C,exp (%13) .

onde a constante C, é escothida de modo que / E{x)d>» = a.
Q
Notemos que

.OF OF
—AE LU — =0 emQ, — —UnyF =0 sobre oQ.
&,’83 dn
Portanto, o problema (2.1} - (2.2), escrito em termos das varidveis u e m torna-
se:

' —2dwlvim+ F D)) +v.NVu+ V(g + EH—E) =m.y + f, (2.3)

div u = 1),

Lo
3

—AAm +uN(m+ Ey+ - i =0 em
- ,r'

22 (2.4

(o9

)
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[ u=0 sobre S,
un=>0 sobhre T,
v(im + E)D(u)n —n.(D{un)n] = b sobre T, (2.5)
9%—? —lngm =20 sobre g1,
fo eder = 6.

A seguir precisamos esclarecer o que entenderemos por solucoes fracas do
problema acima:

Definigao. Dada f € X({2). um par de fungdes (u,m) € Jo(Q) x B é chamado uma
2.5

solugdo fraca de (2.3) - {2.5). se sao validas as seguintes identidades:

A w(7 + E)D(u). D(v)) + Bolw.u.v) + (F.x. v) — 2 /rbwdcr —(f), (28)

O]
-1

ANV o) + Bilu,m + E.0) — U(7, —) =0, (2.

para todo (v, ¢) € Jo(fl) x B.

Recordemos que By e By sdao as formas trilineares dadas em (1.2).
Observemnos que para u,v € Jo(Q) e ¢ €
[ 1=2div(v () D(w) + Valpdz = 2(v(m)D(w). D(¢)) — 2 [ b:.0dS.
De fato.
| A (_adiv(v(m)D(u))+Vyleds = 2 jq Am) D) - Vpdz—2 /) (v(m)nD()).pdS+ /} S,

Sabemos que:



onde a primeira parcela corresponde & parte simétrica de Vp(isto é, D(y)). . Logo,

como D{u} é uma matriz simétrica temos que:
/Q D(u): Vodzr = /Q D(u) : D{p)de.

Por cutro lado,

] (=20(mjnD(u) + qn).dS

30
= Lp{{n.[ql = 2v(m)D(u)in)n].(p.n)nds
+f}{[fz'f —2u{m)D(u)n) — (¢l = 2v(m)D(w)|n)n).( 2 — {p.n)n)dS.
b . S

Assim. pelas condicoes de contorno para u. e considerando u, € Jy.q € ('Y, temos

qhe:

[—2diw(v(m)Diu)) + Vglpdr

S

{0

((m)D(w), D()) + ?] —u(m)[D(u)n — n{D(u)n)n].odS

2(v(m)D(u), D(1)) -erbl.@ds.

Também aplicando integragao por partes obtemos que:
/ —0ATE b du -I—/b-——@dz
o om 96
=9/V?ﬁ Vo da:—/ 9-—m~@ dQ—Ufm—-—dx-}-/ [inamt ¢ dS.
e on Q d$3 a4

—9fvm Vodz—bfmgdr
3

Com respeito a tais solucoes. nesta seqao provaremos ¢ seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja v continua e assumamos:
vo = inf{v(m).m & R} > 0. v =sup{v(m).m e R} < +=. (2.8)
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, U .
Sejam f € X(0) e 7 < (Ca)™', com Cq a constante de imersio de Sobolev que
aparece na designaldade de Poincaré-Friedrichs. Entdo existe uma solugdo fraca do

problema (2.3} - (2.5)

Prova: Fixemos bases de Schauder (w?){°. de Jy(2), € (Ej)?, de B.

Agora, para cada n € IV, consideremos as aproximagbes de Galerkin:
. ki ;
oy — R —rng oL —
utry = Z Co 7 (1) e ) = Z d, 0 {x)
i=1 =1
satisfazendo o problema aproximado:

2y(" + E)D(u™). D)) + Bolu®, u™. 1) + (" x. W)

—-Q/blﬁjdo—z (f. 7). (2.9)
JT

_ @—E
IS VE) + B+ E,8) - V(A" 5 =0, (2.10)

para L < ;. £ < n

Assumamos primeiro a existéncia de (u",m"). para todon € IV (tal existéncia
sera provada posteriorniente} e demonstremos que, ao longo de subsequéncias. elas
convergem para uma solucao do problema. Para isto, serd necessario obter estima-
tivas para os gradientes das incognitas.

Multiplicando (2.9) por ¢, ; e somando em 7 de 1 até n, obtemos:

2Av(m" + EYD(u™), D(u™)) + Bo{u™, v, u") + (", u") —
2 /blu”da— ™. (2.11)



Similarmente, multiplicando (2.10) por d,,, somando em ¢ de 1 até n e adi-
cionando E ao resultado, temos

g|Vm"|? + 6(Vm”,VE) + Bi(u*, 7" + E,m" + E)

(2.12)

Notando que By{u™,u™ u”) = 0 (1.3) e fazendo uso da desigualdade de

Holder juntamente com (2.8}, segue-se que:

2| D(™]F £ Iy out) F (Fout)+ 2 /0 hudo|

e e+ 11 1]+ 2eT) { [ o) (D)

Das imersdes de Sobolev e das desigualdades de Korn {Lema 1.4) e de Young

AN

se deduz que
; oy 3 ~2 | _— Y -} i ] K T
vl D) < ACRYIVm P + AP +42(Obllfney) (2131
0

Similarmente. temos

YV [VE| + UCoIVmn|? + UCq|Vin"l |VEL.

gvmr)? < isto #
0+ UCq)?
-U mrp ¢ UEUCe opp 2.14
(8 [CQ)le I < DI, | ( )
3 _ e
Multiplicando (2.13) por § = ;m CEQCQ)VO e somando com (2.14), obtemos
: Qv

H— : 9 —n |2 2 2 2.15
Y = UCa)vs pyymyi2 4 (9— 00| wm| < G +1bl ey +IVEP). (2.15)

4
3 Cé~

[RW]
—



Notando que % < (Cq)™! e considerando ¢ > 0, tal que ¢ = min{1,

4(8 -UCq)vi .
5—'—6.*_*?27*3,9 — UCq}, temos que:

(DM + 97 2) < CUFE + [lpsegy + VE), isto é
D@+ [T < CUFE + 10l prary + VP, (2.16)

Portanto, a seqiiéncia {{v".m")} € limitada em J,(Q) x B.

Agora, do fato que J,()) é compactamente imerso em X e B é compactamente
imerso em Y. podemos escolher uma subseqiiéncia de {(u™. ")} (ainda denotada
por {(u".m")}) e elementos u € Jo({1). m € B. tais que:

u” — u, fracamente em Jo(Q2) e fortemente em X.
m® — m, fracamente em B e fortemente em Y.
Ainda mais, podemos supor que
D(¢™) — D{u) fracamente em L?(Q).
Y{m*) — V(M) fracamente em L>(Q).
[sto é suficiente para passat ao limite quando n converge para +oc em (2.9)

e (2.10} e entao obter:

2(1/(71’1- + EYD(u). D(w) + Bolv.u, @) + (M., T )
_-z] Wi do = (f.T).
r

—
OV, V) + Bulu. i+ £.5) = U (m‘. % ) =0,

para todo 4.4 € V.

De fato, € conhecido que nas condigoes acima tem-se

Bolu", v, w) — Belu,u,w), Yw € Jo{),
Byivt.m" o) — Bilu, . ¢). Yée B.
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(Veja Temam [21]).

Também observamos que:

(v(@" + E)D(u"), D(w')) = (D(u™), (@ + E)D(w’)) — (D(w), v( + E)D(uw))
= (v(m+ E)D(u), D{w))

ja que v(m™ + EYD(w?) — v(M + E)D(w’). forte em L*(Q) em virtude do Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Como as seqiiéncias {7} e {'(5*"} sao completas em Jp(Q2) e B, respectiva-
mente. nsando (2.17) . concluimos que (u.m) satisfaz (2.6). (2.7). Portanto. {u.m)
é a solugdo fraca requerida.

Falta ainda provar que o sistema naoe linear (2.9}, {2.10) tem solucio para

todo n € IV. Faremos isto. utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. de

maneira similar a Lorca., Boldrini {9).

Seja W, o subespago gerado por {&...., w"} e seja M, o subespago gera-
do por {51 ...,0 }. Para cada (z,§) € W, x M,, consideramos a tinica solucio

T(z, &)= (u.m) € W, x M, das equagdes linearizadas:

2v(€ + EYD(u), D(W)) + Bolz,u, W) + (.. ) —

zfr bl de — (f.7) = 0. (2.18)
RES

oV, Ve )+ Bz i+ E3) =T (m, ﬂ) — 0, (2.19)
0;1:3

para 1 < .7/ < n.

Este é um sistema de 2n equagdes lineares para os coeficientes das expansdes

Tt T
u = E ciw, m= E ded .
j=1 P=1
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O sistema (2.18), (2.19). tem uma tinica solugdo porque o sistema homogéneo-
associado, tem uma unica solu¢do. De fato, se (u,™M) é solugdo do sistema ho-

mogéneo, multiplicando (2.18) por ¢; e (2.19) por dy, e somando j e £ de 1 até n,

obtemos
20v(€ + EYD{u). D(v)) + Bol(z,w,u) + {Fu) =0, (2.20)
BINTF & By{z.mm) = U (ﬁ, 0???) =0 (2.21)
I3

C'omo By(z.m.m) = 0. {2.21) torna-se
(6 — [Co)| VAP < 0.
Assim. (A — L'Cq) > 0 implica que |V|? = 0. isto é, 7 é constante.

Mas. como / mdr =0, entao m = 0.
0

Logo. na equacdo {2.20), como By{z,u. v} =0em =0, temos que:
v D{u)]* <0, ouseja, w=0,

Por outro lado, para o sistema {2.18), (2.19), obtemos o mesmo tipo de esti-

mativa que aquela em (2.18), isto é,
D)+ I9m1 < CUP+ Wl + [VEPR) < A

Assim, {2.18) e {2.19) definem uma aplicacao continua I’ atuando de um
conjunto convexo e fechado F = {(2,6) € W, x M,;({D{(2)]° + IVE]?) € Fi} nele
mesmo. Portanto. pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, concluimes que a
aplicacdio T possui pelo menos um ponto fixo, que é a solucio de (2.9), (2.10).

l:1 completa a prova do Teorema 2.1 a




2.3 Existéncia de Solugoes Fortes

Nesta segao apresentaremos um resultado que fornece solugdes mais regulares que
as obtidas anteriormente. Aqui a principal dificuldade é a de estimar os termos nao
lineares de maior ordem presentfes nas equagbes. Para fazer isto, precisaremos de

estimativas para a pressdo assoclada a decomposicao de Helmholtz.

Teorema 2.2. Seja b, = 0. f € X{(Q) e suponhamos que v seja de classe ! e
satisfaz (2.3). Entdo. para [ suficientemente pequeno, existe uma solugao forte do
problema (2.3) - {2.3). isto €, existe (w. ) € (Jo(S) N H* (M) x {Y N H*(2}). tal

que:

P[=2div(v(m+ EYD{u)) + w.Vu+m.y — fij=0 em L*(Q).

aﬁ_

—| =10 n L*0).
7, em L7(0)

Pl-0Am+uV(im+E) + 1

Prova: Provaremos este resultado utilizando a equivaléncia da norma dada pelo
operador de Stokes A (respectivamente o operador A;) e a norma (Jo(Q2) N H*(0))

(respectivamente a norma (Y N H2(0))).

Cousideremos as aproximacgdes u" e m", construidas como na prova do Teo-

R el

rema 2.1. mas utilizando bases espectrais, isto ¢, utilizando (w");* = (u’);*, onde
(1) sdo as autofungoes de A, e (5‘?)?" = (¢/)°, onde (¢/)> sdo as antofungdes de
Ay

Observamos que para esta aproximacgdes valem todas as estimativas obtidas
na secao anterior e que para elas valem automaticamente as condigbes de contorno
requeridas, com b, = 0.

Em seguida mostraremos que a sequéncia (u",m") construida desta forma é

limitada em H*{Q).

I~
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Multiplicando (2.18) por a;¢;, (2.19) por B,d; e somando em j e £ de 1 até n,

obtemos
=2(dw(v({ + E)D (u)). Au) + Bolz,u, Au) + (Fi.x, Au) — (f, Au) =0, (2.22)
L = - — 0 5 5
BlAm. Aym) = Bz, m+ E A M)+ U (—a-—m 41m) = 0. (2.23)
L3

(Para By e By dados por (1.2}).
Usando a identidade 2div{v(A)D(v)) = v(8)Av + 2/ (8)VED(v) em (2.22).

temos que:

—(v(& + E)Au. Au) = —DBolz.u. Au) — (M. Au) + (f. Au)

+(20/(€ + EYV(E + E)D(u). Au). (2.21)

Agora. da decomposicio de Helmholtz. sabemos que existe § € H'((1) tal que

—Au = Au+ Vg. e temos a estimativa

N7t < eldul. (2.2

| EN)
[
(Wl ]
-

Portanto, (2.24) torna-se

(v(€ + EYAu, Au) = —DBylz,u, Au) — (M.x, Au) + (f, Au)
+2(V'(€ + EWN(E+ EYD(u). Au) = (v(£ + E)V7g, Au).

Em virtude das desigualdades de Korn e Holder. das imersdes de Sobolev e
de (2.8). obtemos

volAul? < Col D(=)||Auf + CalAmljAul + | fl|Au]
2218 — IV E| AU + {(wlé = EVF Au)] {2.26)

A)ﬁ



.onde
v; = sup{|v'(r)},r € R}.

Observemos que
(v(€ + E)VG, Au) = —(7, diw(v(§+ E)Au)) = =(T (v'(£ + E)V(E + E)Au)).

14 que Au € W,

Assim,

(w(6+ EYVE. Au)] < Wlg|VIE + E)J Ayl

< e (g + IVELD Al (2.27)
Combinando {2.253) - (2.27). segue da desigualdade de Young que
Yo, 4 12 2 12 2 >, 2000, 2, 20 :
Dy 4uP < CollAP + AR + [VEP) JAuf + 22 amf + 1P, (2.28)
2 Yy vy

Similarmente, pelas desigualdades de Holder e Korn, das imersdes de Sobolev

em {2.23). obtemos

§1.4,m)7 < OlAP (AP + [VER) + UCal A (2.29)
Multiplicando (2.28) por é = _)?j (8 — UCq) e somando o resultado com

(2.29). obtemos:
v

0

2

(6 — UT)| Aul + 2(8 — (Ta)|Avmf <

B f : I q 2 ] | 3 ] ;
SOy + 1AL +IVE) Aul” + —|fI) + ColAw (1Al + IV E|D).
0

Tomancdo 77 tal que % < {Ca)~! e considerando £ > 0.7 = min{1l.
V:;J) N 1 Yl
— (0 = UCq); ;(9 — U'Cq)}, temos que:
3 0 - - . .
AU+ A7) € Cof{| AP + 1P+ BB Al + 124 [ A A7 4]V B,



ou seja
|Aul® + AT < C[[A=® + 14 + [VE[| Au + |fI* + |42 (| 4] + [V ER)).
Logo,

| Auf AT < CUAR AL+ [TERN|Au + | mP +[VER) +C |1 (2.3

Assim. em (2.30) queremos determinar B de modo que se
Az 4 AP < R, entio |Au|P+i4m < R

Isto 6, R* + (2|[VE|: = - )R+ |VE|{ + |fi* <0.

f.‘)ir-'

Logo,

R< %Hl/G —AVE) —RAVEL - 1/CV =4IV ER + 1]V,

Observemos que VE = ; E-x. Assim, para {7 e | f| suficientemente pequenos,

vale

|Y‘E|4<mm{jcl(—;aﬂf|} e U<

e obtemos assim um valor conveniente para R.
Consequentemente. I é uma aplicagéo continua atuando de um conjunto
convexo ¢ fechado F' = {(z,£) € W, x M,: |Az]* + |Aif}* < R} nele mesmo.
Portanto, podemos escolher uma seqiiencia (u”. 7"} limitada em H*(()) sa-

tisfazendo (2.9). (2.10). Isto prova o Teorema 2.2. a

Observernos que o Problema (2.3} - {2.3) é equivalente ao Problema (2.1) -

(2.2). Portanto. os resultados obtidos para (uw.m). também valem para (u,m).



Além disso, existe uma tnica funcdo g (pressao) em H'() N LI(Q), onde

LYHQ) = {h € L*(}); (h,1) = 0}, a qual satisfaz
—2div{r{m)D(u)) + u.Vu+ +m.x — f = —Vq.
(veja Temam [21]).

Finalmente. observemos que o resultaco sobre a positividade da concentracgao
estabelecido por Kan-On [3]. exatamente com a mesma demonstracdo. também vale

no nosso problema. Isto é. vale ¢ seguinte:

Lema 2.1. (Positividade da concentracdo)} Seja (i, g5. my) a solugao do problema

(2.1). (2.2} dada no Teorema 2.2. entdo m,(z) > 0 para todo x € {).

2.4 Unicidade de Solugoes

Nesta secao apresentaremos um resultado de unicidade para solugdes pequenas.

Teorema 2.3. Suponha que v é Lipschitz continua. Entao, se (u, ) € uma solucao
fraca do problema (2.3) - (2.3). de modo que (]D(u)] + |A| + [VE]y)) € suficien-
temente pequena. entdo tal solugao e dnica.

r

Lembremos que VE = 7 E.x. logo se queremos |V E|q suficientemente pe-
queno. precisamos ter ' suficientemente pequeno.
Prova: Sejam (uy. 77y ). {4y, 7713 ) duas solugdes fracas de {2.3) - (2.5). tais que 71, , m.

&0 fungdes de (HH Q)N Y) e satistazendo a condicdo de pequenez enunciada acima.

Sejam
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entio z € Jy, w € (H*(Q)NY) e (2, ¢) satisfaz as seguintes equagdes:

2(v(m1)D(z), D(w)) + 2((v (1) — v(M2)) D(u2), D(w)) + Bolz, w1, w)

+Bo(us. z.w) + (0.X,w) = 0. (231)

BV, Vo) + Bz + E,8) + Biluy.0.0) = U/ (6

Vi € Jo(§1)., Vo€ [3{01
Fazendo. w = z e 0 = — 4,2 em (2.31), obtemos

2uiD(2))? < 2((v(my) — v(2))D{us), D(2)) + Bolz.ur. 2) + (£1. 2}

< 20l Dluall DG+ Col DI 1D ()] [ D))+
+CnCal 42| 1D(2)] (2.32)
BiA 0P < Bzt + B Avp) + Bilug o Ao} + 1 (j—: Ale>|
< GolD()(1 A +IVE)Ael + Col Dlug)] [ A (2.33)



Assim, tomando U tdo pequeno que § — UCq > 0, temos

C
419l < (DO (A + IV EL) + D) | A,
. . Co Dl 1 Enta
Agora, assumamos gue m—)l (ua)] < 5- Entao
Ay] € (| A + [VEL) D)) (234)
LS -1 C)

Ja que |4]q < Cl4 2] e combinando {2.32). (2.34). temos que:

CoCo

Dy < & [m—w (ac(;mw LIVELD(m)] +

= |”l}_w— [T
o (9 - { Co)

IVED)) += ID {uy) J D).
Assim. se

Co
—_— hl “_ EVE D ') I
w06 — UCa) (Cl (4 + IV EWIDG) +

+ =2 D(u) < 1.
?.UQ

CQCD

(A + [VEL) )

temos que
(D(=)l = [412] =0
Portanto, como z € Jo(Q) e v & (H* () NY) (isto &, /Ocpaf;r = 0), segue-se
que z =0, p=0em

(C'onsequentemente, vy = 1, € My = Ma. =



Capitulo 3

O Problema de Evolucao

3.1 Introdugao

Neste capitulo, vamos estudar o problema de evolugao para as equagdes generalizadas
de bioconveccao.

Como o nosso interesse & o de estabelecer relagoes entre solu¢des nédo esta-
clonarias e estacionarias. nos restringiremos a estudar casos de evolugio nos quais a
forca externa atuante é independente do tempo.

Iremos estabelecer basicamente dois resuliados: um deles envolve a existéncia
de solucgoes fracas, o outro, a existéncia local e a unicidade de solugbes fortes em vizi-
nhangas pequenas de solucoes estaciondrias suficientemente regnlares (como aquelas
obtidas no capitulo anterior). Em particular, se tomarmos a solucdo estacionaria
trivial uy, = 0, m, = constante positiva, teremos resultados de existéncia de solugdes
suficientemente pequenas. Isto sera feito via aproximagoes de Galerkin utilizando
argumenfos de perturbagdo em torno da solugdo estacionaria fixa.

Observemos que em [3], Kan-On, Narukawa e Teramoto obtém uma solugao
fraca para o caso classico com condi¢des de Dirichlet na fronteira para a velocidade
do fluido e condigbes mistas na fronteira para a concentracao. Aqui, analisaremos

o caso generalizado. com condiges mistas na fronteira tanto para a velocidade do
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fluiddo como para a-concentracio.
Neste capitulo adotaremos as notagdes do Capitulo 1 e também considerare-

mos {2 um dominio limitado de I3, de classe C°.

3.2 Existéncia de Solugoes Fracas

Consideremos o Problema (0.2). (0.3) com uma concentracio inicial my, satisfazendo
/ modr = a > 0.
I )

Seja (Uy: Gas Ma) 2 solucdo do problema estaciondrio (2.1), (2.2) correspon-
dente ao valor de a e obtida no Teorema 2.1.

Argumentos analogos ao do Lema 2.1, mostram que uma solugao (0.2) - (0.3)
tem concentragdo m correspondente satistazendo /Q m{z. t)dr = a. para todo ¢t > C.

Como dissemos na secao anterior, estamos interessados na relacao entre solugdes
estacionarias e as de evolucao. Assim. formularemos as equagées em termos de per-
turbacoes em torno da solucao estacionaria (t,. g4. m,) fixada acima.

Consideremos as mudancas de variaveis:

U=t — Uy,

N =m—m,.

Em termos destas variaveis, as equagoes se reescrevetrl como:
[ v

5 2div(v(n + my ) D(v)) = 2div{v(n + ma}D(u,))

+2div(v(mg) Dius)) + o Ve + 0. Ve, +u,. Vo + Vig— ) = =5 -\

dive =0,

o a

a’} — ﬁ_lr] + L-'.Vr; + rnV'm.i\,. - u.._T.Vr; + {,__!?_ =10. em (0. T) x .
\ f)t (3123
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(v =0 sobre {0,T) x5,
vn =0 sobre (0,7) x T,

v(n + ma) [D{v + us)n = n{D{v + us)n)n} = b sobre (0.7) x T,

H%E — Unny =0 sobre (0.7) x 80.
h T

v{0) = vy, 7(0) = po. em ). para (vy. 7o) € X x Y.

Agora, para buscar uma fermulacao fraca devemos proceder como € usual.
Observamos entao que, assim como no Capitulo 2, considerando as condigdes de
contorno dadas em (3.2} e (2.2}, temos que:

~Adiv(v(n + ma)).w) + (Va,w)
= 2uln + ma)Die + us), D{w))
—2fr vin +m)MD(v+u)n — (n.D(v + v )ninlw dS
= 2((n + ma)D{v + u,), D{w)) =2 [ by w dS.
Analogamente,
2divn(w(ma)D(ua)y ) — (Ve w)
= ~2(v(ma) Dlua), D(w)) +2 [ b w dS.
Portanto.
—2div(v(1 + ma))w) + (Ve w)
+2div (o) D{ua), w) = (Vaa. )

= (g + ma)D(v + ua), D(w)) — )/[ by w dS

—Q(y(-mn)D(ua),D(w))-I-Q/Fbl w dS.
= 2pin + m 1 D{v 4+ uy), D(w)) — 2H{uim ) Di{v, 0. D(w))
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Portanto, mesmo tratando-se de um problema ndo linear, a dependéncia
explicita de b; nao aparecera na formulagao fraca.

Assim, adotaremos a seguinte definigéo:
Definigao: Um par de funcées (v. ) é chamado uma selugdo frace de (3.1) - (3.3}
se v € L2O, T Jp(Q) N L>(0.T: X):np € L0, T: By L>(0,T:Y) e (v.n) satistaz

as seguintes identidades:

—{n -y, w) (3.4}

em D'(0.7). para todo w € J{()..

Py
o)

(ﬁf_-’ @y + BN n. Vo)l + Bi(v.p.0)+ Bi{v, m,. 0) +
. ) do .
Bi(ug.n.0) — L (’?-. a) =0, (3.3

em D'(0.T), para todo ¢ € B. Recordemos que By e By sdo as formas trilineares

dadas em {1.2).

Como no capitilo anterior. assumiremos que
0 <y <vir)<u < +ox. para todo r ¢ R (3.6)

Nesta segao provaremos o seguinte resultado:



Teorema 3.1. Sejam f € X(Q) e v continua satisfazendo (3.6). Seja (Ua; gu, My ) &
solugdo do problema estaciondrio, obtida a partir do Teorema 2.1 e correspondente
aq= / modz. Entdo, se U é suficientemente pequeno e se |D{ua)| e [Vmg| sdo
suficientemente pequenas, de modoe que

Vo

(ID(ua)]* + 1Vmal®) (3.7)

onde ' depende apenas de ), para todo par (vg, ng) € X x Y, existe uma solucao

fraca {v.n) de (3.1) - {3.3). Além disso.
lo(t) —wol — 0 e |p{ty=ny| = 0 quando & — OT. (3.3)

Prova: Como no capitulo anterior, fixaremos bases de Schauder (7¥)°, de Jo(0).

e (o )ff’ de B.

Constritiremos uma solugio fraca de (3.1) - {3.3), usando as aproximagoes de
Galerkin )
v (t,7) Y‘cm( T g ta) =Y dua(t)S
] =1

satisfazendo o problema aprommado:

2 W) + 2(v(g" £ m ) D). DIEY) £ 2(v(n™ + ma) D{u,), D))
—2(v(mo) D(ua), D(I)) + Bo(v™.v", @) + Bo(v", ua, W) + Bolua,v", @)

(3.9)

(f)j B+ 0T VE) + By, 8) + B ma, @) + Bu(ua.n". )

. 3 -
Il s = ={. 3.10
{ (!? (j&gmj O' ( )
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v™(0) = P,y , 17(0) = P,no, (3.11)

para todo 1 < j5.¢ < n. Aqui, P, ¢ P sao projegoes ortogonals sobre W, o subes-
pago gerado pot {@',...,w"}. e M,, o subespago gerado por {o', ... .}, respec-

tivamente.

Para cada n. (3.9) - {3.11} é um sistema de 2n equagdes nao lineares para
os coeficientes En__j,_anfﬂ‘g; com condigoes mniciais ¢, ;i0} = (uo._ﬁf).amg([}) = (qo._SE).
JE=1,...n

Este problema de wvalor inicial tem uma solucdo maximal definida num in-
tervalo [0.4,). As estimativas seguintes, mostram na verdade que podemos tomar
t, =1T.

Assim. multiplicando (3.9) por ¢, ;, somando com respeito a j € notando gue

Bo{v™. v v™) = 0, obtemos:

S|+ 2(w(n" + my ) D(e™). D(e™)) 4 (v(n® + ma) Dlug), D(v"))

—2(vlms)D{uy). D(™)) + Bolv™. ug, ™) = — (9", v")

Analogamente, em {3.10), obtemos:

n, n1? e AT . n. ()qn —
)(ﬁ| n™|F 8|Vt + By{v" mg, n") — [ (r} ?a;r-_-;) = 0.

Devido a (3.6) e pela designaldade de Hoélder. segue-se que:

~ S|+ 200|000 € 4| D) ID(e)] + D)l [+ 1] "

1d - 2 » N
;EIU“}J%—()IVU'-]- < |~leﬂ’lq| |q ]4__{ |}? _(\— |
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Das imersées de Sobolev e desigualdade de Young, aplicando 4s desigualdades

acima, temos que

d 3 ] | ] 7
[ 2l D) < CullD{ua)l* + [n"* + Col D{(ua) P D), (3.12)

Do) + %) (3.13)

d s o2 e
P+ 0V < OVl

Somando as equagoes {3.12), (3.13), segue-se que

S+ 10") + 20| DO + 0997

< CUDu)] + I+ (ID{wall* + [V ma)) D ()]

Fazendo | D{ug)f. |Vme! suficientemente pequenos. de modo que

(D(u)* +1Vm, ) < %0 obtemos

-
d | n13 a2 moy 2 - 12 w172 i
S U0 + 00l D)+ 6" < COD(ua)” + |77[7).
Integrando de 0 até t. aplicando a desigualdade de Gronwall e notando que

|B.J1 < 1. #P,] < 1. sogue-se que
t i

R+ 10"+ [ IDEME + 8 [ 907 s < G,
) Q

onde G(-) é uma funcdo continua e limitada independente de n para todo . Logo,

podemos tomar %, = 7.

Assim. a sequéncia {v", 5"} é limitada em L0, T; Jo{Q)) N L={0.T: X)) x
L}0.T:B)n L=(0,.T.Y).

A seguir, provaremos estimativas para {%:; }e {% . Consideremos os

seguinte operadores:



(A, (u,m),w) = 2(v(m)D(u), D(w)) — 2/{_ hudS,
{(F{u,v).w) = Bolu,v,w),

{

a]

(m).w) = {m - x, w),

— om do
Yy = 7 7 i — Q
(A(m).0) = H(Vm,Vé) -8 o B odS - U ( P 3) + 7 ] mnadS

(Flu.m}.6) = Bi{u.m, o).

Utilizando os argumentos de Lions [3], consideremos as projegoes ortogonais
anteriores, P,. e P,. como operadores em L{.Jo(0), o)) e L(B, B), respectiva-
5.0 oA
f

, . U .
mente, com normas menores ou iguais a um. Consequentemente. E e T satls-

fazem:

g— = P (A" a0t Emy) — A(um) + F( ")

FF(" ) + Flug, v®) + H(p™)) " em Jp[Q). (3.14)°
onde P’ é o operador adjunto de P,.

% = —P.(A(n™) + F(v".7") + F(v", ma) + F(us. n™)) em B, (3.13)

onde P, é o operador adjunto de P,.

Também, temos as seguintes estimativas dos operadores definidos acima:

{ A (u.m )| ny < CUDG + (Bl gz

¢ NEu 0|4y € C1D(w) | D(v)}. {3.16)
l HH(m )iy < Clml,
1 ( e £ C[Vm]+ Ulmi),
{3.17)
E(w. m)||g < C|D{u)| [¥ml.
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Tt

Assim, a equagdo (3.14) e as estimativas {3.16), implicam que {_v } é uma

ot

sequencia limitada em L'(0,T; Jo(Q)'). Usando o Corolario 6 em Simon [19], con-
cluimos que {v"} é relativamente compacta emaL_q(O, T; X), para todo 1 < g < o0.
Por outro lado. por (3.15) e (3.17), {*a%

LY(0,T; B"). Logo, concluimos que {n"} é relativamente compacta em L7(0.T:}).

} é uma sequéncia limitada em

para todo 1 < ¢ < .
Portanto. concluimos gue existe uma subsequéncia de {{v*.7"}} {que deno-

taremos da mesma forma). tal que:

(. 5") — (v,n) fracamenteem L*0.7:J,(Q) x B).
(v™. 7"} — (v.n) fracamente xem L™(0.7:X xY) e

(¢*.n™) — (v.n) fortemente em L*{0.7;X x Y.
Ainda mais, podemos escolher a sequéncia {(¢", ")} de modo que:
(D(x™). V") — (D(v).Vp) fracamente em L*(0,T;L*(Q) x L*(Q)) e

T g.t.p. em [0, T} x Q.

Agora, consideremos a funcao ¥ em C'1{0, T, tal que (7T} = 0. Multiplicando

(3.9} por ¥:(t), e integrando de 0 até T, temos que:
/(a, T ()t + 2 / v + ma ) D(™), DT ))w(t)dt
12 / v(n" + ma) D{u.). DT ) b(t)dt — 2 f (v(ma)D(u,), D(T) (1) dt
0
T
[ Boferonw a'r+[ Bolv V(8 (3.18)

J~f Bo(uty,, o™ W y(t)dt = — fﬂ (" - v, T )w(t)dt
+{P,vp. W’ WH(0)).



Notemos que a convergéncia do termo ndo linear By(v™,v™, @) pode ser

obtida da maneira usual (veja Temam {21]). Por outro lado, temos que:

T _ _ T _
fo(V(n“+ma)D(v”');d*(t)D(W))dt=f (D(v™),v(n™ + ma () D(w))di

0

T .
[ (Do), wln + () DO e
pois D{v™) — D(v) fracamente em L3(0. T: L*(N)) e
v(n™ 2 m (O DT ) — vin + m ) (t)D(T) fortemente em  L*(0.7; L*(Q)).

Assim. tomando o limite quando n — oc. {3.18) torna-se:

T , o _
- /U('t-’ﬂ")%i"(f)df-l*?fo (v(n +ma)D{x™), D(W’ ) ) (t)dt

T . T .

2[0 V(f?+ma)9(ua)~D(ﬁ"’))ﬂ’(f)dfF'3[ (v{ma)D{uy ). D(W ) )u(t)dt

+

o

_!._

T : T : T .
/ Bolv.v, & )w{(t)dt + / Bolv. uy. 1 Yo (8)dt + ] Boltg, v, w7 Yy (2)dt
0 Ja 0

T ) .
= [t x Tt + (0, (D) (3.19:
0

Aplicando argumentos de densidade e continuidade, temos que (3.19) € vilida para

todo w € Jo(Q). Logo, v satisfaz (3.4). De maneira similar obtemos que 5 satisfaz
(3.5).

A seguir. mostraremos que {3.3) é valida.

Notemos que para dimensao espacial 3. v € C{{0,T]; Jo{Q2)’). Assim,

v{t) — vp fracamenteem X. quando ¢ — 07. (3.20)
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Também. sabemos que v satisfaz q.t.p em [0, 7] a designaldade:

KO < lool? + € [ (1D +[a)ds.

Portanto, limsup!c(t)]? < {upl® quando ¢ — 0*. Por outro lado, sabe-
mos que X € um espag¢o uniformemente convexo, e ja que o quadrado da norma
| 52 e . . - . . - - i2
t-i" é um funcional semi-continuo inferior na topologia fraca. concluimos que [vg}?* <
liminfic(¢)® quando t — 0F. Assim, |[v(¢)] — |wl| quando £ — 0% {Brezis [2;).

Combinando este 1iftimo resultado com (3.20), temos que:
v(t) = vo fortementeem X, quando t—07.

Similarmente. podemos mostrar que 7{t) -~ n, fortemente em ¥, quando

t — 0F. Logo. o Teorema 3.1 é valido. 01

3.3 Existéncia Local de Solucoes Fortes

Nesta secao apresentaremos um resultado local para solugdes fortes. Novamente
utilizaremos as estimativas conhecidas para a pressao associada a decomposigao de

Helmholtz. come no caso estacienario.

Teorema 3.2. Sejam b, =0, f € X(), vo € Jo(D) e € (H*}(Q)NY). Suponha-

mos que v seja de classe C? satisfazendo (3.6) e sup |v'(m)] < v; < oc. Consideremos
R

{1t5.4,.m,) uma solicao do problema estacionario obtida a partir do Teorema 2.2.

Entdo, para { suficientemente pequeno, existe T = T*(Q, vy. o, v) < T, tal que o

problema (3.1) - (3.3) tem uma solugao (v, n) satisfazendo:

v € L0, T~ (NN LA0. T (N 7)),
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B e L0, 7 L)), (3.21)
n € L0, T H} () NnY). %:l € L™(0, T L}Q)), (3.22)

v(t) — v, fortemente em Jo(Q2) e p(t) = no fracamente em H>(0)

quando t — 0%, (3.23)

Alem disso.

P(%;l —2diely(y + m VDN = 2diciv(g + m D, ) {3.
=2div(v(m ) D{u )+ o Voe + o Nu, +u, Vet =0 em L30T V).

P (%}Q —BAp e N+ e Nmy, F+ o, NV 4 gj—’) =0

em L(0.T: L*(Q)). {

Anptes de provar este resultado. facamos alguns comentérios.
Prineiramente. como na construcao de solucées fortes no caso estacionario.
trabalharemos com bases espectrals. Isto é, consideramos aproximacdes de Galerkin

da forma )
e = Y T el(x). ey = Y dod e,
i=1 P=

=1
onde (wv”')fc sio as autofuncdes de A, e (0°)5°, sdo as autofungdes de A4,
Observamos que para estas aproximagoes valem {odas as estimativas obtidas
na secao anterior e que para elas valem automaticamente as condigoes de contorno
requeridas. com b, = 0.

Além disso. como na prova deste teorema teremos que utilizar um argumento

de pequenez. sera convenlente introduzir uma nova variavel. Para isto, denotamos

(W]
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. e definimos a nova variavel
§" =" =g
Agora, como £™(0) = 0, por continnidade, £*(t) serd pequena para ¢ pequeno:
13to nos permitira obrer uma confradicio € entdo provar o teorema.
Assim, reescrevendo {3.9} - (3.11) em termos de {v", £™), obtemos:
n

f%*wn+zww«+ﬁ+mﬂauﬂ¢xwd+ﬂﬂ€+w§+mnﬂwaian

=2v{my)D(u,). D)y + By(v™ o™ ) + Bole™ ug. u)
T Byl ", wly L (LT =i )t =0 {3.26]

(8,67 0%) + BVE . Vo' ) = By(u". 6. 00) + By(v". mg, &) + Bilug. £, &)

0N . g : ¥ e
—{ (E F)TO) = =V . Nl = B nl oty — Bilug.ng. o) {3.27
T3

5*(0) = Pavg, €0) = 0. (3.23)

Em segnida. daremos uma idéia geral da demonstragdo. Como usualmente se
faz, tentaremos obter estimativas de ordem maior para as aproximacoes de Galerkin
em (3.26). como por exemplo. estimativas para | D{v"}] e [VE"]. No entanto teremos
dificitdades ao aplicar o procedimento padrao.

Devido a forte nao linearidade do operador principal, precisaremos da pressio
associada proveniente da decomposicao de Helmholtz e de uma estimativa para ela

(veja Lema 1.8).

44



Além disso, as estimativas para |D(v")| e |V ndo serdo obtidas direta-
mente; elas dependem da estimativa de |VE™|,. Assim, usando uma desigualdade
de interpolacao, estimaremos {VE?|, em termos de |VE™} e [A€7|. Isto, junto com
o lema [.10, nos permitird escolher 77 > 0 suficientemente pequeno, de modo que
IVE Lo Le(a) seja limitada independente de n. Apds obtido este resultado, apli-

cando os argumentos usuais, o feorema € valido.

Prova do Teorema 3.2: Notemos que, devido a escolha de ny, entao [[77]] £ {|n0ll-

para qualquer norma || - |[ utilizada na prova. Agora. procedemos a obter novas

estimativas para (. n"). Multiplicando (3.26} por @;c,.;{t) e somando ;. de 1 aré

n. Temos:
duv” :
fg; ATy = 2(dielv(ET + g+ mg ) D(e")). AT)

=2Adiv(v(E™ + pf = ma ) D{uy)). Ae™) F 2 div{vim, ) Dle, )b Ace™)

+ Bl e AT+ Byl v A) o+ Bolt. o™ A"y + ((E + g ) Avt) =0,

Observemos que:

By . e .
— A" Ww-27 —. in ds,
(5 A |D[f /”ﬁ D{™n dS
entao
f}u D(v"jn dS =
" gut o ov” . N ,
[( p M D" njn dS + /( il f,—}—_ 2} D{e™In — n.(D{v™)n)n)dS.
Jri ot as
Assim, como a—i e W,. temos que:
" d . av” _
P sy = 1D =2 [ D6 as = Loy,



onde b; = bi/v(n™ + ma) — bi/v(my). Usando como no Capitulo 2, a identidade:

2div(v(m)D(u)) = v(m)Au + 20/(m)VmD(u), obtemos

d .
FIDEP = (" + 1 +ma)Av®, Ac?)

200" + g + maINVE" Lol + mu ) D7), Av™) + (V{E™ + 55 + ma)Au,. AeT)

—Bo{v" v, AvT) = Bolug. v" A" — (8" 4 ng ) x-Ae™).

Agora. usando a decomposicao de Helmholtz —Av™ = Av® 4+ Vg". para algum

7. com | 7 = 0. e as estimafivas do Lema 1.8. temos que:
Jo !

{ _
l%!Du V= (w(ET s ma AT ATy = —(w(ET + oy m )V AT
C(B(ET D )V AV + 206+ nE + ma)V(E" + nf 4 ma) D(us), A®)
Livim b Aug, Ae™) F {v(m Vg, Ar™) = 20 (m )V m, . At {3.29)

Bole® v AW) = oo™t Ae™) = Bo(ua.v®, Ac®) = (€7 + )., Au").
Usando as desigualidades de Holder e Kovn. imersées de Sobolev e desigual-
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dade de Young. os termos do lado direito podem ser estimados da seguinte maneira:

V' (E" + 05 + ma)VIE™ + 05 + ma)D(v"), Av™)|

< YIVE + 0 + ma)]al D(v")o] A"

< Csl|VUE™ + 0y + madld D™ Avn |/

< CSIVEE + o + ma )LD (0")F + 6] Av” ],
{AE" + gy 4 myhdu,. Ae™)

N AR UNBECS

< C'.‘giﬁlu.:,.ﬁ -~ (5!.#’11;”12

HV'(E™ + 05 + ma)V(E + 05 + my)Dlua), Av™)]

< W V(ET + i 4 mo )l D, )]sl Ac

< | VEY + 5 + mu | DY uW;I”‘J| Ay, |3,f4| Au”|
CeIS1E" + 0y + ma )R D(uad P AuaY? + 8l A"

VAN

2

< Cos [VE" + 0§ + ma)l3 D{ua ) + 81 Ava|® + 814"
Como d/eAr® = 0. temos

—(v(E* +n5 + m VG AV") = (G, div(p(£" + g + mg AT
= (" /(" +np + ma)V(E" + g +mg)Ar™).

Assim, nsando as estimativas do Lema 1.8, temos que:

AN

T IV (E® +ng + m,a){4|.4v
< Cl IS + ond + m) | Ac?
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Co | V(E™ + 15 + ma) || Av” /4 Av?| | D(v™ )M+
F6)T(E™ + 77 + my)|a| Ao |Ave VY12
< Css |V(E™ 05 +ma ) EI D™+ 8|40 P + & |V(E" + 0 -+ my )| Av" %

[/

Similarmente. obtemos

(" + 05 + M)V, A1 S Cos nl VIE 405 + ma) §D(ua)l + 831 4u,l

- -y a -1 ¢ , o 3 . 3
FEACT + Gl A+ Cy | VIE" + 5 + ma)iflAual’

(A 4070 € oy Aug] [ 407)
< C,s!flu.f,[z -+ 5!;4(."]'{2.
[((m NG, A" < g, [l 4v™]

< CslAug)? + A

o' {mo YV imaDivg ). Ar™)| < u{|Vma|4|D(uc,)|_;I_.~"h_'”I
VI L D ) A P A

Cirs, IV Mol D{ug )P + 61 ) Aua? + 8] A",

7AN

[/

Também, temos que: -

|Bo(w™, o™, Ac™)] < et eV 5l Av™|

é !Vr_'”i !vunllf2|i_1lvn53f2

< CD(eM)P Sl ArT
[Bo(2", u,. Ac™y < Lo Vo s A"

< TN Y A [V A

o



< Con | DOMPD(ua) P + il Aual® + 8| 40",

| Bo(ua, v AU} < Jugs| V|| A"
< CslD(ua) DM + 8] AP,

HE" + o by Ae™ < Colé™ + 03P + 8 Av™

Escolhendo &.8,. ;.83 adequados e usando (3.6) em {3.29). temos que:

.d'_u)u )2 22
dt’ 2
Col(IVE S+ Vgl + [V ma 15 D(e™) (ua)|2‘}
LIDGME = | DD ()P + 1D D) + (TP + 1908 (3.30)

HVmof3 + D dus? + 6 + g P + (Ve |4 Vg la + [V mal )| A0,

Agora. multiplicando (3.10) por —_ngn.,ff(t) e somando f. de 1 até n. temos

que:
(afﬁ” Al\fn) + 9(‘4‘16711 ‘416”') = B](vﬂ" fﬂ'? Al‘fn) -+ Bl(rﬂv'm’ﬂ: ‘41§RJ

T B {uo- £ ALT) = BlAing, A" + Bifv"ng. AT (3.31]

d
. T . T T
drs
[ntegrando por partes o primeiro termo acima e notando que a condicio de

frontera [3.2d) vale para »j = :5”_!}0, ternos gue:

£n
08" e = vagn Ve - [ e i
1t
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T- (LS

1d_ U o
= VP -2 [ aEnensds
ld 5 1{ d i
= T nle 1 a2 JQ
'20.’1‘1'\7f ! 2B df fan 167" n3d 5.

O o
= E(f_r U\"E .I- —_ gLQ |§ I|"!’l3db) .

L s Uo7 -
Agora, seja g2} = |VET? — 7 s |E% 1P nad S,
B '.'Z] =

Logo. se 7 for suficientemente pequena. existem €. (', tais que

3]

TIVel® < 2(8) < OIS,

a
£

T

[sto €. as normas acima sao equivalentes.
A seguir. estimamos os termos do lado direito de (3.31), usando as desigual-

dades de Holder e Korn. imersdes de Sobolev e desigualdade deYoung:

|Bi(e™ &+ ng. A" < T INET 4 pg )l 4187
S O DCEIVE + o) A(ET + 0} + 8] A4,€7)
< s IDEMIVET +7™)° + & (1AL + [Am™])

.

il

L8 A
1Bl(vn1mm‘41£n)l S !Umlil.vnlﬂ!%!‘ql‘iﬂi
< CDEMFIVmL]3 + & A7,

DAy A" £ Cul AP + 814,87
Byl £ S AT S el VE 0 al A8
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< Cos | D(u)|VE™ +70)1* +
§i(JALE™ P + |Amg]®) + 8| Ak,

0 , 9 o
U (e A || < GIViE T + ST

Escolhendo ¢ adequado em (3.31) segue-se que:

d‘_ 2 a2 ri ny |2 o]
Q;CIVf“I'*rHI.-M P < CUDe)HIVER + Vg ) + | D(6™) |V maf}
A 2 ID(u )V V2P + IV + VR AL (3.32)

Integrando de 0 até ¢ e considerando { = min{1.C. A} em (3.32). temos que
vepe [agpe < o f IFEPIDU 1D+ 1)
S0
—Clj NagPUDe™) + | Dlua ) + Dds

0 [UTm DG+ Auss. (3.33)
Assim. pela designaldade de Gronwall.
Ve nl < Ha(t: || Do) p=.azzan)- (3.31]

onde

Hi{t:y) = My(t:y)exp M {t: )t
com  Mi(t:y) = Cily? + [ D{u)t* + 1)

it 5 - B 2 t 3
Maltiy) = Malty) Nngitds + Oy iVmglst + O | [Ams ds.
1) o]

Notemos que a funcide H, é esiritamente crescenie em cada uma de suas

variavels e independe de n,



Agora, procuraremos estimativas para {8;£"} e {A4,£"}. Diferenciando {3.27).

com respeito a ¢t e tomando 0,™ como funcdo teste na equagdo resultante, temos:

do™ d
v { 95

;E@E”Ez + AV = -Bul g &t me: O7) + (0 F &)
a‘i’ i i % ; a 3 n) i p al
< gy HVE 08 + mailald gl + 010,87 IV aL™
a. " { e n 2 : ) 2
< T2 PIVIE + 00 + ma) + SIVOL + CDE? + VAP
Escolhendo & adequado.
(E dl‘_ a ] y 2 ; |2 P T
O +OIVOL < Callm PUVE T+ V03 + [Vmal3) #1047 1335
Por ontro lado. considerando E | como funcéae teste em [3.26). obtemos:

_ _ Je™ _ _ 210
l%;— ! = 2(dev{v{E" + 5 + m ) D™, N ) = 2div(v(E" 4+ 0y = ma ) Dius)). %; ]
+2{div(vimy ) D(us ). —j% V4 Bole™ v" + ua. a; ) + Bolu, -_:;? )

du"

(" +n0)x. 57 ) =10
Pelas estimarivas anteriores, concluimos que:

B ] n n iy |2 2
- = 7 < G[lA P + [Aua P + (VETR+ Vg [+ [VmalD (D™ + 1D(ea))
{3.36)

D)+ 1D MDD+ [Dlua) || DO+ 1871 + [0
Similarmente,

DEF S CUllAEE +IDEVET + [Vr[2) + DO m, 4 dng?
H DO )IVEN + (Vg [Py + [V + Vg7, (3.37)

W
[R]



Logo, como |D(vg)| < [D(vo)],

180 < Cf| Do) Vnol? 4 | Do) |*|Vima|? + |Ane? (3.38)

D) Vinol® + Vgl 1.
Aplicando a desigualdade de Gronwall na inequagido (3.33). junto com as
estimativas {3.36). (3.38): concluimos que existe uma funcio nao-negativa H, a qual

independe de n e estritamente crescente em cada uma de suas variavets. de modo

que;
|(Jr lj < H [ ||D HL?C[{J_K:Jr ‘TE ||L\E\J6L4 ||J“ 2{o.nL1? J)
Assim.

a

RN e

DI IVE P +1Vni T

Y+ JDiv“JifW-mali + 1Amg |
D HIVE S IV 1 + VP + Vgl + [V ag|* + 10

Logo.

AL < Hs(t | D™ n= 2 1V o o.0nsys |- ). (3.39)

onde H; é uma fungao continua, estritamente crescente e independente de n em cada
uma de suas varidvels.
Em virtude da designaldade de interpolagdo e as estimativas (3.34), (3.39).

temos gue:

|v£nl{f)!_i E 1?;”-( 11)("1:1_1 fﬂlrf)|3‘;']4
CoEV3 i H3 (. (3.101

i/

Agora. escolhemos §; > 0. tal que:

g
a1 + WV nollo= oy + [V, £ T
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Usaremos esta condi¢ao junto com (3.30). Uma vez escolhido 6y, a constante Cy, que

aparece em (3.30) fica determinada. Por outro lado, definamos as seguintes funcges:

7(t) = 2(D(w)l* + Cy, ‘/Or((l+|Vrmlf+IVmaE)ID(uu)P

+{2+ !quﬁ - !V-rng|i)|‘4'u.g|2 ~ Gt + ]'r;c,|'3):;'.’.s}.

4 H
Fity = Cy, / +Hs)ds + C3, / (14 1Vneld + |[Vmald + [D{u,)ds e
) c 0
Hiti = CoHY3 0 2(0), HIP (1. 4(0). 1,460/ (2)).

Agora. seja 0 < T < T'. satisfazendo a seguinte desigualdade

-T

~n ) Tu ) 5 . ‘
(T = ”/J w-’"’(s)ds.LC‘;f (14 | Vinoly + 1Vmali + 1D(ua)i)ds
i ]

< [ln3/21M72 (3.11

e H{T™) = CsH{P(T ATV DH T A1), LT [(no/4) < 1. (3.42)

Notemos que I~ existe poraue lim F{t) = 0. 11'%1 Hi{t.~(1).1)=0.¢
feef)T =0+

H3(t3 Af(t)? 17“)/(”0/4)) ﬁ H3{T: T(T): ]-AJ((T)/{UU/_L))
para 0 <t < T
Devido a que F(t) e H{t) sdo funcdes nao-decrescentes. (3.41}. {3.42) impli-
cam
Fit) <n(3/2)? e H{t)<i. para t€[0,T] (343

Com estes resultados, mostraremos que

I (Nl < 1. paratodo te0.T7. (3.44)

3t



De fato, dado que |VE?(0)| = 0, por continuidade temos que (3.44) € vilida

para tempos pequenos. Suponha agora por contradi¢io que existe 0 < TP < T tal
que vale (3.44) para 0 <t < I{. mas [VEH{T)|s = 1. Assim, de {3.30) e da escolha

de ;. conclulmos que ¢ sarisfaz para todo ¢t € [0.77'] a seguinte desigualdade

diferencial:

s ID(w) FID ) = Co(L + |Vl

+Ca, (24 [Voli + IV mu A [P+ O (G + [no]?).

Por outro lado. obervemos que se & > 0. para todo £ > 0,

‘J'

v
7

iy

1/\

- -

E 3

Assim. devido a nossa excolha de 77 (3.41) e a desigualdade acima. pode-
]

Vo L

| = Ti.-;h'nuj.“'

mos aplicar o lema (1.10) em (3.13). com o{t) = |Df¢

AE) = (14 [Vnold + [V m. B+ 1D(u)) e £(8) = Co, (14 [Vnol + [Vma ) D (w1

0]}

+Cs 2+ T old + IVmai) | Augf® + Cs (G1) +
Ohservando qne {3.11) corresponde a condicio (1.4} no Lema 1.10. concluimos

que:

—

N My " R, . ” - o
2 | Ao =ds < (1) < A(T7). pata f& 0.7

[N

Logo, podemos aplicar as estimativas (3.34) e (3.39). e obter em [0.77].

VP < Hor T e L8 (0T < Hat (T 14 (T (mo/4)).



Deste modo, (3.40) e (3.43) implicam que |VE™(#)|4 < Hy(t) < 1 para
t € [0,T7]. Em particular |VE*(T7)|, < 1. Esta contradi¢io demonstra (3.44).

Usando a estimativa (3.44) em (3.30), junto com (3.33), obtemos estimativas
de ordem maior para {v",{") e portanto para (v".n"). Isto & suficiente em termos
de subsequéncias. para tomar o limite, quando n — oc e obter no limite a solucac
forte local satisfazendo {3.21). {3.22}.

Por outro lado, para provar que a velocidade inicial e assumida fortemente
em Jp{2). é suficiente mostrar que lim sup | Div(1))] < 1D{vp)|. ja que sabemos que
ci1) — 1 forte em L2{0). o

Para isto. observemos que:

D) < Do) +C ,f((l + 1V 00l + Va3 D(ua )
(3.46)

02+ Vol + (Vo isildea® + GO + o) ds]e™,

Como Fit} — 0B quando f — 7. entdo obtemos o resultado desejado. A
esiimativa (3.39) implica aue |A;7(1)| permanece limitada quando t — 07. Ja que
sabemos ane n{t) — no em L2(Q) guando t — 07, isto implica n{t) — 5y fracamente
em H*{0)). Alem disso. é claro que (v.9) satisfaz as condigdes (3.24). (3.23). Isto

completa a prova do Teorema 3.2. a



3.4 Unicidade de Solugoes

Nesta secao apresentaremos resultados de unicidade para as solu¢des fortes locais.

obtidas anteriormente.
Teorema 3.3. A solugdo forte obtida no Teorema 3.2, € finica.

Prova Sejam ({ti.n;),{v:. ) duas solucgtes de problema (3.1) - (3.3} com as
propriedades (3.21) - {3.25). Subrraindo as correpondentes eanacdes e denotando

T=or) =t E =g — e, TeInos:
—lzow) E2{v{m +m D2 Die)) + Bolz v w) + Byles, 20 w)
+ Byl z. vy t0) + Bylus. zoe) = —(Exow) — 2Hwlny + m) — vina + ma 1D {(va). Dield

=iy + my) — vl = my 3 Diug ) Diwh).

b
%(f O) - 9(‘415, O) + BI(J’. M- O) + Bﬂt‘gf O_\J - Bl_(:-.'. M. O)
+B Uy £.0) + U (ﬁio) =0,
airg /

Fazendo w = s e 0 = —Ayf em (3.17). obtemos

2

d . o ,
Elzl‘ + 2| D(2)F < Clal(lnli + usl}) + CIVEP +

ClEE (1D eV 1D (1,112, (343

d 3 - 3y - P2, 7 2@ . . |

EWH‘ +0lA £ < CIIVR +Vmi) + (3.49)

3

CllvsS + luaD|VER + O|VER



Logo, as estimativas (3.48), (3.49), e as imersdes de Scbolev implicam

d . , ,
— (=" + [VEP) + 200 D(2)* + 6] Asg )

< CleP(onl + Tual?) + CEIVli + [Vma )
+CIVEM AP D (0a)? + 1D(ua)?) + CllvalS + fuali + 2)|VEL

['sando a desigualdade de Young acima, temos que:
d
dt

B o . [S 1 7 3 | 2
< Clinly + fuaiy + iT’th + 1 Vma Dz (0 +

=D + | D{ug)|® + ool + |ualf + 2)

— (2" + V€ + ] D(=)) 4 —|41£l

Assim.
d .
SR+ VL) < (Nlt) + Vol )12 V)
com N0 =Cle]; + uwald + [Vl + [Vmald) e

Ny(t) = CUDe)” + D) + ool + lua3 +2).

Como N, () + Na{<) é uma funcdo integravel e 2{0) =0, £(0) = 0. aplicando

a designaldade de Gronwall, obtemos o resultado desejado. 0

n
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Capitulo 4

Existéncia Global de Solucoes
Fortes.

4.1 JIntrodugao

Neste capitulo apresentaremos um Teorema de Existéncia Global para Sclugdes
Fortes. Como no capitnlo anterior. estaremos interessados na relacdo entre solucdes
estaclonarias e soligoes evoluindo no tempo. Portanto. consideraremos apenas forcas
externas independentes do tempo. analisando perturbacdes que evoluem em torno

de uma determinada solugdo estaciondria (ug. ¢y. My }-

s

E importante ressaltar gue para obter o resultado precisaremos impor certas
condicoes de peqitenez tanto sobre os dados iniclals quanto sobre a solucao esta-

clonaria associada, através da adaptacdo de um raciocinio semelhante ao feito em

Lorca e Boldrini [10].

4.2 FExisténcia Global

Apresentaremos ma sequéncia de estimativas validas a solugao e suas aproximacoes

espectrais. Basear-nos-emos nestas estimativas para obter uma solucdo global,



Conforme dito acima, vamos trabalhar com as variaveis perturbadas:
U= U Uy,
n=m—mg.
Lembramos que as equagdes a serem consideradas sdo:
die = 2div{vin + m O D{e)) = 2div(v(n + m, ) D(u,))

S2div(v{m,)D(u,)) + Ve + o Nu, 20, VoL Vig—gq,) = —n.v,

div v =10. E
. : o
Oy — BV + o Ny -0 Nm, Lu, Np+ 7 5., = 0 em (0.7)x 9

T3

((v=0 sobre (0.7} x 5.
v.n =0 sobre (0.7) x T
vin = m D+ uL)n — ndDiv +uy)nin =0 sobre (0.7} x T,

5
0 [ipns =0 sobre (0,T) x 09,

T

(0 = v niBy = ny. em £

Como no caso do Teorema 3.2. trabalharemos com aproximaces espectrals.
Obteremos uma sequéncia de estimativas vilidas a solugao e suas aproximacdes,

Usando, entdo. argumentos de desisualdades diferencials, obteremos uma solucao

2inhal.

Temos eutio:

Teorema 4.1. Suponhamos tenhamos satisteitas todas as condigdes do Teorema 3.2

e cpue. além disso. as normas [Deg) [Vl [N mgls.

bU

| Au,| sejam suficientemente



pequenas. Entao, a solugdo (v,7n) construida no Teorema 3.2 existe globalmente.
Neste caso, existem constantes positivas § e M, tais que:
sup [An(1F < 3/2,  sup{ID{o{t))] + |Bn(8)]} < M. (43)
£20 >0
Os mesmos tipos de estimativas valem uniformemente em n para as aproximacoes

de Galerkin.

Prova: As estimativas seguintes sdo obtidas primeiramente para as aproximacoes
{+". 5"\ e logo aplicando um procedimento padréo, deduzidas para {v.5) no limire.

Para obter as estimativas necessarias. trabalharemos de maneira analoga
aquelas nas provas do Teorema de Existéncia de Solugao Fraca {Teorema 3.1) e

Teorema. de Existéncia Forte Local {Teorema 3.2}. Obtemos entao:

d , o i
T+ wel DEME < CUD I + [V ). (1.4)
ol

d\ o0 a2 - 2 pard S
(_;;l‘? |‘+9]v!"}l‘ ECEVmGth-)]: ('!.-.-3,1

d 3 p_— + ¥ ‘3 2
C—I;[D('L'”)E‘ = vl A < CVmL 3 Va™ Pl Av"|* + |Au,

L))

Auo|* + 1D + 1D(ua) PP (4.

J'_IAU‘*P|vm&li|-’4~lﬂﬂl2 + |Vmcli
| o T mre s
1D ()| D+ CRIT
8]
3,012 < ClLAG? + (Va2 A P AL g™ 2 4 [ Augi + [ Au, PV m, 2lAgn P

[T |3 A P+ D0 1 4 ED{ua ) PID{ ) + [ D{ua)TID 0L
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d- nil : n|?2 S 2 n12 :
1007 + 8190 < Clowr (| A" + [Vmal), (48)

J31D (0"

[0 < Cliin™) +1D())
(4.9)

101w P LA,

A" < OO+ DL A" 4 [T D0 +
(£.10)

LDl )P A" S 1

Noremos que para obter (4.4), fizemos {D(u, )| suficientemente pequena, de

modo que Co| Pl )l < v /2.

No cgso das estimmativas (4.3} e (4.8], consideramos ['(g < #/4. Observemos

também. que a constante (' ndo depende de n.

Combinando {4.3). (4.6 e considerando |Vm,| suficientemente pequenc. obte-
mos:

U{ |-) Iy r|7

D - DA
dt' (v
< Cl| D" |°+|Vm,\,”|41q
1D VP IDM D (Y D™ 1w, P 4 1V m, 3 A, P

F | Aua* [ Vmali Am ™) (4.11)

Assim. combinando (1111, {17} e (1.8}, temos:

d ] iy | apd a2
(DO 412 1) + AP + 01507
<ML+ g™ = S, PP 2 [ m 21 g A 2



HAual IVmalil A P + |D(ua) | D(0™)* + | D{wa)*| D)

AP +{VmaliAu?) + ClA 1A P + [Vma[3).

Somando termos positivos convenientes no lado direito da dltima desigual-

dade. concluimos

d . . I ~ 2 2 3,2
(D (00" £ A 815 "

VR + CllAm "+ [VmaflllAeF + [V ]

A
~
-
=3
2
-

,_.
V]

CTL+ (™ + [9m, BDIID() P + 1aun” ) 4

FCUA + [V i1+ C A+ (Vo] A T m, )

‘y IVmQ1i|Aua|3).

+C(1+ C{ A" + [V, [D)(] Au,

onde a constante positiva (' é independente de n e das condigées 1nicials.

Agora, vamos escolher a constante 3 > 0, de modo que o resultado estabele-
cido seja valido. Fixamos 3, de modo que

— — =2+ {4+ 2min{w/2.01)
C3< KN, onde A= \ th{yu /) (4.13)

A seguir, mostraremos que. quando os dados iniciais e |du,| sdo suficiente-

mente pequenos e |Vm, |3 < 5/2. entao

anp{lA " (O] +|Vm.i2) < 8 e (4.14)

,':‘-:{)
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{|D(u"(t))| + [Om™(t)|} < M, paratodot > 0e M > 0.

De fato, consideremos a condicae inicial #{0). satisfazendo |A;7(0)}]* < §/2.
Logo, pela escolha da base de fungdes, é vilido que |A;7™(0)* < 8/2. para qualquer
n.

Lembremos que 5" = Zcf,,.;;(t)(ég(r) sao obtidos ao resolver um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias e portanto sdo continuos em * no intervalo de exis-
téncia [0.15). para 0 < 15 < cc. |

Assim. Agg*(H) = Z d, (t)3:07 () rambém é continuo em [0.t5) com valores

=]
em LD

Como |41 (0)* < 3/2. ja seja sup{| A" ()7} < 3/2. para t € [0.£7). o que
significa que ndo temos ~“blow-up”. portanto 15 = ¢ e (4.14] @ verdadeira: on existe

tr.com 0 < 17 < #5. LA (417 < 3/2 para t € [0,1]) e [Ap™()]? = 3/2.

Assumamios que p”(#) satisfaz a segunda possibilidade e definamos a variavel
auxiliar
o (2) = DN+ |9, (
Observemos que, como |47 (6)1* < 8/2, para t € [0.£7]: neste intervalo
temos (C'{| 417" (£)|2 + |[Vmal2) € €8 < K. Assim, podemos estimar o lado direifo

de (4.12) e obter a seguinte inequacdo diferencial:

d K ~ 2 )
s —(| A} + VO™ P) < Tl + T3 + 1% Aua®. (£.15)
com C = C(1+ K).

Notemos que existe ) > 0. yue independe de n. tal que:

. P K D i
DL () € (1A + V007
Logo, (4.15) implica que:
d -
e
i



M{T 4237

2a(0) = [D(5)P+10m"(0)f°,  onde
Cy = C(8+ 1) Aua

O Teorema de ('omparacao para Desigualdades Diferenciais {Hale [3]). garanie

que existe @{t). de modo que para todo ¢ € {0, }]:

wall) < o(t),

d —
EJ-?"" =(Co” - Clo+Cy = R, Cy).

o(0) = 1D {3 + 8]

Observemnos que devido & escolha da base de funcoes, [D{uvd)|* + |0 (0}° <
| D(uo)t® + [3n(0)°. e observemwos também que C e €, ndo dependem dos dados

iniciais e da solugao do problemna estacionario.

Agora. uotemos aue R{0.0) = ('6® — (10 tem trés raizes simples: r(0) =

O

- i 2
O o . e
- = . a qual é instavel; ry(0) = 0. que € estavel: e ry(0) = { — . a qual
t % } a LIRS { 3 : H
rambém ¢ instavel. Consequentemenie. para € > 0 pequeno, R{o.C,) tem tres

raizes simples. satisfazendo ri{() < 0 < ra(Cs) < r3(Ca). onde r{(C3) e ra(Ca) sao
instaveis e ry{ (') € estavel. Ainda mais. r3(Ca) — 07 quando s — 0% (decrescendo
monotonicamente). Além disso. para pequenos valores de C; > 0. R{o,(4) > 0.

para ¢ € {0, ry(C))).

Assim. existe & > U. tal gue se:

——

(‘-_?_ < (\T

G

mn

entao temos

0 < A1) = [DE"HE 100" HE S o(t) < 6(0) < 1l Ca)e (417)



para todo ¢ € [0, t7].

Notemos que a estimativa (4.9) implica:

12:0(0)* < CllAmno|* + D (uo) 2| Auo|® + |V 3D (wo) [P + 1D ()| Aine*]. (£.18)

Logo. combinando as estimativas (4.18) e {4.17). segue-se que
ID(EMP + [0 (0 < [Dlugh® + 18(0) para 0 <t < 1] e

31 Dvgl J Al [ Aug|. [Vm, I3 suficientemente pequenas.

Agora. observemos gue as desigualdades (1 10). {1.5) e {4.13) imphcam

4 p™(HF < Clag™ P + CIDM P A | 4+ CiVm, i D(0™) ]2

D)

D) A + O my,

i D(ua)i? + CIVmu 1Dy}

Portanto. para # € [0.¢]] temos

i R
2 iD(uo”d

A (07 < max{K.C.CIVm, ) o (t) +

o

< max{T\T, C.CIVmg | ra{Cy) + %[D(?jo)l
3/1.

{4.19)

[/

se considerarmos |Au,|. |V m,| suficientemente pequenas, de modo que:

Co =321 4P < 6

Em particular. (4.19) implica que [ 4"[(#7) < J/1. 0 gue contradiz a nossa
escolha de t7. Conseqilentemente. obtemos as estimativas para as solugoes aproxi-
madas. Assim. passando ac limite em (4.14). concluimos que (v, 7) é uma solucao

glohal forte do problema { L.1), {£.2). 3

GO



Finalmente, gostariamos de indicar alguns temas para futuras pesquisas.

Por exemplo, o estudo de solugdes periddicas das equagdes generalizadas de
bioconveccdo. assim como seu estudo em dominios exteriores e o comportamento
assintdtico da solucdo.

Também. poderia ser feita nma implementacio computacional do método de

elementos finitos para as equacoes generalizadas de bioconvecgao.
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