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Resumo

Provamos detalhadamente resultados relativos & existéncia de solugbes para
equacoes que descrevem o comportamento de fluidos visco-eldsticos incompres-
siveis que obedecem uma lei constitutiva diferencial do tipo Oldroyd. Provamos
a existéncia e unicidade da solugdo local do problema para dados arbitrarios,
assim como também a existéncia da solugdo global no tempo para dados su-
ficientemente pequenos. Provamos um resultado de estabilidade para solugoes
pequenas, o qual dard a existéncia de solugdes estdveis e periédicas quando a
forca externa é pequena e periddica, bem como a existéncia de solugdes esta-
ciondrias quando a forca externa ¢ independente do tempo.

Abstract

We prove existence results concerned with incompressible viscoelastic fluids
which obey a constitutive differential law, of Oldroyd type. We show local
existence and uniqueness of solutions of this problem for arbitrary data, and
global existence of solutions for sufficiently small data. Finally, we prove a
stability result for small solutions which leads to the existence of stable time-
periodic (resp. steady) solutions when external force is small time-periodic
(resp. steady).
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacdo vamos estudar resultados relativos a existéncia de solugoes
para equacoes que descrevem o comportamento de fluidos visco-eldsticos in-
compressiveis que obedecem uma lei constitutiva diferencial do tipo Oldroyd
[4]. Tais resultados encontram-se no artigo de C. Guillopé e J. C. Saut [2].
Nosso objetivo serd fazer com detalhamento, bem como completar, as de-
monstracoes dos resultados deste artigo.

Em termos de varidveis adimensionais, as equagdes a serem estudadas sao
as seguintes:

d
Re <—8—It£+(u~V)u)+Vp:(1—w)Au+V-T+f,

div u = 0,

\

Dot
We—2- =
T+ We—, 2wDlu),

Aqui, u é uma varidvel associada & velocidade; p é uma varidvel associada a
pressdo; a varidvel 7 é o chamado tensor extra-stress (o qual é uma matriz
simétrica). As varidveis u, p e 7 sdo as incégnitas do problema e podem
depender da posicao e do tempo.



Dfu) é o tensor taxa de variagdo da deformacio e é dado por
1 T
Dlu] = i(Vu + Vu).

O simbolo %{ denota uma derivada objetiva de 7 (a qual é invariante por
mudanga de referencial) e é dada por:

%‘Z = (% + (u - V)) T+ 7Wu] — W(u]r — a(D[u]r + 7Dlul),

onde —1 < a <1 e Wlu] é o tensor vorticidade dado por:

1

Wi = 5

(Vu - vuT).

Nas equacoes acima temos ainda o nimero de Reynolds dado por Re =
pUL/n, onde U e L sdo respectivamente valores positivos constantes tipicos
da velocidade e a longitude do dominio no qual se dd o fluxo; p > 0 é a densi-
dade, enquanto que 77 é a viscosidade do fluido (ambas supostas constantes).
Também aparece o nimero de Weissenberg We = A\ U/L e o pardmetro

A : , ~ .
w=1-— XQ—’ nos quais A; é o chamado tempo de relaxaciao e A, é o chamado

1
tempo de retardagdo do material do fluido (estas constantes estdo associa-

das ao comportamento visco-eldstico do fluido e satisfazem 0 < Ay < A;.
Portanto, 0 < w < 1).

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2 (Preliminares e Coloca¢io Matemdtica do Problema), apds
descrever brevemente a origem fisica das equagbes anteriores, fixaremos a
notacdo e recordaremos alguns resultados importantes que serao utilizados
no decorrer do trabalho.

No Capitulo 3 provaremos a existéncia e unicidade da solugado local do
problema. A existéncia serd obtida por um argumento de ponto fixo e a
unicidade via uma estimativa de energia.

O Capitulo 4 serd dedicado a prova da existéncia da solugao global no
tempo para dados suficientemente pequenos. Isto serd obtido a partir de
estimativas uniformes no tempo da solugdo local. Também estudamos o



problema linearizado em torno da origem. Neste caso linear, como é de se es-
perar, é possivel provar a existéncia da solucdo global para dados arbitrdrios.

No Capitulo 5, provaremos um resultado de estabilidade para solugdes
pequenas, o qual dard a existéncia de solucdes estdveis e periddicas quando
a forca externa é pequena e periddica, bem como a existéncia de solugdes
estaciondrias quando a forca externa é independente do tempo.

Finalmente, no Capitulo 6 faremos alguns conentdrios sobre como esten-
der os resultados para modelos com varios tempos de relaxacao.



Capitulo 2

Preliminares e Colocacao
Matematica do Problema

Neste capitulo, apds descrever brevemente a origem fisica das equacgoes an-
teriores, fixaremos a notagao e recordaremos alguns resultados importantes
que serdo utilizados no decorrer do trabalho.

2.1 Descricao do problema

Vamos estudar fluidos visco-eldsticos incompressiveis os quais obedecem uma
lei constitutiva diferencial, do tipo Oldroyd [4],

D,7
Dt

DaD)

= (2.1)

T+ A :2n<D+/\2

onde
7 é 0 tensor extra-stress (matriz simétrica);
D[u] é a taxa de variagdo do tensor de deformagédo, a qual é dada por

Dl = 5(Vu + Va"),

sendo u a velocidade do fluido;
A1 é o tempo de relaxacdo, A, é o tempo de retardagéo, e satisfazem

0< A < Ay



n é a viscosidade do fluido.
O simbolo %E denota uma derivada objetiva (independente do
referencial),

%‘Z — <% + (u- v)) T+ 7W(u] = Wlu]r — a(D[u]r + 7D[u]), (2.2)

onde -1<a<le
1
Wiu] = §(Vu — vub)
é o tensor vorticidade.
Observemos que o caso limite A; > 0, Ay = 0 corresponde ao fluido pura-
mente eldstico e o caso limite A\; = Ay = 0 corresponde ao fluido puramente
viscoso (Newtoniano). S6 vamos considerar o caso Ay > 0.

Junto & lei constitutiva (2.1) temos as equagdes de conservagdo de mo-
mento e de massa,

p<z—z+(u~V)u>+Vp=V-T+f, (2.3)

divu=0 (2.4)

em €2, um aberto limitado e regular de IR™, com n = 2,3; a condi¢ao de
fronteira,

u=0 em 9Q=T (2.5)

e as condicdes iniciais,

Ujt=0 = Ug T|t=0 = To- (2-6)

Os dados sao ug, 79, a densidade p > 0 (constante) e a forga externa f. As
incégnitas sao a velocidade u, o tensor simétrico extra-stress 7 € a pressao p.

Vamos estudar o problema de valores iniciais e de fronteira (2.1)-(2.6) e
a associagdo com outras leis constitutivas de tipo diferencial.



2.2 Outras leis constitutivas diferenciais
Para descrever o comportamento de fluidos visco-eldsticos podemos introdu-

zir outras leis constitutivas diferenciais. A maior parte delas tem a seguinte
forma:

T+/\1

Dt DQD> ’ (2.7)

Dt Dt
onde 2& denota uma derivada objetiva de tipo (2.2) e 3(7, D) é uma fungio
néo linear de 7 e D, sujeita a certas restricdes devido a objetividade. De
fato, em todos os exemplos a seguir, 3 é regular e pelo menos quadrética.

Assim como no modelo Oldroyd (2.1), A; é o tempo de relaxagao e A, é
o tempo de retardagdo, com 0 < Ay < A;. Alguns exemplos cldssicos sao:

+ B(r,D) = 27 <D+/\2

1. O modelo generalizado de Larson, com a =1 em (2.2) e
B(r, D) = 2Tr(rD)a(Ter)(r + I),
onde a(Trr) é uma funcdo escalar do trazo de 7.
2. O modelo de Phan-Thien e Tanner, com a =1 em (2.2) e
B(r, D) = arTr(r),
onde « é constante; pode ser generalizado, tomando
B(r, D) = ar? + br,
onde a e b sao fungdes escalares de Tr (7) e det (7).
3. O modelo de Giesekus, que é um caso particular do anterior, onde

B(t,D) = ar?, com o = constante.

4. O modelo de Oldroyd 8 constantes, onde
B(r, D) = poTe(7)D + vy Tr(rD)I + ppD? + v, Tr(D?)1,
com [, U2, V1, Vo constantes.

Neste trabalho vamos provar os resultados para o caso f = 0. Mas, podem
ser estendidos para os modelos acima. De fato, todos tém a mesma parte
linear e diferencam-se nos termos nao lineares de ordem superior os quais sao
pequenos quando Vu e 7 sdo pequenos.

7



2.3 Formulagao matematica do problema

Vamos considerar o sistema (2.1), (2.3), (2.4) e escrever-lo numa forma mais
adequada. Decompomos a priori o tensor extra-stress como

T=7"471°

onde 7 corresponde & parte viscosa (Newtoniana) e 7¢ & parte puramente
eldstica:

def

A
T’ = 217—3D = 2n,D
A1

D, A o
=1 - 2D ¥ 2.D.

I\
TN Y

Notemos que

V-r' = nAu,
D,r° DD
My T Py

assim, denotando 7¢ = 7 e substituindo nas equacoes, reescrevemos o sistema
(2.1),(2.3),(2.4) na forma

0
p(a—?%-(wV)u)—i—Vp::nvAu-l—V-T—i—f,

div u = 0, (2.8)

D,r
{ T+ )\1 Dt

onde 7, e 1, sdo as “viscosidades” das partes viscosa e elastica, respectiva-
mente. Finalmente, levamos o sistema a uma forma adimensional. Para isso,
definimos o ntiimero de Weissenberg We = A\;U/L e o nimero de Reynolds
Re = pUL/n onde U e L representam a velocidade tipica e a longitude tipica
do fluxo. Sejam

= 277€D7

t—t*—q
=7,



_rL L
p_'f]U, _77U, —ﬂU’

onde as estrelas atingem as varidveis dimensionais. Fazemos a mudanca de
varidveis e obtemos o sistema adimensional

Re (Qyﬂ%(uV)u) +Vp=(1-w)Au+V-7+f,

ot
div u = 0, (2.9)
D,t
We—— = 2wD
| T+ We Di wl),
onde w é um parametro de retardagao, definido por

ey
n A1

e satisfaz 0 < w < 1.

Notagao:

Vamos introduzir alguns espagos cldssicos que usaremos neste trabalho.
Seja 2 um dominio limitado em IR",n = 2,3 com fronteira regular I'.

Os espagos de Lebesgue:

LF(Q) =17, 1<p<oo,

e 0s espacgos vetoriais
ILP = (LP(Q))™, m > 1,

com normas || - ||z» e || - ||z»- Se p = 2, denotaremos a norma por |- | e o
produto interno por (-, ).
Os espacos de Sobolev:

W*P(Q) = Wk, 1<p<oo, ke IV,
com normas || - ||k, Se p = 2,

Wk2=H*" ke IN e H*=HY", m>1,

9



com normas || - || e produto interno ((-,-))x-
Os espagos de Sobolev HE(Q) = HE, k € IN, seu dual topologico H™* e
os correspondientes espacos vetoriais,

Hg = (Hp)™ H™* = (H™")™.

Para simplificar nota¢io indicamos a norma-L? do gradiente por || - || e
por ((-,-)) = (V-,V-). O espago Hi(ou IH}) é um espago de Hilbert com a
norma || - || e produto interno ((-,-)).

Seja I um intervalo de IR, denotaremos por

C(I; IH*) o espaco das fungdes a valores vetoriais u(t,z) tal que u(t,-)
pertence a JH* para todo t € I e a funciio t — u(t,-) com valores em IH* ¢
continua,

Cy(I; IH*) 0 espaco das funcdes continuas e limitadas de I em IH*,

LP(I;IH*), 1 < p < o0, 0 espago das funcdes p-integrdveis com valores
em IH*,

L>(I, IH*) o espago das funcdes essencialmente limitadas de I em IH*.

Agora vamos introduzir os espagos de vetores com divergente nulo. Seja
v a normal exterior unitaria a I'.

H={ve L*divv=0,v-yr =0}, com norma |- |,

V = {v € H;},divv =0}, com norma |||

As propriedades dos espacos anteriores podem ser encontradas nas re-
feréncias [1] [3] [8].

Denotaremos por

P A projecdo ortogonal de IL? sobre H,

A o operador de Stokes, definido por A = —PA com dominio
D(A) = V N IH? equipado com a norma |A - |, a qual é equivalente a norma
|- ll2 em D(A).

B uma aplicacdo bilinear definida por

B(u,v) = P(u-V)v,

10



para u e v suficientemente regulares, onde
L 0
(U'V) = Zu]axa
j=1 J
B uma aplicacdo bilinear a valores tensoriais definida por

B(u,7) = (u- V),

para u e 7 suficientemente regulares,
g uma aplicacao bilinear a valores tensoriais definida por

g(1,Vu) =7W — W7 —a(D7 +7D).

com—-1<a<l.

Agora vamos a dar uma formulagio mais precisa do problema (2.9):

achar u e 7 tal que satisfacam:

u(-,t) €V, 7(-,t) € IH?, a.e. t, (2.10)

Re (v + B(u,u)) + (1 — w)Au = P(V -7+ f), (2.11)
We (' + B(u,7) + g(r, Vu)) + 7 = 2wDlu], (2.12)
w0 =g,  7(0) =1 (2.13)

onde as linhas denotam a derivada parcial com relagdo a t.

11



Capitulo 3

Solucoes locais

Neste capitulo vamos provar a existéncia de soluces regulares do problema
(2.10)-(2.13) num intervalo de tempo pequeno para dados arbitrarios em
espagos de Sobolev apropriados, usando um argumento de ponto fixo. A
seguir, provaremos que a solucédo satisfaz uma certa desigualdade de energia,
a qual implicard a unicidade na classe de solugdes regulares.

3.1 Existéncia da solucao
Primeiro estudaremos dois problemas linearizados, um para a velocidade u

e outro para o tensor simétrico 7. Lembremos que o pardmetro w satisfaz
O<w<l

Seja T > 0e Qr = 2 x (0,T). Consideremos o problema de Stokes de
evolugao:

u(-) € V a.e. em (0,7)
Rev' 4+ (1 —w)Au=F ae. em (0,7) (3.1)

u(0) = ug

onde F é uma forca externa dada.

12



Lema 3.1 Suponha ' € C2,F ¢ IL*(Qr),us € V. Entdo o problema de
Stokes (3.1) admite uma tdnica solugdo

u € L*(0,T; D(4)) nc([0,T); V)

tal que v € IL*(Qr) ep € L*0,T;HY) (p é a pressio associada). Além
disso, existe uma constante Cy; = C;(Re,w, ) tal que

||UI|L2(0TD(A))OL°°(OTV + ”“'“L'z (Qr) + Hp”%?(O,T;Hl)
(3.2)
< Cy (ol + [F 122, -

Demonstragdo: Se F € L?(0,T; V') e uyp € H existe uma tnica solugdo
do problema de Stokes (3.1) satisfazendo u € L?(0,T;V) NC([0,T); H) e
u' € L?(0,T; V') (Ver Teorema II1.1.1 [8]). Como nossos dados sdo mais re-
gulares, vamos mostrar que a solugdo é mais regular. Para isso, consideremos
a aproximacao de Galerkin usada na prova da existéncia da solugao:

Para cada m definimos a solu¢do aproximada u,, do Problema (3.1) por

m

U = Y Gim(t) Wi,

i=1
Re (uy,, w;) + (1 — w)((um, w;)) = (F,w;),para j =1,...,m (3.3)

Um(O) = Ugm,

onde {w;};ey é uma sequéncia de elementos linearmente independente que
é total em V,w; € V para cada j e ug, pode ser escolhido como a projecao
em V de ug sobre o espago gerado por {wy, ..., wm }.

Vamos obter estimativas a priori para as solu¢bes aproximadas U, in-
dependentes de m. Multiplicando (3.3) por g}, e adicionando estas equagoes
para j = 1, ..., m obtemos

Re |u;, () + (1 — w)((um(t), up (1) ) = (F(2), up ()

ou equivalentemente, (3.4)

2Re [ (O + (1 = &) Llun (O = 2(F(0), (1))

13



Integrando de 0 a T, usando a desigualdade de Schwarz e a des&gualdade
2ab < €a® 4+ 0%, a,b > 0, obtemos para todo € > 0 que

T
2Re [ i @)Fdt + (1= )lum(D)]?
= (=)ol +2 [ (R (), (1)
< (=)ol 2 [ B a0

< (=l + 5 [ IEOPd e [t 0Pt

Tomando agora € = Re temos, em particular,

Re [ Wy (0Pdt < (1= w)luonl?+ 52 [ (0Pt

Pela escolha de ugm, |Juom]] < |luoll; assim {u! } é limitada em L?(0,T; H) e
portanto, v’ € L?(0,T; H). Além disso, podemos deduzir que

1132 00p) < C (lluol? + [1F gy ) (3.5)

onde C' é uma constante que depende de w e Re.
Apliquemos o teorema de regularidade ao problema de Stokes estaciona-
rio: para quase todo (com respeito & medida de Lebesgue) ¢ € [0, 7] temos:

—(1 = w)Au(t) + Vp(t) = F(t) — Reu'(t)
divu=0 emQ (3.6)

u(t)=0 emT.

Como F(t) — Reu/(t) € IL? e T' € C?, a solugdo {u() ()} € H' x L~
Agora, pelo Teorema de regularidade (Prop. 1.2.3 [8]), E IH? p(t) € H!
e existe uma constante Cy = Cy(w, Re, Q) tal que

[u(@)ll2 +[Ip(®)[l < Co [F(t) — Rew'(2)]. (3.7)

Portanto, a aplicagao:
F(t) - Reu'(t) = {u(t), p(t)}

14



é linear e continua de IL? em IH? x H!, e como F — Reu' € L?*(0,T;IL?)
temos que u € L(0,T; IH?) ep € L?(0,T; H'). Ainda mais, de (3.7) podemos
deduzir a estimativa:
lu(®) 2 + @)1 < C (F@F + ' (5))
e, integrando de 0 a T, obtemos que
leliEeo.zmrey + 1Pl s sy < € (IF 20 + 10132000

a qual, junto com (3.5), d4 a estimativa seguinte:

HU”2L2(0,T;H2) + ”p”%Z(O,T;Hl) + HUI“i?(QT) <C (HUOH2 + ||FH%2(QT)) . (3.8)

Agora vamos mostrar que u € L*°(0,T; V). Integremos (3.4) entre 0 e s,
com 0 < s < T, para obter

2Re/ ! (£)|2dt + (1 = w)|jum(s)||2
= (= w)luon® +2 [ (F(O),u, ()t

< (1= w)|uom|f? + /|F |2dt+e/ ! (4)|%dt.

Tomamos ¢ = Re, obtemos

Re [ ufy(t) 7dt + (1 = ) um(5) I < (1 = ) uom> + /|F )[2dt

Mas [|ugm|| < |luol| e entdo a desigualdade anterior implica, em particular,
que
ltm()I2 < C (Jlull® + 1FIZ2q,) Vs € 10,70,

onde C é uma constante que depende de w e Re.
Assim {up} € limitada em L*(0,7;V) e, portanto, u € L*(0,T;V).
Ainda mais, temos a estimativa:

)2 070y < C (ol + IFl22q,)) »

a qual junto com (3.8) nos d4d a estimativa do lema.

15



Resta apenas mostrar que u € C([0,T]; V). Mas, isso é consequéncia do
fato de que u € L?(0,T; D(A)) e v’ € L*(0,T; H) (Ver pag. 23 [3]). |

Num caminho andlogo vamos provar que se os dados sdo mais regulares,
a solugdo obtida é mais regular. Mais precisamente temos o seguinte lema.

Lema 3.2 Suponha I' € C*, F ¢ L[*0,T;HY), F' ¢ L*0,T;H™"),
ug € D(A). Entdo a tnica solu¢do do problema de Stokes (3.1) satisfaz:

u € L*0,T; H*)NC([0,T]; D(4)),
u € L*0,T;V)nc(o,T);H),
p € L*0,T;H?),
e existe uma constante Cy = Cy(Re,w, 1) tal que
”ull%?(o,T;H?»)nLoo(Q,T;D(A)) + ||ul||%2(0,T;V)0L°°(0,T;H) + HPH%Q(O,T;H?)

(3.9)
< Gy (JAuol® + [P 2ao oy + [T 1220001y + IF(0)2) -

Demonstragao: Assim como na demonstracdo do lema anterior vamos
obter estimativas para a solu¢do aproximada u,, e também para a sua deri-
vada com relagdo a ¢, u},. Escolhemos a sequéncia {w;}ien tal que w; € D(A)
para cada 7, tomando, por exemplo, a base espectral. Como ug € D(A),
podemos escolher ug, como a projecdo ortogonal em D(A) de ugy sobre o
espago gerado por {wy, ..., w, }. Primeiro vamos provar que {u,,} é limitada
em L2(0,T;V) N L*®°(0,T; H). Observemos que avaliando (3.4) em ¢t = 0,
temos que

Re [t (0)* + (1 — w)((um(0), 1, (0) ) = (F(0), up, (0))-
Integrando por partes, obtemos
Reuy, (0)]* = (1 — w)(Auom, uj, (0)) + (F(0), up, (0))
e, pela desigualdade de Schwarz,
Re |up, (0)] < (1 - w)|Auom| + [F(0)]. (3.10)

16



Como
| Augm| < Colluom|lz < Colluollz, - (3.11)

resulta {u],(0)} limitada em H.
Agora derivamos a equagdo (3.4) em relagéo a

Re(ul(t), w;) + (1 = 0)((tn(8), w7)) = (F'(t),w;) = 1,00y,

Multiplicamos por g;,,,(t) e adicionamos as equagdes resultantes para j =
1,...,m, para obter

Re (up (), up (1)) + (1 = ) [lupa (O)11* = (F'(2), upy (£))-

Entao

Replat O + 21— )y (I = 20F'(0), (1)

IA

201 ()l - lum D]

IN

1
;HF'(t)IIQH—l + el [, (D]
Tomando € = 1 — w, obtemos que

i li 2 _ ! 2 1 ! 2
Re—un (0)” + (1= ) (0)|* € T IF" (1) -

Agora, integramos de 0 a s, com 0 < s < T, e usamos (3.10),(3.11) para
obter

Relutn (s)[2 + (1= w) [ lut, (0] %ds
1 s
< 1112 1 ! 2
< 7= [ IF @ If-dt + Re |ur, (0)

< C(IF1R a0z + lluolld + [F(O) ) ,

onde C é uma constante que depende de w, Re e Q, portanto {u],} é limitada
em L*(0,T; H) o que implica que u’' € L®(0,T; H) e a estimativa

teoriiny < C (IF 2 0zm-1y + lluoll3 + [FO)) - (3.12)

i
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Ainda mais, se tomamos s = T temos, em particular, '
linliZz o) < C (IF W21y + llwoll3 + [F(0)2) -

Assim, {u],} é limitadaem L?(0,T; V), e, portanto, u' € L2(0,T; V) e satisfaz

1132000y < C (IF1 2202501 + luoll3 + [F(0)?) (3.13)
Para ver que u’ € C([0,T]; H), notemos que v’ satisfaz a equagao

Re(u')' + (1 —w)Au' = F',
a qual pode ser reescrita como
Reu" =F — (1 —w)Au'.

Entao, como o lado direito pertence a L?(0,7; V"), u” também pertence a
L?(0,T;V'"). Agora, como u' € L*(0,T;V) temos que u' € C([0,T]; H) (Ver
3] [8]).

Aplicamos o teorema de regularidade ao problema de Stokes estaciondrio
(3.6). Como F(t) — Reu'(t) € IH*, a solugo {u(t),p(t)} € H® x H? e existe
uma constante Cy = Cp(w, Re, Q) tal que

lu(@lls + llp®)[l2 < Co (IF(¢) — Reu'(D)]1) (3.14)
assim, a aplicagao
F(t) - Reu'(t) — {u(t), p(t)}
é linear e continua de IH! em IH® x H? e como F — Reu' € L?(0,T;IH"),
concluimos que u € L%(0,T; IH?) e p € L?(0,T; H?).
Ainda mais, de (3.14) deduzimos a estimativa

@)1} + lp@)13 < C (IFOIF + 1w @)113)
Integrando este dltimo resultado no tempo, de 0 a T', obtemos
”U||2L2(0,T;H3) + Hp“%?(O,T;HQ) <C (HFH?m(o,T;Hl) + ”uleLz(O,T;V)) .
Considerando agora (3.12) e (3.13), podemos deduzir que

“u“%ﬁ(o,T;H?’) + IIP‘IQL"’(O,T;H?) + ”u’H%z(o,T;V)an(o,T;H)
(3.15)

< C (|]F||2L2(0,T;H1) + ”F’“2L2(0,T;H—1) + {uoll5 + IF(O)F) .
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Agora, como u € L*(0,T; IH%) e u' € L?(0,T;V) C L?(0,T; IH=3) temos
que u € C([0,T); D(A)). Além disso, como u satisfaz a equagdo

Reu'(t) + (1 — w)Au(t) = F(t)

entao
(1 - w)Au(t) = F(t) — Reu'(t)

e, tomando a norma-IL? ao quadrado, temos que
[Aut)* < C(IF@)P +1w'@)P)
< C(IFIZ= iz + e Eeorm) -

Mas, como H} C L? C H™!, concluimos que

d

d—tlF(t)I2 =2(F'(t), F(t)) < C (IIF' )31 + IFOI3)
e, entdo, integrando de 0 a ¢, obtemos

F@) < C(IFO)F + IF 01 + IF 20 o) -
Usando esta desigualdade e (3.12), concluimos que

||U||2Loc(o,T;D(A)) <C <|F(0)[2 + Jluoll3 + ||FI||2L2(0,T;H—1) + “FH%'Z(O,T;H1)> ;

onde C ¢ uma constante que depende de w, Re e ). Esta desigualdade junto
a (3.16) dé a estimativa (3.9). ]

Agora vamos estudar o problema linearizado associado & equagao cons-
titutiva (2.12) para 7. Vamos mostrar a existéncia e a unicidade de uma
solucdo regular 7 do seguinte problema:

{ Wel{r'+(a- V)7 +¢(r,Va)} + 7 = 2w D[i]
(3.16)

7(0) = 7o,

onde % é uma velocidade dada.
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Lema 3.3 Suponha T’ € C', 5 € H?, 4 € LY(0,T;IH® N D(A)). Entao o
problema (8.16) admite uma dnica solugio 7 € C([0,T]; IH?) e eziste uma
constante Cy = Co(€2, g) tal que

2w
Co We

Além disso, se @ € C([0,T); D(A)), entdo 7' € C([0,T); IH') e satisfaz

[Ea P— (H'rng + ) exp (Collillporms) . (317)

1
TI oo . < C < U oo . )
7'l orHYy S G ||z (0,T;D(A)) + ColVe

(3.18)
) exp (CoHﬂHLl(o,T;Hs)) :

2w
(Il + =577
Demonstragdo: A existéncia da unica solugdo do problema (3.16) segue
da aplicagdo do método das caracteristicas reescrevendo a equacao em (3.16)
como
We{r'+ (& -V)r} =2wD[u] - Weg(r,Va) — 7.

Para obter a estimativa (3.17) vamos escrever uma desigualdade diferen-
cial satisfeita por ||7|]2. Tomamos produto interno em IL? da equagdao em
(3.16) com 7,

We{(r',7)+ ({(a-V)r,7)+ (9(r,Va), ")} + (r,7) = 2w (D[a], 7); (3.19)

aplicamos o operador V = (0;,0;) se n = 2 ou V = (0y,0,,03) se n = 3,
onde §; denota a derivada parcial com relagdo a z;, & equagdo em (3.16),

We{Vr' +V(a-V)r+Vg(r,Vi)} + Vr = 2wV D[a].
Tomamos agora o produto interno em IL? desta equacdo com V7 para obter

We{(V7', V1) + (V(@- V)71, V7) + (Vg(r,Va),VT7)}
(3.20)
+(V7, V1) =2w(VD[a),VrT).

Finalmente, aplicamos o operador D? = 81-2]., o qual denota a derivada segunda

com relagdo a z; e z;, a equacdo em (3.16), obtendo

We{D?r' + D*(@- V)7 + Dg(r, Vit)} + D*r = 2w D*DJil,
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e tomamos o seu produto interno em IL? com D?7. Temos, entdo,

We{(D*', D7) + (D*(a- V)7, D*) + (D%(r,Va), D7)}

(3.21)
+(D*r, D*r) = 2w (D*D[d}, D*r).
Adicionando as equagdes (3.19),(3.20) e (3.21) obtemos
We((r, )2+ 7} = 2w ((Dld], 7)),
(3.22)
- We {((Q(T, V'&), T))Q + ((ﬂ ' V)T, T))2} .
Observemos que, se u € V, entdo
(B(u,7),7) = ((u- V)r,7) =0, (3.23)
pois,
i or;
((u-V)1r,7) = Z; /u]8 k/zkdx
n 2
= Tik
N Zk: / ]8x]<2>dx
1 ¢ 8uj 24
5.2 b
= ——-;- kz / div u 7hdz = 0.

Notemos também que

(V(a-V)r,Vr)

(B(Va, 1), V1) + (B(a, V1), VT)

= (B(V1,7),Vr) (por (3.23))
e que
(D*(@- V), D?r) = (B(D?a, 1), D?7) + (B(9;a, 0;7), D?*7)

+(B(aﬂj ajT), DQT) + (B(ﬂ, DQT), D2T)

= (B(D%,7), D*r) + 2(B(0;d, 0;7), 0::7)

b l]

21



onde indices repetidos se somam. Com estas observagoes, a equagao (3.22)
pode ser escrita como

1d

2dt (We Iz ) + 7115 = 2w ((D[a], 7))z

— We{(B(Vi, ), V1) + (B(D?*@, 1), D7) (3.24)

+ 2(B(0st, 0;7),057) + ((g(7, V), )2}

) ZJ

Vamos estimar agora os termos do lado direito de (3.24).
O primeiro deles fornece

((Dla], 7))z < [|D[allz [I7ll2 < llalls lI7{l2- (3.25)
Agora estimamos o termo seguinte usando a imersao de Sobolev H? < C(f2),

|(B(VQ7T)’V7)| < l(VﬁV)THVTI

< GollVillpe |I7]| V7]
(3.26)
< GollVallili3
< Collallsir]l3-
Analogamente estimamos o termo
|(B(0ia, 0;7), 057)| < [8iti- V)07 [0%7]
< Collyitl|Le |07 (11057 (3.27)

< Collallsl|7ll3-

Usando a desigualdade de Holder e as imersées de Sobolev W22 — Whi e
W32 — W24 estimamos agora

A

= . om -
/ZDQUJ' kD27'ikdl' S COI|D2u“L4HVTikHL“IDZTikI
Q= 82:]-

IN

Collals lIll3.
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Portanto,
|(B(Da, ), D*r)| < Collalls |I71l3; - (3.28)

e, finalmente, com os mesmos argumentos anteriores, limitamos a forma bi-
linear g por

lg(r, Va)ll2 < Co llals [|7l2-

O termo restante fornece
((g(7, V@), )2 < llg(r, Va) ||z fi7ll2 < Collalls lI7]l3- (3.29)

Com as estimativas (3.25)-(3.29), deduzimos de (3.24) a seguinte desigual-
dade

Q..lQ‘

- (WellrI3) + 1713 < 2w allslirllz + Co Welals |17]3

[N

(3.30)
Calills (S 7l + We 7).

onde Cy depende de Q e de g. Por um lado, de (3.30) temos, em particular,

351718 < ol (ol + 1) - (3.31)

Por outro lado,

22 (I + ) = il + 9ol
2 dt 2T CoW 2dt" "2 C’W62||T|| a2

e, entdo, usando (3.31), temos

2dt<“ I + C )

< Gl (g

el + 171 + (i) + il
e+l + (COWe CotVe ! 12

Assim, vem

d 2w \? 2w \?
— < 7 3.32
% (il + z) < Colills (Irlla+ )+ (332

N} =
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a qual é uma desigualdade diferencial satisfeita por

0 = (Tl + o)

com condigdo inicial

2 2
2(0) = (Il + ) -

Dividimos por z em (3.32), integramos de 0 a ¢, com ¢ < T, e obtemos

In2(6) /2 — In 2(0) /2 < /Ot Colli(s)|]sds

entao .
2(0)2:0) 2 < exp ([ Colla(s)lads)
0
de onde deduzimos que

2w

< 2w " colla 3
IO+ i < (Il + o) eso ([ Callolaas). 632

o que implica que 7 € L*®(0,T; IH?) e a estimativa (3.17).

Para provar que 7 é continua com valores em IH?, vamos usar a férmula de
representacdo dada pelo método das caracteristicas. Notemos que a solugao
U da seguinte equacao diferencial ordindria,

%U(t, s;x) = 4(t, U(t, s;2)) em Qr

U(s,s;2) =z em Q)
pertence a C([0,T] x [0,T]; [H?). Consequentemente, a féormula de repre-
sentacao
t 1
7(t,z) = 70(U(0, t; z)) + L T (2w D[a] — 7 — Weg(r,Va)) (s,U(s,t;z))ds

mostra que 7 € C([0, T]; IH?), usando a Regra de Leibnitz e o fato de que a
composicio de uma fung¢do de L? com uma fungao continua é continua.
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Suponhamos agora que @ € C([0,7T]; D(A)). Da equagdo (3.16), pomos
em evidéncia 7/, '

/

r 2w D[] - 7) ~ (@- V)7 - g(7, V1),

= e
o que nos diz que 7' € C([0,T]; IH') pois, tomando norma-IH! na equacao,
' 1 . . -
17l < 575 Cw|D[alh + lI7ll) + (@ V)rlh + lg(r, V@)l (3.34)
Mas,

[(@-V)r] < Gollalize|7l]

< Gollallz [I7ll2

e, usando a desigualdade de Hélder e a imersdo de Sobolev W22 s Whi,
estimamos

2 2
n - aTik n - ank
Vii—| < C |V, dz
;Z:; 79z, 0;/9 oz
I 87"k 2
< G Vi, |2 -
> ojz::l” J||L4 axj L

AN

Collaliz fill3-
Assim,

IV(@-V)r] < |[(Va-V)7|+|@-V)Vr|
< Gollflz firll2 + 1@l IV 7|

< Golalla liril2,

e, portanto,
(@ - V)7l < Coljallz li7]l2- (3.35)
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Analogamente estimamos

lg(r, Va)lly < Collallzl|7 |2

Com estas estimativas, limitamos o lado direito de (3.34),

2w 1 -
17l < rllal+ ellT“2+Co[|U||2 lI7Hl2
< - l C 2w
< ll2]]2 + e “T| 2+ Colltfl2 [I7ll2 + =57 A
= G (”““2 * ) kCOWe * “T”2>
< &l + o) (e + i)
> 0 { [[U}|L=>(0,T;D(A)) ColVe .

Agora, usamos (3.33) e obtemos

T
171 < Co (Walemomouy + 755 (Il + ) 50 ( Collits) s )

a qual, junto com a expressao para 7', implica que 7' € C([0,T]; [H') e a
estimativa (3.18). ]

Agora estamos em condigées de provar que o problema (2.10)-(2.13) ad-
mite pelo menos uma solugdo definida num intervalo de tempo pequeno.

Teorema 3.4 (Existéncia local de uma solugéao regular) Suponha

T ec® felf(R;HY), ' € LL(Ry;H™), uo € D(A), 70 € H”.
Entao ezzste um T* > 0,

L*(0,T*; IH*) N C([0,T*]; D(A)), com

L*(0, T V)NC([0,T*); H),

L*(0,T*; H?), (p é a pressdo associada), e

C([0,T*]; H?), com

c((o, 77}, H'),

.9 ow Sl e
m m M MMM

tal que (u,p,7) € uma solugdo do Problema (2.10)-(2.13) em Qr-.
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Demonstragao: Para 7' > 0, B; > 0 e B, > 0, definimos o segmnte
conjunto:

Rr = {(&,7): @€ L*0,T;H’)nC([0,T); D(4)),
@ € [2(0,T; V) n C((0,T); H),
# € L®(0,T; H2), # € L™(0,T; HY), (0) = ug, 7(0) = 7o,
”u“m ormnresroe) T N8 20rvnreorm < B

Tl Leo,rsm2) < Br, |7 |lLeeo,mmty < Ba}

Observemos que se B; for suficientemente grande, entdao Ry # 0,VT > 0.
De fato, seja u* a solugdo do seguinte problema de Stokes:

u* () €V, ae. €Ry,
Reu* + (1 —w)du*=0 ae. € R,,
u*(0) = ug.

Pelo Lema 3.2, existe uma constante C3 = C3(w, Re, 2) tal que
* * 2
l|lu II%Z(O,T;H:’)an(O,T;D(A)) + Jlu ,H%?(O,T;V)ﬁL"O(O,T;H) < Cs | Augl*.
Entéo, se escolhermos
By > max{C'3 |AUO‘2, ”7‘0”2}, (336)

temos que (u*,79) € Rr, para todo T > 0. Portanto, devemos considerar B,
satisfazendo (3.36).
Consideremos agora a seguinte aplicacdo:

¢: Ry — Xpr=C([0,T);V)xC(0,T]; H")
(@,7) — (u,7),

onde u é a 1nica solu¢do do problema (3.1) com
F = —-ReB(a,2) + PV -7+ Pf

e T é a inica solugdo do problema (3.16). Notemos que pelos Lemas 3.2e 3.3 a
aplicacdo ¢ estd bem definida ja que F € L2(0,T; IH') e F' € L*(0,T; IH™").
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Claramente um ponto fixo de ¢ é solu¢ao do problema (2.10)-(2.13). Para
provar a existéncia de um ponto fixo usaremos o Teorema de Ponto Fixo de
Schauder.

O primeiro fato que provaremos é que existe um 7™ suficientemente pe-
queno tal que ¢(Rr-) € Rp«. A seguir, que Ry é um conjunto convexo,
fechado e compacto e, finalmente, que a aplicacdo ¢ é continua para a topo-
logia de X7p-.

Usaremos as estimativas dadas pelos Lemas 3.2 e 3.3 para u, v/, 7 e 7/,
portanto estimaremos as normas ||F|| 27,1y, [|F'|lz200,730-1) € |F(0)]. No-
temos que se (4, 7) € Rr-, entdo

IFOIT < (IRe B(@(), a@)lh + 1PV - (@)l + IPE®)]L)’

< 3Re?||B(u(t), a())|F + 3[IV - 71T + 3£ @I
Do mesmo modo que estimamos (3.35), podemos estimar
IB(a(t), a)It < (@) - V)ae)li < Colla@l:- (3.37)
Assim,
@I < Ca(fa@)lls +117113) + 3IEIS
< Gy B+ 3,
e, integrando de 0 a 7', obtemos que

1Pl Z200.r,mm) < Ca BIT + 3)Ifl1 22 0.0 (3.38)

Agora vamos estimar ||F'(t)||g-1. Para isso, tomemos v € IH} com ||v|| =
1, e estimemos:

(F'(t),v) = — Re{(B(@(t),a(t)),v) + (B(a(t), @(t)), v}}

+ (PV-7'(t),v) + (Pf'(t),v).
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Usando a desigualdade de Holder e a imersdo de Sobolev H} < L*, o primeiro
termo pode ser estimado como -

(BEOuN < ¥ [ 5075y
< > 1501 2O
ij=1 J lre
< Cyll@ || zooo.rmylla (@) ll2llvll

< Cy B ||| o7, p04))

< CyB;.
Para estimar o termo seguinte, notemos que a forma bilinear B satisfaz, para
uevV
B = 3 [uii
i,j=1
0wl
= —Z/u] UdI*-Z/leU’wz’Uldl
1,5=1 a
= —(B(u,w),v).
Portanto,

[(B(a(t), @' (), v)] = [(B(a(t),v),a'(t))|

i av;
< i;(t)=——ui(t)| dz
_;Awm%w>a
LI 01}1
< ) ||uj(t)||L°° | 1631
ig=1
< Cella@)lle ol | (2)]
< Cylll| Lo o,y 1&] Lo 0,7 1)
< Cy By
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Assim,

(F'(1),0)* < BRE[B(@(2), @(t)), v) + (B((), # (1)), v)[?

IA

+ 3PV -7 (t),v)* + 3|(Pf'(t), v)]?

IN

CiBf + 3|V - 7/ () *|o] + 3[1£' (&) [ 10|
< CiBY + 317 | ooy + BIE(8) 17

< CyB} + 3B + 31/ (t) || 31,
e, integrando de 0 a T, obtemos que
IFN 22 00-1) S Ca BYT +3B3 T + 3| [220,7,1-1) (3.39)
Como F € C([0,T]; IL?), podemos avaliar F em t = 0,
F(0) = —ReB(ug,up) + PV - 79 + P£(0)
e estimar a norma-IL?,
IF(0)* < Culluollz + 3]V - 7of* + 3]£(0) .
Portanto, temos
IF(0)[* < Cy |Auo|* + 3|70} + 3I£(0)[*. (3.40)
Pelo Lema 3.2, obtemos a seguinte estimativa para u e v/,

||U[|i2(o,T;H3)nLoc(o,T;D(A)) + ”uI”%Z(O,T;V)an(O,T;H)

< G (|Au0|2 + ”F”%?(O,T;Hl) + “FI”i?(O,T;H‘l) + |F(O)|2) ,
e, usando (3.38)-(3.40), deduzimos que

“uHiQ(O,T;H3)nL°°(0,T;D(A)) + ”U'H%?(o,T;V)mLoo(o,T;H)
< Co{lAugl® + Ca| Aug|* + 3|£(0)* + 3]|£ 1|7 20,7, m1) (3.41)
+ 3|3 20.y-1) + 3701} -+ (2Ca BY + 3 BT}
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Se escolhermos B; tal que

By > 2Co{|Aucl® + Cyl Augl* + 3I£(0)* + 3[I£l|Z2 (0 a1
(3.42)
+ 3|1 Z20.7m-1) + 3ll7olI3 }

e tomarmos

B,
T < ,
= 2C,(2C4 B2+ 3B))

(3.43)

teremos que
||U||2L2(0,T;H3)nLoo(o,T;D(A)) + ”uI”%2(O,T;V)ﬂL°°(O,T;H)
B 2 2
< 5 + Cy(2Cy B{ + 3 B;)T
< By
Por outro lado, pelo Lema 3.3, temos que

I]THLOO OTH2 (“TO||2 + C I/I/ ) eXp (COH/&HLI(O’T,H?')) ?

e, pela desigualdade de Holder, temos

T
| la@lsdt < TVl
T'?B)2.

IN

Como 0 < w < 1, concluimos que

2
Irllomoram < (Inl+ 2=) e (G T BIY). (@9

agora escolhemos

9
> )
Bize (”“’”2 e We> (349)

e também

T<2

. 3.46
< (3.46)

31



Entdo, de (3.44), obtemos

N

B 2
ITllzeeorim2y) < e—\/-IQexp(COTl/zBll/)
B.

IN

Como @ € C(0,T; D(A)), temos uma estimativa para 7':

171 Lo 0,11

N 1 2w -
< o (lEllsmomom + zys) (Il + 572 ) o2 (Clllomae)

1 2 .
< G (B + 55 ) (Il + ) exp (Collliominn)-

Portanto, se escolhermos

1 2
By > CyeV? (B%/Q + m) <||7'0H2 + m) , (3.47)

considerando (3.46), temos que

B, N
17| oo 0,250y < o3 XP (COHUHL‘(O,T;HB)) < B,.

Por (3.36),(3.42) e (3.45) ¢ suficiente, portanto, escolher

2
B; > max {CglAUol ,e‘/i (“T()”Q + o We> ,

2 Co{|Auo|? + Cyl Auo|* + 3|£(0)|* + 3Hf]|2L2(O,T;H1)

+3|E 21y + 3lImolIF}

e, por (3.43),(3.46), tomar

T < min B 2
mi )
- 20,(2CyB} +3B2)’ C2 B
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Assim, definimos constantes B; e B,, dependendo dos dados, e definimos
um tempo T™ > 0, dependendo de B,, B, e dos dados, tal que ¢(Rr-) C Rr-.

Claramente o conjunto Rp- é convexo, portanto para provar que é fechado
basta provar que é fracamente fechado. Seja (in,7,), € Rr-,n € IN, uma
sequéncia que converge fraco a (@, 7) em Xr-. Queremos ver que (4, 7) € Ryp-.
Como

(@in, 7) € limitada em L*(0,T; IH*) N C([0,T); D(A)) x L=(0,T; IH?) e
(al,,7;) ¢ limitadaem L*(0,T;V)NC([0,T); H) x L>(0,T; H"),

podemos extrair uma subsequéncia (i, , 7»,) tal que

in, — @ fracoem L*(0,T;IH?)
Un, — @ fraco™ em C([0,T]; D(A))
i, — @ fracoem L*(0,T;V)

i, — @ fraco* em C([0,T]; H)
Fo, — T fraco® em L™(0,T;IH?)
Tp, — T fraco® em L*(0,T;H")

assim, (@,7) € Rp-. Mas, (i, 7n,) converge fraco a (4,7) em Xp. entdo
podemos concluir que (@,7) = (@,7), logo (@,7) € Rp-. A prova de que
o conjunto Rp. é compacto segue da aplicagdo do Teorema de Ascoli (Ver
[5]) ou de uma generaliza¢io do Teorema de Aubin-Lions (Ver [7]). Sé falta
mostrar que a aplica¢do ¢ é continua em Xp-. Suponha que (4n,7,) € Ry,
(ana'fn) - ('&,7:) e seja ¢(an77:n) = (UnaTn)- Como ¢(RT') C Rp- e Ry- ¢
compacto, existe uma subsequéncia tal que

(Unys Tny) = (u,7) em Xop»
e, pelo Teorema de Aubin-Lions,
Un, —u forte em L*(0,T;IH?).
Além disso, temos que

ul,  — u' fraco em L*(0,T;V)

s

7. — 7 fraco* em L*(0,T;IH").

g
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Logo, podemos passar ao limite nas equacdes

Rety, + (1 — w)Auy, = —Re Biin, , @n,) + P(V - 7, +£)

We {T,’lk + (Uny * V)T + 9(Trss Vﬁnk)} + Tn, = 2w Dy, ]
e obter no limite,

Reuw' + (1 —w)Au = —Re B(a,u) + P(V -7 +f)

We{r' + (@ V)1 +g(r,Va)} + 7 = 2w D[d],

o que implica que ¢(%, 7) = (u, 7). Como a sequéncia é arbitraria, concluimos
que (un, T,) converge a (u, 7). Portanto, a aplicagao ¢ é continua em Xp- e
tem um ponto fixo, o que é uma solugdo do problema (2.10)-(2.13) em Qr-.

E importante observar que, como u é solu¢do do problema (3.1) satisfaz

u e LX0,T%H%) N C(0, ") D(4)),
u € L*0,T%V)nc(0,T); H),
p € L*(0,T*; H?) (a pressdo associada)

e que, como T € solucdo do problema (3.16), temos

T € C([0,T*]; IH?)
T e C([0,T*); HY).

3.2 Unicidade da solucao

Nesta segao mostraremos que a solugdo obtida no Teorema 3.4 é Unica na
classe de solugGes regulares. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.5 Seja T > 0, o Problema (2.10)-(2.13) admite uma tnica
solugdo (u,7) na classe

L*(0,T; IH*) nC([0,T); D(A)) x C([0, T); H?).

I oy .2
A pressdo p é unica, a menos de uma constante aditiva, no espago L*(0,T; H?).
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Demonstragao: Suponhamos que (uy,p1,71) € (uz,ps, 2) sejam duas
solugdes do problema (2.10)-(2.13) que pertencem & classe especificada no
enunciado do Teorema. Consideremos a diferenca u = uy —ug e 7 =717 — 2.
Vamos obter uma desigualdade de energia satisfeita por u e 7. Para isso, sub-
traimos as equacgdes (2.11) que satisfazem (u;,7;) e (u2, 72) e analogamente
as equagdes (2.12), entdo temos que u e 7 satisfazem

Re{u + B(uj,u) + B(u,u3)} + (1 —w)Au= PV - 7,
We{r" + B(u1, 7) + B(u, ) + g(11, Vu) + g(7, Vo) } + 7 (3.48)
= 2w D[u],
junto com as condicoes iniciais nulas,
u(0) =0, 7(0) = 0.
Tomamos produto escalar de (3.48) em IL? x IL? com (u,7/2w) para obter
Re {(u',u) + (B(u1, u),u) + B(u,uz),u)} + (1 — w)(Au, u)

+2f_j {(r',7) + (B(uy, 7),7) + (B(u,72),7)

(3.49)

+g(n, V), 7) + (9l7, V), 1)} + 5 (r,7)

= (PV - 1,u) + (D[u], 7).

Observemos agora que, assim como a forma bilinear B satisfaz (3.23), a forma
bilinear B satisfaz, para u € V,

(B(u,v),) = 0 (3.50)
pois,
z a’l)i
((u-V)v,v) = g_;l/auja—zjvldx



- 3 [ (%)

z,]l

_ du; 2
N Z/s'zam] vide

z] 1
= ——Z/divuv?dz:O.
25 Ja

Notemos também que

(PV -7,u)+ (Dlu],7) = Z/

z,Jl

0Tij

ud +Z/ ledx

0 que é consequéncia da integracdo por partes. Além disso, usando a pro-
priedade de ortogonalidade (3.23),

(B(U,TQ),T) = (B(u: Ty — T1+ Tl)a T)
= —(B(u,7),7) + (B(u,71),7)
(B(u, 1), 7).

Com estas observagoes, podemos escrever (3.49) como

1d 2 /V 2) 2 1 2
535 (Relul + -2 17) + (1 = ) ulP + ]
(3.51)
We

= —Re(B(u,uy),u) — 5 (B(u, 1) + g(m1, Vu) + g(r, Vug),7) .

Agora, vamos estimar o lado direito de (3.51). Usando a imersao de Sobolev
H? — C(f2), temos que

[(B(u,u2),u)] < |B(u, up)] |u|

IN

(- V)us| [ul
(3.52)

IN

ColIVualze |uf?

IA

Co |luzlls [ul®.
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Analogamente ao anterior, temos
19(7, Vug)| < Co [|uells |7]- (3.53)

Usando a desigualdade de Holder e as imersdes de Sobolev HE — L* e
W22 — W4, estimamos

n P 2 n P 2
Tik 2{9Tik
< C / . d
E J@x] - 0; Qlu]l 0z; o
L Ot |
< CoX il o
;L:jl JIILA al.j L
< Collul® [l
< Collull®lI7ll3,
e, portanto,
1B(u, )| < Collull[Imaf2- (3.54)
Similarmente,
l9(m1, Vu)| < Collull |71]l2- (3.55)
Assim, usando (3.52)-(3.55) em (3.51), temos que
1d 24 2) 2 1o
2 (Relult o+ -2 17) + (1= )l + 51
We
< ReColIUzllslU|2+CO*—||71||2llull lT|+Co—HU2||3 s
We We WeC2
< Collualls (Relul® + 521 ) + Sollull? + 2 Iml Il

C? I/V eWe
< (Collall + L) (Refur + F21rr) + Gl

Chamamos

C2
G = (Colluzns + 70“7'1“%)
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entao

Ql&

; (Relul 5211+ 0 - o) (1= g s ) Hul? +

(3.56)

N =

We
< &, (Re|u|2 + 2—L;|T|2> .

Notemos que ¢, é uma fungdo positiva e também que ¢. € L!(0,7T),
Ve > 0, pois up € L?(0,T;IH®) e 1, € C([0,T); IH?). Agora, escolhemos
e > 0 suficientemente pequeno tal que

1 eWe 50
8w(l —w)
ou seja,
< 8w(l —w)
We

entdo de (3.56) temos que

3 (Belal? + 2 < o (Reluf + g21rP)

e pelo Lema de Gronwall deduzimos que u =0 e 7 = 0 em Qr, e consequen-
temente a pressdo associada & primeira equacio em (3.48) é constante em

Qr. "

Observagdo: A solucdo obtida no Teorema 3.4 pertence a esta classe de
solugdes para T = T*, consequentemente o ponto fixo construido na secao
anterior € tnico.
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Capitulo 4

Solucoes globais

Neste capitulo mostraremos que a unica solugdo obtida nos Teoremas 3.4 e
3.5 estd definida para todo t > 0, se os dados sao suficientemente pequenos.
O ponto crucial é a obtengdo de estimativas a priori da solugdo local, as
quais dardo uma desigualdade diferencial para normas adequadas de u, v/, 7
e 7. Uma consequéncia sera a estabilidade assintoticamente exponencial da
solucao nula quando f = 0.

Também veremos que o problema linearizado em torno da solugdo nula
admite uma tnica solugao global, a qual é uniformemente limitada no tempo,
para dados arbitrarios.

4.1 Estimativas A Prior:

Denotaremos por Cy diferentes constantes dependendo s6 de @ e por Cj,
1 = 1,2, ... constantes dependendo de ) e das formas bilineares B, B e g.
Lembremos que a solucgao local obtida no Teorema 3.4 satisfaz

u € L*0,T";IH*)NC(0,T); D(A))
(4.1)
T € C([0,T*]); H?

juntamente com as equagdes (2.11)-(2.13).
Lembramos que no Capitulo 3, mostramos que ||7||2 satisfaz a desigual-

39



dade diferencial:
) |
o (Wellrl) + 21l < 4wllullsllrlls + 201 We llulls 715, (3.30)

Usando a de81gualdade 2ab < —a + €b? em cada termo do lado direito e
escolhendo ¢ = 2 para o primeiro termo e € = —w para o segundo, obtemos

L (Wellrl) + el < 32 ull3 + G oo o (42)

Agora vamos estimar a ||u||3 via a equagdo (2.11). Da equagdo, temos que
(1 —w)Au = —Re (v + B(u,u)) + P(V -7 +f),
e, tomando a norma-IL? ao quadrado, vem
(1~ w)?Au* < 4(RE*W')* + R?|B(u,w))® + |V - 7> + |f]?) . (4.3)
Aplicamos o operador V a equagido (2.11), obtendo
(1 - w)AVu = —Re (Vu' + VB(u,u)) + P(V(V - 7) + Vi),

e, entdo, tomamos a sua norma-IL? ao quadrado. Obtemos:

(1-w)?|AVu]? < HRe*|VU >+ RV B(u, u) >+ |V(V-7) >+ |VE]?). (4.4)
A partir de (4.3) e (4.4), usando a estimativa (3.37), podemos deduzir que

(-wPlullf < (1= w)?(Jul} +IVull3)

< (1-w)’Co (JAul® + [AVu]?)

< Co(Re|'|[* + 1713 + [£1)} + Re?[|B(w, w)})
< Co(Re?|[u/|* + [|7[13 + I£1]} + CaRe?| Auf*).
Portanto, temos
C ,
lells < =5 (REFIIF + el + IR + Co Reflaul®) . (45)
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Da equagdo (2.11) também vamos deduzir uma estimativa para |Au|, que
serd usada posteriormente. Observemos que, '

| il |5

[l e

1/2

au] 8uJ

al‘i

IN

v]da:

8
81:,

Guj 12 Guj

811Ii

IA

ouy |

o, |vj1

IA

Cy |usl|*

aplicando a desigualdade de Holder com exponentes 6, 4, 12 e 2 e entdo a
imersdo de Sobolev H! — L8, Portanto,

IB(u, w)[? < G Jull* | Aul. (4.6)
Agora, temos

(1 — w)?lAu)® < 4(Re*|u'|* + Re?|B(u, w)|? + |V - 7> + |f]?)

< 1(Re '+ CoRe ull® [Aul + 1713 + I£7)

2
< 4(Re2|u'|2+1m|%+|f|2 2l + ——imu\?),
e, entao,
8 CQR€4
2 < 21 112 2 2 6 i 47
< = (R e+ 67 + S l?) . (07

Usando (4.5) em (4.2), deduzimos que ||7||. satisfaz a seguinte desigual-
dade diferencial:

Edi(wenrng) + (% - 3Co (1 _u_)w)2> I7113

< 3Co<1

(4.8)
I3 -

w \? , We
_w> (Re | + 115 + C Re?laul?) + C1—

41



Somente vamos considerar os valores de w tais que o coeficiente de ||7]|3 seja
positivo; por exemplo, podemos escolher w < wy, onde wy = (1 +'/8Cy) ™!
e, dessa maneira, vale

w \? 1 w \?
(i) <3 (=3) )
N\1—w/ = (2 3¢ 12
Agora, vamos obter desigualdades diferenciais para u, v’ e 7'. Tomemos
produto escalar em H da equagdo (2.11) com Au,

Re (v, Au) + (1 — w)|Au|* = —Re((u - V)u, Au) + (P(V - 7 + f), Au),

integramos por partes o primeiro termo e usamos a desigualdade de Schwarz
no lado direito, para obter

d 2
= (Re[[ul) +2(1 - w) u]

< 2Re|(u- V)ul|Au|+ 2|V - 7| |Au| + 2 |f] |Au|

4Re?
(1-w)

4

(V)

(177 + J£2) + %(1 — )] Aul.

Usamos em (4.6) a desigualdade 2ab < ea? + 0% com € =
a estimativa

, obtendo

4Re? 4Re?

sl Tl < Ca sl
(1 w) 2 4C5 Re* p
——|Aul" + 1—w) — vl

Portanto, u satisfaz a desigualdade diferencial:

d 9 4 9 2 CgRe 6
& Relll?) + - bl < 2 (Il + 67 + S ) 49)

Derivamos a equacdo (2.11) em relacdo a t, e obtemos

Re{u" 4+ B(v,u) + B(u,u)} + (1 —w)Auv' = P(V - 7' + f).
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Tomamos agora o produto escalar em H com u' e usamos a proprledade de
ortogonalidade (3.50). Assim,

1d

S (Relu') + (1 - w)llu|P

(4.10)
= —Re (B(u,u),u) + (PV - 7', u') + (Pf', ).
Agora, derivamos a equacdo (2.12) em relagio a t,
We{r" + B(v/,7) + B(u, ') + g(7', Vu) + g(7, V') } + 7' = 2wD[u],

e tomamos produto escalar em JL? com 5% Usando a propriedade de orto-
gonalidade (3.23), temos

1d (We ,, "a
2dt< ||> wITl

=~ (B 7) + g7, V) + 9(', V), ) + (D) 7)

Como (PV -7, u')+ (D[u’],T’) = 0, adicionando (4.10) e (4.11), obtemos que

1d , Ve e 1, 0
S S (Relu + 5P + (L~ )l + 5l

(4.11)

= —Re(B(u',u),u) + (Pf',u)

We

» — (B, 1) + g(r, Vu') + g(7', Vu), 7).

Agora estimamos os termos quadraticos usando (3.52)-(3.55):

d We 112 112 1 12
o (Be o'+ o—7'[?) + 21 = w) /| + =]

< 2Re|B(, u)| [u'] + 2/l - [l

S (1B + o, Vi) + g, )}
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, 2 l-w :
< 2RO uly + sl e +
2We , ,
Ol 1]+ Ot
< enu||2+c45—e—2|u'|4+ 2 I + (1= )P
- 3 € (1-w) H-!
We? 21 12 We? 4
+C4m”7”2’7[ +C4—|T|
< el 2 s+ (1 = )
= ST (1 -w)" HET

1 o ya . Wer o eWe? We? .
+C4{E <R€ [Ull +—w?—ITI| +'("i——*~—)*2—2[| [IQ 2 |T| .

Assim, paraV e >0

d We 1

~{R 12 o 12> _ 112 T2

= (Re P+ o217 P) + (1= )l + =17
L —— 1 (4.12)
- P l-w) A

1 oy g Wer e We?
+C4{; (Re || +*;2—|Ti4 +a—*w—)2—§l! T3¢

a qual é uma desigualdade diferencial para u' e 7/. Agora vamos juntar
adequadamente as desigualdades diferenciais que temos para u, u', 7 e 7'.

)3
Multipliquemos a desigualdade (4.8) por _é_(Cl(;R_Z)E’ considerando w < wy.
Entao, vem
(1 - w)3 d 2 Co w? 2
— ¢ — (W —_—
6 Cy Re? w? dt( elirllz) + (1 —-w)ZHT”2
(1 -w) 211,112 2 244y, C1(1 = )3We
< g (RE NP+ + Co R JAul*) + = m—rmmlIrls.
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Adicionemos este resultado a desigualdade (4.12), para obter

d , We ,, We(l-uw)
i (Relur+ i+ L=

6 Cy Re?
+a =l + S+ By
< el + e+ S5 G+ S e

1502 T We? e We? O Gl —w)We?
vC {2 (Rt ) + pE g+ SRy

(=) e, (L= w)
S S +

1 2,4, We 4 We? € (1-w)®
sCa{ 2 (Rt s o)+ B2 (e Lol o)

onde a constante C5 < max {C’4, %}
(1-w)?

8C0 Re?
(4.5) da ||u||2, para concluir que

C2(12— w) |Au|4

2
< eflull3 + a _w)llf'H?H—l +

Escolhemos agora € = na desigualdade e usamos a estimativa

d o, Ve o, Well = w)?
G (Rel+ o+ G rlg)
Ha =+ i+ G e

(1-w)
8 Re?

(R || + (|73 + I£]12 + Ca Re?| Aul*)

2 Cy(1 - w) 4
1—w) S

8CoRe* [, ,. Wet .\ We[(1-w) (1-uw)?
+CS{(1—Q))3 (Re |U] + w2 ITI + w2 80{)R62+ w2 Re? ” ”2
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Portanto,

d e We o We(l —w)?
7 (Relul +2w|T| +W” 7|3

3 1 l1-w
s - o+ e+ S e

24 Re?
(4.13)
5(1 —w) 5 2 5
< St I+ 5Ca(1 — )l Ault 4 s e
R62 21,114 We2 114 VV@( ) 4
+C€{(1—w)3 <R€ || +—wg—lT| +_‘E——““|| allk
CU2
onde CG = max {8 Cg C5, 1+ m}
Finalmente, multipli desigualdade (4.9) por =)
malmente, muitiplicamos a esigualaa e( . por 192 ReQ.
d ((1-w? L), 01-w? o _(1-w) CsRe? 6
e Aul? < f ;
& (Seiol?)+ Sotaur < S22 (1ol + 167) gt

e adicionamos a (4.13), para obter

d(Re|u|2 e WAL=y, (e, u?)

dt 6 Cy Re? 192 Re
s we s L s Co e Ol

< it + S0t - ot + 2l + G (1 1)
G 2 (Rt L)+ POy S

De (4.7) estimamos |Au|* como

160 C,
(1-w)p?

S0t -l < 0 (Retlt Il + o+ ).

Re?
o)
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Entao, existe uma constante C; tal que

d ! Ve 112 We( ) 2 ( ) 2
L e R
31 i e L A=) (L=
20w+ L e Sy Gl
L3(1-w) 2 , 160 C,

<5 g M+ a w)llf'lln—x iz )lfl4 (4.14)

R (o, WE L) W - w)?
+a{“_wy(R|1~+w214) i

wi Re?

Re? 6 Re® 12
el + sl + el

para todo w, com 0 < w < wy < 1 onde wy é uma constante que depende s6
do dominio €.

Agora estamos preparados para provar que, se os dados sdo suficiente-
mente pequenos, a solucdo local achada no Teorema 3.4 estd definida para
todo tempo.

4.2 Existéncia global
Observemos que se definimos

TWe We(l - w)?

! 2 ( )
ST @F +

Y(t) = Relu'(t)* + WHT( Mz + 199 e ~——|u(t)||®

entdo, a desigualdade (4.14) pode ser escrita como:
V+AY <a(Y2+Y?+Y®%) +3, (4.15)

onde A > 0 e o > 0sdo constantes dependendo do dominio €2 e dos parametros
w, ReeWe, e # é uma constante dependendo da f. Com adequadas hipéteses
sob Y'(0) e sob a constante 3, a fun¢do Y (t) é limitada para todo ¢ > 0, mais
precisamente:
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Lema 4.1 Seja Y uma fungdo ndo negativa, absolutamente continua, satis-
fazendo a desigualdade (4.15). Eziste um My > 0 tal que, se Y (0) < M < M,
e < %, entdo Y (t) < M para todo t € IR,.

Demonstragio: Suponhamos que existe algum ¢ tal que Y (t) > M e
definamos

t"=inf{t € Ry : Y(t) > M}.

Entdo Y (t*) = M e Y'(t*) > 0, pois Y é continua e Y (0) < M. Da desigual-
dade (4.15) para t*, temos que

Y'(t) < =AY() +a(Y2() + Y3 () +YO(17)) + 3

< M (-% +a(M+ M + MS)) (4.16)

= Mp(M),

onde p(t) = a(t +t* +1°) — % Notemos que existe um dnico My > 0 tal que
p(My) = 0. De fato,

p(O) = —§<O

i = o _/\- i + i ’ > 0
Ploa) = 2a 2« '
Portanto, existe M, € (0, %) tal que p(My) = 0; ainda mais, My é unico,

pois
p(t) =a(l+2t+5¢") > 0 parat >0,

ou seja, p(t) é estritamente crescente. Entao, se M < My, p(M) < 0 e da
desigualdade (4.16), concluimos que Y'(¢*) < 0, o que é uma contradicdo,
assim Y(t) < M Vt € R,. ]

Temos o seguinte Teorema de existéncia da solugao global:
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Teorema 4.2 Seja I' € C3. Eziste uma constante wy, dependendo de Q,
tal que, se 0 < w < wy, € se ug € D(A), 70 € H* f € L®(Ry;H!) e
f' € L®(R,;IH™') sdo suficientemente pequenos, entdo o problema (2.10)-
(2.13) admite uma unica solugdo (u,T) definida para todo t, satisfazendo:
€ Cy(IRy; D(A)) N Li,.(Ry; H?),
€ Cy(Ry; H)N L, (Ry; V),
€ C(Ry; H?),
€ Cy(Ry; Hl) .

Demonstragao: Na secdo anterior vimos que normas especificas da
solucdo local obtida no Teorema 3.4 satisfazem uma desigualdade da forma

(4.15), onde as constantes A e o dependem do dominio 2 e dos pardmetros
w, Re e We, e onde

311 —w) 2 160 C;
8= G5 e Mot o W e s o ey

SIS

\1

!

\]

O Lema 4.1 mostra que existe uma, constante My, dependendo de 2, w, Wee
Retalque,se Y(0) < M < Myef < %{-, entdo Y(t) estd limitada para todo
t € IR,. Notemos que Y (0) < M se ug, 7o e f sdo suficientemente pequenos
nos seus espacgos. Com efeito, temos

We, , . We(l—-w) (1-w)?
7" OF + 56 mar I + o e
e, das equagoes (2.11) e (2.12) para t = 0, temos expressos u'(C) e 7/(0) em
fungao de ug, 79 € £(0) :

Reu'(0) = —ReB(up,up) — (1 — w)Aug+ P(V - 75+ £(0)),

Y(0) = Re|u'(0))* +

HUOHQa

Wer'(0) = —We{B(ug, )+ 9(70, Vo) } — 7o + 2 wD[uy),

o que nos diz que |u'(0)] e |7'(0)| sdo suficientemente pequenos se assim o sao
lluoll2s || 7oll2 € ||f]| Lo (my;m1)- Portanto, das hipéteses do Teorema, concluimos
que

u € L®(R4;V)
v € L®(IRy; H)
7 € L®(R,;IH?
7 € L*®(Ry;IL?



Ainda mais, integrando (4.14) de 0 a T > 0 arbitrério, deduzimos que

u € Li(Ry; D(4))

loc
UI € LIZOC(R_*_;V).
Agora, da desigualdade (4.7) temos que u € L®([Ry; D(A)) e de (4.5) que
u € L} (Ry; IH?); como u' € L} (IRy;V) e V C D(A) C HH?, a fungdo
u € Cy(IR+; D(A)). Da equagdo (2.11),

Reu = —Re B(u,u) — (1 —w)Au+ P(V -7 + 1),

deduzimos que u' € Cy(IR,; H). Observemos que u € L% (IR, ; IH® N D(A)),
entdou € L'(0,T; IH3*ND(A)), VT > 0 e como 7 satisfaz a equacgao (2.12), o
Lema 3.3 junto com 7 € L®(IR; [H?) implica que 7 € Cy(IR, ; [H?). Também
podemos aplicar a segunda parte do Lema 3.3, assim 7/ € C(IR+; H'). Além

disso, a equagdo (2.12) escrita como
Wer' = —~Re{B(u,7) + g(r,Vu)} — 7 + 2wD[u],

implica que 7' € L®(IR,; IH') e portanto 7' € Cy(IR4; IH'); e o Teorema fica
demonstrado. n

Coroldrio 4.3 Suponha as hipdteses do Teorema 4.2 e assuma também que
f = 0. Entdo a solugéo nula (u,7) = (0,0) é estdvel assintoticamente expo-
nencial na norma de V x IH?.

Demonstragdo: Como f = 0, Y (¢) satisfaz a equagdo (4.15) com 3 =10
e como estamos nas hipdteses do Teorema 4.2, a fun¢do Y (t) < M para todo

t > 0, entao

V'+AY < aY?+7Y3+Y®)

= Y a+Y+YH

IN

Y2(a+ M + M*)
= Y%y,
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onde v = (M) > 0. Definamos v = 1/Y e substituamos na desigualdade
V' +AY <~Y?2,
entdo, v satisfaz
vV —Av > —7,

multiplicando por e e logo integrando de 0 a ¢, obtemos

2o (10 -2) 2 o0 )

portanto se v(0) > 1, ou equivalentemente Y (0) < %,

e~ Y (0)
MO N0

para todo ¢ > 0, com o que fica provado o resultado. n

4.3 Problema Linearizado

Consideremos o problema linearizado em torno do (0,0) :
Rev' — (1 -w)Au=V-7+F em Qx R,, (4.17)
Wer'+7=2wDu]+G emQx Ry, (4.18)
divu=0 em Qx Ry, (4.19)
v=0 em I xR,, (4.20)
u(0) =ug, 7(0)=7 emQ, (4.21)

onde F ¢ um vetor dado e G ¢ um tensor simétrico dado.
Vamos mostrar que o problema (4.17)-(4.21) tem uma dnica solugéo.

Lema 4.4 Suponha ' € CL, F € L®(Ry;H™Y),G € L*(R,; L%,
ug € H, 7o € IL*. Entdo o problema (4.17) -(4.21) admite uma unica solugdo
(u,7) tal que

u € Lh(Ru:V)NC(Ry: H),

T € G(R,;IL%.

A pressdo associada p € Unica a menos de uma constante aditiva no espago
2 T2
Lloc(lR-i-’ L )
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Demonstragao: Para provar a existéncia da solucdo usaremos o método
de Galerkin. Definimos a soluc¢éo aproximada como: '

m
Uy = }: Gim (t)w;

Tm = thm gl’
Re (up,, w;) + (1 = w)((um, wj)) = (V- mm + Fw;) j=1,...,m
We(r,,&) + (Tmy &) = QwDun] + G, &) j=1,...,m (4.22)

Um(0) = ugp, Tm(0) = Tom -

Aqui {w;}ien €V é uma sequéncia de elementos linearmente independente
que é total em V. O dado inicial ug,, pode ser escolhido como a projecao em
H de ug sobre o subespago gerado por {wy, ..., wy, }. Analogamente, {& }ien C
IL? ¢ uma sequéncia de elementos linearmente independente que é total em
IL? e To,, pode ser escolhido como a projecdo em IL? de 7y sobre o subespago
gerado por {&),...,&n}. As fungdes gi, e hyy, sdo fungdes escalares a serem
determinadas em IR, e (4.22) é um sistema linear para essas fungdes. De
fato, de (4.22) temos que

m

Re} (wi,wj)gim(t) + (1-w)

=1 i

ANgE

((ws, wy)) gim (2)

m

= SV & w)him(t) + F@),w;) j=1,.m

i=1
Wey (£, &)hin(t) + qué]
=1 =1
= Y (Dlw), &)gim(®) + (G(1),&) §=1,.m
=1

como {wi, ..., wn,} sdo linearmente independentes e {&1, ..., &} também, as
matrizes com elementos (w;, w;) e (&, ¢;) sdo ndo singulares, entdao podemos
reduzir o sistema a um sistema linear com coeficientes constantes:
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=1

B ( Zaw jm(t Z i3 Gim (t

‘l] (G

Gim () + D i gim(t) + i Bijhim(t) = Z cij(F
= =
2

para i = 1,...,m e onde ayj;, B, ¢;j, aij, bi; e di; estdo em IR e as condigbes
iniciais sao equivalentes a:

gim(0) = i-ésima componente de gy,
him(0) = i-ésima componente de 7oy, -

O sistema admite uma unica solucéo g;,, e him definida em todo IR,. Agora
vamos obter uma estimativa para {u,} e {7}, independente de m. Mul-
tiplicamos a primeira equacdo em (4.22) por g;, e a segunda equagdo por
hjm/2w e somamos para j = 1,...,m. Adicionando as duas equagbes resul-
tantes e estimando o lado direito, obtemos

1
_ITm|2
w

d 2 We 2
& (Reltnl? + 5 17nl?) +2(1 = w)un? +

2
- F m P y Im
2(F,u )‘I-Qw(GT)

IA

2
2|[F -2 umll + 551G 7l

1

1 1
< _ m 2 2 . |7 2 o G‘ 2,
< (vl + o Els + gl + 551G
assim, temos que
d s We 5 1 9
= (Reluml? + 551t ) + (1= ) Jum? + 5517

(4.23)

1 1
= (1-w) ¥ HL°° (Ry;HTY) + ”G||Loo(R+ L2)

Integrandode 0 a T > 0, podemos concluir que {u,,} é limitadaem L? (IR1; V)
e {7} é limitada em L2 (IR,;IL?). Usando a desigualdade de Poincaré em
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(4.23), obtemos que

d We

= (Relunl? + -5 rl) + Co Relumf? + 5 —17ul?)
< ——1 Fl? 1 2

= (1 _ w) “ ”L°°(R+;H‘1) + -Q_w”G“L“’(R.HL?)’

onde Cj é uma constante. Multiplicamos por e“°? e integramos de 0 a ¢, para
obter

We
Relun(t)|* + 2—|Tm( t)[*

4%
< e Oot (Re|u P2 +2—e|70m| )

1 — g Cot 1 1
F 200 . - -~
+ s <(1 — w)“ | 2o (Rysm-1) 5w

Como |ugm| < |uol € |Tom| < |7ol, resulta que {uy,} é limitada em L*(R,; H)
e {7} em L*(IRy; IL?). Portanto, existem

nGn%w(m;m) .

u € LE(Ry;V)NL¥(Ry; H),
T € Lloc(IR+;lL2)mLoo(R+;E2)

e uma subsequéncia (Um,, Tm,) tal que

(umk,ka) — (u,7) fraco em L,oc(ﬂ{+; V) x 1;12()6(1[%+;EQ)7

(umkaka) — (u, T) fraco* em LOO(R+, H) X LOC(B+, LQ)

Passando ao limite em (4.22), obtemos

Re%(u,v) +(1-w)(u,v)) = (V-74+F,v)

ve%(7,5)+(r,g) — (QwDlu]+G,¢)

no sentido das distribugdes, para todo v combinagdo linear finita dos w; e
para todo £ combinagdo linear finita dos &; e portanto para todo v € V' e
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para todo & € IL%. Facilmente se prova que u(0) = up e 7(0) = 7. Ainda
mais, a desigualdade (4.23) é satisfeita pela soluc¢do (u,7)

d , We s 1 5
7 (Relul? + 5517P) + (1 = w)ulP + I

(4.24)

1 9 1 \
S (1 _ L()) ”F”LOO(R_*_;H—l) + EHG”L“’(R+;L2) .

Agora escrevemnos a equagdo (4.17) como
Reu' =(1-w)Au+V - -7+F,
e tomamos produto escalar con v € V, obtendo
Re(u',v) = (1 — w){Au,v) + (V - 1,v) + (F, v).
Ou seja,

Re%(u,v) ={(1-w)dAu+V-7+F,v),

e, portanto, u' € L (IRy;V'). Como u € L} (IRy; V)N L>®(IRy; H), temos
que u € Cy(IR4; H). Integrando (4.18) de 0 a t > 0, obtemos

t
Wer(t) =Wer +/ (2wDlu(s)] + G(s) — 7(s)) ds,
0
o que nos diz que 7 é continua com valores em IL?, mas 7 é limitada com
valores em IL? entdo 7 € Cy(IR,; IL?).
Somente falta provar a unicidade da solugdo. Suponha que (uj,71) e

(ua, T2) sdo duas solugdes do problema (4.17)-(4.21). Entdo u = u; —ug e
T = T — Ty satisfazem o seguinte problema:

Rev' - (1 —w)Au=V -7,
{ (4.25)

Wer' +7=2wD[u],

com condicoes iniciais
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Portanto, u e 7 satisfazem a desigualdade (4.24) com F = G =0,

d ,  We s 1,
i _ —Ir? <o.
% (Relul? + S21r2) + (1= w)lullP+ 517 < 0

Agora, usando a desigualdade de Poincaré temos que

c;lt (Re[ |+ ITI ) + Cy (Re]ul2 + ?/—5|712> <0,

onde Cy é uma constante; multiplicamos por e°! e integramos de 0 a t,

obtendo W
eCot (Re[ul2 + —e|'r|2) <0
2w

Assim, |u| =0 e |7| = 0 e, portanto, u; = uy, 71 = 75 € a pressdo associada a
primeira equagao em (4.25) é constante. ]

Agora vamos provar regularidade da solucao do problema (4.17)-(4.21).

Proposigdo 4.5 Seja I' € C3 F € L®(IRy;HY), F € L*(Ry;H™?,
G € L®(Ry;HH?), G' € L®(IRy; IL?), uy € D(A), 70 € IH?. Entdo a inica
solugdo do problema (4.17)-(4.21) satisfaz:

u € Cy(Ry; D(AY) N IA(IRe; ),
u' € Cy(Ry; H)N L, (Ry; V)

7 € Cy(Ry;H?),

v € C(Ry;IL?)

Demonstragdo: Primeiro provaremos que v’ € Cy(IR.; H)NLE (IRy; V)
e que 7' € Cp(IR,; IL?), logo que PV -7 € Cy(IRy; V) para usar o Teorema de
regularidade para problemas elipticos na equagdo (4.17) e obter mais regulari-
dade para u. Finalmente da equagédo (4.18) deduziremos que 7 € Cy([Ry; IH?).

Como u'(0) € H, 7'(0) € IL? e u' e 7' satisfazem as equagbes (4.17)-
(4.18) com F’ e G’ como dados, podemos aplicar o Lema 4.4 a u' e 7'.
Entdo v’ € Co(IR4; H)N L (IRy; V) e 7' € Cy(IR.; IL?). Ainda mais, temos
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a seguinte desigualdade de energia para u' e 7' :

% (Relw'P + 277) + (1 - )l + o
(4.26)
| NI B e T
= (1 _w) (R )T 9w (R4;L?)

Se escrevemos a desigualdade (4.26) como,
d e, We 9
o (Re|u| +%|TI) + (1—-w-—

1 "2 \ 112
< mHF 2o (rpsm-1) + 5 NG o rysr2) 5

i 112 _6_/2 _}_12
O+ 5l P+ 1

onde A; é o primeiro autovalor do operador de Stokes, usando a desigualdade
de Poincaré para estimar o lado esquerdo, deduzimos que

G (ReW P4 52 E) 4 (== P 4+ (Reful? + 50 1P)

dt 2w
(4.27)

1 12 1 2
< MHF oo (Rym-1) + EHG |00 (Ry;L2) 5

onde o = min {72‘2 ‘—‘1,—8} . Considerando € tal que 0 < € < A; (1 — w), multi-

plicamos (4.27) por e*! e integramos de 0 a t,

et (Re|u'(t)]2 + %IT'(t)F) + (1 —w— il) /Ot e*s||u(s)||*ds

< (Relu'(O)|2 + g/—le/(O)P)

l < 1 ”F,HLOO R H 1 I “GI”LCO 12_{_ L2

(Relu'(t)|2 + %17'@”2) + (1 W /\i1> /0 * eals=0]1/(5) Pds
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< et (Rl O + 57 O)) )
1 _ e——at 1 1 )
* o ((1 - w) “FIH%M(RHH‘I) + EHG/HL“’(RHL?)) .

Apliquemos o operador V- & equagéo (4.18):
WeV-7"+V-1=2wV-Du]+V-G.
Notando que V - D[u] = ZAu, temos entdo que
wAu=WeV-7"+V.7-V- G
Substituimos este resultado na equagéo (4.17), obtemos

(1-w)
w

Reu' — (WeV-7"+V-71-V-G)=V-7+F,

a qual, apés projetamos sobre H, fornece
wReu — (1 -w)P(WeV-7"+V-71-V-G)=wP(V-7+F).
Reescrevemos agora esta equa¢do como,

(1-w)WePV-7"+PV-1=wReu + P(~wF + (1 —w)V-G), (4.29)

t
e a multipliquemos por eT-=17"¢ ¢ integremos de 0 a t. Obtemos

1
(1—-w)We
assim,

_—t w Re L S

PV - 1(t) = PV - mpe” T=7e 4 (T:m/o eT=oWey'(s)ds

(4.30)
]_ t s—t

—_ T=oWe P(—wF 1-w)V-G(s))ds,

b ATy ST PR (s) + (1= @)V - Gls))ds
o que implica que PV -7 € C(IR,;V). Para ver que PV - 7 é limitada com

valores em V, notemos que

s—t _als—t) a(s—t)

t s—t t
/emnu'(s)nds = /e(l‘w)We e 7 |u'(s)llds
0 0

t 1/2 , 2
( / e"“s‘”llu’(s)IIst) ( / e“‘“(m‘“)czs>
0 0
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pela desigualdade de Schwarz, e onde « é o mesmo que em (4.28). Portanto,

escolhendo € < (1—_2;13)‘;75, temos que a < (T—”ﬁ e, assim,
¢ o
/O T ||/ (s)[ds < C Vit >0, (4.31)

onde C é uma constante positiva adequada. Agora, tomando a norma-IH;
em (4.30), vem

et Re t st ,
1PV -71(@)| < ||PV - mlle” T=ewe +m/o eT==17e [u'(s)||ds
1 t s—t
+ m/o e{l-w)We ]|wPF($) + (1 — w)V . G(s))llds
w Re 1
< —_— E— ) X T 2
< ol + s + T give (I limmiom

+ (1= )Gl } [ el
Assim, PV -7 € Cy([R4; V).
Escrevemos agora a equacdo (4.17) como
(1-w)Au=P(V-7+F) — Ret,

e observemos que, pelo provado anteriormente, o lado direito pertence a
L2 (IRy;V)YNCy(IRy; H). Aplicamos entdo o Teorema de Regularidade para

loc
Problemas Elipticos, para concluir que

u € Li,o(Ry; H*) N Cy(IRy; D(A)).
Além disso, tomando norma-IH! ao quadrado na equagdo, obtemos

lull; < CillAu|

< CL(IPY - 7By + IF ey + 1W112)
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a qual, multiplicada por e**~% com o o mesmo de (4.28), e integrada de 0
a t, fornece

t t
L e M@ < Cu(1PY - iy + IF ey iam) [ e 0ds
t
+ /0 €260 |1/ (5)||2ds (4.32)

< C; Vi>0.

Finalmente, multiplicamos a equagdo (4.18) por ; eWe e integramos de
0 a t, obtendo

2w ft st 1 b et
T(t) = Toe” e + Wé/ eWe D{u(s)]ds + m/o ewe G(s)ds,

o que implica que 7 € C(IR.; IH?). Tomando a norma-IH? ao quadrado desta
expressao obtem-se

2(s t)

1@ < (Il + [ €% fluts)1ds

2(s—t)

Gl s [ € ds)

< (Cy Vt>0,

onde usamos (4.32). Portanto 7 € L*®(IR,; IH?), com o que fica provada a
proposicao. n
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Capitulo 5

Solucoes Peridédicas

O objetivo principal neste capitulo é provar a estabilidade de solugdes peque-
nas do problema (2.10)-(2.13). Isto, juntamente com o Teorema de existéncia
de solucoes globais, fornecerd a existéncia de solu¢oes T-periddicas quando
a forga externa for T-periddica. Seguiremos a abordagem que Valli utilizou
para a analise das equagoes de Navier-Stokes compressiveis ([9] [10]).

Teorema 5.1 Seja w como no Teorema 4.2 e sejam uy € D(A), 7¢ € H?,
i = 1,2,f € L¥(Ry; HY), f' € L®(R,;IH™') suficientemente pequenos.
Entdo as correspondientes solu¢des (u',7),1 = 1,2 do problema (2.10)-
(2.13) satisfazem

ul(t) — ()] + |7 () — P2OF < C (lug =3P + |5 — L) e (5.1)
para todo t > 0 e para algum € > 0.

Demonstragao: Definamos
§ = max{lluglle, I7ollz, fll(ryibry, I lLecrisr-n} -
Podemos escolher § satisfazendo a condi¢do do Teorema 4.2. E importante

observar que no Teorema 4.2 vimos que certas normas solugdo estao limitadas
. . ; ;! ; ;!
por este 6, mais precisamente as normas ||u*||, |[u* |, ||}z e |7*].
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Sejam u = u! —u?, 7 =71 — 12 e p = p! — p?, entdo (u,,p) satifazem

Rev' — (1 —-w)Au+Vp = V-7+F, (5.2)
Wer'+7 = 2wD[u]+G, (5.3)
onde
F = —ReB(u',u')+ ReB(u?u?),

G = We{-B(u!, ")+ B(u?7?) — g(r*, Vu') + g(7%, Vi?)}.
Tomamos produto escalar em IL? de (5.2) com 2w u e de (5.3) com 7,
2wRe (v, u) + 2w(l —w)||lu)* = 2w(V-7+F,u)
(5.4)
We(r',7)+ |7 = 2w(Du],7)+ (G, 7).
Notemos que usando a propriedade de ortogonalidade (3.50) temos que

(F,u) = Re{—(B(u!,u!),u)+ (B(u?u?),u)}
= Re{~(B(u,u'),u) — (B(u* u),u)}

= —Re(B(u,u'),u).
Usando a outra propriedade de ortogonalidade (3.23), vem

(G,7) = —-We{(B(u',7") -~ B(u? %) + g(r!, Vul) — g(r*, Vu?), 1)}
= —We{(B(', 1)+ B(u, %) + g(r, Vu') + g(7, Vu),7)}

= —We {(B(U, 7-2)7 T) + (g(T’ Vul) + g(TQ’ VU), T)} :
Portanto, de (5.4) temos que
d

We
% (wRelul? + SErR) + 201 = o) ulf + P

(5.5)
= —2w Re(B(u,u'),u) — We {(B(u,72),7) + (9(r, Vu') + g(7*, Vu), 7)} .
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Agora vamos estimar o lado direito. Temos que

[((u- V)u',u)] =

IA

1,7=1

Z Ilujllu P

i,j=1

Z/uJa

J

Cllulize [ve]

< Cllull® flul

< Cluli®s

Assim, tomando ¢ suficientemente pequeno, obtemos

|2w Re(B(u,u'),u

<

)

w(l
2

l|quL4

_.w)
——— Il

O segundo termo pode ser estimado analogamente a (5.6):

[((w- V)%, 7)] =

<

Z/ UJB mda:

C lJullLs

AV

Cllull 7M1z 1|

o qual, tomando ¢ suficientemente pequeno, fornece

[We ((B(

u,7%),7)| <

LIl

Csllulir

2 2 2
C Il + o 7P
w(l —w 1
ALl 1 S
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Estimemos os dois ultimos termos:

(g(r, Vul),7)| < g(r, Val)| 7]
(5.8)
< Ol flutfls.
Agora,
[(9(*, Vu),7)] < g(r%, V)l |7
< Clr*llz lull 7|
< Coflulllr]
< 2 1,112 2
< OOl + I,
o qual, tomando § suficientemente pequeno, fornece que
We (g2, 7y, 1) < =D g 4 Ly (5.9)

Usamos (5.6)-(5.9) em (5.5) para obter

)
% (w Reful? + ”7%2) +

Integramos esta expressao de 0 a ¢t > 0, terminamos com

SOy Lep <P s, (510)

oRelu+ O+ [ (S uolR + i) s

W t
< wRefu(O)P + = OF +C [ () 1 (s) fads,

de onde deduzimos que
W w
wReu(t) + 1T OF < wRe|u(O)F + =1 (O)F

+ 0 [ It 6)ls (w Refuls)l + 1)) ds.

64



Aplicando o Lema de Gronwall, concluimos que

SRefu(t)? + T2 ()

(5.11)

< (wRelu(O) + -”—;f|r(0)|2) exp (0 | t ||u1(s)||3ds> .

Observemos agora que de (4.5) podemos deduzir a seguinte estimativa para
[t f13:

Cllut|lf < Cr o+ Gy (JAu + u¥'|1?)

a qual, integrada de 0 a t > 0, fornece
t t
c?/o lu}(s)|2ds < 015t+02/0 (14 ()P + ' (s)?) ds.  (5.12)
Mas, da integracio de (4.14) temos que

t !
(A4 @) + u()II2) ds < Co 6+ Ca(6? +8* +8° + 52t

e, portanto.

t
C? [l (s)ids < Cro+Ca(d? +64+ 65+ 8%)¢
(5.13)
= n+nt,

onde 1 é pequeno quando ¢ é pequeno. Usando a desigualdade de Schwarz,

t t 1/2
¢ [ I@lds < 672 (c? [[u(s)lds)
< 2214 1)?) (5.14)

< P E+1).
Assim, de (5.11) obtemos que

wReu(t)2 + L r )2 < © (wReIu(O)I2 + WTe

2 IT(0)|2> exp(n'/?t). (5.15)
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Agora, usando a desigualdade de Poincaré em (5.10), podemos deduzir

d . We, ., 2, We
a<wRe|u| +—2~—|r|> + Cy (wReIUI +~—2—17\>

1 2, We
< Cllutll (wRelul® + 1)
a qual, multiplicada por et onde v é um parametro pequeno (y < Cy), se
torna

d W i
pr (e"t (cuRe|u|2 + TeIle)> < C|lut|ls (wRe|u12 + —%Mz) e’t.

Integrando de 0 a £ > 0 esta ultima desigualdade, obtemos

et (wRe\u(t)P + WTﬂT(t)P) < (wRe;u(oW + %ffh(on?)
+ 0 [l (wRelu(s)* + %—e—lr(sn?) e"*ds.

Aplicamos entdo o Lema de Gronwall e logo usamos (5.14), para concluir que

et <wRe|u(t)|2 + W76|7(t)|2>

< (wRelu(@)F + 1 O)F ) exp (€ [ ut()lads)

< C <wRe|u(0)|2 + Ij;—elr(O)P) exp(n'/?t).
Portanto,
wRelu(t)|? + %ﬁr(t)ﬁ <C (wReIu(0)|2 + H;—EIT(O)F) exp (12 = 7))

de onde deduzimos,
P + (@) < C (luO)F + I7(0)F) exp(—et),

com € = (y — 1*/?). Entdo, dado 7 escolhemos 7 suficientemente pequeno e
portanto 4, tal que ¢ seja maior que 0, e assim obtemos a estimativa (5.1). »

Agora vamos provar a existéncia de solugdes periddicas.
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Teorema 5.2 Seja w como no Teorema 4.2. Seja £ € L®°(R.;IHY),
f' € L®°(Ry;IH™Y). Assuma que f € T-periddica e que f e f' sdo suficien-
temente pequenas. Entdo eriste uma solugao T-periddica (u,7) do problema
(2.10)-(2.12) que satisfaz as propiedades de regularidade establecidas no Teo-
rema 4.2. Além disso, (u,T) € estdvel assintoticamente e inica entre as pe-
quenas solugdes T-periddicas.

Demonstragao: A prova est4 baseada na abordagem que Valli ([9] [10])
utilizou para estudar as equagdes de Navier-Stokes compressiveis ou, entdo,
na abordagem que Serrin ([6]) utilizou para estudar as equagdes de Navier-
Stokes incompressiveis.

A ideia da técnica é que se avaliarmos uma certa solugdo em uma se-
quencia de instantes ¢ = n T, pelo resultado de estabilidade teremos uma
sequéncia de Cauchy. Tomando o limite desta sequéncia como o dado ini-
cial, pelo Teorema de existéncia global teremos uma solugdo especial a qual,
usando mais uma vez o resultado de estabilidade, provaremos ser T-periédica.

Sejam (u*,7*) a solugdo do problema (2.10)-(2.13) com dados iniciais
nulos. Definamos

on(z) =u"(nT,x) Yn(z) =71"(nT,z).

Provaremos que (¢n,%,) é uma sequéncia de Cauchy em IL2. Para m,n €
IN, m > n, sejam

<

t,xz) = u({t+(m—-n)T,z)
(tz) = (t+(m—-n)T,2).

I

Como f é T-periédica, (@,7) sdo solugbes do problema (2.10)-(2.13) com
dados iniciais
u((m—-n)T,z) ¢ 7™(m-n)T, 1),

os quais satisfazem as condigdes do Teorema 4.2, pois por (4.7), a [[u*||2
também ¢é suficientemente pequena. Aplicamos o Teorema 5.1, para concluir
que

[w(t) —a)l® + | () - 7))

< C (lw(Gn=m) T)P + [ ((m = 0) T)P) exp(—e?)
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para todo ¢ > 0 e para algum € > 0. Para t = nT obtemos

Id’n - qsml? -+ Iwn - ¢m|2
= [ (T) - anT)]?+|r*(nT) — #(nT)[?
< C (lw((m = n)T)P +|r*((m — n) T)?) exp(—enT)

< C) exp(—enT)

onde C; é uma constante independente de n, pois (u*,7*) estdo limitadas

em IR,. Logo, (¢n, %) é uma sequéncia de Cauchy em IL?, portanto existe
(¢,%) € IL? tal que

nlgg‘o(ém "/)n) = (¢a w) em ]L2 .

Como
lnlla + ]2 <6 VYVnelv,

existe uma subsequéncia (@y,, ¥n,) € (¢,%) € IH? x [H? tal que

(¢nyy Un,) = (¢, %) fraco em [H? x H?,

entdo (4,v) = (¢,¢) e
llgll3 + 1wl < 6.

Agora consideramos o Problema (2.10)-(2.13) com (¢, ¢) como dados iniciais,
entdo pelo Teorema 4.2 existe uma nica solugéo (u, 7), ainda mais, a solugao
é T-periddica. De fato, sejam

£

= u'(t+nT,z)
= 1*(t+nT, z),

~Y

como f é T-periddica, (@, T) sao solugdes do problema (2.10)-(2.13) com dados
iniciais (@n, ¥n). Aplicamos o Teorema 5.1, entédo

[u(®) = a(®)l* + |7 (t) = 7P < C (1 = $nl® + [t — vnl*) exp(~et),
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para todo ¢t > 0 e para algum ¢ > 0. Em particular, para t = T, temos que

[u(T) = $nii + 7(T) = tna* = [u(T) — a(T)]+ 7(T) - #(T)P

< C (16— @al® + [ — ¢ul?) exp(—€T),
tomando limite para n — oo obtemos que
u(T)=¢=u(0) e 7(T)=1v=r(0).

Portanto, (u,7) é T-periédica e satisfaz as condigdes de regularidade do Teo-
rema 4.2. Além disso, (5.1) implica que (u,7) é assintoticamente estavel.
A unicidade tanibém é deduzida do resultado de estabilidade. Com efeito,
suponhamos que (u',71) e (u?,72) sejam duas solugdes T-periédicas. Entdo
pelo Teorema 5.1, temos

u' (t) — w* () + |71(t) — (1)
= w(t+nT) -t +nT)P + |7t +nT) - 72t +nT)]

< C (|u(1) —ud|? +|7f - 7312) e=elt+nT)
Tomando o limite quando n — oo obtemos que
ul(t) = ui(t) THt) = 72(t).
n

Coroldrio 5.3 Seja w como no Teorema 4.2. Suponha £ € IH' suficien-
temente pequena. Entdo existe uma solugdo estaciondria (u,7) do problema
(2.10)-(2.12), a qual pertence a V x IH?. Além disso, (u,T) € assintoticamente
estdvel em IL? e tnica entre todas as solug¢des estaciondrias.

Demonstragao: Como f é independente de ¢, f é T-periddica para todo
T > 0. Notemos que tomando 0 < ty < t, com 0 mesmo argumento da prova
do Teorema 5.1, podemos deduzir a seguinte desigualdade:

W' (0) = O + 7' () - (0P
| (5.16)
<C (I (to) — w2 (to) P + |7 (to) — 72(to) ) e
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Agora, se uma solugao é periddica e estd definida para t > 0, pode ser
estendida para todo ¢ € IR. Portanto a desigualdade (5.16) é vélida para todo
—00 < tg < t. Seja (u, 7) uma solugdo do problema (2.10)-(2.12), definamos

i) =ut+T) e 7(t)=r(t+T)

entdo (i, 7) é outra solugdo do problema (2.10)-(2.12). Aplicando a desigual-
dade (5.16), temos que

lu(t) — 4t + |r(t) - 7(t)]* < Ce <ttt

para todo t; € IR e ty < t. Tomando limite para tq — —o0, obtemos que

u(t)
7(t)

a(t) = u(t+7)
Ft)= T(t+T)

para todo t € IR e para todo T > 0. Portanto, (u,7) é independente de ¢,
ou seja, é estaciondria. A desigualdade (5.1) implica que (u, 7) é assintotica-
mente estdvel em IL2. A unicidade também é deduzida da desigualdade (5.1).
]
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Capitulo 6

Comentarios finais

O modelo estudado neste trabalho envolve apenas um tempo de relaxagao
(A1). Entretanto, existem outros modelos, tal como o chamado rubber-like
model, que admite varios tempos de relaxacdo. Neste caso, o tensor extra-
stress 7 é decomposto como

T=T1"47°,
onde
N
Tt =3,
=1
e
D 3
5+ N D; = 9D, m,h>0,i=1,.., N,

T, = 2n,D, n,>0.

Consideremos apenas o caso 7, > 0. Entdo, o sistema das equagGes de
movimento toma a forma

r a N
p(—g%-l—(u'V)u)+Vp=77vAu+ZV-Ti+f,
=1
divu =0,
D,
1 )\ 0,1: i :].N
\T+ lDt 277Da l ) b} )
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ou, na forma adimensional

( ou N
Re (——+(uV)u> +Vp=(1-w)Au+> V-1 +f,

ot i=1
div u = 0, (6.1)
Da i .
k Ti+Wi D: =2wiD, Z=1,...,N,
onde
e i al
W= —, Wi = —, n ="y + e, nezzni’
n n i=1
U UL
W; = )\i—L—, e Re=p—.
n

Uma observagao importante é a de que todos os resultados expostos nos
capitulos 3, 4 e 5 sdo validos para o sistema (6.1) e, de fato, eles podem ser
provados exatamente com os mesmos métodos anteriores.
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