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Resumo

Nesta dissertagao discutimos propriedades homoldgicas de grupos discretos e grupos pro-p.
Em particular trabalhamos com grupos abstratos de dualidade de Poincaré orientaveis de
dimensao trés e seu completamento pro-p.

Os primeiros capitulos da dissertagao incluem uma exposicao sobre as propriedades ho-
moldgicas basicas de grupos abstratos e grupos pro-p.

Finalmente, descrevemos um resultado recente de [KZ], publicado em Transactions AMS
( 2008), que classifica quando o completamento pro-p de um grupo de dualidade de Poincaré
orientdvel de dimensao trés é um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientavel de dimensao

tres.

Palavras-chave: Algebra homoldgica, Dualidade (Matemética), Grupos profinitos, Te-

oria dos grupos, Grupos topoldgicos.
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Abstract

In this dissertation we discuss homological properties of discrete groups and pro-p groups. In
particular we work with groups of abstract of Poincaré duality of dimension three steerable
and its pro-p completion.

The first chapters of the dissertation include a presentation on the basic homological
properties of abstract groups and pro-p groups.

Finally, we describe a recent result of [KZ], published in Transactions AMS (2008), which
ranks as the pro-p completion of a group of Poincaré-steerable dual dimension of three is a
group of pro-p duality of Poincaré -steerable in three dimensions.

Key-words: Homological Algebra, Duality theory (Mathematics), Profinite groups, Group
theory, Topological groups.
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Introducao

O objetivo principal desta dissertacao foi o estudo das propriedades homolégicas dos grupos
pro-p. Para isso comegamos discutindo as propriedades homolégicas de grupos abstratos,
uma area da dlgebra ja consolidada. As principais idéias da algebra homoldgica descendem
de duas outras dreas da matematica, estudadas no final do século passado, que posteriormente
tornaram-se topologia combinatoéria e algebra moderna.

As origens da algebra homoldgica podem ser remontadas ao século XIX, nos trabalhos de
Riemann (1857) e Betti (1871) sobre “nimeros homoldgicos”, e no posterior desenvolvimento
rigoroso da nocao de numeros homolégicos devido a Poincaré em 1895. Em 1925, uma
observacao de Emmy Noether deslocou a atencao para “grupos de homologia” de um espago,
e na década 1930-1940 foram desenvolvidas diversas técnicas algébricas com propdsitos de
computar os grupos de homologia de um espaco. Até esse momento, a dlgebra homologica
permaneceu como uma parte da topologia algébrica, o que comecou a mudar nos meados de
1945.

Durante o periodo 1940-1955 as técnicas, de motivagoes topolégicas para computar homo-
logia, foram aplicadas para definir e explorar a homologia e a cohomologia de vérios sistemas
algébricos: Tor e Ext para grupos abelianos, homologia e cohomologia de grupos e algebras
de Lie e a cohomologia de algebras associativas. Além disso, Leray introduziu feixes, coho-
mologia de feixes e sequéncias espectrais.

Neste contexto o famoso livro “Homological Algebra” de H. Cartan e S. Eilenberg [CE],
escrito entre 1950 e 1953 e publicado em 1956, resumiu as realizagoes deste primeiro periodo,
e introduziu algumas novas idéias que determinaram o desenvolvimento deste ramo da dlgebra
pelos préximos anos. Até 1970, [CE] foi a principal referéncia da dlgebra homoldgica, apesar
do livro de Mac Lane [ML] ser também popular. No inicio dos anos setenta a drea ganhou
duas importantes referéncias: em 1970, Rotman publicou “Notes on Homological Algebra”
[R3], e em 1971 apareceu o livro de Hilton e Stammbach [HS].

Por outro lado, o principal impulso para o estudo de grupos pro-p veio da teoria de cor-
pos, especificamente no contexto de cohomologia de Galois, e da teoria de nimeros. Apesar
dos inteiros p-ddicos, que sao um exemplo de grupo pro-p, aparecerem no século anterior foi
recentemente que a teoria de grupos profinitos, em particular pro-p, foi estudada separada-
mente do contexto de extensoes de corpos e varios livros interessantes sobre grupos profinitos
surgiram, tais como [RZ] e [W], vale ressaltar porém que a primeira discussao em livro de

1
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grupos pro-p foi em “Cohomologie Galoisienne” de Serre [S].

Um grupo pro-p é o limite inverso de um sistema de p-grupos finitos, i.e. de grupos de
ordem poténcia de primo, onde o primo, convencionalmente denotado por p, é fixo. Isto
nos impulsa a querer deduzir propriedades de um grupo abstrato G das correspondentes
propriedades de suas imagens homomorfas finitas e finalmente por outro implica que grupos
pro-p sao grupos topolégicos Hausdorff compactos e totalmente desconexos.

Nesta dissertacao também estudamos grupos de dualidade de Poincaré abstratos ori-
entaveis de dimensao 3 e seu completamento pro-p. O interesse em grupos de dualidade de
Poincaré surgiu na geometria, assim por exemplo grupos fundamentais de algumas variedades
sem bordo sao grupos de dualidade de Poincaré. Os grupos pro-p de dualidade de Poincaré
foram primeiro estudados em teoria de nimeros,veja [NSW] e recentemente outro tratamento
foi dado em [SW]. No caso geral de grupos profinitos nao é claro se as defini¢oes de grupos de
dualidade de Poincaré de [NSW] e [SW] s@o equivalentes, mas no caso de grupos pro-p essas
defini¢oes coincidem. Neste texto nos adotamos a definigao de [SW] e tratamos somente o
caso pro-p.

O proposito principal desta dissertagao é apresentar/explicar os resultados do artigo [KZ]
sobre quando o completamento pro-p de um grupo abstrato G de dualidade de Poincaré
orientavel de dimensao 3 é também um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientavel de
dimensao 3. O trabalho [KZ] surgiu como uma tentativa de entender um resultado recente
de Reznikov [Re] que mostra que se G é um contra exemplo da conjectura de Thurston (i.e.
se G é um reticulado hiperbdlico cocompacto de dimensao 3, onde cada subgrupo de indice
finito em G tem abelianizagao finita) entdo o completamento pro-p de G é um grupo pro-p
de dualidade de Poincaré de dimensao 3. Infelizmente Reznikov utilizou em [Re] notagoes
que nao foram definidas o que dificulta sua leitura. Em [KZ] e [Wg] foi mostrado, através de
técnicas homoldgicas, que de fato o resultado é verdadeiro.

Os principais resultados do artigo de [KZ] para o completamento pro-p de um grupo
abstrato de dualidade de Poincaré de dimensao 3, sao os seguintes teoremas:

Teorema 4.15 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensdo
3. Assuma que Gy, o seu completamento pro-p, € infinito. Entdo as sequintes condigoes sao

equivalentes:

1. O homomorfismo pn : Hao(N,Fy) — Ha(Np,Fp,) induzido pelo homomorfismo candnico
N — Np € um isomorfismo para todos os subgrupos normais N de indice poténcia de p
em G, onde Ny € o completamento pro-p de N.

2. Gp € um grupo de dualidade de Poincaré pro-p orientdvel de dimensdo 3.

3. Todo subgrupo aberto de G tem deficiéncia 0.
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4. G ¢ um grupo p-bom.

Teorema 4.17 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensdo
3 e seja G o completamento pro-p de G. Entao se satisfaz evatamente uma das sequintes

condigoes:
1. Gp € finito;
2. Gy € um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensao 3;
3. ndo existe cota superior na deficiéncia dos subgrupos de indice finito em Gp;

4. Gp éinfinito e o supremo da deficiéncia dos subgrupos de indice finito em Gy € 1. Neste

caso Gf, € virtualmente Zy.

A dissertacao for estruturada do seguinte modo: um primeiro capitulo introdutério onde
apresentamos uma pequena descricao de moédulos, categorias e funtores, introduzimos os
conceitos de homomorfismos de moédulos, produto tensorial, limites diretos e inversos de uma
familia de médulos assim como também suas propriedades elementares. O principal objeto
da algebra homoldgica é o par de bifuntores, ou seja funtores nas duas varidveis, Hom e ® por
isso neste capitulo estudamos seus comportamentos em mddulos, em especial nos moédulos
projetivos, injetivos e planos.

A dlgebra homoldgica pode ser aplicada ao estudo de funtores derivados de funtores aditi-
vos, em particular chamamos de Ext os funtores derivados de Hom que ganharam esse nome
pela sua relagdo com extensoes, e os funtores Tor derivados do funtor ® que ganharam esse
nome pela sua relacdo com tor¢ao. Para defini-los é necessaria a existéncia de resolugoes pro-
jetivas e injetivas de cada moédulo. Funtores derivados foram definidos no capitulo 2, assim
como também foram enunciadas algumas propriedades especiais dos funtores Tor e Ext e fo-
ram aplicados a grupos para definir assim homologia e cohomologia de grupos. Neste capitulo
apresentamos alguns teoremas de grande importancia para a algebra homoldgica, dentre eles
o Lema de Shapiro (2.3.13), o Teorema de Comparagao (2.2.1), o Lema da Serpente (2.1.10) e
o Lema 3x3 (2.1.11). Também discutimos vérias condicoes de finitude que podem ser impos-
tas num grupo infinito para garantir que suas homologias tenham certas propriedades. No
final deste capitulo apresentamos teoria de grupos de dualidade e definimos a Caracteristica
de Euler de um grupo G, para o qual adotamos as hipéteses de finitude: ¢d(G) < oo e ser
de tipo FP,,. A teoria de caracteristica de Euler de grupos foi motivada pela topologia mas
tem aplicagoes na teoria de grupos e na teoria de ntimeros.

As principais referéncias para esta primeira parte, ou seja a teoria de grupos abstratos,
foram os livros [R] e [B].
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O terceiro capitulo fornece ferramentas béasicas e as propriedades principais de grupos pro-
C que sao limites inversos de grupos em C, onde C é uma classe conveniente de grupos finitos
que inclui a classe de todos os grupos finitos e os p-grupos finitos. Analogamente ao caso
abstrato, tratamos aspectos homoldgicos de grupos profinitos e consideramos moédulos sobre
anéis profinitos, particularmente sobre os anéis de grupos completos [[F,G]] e [[Z,G]] onde
[F,, é o corpo com p elementos, Z, é o completamento pro-p do anel dos inteiros (os inteiros
p-adicos) e G é um grupo pro-p. Por ultimo estabelecemos os resultados fundamentais de
homologia e cohomologia de grupo profinitos, seguindo o livro [RZ].

No quarto e dltimo capitulo, provamos que um grupo abstrato de dualidade de Poincaré
orientdvel G' de dimensao 3 cujo completamento pro-p Gy ¢ infinito e todos os subgrupos
abertos de G tem deficiéncia 0 é sempre p-bom. Também discutimos algumas condigoes
suficientes para que varios invariantes homoldgicos de G sejam preservados no completamento
pro-p, estes invariantes sao, por exemplo, tipo homoldgico, caracteristica de Euler, dimensao
cohomolodgica. Finalmente descrevemos as demonstracoes dos teoremas 4.3.1 e 4.3.3 que
foram citados acima.



CAPITULO 1

Moddulos, Categorias e Funtores

Neste texto consideramos apenas anéis associativos e com unidade, 1. E reservamos o simbolo
R para denotar tais anéis.

Neste capitulo preliminar apresentamos alguns resultados sobre médulos. Introduzimos
os conceitos de limite direto e limite inverso e descrevemos algumas propriedades destes.
Definimos os grupos abelianos Hompg(M, N) e A ®r B e algumas classes de médulos com
propriedades especiais que serao tuteis no decorrer do texto: os mddulos livres, projetivos,
injetivos e planos. Assim como também introduzimos os conceitos de categorias e funtores
e discutimos propriedades funtoriais de Hom, ®, lim, e lim, tais como preservagao de somas

diretas, produtos diretos e exatidao.

1.1 Modbdulos e submddulos

A nogao de R-médulo é uma generalizagao das nogoes de espaco vetorial e de grupo abeliano.

Definicao 1.1.1 Um R-mddulo a esquerda é um grupo abeliano aditivo M equipado com
uma ag¢ao de R, i.e. existe uma fungdo R x M — M, que leva (r,m) — rm, satisfazendo:

a) r(m+m')=rm+rm';
b) (r+rYm=rm+1rm;
c) (rrym=r(r'm);

d) 1m =m;

ondem, m' e M e 1,7, r €R.

Definicao 1.1.2 Uma fun¢ao f : M — N entre dois R-mddulos a esquerda M e N é um
R-homomorfismo se

f(m+m'):f(m)+f(m’) e f(rm)=rf(m).
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Neste texto R-homomorfismos também serao chamados de homomorfismos de R-moédulos
ou simplesmente homomorfismos quando for redundante fazer referéncia ao anel R.

As defini¢oes de R-médulo a direita e R-homomorfismos entre dois R-mddulos a direita
sao analogas as defini¢bes anteriores.

Observe que quando R é corpo, a definicao de R-mdédulo a esquerda se reduz simplesmente
a definicao de um espago vetorial sobre R e um R-homomorfismo é uma transformagao linear.
Ja se R for o anel dos inteiros Z, entao um Z-modulo a esquerda é um grupo abeliano e um
Z-homomorfismo é um homomorfismo de grupos abelianos.

Agora se consideramos a multiplicacao a esquerda em R, esta define uma operacdo de R
no seu grupo abeliano subjacente satisfazendo as condiges da definigao acima, logo R é um
R-médulo a esquerda.

Seja G um grupo multiplicativo, entao [RG| denotard o conjunto de todas as somas formais
finitas Y4eqrgg, com 1y € R e ry = 0 exceto para um numero finito de elementos g € G.
Para Y cargg € Xgeasgg € [RG| dizemos que Yyergg = Lgeasgg se € somente se 1y = Sg
para todo g € G. Finalmente, definimos

Y.rgg+ D 8g9 = > (rg+ 84)9,

geG geqG geqG

(ZT99> : (Z Sgg) = (ZT99> : <Z 3hh> = > (rgsn)gh.
geG geG geG heG g,heG

Com essas operacoes [RG| é um anel, chamado de anel de grupo do grupo G sobre o anel
R. No caso em que R é um corpo, [RG| é uma &dlgebra e é chamada de dlgebra de grupo.
O anel [RG] é um R-médulo a esquerda.

A teoria dos anéis de grupo é um local de encontro de multiplas teorias algébricas e de-
sempenha papel central no desenvolvimento da teoria de representacoes de grupos e na teoria
homoldgica de grupos, nosso principal interesse. Para esse fim consideramos essencialmente
modulos sobre o anel de grupo [ZG|] do grupo G sobre o anel Z.

Definigcao 1.1.3 Seja f: M — N um R-homomorfismo. Dizemos que f é um monomor-
fismo se [ € injetor; dizemos que f € um epimorfismo se f € sobrejetor. Dizemos que f é
um tsomorfismo se f é ambos monomorfismo e epimorfismo.

Dado um anel R construimos a partir deste um novo anel R°P, chamado de anel oposto
de R. O conjunto subjacente e a estrutura aditiva de R°P sao os mesmos de R. Mas a
multiplicagdo em R°P é na ordem oposta e serd denotada por (r,s) — r* s, i.e. rxs=s-7T
onde - é a multiplicagdo em R.

Todo R-médulo a direita M é um R°P-mddulo a esquerda. Logo, daqui em diante diremos
“R-mddulo” ou simplesmente “mddulo” ao invés de “R-mddulo a esquerda”. E imediato que
todos os resultados sobre R-mdédulos a esquerda se generalizam para resultados andlogos para
R-médulos a direita.
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Definigao 1.1.4 Se M é um mddulo, entio um submddulo M’ de M é um subgrupo que

€ fechado pelo produto por um escalar, i.e.,
m’ € M’ implica rm’ € M’, para todo r € R.

Definicao 1.1.5 Seja X um subconjunto de um mddulo M. O submddulo (X) de M
gerado por X € definido como:

(X) = N M,
jeJ

onde {MJ’ 1j € J} € a familia de todos os submddulos de M que contém X.
E facil ver que a definicao anterior equivale & (X) = {Sriz; : 7 € R, € X}

Definicao 1.1.6 Um mddulo M ¢ finitamente gerado (f.g.) se existe um subconjunto

finito {x1,x9, -+ ,xn} de M tal que (x1,22, -+ ,xn) = M.

Definigao 1.1.7 Se M’ é um submddulo de M, o mdédulo quociente M/M' é o grupo
quociente M /M’, dotado da estrutura de R-mddulo definida por r (m + M') :=rm + M'.

Dado dois R-médulos, M e N, definimos Hompg (M, N') como sendo o conjunto de todos
0s R-homomorfismos de M em N.
Sejam f, g um par de homomorfismos em Hompg(M,N), vamos definir as seguintes

funcoes:

f+g:x— f(z)+g(x), onde x € M
(=f):x+— —f(x), onde x € M.

Cada uma delas é um R-homomorfismo de M para N. Pode-se provar ([AF, proposigao
4.1, pag. 55]) que Homp(M, N) é um grupo abeliano com respeito a operacgao de adicao
(f,9) = [+g.

1.2 Categorias e Funtores

Definicao 1.2.1 Uma categoria € consiste de uma classe de objetos, obj €, um conjunto
de morfismos Mor. (A, B) disjuntos dois a dois, para cada par ordenado de objetos (A, B),
e composigoes Mor. (A, B) x Mor. (B,C) — Mor, (A, C), denotadas (f,g) — go f, satisfa-

zendo o0s sequintes ariomas:

a) para cada objeto A, existe um morfismo identidade id4 € Mor, (A, A) tal que foidy = f
para toda f € Mor, (A, B) e idgog = g para toda g € Mor, (C, A);
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b) a composicao € associativa: se f € Mor, (A, B), g € Mor.(B,C) e h € Mor.(C, D), entdo
h(gf) = (hg) f-

Exemplos 1.2.2

1. A categoria S de conjuntos na qual objetos sdo conjuntos, morfismos sao fungoes,
e a composicao € a composi¢do usual de funcdes.

2. A categoria Ab de grupos abelianos, na qual objetos sao grupos abelianos, morfis-

mos sao homomorfismos de grupos, e a composicdo € a composicao usual de funcoes.

3. A categoria g de R-mddulos a esquerda, na qual os objetos sdo R-mddulos a
esquerda, os morfismos sio R-homomorfismos, ou seja, Mor (A, B) = Hompg(A, B), e a
composicao usual de fungoes. Analogamente podemos considerar a categoria de todos
0s R-modulos a direita que denotamos por Mp.

4. A categoria Top de todos os espacos topoldgicos, na qual objetos sdo espacos
topoldgicos, morfismos sao fungdes continuas, e a composi¢cdo de morfismos € a com-

posicdo usual de funcoes.

Se € é uma categoria, dizemos que S é uma afirmagao sobre € se as varidveis acontecendo
em S sdo interpretadas como objetos e morfismos em €. A afirmagao dual de S, §*, é a
afirmacao sobre €, obtida invertendo a diregao de cada morfismo (i.e. intercambiar “dominio”
e “imagem”) e substituindo cada composi¢ao af de morfismos por [o.

E natural considerar as categorias formando una categoria elas mesas. Neste caso os

morfismos seriam os funtores.

Definigcao 1.2.3 Sejam € e ® duas categorias. Um funtor ou funtor covariante I’ : € —

D € uma fungdo satisfazendo:

i. Se A€ objC, entdo FA € objD;
iti. Se f: A— B é um morfismo em €, entao Ff: FA— FB é um morfismo em 9;
iii. Se AL B C sio morfismos em €, entao F (gf) = FgF'f;

iv. para cada A € obj €, temos F (idy) = idpa.
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Dado um funtor F': € — ® e um morfismo f: A — B em €, denotamos Ff: FA — FB

por f.

Exemplos 1.2.4

1. Seja A um objeto em € fixo, defina F : € — S, onde S € a categoria dos conjuntos

definida no exemplo 1.2.2 (1), por FC = Mor (A,C). Se f : C — C" é um morfismo em
¢, defina entdo Ff : Mor (A,C) — Mor (A,C") por g — fg. Logo F, assim definida, é
um funtor covariante.

. Seja M um R-mddulo fixo. Vamos definir Hompg(M, ) : g9 — Ab, por
Homp(M, ): N — Homp(M,N);
se f: N'— N é um R-homomorfismo, entdo definimos
Hompg (M, f) : Homg(M, N') — Hompg (M, N)

por g — fg, logo
Homp(M, ): f — Homp(M, f).

Logo a fungao Homp(M,) é um funtor covariante.

Um funtor contravariante é uma fungao que pode ser interpretada como um homomorfismo

de categorias que inverte as setas dos morfismos.

Definigcao 1.2.5 Sejam € e ® duas categorias. Um funtor contravariante F :&€ — 9 €

uma funcdo satisfazendo:

1.

w.

Se A € obj €, entao FA € obj®;

Se f: A— B € um morfismo em €, entao F'f : FB — FA é um morfismo em ® (logo
F inverte setas);

Se AL B ¢ sio morfismos em €, entao F (gf) = FfFg;

para cada A € obj €, temos F (id4) = idp4.

Dado um funtor contravariante F' : € — © e um morfismo f : A — B em €, denotamos

Ff.FB— FApor f*.
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Exemplos 1.2.6

1. Seja B um objeto fixro em €, defina F : € — S por FA=Mor (A,B). Se f: A— A" é
um morfismo em €, defina entao Ff : Mor (A’, B) — Mor (A, B) por g — gf. Logo F

assim definida € um funtor contravariante.
2. Seja N um R-mddulo fizo, vamos definir Hompg( , N) : g9t — Ab, por
Homp( ,N): M —— Homp(M,N);

se f: M — M éum R-homomorfismo, entio definimos Hompg(f, N) : Homp(M,N) —
Hompg(M',N) por g — gf, logo

Hompg( ,N): f — Hompg(f,N).

Logo a fun¢do Hompg( ,N) € um funtor contravariante.

Definicao 1.2.7 Uma categoria € € dita pré-aditiva se

a) € tem um objeto zero; i.e. um objeto O tal que para todo objeto A de C, os conjuntos

Mor (O, A) e Mor. (A, O) contém exatamente um elemento cada.

b) para cada par de objetos A e B de € o conjunto Mor. (A, B) é um grupo abeliano em
relacdo a adi¢do;

¢) para quaisquer objetos A, B, C de € existe uma aplica¢ao bilinear
Mor, (A, B) x Mor, (B,C) — Mor, (A,C),
i.e. para f, g € Mor.(B,C) e h, k € Mor. (A, B)

(f+g9)h=fh+ghef(h+k)=fh+ fk.

Por exemplo, as categorias Ab, pIN, Mg sao pré-aditivas, mas S e Top nao sdo pré-
aditivas.

Definicao 1.2.8 Se € ¢ © sdo duas categorias pré-aditivas, entdo dizemos que o funtor
(covariante ou contravariante) F : € — © € aditivo se F(f +g) = Ff + Fg para cada f, g
€ Mor, (4, B).
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Como neste texto trabalharemos com a categoria pré-aditiva de de médulos sobre o anel
fixo R, o funtor Hom assim como também o funtor ®, que serd definido na secdo 1.3, serao
sempre aditivos.

Dizemos que um diagrama

A—">B

"L

A ——> B
(0%
comuta se fa = o''; dizemos que um diagrama

A—"=B

17

C

comuta se a = y0; um diagrama maior composto de quadrados e triangulos comuta se
cada quadrado e triangulo comuta.

Nota A nocao de “dual” se estende de maneira obvia a diagramas, invertendo cada seta e
retendo a comutatividade de qualquer quadrado ou triangulo.

Uma transformacao natural é um modo de comparar dois funtores entre as mesmas cate-
gorias através da comutatividade de certos diagramas.

Definicao 1.2.9 Sejam E e F' funtores, £ : { — B e F : 4 — B. Uma transformacao
natural t : E — F € uma classe de morfismos ty : EA — FA, um para cada A € obji,
dando a comutatividade de

Ef
EA——FEA

FAWFA/

para cada f € Morg (A, A’).

Existe uma defini¢ao similar se F e F' sdo funtores contravariantes, neste caso as setas de
E(f) e F(f) se invertem.
No caso em que os morfismos t4 sejam isomorfismos para cada A € obji, chamamos a

transformagao t de isomorfismo natural.
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1.3 Produto Tensorial

Existe outra classe importante de funtores aditivos, além dos funtores Hom: a classe dos fun-
tores “tensor” que surgiram do estudo da algebra multilinear, ante a necessidade de linearizar

fungoes multilineares.

Definigao 1.3.1 Se A € um R-mddulo a direita, B um R-mddulo a esquerda, e G um grupo
abeliano aditivo, entdo uma funcdo R-biaditiva é uma funcdo f: Ax B — G tal que para
cadaa,a € A, b,V € B, er € R,

i. fla+d,b)=f(a,b)+ f(d,b);
i. f(a,b+V)=f(a,b)+ f(aV);
iii. f (ar,b) = f (a,rb).

O exemplo mais familiar de tais fungoes sao os produtos internos da algebra linear ele-
mentar.

Existe um modo natural de trocar cada funcdo R-biaditiva por uma aplicagdo linear
usando o conceito de produto tensorial.

Definigao 1.3.2 Um produto tensorial de A € Mp e B € gIN € um grupo abeliano AQr B

e uma fung¢ao R-biaditiva h que resolve o sequinte problema universal:

AxB-"~AorB

J{ ////
- f
G

para cada grupo abeliano G e cada funcdo R-biaditiva f, existe um unico homomorfismo
f' que faz o diagrama comutar.

O produto tensorial de R-mddulos existe e é tinico, uma prova destes fatos pode ser
encontrada em [AF, Proposigoes 19.1-19.2, pags. 219-220)].

O grupo abeliano A ®p B é o Z-médulo gerado por {h(a,b):=a®b:a € A, be B},
ou seja, cada elemento m € A ®r B pode ser expressado como uma soma finita da forma
m = X;(a; ® b;). Observe, porém, que esta representagdo nao precisa ser tnica.

Teorema 1.3.3 ([R, Teorema 1.5, pag. 11]) Seja f : A — A" um homomorfismo de R-
mddulos a direita e seja g : B — B’ uwm homomorfismo de R-mddulos a esquerda. Entdo
existe um unico homomorfismo A®r B — A’ @ B', coma®b— f(a)® g(b).

Vamos denotar esta aplicagdo por f ® g.

12
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Teorema 1.3.4 ([R, Teorema 1.12, pag. 14]) Seja B um R-mddulo, entao existe um R-
isomorfismo R@r B~ B, com r @ b+ rb.

Também é verdade que A ®r R ~ A como R-médulos & direita.
Existe um resultado andlogo para Hom: Se B é um R-médulo qualquer, entao

Homp (R, B) ~ B, com isomorfismo f — f(1). (1.1)

Ambos os isomorfismos sao naturais, a demonstracao desses fatos pode ser encontrada em
[AF, proposicao 20.1, pag. 235].

Exemplos 1.3.5

1. Se R é um corpo e A, B espagos vetoriais sobre R (ou seja R-mddulos), entio AQpr B

€ o produto tensorial usual de espacos vetoriais.

2. Se R é o anel dois inteiros Z, A € o Z-mdédulo 7/27Z, e B é o Z-mddulo Z/37Z, entio

A®prB =0. Pois, sejama=1€ Aeb=1¢€ B, entio2a =0€ A e3b=0 € B. Logo
2(a®b) = (20)@b=0®b=0
3(a®b)=a® (3b) =a®0=0.

Como 2 e 3 sdo coprimos, existem nimeros inteiros m e n tais que 2m+3n = 1, entdo
(a®@b)=2(a®@b)m+3(a®b)n, logoa®b=0.

3. Q®z Z/pZ = 0 para todo p primo, pois: seja g—; ®@m € Q®yz Z/pZ, entdo
@®m:£ﬂ®m:q—l®pm:0.
q2 pPq pg2

Seja A € Mg definimos o funtor covariante aditivo AQg : g2t — Ab por

ARr : B— A®pr B
ARQpr: fr—ida®f

para cada f: B — B’, homomorfismo de R-médulos & esquerda.
Analogamente definimos o funtor covariante aditivo @ gB : Mgz — Ab, onde B € g por

QrB:A— A®pr B
®RrB:gr— g®idp

para cada g : A — A’, homomorfismo de R-médulos & direita.
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1.4 Exatidao

Definigao 1.4.1 Dois homomorfismos M’ LM % M" sio exatos em M se im f =

ker g. Uma sequéncia (finita ou infinita) de homomorfismos
M n—i—ljﬂMni}Mn—l_)"'

€ exata se cada par adjacente de homomorfismos € exato.
Seguem imediatamente da definicao as seguintes observacoes:

f , ~ , g , ~
1. Se 0 - M’ = M é exata, entao f é monomorfismo; se M — M" — 0 é exata, entao g
P / . ~ ) .
¢ epimorfismo; se 0 — M — M’ — 0 é exata, entao f é um isomorfismo.

2. Se M' L M % M7 6 exata com f epimorfismo e g monomorfismo, entao M = 0. Se
0 — M — 0 é exata, entao M = 0.

3. Se 0 — M' -5 M — M" — 0 é exata, entio M’ ~ iM’ e M/iM' ~ M". Tais sequéncias

sao chamadas sequéncias exatas curtas.
4. Se f: M — N é um homomorfismo, entao existe uma sequéncia exata:
7 f ™
0 —kerf - M — N — coker f — 0,

onde 7 € a inclusao e 7 é a projecao canodnica.

Exemplos 1.4.2 Considere a sequéncia 0 — Z 5 7 5 Z/mZ — 0 onde 7 : Z — Z/mZ
€ a projecao canonica, portanto é um epimorfismo e m : Z — Z € a multiplicagdo por m,
m(z) = mz; temos que kerm = {z € Z : mz = 0} = 0, portanto m é monomorfismo. Logo

a sequéncia 0 — Z 2 7.5 7./m7Z — 0 € exata. [

Definigao 1.4.3 Uma sequéncia exata curta 0 — M’ LM % M = 0 de R-médulos
cinde se existe um homomorfismo h : M" — M tal que gh = idy».

A seguir definimos funtores exatos que sdo funtores que transforman sequéncias exatas

em sequéncias exatas.

Definicdo 1.4.4 Um funtor F € exato & esquerda se a exatidio de 0 — A = B LAYS
implica na exatiddo de 0 — F'A Foe pp g FC; um funtor F € exato a direita se a exatiddo
de A% B LA C — 0 tmplica na exatidao de FATY FB IL’;FCH 0.

14
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Se F' é exato a esquerda, entdo Fa : FFA — FB é um monomorfismo e im Fa = ker F3;
logo F' preserva monomorfismos e F' “preserva kernels” no sentido que Fa : F (ker3) —
ker F'3 é um isomorfismo. Similarmente, se F' é exato a direita, entdo F' preserva epimorfismos
e F' “preserva cokernels”.

Definicao 1.4.5 Um funtor contravariante F é exato & esquerda se a exatidio de A >

B L C — 0 implica na exatidio de 0 — FC B pp e FA; um funtor contravariante F €
.. C g~ . . . F

exato & direita se a exatidio de 0 — A 5 B LA C implica na exatidao de FC ¥ rp s

FA— 0.

Logo um funtor contravariante F' ¢ exato & esquerda se e s6 se F' (coker o) =~ ker Fov via
Ff, e é exato a direita se e somente se F' (ker 3) ~ coker F/3 via Fa.

Definicao 1.4.6 Um funtor € exato se € ambos, exato a esquerda e exato a direita.

E claro que um funtor exato a esquerda que preserva epimorfismos é exato, da mesma,

forma que um funtor exato a direita que preserva monomorfismos é exato.

Teorema 1.4.7 ([R, Teorema 2.9, pag. 35]) Hom (M, ) é um funtor exato a esquerda e
Hom ( , M) é um funtor contravariante exato a esquerda, para cada mddulo M.

Nenhum dos dois funtores Hom (M, ) e Hom ( , M) sao exatos, pois considere a sequéncia
exata do exemplo 1.4.2 com m = 2. Aplicando o funtor Homy(Z/2Z, ) a esta sequéncia,

temos a sequéncia exata
0 — Homg(Z/2Z,Z) 25 Homy(Z/2Z,Z) ™ Homy(Z/2Z, Z./2Z).
Note que Homgy(Z/27,7) = 0, pois seja f : Z/27Z — 7 um Z-homomorfismo,
0=f(0)=f(1+1)=f1)+f(1)=2f1) = f(1) =0,

logo f = 0. Mas, idg /97 € Homyz(Z/2Z,7/2Z) # 0. Logo m, nao é um epimorfismo e o funtor
Homgy(Z/27Z, ) nao é exato.
Aplicando o funtor Homy( ,7Z/27Z) & mesma sequéncia, temos a sequéncia exata

0 — Homy(Z/27,7,/27) = Homy(Z, Z,/2Z) % Homy(Z, Z,/27).
Para qualquer f € Homy(Z,Z/27) e a € Z,
2°(f)(a) = (f2)(a) = f(2a) = 2f(a) =0,

logo 2* é a aplicacao zero, e como Homy(Z,Z/2Z) ~ Z/2Z # 0 por (1.1), 2* ndo é um
epimorfismo e entao Homy( ,Z/27Z) nao é um funtor exato.
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Teorema 1.4.8 ([R, Teorema 2.10, pag. 35-36]) Os funtores M®p e QrN sdo funto-
res exatos a direita.

Os funtores M®pr e ®rM nao precisam ser exatos a esquerda. Considere o Z-modulo
Z]2Z e a sequéncia exata

0-Z5Q5Q/Z— 0, (1.2)

onde i é a aplicagao inclusdo e 7w é a projecao candnica. Suponha que a sequéncia
0 (Z/22) @3, 7 — (Z)2Z) ©2,Q — (Z/2E) 7 (Q/Z) — 0 (1.3)
seja exata. Pelo exemplo 1.3.5 (3), (Z/27) ®z Q = 0, logo a sequéncia exata 1.3 fica
0 (Z/22) @27 — 0,

o que implica que (Z/2Z) ®7 Z = 0, mas pelo teorema 1.3.4 (Z/27) @z Z ~ 7/27 # 0, o que
é uma contradi¢ao. Logo (Z/27) ®7 nao é exato a esquerda.

Aplique agora, o funtor ®z (Z/27) a sequéncia (1.2), logo
i ®idg oz : 7 ®y T)2L(~ 1/22) — Q @y (Z/2Z) = 0

nao é um monomorfismo, logo ®z (Z/27) nao é funtor exato.

Exemplos 1.4.9 Seja M um Z-mddulo qualquer, entio Z/mZ Qz M ~ M /mM. Considere
a uma sequéncia exata curta do exemplo 1.4.2, entao pelo teorema 1.4.8

Z &y M ™M 7.0, MTEW 7/mZ @5 M — 0
€ exata, e pelo teorema 1.8.4, 7 ®z M ~ M, com isomorfismo 0 : z ® m +— zm, e assim
0-M2M2E2/mZe,M—0
é exata e v =0 (m ®idy) 07, levando
m— 0(m®idy) 07" (M) =0 (m@idy) (1 ®m) =0 (ml ® m) = mm,
logo im~vy = mM. Por outro lado

Z/mZ @z M ~im 3 ~ M/ker § ~ M/im~ ~ M/mM.
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1.5 Moébdulos Projetivos, Injetivos e Planos

Nesta se¢ao estudaremos algumas propriedades basicas dos médulos projetivos e injetivos, es-
tas serdo necessarias para o estudo de funtores derivados. Uma classe de médulos importante
é a classe dos médulos livres, que sdo um caso particular de médulos projetivos, para defini-
los precisamos dos conceitos de soma direta e produto direto e algumas de suas propriedades
bésicas.

Definicao 1.5.1 Seja {A; :j € J} uma familia de médulos. Seu produto direto, denotado
ILje;Aj, € 0o modulo cujo conjunto subjacente é o produto cartesiano dos Aj, i.e., se a €

IIjcsAj, a = (a;), onde aj € Aj, e as operacoes de modulo sao definidas por:

(aj) + (bj) = (a; + b;),

r(aj) = (raj).

Definigao 1.5.2 A soma direta dos Aj, denotada ©jcyA;, € o submodulo de Il;c 7 A;, que
consiste de todos os (aj;), para os quais, “quase todos” os aj sio zero (i.e. todos os a; sao 0

exceto um niumero finito ).

Observagao 1.5.3 Se o conjunto de indices J € finito com n elementos, entao Il;c;A; =
®jesAj; neste caso escrevemos simplesmente Ay @ --- ® Ay

Note que se M7 e My sao submddulos de M com M; N My =0 e My + My = M, entao
M = My @& M.

Definicao 1.5.4 Se A = IIA;, definimos projecoes p; : A — A; e injecoes \; : A; — A
por p; : (a;) — a; e Aj(aj) o elemento de A que tem a; na j-ésima coordenada e 0 nas

outras.

Note que p;A; =id4; e pjAr = 0 se j # k. Essas aplicagoes sao também definidas quando
A é soma direta, nesse caso X\jp; = id 4.

Propriedade 1.5.5 ([R, Teoremas 2.4 e 2.6, pags. 30-31]) Sejam A, {A;:je€ J}, B
e {B;:i¢e I}, R-mddulos , entdo:

(a) Homp (@AJ-,B) ~ [[ Hompg (A, B), com isomorfismo ¢ —— (pA;) onde \j € a j-
jeJ jeJ
ésima injecao;

(b) Homp (A, HBZ> ~ [[ Homg (A, B;), com isomorfismo ¢ — (p;p) onde pj € a j-ésima
iel i€l
projecao.
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FEsses isomorfismos sao naturais nas duas coordenadas, veja [AF, Coroldrio 16.5, pdg.

182].

Observe que Hom (A, ) preserva produto direto, em particular preserva somas finitas.

Agora vamos ver que o produto tensorial preserva somas diretas.

Propriedade 1.5.6 ([R, Teorema 2.8, pag. 33]) Sejam A e {A;:j € J}, R-mddulos a
direita, B e {B; : i € 1}, R-mddulos a esquerda, entdo:

(a) A®pr (@BZ) ~ @ (A®g B;), com isomorfismo a @ (b;) — (a ® b;);
iel iel

(b) (@Aj) ®@r B~ @ (Aj ®r B), com isomorfismo (a;) ® b +— (a; ®b).
jeJ jedJ

Esses isomorfismos sdo naturais.

O préximo exemplo mostra que produto tensorial nao comuta com produto direto.

Exemplos 1.5.7 Q®z ( [[ Z/pZ)# [l (Q®zZ/pZ).

p primo p primo
Pelo exemplo 1.5.5 temos que

[1 (Q®zZ/pZ)=0.

p primo

E claro que Q ®z M = 0 se e somente se para cada m € M, existe z € Z \ 0 tal que
zm = 0. Logo, considere o elemento x = [[ (1+pZ) e [] Z/pZ, suponha que eziste

p primo p primo

z € Z tal que zx = 0, entao z (1 + pZ) = 0 para todo p primo, logo z =0 e entao

0#£Qez( Il Z/pZ)# 11 (Q®zZ/pZ)=0.

p primo primo

Teorema 1.5.8 ([R, Teorema 2.7, pag. 33]) Dados dois mddulos A e B comi: A — B
monomorfismo, entio A é somando de B (i.e. B =1iA ® C para algum submddulo C' de B)

se e somente se existe um homomorfismo p: B — A tal que pi = idy4.
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1.5.1 Modulos Livres

A continuacgdo seguem duas definicdes de médulo livre, a equivaléncia delas é demonstrada
em [H, Teorema 2.1, pags. 181-182]

Definicao 1.5.9 Um R-mddulo a esquerda F € livre se é soma direta de copias de R, ou
seja '~ ®R.

Se Ra; ~ R e F ~ ®c1Ra;, entao o conjunto {a; : i € I'} é chamado de uma base de F.

Observe que R é sempre um R-mddulo livre com uma base consistindo de um elemento

’

SO.

Definigao 1.5.10 Um mddulo F é livre com base X = {a;:i € I}, se dado qualquer
modulo B e qualquer funcdo f : X — B, existe um unico homomorfismo f : FF — B que

estende f, i.e. f faz o sequinte diagrama comutar

Teorema 1.5.11 ([R, Teorema 3.2, pag. 58]) Seja X um conjunto qualquer, entdo existe

um modulo livre F' que tem X como base.

Teorema 1.5.12 ([R, Teorema 3.3, pag. 58]) Todo mddulo M €é um quociente de um
mddulo livre, i.e. existe um mddulo livre F' e um epimorfismo f: F — M.

O ultimo teorema diz que M pode ser descrito por geradores e relagoes, i.e. se F' é
livre com base X e f : F — M é um epimorfismo, entdao X é chamado de um conjunto de
geradores de M e ker f é chamado de seu submddulo de relagoes. Neste caso dizemos que
M é gerado por f(X).

Definicao 1.5.13 Uma resolucao livre de um R-mddulo M €é uma sequéncia exata longa
-—>Fni>Fn_1—>---—>F1i>F0i>M—>O
de R-mddulos livres.
A defini¢do nos diz que:

(i) cada F; é R-mdédulo, e cada d; é homomorfismo de R-mdédulos;

(ii) imd,;41 = kerd; para todo i;
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(iii) cada F; é R-mddulo livre.

Teorema 1.5.14 ([R, Teorema 3.8, pag. 60]) Todo mddulo M, tem uma resolugao livre.
Ressaltamos, porém, que resolucoes livres nao sao unicas.

Teorema 1.5.15 ([R, Teorema 3.9, pag. 61]) Considere o diagrama com [3 epimorfismo:

Se F € livre e a : F' — C € qualquer homomorfismo, entdo existe um homomorfismo (mas

ndao necessariamente inico) v: F — B com a = (3.

Corolario 1.5.16 ([R, Corolario 3.10, pags. 61-62]) Se o mddulo F ¢é livre, entdo o
funtor Hom (F, ) € ezato.

1.5.2 Modbdulos Projetivos

Definicao 1.5.17 Um R-mddulo P ¢ projetivo se o diagrama

comuta, ou seja Iy : P — B homomorfismo de R-mddulos, tal que By = «, onde P, B, C
sao R-mddulos, o, B homomorfismos de R-mddulos e 3 € epimorfismo.

Note que o teorema anterior nos diz que R-médulos projetivos existem pois todo R-médulo
livre é projetivo. A reciproca é falsa, mas antes de ver um contra-exemplo, precisamos de
alguns teoremas.

O teorema a seguir nos fornece uma série de caracterizagoes dos médulos projetivos.

Teorema 1.5.18 ([R, pag. 62,63]) As sequintes afirmacoes sobre um mddulo P sdo equi-

valentes:

1. P € projetivo.
2. O funtor Hom (P, ) € exato.

3. P € somando de um maodulo livre.
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4. Toda sequéncia exata curta 0 - A — B — P — 0 cinde.
Em particular, a condigao 3 implica que todo somando de um médulo projetivo é projetivo.

Teorema 1.5.19 ([R, Teorema 3.12, pags. 62-63]) Se P € projetivo e 3 : B — P ¢é
epimorfismo, entao B = ker 3 @ P’, onde P' ~ P.

Teorema 1.5.20 ([HS, proposicao 4.5, pag. 24]) Seja {P;: j € J} uma familia de mo-
dulos, e seja P = ©Pj. O mddulo P ¢é projetivo se e somente se P; é projetivo para cada
jeJ

Nao ¢ verdade que o produto direto de médulos projetivos seja projetivo. Por exemplo o
produto direto infinito Z X Z x - - - de Z-mo6dulos projetivos nao é projetivo, uma prova disto
pode ser encontrada em [L, Exemplo 2.8, pag. 22].

Como todo R-médulo é imagem homomorfa de um R-moddulo livre e todo R-médulo livre

é projetivo, temos:

Teorema 1.5.21 ([V, teorema 3.1.9]) Todo R-mddulo é uma imagem homomorfa de um

R-mddulo projetivo.

Tendo esses resultados podemos exibir um exemplo da existéncia de moédulos projetivos

que nao sao livres.

Exemplos 1.5.22 Se R = Z/67Z, entao, pelo teorema chinés do resto, R = 7./27 & 7Z/3Z.
Logo 7./37 € projetivo pois é somando do mddulo livre R. Se Z/3Z for livre entdo

L)37 = ®jecjRaj = ®jecy (Z/6Z) aj, mas 3 = |Z/3Z| = |Z/6Z| - #J > 6,
que € absurdo. Logo Z./3Z é um 7 /6Z-mddulo projetivo, mas nao é Z/6Z-mddulo livre. B

A continuagdo alguns exemplos de anéis nos quais todo médulo projetivo é livre.

Exemplos 1.5.23

1. Se R é um corpo, cada R-médulo M (espago vetorial sobre R) € livre e logo projetivo.

Neste caso mdoduloslivresprojetivo.

2. Seja R =7, M ¢ um R-mddulo se e somente se M é um grupo abeliano. Suponha

que M € f.q. como R-mddulo, entido M € f.g. como grupo abeliano, isto implica que ™

admite a sequinte decomposi¢ao:

M=72® - ®ZOZ/MZ®L/nZ D --- DL/nyZ

21



Capitulo 1. Médulos, Categorias e Funtores

Se M € um mddulo projetivo, entdo existe M um Z-médulo livre tal que M = M @& M'.
Suponha que a parte Z)n1Z @ Z/neZ & - - - & Z/niZ na decomposi¢io de M seja nao
trivial, entio existe m € M C M = ®Z tal que nym = 0, m # 0 mas M ¢ livre de
tor¢ao (um mddulo M sobre um dominio R € livre de tor¢do se rm = 0 implica
r=0oum=0, onder € Rem¢€ M, veja defini¢ao 2.2.28) que € um absurdo. Logo
M=7Z® - ®7Z, € um Z-modulo livre. Isto é cada Z-mddulo f.g. projetivo € livre.

Definigao 1.5.24 Uma resolucao projetiva de um R-mddulo M, é uma sequencia exata
longa

e p, P PP M0,
onde todos os P; sao R-mddulos projetivos.

E claro que existem resolugoes projetivas pois ja vimos que existem resolugoes livres.

Vamos ver alguns exemplos:

Exemplos 1.5.25

1. Considere o grupo ciclico finito de ordem m, Z/mZ. Existe uma sequéncia exata 0 —
725875 Z/mZ — 0 onde w é a proje¢do candnica e m : Z — 7 é a multiplica¢ao por

m, veja o exemplo 1.4.2. Logo temos uma resolu¢ao projetiva do Z-mddulo Z/mZ:
- n+1—>Pn—>---—>P1ﬂ>P0£>Z/mZ—>O
onde Pp=Py =7, P, =0 paran >2,e=m, ed; € a multiplicacdo por m.
2. Considere o grupo ciclico infinito Z, entdo
=P, =Py P P S5Z—0

onde Po =7, P, =0 paran > 1, ec € a aplicacao identidade, é uma resolucao projetiva
do Z-mdédulo 7.

3. Seja G um grupo ciclico infinito gerado por x. Entdo
-—>0—>---—>0—>[ZG]Z>[ZG]£>Z—>O

onde T é a multiplicagcdo por x — 1 e € é o homomorfismo aumento (veja defini¢do
2.3.2), é uma sequéncia exata e logo uma resolugao projetiva do [ZG|-mddulo trivial Z,

isto significa que G age trivialmente sobre Z: gz = z para todo g € G e z € Z.

Em geral, um R-médulo pode ter mais de uma resolucao projetiva, mas quaisquer duas
delas estao relacionadas, isso vemos na segao 2.2 onde enunciamos o teorema de comparagao

de resolucoes.
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1.5.3 Moébdulos Injetivos

A nocao de médulo injetivo é dual & nocao de mddulo projetivo.

Definicao 1.5.26 Um mddulo E € injetivo se, para todo mddulo B e todo submddulo A
de B, cada homomorfismo [ : A — E pode ser estendido a um homomorfismo g: B — E. O
diagrama €
E
fT AN

0—>A——>B
Os médulos projetivos e injetivos tem efeito dual no funtor Hom, em particular, existe

um teorema dual ao teorema 1.5.18, caraterizando médulos injetivos.

Teorema 1.5.27 ([R, pag. 65-67]) As seguintes afirmagoes sobre um mddulo E sdo equi-
valentes:

1. E ¢ injetivo.
2. O funtor Hom ( , E) € exato.
3. Toda sequéncia exata curta 0 — F B — C — 0 cinde.

4. Todo homomorfismo f : I — E, onde I ¢ ideal a esquerda de R, pode ser estendido a

R.

A condicao 3 do teorema implica que, em particular, F é somando de B.

A condicao 4 é conhecida como Critério de Baer e é um teste de injetividade muito 1til.
Ele nos diz que a injetividade de um médulo E pode ser determinada por seu comportamento
no conjunto de diagramas

E
d
0—I~—R
onde a linha é restrita a aplicagoes inclusao de ideais a esquerda.

O matemético R. Bear introduziu e estudou os R-médulos injetivos no ano 1940, ele
os designou pela expressao “grupos abelianos completos sobre o anel R”. O nome injetivo
apareceu por primeira vez, dez anos depois nos trabalhos de S. Eilenberg.

Vejamos agora como se comportam somas e produtos diretos em relacdo a médulos inje-

tivos:

Teorema 1.5.28 ([R, Teorema 3.17, pag. 65]) Se{E;:j € J} é uma familia de médulos
e B =11FE;. Entao E ¢ injetivo se e somente se cada E; € injetivo.
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Nao é verdade que soma direta de R-mdédulos injetivos é R-moédulo injetivo, isto somente
acontece se R for noetheriano a esquerda (ou direita), i.e. se cada R-submédulo M; de
um R-médulo & esquerda (ou direita) f.g. M, é f.g. Uma prova disto pode ser encontrada em
[AF, Propriedade 18.10 pég. 209].

Como produto direto de uma familia finita de R-mdédulos é o mesmo que a soma direta
de essa familia de mdédulos, temos:

Corolario 1.5.29 ([R, Teorema 3.18, pag. 66]) Todo somando direto D de um mddulo
injetivo E € injetivo.

Vimos que todo médulo é um quociente de um médulo projetivo (livre), o seguinte teorema

afirma o resultado dual.

Teorema 1.5.30 ([R, Teorema 3.27, pag. 71]) Todo R-mddulo & esquerda pode ser mer-
gulhado num mddulo injetivo.

Alguns exemplos de médulos injetivos:

Exemplos 1.5.31

1. Q € um Z-modulo injetivo: como Z é dominio de ideais principais, todo ideal é da forma
(z), para algum z € Z. Seja f : (z) — Q um homomorfismo que leva z — g, definimos

f :Z — Q, como f(l) = z%, claramente f estende f, logo pelo Critério de Baer Q €

um Z-maodulo injetivo.

2. Se R € um corpo, entdo todo espago vetorial V' sobre R, é um R-mddulo injetivo. Pois,
como R nao tem ideais proprios o problema de extensdo de aplicagoes obviamente possui

solucao.

3. Seja R o anel Z/mZ, onde m é um inteiro > 2. Qualquer ideal de R é da forma
kZ/mZ onde k € divisor de m. Seja m = ks. Seja f : kZ/mZ — R um homomorfismo
e suponha que f(k+ mZ) = a+ mZ. Entdo

0= f(ks+mZ)=sf(k+mZ)=sa+ mZ

que implica que m divide sa e portanto k divide a. Seja a = kb. Defina g : Z/mZ —
Z/mZ por gin + mZ) = nb+ mZ, n € Z. A aplicagio g é um homomorfismo que

estende f a R. Logo R é R-mddulo injetivo pelo critério de Baer.
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O seguinte é um exemplo de um médulo que é projetivo mas nao é injetivo. Este exemplo
também mostra que nao todo anel R é um R-moddulo injetivo.

Exemplos 1.5.32 O Z-mddulo Z, ¢ claramente projetivo pois € livre. Considere agora o
homomorfismo f : (2) — 7Z, que leva 2 — 1. Suponha que existe um homomorfismo f 27— 7
que estende f, entao

~ ~ ~ 1
1=f@)=2f(1) =f0)=5¢2
que € absurdo, logo f nao pode ser estendida e pelo Critério de Baer, Z ndo € Z-mddulo

mjetivo. |

Se R for um anel de divisao, i.e. se R for um anel com identidade tal que 1 # 0 e para
todo 0 # a € R, existe b € R com ab = ba = 1 , todo R-médulo & esquerda é projetivo e

injetivo.

Definicao 1.5.33 Uma resolugcao injetiva de um R-mddulo M, € uma sequencia exata
longa
0— M-S B0 %o, gt 4, g2 2

na qual cada E™ € injetivo.

Usando repetidas vezes o fato que todo R-mdédulo pode ser mergulhado num R-médulo

injetivo podemos provar que:

Teorema 1.5.34 ([R, Teorema 3.28, pag. 71]) Todo mddulo M tem uma resolugdo in-

jetiva.

1.5.4 Modbdulos Planos

Usando as propriedades de exatidao do funtor B&p or ® pC' podemos definir

Definicao 1.5.35 Um R-mddulo a direita B, é plano se o funtor BQp € exato. Simi-
larmente um R-mddulo a esquerda C' é chamado de plano se o funtor @rC' € exato.

Como B®p ¢é sempre exato a direita, um R-mddulo a direita B é plano se e somente
se idp ® preserva monomorfismo, analogamente como ®rC é sempre exato a direita, um
R-médulo & esquerda C' é plano se e somente se ® idg preserva, monomorfismos.

A seguir enunciamos alguns resultados de médulos planos:

Teorema 1.5.36 ([R, Teorema 3.45, pag. 85]) Seja{By : k € K} uma familia de R-md-
dulos a direita. Entdo @By € plano se e somente se cada By, € plano.
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Teorema 1.5.37 ([R, Corolario 3.46, pag. 85]) Todo mddulo projetivo € plano.

Exemplos 1.5.38
1. A observagao que seque do teorema 1.4.8 mostra que Z/27 nao é Z-mddulo plano.

2. R é um R-mddulo plano. Seja f : A — A’ um monomorfismo, entioidr @f : ROrA —
R®gr A, mas pelo teorema 1.3.4, temos que R Qr A ~ A, com isomorfismo t, logo

tyofota: ROgA— Reg A leva
r@a—t, ofotalr®a)=ty, of(ra) =ty (rf(a)) =7 f(a),

logo idr®f = t;l,l o fotya, portanto idr ®f € monomorfismo.

3. O grupo aditivo Q dos nimero racionais € um Z-mdodulo plano mas nao é um Z-mdodulo
projetivo. Isto seque dos resultados do prozimo capitulo pois Q € limite direto de copias

de 7 e limite direto de mddulos planos € plano.

1.6 Limite Direto e Limite Inverso

Definigao 1.6.1 Seja I um conjunto quase-ordenado (i.e. I tem una relagio binaria
< reflexiva e transitiva) e € uma categoria. Um sistema direto em € com congunto de
indices I € um funtor F': I — €&, tal que para cada i € I, existe um objeto F; e, sempre que

1,7 € I satisfacam i < j, existe um morfismo gpé- : Fy — Fj tal que:
1. gpé : F; — F; € a identidade para cada v € I;
2. se i1 < j <k, o sequinte diagrama é comutativo

@k
—_—
/50?g

Observagao 1.6.2 Para que a definicio de F' faca sentido, construimos I como uma cate-

s>

F

-

3

goria M, com obji = 1,
{zg} sex <y
0 outro caso,

oy (5. - {

. ~ .y - _ -
e COmposi¢ao 1z, = i quando r <y < z.
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Nos seguintes exemplos, a categoria €, é uma categoria de médulos.

Exemplos 1.6.3

1. Seja M um R-mddulo, e seja I o conjunto de todos os subconjuntos finitos de M.
Para o € I, seja My o submddulo de M gerado pelo subconjunto o de M. Para «,
B € I dizemos que o < 3 se M, € um submddulo de Mg e definimos ig : Mo — Mg
como sendo a aplicacdo inclusdo. A relagao < definida em I € claramente reflexiva e
transitiva, logo I com a relacdo < € um conjunto quase ordenado. Mais ainda para
cada o, B € I, existe v € I, que, neste caso, pode ser escolhida como v = aU 3, tal que
a<vyefB<ny, te. I com a relacio < é um conjunto quase ordenado dirigido. Logo

{Ma,ig}l € entao um sistema direto de R-mddulos.

2. Seja R um dominio com corpo quociente Q. A familia de todos os R-submddulos ciclicos
de Q da forma (1/r) é quase ordenado pela relagdo: (1/r) < (1/s) se e s ser | s, i.e.
rr’ = s para algum 1’ € R. Esta familia com as inclusées é um sistema direto.

Definicao 1.6.4 Seja F' = {Fm%} um sistema direto em €. O limite direto desse sis-
tema, denotado hi)n F;, € um objeto e uma familia de morfismos «; : F; — hi>n F; com

o = ajwé sempre que i < j, satisfazendo o sequinte problema universal:

para todo objeto X e toda familia de morfismos f; : F; — X com f; = fjgpz- sempre que i < j,

existe wm unico morfismo (B :lim F; — X fazendo o diagrama anterior comutativo.

O lim F;, se existir, € tinico a menos de isomorfismo. Pode ser encontrada em R, Te-
orema 2.16, pag. 41] uma demostracao de que o limite direto de um sistema de médulos
{Fi, goi- existe e ¢ lim F; = (©F;) /S, onde S é o submédulo gerado por todos os elementos
{)\]wp} (a;) — N\ (ai)}, onde \; : F; — @F; é ai-ésima injec¢ao, a; ¢ um elemento de F; e i < j,
e a; : [ — lim Fy, levando a; — \; (a;) + S.
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Exemplos 1.6.5

1. Seja {Ma,ig}] o sistema direto do exemplo 1.6.3 (1), logo lim M, = (®M,) /S, onde
S € o submddulo gerado por todos os elementos A\gif (Ta) — Ao (Ta), onde a, B € 1
coma < B exqy € My, Aoy : My — ©®M,, € a a-ésima injecdo, e aqn : My — hi>n M,
levando xo — Ao (7o) + 5.

Agora  vamos definir a aplicagao 6 : M — lim M,. Para tanto, seja x € M entdo

existe o € I tal que x € M. Seja ainda B € I outro elemento tal que x € Mg. Escolha
vyel coma<yefB<~y. Entioxec M, e

0o (z) = ayif(z) = ay (23( ) — :n) + oy (z)
= ay(x) = ayi(x) = ag(w),

mostrando que aq(x) € independente da escolha de o € I para a qual x € M. Entao
seja 0(x) = aqg(z).

E fécil ver que 0 é um epimorfismo. Se x € M tal que O(x) = 0, entdo aq(x) =0
para alguma o« € I tal que © € M,, logo existe um [ > « tal que zg(x) = 0, veja
[V, Lema 1.6.6]. Mas as inclusoes ig sao monomorfismos, logo x = 0. Portanto 6 ¢

monomorfismo, logo 0 € isomorfismo. Isto implica que lim My, = M, todo mddulo é
limite direto de seus submddulos finitamente gerados.

2. Se R é um dominio com corpo quociente Q, entdo Q ~ lim (1/r), r # 0, i.e. Q €0

limite direto da familia de submddulos ciclicos isomorfos a R.

,

E claro que o conjunto quase ordenado I é uma categoria pequena, i.e. a classe de
todos os morfismos em I é um conjunto, logo todos os funtores I — € formam uma categoria
se definimos Mor (F,G) =todas as transformagdes naturais F' — G. Deste jeito todos os
sistemas diretos de I em € formam uma categoria que chamaremos Dir(I). Assim ¢ é um
morfismo em Dir(7), se ¢t é uma transformagao natural: ¢t : F — G, onde F ¢ o sistema direto
{Fi,goz} € obj Dir(I) e G é o sistema direto {Gi,w;} € obj Dir(I),e F, G: I — C;téa
familia de aplicagoes t; : F; — (; fazendo os seguintes diagramas comutativos, quando ¢ < j

J
til ltj
wio 7

~

~
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Suponha agora que € =gIN. Sabemos que lim ({FZ,CP;}) = (®F;) /S € pIN, onde S é

definido como antes, analogamente lim ({G,-, w;}) = (®G;) /S, entdo se definimos ¢ = lim
t:lim F; — lim G; por X\a; + 5 — Y Ntia; + 5, onde a; € Fj, e \;, X, sdo injegoes em G F;,
®G; respetivamente, podemos afirmar que lim : Dir(I)— g2 é um funtor. Mais ainda se I
é um conjunto quase-ordenado dirigido, isto é para cada «, 8 € I, existe v € I tal que o <
e f <7, lim é um funtor exato [R, pdg. 46, teorema 2.18].

Teorema 1.6.6 ([R, Corolario 2.20, pag. 48]) Para qualquer R-mddulo & direita A, o
funtor A®gr preserva limites diretos.

Demonstragao: Anédloga a prova da propriedade 1.5.6 (a). |

Teorema 1.6.7 ([R, Teorema 2.21, pag. 49]) Quaisquer dois limites diretos comutam,
1.e.

lim lim Fj; = lim lim F};.

T S

il jeJ jeJ el

Vamos considerar, agora, limites inversos, os quais vao aparecer como os duais de limites

diretos, portanto as provas de todos os teoremas sao duais as dos teoremas apresentados no
inicio desta segao.

Definicao 1.6.8 Seja I um conjunto quase-ordenado e € uma categoria. Um sistema in-
verso em € com conjunto de indices I é um funtor contravariante F : I — €, tal que para
cada i € I, existe um objeto F; e, sempre que i,j € I satisfagcam © < j, existe wm morfismo
¢i : Iy — F; tal que:

1. wf : F; — F; € a identidade para cada i € I;
2. se1 < j <k, osequinte diagrama é comutativo

k

k
wl/w

F;

Definicao 1.6.9 Um sistema inverso € chamado de torre se € inderado por um conjunto
enumerdvel totalmente ordenado, i.e. a relacdo bindria de ordem em I, <, além de ser

reflexiva e transitiva, é antisimétrica e para cada v, j € I out < j ou j < 1i.

Definicao 1.6.10 Uma torre de grupos abelianos {Ai, wzj} satisfaz a condi¢cao de Mittag-
Leffler se para cada k € 1, existe j € I, j > k tal que a imagem de wi; c A — A € igual a
imagem de 1y, : Aj — Ay para todo i > j, com i € I.
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A condicao de Mittag-Leftler é satisfeita se todas as aplicagoes 1/}2“ : Aj+1 — A; na torre
{Ai, 1/1{ } sao sobrejetoras.

Definigao 1.6.11 Seja F = {Fz,wf} um sistema inverso em €. O limite inverso desse
sistema, denotado lin F;, € um objeto e uma familia de morfismos o : lgn F;, — F; com

a; =] a; sempre que i < j, satisfazendo o sequinte problema universal:

para todo objeto X e morfismos f; : X — F; com f; = Q/Jgfj, sempre que i < j, existe um
unico morfismo §: X — lim F; fazendo o diagrama comutativo.

Como € usual lim F;, se existir, é unico a menos de isomorfismo, . Pode ser encontrada
em [R, Teorema 2.22, pdg. 51] uma demostracdo de que o limite inverso de um sistema de
moédulos {Fi,wg } existe. Como o limite direto é um quociente de uma soma, pela nocgao
dual, o limite inverso deve ser um submddulo de um produto. Para cada ¢ € I, seja p; a
i-6sima projecdo p; : IIF; — Fj, entdo lim F; = {(ai) e IIF; : a; = d}ljaj, sempre que i < j},

e o; : lim F; — F; é a restricao p; |1£1 P

Exemplos 1.6.12 Se I # () é um ideal num anel comutativo R, entio I" = {Xajaz---an : a; € I}
éumideal e I =1' D I?> > ---. Se M é um R-mddulo, entio M D IM D> I?M > ---. A
familia de médulos quocientes M/T'M, i =1,2,3, ..., e os homomorfismos wz :M/IM —
M/I'M, para j > i, dados por x 4+ I'M + x + I'M, formam um sistema inverso indexado
pelos inteiros positivos. Seu limite inverso, lim M/I'M, denotado ]/W\, € chamado comple-
tamento I-ddico de M. |

De maneira andloga a que fizemos antes, podemos definir o funtor lim, que é exato a

esquerda mas, neste caso, nao precisamos assumir que o conjunto de indices é dirigido.

Definicao 1.6.13 Se I é um conjunto quase ordenado, um morfismo entre sistemas
inversos sobre I, 1t : {Fi,wg} — {Gi,cpg} € uma familia de aplicacdes t; : F; — G;
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fazendo os sequintes diagramas comutar, quando i < j:

Todo sistema inverso com conjunto de indices I e seus morfismos formam uma categoria,

Inv(I). Dualmente, se definimos ¢ = lim ¢ : lim F; — lim G; para um morfismo ¢ : {Fi, ¢J} —
— — — ?

{Gi, gpﬁ} por t : (a;) — (t;a;), entdo podemos afirmar que lim : Inv(/)— g9 é um funtor.

Teorema 1.6.14 ([R, Corolario 2.25, pag. 55]) Se A é um R-mddulo a esquerda, entdo

Hompg (A, ) preserva limites inversos.

Teorema 1.6.15 ([R, Teorema 2.26, pag. 56]) Quaisquer dois limites inversos comutam,
i.€.

lim lim Fj; = lim lim F};.

— —

iel jeJ jeJ el

Teorema 1.6.16 ([R, Teorema 2.27, pag. 56]) Para qualquer médulo B

Hom (h_n}l Aj,B> ~ lim Hom (4;, B).
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CAPITULO 2

Algebra Homoloégica de Modulos
Abstratos

2.1 Homologia de Complexo

Nesta secao sao introduzidos os conceitos de complexos e de aplicagoes de cadeias, assim
como também os de homotopia e homomorfismo de conexao. Estes tultimos sao usados para

obter uma sequéncia exata longa correspondente a uma sequéncia exata de complexos dada.

Definigao 2.1.1 Um complexo (ou cadeia de complexo) A é uma sequéncia de mdédulos

e homomorfismos

dnt1 d
A= Apg ™A, 2 Ay —

com dpdy,+1 =0 para todo n € Z. As aplicagdes d,,, sao chamadas diferenciais.

Considere a sequéncia de médulos e homomorfismos

mn m—+1
A =y pnt g T gt

)

tal que d"*'d" = 0 para todo n € Z, esta sequéncia é um complexo conforme & definicio

original se invertemos os sinais dos indices da seguinte forma:

A= — Ay dntl 4 d-n A_(np) — -

Exemplos 2.1.2

1. Toda sequéncia exata € um complexo, onde as inclusoes imd, 1 C kerd,,, sao igualdades

imd,+; = kerd,, para todo n.
2. Se A é um mddulo, toda resolugdo projetiva, P de A,
P=---—P—F—A—0,

33



Capitulo 2. Algebra Homoldégica de Mdédulos Abstratos

e toda resolugao injetiva £ de A,
E=0—A—FE"—FE' — ...

sdo complexos. Rescrevendo £ conforme nossa definicdo original, temos € = 0 —

A—FEy—FE 1—FE_ 3—---.

3. Seja A um mddulo e k € Z um inteiro fixo, se construimos uma sequéncia onde todos
os termos sdo 0, exceto o k-ésimo que escolhemos como sendo o mddulo A, entao essa

sequéncia € um complexo, chamado de complexo concentrado no grau k.

4. Se A é um complexo e F' um funtor entre mddulos aditivo, entdo

FA) = — F(An) 8 P A) T P (Ay) — -

€ também um complexo. Se F for funtor contravariante, entdo
Fd, Fdy,
FA) = — F (A1) 2 F (40) 25 F (A1) — -

A, Ay
=...— B_,41 B L, =% B, — -
onde B_,, = F (A,) e A_,41 = Fd,, com estas convengoes, F (A) é um complexo.

Definigao 2.1.3 Se A e A’ sao complexos, uma aplicagcao de cadeias f: A — A € uma

sequéncia de aplicagoes fn : An — AL, para todo n € 7, tal que os sequintes diagramas

comutem:
dn41 dn
A: e T An+1 An An—l
fn+1 f'n fn—ll
d’ d’
i n+1 / n /
A/ : "'HAnﬁ-l A’I’L A’I’L—l

Na definicao 2.1.1, a condigao dnd,+1 = 0 para todo n significa que a imagem do n + 1-
ésimo homomorfismo estd contida no kernel do n-ésimo e logo podemos definir a n-ésima
homologia do complexo A como sendo o médulo quociente:

Definigao 2.1.4 Se A é um complexo com diferenciais d,,, sua n-ésima homologia ¢ o
grupo abeliano
H, (A) =kerd,/imd,4;.

Emmy Noether, em 1925, foi a primeira a ter notado que homologia era um grupo abeliano
e nao somente nimeros de Betti e coeficientes de tor¢ao, mudando assim a percepcao da época.
Observe também que H, é um funtor entre a categoria de complexos e a categoria de

grupos abelianos, vamos definir agora, sua agdo em morfismos.
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2.1. Homologia de Complexo

Definigao 2.1.5 Se f: (A,d) — (A',d") é uma aplica¢io de cadeias, defina
H, (f): Hy (A) — H, (A')

por zn +imdyq1 — fn(2,) +imd) . O homomorfismo Hy, (f) é chamado de homomor-
fismo induzido por f, e serd denotado por fi.

Observe que f, é bem definida, pois nao depende da escolha do representante da classe
em H, (A) e f, (zn) € kerd],. Para demonstrar o primeiro fato suponha que z, + imd, 1 =
Zn +1imd, 41, entdo z, — z, € imd,41, logo existe m € A, 41 tal que z, — 2, = dp41 (m). E

portanto

fn (Zn) - fn (ZA;L) = fn (Zn - ZNTL) = fndn+1 (m) = d%+1fn+1 (m) S imd;Hl

Para demonstrar que f, (z,) € kerd,,, seja z, € kerd,, logo d,z, = 0, e consequentemente
d) fnzn = frn—1dnzn = fn-1(0) = 0.

Um complexo A é uma sequéncia exata se e s6 se H, (A) = 0 para todo n € Z.

Se A é um complexo com diferenciais zero, i.e. d,, = 0 para todo n, entdao H, (A) ~ A,
para todo n.

Se {Ak ke K } é uma familia de complexos, ou seja para cada k

dy;
Ak:"‘—>Aﬁ—>A§L,1—>

)

entao H, (@k.Ak) ~ ¢LH, (Ak) para todo n € Z, onde a soma direta de complexos @ A*

é definida como o complexo
@dﬁ
@Ak:...%@kA’I’?L—)@kAZ—l —_ .
Se K é um conjunto quase-ordenado, se define o limite direto de complexos, h_H)l AP

keK
de maneira analoga:

lim dk

@Ak:"‘—’@Aﬁ:nhL)nAﬁ—lﬁ"'-
keK keK keK

Se K for dirigido, entdo H, (lim .Ak> ~ lim H, (Ak), para todo n € Z, pois, nesse caso, lim
= — —

¢é funtor exato e portanto comuta com homologia.

Definigao 2.1.6 Seja f: A — A’ uma aplicag¢ao de cadeias, defina os complexos

kerf:---—>kerfnﬂ>kerfn,1—>---
d/
imf=---—imf, —>imf, 1 — -
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onde dy, e d), sao as restri¢ées dos diferenciais A,, — An—1 e Al, — Al | respectivamente.
. A f g p . .
izemos que a SAS é seim f = kerg. Isto é
D sequéncia de complexos A" - A = A" é exata ke Ist
. . a p f g p
equivalente a dizer que a sequéncia de mddulos 0 — A, = A, = A" — 0 € exata para todo

n € 7.

(2

Teorema 2.1.7 ([R, Homomorfismo de Conexao, piag.171]) Se0 — A" — A LA
0 € uma sequéncia exata de complexos, entdo, para cada n, existe um homomorfismo O, :
H, (A") — H,_1 (A") definido por

Z'+imd) | — i;ildnpglz" +imd),.

As aplicagoes 0y, : Hy,, (A”) — Hy,—1 (A’) sdo chamadas de homomorfismos de conexao.
Estes homomorfismos apareceram pela primeira vez nos trabalhos de J. L. Kelley e E. Pitcher,

de 1947, bem como a demonstracao do seguinte teorema:

Teorema 2.1.8 ([R, Sequéncia Exata Longa, pag. 172 ]) Se 0 — A’ LAZ A0

€ uma sequéncia exata de complexos, entdo existe uma sequéncia exata de modulos
= Hy (A) 55 Hy (A) 55 Hy (A') 5 Hyg (A) 55 Hoo (A) = oo
onde 0y, sGo os homomorfismos de conezxao.
O seguinte teorema enuncia que os homomorfismos de conexao sao naturais.

Teorema 2.1.9 ([R, Naturalidade de 9, pag. 173]) Considere o diagrama comutativo

de complexos com linhas exatas:

% p

0 A A A 0

okl

O C/ ] C C// 0

q

Entao existe um diagrama comutativo de modulos com linhas exatas:

"HHn(A’)L>Hn(A)LHn(,A”)i> nil(A/)*)._.

f*l( | o] In |

H(C") = Hya () —— -+

O seguinte lema, chamado de “lema da serpente”, apareceu pela primeira vez no livro

[CE] e é um caso particular do teorema 2.1.8.
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2.1. Homologia de Complexo

Lema 2.1.10 ([R, Lema da Serpente, pag. 174]) Considere o diagrama comutativo de
mddulos com linhas exatas:

Al ALy 0

| bl

0 C'—C c’

)

Entdo, existe uma sequéncia exata
0
ker « — ker 8 — kery — coker & — coker § — coker 7,

onde 0 : a" — i~ 'fp~la" +ima. Mais ainda, se A\ — A é monomorfismo, entio ker a —

ker 8 € monomorfismo, e se C — C" é epimorfismo, entdo coker 3 — coker~y é epimorfismo.

Teorema 2.1.11 ([R, Lema 3 x 3, pag. 175]) Considere o diagrama comutativo de md-

dulos:
0 0 0
0—> A "> A~ g7 ——0)
0—>B —>B—>pB"—>0

0 0 0

Se as colunas sao exatas e se as duas ultimas linhas (ou duas primeiras) sao exatas, entao

a primeira linha (ou a ultima) € exata.

Lema 2.1.12 ([R, Lema de Mayer-Vietoris, pag. 176]) Considere o diagrama comu-
tativo de modulos com linhas exatas:

Ay, i By = Cn On Apq B Cnqg——-+"
anl ,Bnl 'Yni an—ll ﬂnll ’Yn_ll
A, — B, cy, A;Lfl ’;Lfl C’r/lfl -

In qn
Se todo v, € um isomorfismo, entdo existe uma sequéncia exata

(aensin)

n-— 8nn n
s A, A'@BJ B/ o Ny —> A ®By,—>B | —-
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Definigao 2.1.13 Seja f : A — A’ uma aplicagio de cadeias, dizemos que f é homotdpica
a zero se existem homomorfismos s, : A, — A;H—l tal que f, = d;1+187l + Sn_1dn, para todo
n.

dn4+1 d
..*)AHH”*)An*”) ] —>

s

/ !/
--—>An+1d,—>A;LT>An_14>---
n+41 n
Se f e g sio aplicagoes de cadeias A — A’, entao f é homotdpica a g se f —g é homotdpica
a zero, i.e. existem homomorfismos s, : Ap, — A;LH tal que fn, — gn = d;LHSn + Sp_1dy, para
todo n. Os homomorfimos {s, : n € Z} formam uma homotopia.

A homotopia é uma relagao de equivaléncia em Hom(A, A’), o grupo de todas as aplicagoes
de cadeias A — A’

1. f ~ f se escolhermos os s, = 0, para todo n.

2. Se f ~ g, entdo existe {s,, : n € Z} uma homotopia tal que f, — gn = d;,; 15n + Sp—1dn,
mas isto implica que g, — fn = d, ;1 (—5n) + (—Sn—1)dn, logo existe {—s, : n € Z} uma
homotopia, o que implica que g ~ f.

3.Se f ~ geg ~ h, entdo existem homotopias {s, :n € Z} e {5, :n € Z}, tal que
fn—9n = d, 150+ Sn—1dn € gn — hy, = d}, 15y + 5p—1d,, somando temos f, — hy, =
d, 1 (Sn+5n) + (Sn—1+8n—1)dy, logo existe {s, + 5, : n € Z} homotopia, o que implica
que f ~ h.

Teorema 2.1.14 ([R, Teorema 6.8, pag. 178]) Se f e g sao aplicagdes de cadeias ho-

motopicas A — A, entio:

fe =g« Hy(A) — Hy, (A') para todo n € Z.

2.2 Funtores Derivados

Dado um funtor 7" entre duas categorias de médulos, construiremos uma sequéncia de novos
funtores, chamados funtores derivados. Vamos calcular esses novos funtores em um maédulo
M, escolhendo primeiramente uma resolucao projetiva ou injetiva de M, logo aplicando o
funtor T e depois tomando homologia do complexo resultante.

Nosso principal interesse é estudar funtores derivados de funtores aditivos, em particular os
funtores derivados dos funtores Hom e ®, que serdao denotados por Ext e Tor respetivamente.
Esta notacao apareceu por primeira vez em [CE], assim como também os conceitos de médulos

projetivos e funtor derivado.
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2.2. Funtores Derivados

Os resultados mais importantes desta secéo sa@o o teorema de comparacao e o lema da
ferradura, considerados fundamentais para o estudo da algebra homoldgica.

Vamos fixar a notagao:

Seja X um complexo da forma X = --- — X; — X9 — M — 0. O complexo obtido
apagando M é Xpy = -+ — X7 — X9 — 0 e é chamado de complexo apagado de X.
Similarmente definimos o complexo apagado Yy obtido do complexo Y =0 — N — Y9 —
Y! — ... apagando N.

O seguinte resultado para complexos nos permite comparar duas resolugoes projetivas do

mesmo modulo.

Teorema 2.2.1 ([R, Teorema de Comparacao, pag. 179]) Considere o diagrama onde

as linhas sao complexos

X5 X1 Xo A 0
| | \

[ | \ if

v v v
/ / / /

Xy 2 Xi 7 Xo—>A 0

Se cada X, na primeira linha € projetivo e se a ultima linha € exata, entao existe uma
aplicacdo de cadeias f : Xy — X!\, fazendo o diagrama completo comutativo. Mais ainda,

quaisquer duas de tais aplicacdes de cadeias sdo homotopicas.

O resultado correspondente para resolugoes injetivas também é verdadeiro, as sequéncias
crescem a direita, a linha superior é assumida exata, e cada termo na ultima linha, exceto
o primeiro, é assumido injetivo. A prova é similar e pode ser encontrada em [V, Teorema
5.2.6].

Nas defini¢oes seguintes sé consideraremos funtores 1" que sejam aditivos.

Dado um funtor aditivo 7', vamos descrever seus funtores derivados a esquerda L, T.
Para cada médulo A, escolhemos uma resolugao projetiva P de A. Seja P4 o correspondente
complexo apagado, aplicamos o funtor T a P4 e tomamos homologia. Entao, para cada
médulo A,

ker T'd,,

O funtor L, T vai da categoria de R-modulos na categoria de Z-mddulos, para completar
sua definicdo devemos descrever sua acdo em R-homomorfismos f : A — B. Sejam P e
P’ resolugdes projetivas de A e B, respetivamente, pelo Teorema de Comparagio (teorema
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2.2.1), existe f: Pa — Pj; aplicagao de cadeias, que faz o seguinte diagrama comutativo

2 P Pp—=A 0
| |
?1 I ?Ol lf
y y
ol e P P B 0
cl/1 €

Defina (L,T) f : (LyT)A — (L,T) B por (L,T) f = Hy(Tf) = (Tf),, i.e. se 2z, €
ker T'd,,, entao
(LnT) f : 2zp +imTdpy1 — (Tf,) 20 +imTd;, ;.

Note que dado um funtor 7', L,,T é um funtor aditivo para cada n.

Teorema 2.2.2 ([R, Teorema 6.11, pag. 182]) Para cada médulo A, (L,T)A ndo de-
pende da escolha da resolucdo projetiva P de A.

Definigcao 2.2.3 SeT' = ®gB, para algum R-mddulo a esquerda B, entao definimos LT =
Tor? (', B). Em particular,

Tor[f (A, B) = H,, (P4 ®r B) = ker (d, ® 1) /im (dp41 ® 1),
ondeP: -+ — Py % P a Py — A — 0 € uma resolugao projetiva do R-mddulo a direita A.

Suponha agora que T seja o funtor A®Qr para algum R-mdédulo & direita A, defini-
mos seu funtor derivado & esquerda como L,T = tor® (A, ). Em particular tor? (4, B) =
H, (A®g Pp), onde P’ é uma resolucao projetiva do R-médulo & esquerda B.

O teorema 7.9 de [R, pag. 198], mostra que o valor de torZ (A4,) em B é o mesmo que
o valor de TorZ (, B) em A, ou seja H,, (P4 ®g B) ~ H,, (A ®g Py) para P e P’ resolugdes
projetivas de A e B respectivamente. Por isso, de agora em diante, abusaremos da notacao
e denotaremos por Tor a ambos os funtores.

Dado um funtor covariante T', vamos descrever seus funtores derivados a direita R™T.

Para cada médulo A, escolhemos uma resolugao injetiva

E=0— A S L2

— 0 A-BBE S E, .

9

seja €4 o correspondente complexo apagado, aplicamos o funtor T" a £4 e tomamos homologia.
Entao, para cada médulo A,

ker (T'd_,,)

(RnT)A = H—n (TgA) - m’
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2.2. Funtores Derivados

ou analogamente
ker (T'd™)
im (T'dn—1)’

Vamos descrever a agdo de R™I" em cada R-homomorfismo f : A — B. O dual do

(R"T) A = H" (T&,) =

Teorema de Comparagao (teorema 2.2.1) assegura a existéncia de uma aplicacao de cadeias
f:Ex — &J;, Unica a menos de homotopia, e logo uma unica aplicacdo é induzida em
homologia H" (T'€4) — H™ (TE€R).

Cada funtor derivado R™T de um funtor aditivo covariante T', é um funtor aditivo cuja

defini¢ao é independente da escolha da resolucao injetiva.

Definicao 2.2.4 Se T = Hompg (C, ), para algum R-mddulo C, entio definimos R"T =
Ext% (C, ). Em particular,

Ext}, (C, A) = H" (Homp(C,E4)) = kerd?/imd? ",
onde £:0— A — EY z E! LR E? — ... € uma resolucdo injetiva do R-mddulo A.
Se T é contravariante, entao seus funtores derivados a direita sao
(R"T)C = H" (TPc) =kerTdy4+1/imTd,,

onde P:--- — P % P i\ Py — C — 0 é uma resolucgao projetiva do R-médulo C, e a agao
de R"T em cada R-homomorfismo f : C' — C’ é dada por:

Se P e P’ sao resolucoes projetivas de C' e C’, respetivamente, pelo Teorema de Com-
paracio (teorema 2.2.1), existe f : Po — P aplicacao de cadeias, que faz o seguinte

diagrama comutativo

P e Py Py— 0
| |
fil fol lf
v %
ol . P - Py ——= ' 0
1 €

Como T é contravariante, T'f, : TP, — TP, para cada n € Z. Defina entdao (R"T) f :
(RiT) C'— (R"T)C,ie. (R"T) f:kerTd], ,/imTd, — kerTdy1/imTd, por (R"T) f =
(Tf),, ie. se 2, € kerTd, , C TP}, entdo

(R"T) f : 2, +imTd,, — (T'f,) 2, + im Td,.

Se T' é um funtor contravariante aditivo, cada R™T é um funtor contravariante aditivo e
sua definicao é independente da escolha da resolugao projetiva.
Funtores derivados de um funtor contravariante sao chamados de funtores cohomolégicos.
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Definigao 2.2.5 Se T = Homgpg ( , A), para algum R-mddulo A, entdo definimos R"T =
exts (,A). Em particular,

exty (C, A) = H" (Homp(Pc, A)) = ker dp 1./ im dys,

onde P:---— P % P & Py — C — 0 € a resolugcao projetiva de C' escolhida.

O teorema 7.8 de [R, pag. 196], mostra que o valor de Ext% (C, ) em A é o mesmo valor
de ext?, (, A) em C, ou seja H" (Hompg (Pc, A)) ~ H" (Homp (C,E4)) para P uma resolugio
projetiva de C e £ uma resolucao injetiva de A. Por isso, de agora em diante, abusaremos

da notacao e denotaremos por Ext a ambos os funtores.

Lema 2.2.6 ([R, Lema da Ferradura, pag. 187]) Considere o diagrama

0 0
0 A A A" 0
7 p
P Py
d &
P Py
Pl 73//

onde as colunas sao resolugoes projetivas e a linha € exata. Entao existe uma resolucdo
projetiva de A e aplicagdes de cadeias, tal que as colunas formam uma sequéncia exata de
complexos, i.e. existe P resolucao projetiva de A e aplicacoes de cadeias tal que 0 — P’ —

P — P" — 0 € sequéncia exata curta de complexos.
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O teorema dual também ¢é verdadeiro: considere o diagrama

0 0

0 B’ B B 0
E" E"0
EN E"
g g’

onde as colunas sdo resolucoes injetivas e a linha é exata. Entao existe £ resolucao injetiva
de B tal que 0 — & — £ — £” — 0 é sequéncia exata curta de complexos. A prova é similar
e pode ser encontrada em [V, Proposicao 5.3.12].

Teorema 2.2.7 ([R, Teorema 6.21, pag. 188]) Seja 0 — A — A — A” — 0 sequéncia
exata curta de R-maodulos. Se T € um funtor covariante aditivo, entdo existe uma sequéncia
exata longa

e — Ly T (A") = LT (A) — L,T(A) — L,T (A") % L, T (A') —
- — LoT (A") — LoT (A) — LoT (A") — 0.
Aqui O € homomorfismo de conexdo.

Do teorema se conclui que para qualquer funtor covariante aditivo 7', o funtor derivado
LoT é exato a direita.

Teorema 2.2.8 ([R, Teorema 6.26, pag. 192-193]) Se 0 - A" - A — A" — 0 é uma
sequéncia exata curta de R-mddulos e T' é um funtor covariante aditivo, entdo existe uma
sequéncia exata longa

0— R'TA" — RTA — R'TA" — ...
.— R"TA" — R"TA — R"TA" 9 R A .

com homomorfismo de conexdo natural 0.
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Do teorema se conclui que para qualquer funtor covariante aditivo 7', o funtor derivado

ROT é exato a esquerda.

Teorema 2.2.9 ([R, Teorema 6.27, pag. 193]) Se 0 — A" — A — A" — 0 ¢ uma
sequéncia exata curta de R-mddulos e T € um funtor contravariante aditivo, entdo existe

uma sequéncia exata longa
0 — R'TA” — R°TA — R'TA" — ...
.- = R'TA" - R'TA — R'TA' % piTa’ — ...
com homomorfismo de conexao natural 0.

Um corolario do teorema anterior é que para qualquer funtor contravariante aditivo T', o

funtor derivado R’T é exato & esquerda.

2.2.1 Ext

Apresentaremos nesta secao algumas propriedades béasicas do funtor Ext.

Propriedade 2.2.10 ([R, Teorema 7.1, pag. 194]) Sen € negativo, entdo Ext’ (A, B) =

0 para quaisquer modulos A e B.

Propriedade 2.2.11 ([R, Teoremas 7.2 e 7.4, pags. 194-195]) O funtor Ext% (A, ) é
naturalmente equivalente a Hompg (A, ) e o funtor Ext%, ( , B) é naturalmente equivalente a
HomR ( y B) .

De modo geral temos que para qualquer funtor exato a esquerda 7', ROT é naturalmente

equivalente a T

Teorema 2.2.12 ([R, Teorema 7.3, pag. 195]) Se 0 - B" — B — B” — 0 ¢ uma
sequéncia erata curta, entdo eriste uma sequéncia exata longa com homomorfismos de co-

nerao naturais
0 — Hompg (A, B') — Hompg (A, B) — Hompg (A, B”) 9, Ext}% (A, B') — e
Demonstracgao: E um caso particular do teorema 2.2.8. |

Teorema 2.2.13 ([R, Teorema 7.5, pag. 195]) Se 0 — A" — A — A” — 0 € uma
sequéncia erata curta, entdo eriste uma sequéncia exata longa com homomorfismos de co-

nexao naturais

0 — Homp (A", B) — Homp (A, B) — Homp (A', B) 9, Ext}% (A”, B) — e
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Demonstracao: E um caso particular do teorema 2.2.9. |

Propriedade 2.2.14 ([R, Teoremas 7.6 e 7.7, pags. 195-196]) Se A for R-mddulo pro-
jetiwo ou B for R-mddulo injetivo entdo Ext’; (A, B) =0 para cada n > 1.

Demonstragao: Segue direto da definicao de Ext e ext e do fato que Ext = ext. |

Propriedade 2.2.15 ([R, Coroldrio 7.12, pag. 199]) Se Extk (A, B) = 0 para todo B,
entdo A ¢ projetivo; se Exth (A, B) = 0 para todo A, entdo B € injetivo.

A préxima propriedade mostra que Ext se comporta como Hom respeito de somas e
produtos diretos.

Propriedade 2.2.16 ([R, Teoremas 7.13 e 7.14, pags. 199-200])

1. Para todo n, Ext'y (©Ak, B) ~ I1 Ext’, (Ax, B).

2. Para todo n, Extly (A, I1By) ~ ITExt’, (A, By).

Exemplos 2.2.17

1. Seja B um grupo abeliano, vamos calcular Ext% (Z/mZ,B). Considere a sequéncia

exata curta de Z-mddulos do exemplo 1.4.2: 0 - 2 3 7.5 Z/mZ — 0.

Pelo teorema 2.2.13 existe sequéncia exata longa em Ext:

0 — Homg, (Z/mZ, B) L Homy, (Z, B) my Homy, (Z, B) 9
— Ext}, (Z/mZ, B) — Ext}, (Z,B) — - - -.

Como 7Z € Z-mdodulo livre, entdo € projetivo e pela propriedade 2.2.14 Ext% (Z,B) =0,

logo 0* € epimorfismo. Pelo resultado (1.1) Homy (Z,B) ~ B. Vejamos que m*

continua sendo multiplicagao por m: m* (f) = fm, seja f (1) = b entao
m* (b) =m” (f (1)) = fm (1) = f (m) = mf (1) = mb.
Com isto a sequéncia exata fica
0 — Homy (Z/mZ, B) ™ Homz (Z, B) ™ Homy, (Z, B) % Exth (Z/mZ, B) — 0.

Logo Exti (Z/mZ, B) = Im 8* = Homgz, (Z, B) / ker 0* = B/imm* = B/mB.
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2. Se A e B sdo grupos abelianos arbitrdrios, entio Exty (A, B) = 0 para todo n > 2.
Como todo grupo abeliano € quociente de um grupo abeliano livre, (veja [R2, Coroldrio
9.19, pag. 188]), existem F um grupo abeliano livre e g : F' — A, um epimorfismo. A

definicao de grupo livre serd dada na se¢do 2.3.3.

Considere a sequéncia exata curta de Z-mddulos 0 — K = ker(g) — F oA 0,

entao eziste sequéncia exata longa em Ext (teorema 2.2.13):

0 — Homyg, (A, B) — Homg, (F, B) — Homy (K, B) — Ext} (A, B) —
Ext} (F, B) — Ext}, (K, B) — Ext? (A, B) — Ext?, (F, B) — Ext? (K,B) — - --.

Como F ¢€ livre, pela propriedade 2.2.14, Exty (F,B) = 0, para n > 1, e como K ¢
subgrupo de um grupo abeliano livre, entao K € grupo abeliano livre, logo Exty, (K, B) =
0 para n > 1. Assim temos --- — 0 — Exty (A,B) — 0 — ---, logo Exty (A,B) =0
para todo n > 2.

2.2.2 Tor

Apresentaremos nesta secao algumas propriedades bésicas do funtor Tor.

Propriedade 2.2.18 ([R, Teorema 8.1, pag. 220]) Se n é um inteiro negativo, entdo
Torf (A, B) = 0 para quaisquer médulos A e B.

Propriedade 2.2.19 ([R, Teorema 8.2, p4g.220]) O Z-mddulo Torl (A, B) ¢ natural-

mente equivalente a A Qg B.
De modo geral temos que: se T' é qualquer funtor aditivo exato a direita, entdo LT ~ T.

Teorema 2.2.20 ([R, Teorema 8.3, pag. 221]) Se 0 — B" — B — B” — 0 ¢ uma
sequéncia exata curta de R-mddulos, entao existe uma sequéncia exata longa

-—>Tor{%(A,B”) — A@rB - A®rB - A®rB" — 0

com homomorfismos de conexdo naturais. De modo andlogo existe sequéncia longa exata na

outra varidvel.
Demonstracgao: E um caso particular do teorema 2.2.7. |
Propriedade 2.2.21 ([R, Teorema 8.4, pag. 221]) Se P é um R-mddulo projetivo, entdo

Tor* (P, B) = 0 para todo B e todo n > 1; similarmente na outra varidvel.
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Demonstragao: Segue direto da definigdo de Tor e tor e do fato que Tor = tor. |

Propriedade 2.2.22 ([R, Teorema 8.7, pag. 222]) Se F ¢ plano, entio Tor’* (F, B) = 0
para todo B e todo n > 1; similarmente na outra varidvel.

Demonstragao: Segue direto do fato que F®p é funtor exato se F' for plano. |

Propriedade 2.2.23 ([R, Teorema 8.9, pag. 222-223]) Se Torl' (F,B) = 0 para todo

B, entao F' € um R-mddulo plano; similarmente na outra varidvel.

Seja R°P o anel oposto de R, entao para todo n > 0 e quaisquer R-mdédulos A e B,
Torft (A, B) ~ Tor™ (B, A) (veja [R, Teorema 8.5, pag. 221]), por isso, de agora em diante
vamos supor todos os resultados validos na outra variavel.

A préoxima propriedade mostra que Tor se comporta como ® respeito de somas diretas.
Propriedade 2.2.24 ([R, Teorema 8.10, pdg. 223]) Para todo n > 0 temos que:
Torl (®1 A, B) ~ @, TorZ (A, B) .

Propriedade 2.2.25 ([R, Teorema 8.11, pag. 223]) Se o conjunto de indices for diri-
gido, entao
TorZ? (hLQ Ak,B> =~ lim Tor? (A, B),

para todo n > 0.

Exemplos 2.2.26

1. Vamos calcular Tor% (Z/nZ,B), para qualquer Z-mdédulo B. Considere a sequéncia
exata curta de Z-mddulos: 0 — nZ = Z 5 Z/nZ — 0, onde o € a aplicagdo inclusdo e
T € a projecdo canonica. Entdo, pelo teorema 2.2.20, existe sequéncia exata longa em
Tor:

- — Tot% (Z, B) — Tot% (Z/nZ, B) — (nZ) ®z B “2® Z®z B — (Z/nZ) ©7 B — 0.

(2.1)
Como Z € projetivo, pela propriedade 2.2.21, Tor% (Z,B) = 0, por outro lado nZ ~ 7
com isomorfismo nz — z e pelo teorema 1.5.4 7 Q7 B ~ B, com isomorfismo =y :
2®b+—— zb. Logo (nZ) ®z B ~ 7 ®yz B ~ B, com isomorfismo 3 : b+ n®b. Assim

temos o sequinte diagrama

(nZ) 7 B2 22 7.9, B

P,k

B B
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onde p: B — B ¢é dada pela composi¢ao i =y o (a®idg) o 3, levando
br— yo(a®idg)o B(b) =vyo(a®idp) (n®b) =~v(n®b) = nb.

Logo a sequéncia (2.1) fica:

0 — Tor? (Z/nZ, B) < (nZ) ©z B *2% 2.y B — (Z/nZ) 92 B — 0,

o que 1mplica
Tor? (Z/nZ, B) ~ im ~ ker (a ® idg) ~ ker u = {b € B : nb =0} .
Podemos generalizar este fato para qualquer dominio de integridade D:
Tor? (D/nD, B) = {b € B : nb= 0},
veja [V, proposicdo 6.3.11].

2. Se A e B sdo grupos abelianos arbitrdrios, entdo TorZ (A, B) = 0, para todo n > 2.
Analogamente ao exemplo 2.2.17 (2), existem F um grupo abeliano livre e g : F — A,

um epimorfismo.

. A , g .
Considere a sequéncia exata curta de Z-mddulos 0 — K = kerg — F - A — 0, entdo

existe sequéncia exata longa em Tor (teorema 2.2.20):

.- — Tor% (F, B) — Tor% (A, B) — Tor? (K, B) — Tor? (F, B)
— Tor? (A,B) = K®3 B — F®z B — A®z B — 0.

Como F' € livre, pela propriedade 2.2.21 Tor% (F,B) =0, paran > 1, e como K é um
subgrupo de um grupo abeliano livre entdo K € grupo abeliano livre, logo Tor% (K,B) =

0, para n > 1. Assim temos a sequencia exata longa
.+ —0— Tor2(A,B) =0 —---, paran > 2.
Logo TorZ (A, B) = 0 para todo n > 2.
|

No que segue nesta secao D denotard um dominio, () seu corpo quociente e K denotard
o médulo K = Q/D.

Definigcao 2.2.27 O submddulo de torcao t A de um D-mddulo A € definido por

tA={a€ A:da=0 para algum d € D nao nulo} .
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Observe que t A é realmente um submédulo de A: sejam ay, as € tA, entao existem dy # 0
e do # 0 tal que dia; = 0 e doas = 0, logo

dyds (a1 + ag) = didsay + didsas = dadia; + didaas = d20+ d10 =10

e dido # 0 pois D é dominio, entao a; + as € t A. E claro que —a; € t A e da; € t A para
todo d € D, pois D é comutativo.

Desta demonstracao vemos que t A poderia nao ser um modulo se D nao for um dominio.

Definicao 2.2.28 Dizemos que um D-mddulo A ¢ de torc¢ao set A = A e, pelo contrdrio,
dizemos que um D-mddulo A € livre de tor¢ao set A= 0.

Observagao 2.2.29 O mddulo A/t A é sempre um mddulo livre de tor¢do, pois seja a €
t (A/t A), entao existe d € D\O tal que da = 0. Entdo da € t A, logo existe d; € D\O tal que
dida = 0, ou seja eriste dyd € D\O, tal que dida = 0, logo a € t A, portanto a = 0.

Lema 2.2.30 ([R, Teorema 8.14, pag. 224]) Para cada D-mddulo de tor¢io A, existe
um isomorfismo natural Tor? (K, A) ~ A.

Lema 2.2.31 ([R, Teorema 8.15, pag. 224-225|) Para todo D-mddulo A e todo n > 2,
Tor? (K, A) = 0.

Lema 2.2.32 ([R, Teorema 8.16, pag. 225]) Se A é um D-mddulo livre de tor¢ao, entdo
TorP (K, A) = 0.

O submodulo de tor¢ao define um funtor: seja f um homomorfismo de D-médulos f :
A — B, entao definimos o funtor t f = f |y 4. Isto é uma razao para explicar o nome Tor que
vem de tor¢io, pois o funtor t é naturalmente isomorfo a Tor? (K, ), veja ([R, teorema 8.17,
pag. 225]). Outra razdo que explica o nome Tor é que Tor? (A, B) é sempre um Z-médulo
de torgao para todo A, B e n > 1, (|[R, Teorema 8.21, pag. 226]).

Teorema 2.2.33 ([R, Coroldrio 8.18, pag. 225]) Para todo D-médulo A, existe uma se-
quéncia exata
0—-tA—>A—->QxpA—->KpA—D0.

Demonstracao:  Segue direto da existéncia de sequéncia exata longa em Tor para a
sequéncia exata curta 0 - D — Q — K — 0. |

Teorema 2.2.34 ([R, Corolario 8.19, pag. 225]) Um D-mddulo A é de tor¢dao se e so-
mente se Q ®p A =0.
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2.3 Homologia e Cohomologia de Grupos

Nesta secao estudamos homologia e cohomologia de grupos e consideramos G como sendo um
grupo abstrato, A um [ZG]-médulo a esquerda, onde [ZG] é o anel de grupo do grupo G sobre
Z; e consideraremos Z, os inteiros, como um [ZG]-médulo trivial, i.e. G age trivialmente sobre
7, gz = z para todo g € G e z € Z. Para um grupo G descrevemos H' (G, A) e H;(G, A),
para i =0, 1 e apresentamos a férmula de Hopf para Ho(G,Z).

Defini¢ao 2.3.1 Seja G um grupo abstrato, A um [ZG]-mddulo & esquerda e considere Z
como um [ZG]|-mddulo trivial, definimos para cada n > 0

H" (G, A) = Bxtfly (Z, A)
H, (G, A) = Torl?¢l (7, 4) .

Os grupos H™ sdo os grupos de cohomologia de G com coeficientes em A e os grupos H,
sGo os grupos de homologia de G com coeficientes em A.

E claro da defini¢ao que H" (G, ) e H, (G, ) sdo ambos funtores covariantes aditivos indo
de [Zg]gﬁ a Ab.

Observe que se G e Gy sao grupos distintos, entao H" (G, ) e H, (Gi, ) i = 1, 2 se
aplicam a médulos sobre anéis distintos [ZG1] e [ZG3].

Se A for [ZG]-médulo a direita, entdao H, (G,A) = TorZ¢] (A,Z), com Z considerado
como um [ZG]-médulo a esquerda trivial, e H" (G, A) = Extyg (2, A) com Z considerado
como um [ZG]-médulo & direita trivial.

Definigao 2.3.2 Definimos o homomorfismo aumento ¢ : [ZG| — Z como a aplica¢do
que leva Xzgg — Xz4. Seu kernel I = {¥Xz49 € [ZG] : ¥zy = 0} € chamado de ideal au-
mentado de [ZG].

Lema 2.3.3 Seja I o ideal aumentado de [ZG], entao
— Topl2G]
Hy (G, A) = Torg " (Z,A) ~ Z ®zq A~ A/IA.
Demonstracao: Considere a sequéncia exata curta de [ZG]-médulos
0152652 0.

Como @[z A é funtor exato a direita temos a seguinte sequéncia exata

a B
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Como [ é epimorfismo, pelo teorema de isomorfismos temos

[ZG] Rz A N A
ker 3 T ima’

Z ®[ZG] A~

onde o tltimo isomorfismo se justifica pela exatidao da sequéncia (2.2) e pelo teorema 1.3.4.
Masima =IA, poisse A€ [ea€ A

a(A®a) =i(A) ®a € [ZG] Qg A ~ A,

logo a(A ® a) = Aa, logo im « é 0 Z-mébdulo gerado por Aa com A € [ e a € A.
Portanto Z ®z¢q A ~ A/ima ~ A/TA. |
Em particular se A é um [ZG]-médulo trivial, entao TA =0e Hy (G, A) = A.

Teorema 2.3.4 ([R, Teorema 10.1, pdg. 266]) Se I € o ideal aumentado de [ZG], entdo
H1(G,Z) =1/I?, onde Z ¢ o [ZG]-médulo trivial.

Teorema 2.3.5 ([R, Teorema 10.2, pdg. 266]) Para qualquer grupo G, o grupo aditivo
I/1?% ¢ isomorfo ao grupo multiplicativo G/[G,G), onde [G, G| denota o subgrupo comutador
de G, |G,G] = (ghg™'h™!, para todos g, h € G). Logo Hy (G,Z) ~ G/[G,G].

Se G é um grupo, veremos na secao 2.3.3 que existem F' um grupo livre, e um epimorfismo
7: F — G, tal que para R = ker, F/R~Q@.

Definimos [F, R] como o subgrupo de F' gerado por todos os comutadores [f,r] = frf=lr=1
onde f € F e r € R. Com esta notagao podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.3.6 ([R, Férmula de Hopf, pag. 274]) Para qualquer grupo G,
(RNFE")
Hy (G, Z2) ~ ——=.
OB =g
Observe que (RN F’) / [F, R] depende s6 do grupo G e nao da escolha de F e R.
Propriedade 2.3.7 Homologia comuta com soma direta, H, (G, ®;A;) ~ ®&;H, (G, A;).

Demonstragao: Pela proriedade 2.2.24, Tor comuta com soma direta. |

Lema 2.3.8 O grupo de cohomologia paran =0 ¢é

H°(G,A) =Hompg (Z,A) = A ={a€ A:ga=aV g€ G}.
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Demonstragao: O homomorfismo 6 : Hompq (Z, A) — AC definido por f — f(1) é
claramente um isomorfismo. Observe que se g € G entao

fllg=D1) = (g—-1f(1) =gf(1) = f(1),
e por outro lado
f((g—1)1) = f(0) =0, pois G age trivialmente em Z.

Logo gf(1) = f(1)Vg € G e portanto f(1) € AY. |
No caso em que A seja um [ZG]-médulo trivial, HY (G, A) = A = Hy (G, A).

Definigao 2.3.9 A derivacao € uma funcio ¢ : G — A que satisfaz ¢ (g192) = g1p (92) +
¢ (g1)-

O conjunto de todas as derivagoes Der (G, A) = {p : G — A tal que ¢ é derivacao} é um

grupo abeliano com elemento neutro a aplicagao 0 e inversa de ¢ é —p.

Definicao 2.3.10 Uma derivagao principal é uma funcio f: G — A que satisfaz f (g) =
(g —1)ap onde ag € A € fixo.

O conjunto de todas as derivagoes principais
PDer (G,A) ={f: G — A tal que existe ap € A: f(g9) = (g — 1) ao}
¢ um subgrupo abeliano de Der (G, A):

1. PDer (G, A) C Der (G, A), pois seja ¢ € PDer (G, A), entao ¢ (g192) = (9192 — 1) ao,
por outro lado

919 (92) + ¢ (g1) = g1 (92 — 1) ap + (g1 — 1) ao
= (9192 — g1 + g1 — 1) ap = (9192 — 1) ao,

logo ¢ (g192) = g1¢ (92) + ¢ (g1), portanto ¢ € Der (G, A).
2. Sejam 1, 2 € PDer (G, A), entao o1 (g9) = (g — 1) a1 e p2(g) = (9 — 1) a, logo
(1 +2) (9) = (g — 1) (a1 +a2),
para todo g € G, e aj + ay € A, portanto ¢1 + @2 € PDer (G, A).

3. Se ¢ € PDer (G, A), entao sua inversa —p (g) = (9 — 1) (—ag) € PDer (G, A).
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Teorema 2.3.11 ([R, pag. 280]) O grupo de cohomologia paran =1 é

_ Der (G, 4)

1 e S—
H (G, 4) ~ PDer (G, A)’

No caso em que A seja um [ZG]-mdbdulo trivial, PDer (G, A) = 0 e toda derivacao é um
homomorfismo. Logo terfamos H! (G, A) = Hom (G, A).

Propriedade 2.3.12 Cohomologia comuta com produto direto, H" (G, 11;A;) ~ I, H" (G, 4;).

Demonstragao: Pela propriedade 2.2.16 (2), Ext comuta com produto direto na segunda

variavel. [ |

Teorema 2.3.13 (Lema de Shapiro) Seja G um grupo, S um subgrupo de G e B um
[ZS]-mddulo, entdo para todo n > 0

1. H, (S,B) ~ H, (G, [ZG] @5 B);

2. H"(S,B) ~ H" (G, Homyzg ([2G] ,B)).
A prova do teorema pode ser encontrada em [V, Proposigao 12.1.3].

Note que se B é um [ZS]-mé6dulo, e se definimos, para cada =, y € G, b € B, x ®b €
[ZG] ®[ZS] Be fe Hom[ZS] ([ZG] ,B):

y(z ®@b) = (yzr) @b,
(yf)(z) = f(xy).

Entao com essa agao [ZG] ®zs) B e Homzg ([ZG], B) sao [ZG]-médulos chamados de [ZG]-
modulo S-induzido e [ZG]-mdédulo S-coinduzido respetivamente.

Definicao 2.3.14 Um [ZG]|-mddulo A é chamado de um mdédulo S-induzido se eriste um
[ZS]-médulo X tal que A = [ZG] ®(zs) X e é chamado de um mddulo S-coinduzido se
existe um [ZS]-mddulo Y tal que A = Homzg) ([ZG],Y).

Proposicao 2.3.15 ([V, Proposicao 12.1.6]) Seja G um grupo, S um subgrupo de G e B
um [ZS]-médulo, se [G : S] < oo entdo [ZG]| ®zg B ~ Homzg ([ZG], B).
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2.3.1 Dimensao Cohomolégica

Definigao 2.3.16 Seja M um R-mddulo e n um inteiro ndo negativo, entdo dizemos que a
dimensdo projetiva de M é menor ou igual a n e o denotamos (projdimpg M) < n, se M
admite uma resolugao projetiva:

P:0—-PFP,—--—P—PFP—>M-—0.

Lema 2.3.17 ([B, Lema 2.1, pag. 184]) Seja M um R-mddulo e n um inteiro nio nega-
tivo, entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. projdimp M <n.
2. Extly (M, ) =0 para todo i >n+1.
3. Extjit (M, ) =0

4. 8¢e0—>K — P, 15 ... 5 Py — M — 0 € qualquer sequéncia exata de R-mddulos,

com cada P; projetivo, entao K ¢é projetivo.

Definicao 2.3.18 Seja G um grupo, a definimos a dimensao cohomologica de G como

sendo proj dimzq) Z, onde Z € considerado como [ZG]-mddulo trivial e a denotaremos cd (G).
Corolario 2.3.19 ([B, pag. 185]) Seja G um grupo entao:

cd(G) = sup{n : JA [ZG]-mddulo tal que H" (G, A) # 0} .
Demonstragao: Segue direto do lema 2.3.17. |

Proposigao 2.3.20 ([B, Proposicao 2.3, pag. 186]) Seja G um grupo, se cd(G) < oo,
entao cd(G) =sup{n: H" (G, F) # 0 para algum [ZG]-mddulo livre F'}.

Proposicao 2.3.21 ([B, Proposicao 2.4, pag. 187]) Seja S um subgrupo de G, entdo:

1. cd(S) < cd(G);

2. Se [G:S] <0 ecd(G) < oo, entdo cd(S) = cd(G).

Exemplos 2.3.22
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1. Seja G =7Z/nZ = (t), t # 1. Seja
. g f g f €
P..->5P3>P>P > P —7Z—0,

onde P; = [ZG] para cada i > 0, € € o homomorfismo aumento, f : [ZG| — [ZG| dada
pora v (t—1)a e g: [ZG] — [ZG] dada por a — (1+t+---+t""1)a, entdo P é

uma resolugdao livre do [ZG]-mddulo trivial Z.

Aplicando Homygq ( ,Z) obtemos o complezo:
0-z5728 725725 .
Queremos conhecer a acdo de f* e g*:
(a) Se h € Homgg ([ZG],Z) entdo f*(h) =ho f . Aplicando f*(h) em 1 temos:
P W) = (ho (1) =h((E—1)1) = (t—1)h (1)
Comote G eh(l)€Z eG age como 1 em Z temos:
(t—1)h(1)=th(l)—h(1)=h(1)—h(1)=0.

Logo f* = 0.

(b) Se o € Hompgg ([ZG],Z) entdo g* (o) = a0 g. Aplicando g* (o) em 1 temos:
g (@) (1) =(aog)()=a((l+t+ - +t" 1) =1+t+ - +t"Ha(l) =
=a(l)+ta(l)+--+t"ta(l) =na(l)
pois t age como 1. Logo g* ¢ multiplicagao por n.
Agora

. . k * : * — — -,
H(G.7) = B (Hom[ZG] (P 7)) — er g /%mf 0/0 =0 se j e.zr/npar,
ker f*/im ¢g* = Z/nZ = G se j € par.

Logo H7 (G,7Z) # 0 quando j € par, o que implica cd(G) = oo.

2. Seja G um grupo finito nao trivial entdo existe e # g € G, considere o subgrupo ciclico
gerado por g que também € finito, ou seja (g) ~ Z/nZ para algum n > 2. Entdo, pelo
exemplo anterior, cd((g)) = oo o que implica pela proposi¢ao 2.3.21 (1) que cd(G) = oo.
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3. O grupo trivial € o unico grupo de dimensdo cohomoldgica zero: Seja G um grupo tal
que cd(G) = 0, entdo o [ZG]-mddulo trivial Z, admite resolugdo projetiva

0—F—7Z—0,

logo Py ~ 7, ou seja Z € [ZG]-mddulo projetivo. Pelo teorema 1.5.18 (4), toda sequéncia

exata curta de [ZG]-mddulos
0—-A—-B—=7Z—0
cinde, em particular a sequéncia exata curta
0 — kere - ZG > Z — 0,

onde € € o homomorfismo aumento, cinde. Logo eziste f : Z — [ZG] tal que ef = idy.

Considere 1 € 7Z e seja Y A\gg = f(1), entdo para todo h € G tem-se h ) A\gg =
9g€G geG

> Agg- SejaY ={g € G|\ #0}, entdo Y € finito. Logo existe um monomorfismo

geG

¢: G — Sym(Y),

onde Sym(Y) = {g:Y — Y | g € bijetiva} e ¢ é dada por p(h)(y) = hy. Observe que
sey €Y entao hy € Y para todo h € G pois \py = Ay # 0. Portanto G € grupo finito,
mas se G fosse um grupo finito ndo trivial, pelo exemplo anterior, teria dimensdo coho-

moldgica infinita, logo G € o grupo trivial.
4. Seja G um grupo livre (veja defini¢ao na se¢io 2.3.3) e nao trivial, entdo existe
P:0— kere — [ZG] S Z — 0

uma resolugao livre do [ZG|-mdédulo trivial Z, logo (proj dimzq Z) <1, ie cd(G) <1,
mas como G € nao trivial, cd (G) = 1. Aqui o ideal aumentado ker (¢) = & [ZG] (x — 1)
ondex € X e X é uma base de G (veja [R, Teorema 10.4, pdg. 268]).

Proposigao 2.3.23 Seja G um grupo nao trivial tal que cd(G) < oo entdo G é um grupo

livre de torgao.

Demonstracao: Seja e # g € G, considere S = (g) o subgrupo ciclico de G gerado pelo
elemento g. Pela proposigao 2.3.21 (1) cd(S) < ¢d(G) < co. Logo S nao pode ser um grupo
ciclico finito, pois pelo exemplo 2.3.22 (1), cd(Z/nZ) = oo para todo n > 2, portanto S é o
grupo ciclico infinito. Isto implica que g tem ordem infinita, portanto G é um grupo livre de

torcao. |
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2.3.2 Resolugoes de Tipo Finito

Definigao 2.3.24 Uma resolucdo ou resolugdo parcial P € de tipo finito se cada P; € f.g.
Um R-mddulo M € de tipo FP,, (n > 0) se existe uma resolugdo parcial projetiva

P,—-P,_1—--—>PFPh—>M-—0

de tipo finito. Dizemos que um R-mddulo M € de tipo FPo, se M € de tipo FP,, para todos
os inteiros n > 0.

Observagao 2.3.25 Se P € um R-mddulo projetivo f.g. entao pode ser erpressado como
somando direto de um R-mddulo livre de posto finito. Pois: seja X o conjunto finito que
gera P e seja P& M = @jecjRe;, entao para cada x; € X existe J; C J, J; finito tal que
T; € @jey;Rej logo X C @jejRej com J finito, e portanto P C @jejRej. Logo existe um

R-mddulo projetivo Q tal que P& Q = GajejRej.

Proposicao 2.3.26 ([B, Proposicao 4.3, pag. 193]) Seja M um R-mddulo e n > 0 um

inteiro. As sequintes condi¢des sdo equivalentes:

1. Existe uma resolucdo parcial livre de R-mdédulos: Fy, — F,,_ 1 — -+« — Fy = M — 0
com cada F; f.g. para todo i < n.

2. M tem tipo FP,.

3. M é f.g. e, para cada resolucdo projetiva parcial P, — --- — Py — M — 0 de tipo
finito com k < n, ker{Py, — Py_1} € f.g.

Teorema 2.3.27 ([B, Teorema 4.8, pag. 196]) As seguintes condi¢des sao equivalentes:
1. M ¢ de tipo FP.
2. EthR (M,) comuta com limite direto, se o conjunto de indices for dirigido.
3. Torlt (M,) comuta com produto direto.

Proposicao 2.3.28 ([Bi, Proposi¢ao 1.4, pag. 12]) Seja 0 — M' — M — M" — 0
uma sequéncia exata curta de R-modulos. Entao

1. Se M’ ¢ de tipo FP,_1 e M € de tipo FP,,, entao M" ¢ de tipo FP,,,
2. Se M ¢ de tipo FP,,_1 e M" ¢ de tipo FP,,, entao M’ é de tipo FP,_1,
3. Se M' e M" sao de tipo FP,,, para algum n > 0, entdo M é de tipo FP,,,

4. Se M € de tipo FPo, e n > 1, entao M" € de tipo FP,, se e somente se M'é de tipo
FP,_.
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2.3.3 Grupos Livres, Geradores e Relagoes

Seja X um conjunto e F' um grupo contendo X, dizemos que F ¢é livre em X se para
cada grupo G, cada aplicagao de conjuntos f : X — G tem uma tUnica extensao a um
homomorfismo de grupos f : F' — G, i.e. o seguinte diagrama comuta:

Chamamos X de base de F'.
Uma pergunta natural que surge nesse contexto € se existem grupos livres, a resposta é

dada no seguinte teorema:

Teorema 2.3.29 ([R2, Teorema 11.1, pag. 238]) Se X ¢ um conjunto entdo existe um

grupo F' que € livre em X.

Corolario 2.3.30 ([R2, Corolario 11.2, pdg. 240]) Todo grupo G é um quociente de um

grupo livre.

Definicao 2.3.31 Um grupo G € definido por geradores X = {x:k € K} e relagdes
A={rj=e:j€J} no caso em que F' € livre em X, R é o subgrupo normal de F' gerado
por {rj:j€J}, e G~ F/R. Dizemos que (X | A) € uma apresentacdo de G.

Definicao 2.3.32 Um grupo G € finitamente apresentdvel se existe uma apresenta¢do
(X |A) com X e A finitos.

Agora que sabemos sobre a existéncia de grupos livres, a segunda pergunta que nos
fazemos é se dado um conjunto X, o grupo F' livre em X é tunico, a resposta é dada no

seguinte teorema,

Teorema 2.3.33 ([R2, Teorema 11.4, pag. 242]) Sejam X eY conjuntos nao vazios, F

livre em X, e G livre em Y. Entao F ~ G se e somente se X e Y tem a mesma cardinalidade.

Como corolario do teorema temos a resposta da nossa segunda pergunta, dois grupos

livres em X sao isomorfos.
Coroldrio 2.3.34 Se F ¢ livre em X, entao F é gerado por X, F = (X).

Demonstragao: Segue da definicao de grupo livre, pela unicidade de ]? |
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Exemplos 2.3.35
1. O grupo ciclico de ordem 6, Cg tem geradores X = {x,y} e relagoes
A= {xQ =e, yP=¢, oy lay = e} ,
logo Cg € um grupo finitamente apresentdvel:
Ce = <;13,y xt=e, P =e, oy oy = e> .
Uma outra apresentacao é Cg = <:1c cab = e>.

2. O grupo diedral D,, admite os sequintes geradores X = {s,t} e as sequintes relagies
A= {s" —e, t?=e, tst = 3*1}.

3. Os quatérnios admitem os sequintes geradores X = {a,b} e as sequintes relagoes A =
{a4 =e, b>=d% b lab= afl}.

4. Um grupo livre com base X = {xy, : k € K} tem geradores X = {zy : k € K} e ndo tem
relacdes.

5. Um grupo livre em X = (), tem um 1inico elemento, o elemento trivial. Um grupo livre
em X = {x} € ciclico infinito.

2.3.4 Grupos de Tipo FP,.

Definigao 2.3.36 Um grupo G ¢ de tipo FPy,, (0 <n < 00) se Z € de tipo FPy, como um
[ZG]-mddulo, i.e. existe resolugdo projetiva parcial de [ZG]-mddulos

P,—-P_1— - —PF—-7Z—0
com cada P; f.g. para i <mn.

Observe que todo grupo G é de tipo FPy. Um grupo G é de tipo FP; se e somente se G
é f.g. como grupo. Todo grupo G finitamente apresentavel é de tipo FP2. A demostracao
destes fatos pode ser encontrada em [Bi, Proposiges 2.1 e 2.2 pags. 19-20].

Proposicao 2.3.37 ([B, Proposicao 5.1, pdg.197]) Seja G um grupo e S um subgrupo
de G de indice finito. Entao G € de tipo FP, se e somente se S é de tipo FP,,.

Proposicao 2.3.38 ([B, Proposicao 5.2, pdg. 197]) Seja G um grupo de tipo FP e
seja n um inteiro tal que H™ (G,[ZG]) = 0. Entao H" (G, F) = 0 para todo [ZG]-mddulo
livre F.
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Exemplos 2.3.39

1. O grupo trivial tem tipo FP, pois existe 0 — 0 — - -+ — 0 — [ZG] 5 Z — 0 resolucdo
livre do [ZG]-mddulo trivial Z.

2. Seja G um grupo finito, entao G tem tipo FPo,. Para vermos isso, seja S = {e} < G,
entdo [G : S] < oo, e pelo exemplo anterior S tem tipo FP, entdo pela proposicio

2.8.37, G tem tipo FP.

3. Seja G um grupo tal que [ZG] € anel noetheriano a direita e a esquerda, entio G é
FP.. Para vermos isso, seja Py % P.q1— -+ — Py — Z — 0 uma resolucdo
projetiva parcial de Z, com P; f.g. para todo i < k < n, logo Py € [ZG]-mddulo f.g. e
ker Oy, C Py, como [ZG] é anel noetheriano entdao ker 0y, € f.g. como [ZG]-mddulo, logo
pela proposicao 2.3.26 G tem tipo FP,. Mas isto vale para cadan > 0, logo G tem tipo
FP.

Definigao 2.3.40 Uma resolucao € dita finita se € de tipo finito e tem comprimento finito.

Um grupo G € de tipo FP se Z admite uma resolugao projetiva finita sobre [ZG].

Proposicao 2.3.41 ([B, Proposicao 6.1, pag. 199]) Um grupo G ¢é de tipo FP se e so-

mente se

1. cd(G) <0 e

2. G ¢ de tipo FP.

Analogamente & definicdo de dimensao cohomoldgica de um grupo G, temos a definicao
de dimensao homoldgica, que denotaremos por hd(G) e é dada por

hd(G) = sup{n : H,(G, M) # 0 para algum [ZG]-médulo M} .
Teorema 2.3.42 ([Bi, Teorema 4.6, pag. 60])

1. Para qualquer grupo G, hd(G) < ¢d(G).

2. Se G € um grupo de tipo FP entao cd(G) = hd(G).
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2.4  Grupos Abstratos de Dualidade de Poincaré

Nesta se¢do estudaremos grupos G que satisfazem H' (G, A) ~ H,_; (G, D ®z A), onde D é
o [ZG]-médulo a direita H™ (G, [ZG]). Estes grupos foram considerados por primeira vez por
Bieri e Eckman (1973), que provaram a seguinte caracterizagao:

Teorema 2.4.1 ([B, Teorema 10.1, pag. 220]) Seja G um grupo de tipo FP, entdo as
sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. Eziste um inteiron e um [ZG]-mddulo a direita D tal que H' (G, A) ~ H,_; (G, D ®7 A),
para qualquer [ZG]-mddulo a esquerda A e para todo i inteiro.

2. Eziste um inteiro n tal que H' (G,[ZG] ®z B) = 0, para todo i # n e todo grupo abeliano
B.

3. Existe um inteiro n tal que H' (G, [ZG]) = 0 para todo i # n e H" (G,[ZG]) € livre de
tor¢ao como grupo abeliano.

4. Ezistem isomorfismos naturais H' (G, ) ~ H,_; (G, D ®z ), onde D = H" (G, [ZG]) e
n = cd(G). Estes isomorfismos sao compativeis com os homomorfismos de conexdo da
sequéncia exata longa em homologia e cohomologia associadas a wma sequéncia exrata

pequena de modulos.

Observagao 2.4.2 D ®z A é um [ZG])-mddulo d esquerda via ag¢ao diagonal g (d @ m) =
(dg) ® (gm).

Definicao 2.4.3 Um grupo G € dito grupo de dualidade se satisfaz o teorema 2.4.1, e o
[ZG]-mddulo D = H" (G, [ZG]) é chamado de mdédulo dualizante de G.

Originalmente Bieri e Eckman definiram um grupo de dualidade como um grupo G, nao
necessariamente de tipo FP, tal que existam produtos cap

N, : H (G, A) S H,_; (G,D ®z A)

para todo i e A, onde n é um inteiro fixo, D um [ZG]-médulo fixo, e z um elemento de

H, (G, D). Mas pode-se provar que as duas definigdes s@o equivalentes ([B, pdg.222]).

Definicao 2.4.4 Um grupo G ¢ dito grupo de dualidade de Poincaré se seu maodulo
dualizante D € ciclico infinito como grupo abeliano, D ~ 7. Neste caso, G € dito orientdvel
se G age trivialmente em D. Em outro caso G é dito nao orientdvel e age em D via
multiplicacdo por +1. O inteiro n que oferece o teorema 2.4.1 € chamado de dimensao de

Poincaré.
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Note que se G é um grupo de dualidade de Poincaré orientavel entao o item (4) do teorema
2.4.1 tem a forma: H' (G, A) ~ H,_; (G, A).

Propriedade 2.4.5 ([B, Proposicao 10.2, pag. 224]) Sejam G um grupo livre de tor¢ao
e S um subgrupo de indice finito. Entao G € um grupo de dualidade se e somente se S €
um grupo de dualidade. Mais ainda, se G e S sao grupos de dualidade entdo tem o mesmo
mdodulo dualizante, mais precisamente se D é o mddulo dualizante para G, entdo o mdédulo
dualizante para S € isomorfo ao médulo D com acdo de S igual a restricdo da acao de G a

S.

Proposigao 2.4.6 Seja G um grupo de dualidade de Poincaré de dimensdo n finita, entdo
existe um subgrupo S < G de indice [G : S] < 2 tal que S € um grupo de dualidade de Poincaré
orientavel.

Demonstragao: Como G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n, temos
que H" (G,[ZG]) ~ Z e pela proposicao 2.3.23, G é um grupo livre de tor¢ao. Se G nao
for orientdvel, G age em Z via multiplicacao por +1. Logo existe p : G — Aut(Z) = Z* =
{1, -1}, acao de G em Z nao trivial. Seja S = ker p < G, entao pelo teorema de isomorfismos
G/S ~{1,—1} logo [G : S| = 2. Pela propriedade 2.4.5 S é grupo de dualidade com o mesmo
modulo dualizante de G, i.e. H" (S,[ZS]) ~ H" (G, [ZG]) ~ Z, logo S é grupo de dualidade
de Poincaré. Mais ainda S age em H" (S, [ZS]) com a restricao da agao de G, mas G age
como 1 no ker p = S, logo S age trivialmente em H" (S, [ZS]). Portanto S é um subgrupo de
G de indice 2, de dualidade de Poincaré orientavel. |

Exemplos 2.4.7
1. Z™ é um grupo de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensdo n.

2. Qualquer grupo f.g. nilpotente e livre de tor¢do é grupo de dualidade de Poincaré

orientdvel.

3. O grupo fundamental de uma variedade compacta fechada, n-dimensional é um grupo

de dualidade de Poincaré de dimensdo n.

2.5 Caracteristica de Euler de Grupos Abstratos

Para qualquer grupo abeliano f.g. B, definimos o posto de B por

postoz(B) = dimg(Q ®z B).
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Se B for livre esta definicao coincide com a definicao de posto no sentido de cardinalidade
de uma base. Em geral, posto,(B) é igual ao posto, no sentido cldssico, da “parte livre” de
B, i.e. do quociente de B por seu subgrupo de tor¢ao. Em particular, posto,(B) = 0 se e
somente se B ¢é finito.

Na literatura podem ser encontradas diversas definicoes da caracteristica de Euler de
grupos, sob um grande nimero de diferentes condigoes de finitude. Para nosso propdsito as
seguintes condigoes sao as mais convenientes a se impor: G serd um grupo abstrato de tipo
FPy e cd(G) < 0.

Definicao 2.5.1 ([B, pag. 247]) Seja G um grupo abstrato de tipo FP e cd(G) < oo,

definimos entao a caracteristica de Euler de G, x(G), por

X(G)= ¥ (=1)'posto (H; (G, Z)).
0<i<cd(G)

Observe que postoy (H; (G,Z)) esta bem definido pois H; (G, Z) é grupo abeliano aditivo
e f.g:

SejaP:0— P, —» --- — P LR P, — Py — Z — 0 uma resolucao projetiva do
[ZG]-médulo trivial Z, com cada P; f.g. (existe pela proposigao 2.3.26), entao

ker(d; ® idz)
H,; (G,Z) = H; 7)) = —————~

H(G.2) z(PZ Plea ) Im(di41 ®idz)’
onde P; ®zq Z “®idz Pi_1 ®zq) Z. Cada P; é f.g. como [ZG]-médulo, logo existe um
epimorfismo [ZG]* — P;. Por outro lado

Zk = Dk vezesZ = Dk vezes ([ZG] ®[ZG] Z) = ((@k vezes [ZG]) ®[ZG] Z)
= ([ZG]k [z Z) — P; ®[zq) Z pois ® ¢ funtor exato a direita.
Logo P; ®zq) Z é f.g. como Z-mddulo, e cada subgrupo de P; ®zg) Z também é f.g. como
Z-médulo, portanto ker (d; ® idz) e im (d;4+1 ® idz) séo f.g. como Z-mdédulos, logo H; (G, Z)
é quociente de Z-médulos f.g. entao é f.g. como Z-mdédulo (grupo abeliano).
Segue que H; (G,Z) = ®&(Z-mbdulos ciclicos) = Z*@T, onde T é um grupo abeliano finito

e Z* é a parte livre de torcao. Logo temos que postoy(H; (G,Z)) = a = dimg(H; (G, Z)®zQ),
onde « é a quantidade de copias de Z.

Exemplos 2.5.2 Vamos calcular x(Z). Seja G = Z = (t) com t # 1. Entao o kernel do
homomorfismo aumento e, kere = [ZG] (t — 1) ~ [ZG], assim temos que

P:0—kere — [ZG] S Z — 0
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¢ uma resolugao livre do [ZG]-mddulo trivial Z, logo cd(Z) < 1, mas como Z € nao trivial, pelo
exemplo 2.3.22 (3) ¢cd(Z) = 1. Por outro lado, pelo teorema 2.3.5 Hy (G,Z) =7Z/|Z,Z] = Z,
logo postoy(Hy (G,Z)) =1 e pelo lema 2.3.3 Hy (G,7Z) = Z, logo postoy(Hy (G,Z)) = 1. Isto
implica que x(Z) =1—-1=0. |

d;

Proposigcao 2.5.3 Seja C:0—-Cy, — -+ = C; = --- — C; — Cy — 0 um complexo finito

de Z-mddulos, entao

n n

>~ (—1)" postoz (H; (C)) = > (—1)" postog (C;) .

i=0 i=0
Demonstracao: Considere as sequéncias exatas curtas, para cada 0 < ¢ < n,

0 — imd;4+1 — kerd; — H;(C) — 0,

0 — kerd; — C; — imd; — 0.
Como Q é Z-médulo plano, as seguintes sequéncias curtas também sao exatas:

0 - Q®zimdi1 — Q®zkerd; — Q®z H;(C) — 0
0—Q®zkerd; — Q®yz C; — Q®zimd; — 0.

Logo temos que

Q@zkerd; ~ (Q®zimd;1) ® (Q ®z Hi(C)) e
Q®zC; ~ (Q®zkerd;) ® (Q ®zimd;),

0 que implica que

dimg (Q ®z ker d;) = dimg (Q ®z im d;41) + dimg (Q ®z H;(C)) e
dimg (Q ®z C;) = dimg (Q ®z ker d;) + dimg (Q ®z imd;) ,

que, por definicao, é

postoy, (ker d;) = postoy, (im d;+1) + postoy (H;(C)) e
postoy, (C;) = postoy (ker d;) + postoy, (imd;) .

Multiplicando cada igualdade por (—1)"*! temos:

—(—1)"postoy, (ker d;) = (1) postoy, (imd;11) — (—1) postoy, (H;(C))
—(—1)"postoy, (C;) = —(—1)" postoy, (ker d;) — (—1)" postoy, (im d;) .
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Somando em ¢

n n n

_EO(—l)l postoy, (ker dz) = ;)(_1)i+1 postoy, (1m di—i—l) o ;0(_1)1 postoy (HZ(C))
_é(_l)i postoz (C;) = —:io(—l)ipostoZ (ker d;) — é)(—l)i postoy, (im d;) .

Somando cada lado das igualdades anteriores

n n

_;(—1)ipostoz (kerd;) — g(—l)ipostoz () =

n

= 3 (= 1) postoy, (imdi+1) — - (— 1) postoy, (Hi(C))

i=0 i=0
— > (1) postoy, (kerd;) — > (—1)* postoy, (im d;),
i=0 i=0

0 que implica
n . n . 1
— > (=1)"postoy, (C;) = — 3_ (=1)" postoy, (H;(C))—postoy (im do)+(—1)""" postoy, (im dp+1),
i=0 i=0
mas imdy = im d,+1 = 0, portanto
n n

;}(—1)ipostoz (Ci) = ;)(—1)ipostoz (H;(C)).

Observagao 2.5.4 A proposicao andloga para cohomologia também € verdadeira.
Como, pela definigao de x(G)

x(G)= > (=1)'postoy (H; (G, Z))
0<i<cd(G)

= Y (-=1)'postoy (Hl (PZ ®za) Z))
0<i<cd(G)

onde P:0—-F, —»---— P, L SR P, — Py — Z — 0 é uma resolucao projetiva do
[ZG]-médulo trivial Z, com cada P; f.g; a proposi¢ao anterior nos diz que

X(G)= X (=1)'posto (P @z Z) -
0<i<cd(G)

Proposicao 2.5.5 Seja G um grupo abstrato de tipo FP e cd(G) < oo, entao

x(G)= 3 (=1'postoy (H; (G,Z)) = Y. (—1)"postoy (HZ (G,Z)) )
0<i<cd(G) 0<i<cd(G)
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Demonstragao: Seja P uma resolucao projetiva do [ZG]-médulo trivial Z
P:0—-FP,—--—FP—7Z—0,
onde cada P; é f.g, e seja C o complexo de [ZG]-mdbdulos f.g:
C=PzRupaZ:0— P,QuzgZ— - — P Qg Z— 0,

onde Py é a resolucao apagada de P.
Pela proposigao 2.5.3,

X(G)= > (-1'postoy (C;) = > (—1)"postoy (P; ®ya Z) -
0<i<cd(G) 0<i<cd(G)

Seja, agora, S o complexo de [ZG]-médulos f.g:

§ = Homgg)(Pz,Z) : 0 — Homge) (Fo, Z) — - - — Homgg) (P, Z) — 0,

entao
> (=1)'postog (H' (G,Z)) = 3 (=1)'postoz (H' (Homze(Pz, Z)))
0<i<cd(G) 0<i<cd(G)
= > (—1)i postoy (Hom[ZG] (P, Z)) ,
0<i<cd(G)

onde a tultima igualdade vem da observagao 2.5.4.
Vamos provar que

postoz, (Homzq(P;, Z)) = postog, (P; @z Z) , (2.3)
assim temos que

X(G)= > (-1)'postoy (H'(G,Z)).
0<i<cd(G)

Suponha que P; é [ZG]-médulo livre f.g. para cada i, entao P; = [ZG]™, para algum m; > 0.
Logo temos, por um lado

Homq([ZG)™ , Z) = 1L, (Homz¢([ZG],Z)) pela propriedade 1.5.5 (1),

pois o produto direto ¢é finito e pelo teorema 1.1. E pelo outro,

[ZG)™ Qzg) L= Om, ([ZG] Rza) Z) , pela propriedade 1.5.6 (2)
= ®m,Z = Z™, pelo teorema 1.3.4.

Logo postoy (Hom[ZG] (P, Z)) = m; = postoy (R ®za) Z).
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Suponha agora que P; é é [ZG]-mdédulo projetivo f.g. para cada i, entao pela observagao
2.3.25, P; é somando direto de um [ZG]-mé6dulo livre de posto finito: P; & @Q; = [ZG]™, logo
a igualdade 2.3 vale para P; & Q;:

postoy (Hom[ZG](B e Q;, Z)) = postoy, ((Pz ® Qi) zay Z) , (2.4)
mas

postoy (Hom[ZG] (P; @ Qs, Z)) = postoy, (Hom[zg} (Pi, Z) ® Homyze (Qs, Z))
= postoy (Homzq(F;, Z)) + postoz(Homzg (Qi, Z)),

postoz, ((P; & Qi) ®z) Z) = postog, ((Pi ®@za) Z) & (Qi @za) Z))
= postoy (R R®za) Z) + postoy (Qi Xza) Z) .

Sabemos que P; ®(z¢Z = P;/ Pl onde I é o ideal aumentado de [ZG], pelo lema 2.3.3. Como
P; é f.g. como [ZG]-médulo entdao P;/PI é f.g. como Z-médulo, logo P;/P,I = ZF & T, com
I" finito. Asim,

postoy (P ®za] Z) = postog, (P;/PI) = k;. (2.5)

Por outro lado
Homgy(P;/PiI,7Z) = Homy(ZF, Z) & Homgy(T, Z) = 7, (2.6)

pois um elemento de ordem finita vai, por um homomorfismo, para um elemento de ordem
finita, mas Z é livre de tor¢ao, logo Homy(I',Z) = 0.
Considere agora, ¢ € Hom[ZG](Pi, 7), este homomorfismo induz um outro homomorfismo

¢ € Homg(P;/P;1,7Z) dado por ¢ (p+ P;I) = ¢(p).

Observe que ¢ estd bem definido pois p(P;I) = 0, ja que ¢(P;I) = ¢o(P;)I, mas o(FP;) CZ e
I=®(9—1)[2G] e G age trivialmente em Z, logo Z (g — 1) = 0 em Z.
Isto define um monomorfismo de grupos abelianos:

Homy) (P;, Z) — Homg(P;/ P, Z) = ZF, por (2.6).
p— &
o que implica que Homzq(P;, Z) C ZFi | portanto
postoz, (Homgzq (P, Z)) < k; = postog, (P ®zc) Z) por (2.5). (2.7)
O mesmo acontece com o [ZG]-médulo projetivo f.g. Q;:

postoy (Hom[zg} (Qi, Z)) < postoy (Qi ®za] Z) . (2.8)
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E, como somando termo a termo (2.7) e (2.8) temos a igualdade (2.4), tem-se:

postoy (Hom[za}(Pi, Z)) = postoy, (Pi Qza) Z) :

Proposicao 2.5.6 Se G for um grupo orientdvel de dualidade de Poincaré de dimensdo n

impar, entao x(G) = 0.

Demonstragao: Como G é grupo de dualidade de Poincaré, entao pelo teorema 2.4.1
H (G,Z) ~ H, (G,D®z7Z) ~ H, ;(G,D) ~ H, (G, 7).

Pela proposi¢ao anterior x(G) = Y. (—1)"postog (H' (G,Z)), logo
0<i<cd(G)

2x(G) = (=1)"postoy, (H; (G.Z)) + 3= (=1)"postoy (Hn—; (G,Z))
0<i<cd(G) 0<i<cd(G)

= X (=1)'postoy (H; (G, Z))+ 3 (=1)"" postoy (H; (G,Z))
0<i<cd(G) 0<i<cd(G)

= X (=1)'postog (Hi (G.Z)) + 3 — (1) postog (H; (G,Z))
0<i<cd(G) 0<i<cd(G)

(pois n é fmpar)

Como x(G) € Z, entao x(G) = 0. |

Teorema 2.5.7 ([B, Teorema 6.3, pag.248]) Seja G um grupo abstrato de tipo FP e
cd(G) < 0o e seja S um subgrupo de G de indice finito, entao x(S) =[G : S] x(G).

Corolario 2.5.8 Nas condi¢oes do teorema anterior, x(S) = 0 se e somente se x(G) = 0.

O seguinte coroldrio prova que a proposi¢ao 2.5.6 continua sendo valida se tiramos a

condigao de orientabilidade.
Corolario 2.5.9 Seja G um grupo de dualidade de Poincaré de dimensdo n impar, entdo
x(G) = 0.

Demonstragao: Pela proposicao 2.4.6, existe S um subgrupo de G de indice < 2 tal que S é
um grupo de dualidade de Poincaré orientével, pela proposicao 2.3.21 (2), cd(S) = cd(G) =n
impar, ou seja S tem dimensao de Poincaré impar, entao pela proposigao 2.5.6, x(S) =0 e

pelo coroldrio anterior x(G) = 0. |
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Teorema 2.5.10 ([B, Proposigao 7.3, pag. 250]) Seja G um grupo abstrato de tipo FP
e cd(G) < o0, entao

X(G)= > (=1)'postoy, (Hi(G,Fp)),
0<i<cd(G)

para qualquer primo p, onde IF,, é o corpo com p elementos.
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CAPIiTULO 3

Algebra Homolo6gica de Mddulos
Profinitos

Neste capitulo estudamos propriedades homolégicas de grupos profinitos, centrando nossa
atencao especificamente nos grupos pro-p.

Primeiramente, apresentaremos uma série de definigbes com o intuito de fixar termos e
notagoes referentes a espacos topoldgicos, em seguida definiremos um grupo topolégico que
¢é basicamente um grupo dotado de uma topologia compativel com as operagoes de grupo.

Posteriormente, apresentaremos os grupos pro-p que sao exemplos de grupos topolégicos
Hausdorff compactos e totalmente desconexos. Eles sao definidos como o limite inverso de
algum sistema de p-grupos finitos, i.e. de grupos de ordem poténcia de p, onde p é um ntmero
primo fixo.

A teoria dos grupos pro-p é profundamente marcada pela confluéncia de duas estruturas,
i.e., a estrutura de espago topoldgico totalmente desconexo e, em certo modo, a estrutura de
grupo finito, uma caracteristica que torna o estudo dos grupos pro-p interessante e rico.

O termo ‘grupo profinito’ foi introduzido pelo matemdtico francés Jean Pierre Serre no
final dos anos 50, para abreviar ‘limite projetivo de grupos finitos’. Um limite projetivo é um

limite inverso para o qual todos os homomorfismos associados sao sobrejetores.

3.1 Preliminares Topolégicas

Damos a seguir uma serie de defini¢oes relacionadas a espagos topoldgicas que serao uteis no
resto do texto.

Definicao 3.1.1 Um espago topoldgico ¢ um conjunto X munido de uma familia de sub-
conjuntos, chamados abertos, satisfazendo as sequintes condigdes:

i. o conjunto vazio O e X sao conjuntos abertos;
1. a intersecao de quaisquer dois conjuntos abertos € um conjunto aberto;

1. a uniao de qualquer colecao de conjuntos abertos é um conjunto aberto.
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A familia de conjuntos abertos é chamada de topologia em X.

Um subconjunto de X é chamado fechado se seu complemento é aberto. Se Y é um
subconjunto de X o fecho Y de Y ¢é a intersecdo de todos os conjuntos fechados que contém
Y. Um subconjunto Y de X é chamado denso em X se Y = X.

Uma base para uma topologia 7 em X é uma colegdo {Uy : A € A} C 7 tal que cada
conjunto aberto é uma uniao de alguns dos conjuntos Ul.

Uma vizinhanga de um elemento x de X é qualquer conjunto que contém um conjunto
aberto contendo x. Chamamos de sistema fundamental de vizinhangas de um ponto x
ao conjunto V de vizinhangas de x tal que para qualquer vizinhanca V de z existe uma
vizinhanca W €V tal que W C V.

Qualquer conjunto X pode ser interpretado como um espago topoldgico dotado da topo-
logia na qual cada subconjunto é aberto; essa topologia é chamada de topologia discreta
em X, e X é chamado de espago discreto.

Se Y é um subconjunto de um espaco X, entdo a colecdo de todos os subconjuntos da
forma Y NU com U aberto em X é uma topologia em Y chamada de topologia induzida;
Y é chamado de subespacgo topolégico de X.

Definicao 3.1.2 Um espaco topoldgico X é chamado de compacto se para qualquer familia
{Uq : a € A} de subconjuntos abertos cuja unido seja X, existe {Uy,, - - - Uy, } uma subfamilia

finita cuja unido € X.

Definicao 3.1.3 Um espaco X é chamado Hausdorff se dados quaisquer dois elementos
distintos x, y de X existem vizinhancas abertas U,V de x e de y respectivamente, tal que
unv =40.

Definicao 3.1.4 O espaco X ¢é chamado conexo se nao pode ser decomposto como unido
disjunta de dois subconjuntos abertos nao vazios. O espaco X € totalmente desconerxo se
todo subespaco comexo tem mo marimo um elemento.

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma aplicagao f : X — Y ¢é dita continua se para
cada conjunto aberto U de Y o conjunto f~}(U) = {x € X | f(x) € U} é aberto em X. Uma
aplicacdo f é dita homeomorfismo se é bijetiva e ambas, f e f~! sdo continuas.

Seja p uma relagao de equivaléncia num espacgo topoldgico X, e escrevemos X/p para o
conjunto quociente e g para a aplicagao quociente de X em X/p que leva cada elemento de X
na sua classe de equivaléncia. A topologia quociente em X /p é a topologia cujos conjuntos
abertos sdo os subconjuntos V de X/p tal que ¢~ (V) é aberto em X. Logo se X/p tem a
topologia quociente entao a aplicacao quociente ¢ é continua.

O produto cartesiano de uma familia {X) : A € A} de conjuntos é o conjunto C' =
IT\cpA X)) cujos elementos sao aplicagoes x indo de A em Uy X, com a propriedade que () €
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X, para cada A\. A aplicagao projecao ) é a aplicagao que leva um elemento de C a seu
valor em X,. Se cada X, é um espaco topoldgico, entdo a topologia produto em C é a
topologia cujos conjuntos abertos sao todas as unioes de conjuntos da forma 7r;11(U1) N---N
W;nl(Un) com n finito, cada A\; em A e U; aberto em X,. Cada aplicacao projegao é continua

e a topologia produto é a menor topologia para a qual cada aplicacao projecao é continua.

3.2 Grupos pro-C

Um grupo topoldgico é nada mais que a uniao de duas estruturas matematicas basicas: um
grupo e um espaco topoldgico.

No estudo de grupos nés estudamos a operacao algébrica da multiplicacdo, do mesmo jeito
no estudo de espagos topoldgicos estudamos a operacao de passagem ao limite. Desde que
ambas as operacoes estao entre as mais basicas de toda a matematica, elas sao encontradas
frequentemente juntas, e o grupo topoldgico é precisamente a estrutura matematica na qual
elas sao unificadas e inter-relacionadas.

Além de apresentar a definicdo formal descrevemos algumas propriedades bésicas dos
grupos topolégicos assim como também exemplos simples.

Nesta secao definimos grupos pro-C, para C uma classe nao vazia de grupos finitos. Por
classe de grupos finitos vamos a entender uma classe no sentido usual a qual adicionamos
a propriedade de ser fechado ao respeito de imagens isomorfas, i.e. se C é uma classe e se
L eCe Fy~ Fy, entao F» € C.

A definigao de grupos pro-C envolve limites inversos, até agora sé trabalhamos com limites
inversos na categoria de R-mdédulos a esquerda, mas nesta segao consideramos limites inversos
na categoria de grupos topolégicos, G Top, onde objetos sao grupos topoldgicos, morfismo
sao homomorfismos de grupos continuos e a composicao usual de funcoes. Estes limites serao
sempre calculados sobre conjuntos de indices parcialmente ordenados dirigidos, ou seja o
conjunto de indices sera quase-ordenado dirigido e a relagao bindria < sera anti-simétrica.

Definicao 3.2.1 Um grupo topoldgico G é um grupo cujo conjunto subjacente estd munido
de uma topologia compativel com o produto no grupo, no sentido em que

i. o produto p : G x G — G, p(g,h) = gh, é uma aplicacdo continua, quando se considera
G X G como um espago topoldgico com a topologia produto e

1

ii. a aplicagao i : G — G, i(g) = g~ ", € continua (e, portanto, wm homeomorfismo, jd que

Todo grupo pode ser trivialmente interpretado como um grupo topoldgico se consideramos
nele a topologia discreta, tais grupos sao chamados de grupos discretos.
Seja G um grupo e suponha que V é uma familia de conjuntos satisfazendo
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(a) O elemento neutro pertence a todos os conjuntos U € V.
(b) Dados dois conjuntos U, V em V, U NV estd em V.

)
(c) Para todo U € V, existe V € V tal que V2 C U.
(d) Dado U € V, Ut e V.

)

(e) Paratodo g€ GeU €V, gUg L €V,

Se definimos 7 como sendo a familia dos subconjuntos A C G tais que para todo g € A,
existe U € V tal que gU C A, entdo 7 é a unica topologia que torna G um grupo topoldgico
de tal forma que V é um sistema fundamental de vizinhancas do elemento neutro em relacao
a7T.

Os nimero reais R junto com a soma como operacao e sua topologia usual formam um
grupo topoldgico. De modo mais geral, o n-espago Euclideano R™ com a soma e a topologia
padrao é um grupo topolédgico, assim como C™ com a soma e a topologia usual. Também o
grupo das matrizes invertiveis com coeficientes em R, Gl(n,R), com o produto matricial e a
topologia padrao.

No final desta secao apresentaremos uma familia de exemplos de grupos topoldgicos, os
grupos pro-C dos quais os inteiros p-adicos sao um exemplo de destacada importancia.

Teorema 3.2.2 Seja G um grupo topolégico.

1. Se H € um subgrupo de G, entdo H € um grupo topoldgico se consideramos a topologia
nduzida.

2. Se H é um subgrupo normal de G, entdo o grupo quociente, G/H é um grupo topoldgico
se constderarmos nele a topologia quociente.

3. Se H ¢ um subgrupo de G entdo o fecho de H é também um subgrupo, do mesmo modo
se H é um subgrupo normal de G, o fecho de H € um subgrupo normal de G.

A prova destes fatos bésicos de grupos topoldgicos pode ser encontrada em [SM, segdes
2.4 e 2.5.3].

Lema 3.2.3 ([W, Lema 0.3.1, pag. 6]) Seja G um grupo topoldgico.

1. Se H é um subgrupo aberto (ou fechado) de G entao toda classe Hg ou gH de H em
G € aberta (ou fechada).

2. Todo subgrupo aberto de G € fechado e todo subgrupo fechado de indice finito € aberto.
Se G € compacto entao todo subgrupo aberto de G tem indice finito.
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3. Se H ¢ um subgrupo contendo um subconjunto aberto nao vazio U de G entdo H €

aberto em G.

4. G € Hausdorff se e somente se {1} € um subconjunto fechado de G; e se H é um
subgrupo normal de G entao G/H ¢é Hausdorff se e somente se H € fechado em G. Se

G € totalmente desconexo , entao G é Hausdorff.

Proposigao 3.2.4 ([P, Teorema H, pag. 109]) Seja G um grupo topolégico compacto e
seja H um subgrupo fechado, entao H € compacto com a topologia induzida.

Para tornar as ideias mais claras, vamos redefinir limite inverso, mas agora o faremos
na categoria dos grupos topoldgicos: definimos um sistema inverso de grupos topoldgicos
com conjunto de indices I como o funtor contravariante G : I — G Top, tal que para cada
i € I, existe um grupo topoldgico G; e, sempre que i, j € [ satisfagam ¢ < j, existe um

homomorfismo de grupos continuo ¢Zj : G — G tal que:
1. 1/11? : G; — Gj é a identidade para cada i € [
2. se 1 < 7 <k, existe um diagrama comutativo

i
Gy ——=G;

k
wl/;

Gj

Definicao 3.2.5 Um sistema inverso {Gi,w{} é chamado de sistema inverso sobrejetor

se cada homomorfismo de grupos ], com i < j, € sobrejetor.

Exemplos 3.2.6 Seja I = N, seja p um primo, e sejam G; = Z/p'Z para cada i, e para
cada j > i seja ! : G; — G; o homomorfismo de grupos continuo definido por

¢g(z+ij):z+piZ

para cada z € Z. Entao {Gi,ng} € um sistema inverso de grupos finitos. Este exemplo é

também um sistema inverso de anéis finitos.

Seja < Gy, ] ¢ um sistema inverso de grupos topoldgicos sobre o conjunto parcialmente
ordenado dirigido . Um limite inverso desse sistema, lim G;, é um grupo topolédgico e uma
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familia de homomorfismos de grupos continuos «; : lim G; — G; com «; = 1)’ o; sempre que
— (3 J

1 < j, satisfazendo o seguinte problema universal:

para todo grupo topolégico H e homomorfismos de grupos continuos f; : H — G; com
fi = 1/}27 fj, sempre que 7 < j, existe um tnico 8 : H — Lin G; homomorfismo de grupos
continuo fazendo o diagrama comutativo.

Analogamente ao caso de R-mdédulos, limites inversos de grupos topoldgicos existem e sao
Unicos a menos de isomorfismos topoldgicos. A demostragao destes fatos pode ser encontrada
em [RZ, proposicao 1.1.1, pdg. 2]. Por isso vamos-nos referir ao limite inverso do sistema
inverso.

Define-se analogamente sistema e limite inverso para espacos topoldgicos e para anéis
topolégicos, nestes casos homomorfismos de grupos continuos sao substituidos por aplicagoes
continuas e por homomorfismos de anéis continuos, respectivamente.

Vejamos agora quais caracteristicas do sistema inverso sao herdadas pelo limite.

Proposicao 3.2.7 ([W, Proposicao 1.1.5, pag. 14]) Seja {Gi,wg} um sistema inverso

de grupos topoldgicos indexado por I, e seja G o limite inverso desse sistema, G = lim G;.

1. Se cada G; € Hausdorff, entdo G é Hausdorff.
2. Se cada G; € totalmente desconexo, entao G € totalmente desconexo.

3. Se cada G; € compacto e Hausdorff, entdo G € compacto e Hausdorff.

Observe que dado um sistema inverso {Gi, (0 } existe um correspondente sistema inverso

sobrejetor {%‘QLH G;), (@bg)/} onde (1&?)/ é a restrigao de wzj a a;(lim G;), com o mesmo
limite inverso.

Seja C uma classe nao vazia de grupos finitos, chamamos um grupo F' de um C-grupo se
F € C, e chamamos G de um grupo pro-C se é um limite inverso de C-grupos. Note que com
esta definicao C-grupos sao grupos pro-C.
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Definigao 3.2.8 Seja C uma classe ndao vazia de grupos finitos. Dizemos que G € um grupo
pro-C se G € o limite inverso G = lim G; de um sistema inverso sobrejetor {Gi,wf-} de
grupos G; em C, onde cada grupo G; tem a topologia discreta.

Interpretamos um tal grupo pro-C G como um grupo topoldgico, cuja topologia é herdada
da topologia produto de IL;c;G;.

Definicao 3.2.9 A classe C € dita fechada por subgrupos se sempre que G € C e H < G,
entao H € C.

Logo, se a classe C é fechada por subgrupos, entao o limite inverso de qualquer sistema
inverso (nao necessariamente sobrejetor) de grupos em C é um grupo pro-C.

As propriedades dos grupos pro-C dependem do tipo de classe C que estejamos conside-
rando. Neste texto consideraremos classes de grupos finitos C que satisfazem uma ou mas

das seguintes propriedades:

C1. C é fechada por subgrupos.
C2. C é fechada sob quocientes, i.e. se G € C e K < G, entao G/K € C.

C3. C é fechada sob produtos diretos finitos, i.e. se G; € C para ¢ = 1,---, n, entao

H?:1Gi ecC.

C4. Se G é um grupo finito com subgrupos normais Ny e Nj tal que G/N1, G/N; € C, entao
G/ (Nl N Ng) eC.

C5. C é fechada sob extensoes, i.e. se 1 — K LAYE: Y H 1 é uma sequéncia exata curta
de grupos e H, K € C, entao G € C.

Definicao 3.2.10 Seja C a classe de

a) todos os grupos finitos, entao chamamos um grupo pro-C de grupo profinito,

b) todos os grupos ciclicos finitos, entdo chamamos um grupo pro-C de grupo prociclico,
¢) todos os grupos soliveis finitos, entao chamamos um grupo pro-C de grupo prosolivel,
d) todos os grupos abelianos finitos, entao chamamos um grupo pro-C de grupo proabeliano,

e) todos os grupos nilpotentes finitos, entao chamamos um grupo pro-C de grupo pronilpo-
tente,

f) todos os p-grupos finitos, para p um nimero primo fizo, entdo chamamos um grupo pro-C
de grupo pro-p,
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A classe de todos os p-grupos finitos é uma classe particularmente importante neste texto
e é relevante destacar que satisfaz as propriedades C1 a C5.

O seguinte teorema nos fornece uma caracterizagao dos grupos pro-C.

Teorema 3.2.11 ([RZ, Teorema 2.1.3, pag. 22]) Seja C uma classe nao vazia de grupos
finitos que satisfaz as propriedades C2 e C4 anteriores. Entdo as segquintes condicoes num

grupo topoldgico G sao equivalentes.

1. G € um grupo pro-C;

2. G € totalmente desconexo, Hausdorff, compacto e para cada subgrupo normal aberto U
de G, G/U € C;

3. G € compacto e o elemento identidade 1 de G admite uma base U de vizinhangas abertas

U tal que NpeyU =1 e cada U é um subgrupo normal aberto de G com G/U € C;

4. o elemento identidade 1 de G admite uma base U de vizinhancas abertas U tais que

cada U € um subgrupo normal de G com G/U € C, e

G = 1limG/U.
—
ved

Observagao 3.2.12 Note que a tunica classe C da defini¢do 3.2.10 que ndo se enquadra
nas hipoteses do teorema € a classe de todos os grupos ciclicos finitos pois nao satisfaz a
propriedade C4.

Vamos ver agora algumas propriedades dos grupos pro-C herdadas das correspondentes
propriedades de C.

Proposicao 3.2.13 ([RZ, Proposicao 2.2.1, pag. 28]) Seja C uma classe nao vazia de
grupos finitos que satisfaz as propriedades C2 e C4. Entdo

1. Todo grupo quociente G/K de um grupo pro-C G, onde K < G fechado, é um grupo
pro-C. Se, além disso, C € fechado sob subgrupos (ou subgrupos normais), entao todo

subgrupo fechado (ou subgrupo normal fechado) de G € um grupo pro-C.

2. O produto direto I;c1G; de qualquer colecao {G; | i € I} de grupos pro-C com a topo-

logia produto, € um grupo pro-C.

3. O limite inverso lim;e; Gy, de um sistema inverso sobrejetor {Gi, wf} de grupos pro-C,
€ um grupo pro-C.
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Definimos o subgrupo de Frattini ®(G) do grupo profinito G como sendo a intersecao
de todos seus subgrupos abertos maximais. Chamaremos um subgrupo M de maximal se
nao existe um subgrupo M’ de G tal que M < M’ < G.

O nome destes subgrupos é devido ao matematico italiano Giovanni Frattini quem os
definiu num trabalho publicado em 1885.

Observe que se G é um grupo profinito nao trivial, entdo GG sempre tem subgrupos abertos
maximais e assim ®(G) £ G.

O subgrupo de Frattini ®(G) é um subgrupo caracteristico de G, i.e. para qualquer
automorfismo continuo ¢ de G, tem-se ¢ (®(G)) = ®(G), em particular sempre é um sub-
grupo normal de G. O grupo quociente G/®(G) é chamado quociente de Frattini de
G.

Lema 3.2.14 ([RZ, Lema 2.8.7, pdg. 56]|) Seja p um nimero primo e seja G um grupo

pro-p, entao:
1. Todo subgrupo fechado maximal M de G tem indice p.

2. O quociente de Frattini G/®(G) é um grupo profinito abeliano p-elementar (i.e. soma
direta de grupos ciclicos de ordem p), e logo um espaco vetorial sobre o corpo F,, com

p elementos.

3. O subgrupo de Frattini ®(G) é GP|G,G], onde GP = {zP | x € G} e [G,G] denota o

subgrupo comutador de G.

Proposicao 3.2.15 ([RZ, Proposicao 2.8.10, pag. 57]) Seja p um nimero primo. Um
grupo pro-p G € f.g. se e somente se ®(G) € um subgrupo aberto de G.

3.2.1 Completamento Pro-C

Seja N uma colecao nao vazia de subgrupos normais de um grupo G, tais que cada quociente
G/N, com N € N, pertence a uma certa classe C de grupos finitos. Assuma que N satisfaz

a seguinte condicao
sempre que N1, No € N, existe N € N tal que N < N1 N N». (3.1)

Entao podemos interpretar G como um grupo topoldgico se consideramos N como um sis-
tema fundamental de vizinhancas da identidade de G, (veja pag. 73). Vamos nos referir a
correspondente topologia como uma topologia pro-C.

Seja C uma classe nao vazia de grupos finitos que satisfaz as propriedades, C2 e C4 ante-

riores, e seja G um grupo. Considere a colegao

Ne(@)={N <G |[G:N] < o0, G/N €C}.
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Note que N¢(G) é nao vazio, pois G € N¢(G), e Ne(G) satisfaz a condigao 3.1. A corres-
pondente topologia em G é chamada de topologia pro-C completa (full pro-C topology).

Definicao 3.2.16 Um grupo G é chamado residualmente C se satisfaz

N N=1.
NeN
Se C é a classe de todos os grupos finitos ou a classe de todos os p-grupos finitos, diremos

que G é residualmente um grupo finito ou residualmente um p-grupo finito, respetivamente.

Proposicao 3.2.17 ([RZ, Proposicao 3.3.15, pag. 99]) Se C € uma classe nao vazia e
ndo trivial de grupos finitos que satisfaz as propriedades C2, C4, C5 e que € fechada sob
subgrupos normais, entdo todo grupo livre abstrato ¢ residualmente C.

Se H é um subgrupo de G, entao a topologia pro-C completa de G induz em H uma
topologia pro-C, mas nao necessariamente a topologia pro-C completa de H. O proximo lema
indica alguns casos onde isto acontece.

Lema 3.2.18 ([RZ, Lema 3.1.4, pag. 81])

1. Seja C uma classe nao vazia de grupos finitos que satisfaz C1, C2, C3 e C5 e G um grupo
residualmente C. Seja H um subgrupo de G, aberto na topologia pro-C completa de G.

Entao a topologia pro-C completa de G induz em H sua topologia pro-C completa.

2. Seja C uma classe nao vazia de grupos finitos que satisfaz C2, C4 e C5 e € fechada sob
subgrupos normais. Seja G um grupo residualmente C e H um subgrupo normal de G,
aberto na topologia pro-C completa de G. Entdo a topologia pro-C completa de G induz
em H sua topologia pro-C completa.

Definimos a relacico M < N se N < M, para M e N em N, logo N com =< é um
conjunto parcialmente ordenado dirigido. Se M, N € N'e M < N, seja ¥}, : G/N — G/M
o epimorfismo natural. Entao {G /N, 1/)]\]\/7[} é um sistema inverso de grupos em C, e dizemos
que o grupo pro-C

Kn(G) = lim G/N
NeN
¢ o completamento pro-C de G em relagao a topologia pro-C dada por N.

Existe um homomorfismo natural continuo
= v G — Ka(G), (3.2)

induzido pelo epimorfismo G — G/N (N € N), levando g — (gN) ycr» Para cada g € G.
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O completamento pro-C de G, K, (q)(G), serd denotado por Gz. Neste caso usaremos
os termos completamento profinito ou completamento pro-p se C consiste na classe de todos
os grupos finitos ou todos os p-grupos finitos respectivamente. Estes serao os mais utilizados
neste texto, e os denotaremos por G e Gﬁ respectivamente.

Proposicao 3.2.19 ([W, Proposicao 1.4.4, pag. 26]) Seja G5 o completamento pro-C
de um grupo G e seja j : G — Gz o homomorfismo de grupos continuo definido em (3.2).
Entao

1. j(G) € denso em Gg;

2. kerj =nN N

NeN~ "~

A afirmacgao 1 justifica o uso do termo “completamento” neste contexto. Quando o
homomorfismo j : G — Gg € injetor podemos interpretar G como um subgrupo de Gg,
neste caso G é residualmente C.

Os completamentos de Z sao particularmente importantes:

Exemplos 3.2.20 Considere o grupo dos inteiros Z. Seu completamento profinito é

Z = lim Z/nZ.
Jm
neN
Ao invés de denotar o completamento pro-p de Z por Zg sequiremos a tradigdo de Teoria de

Nimeros e o denotaremos por Z,. Entao,

Zp=lim Z/p"Z.
neN

Observe que ambos Z e Zy, nao s6 sao grupos abelianos, se nao que também herdam dos
anéis finitos Z/nZ e Z/p"Z a estrutura natural de anéis. O grupo (anel) Z, é chamado de
grupo (anel) dos inteiros p-adicos e pode ser identificado com o conjunto de series de
poténcias

o
Zp:{b: anp”\bnEN,Ogbn<p}.
n=0

Estes ltimos foram descobertos pelo matematico alemao Kurt Hensel em 1899.

Proposicao 3.2.21 ([RZ, Proposicao 3.2.2, pag. 84]) Seja C uma classe nao vazia de
grupos finitos que satisfaz as propriedades C2 e C4 e assuma que G € um grupo residualmente
C. Identifique G com a sua imagem em G5, seu completamento pro-p. Seja X o fecho em
Gz de um subconjunto X de G.
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1. Seja ® : {N | N <G aberto} — {U |U < G aberto} a aplicagio que assina a cada
subgrupo aberto H de G seu fecho H em Gg. Entio ® € uma correspondéncia um-a-um
entre o conjunto de todos os subgrupos abertos H na topologia pro-C de G e o conjunto
de todos os subgrupos abertos de Gz. A inversa desta aplicagao é U — U N G; em
particular, UNG =U se U < G aberto.

2. A aplicagdo ® leva subgrupos normais em subgrupos normais.

3. A topologia de Gz induz em G sua topologia pro-C completa.

4. Se H, K € {N | N <G aberto} e H< K, entio [K : H| = [K : H|; mais ainda, se
H < K, entio K/H ~ K/H.

Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e seja C uma classe nao vazia de grupos
finitos que satisfaz as condicbes C1, C2 e C3. Entao é possivel definir canonicamente um
homomorfismo continuo ¢z : Gz — Hg. (veja [RZ, pags. 85-86])

Lema 3.2.22 ([RZ, Lema 3.2.3, pag. 86]) Seja C uma classe nao vazia de grupos finitos
que satisfaz as condi¢oes C1, C2 e C3. Entdo o completamento pro-C,
(=)g; € um funtor da categoria dos grupos abstratos na categoria dos grupos pro-C e homo-

morfismos continuos.

Mas especificamente, o lema anterior nos diz que:

Se id : G — G ¢é o homomorfismo identidade, entao idz : Gz — G5 ¢ também o homo-
morfismo identidade. Se ¢ : G — H e v : H — K sao homomorfismos de grupos, entao
(Ye)e = Vaes-

Lema 3.2.23 ([RZ, Lema 3.2.4, pag. 87]) Seja C uma classe nao vazia de grupos finitos
que satisfaz as condigoes C1, C2, C3 e C4. Seja v : G — H um homomorfismo de grupos.
Entao

onde j denota o homomorfismo (5.2) e (jp) (G) denota o fecho de (jp) (G) em Hg.

Uma condicdo necessdria e suficiente para o funtor completamento (—)s preservar um

homomorfismo injetor ¢ : K — G é dada no seguinte lema:

Lema 3.2.24 ([RZ, Lema 3.2.6, pag. 88]) Seja C uma classe ndo vazia de grupos finitos
satisfazendo as condigcies C1, C2, e C3 (respetivamente, satisfazendo as condi¢oes C2 e C4
e fechada sobre subgrupos normais). Assuma que K < G (respetivamente K < G), e seja
i: K — G a aplicagao inclusao. Entao isz: Kz — Gg € injetora se e somente se a topologia
pro-C completa de G induz em K sua topologia pro-C completa.
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E importante destacar que se C é a classe de todos os p-grupos finitos, C satisfaz as
condigoes C1 a C5, e é fechada sobre subgrupos normais, logo sao vélidos os lemas anteriores.
Mais ainda:

Considere G' um grupo que seja residualmente um p-grupo e seja G seu completamento
pro-p. Seja H um subgrupo de G aberto na topologia pro-p completa de G e sejai: H — G
a aplicagao inclusdo. Pelo lema 3.2.18 item (1), a topologia pro-p completa de G induz em
H sua topologia pro-p completa, logo pelo lema 3.2.24 a aplicacao i5 : Hy — Gj € injetora.
Seja jg : H — Hp o homomorfismo definido em (3.2) para o grupo H e seja jg : G — Gp, o
correspondente homomorfismo para G. Assim temos o seguinte diagrama:

HC_’> G
jHi ljc
H; "o G

Pelo lema 3.2.23 i (Hp) = (jei) (H)Gﬁ, logo

el Y@l
(&4 (4

Hp ~ iy (Hp) = (jei) (H) " = je(H) .

Em conclusao provamos o seguinte fato:

Seja G um grupo residualmente um p-grupo, seja H um subgrupo aberto na topologia pro-p
completa de G e seja j : G — Gj 0 homomorfismo definido em (3.2). Entdo j(H) ~ H ~ Hp,
i.e. Hs € o fecho em Gp de H.

3.3 Anéis e Md6dulos Profinitos

Analogamente a definigdo de grupos topolégicos, um anel R é um anel topolégico se tiver
uma topologia e as operacoes de soma e produto foram continuas.

Definicao 3.3.1 Um anel topolégico R é um anel cujo conjunto subjacente estd munido

de uma topologia compativel com a soma e o produto do anel, no sentido em que
i. a somas: Rx R — R, definida por s(g,h) = g+ h, é uma aplica¢ao continua e
it. o produto p: R x R — G, definido por p(g,h) = gh, € uma aplicag¢io continua,
quando se considera R X R como um espaco topoldgico com a topologia produto.

Um subconjunto I de um anel topolégico R é um ideal de R se é um ideal do anel abstrato
R e é fechado como subconjunto do espago topoldgico R. Formando o grupo quociente R/I
do grupo topoldgico aditivo R do anel topolégico R pelo ideal I obtemos um grupo topolégico
aditivo R/I no qual é definido uma operagao de multiplicagdo que é continua ao respeito da

topologia do espaco R/I, e assim R/I é um anel topolégico.
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Definigao 3.3.2 Dizemos que o anel R ¢ um anel profinito se R € o limite inverso de um
sistema 1nverso {Ri,wi} onde cada R; € um anel finito: R = lim R;.

Associada a R temos uma familia de homomorfismos de anéis continuos «; : R — R; com
o = 1/13 a; sempre que ¢ < j. Considere os ideais abertos {S; | S; = ker a;}, estes formam
uma sistema fundamental de vizinhancas abertas do elemento 0 em R, veja proposicao 3.3.8.

A defini¢do de um R-médulo a esquerda M, quando R é anel profinito é andloga a defini¢ao
quando R é um anel abstrato, exceto pela exigéncia de que o grupo abeliano M seja grupo
topolégico Hausdorff e a acdo de R em M seja continua.

Definicao 3.3.3 Seja R um anel profinito. Um grupo abeliano topologico Hausdorff M é

um R-mddulo a esquerda se existe uma funcdo continua R x M — M, denotada por
(r,m) +— rm, satisfazendo as segquintes condigoes:

a) r(m+m')=rm+rm';
b) (r+r"Ym=rm+r'm;
c) (rr"ym =r(r'm);
d) 1m =m;
ondem, m' € M e 1, 7,7 € R el € o elemento identidade de R.

Se M e N sao dois R-médulos, usamos a notagado Hompg (M, N) para o grupo abeliano de
todos os homomorfismos de R-médulos continuos de M em N.

Definigcao 3.3.4 Seja R um anel profinito e M um grupo abeliano topoldgico Hausdorff tal
que M é R-modulo. Dizemos que M é R-modulo profinito se M é um grupo abeliano
profinito.

As nocoes de submédulo de um médulo, médulo quociente de um médulo por um submédulo,
ntcleo e imagem de um homomorfismo de R-moddulos, etc. sdo analogas a nocoes quando R

é um anel abstrato.

Definicao 3.3.5 Seja X um subconjunto de um R-mddulo M, o submddulo fechado ge-
rado por X € a intersecao de todos os submddulos fechados de M contendo X e serd

denotado por (X). Dizemos que M € f.g. se M = (X) para algum subconjunto finito X de
M.

Definicao 3.3.6 Dizemos que um subconjunto Y de um R-mddulo profinito M converge a
1 se todo submddulo aberto de M contém quase todos os elementos de Y .
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Lema 3.3.7 ([RZ, Lema 5.1.1, pag. 166]) Seja R um anel profinito e seja M um R-
modulo.

1. Se M ¢ discreto, entdo M ¢é a unido de seus submaodulos finitos; em particular, M ¢é de

tor¢ao como grupo abeliano.
2. Se M ¢€ profinito, entao € limite inverso dos seus R-mddulos quocientes finitos.

3. Todo R-mddulo profinito contém um subconjunto de geradores que converge a 1.
A seguinte proposigao fornece uma série de caraterizagoes de anéis profinitos.

Proposicao 3.3.8 ([RZ, Proposicao 5.1.2, pdg. 167]) Seja R um anel topolégico. En-
tao as sequintes condi¢coes sao equivalentes.

1. R € um anel profinito;
2. R é compacto e Hausdorff;
3. R € compacto, Hausdorff e totalmente desconexro;

4. R € compacto e o elemento zero de R tem uma sistema fundamental de vizinhangas
consistindo de ideais abertos de R;

5. O elemento zero de R tem uma sistema fundamental de vizinhangas {T; |i € I} con-
sistindo de ideais abertos de R, e R = lim R/T;;

6. Eriste um sistema inverso {Ri,wlj} de anéis finitos, onde cada morfismo ] é um
epimorfismo e R =lim R;.

O seguinte teorema nos diz que todo homomorfismo de médulos profinitos sobre um anel

profinito, indo de um médulo f.g. é continuo.

Teorema 3.3.9 ([W, Lema 7.2.2, pag. 118]) Seja R um anel profinito, e seja um sub-
conjunto finito {a1,...,an} de um R-mddulo profinito M.

1. O conjunto My = {X7_ ria; | s € R para 1 < i <n} é um submddulo fechado.

2. Suponha que M € f.g; e seja N um R-mddulo profinito. Entao todo homomorfismo de
R-mddulos 0 : M — N € continuo.
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3.4 Modulos Profinitos e Discretos

Estamos particularmente interessados em dois tipos de R-mdédulos: os que sao compactos,
Hausdorff e totalmente desconexos e os que sao discretos. Nos referimos ao primeiro tipo como
mddulos profinitos e ao segundo como mddulos discretos. Os R-mddulos profinitos junto com
seus morfismos formam uma categoria que denotaremos por PMod(R). A categoria dos
R-moédulos discretos e seus morfismos serd denotada por DMod(R).

Existe uma dualidade entre os mdédulos profinitos e os modulos discretos, esta dualidade
é explicada em [RZ, pag. 171].

Dizemos que X é um espago profinito se X é o limite inverso de espacos topoldgicos
finitos.

3.4.1 Modbdulos Profinitos Livres.

Definigcao 3.4.1 Seja X um espacgo profinito, R um anel profinito, M um R-mddulo profinito
ei: X — M uma aplica¢iao continua. Dizemos que o par (M,i) é um R-mddulo profinito
livre no espaco X ou, simplesmente, M € um R-mddulo profinito livre em X, se
para cada R-mddulo profinito N e cada @ : X — N aplicagdo continua, existe um unico
homomorfismo de R-mddulos continuo @ : M — N tal que poi = @, ou seja tal que o
sequinte diagrama comuta:

M-%=N
| A
X

Lema 3.4.2 ([RZ, Lema 5.2.1, pag. 173]) Seja R um anel profinito e seja (M,i) um R-

mddulo livre profinito no espago profinito X, entdo
1. i(X) gera M como um R-mddulo profinito;
2. a aplicagdo i € injetora.

Denotaremos um R-mddulo profinito livre em X por [[RX]]. Vamos-nos referir ao espago
profinito X como uma base topoldgica de [[RX]]. Note que se X ¢é finito e R é um anel
profinito, entao [[RX]] = ®x R como no caso abstrato.

O seguinte lema afirma que R-moddulos profinitos livres existem e sao tnicos a menos de
isomorfismos.

Lema 3.4.3 ([RZ, Proposicao 5.2.2, pag. 173]) Seja R um anel profinito, para qualquer
espaco profinito X existe um unico, a menos de isomorfismo, R-mddulo profinito livre.
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Exemplos 3.4.4 Sejam {Ri, gof} e {Xi, 11){} sistemas inversos de anéis profinitos e espacos
profinitos, respetivamente, sobre um conjunto parcialmente ordenado dirigido I. Chamamos

de R e X os limites inversos
R=1lim R; e X =1lim Xj.
P P —

Entdo [[RX]] = lim [[R;X;]], pois dois limites inversos comutam. |

3.4.2 G-médulos e Algebras de Grupos Completas

Definimos um G-médulo & esquerda ou simplesmente um G-moédulo para um grupo profinito
G, como um grupo abeliano topolégico M no qual G age continuamente.

Definicao 3.4.5 Seja G um grupo profinito. Um grupo abeliano topoldgico M ¢é um G-
mddulo a esquerda se existe uma fungao continua Gx M — M, denotada por (g, m) — gm,

satisfazendo as seguintes condicoes:

a) g(m+m') = gm+ gm';
b) (gh)m = g(hm);

c) Im =m;
param, m' € M e 1, g, h € G el € o elemento identidade de G.

Se M tem a topologia discreta, entdao M é chamado de G-mdédulo discreto, e se a topologia
de M ¢é profinita, entao dizemos que M é um G-médulo profinito.

Definem-se analogamente G-mdédulos & direita.

Exemplos 3.4.6 Seja G um grupo profinito e M qualquer grupo abeliano discreto. Definimos
a agao de G em M por gm = m para todom € M e g € G. Entao M é um G-moddulo discreto.
Estao agao é chamada acdao trivial em M, e vamos-nos referir a M com esta a¢cdo como um
G-médulo trivial. |

O exemplo mostra que a diferenca dos mdédulos discretos sobre anéis profinitos, os G-

médulos discretos nao necessariamente sao de torgao.

Definigcao 3.4.7 Sejam M e N, G-mddulos. Um G-morfismo ¢ : M — N ¢ um homo-

morfismo de grupos abelianos continuo, i.e. p(gm) = gp(m), para todo g € G, m € M.
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A classe de G-modulos e G-morfismos constitui uma categoria que serd denotada por
Mod(G). A categoria dos G-médulos profinitos serd denotada por PMod(G) em quanto a
categoria dos G-mdédulos discretos serd denotada por DMod(G).

No estudo dos moédulos de um grupo G, geralmente é necessario considerd-los como
modulos sobre um anel apropriado associado a G. Quando G é um grupo profinito e os
médulos sao profinitos, o anel apropriado é a dlgebra de grupo completa [[RG]] onde R é i/

ou algum outro anel profinito comutativo.

Definicao 3.4.8 Considere um anel profinito comutativo R e seja G um grupo profinito.
Definimos a dlgebra de grupo completa ou anel de grupo completo [[RG]] do grupo G
com coeficientes em R, como sendo o limite inverso da dlgebra de grupo ordinaria [R(G/U)]

(RG] = lim [R(G/U)],

P
S

<
<

onde U € a colecao de todos os subgrupos normais abertos de G.

Segue imediatamente da defini¢ao que [[RG]] é um anel profinito e pode ser expressado

como um limite inverso de anéis finitos da seguinte forma

(RG] = lim [(R/1) (G/U)],
veu

onde I e U percorrem os ideais abertos de R e os subgrupos normais abertos de G respecti-

vamente.

Exemplos 3.4.9

1. Seja R = TF), o corpo com p elementos e G = Z, o completamento pro-p de Z, entao

R=1lmF, e G =lim Z7.)p'Z, queremos encontrar
[RG]] = lim [F,(Z/p'Z)].
Seja S o anel comutativo
S =Fp[[t]] = {ao + art +axt® + - | a; € Fp }

das series de poténcias formais com coeficientes em F),. Seja I; = tijp [t] onde I, [t]

a dlgebra polinomial. Entdo FI}—JH] ¢ um espago vetorial sobre F, com base

X] = {17t7t27' te 7tpj_1} )
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logo ¢ anel finito de ordem pXil, logo é p-anel finito. Como

F
im p[t],
— .
jeN 7J

S:

j—

S € anel pro-p. Seja Z/p'Z = (g;) onde |gj| = p’. Observe que

) pI ) j
(-0 = Sreore (),
a=0 «
excepto o primeiro ou o tultimo termo, o resto € divisivel por p e char(F,) = p, logo
(11—t =14 (—t)P’ =1¢ ]Fﬁ—]w, pois (—t)P’ € I;. E facil ver que p/ é o menor 3 tal

que (1 — )% = 1, portanto |1 —t| = p/ em F?—jt]. Logo {1,gj,gj2.,...,g§j_1} ¢ base de
V)] como espaco vetorial sobre By e $1,1 —t,(1 —£)%,..., (1 — ) '\ & base de
[F,((9;))] torial sobre Fy e {1,1—t,(1=1)°,..., (1= )" '} ¢ base d
F’}—]m como espaco vetorial sobre Fp,. Seja
Iy (2]
I; ’

0; : [Fp({g;)] —

levando Eﬁ)\ggf — YgAg(1 — t)ﬂ, 0; leva base em base logo € um isomorfismo, ou seja

Fy [1]
I 7

[Fp(Z/p' )] ~

o que implica que lim [Fp(Z/pZ)] ~ lim F’}y], portanto [[FpZy|] = Fp[[t]].

2. Suponha de maneira mais geral que G = Zy X -+ - X Ly, k-vezes. Entao

[FpG) 2 Fplltr, - th]] = {0y 5" - £5* | Gy, € Fp}-

O conjunto de series de poténcias formais munido da adi¢ao e multiplicagdo de series
de poténcias formais e da multiplicacao de series de poténcias formais por elementos de R,
definidos de forma obvia, torna-se uma R-dlgebra (veja definigao na se¢do 3.4.4) e é chamado
de algebra das séries de poténcias formais, R|[[t1, - - - ,tx]], também conhecidas como dlgebras
de Magnus, ja que em 1935 o matematico alemao Wilhelm Magnus reconheceu, pela primeira
vez, sua importancia. Este as utilizou para obter propriedades de grupos livres abstratos.
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3.4.3 Mobdulos Projetivos e Injetivos.

Definicao 3.4.10 Seja R um anel profinito. Um R-mddulo profinito P ¢é projetivo se o

diagrama

comuta, ou seja Iy : P — B homomorfismo de R-mddulos continuo, tal que By = «, onde B,
C sao R-mddulos profinitos, o, 8 homomorfismos de R-mddulos continuos e 3 € epimorfismo.

Se 0 — C' — B — A é sequéncia exata de R-médulos profinitos e P é qualquer R-médulo
profinito entdo 0 — Hompg(P, C') — Hompg (P, B) — Hompg(P, A) é sequéncia exata de grupos
abstratos. Lembre que aqui Hompg( , ) denota os homomorfismos de R-médulos profinitos
continuos.

O seguinte teorema nos diz que o funtor Hompg(P, ) é exato se e somente se P é R-médulo
profinito projetivo.

Teorema 3.4.11 ([RZ, pag. 179]) Seja R um anel profinito, seja 0 — C — B — A — 0
uma sequéncia exata curta de R-mddulos profinitos e seja P qualquer R-mddulo profinito
entao P € projetivo se e somente se 0 — Hompg(P,C) — Hompg (P, B) — Hompg(P,A) — 0 €
sequéncia exata de grupos abstratos.

A prova de teorema anterior é analoga & prova no caso que R seja anel abstrato e os
médulos A, B, C e P sejam R-médulos abstratos.

No caso de mddulos profinitos sobre um anel profinto é suficiente exigir B no teorema
anterior como um R-mdédulo finito para obter a projetividade do médulo P, como mostra o

seguinte lema.

Lema 3.4.12 ([RZ, pag. 179]) Seja R um anel profinito, seja 0 — C — B — A — 0 uma
sequéncia exata curta de R-mddulos profinitos onde B é R-maodulo finito e seja P qualquer
R-mddulo profinito entao P € projetivo se e somente se 0 — Hompg(P,C) — Hompg(P, B) —
Homp (P, A) — 0 € sequéncia exata de grupos abstratos.

Observe que se B é finito entdao C' também ¢ finito pois é um submodulo de um médulo
finito e A é finito pois é quociente de mddulos finitos.
Enunciamos sem demonstracao a seguinte proposicao pois € andloga ao caso abstrato,

porém a prova pode ser encontrada em [RZ, Proposicao 5.4.2, pag 180-181].

Proposigcao 3.4.13 Seja R um anel profinito.
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1. Todo R-mddulo profinito livre € um R-mddulo profinito projetivo.

2. Dado um R-mddulo profinito M, existe um R-mddulo profinito livre F', junto com
um epimorfismo de R-mddulos profinitos continuo ¢ : F' — M, ou seja todo mddulo

profinito € wm quociente de um mddulo profinito livre.

3. Um R-mddulo profinito P é projetivo se e somente se é somando direto de um R-mddulo

profinito livre.

Existe uma classe importante de anéis profinitos para os quais todo médulo projetivo é

livre, estos s@o os chamados anéis locais.

Definicao 3.4.14 Um anel profinito R é chamado de anel local se tem um inico ideal a

direita aberto mazximal.
Num anel local seu ideal a direita maximal é ideal a ambos os lados.

Proposigao 3.4.15 ([W, Proposicao 7.5.1, pag. 126]) Suponha que R seja um anel lo-
cal profinito, entdo todo R-mddulo projetivo € livre.

Proposicao 3.4.16 ([W, Proposicao 7.5.3, pag. 126]) Seja R um anel profinito comu-
tativo e G um grupo profinito. Entdo [[RG]] é um anel local profinito se e somente se existe

um numero primo p tal que R € um anel local pro-p e G é um grupo pro-p.

Exemplos 3.4.17 Seja G um grupo pro-p, as dlgebras de grupos completas [[Z,G]] e [[FpG]]

sao anéis locais onde 0s unicos ideais mazxrimais sao

1. I = ker(mw o €) para [[Z,G]], onde € : [[Z,G]] — Z, € o homomorfismo aumento (ver
definicao 3.5.9) e 7 : Ly — Zyp/pZy € a projecdo candnica.

2. I =kere para [[FpG]], onde € : [F,G]] — F, é o homomorfismo aumento.

Estes anéis locais serao fundamentalmente importantes para a teoria que serd desenvolvida

no Capitulo 4 deste texto. |
O conceito dual de médulo projetivo é o de médulo injetivo e, como ja temos observado,

as categorias de R-médulos profinitos e a de R-mddulos discretos sao duais também. Logo

R-moédulos discretos injetivos sdo os duais de R-médulos profinitos projetivos.
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Definigao 3.4.18 Seja R um anel profinito. Um R-mddulo discreto E ¢ injetivo se,
para todo R-mddulo profinito B e todo R-submddulo profinito A de B, cada f : A — F
homomorfismo continuo de R-mddulos pode ser estendido a um homomorfismo de R-mddulos
continuo g : B — E. O diagrama €

E
fT\g
\\

0— A——

Como no caso abstrato R-mdédulos projetivos profinitos e R-mdédulos injetivos discretos
tem efeito dual no funtor Hom.

Teorema 3.4.19 ([RZ, pag. 181]) Seja R um anel profinito, seja 0 - C — B — A — 0
uma sequéncia exata curta de R-moddulos profinitos e seja E qualquer R-mddulo discreto

entao E € injetivo se e somente se 0 — Hompg(C, E) — Hompg(B, E) — Homg(A,E) — 0 €
sequéncia exata de grupos abstratos.

O teorema anterior continua sendo vélido se na sequéncia exata curta de R-mddulos
profinitos 0 — C' — B — A — 0 exigimos que B seja finito, veja [RZ, lema 5.4.3, pag. 182].

A seguinte proposi¢do mostra que todo R-mddulo discreto pode ser mergulhado num
R-médulo discreto injetivo.

Proposicao 3.4.20 ([RZ, Proposicao 5.4.4, pag. 182]) Seja R um anel profinito, para
cada R-mddulo discreto M existe um R-mddulo injetivo discreto E e um monomorfismo de
R-mddulos discretos continuo o : M — E.

3.4.4 Produto Tensorial Completo

Nesta secao R denotara um anel profinito comutativo e R uma fR-algebra profinita, i.e. um
anel profinito que contém uma imagem homomorfa continua de R no seu centro. Um exemplo

de R-algebras profinitas sdo os anéis de grupo completos [[RG]].

Definigao 3.4.21 Se A é um R-mddulo a direita profinito, B um R-mddulo a esquerda
profinito, e M um R-mddulo, entdo uma fungao R-biaditiva é uma funcdo continua f :
A x B — M tal que para cada a, a’ € A, b, b’ € Ber € R,

(i) f(a+d',b)=f(a,b)+ f(d,b);
(Z.i) f(a,b+b’) = f(a7 b) + f(CL?b/);
(iii) f (ar,b) = f (a,rb).
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Definigao 3.4.22 Um produto tensorial completo de A e B sobre R ¢ um R-mddulo
profinito T e uma fungdo R-biaditiva h : Ax B — T, denotada por (a,b) — a®b, que resolve
o sequinte problema universal:

AxBHh/T

fl .
L
M
para cada R-mddulo profinito M e cada funcao R-biaditiva f : A x B — M, existe um

inico homomorfismo de R-mddulos continuo f': T — M que faz o diagrama comutar.

Vamos denotar o produto tensorial completo de A e B sobre R por A®rB, analogamente
ao caso abstrato o conjunto {h(a, b):=aR@b|a€ A bec B} ¢ um conjunto de geradores to-
polégicos para o R-médulo profinito AQB.

O produto tensorial completo de R-médulos profinitos AR B existe e é nico a menos
de isomorfismos, mais ainda se A = lim A; e B = lim B; onde cada A; e cada B; é um

icl jeJ R
R-médulo finito a direita ou a esquerda, respetivamente, entao AQpB = lim (A; ®r Bj),
onde A; ®g Bj é o produto tensorial usual de R-médulos abstratos. A préf/; éeeéte fato pode

ser encontrada em [RZ, Lema 5.5.1, pag. 184].
O seguinte lema mostra que produto tensorial completo comuta com limite inverso.

Lema 3.4.23 ([RZ, Lema 5.5.2, pag. 185]) Sejam A =lim A; e B = lim B; os limites
icl jeJ
inversos dos R-mddulos a direita profinitos A; e dos R-mddulos a esquerda profinitos Bj,

respetivamente. Entdao

(lim A)®r(lim Bj) = lim (A4,&rB;).
icl jed el jed

O produto tensorial completo tem propriedades andlogas as ja vistas para o produto

tensorial usual de médulos sobre anéis abstratos, elas sdo enunciadas na seguinte proposicao.

Proposicao 3.4.24 ([RZ, Proposicao 5.5.3, pdg. 185-186]) Sejam R um anel profinito
comutativo, R uma R-dlgebra profinita, A um R-mddulo o direita profinito e sejam B, By,

By R-mddulos a esquerda profinitos. Entdo

1. AQg € um funtor covariante exato a direita.

2. Existe um isomorfismo natural de R-mdodulos profinitos:

A®R (B1 @ Bs) ~ (A®RrB1) @ (A®RDB2).
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3. Existe um isomorfismo natural de R-mddulos profinitos: AQrR ~ A.

4. Se B € um R-mddulo ¢ esquerda profinito f.g. entdo existe um isomorfismo de grupos
abelianos: AQrB ~ A ®p B.

5. Se A é um R-mddulo & direita profinito projetivo, entdo o funtor AQg € exato.

Propriedades similares s da proposicao 3.4.24 séo vélidas para ®pB.

Exemplos 3.4.25 Se G ¢ H sio grupos profinitos, entdo [[R(G x H)|| ~ [[RG]|@x[[RH]
como R-dlgebras. Para provar este fato considere G = lim G; e H = lim H; onde G; e H;
sGo grupos finitos. entdo G x H = @(Gz x Hj), € grupo profinito. Por defini¢ao

/(G x H)]) = Lmm[R(G; x H)),
[RG]) = (RG],

1

Logo

)

pois pelo lema 3.4.23 produto tensorial completo comuta com limite inverso. Como [RH;] é
f-g. como R-madulo, pela proposicao 3.4.24 temos

lim ([RGi]On[RH)]) ~ li

(2 ]

(RG] @n [RH]) -

Considere agora o homomorfismo de anéis 6 : [R(G; x Hj)] — [RG;] @n [RH;] que leva

> Tg,h(Q» h) — > Tg,h(g ®h).
9€G;, heH; 9€G;, heH;

Assim definido 0 € um isomorfismo de anéis, logo
[R(G x H)]] = Im[R(G; x Hj)] = lim (RG] @x [RH]) = [RG]|En{[RH]]
i i j
|
Lema 3.4.26 (Nakayama) Sejam R um anel profinito local, M um R-mddulo profinito, I

o0 unico ideal mazximal. Entdo M ¢é f.g. como R-mddulo profinito se e somente se M&X\)RR/I
é f.g. sobre R/I.

Se M é um R-médulo profinito f.g. com R anel profinito local tal que R/I ~ F,, entao o
nimero de geradores de M como R-médulo é dimp, (M ®rR/I).
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3.5 Homologia e Cohomologia de Grupos Profinitos

Nesta se¢ao aplicaremos os resultados da segdo 2.2 & categoria de médulos sobre anéis profi-
nitos.

Seja R uma R-algebra profinita, onde R é um anel profinito comutativo. Considere o
funtor Hompg( , ) indo da categoria PMod(R) x DMod(R) na categoria DMod(fR); este é
um funtor covariante na segunda variavel e contravariante na primeira. Lembre que agora
Homp(M, N) denota os homomorfismos de R-mddulos continuos.

Fixamos A € PMod(R). Denotamos por Ext;(A, ) ao n-ésimo funtor derivado a direita
do funtor Hompg(A4, ) : DMod(R) — DMod(fR).

Como no caso abstrato se B € DMod(R), entao Extz(A, B) pode ser calculado obtendo
o n-ésimo funtor derivado & direita de Hompg( , B) : PMod(R) — DMod(fR) e logo aplicar-lo
a A.

A seguinte proposicao caracteriza o funtor Ext%( , ), estas propriedades sdo andlogas ao
caso abstrato.

Proposicao 3.5.1 ([RZ, Proposicao 6.1.7, pag. 208]) Seja R um anel profinito comu-
tativo e R uma R-dlgebra profinita. Fize A € PMod(R) e B € DMod(R). Entao:

1. Para qualquer R-mddulo discreto injetivo @ e paran > 1, Ext(A, Q) = 0. Alem disso,
Ext%(A, ) = Hompg(4, ).

2. Para qualquer R-mddulo profinito projetivo P e para n > 1, Exth(P,B) = 0. Alem
disso, Ext%( , B) = Hompg( , B).

3. Os funtores Ext’y(A, ) e Exty( , B) comutam com somas diretas finitas.

Como consequéncia desta proposicao temos que os funtores Ext;(A, ) e Exty( , B) co-

mutam com limites, mais especificamente temos:

Corolério 3.5.2 ([RZ, Corolario 6.1.8, pag. 208]) Sob as hipdteses da proposi¢ao ante-

rior, temos

1. Extih(A,lim B;) = lim Ext} (A, B;), onde {Bi, cpz} é um sistema direto de R-mddulos
i€l i€l
discretos.

2. Extp (lim A;, B) = lim Ext} (A;, B), onde {Ai,wg} é um sistema inverso sobrejetor

el el
de R-mddulos profinitos.
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Agora considere o funtor &g : PMod(RP) x PMod(R) — PMod(fR), onde % é um anel
profinito comutativo e R é uma R-algebra. Seja A um R-mddulo & direita profinito. Entao
A®pR : PMod(R) — PMod(R) é um funtor covariante exato & direita. Definimos o fun-
tor TorZ(A, ) como o n-ésimo funtor derivado de A®p. Seja B um R-médulo & esquerda,
Torf'(A, B) pode também ser calculado tomando o n-ésimo funtor derivado de @B e apli-
cando este em A.

Usando esta notagao, temos a seguinte caracterizacao dos funtores Torg( , ), andlogas ao

caso abstrato.

Proposicao 3.5.3 ([RZ, Proposicao 6.1.9, pag. 209]) Seja R um anel profinito comu-
tativo e R uma R-dlgebra profinita. Fize A € PMod(R°P) e B € PMod(R). Entdo

1. Para qualquer R-mddulo o direita profinito projetivo P e para n > 1, Torf(P, B) =0.
Alem disso, Tor§( ,B) = ®rB.

2. Para qualquer R-mddulo a esquerda profinito projetivo P e paran > 1, Torﬁ(A, P)=0.
Alem disso, Torf (A, ) = A®R .

3. Os funtores Tor®(A, ) e TorZ( , B) comutam com somas diretas finitas.

Segue da proposicao que os funtores Torf(A, ) e Tor?(, B) comutam com limites inversos,
diferentemente do caso abstrato onde os funtores Tor(A, ) e Tor?(, B) comutam com limite
direto, veja propriedade 2.2.25.

Corolario 3.5.4 ([RZ, Coroldrio 6.1.10, pag. 209]) Sob as hipdteses da proposicio an-
terior, temos

1. Torf(A, lim B;) = lim Torf (A, B;), onde {Bi, 4,0{} é um sistema inverso de R-mddulos
i€l i€l
a esquerda profinitos.
2. Torf(liin A;, B) = lim Torl? (A;, B), onde {Ai, 1#5} € um sistema inverso de R-maddulos
iel el
a direita profinitos.

3.5.1 Cohomologia de Grupos Profinitos com Coeficientes em DMod([[RG]])

A cohomologia de grupos profinitos com coeficientes em mddulos discretos foi introduzida
pelo matematico americano John Torrence Tate Jr. como uma ferramenta no estudo dos
grupos de Galois.

Seja G um grupo profinito e R um anel profinito comutativo.
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Considere G agindo trivialmente em R, gr = r para todo g € G e r € R, entdao R torna-
se um [[RG]]-médulo. Dado um [[RG]]-mdédulo discreto A, definimos o n-ésimo grupo de

cohomologia H"(G, A) de G com coeficientes em A por
Analogamente ao caso abstrato temos

Lema 3.5.5 ([RZ, Lema 6.2.1, pag. 210]) Seja G um grupo profinito. FEziste um iso-
morfismo de R-mddulos

HY(G, A) = Hommap (R, A) =~ AY
onde A ={a|ac A, go=a, Vg € G} € o submddulos dos pontos fizos de A via acio de G,
para qualquer A € DMod([[RG]]).

Proposicao 3.5.6 ([RZ, Proposicao 6.2.2 (b), pag. 210]) Seja G um grupo profinito
entio H"(G, Q) = 0 para todo [[RG]]-mddulo injetivo discreto @Q en > 1.

Proposicao 3.5.7 ([RZ, Proposicao 6.2.2 (c), pag. 211]) Seja G um grupo profinito entdo
para cada sequéncia exata curta 0 — A"’ — A — A” — 0 em DMod([[RG]]), existe sequéncia

exata longa
0— HG,A) — HG, A) — H*G, A") 2
— HYG, A" — HY(G,A) — -

com homomorfismo de conexdo d : H"(G, A") — H""1(G, A").

O seguinte lema nos diz que no calculo de grupos cohomolégicos podemos trocar R por

Z.
Lema 3.5.8 ([RZ, Observagao 6.2.5, pag. 214|) Seja G um grupo profinito, R um anel
profinito comutativo e A um [[RG]|-mddulo discreto. Entao existe um isomorfismo natural
de grupos abelianos

n ~ n 7

3.5.2 Homologia de Grupos Profinitos com Coeficientes em PMod([[RG]])

Seja G um grupo profinito, 8 um anel profinito comutativo e seja A um [[RG]]-médulo a
direita profinito. Definimos o n-ésimo grupo de homologia H,, (G, A) de G com coeficientes
em A por

H,(G, A) = Torl™l (A R), n e N.

Como Tor,[l[%G”(A, R) é o n-ésimo funtor derivado & esquerda de @9[[%@“9‘{, entao

Ho(G, A) = Tory (4, R) = AB ey R
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Defini¢ao 3.5.9 Definimos o ideal aumentado ((I)) do anel de grupo completo [[RG]]
como sendo o kernel do homomorfismo de anéis continuo ¢ : [[RG]] - R, o homomorfismo
aumento, dado por £(g) =1 para todo g € G.

Proposicao 3.5.10 ([RZ, Proposicao 6.3.4, pag. 216])

1. Eziste um isomorfismo natural Ho(G,A) ~ AJA((I)) = A/{ag—a|a € A, g € G).
2. Para cada [[RG]]-mddulo a direita projetivo profinito P e n > 1, H,(G, P) = 0.

Como acontece com os grupos cohomoldgicos, também podemos trocar SR por Z no célculo
de grupos homoldgicos.

Lema 3.5.11 ([RZ, Lema 6.3.5, pag. 217]) Seja G um grupo profinito, R um anel profi-
nito comutativo e seja A um [[RG]|-mddulo a direita profinito. Entao existe um isomorfismo
natural de grupos abelianos

TorllMCGll (A, R) ~ Tor[T[zG” (A, 7).

Por causa do lema 3.5.8 e seu analogo 3.5.11 enunciaremos alguns dos nossos resultados
para grupos cohomolégicos H"(G, A), onde A é um [[iG]]—médulo discreto, e para grupos
homolégicos Hy (G, A), onde A é um [[zG]]—médulo a direita profinito.

Proposicao 3.5.12 ([RZ, Proposicao 6.5.7, pag. 226]) Seja G um grupo profinito, G =
lim G, onde cada G; € um grupo profinito. Se B € um [[2G]]—mo’dulo a direita profinito,
B = lim B; onde cada B; € um [[ZGi]]—mo’dulo a direita profinito. Entdo para cada n > 0
temos

Hn(G, B) ~ &1 Hn(Gz, Bz)

3.5.3 p-Dimensao Cohomoldgica

Seja G um grupo profinito e seja p um nimero primo. Seja A um grupo abeliano, denotamos
por A, sua componente p-primadria, i.e. o subgrupo consistindo dos elementos de A de
ordem p" para algum n, A, = {a€ A|3In>0,|a| =p"}. Se A = A, dizemos que A é
p-primario.

Definicao 3.5.13 A p-dimensao cohomoldgica cd,(G) de um grupo profinito G se define
como o menor inteiro ndo negativo n tal que HF(G, A), = 0 para toda k > n e para todo

[[ZG]]—mo’dulo discreto A, se tal n existe, ou seja
cd,(G) = min {n | H*(G, A), = 0, Vk > n, VA € DMod([[ZG]])} .

Se tal n nao existe dizemos que cdp(G) = 0.
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Proposigao 3.5.14 ([W, Proposicao 11.1.4, pag. 212]) Seja G um grupo pro-p entdio
1. ¢dg(G) = 0 para cada primo q # p;
2. ¢dp(G) =0 se e somente se G € trivial.

A seguinte proposicao simplifica o problema de encontrar a p-dimensao cohomolégica de
um grupo profinito e é analoga ao lema 2.3.17 do caso abstrato.

Proposicao 3.5.15 ([RZ, Proposicao 7.1.4, pag. 260]) Seja G um grupo profinito e seja
n um nudmero natural firo. As sequintes condigdes sao equivalentes:

1. ¢dp(G) < ny;
2. H*(G, A) =0, para todo k > n, e todo A € DMod([[ZG]]) p-primdrio.
3. Extﬁ;plGH(Fp, A) =0 para todo A € DMod([[F,G]]);

4. Existe uma resolucdo projetiva, de comprimento n, do [[F,G]]-modulo profinito trivial
Fp
O—-PFP,—P,1—-—FP—F,—=0

onde cada P; € PMod([[F,G]]);

5.80— L, — Lyy — - — Ly— F, — 0 € uma sequéncia exata de [[F,G]]-mddulos

profinitos e cada L; € projetivo para 0 < i <n — 1, entao L, € projetivo.

De fato a prova da proposigao anterior feita em [RZ] continua sendo vélida se substituimos
F, por Z,,.

O seguinte lema caracteriza dimensao cohomolégica para grupos pro-p.

Lema 3.5.16 ([RZ, Corolario 7.1.6, pag. 263]) Seja G um grupo pro-p e seja n um ni-
mero natural fizo. Entio cd,(G) < n se e somente se H" (G, Z/pZ) = 0.

Definigcao 3.5.17 Um numero super natural é um produto formal n = Hp"(p), onde p
J2
percorre o congunto de todos os nimero primos e n(p) € um inteiro nao negativo ou oo.

Sejam m, n dois numeros super naturais, m = Hpm(p). Dizemos que m divide n, e
2

escrevemos m | n, se para cada p, m(p) < n(p). Se

{n,- =TI |ie I}
P

é uma colecdo de nimeros super naturais, entao definimos seu produto, maximo divisor

comum e minimo miiltiplo comum:
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L. HIm = [1p"®), onde n(p) = > n(p,i);
i€ p 7

2. ({1} cep) = T, onde n(s) = min (n(p. )}
3. mme({ni}ce;) = l;Ip”(p), onde n(p) = max {n(p,i)};

Definicao 3.5.18 Seja G um grupo profinito e S um subgrupo fechado de G. Seja U o
conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G. Definimos o indice [G : S] de S em
G como sendo o numero supernatural

(G : S] = mme {[G/U : SU/U] | U € U} .

A ordem de G, |G|, é o numero supernatural |G| = [G : 1] = mmc{|G/U||U € U}; e a
ordem de um elemento g € G € a ordem do subgrupo topologicamente gerado por g, i.e. o
fecho do grupo abstrato gerado por g.

Definicao 3.5.19 Seja G um grupo profinito, e seja S um subgrupo fechado de G, dizemos
que S € um p-subgrupo de Sylow de G se:

1. |S] = p™®) onde 0 < n(p) < o

2. pt|[G:S].

Exemplos 3.5.20 Seja G um grupo profinito tal que |G| = p™P), 0 < n(p) < oo entdo G é
grupo pro-p, pois
G = 1lmG/U,
it
veud
onde U € o conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G e

pn(p) = |G| =mmc{|G/U||U € U}

logo a ordem de G /U é potencia de p para todo U € U, portanto G/U é p-grupo finito.
A reciproca também € verdadeira, se G € grupo pro-p entdo

G = limG/U,
—
Uveu

ondeU € o conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G e a ordem de G /U € potencia

de p para todo U € U, logo

|G| = mme {|G/U| | U e} = p™®.
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Pelo exemplo e a definicao anterior podemos dizer que um p-subgrupo de Sylow de um
grupo profinito G é um subgrupo pro-p maximal.
O seguinte resultado estende os teoremas de Sylow para grupos finitos a grupos profinitos.

Teorema 3.5.21 ([W, Proposicao 2.2.2, pag. 36|) Seja G qualquer grupo profinito e seja
p um numero primo fizo. Entao

1. Existe um p-subgrupo de Sylow de G.
2. Qualquer p-subgrupo fechado de G estd contido num p-subgrupo de Sylow de G.
3. Quaisquer dois p-subgrupos de Sylow de G sdo conjugados em G.

4. Se P € um p-subgrupo de Sylow de G e T é um subgrupo pro-p de G entdo g 'Tg € um
subgrupo fechado de P para algum g € G.

Exemplos 3.5.22 Se G € grupo pro-p e q # p € um primo, entGo o unico q-subgrupo de
Sylow de G € o grupo trivial. Seja S um q-subgrupo de Sylow de G, logo pelo andlogo do
teorema de Lagrange para grupos profinitos |S|[G : S] = |G| = p™®), veja [W, Proposi¢io
2.1.2, pdg. 35], logo ¢*@ = |S| = p™®) 0 < m(p) < 00 e 0 < a(q) < co. Portanto é verdade
que ¢™@ | p™®) | o que implica 0 < a(q) < m(q) =0 logo |S| = ¢ = ¢° = 1. |

Os seguintes resultados relacionam a p-dimensao cohomolégica de um grupo profinito e a

de seus subgrupos fechados.

Teorema 3.5.23 ([RZ, Teorema 7.3.1, pag. 269]) Seja G um grupo profinito, S um sub-
grupo fechado de G e p um numero primo. Entao

1. ¢cdp(S) < cdp(G).
2. Sept[G:S] entao cd,(S) = cdp(G).
3. Se cd,(G) < oo e S € aberto em G entao cdy(S) = cd,(G).

Note que a exigéncia de que S seja subgrupo fechado garante que S também é um grupo

profinito.

Teorema 3.5.24 ([RZ, Corolario 7.3.3, pag. 271]) Seja G um grupo profinito e seja G,
um p-subgrupo de Sylow de G, entao cdp(G) = cdp(Gp).

Teorema 3.5.25 ([RZ, Teorema 7.3.7, pag. 274])
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1. Seja G um grupo profinito que nao tem subgrupos de ordem p (i.e. pt|G|), e seja S
um subgrupo aberto de G. Entdo cdy(G) = cdp(S).

2. Seja G um grupo pro-p livre de tor¢do. Se G contém um subgrupo aberto que € um grupo
pro-p livre, (neste caso dizemos que G € virtualmente um grupo pro-p livre), entao G é

livre como grupo pro-p.
Observagao 3.5.26 Grupo pro-p livre serd definido na se¢do 3.5.4.
Teorema 3.5.27 ([W, Proposicao 11.1.5, pdg. 212]) Seja G um grupo profinito.

1. Se cdy(G) € finita entdo G ndo tem elementos de ordem p.

2. Se cdy(G) =0 entdao os p-subgrupos de Sylow de G sao triviais.

3.5.4 Geradores e Relagoes para Grupos pro-p

Grupos livres desempenham um papel importante tanto na teoria de grupos abstratos como
na teoria de grupos pro-p. De modo andlogo ao caso abstrato, grupos pro-p livres sao definidos
pela propriedade universal e no nosso caso grupos pro-p livres serdao considerados em bases
finitas.

Deﬁnigéio 3.5.28 Seja Y um conjunto finito e F um grupo pro-p contendo Y, dizemos que
F é livre em Y se para cada grupo pro-p G, cada aplicacdo de conjuntos f:Y —=Gtem
uma unica extensao a wm homomorfismo continuo de grupos pro-p f F— G, i.e. o sequinte
diagrama comuta:

Exemplos 3.5.29 Seja Y = {y} um conjunto consistindo de um elemento so, entio Z, o
completamento por-p de Z, é um grupo pro-p livre em Y . Pois podemos identificary < 1 € Z,
e assim temos que para cada grupo pro-p G e cada aplicagcao de conjuntos f 1Y — G, levando
y — g para algum g € G, existe um homomorfismo de grupos pro-p, f: Zy, — G dado por
z — g% que € continuo e o unico que leva 1 — g, isto € provado na proposi¢io 1.5.3 de [W,
pdg. 29/, logo € o inico que estende f:

onde i € a aplicacao inclusdo. |
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Seja X um conjunto finito, pelo teorema 2.3.29 existe um grupo abstrato F' que é livre
com base X, vamos denotar este grupo como F'(X) para enfatizar o fato que F' foi construido
a partir de X. Seja F(X); o completamento pro-p de F'(X), para algum primo p fixo,

F(X); = lim F(X)/N
NeN

onde N ={N < F(X)|[F(X):N]<oo, F(X)/N €C} eC éa classe de todos os p-grupos
finitos.

Como a classe de todos os p-grupos finitos satisfaz as propriedades C1, C2, C3, C4 e C5,
a proposicao 3.2.17 nos diz que F(X) é residualmente um p-grupo, ou seja Nyeny N = 1,
portanto j : F(X) — F(X)z, o homomorfismo de grupos definido em (3.2), é injetor e X
mergulha em F'(X)j, pois X — F(X) EN F(X)p.

O seguinte teorema mostra que existem grupos pro-p livres e relaciona grupos abstratos

livres com grupos pro-p livres.

Teorema 3.5.30 ([W, Proposigao 5.1.3', pag. 72]) Seja X um conjunto finito, entio o
grupo pro-p F(X)z € livre com base X .

Teorema 3.5.31 ([RZ, pag. 290]) Todo grupo pro-p G f.g. € um quociente de um grupo

pro-p livre.

Observe que em [RZ, pdg. 290] é exigido que todo subgrupo aberto U de G contenha
todos, a menos de uma quantidade finita, os elementos do conjunto X de geradores de G,
neste caso X é dito um conjunto de geradores de GG convergindo a 1. Mas no nosso
caso esta hipdtese é automaticamente satisfeita ja que exigimos que o conjunto de geradores
de G seja finito.

Teorema 3.5.32 ([RZ, Teorema 7.7.4, pag. 286]) Seja G um grupo pro-p. Entdo as
sequintes afirmacoes sdo equivalentes

1. ¢dy(G) < 1;
2. H*(G,F,) = 0;
3. G € um grupo pro-p livre.

Observe que o teorema anterior junto com a proposicao 3.5.14, justificam que um grupo
pro-p G nao trivial ¢ livre se e somente se cd,(G) = 1.

Teorema 3.5.33 Todo subgrupo fechado de um grupo pro-p livre é um grupo pro-p livre.
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Demonstragao: Seja G um grupo pro-p livre e seja H um subgrupo fechado de G. Entao
cdp(H) < ¢dy(G) < 1, pelo teorema 3.5.23 (1).

Logo, pelo teorema 3.5.32, H é grupo pro-p livre. |

Definigao 3.5.34 Dizemos que um grupo pro-p G € finitamente apresentdvel se existe
um conjunto finito X = {xy : k € K}, chamado de geradores de G e um conjunto finito
A ={r;=1:j¢€ J}, chamado de relagoes correspondentes ao conjunto de geradores X, tal

que
F(X)p

—rs e

G~

—F(X)=
onde (Ry) (X ¢ o subgrupo minimal de F(X)p que € fechado, normal e contém o conjunto

Ry ={rj};c;- Dizemos que (X | A) € uma apresentagdo finita de G.

Grupos pro-p livres f.g. sao finitamente apresentaveis. Se G1, G sao grupos finitamente
apresentaveis entao G1 X G5 é finitamente apresentavel, disto segue que grupos pro-p abelianos
f.g. sao finitamente apresentaveis.

Proposicao 3.5.35 ([W, Coroldrio 12.1.3, pag. 239]) Todo p-grupo finito € finitamente

apresentdvel se visto como um grupo pro-p.

Teorema 3.5.36 ([RZ, Teorema 7.8.1, pag. 288]) Seja G um grupo pro-p f.g. e seja X
um conjunto minimal de geradores de G. Entao

| X| = dimp, (H' (G, F,)) = dimg, (H (G, F,)).

Teorema 3.5.37 ([RZ, Teorema 7.8.3, pag. 290]) Seja G um grupo pro-p f.g. e seja Ry
um conjunto minimal de relagées de G, tal que Ry € um subconjunto de uwm grupo pro-p livre
com base X, com X como no teorema 3.5.36. Entdo

|Ry| = dimg, (H*(G,Fp)) = dimg, (H2(G, Fp)).

Observe que se G é um grupo pro-p entao H"(G,F,) é um espaco vetorial sobre o corpo
IFp, logo faz sentido falar da dimp, (H"(G,F))).

Definicao 3.5.38 Seja G um grupo pro-p finitamente apresentdvel, definimos a deficiéncia
de G como o nimero dimp,(H'(G,Fp,)) — dimg, (H?*(G,Fp)). Denotaremos a deficiéncia de
G por def G.
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Observe que se f : F - G éum epimorfismo de grupos pro-p, com F um grupo pro-
p livre com base X finita e R ¢ um subconjunto do ker f que gera topologicamente ker f

~ = F
como subgrupo normal fechado de F, i.e. ker f = (R) , com |R| minimal possivel, pode ser

demonstrado que
def(G) = |X| - |, (3.3)

depende s6 de G e nao da escolha de F' e f.

Proposicao 3.5.39 ([W, Proposicao 12.2.1, pag. 244]) Seja G um grupo pro-p tendo
uma apresentacdo com d geradores e v relacdes e seja H um subgrupo aberto de indice n.
Entao H tem uma apresenta¢ao com di geradores e 11 relagoes, onde dy —1 =n(d —1) e

L =nr.

Proposicao 3.5.40 ([W, Proposicao 12.2.2, pag. 244]) Suponha que G € um grupo pro-
p que tem um subgrupo normal N tal que ambos N e G/N sao finitamente apresentdveis.
Entao G € finitamente apresentdvel.

Lema 3.5.41 ([LS, Lema 16.4.3, pag. 370]) Suponha que o grupo pro-p G tem uma apre-
sentagio G = (X | R). Se |R| < |X| entao G tem abelinizacao infinita i.e. G/[G,G| €
infinito.

3.5.5 Grupos pro-p de Dualidade de Poincaré

Definicao 3.5.42 Um grupo profinito G € de tipo FP,, sobre Z,, para algum 0 <m <

00, se existe uma resolugao projetiva profinita do [[Z,G]]-médulo trivial Z,,
'_>Pi_>Pi—1_>"'_>PO_’Zp_’O;

onde cada P; € [[Z,G]]-mddulo projetivo f.g. para i < m. Um grupo profinito G € de tipo
FPoo sobre Z, se é de tipo FP, para todo inteiro m > 0.

Define-se analogamente grupo profinito de tipo FPy, sobre [F,, para algum 0 < m < oo,
trocando Z, por [, na defini¢ao anterior.

Teorema 3.5.43 ([SW, Proposicao 3.7.1, pag. 377]) Um grupo profinito G ¢é de tipo

FP,, sobre Z, se e somente se para cada resolucao projetiva parcial profinita
P,—PFP,1—-—PFP—7Z,—0,

do [[Z,G]])-mddulo trivial Z,, com k < m e cada P; f.g; o ker(P, — Py_1) € f.g.
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Lema 3.5.44 Um grupo pro-p G € de tipo FP,, sobre Z, se e somente se H;(G,F,) € finito
para todo i < m. Analogamente G € de tipo FP, sobre Z, se e somente se Hi(G,Fp) € finito
para todo i < m.

Demonstracao: Suponha primeiro que G' é um grupo pro-p de tipo FP,, sobre Z,, entao
existe uma resolucao projetiva pro-p do [[Z,G]]-médulo trivial Z,

PZ'-'HPiﬁ)Pifldi—il'--HPQ@)ZP—)(],
onde P; é f.g. como [[Z,G]]-médulo, para cada i < m.
Pela observacio 2.3.25, P; @ M; = [[Z,G]]%, para algum d; > 0 e para cada i < m. Por

um lado temos que
(P ® Mi) (12,61 Fp = (Fi @z, 01 Fp) ® (Mi @iz, Fp) (34)

e pelo outro
([Zp,G)|* ®yz,6 Fp = F&. (3.5)

Como (3.4) e (3.5) sdo iguais, P;®1z,q) Fp é Fp-médulo projetivo f.g. mas médulos projetivos
sobre corpos sao médulos livres, logo existe 0 < k; < d; tal que P; ®(z,q) Fp = Flgi, ou seja
P;®z,0) Fp € £.g. como Fy-médulo. Logo P; ®(z,qy Fp € finito para todo i < m, isto implica

que

ker(d; ® idp,,)

- - ¢é finito Vi < m.
1m(d,-+1 X lde)

Hi(G’IFP) =H,; (PZP ®[[ZPG]] Fp) =

Suponha agora que H;(G,Fp) ~ ToryZpG” (Zy,F,) é finito para cada i < m. Seja

di—
PP S Bz, -0 (3.6)
uma resolucdo projetiva parcial pro-p do [[Z,G]]-mdédulo trivial Z, e cada P, f.g. com | =
0,---,k, e k < m. Considere as sequéncias exatas curtas:

0—>kerd0 — PO @imdo :Zp —>0,
0 —kerd; — P; ay imd; = kerdy — 0,

0 — kerdy — P L} imdy = kerdy; — 0,

0— kerdy 1 — Poy 5" imdy_; = kerdg_y — 0,

para cada uma delas existe uma sequéncia exata longa em Tor

[[ZpG])

- — Tor; (ker d;, F),) — TorlZ»C1

— TorlV(ker d;, F,) — Tor 2P, F,) — Torl?*Vim d;, F,) — ...,

71—

[[ZpG]]

(Pj,Fp) — Tor (imd;,Fp) —
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para 3 =0,---  k—1lek <m.
Mas

[[ZpG]]

i

[[ZpG])

Tor (Pj,Fp) = Tor, 7 (P;,F,) =0, paratodo j < k—1ei>2,

pois P; é projetivo, logo

[[ZpG]]

%

pGll

Torl ™%l (im d;, F,)) ~ Torl»“ (ker d;, F,), para todo j <k —1ei> 2,

mas pela exatidao da resolucao projetiva parcial (3.6) imd; = kerd;_1, assim temos

TorE[Z"G”(ker dj—1,Fp) ~ Torg[%fG]](ker d;,[F,), paratodo j <k —1ei>2.

Em particular

Hy,_1(G,F,) ~ Torl» (7, F,) ~ Torl?»Y (ker dy, F,)

~ Tor%’f” (kerdy,Fp) ~ - o~ Tor[l[Z”G” (ker dy—1,TF,)

é finito pois k — 1 < m.

Considere agora a sequéncia exata curta
dy, .
0 — kerd, — P, — imdg = kerdi_1 — 0,
entao existe sequéncia exata longa em Tor

0— Tor[l[ZpG”(ker d—1,Fp) — (ker dy,) ®[[ZpG]]FP -

= Py @z, Fp — (ker dy1) Bypz, o Fp — 0.
Logo como Tor[l[Z”G” (ker dy_1,FF,) é finito e Py, é [[Z,G]]-médulo projetivo f.g. pelo feito na
primeira parte da demonstragao Py ®[1z,q) Fp também é finito, logo (ker dy.) @’[[ZpGHFP é finito
o que implica que ker dy, é f.g. pelo exemplo 3.4.17 (1) e pelo lema de Nakayama (lema 3.4.26).
Portanto, pelo teorema 3.5.43, o grupo pro-p G ¢ de tipo FP,, sobre Z,. |

Teorema 3.5.45 ([SW, Proposicao 4.2.1, pag. 382|)

1. Seja G um grupo pro-p e seja H um subgrupo pro-p aberto de G. Entdo G tem tipo

FP,, sobre Z, se e somente se H tem tipo FP,, sobre Z,.

2. O grupo pro-p G ¢ finitamente apresentdvel se e somente se G € FPs.

Seja G um grupo pro-p e seja n um numero natural. Dizemos que G é um grupo pro-p
de dualidade de dimensao n se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
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1. cdp(G) =n;
2. G tem tipo FP, sobre Zy;

Osei#n
. ~ . 9
livre de p-torcao se i = n

3. H'(G,[[Z,G])) = {

onde livre de p-torgao significa que nenhum dos elementos de H" (G, [[Z,G]]) tem ordem
poténcia de p.

Como no caso abstrato, grupos pro-p de dualidad podem ser caraterizados pelo seguinte
fato:

Teorema 3.5.46 ([SW, Teorema 4.5.1, pag. 389]) Seja G um grupo pro-p de tipo FP
sobre Zy, e cdp(G) = n < co. Entio G é um grupo de dualidade se e somente se existe um
isomorfismo natural H"~* (G, ) ~ H;(G, H'(G, [[Z,G]))®z,), para todo i € Z.

Se, além disso H"(G, [[Z,G]]) ~ Z,, G é chamado de grupo pro-p de dualidade de
Poincaré de dimensdo n. Mais ainda, se a a¢do de G em H"(G,[[Z,G]]) é trivial, G é
chamado de grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientavel; caso contrario dizemos
que G é nao orientavel.

Existem duas definigdes de um grupo de dualidade de Poincaré profinito G num primo
p de dimensao n, elas podem ser encontradas em [SW] e [NSW]. As definigbes diferem em
que uma requere que o grupo G seja de tipo FP., sobre Z, e a outra nao. Neste texto
adoptaremos a definicao de [SW]. De qualquer jeito ambas as definigdes sdo equivalentes no
caso que o grupo G seja pro-p.

Observe que, apesar de [[Z,G]] ndo ser [[Z,G]]-médulo discreto, HY(G, [[Z,G]]) faz sentido
pois também é possivel definir cohomologia de grupos profinitos com coeficientes em [[Z,G]]-
modulos profinitos. Para tanto, seja G um grupo pro-p de tipo FP, sobre Z, e de dimensao
cohomoldgica finita e seja

P:O0—-FP,—-FP1—-—F—7Z,—0

uma resolucdo projetiva do [[Z,G]]-médulo trivial profinito Z, com todos os P; f.g. Entao

definimos H'(G, [[Z,G]]) como
H'(G, [[Z,G]]) = H'(Homyz, a1 (Pz,, [[Z,G]))-

Observe que, pelo lema 3.3.9, cada homomorfismo abstrato de [[Z,G]]-médulos P; — [[Z,G]]
é homomorfismo continuo. De fato P pode ser escolhida qualquer resolugao na categoria de
[[Z,G]]-médulos abstratos e, pelo lema 3.3.9, P seria também uma resolugdo na categoria
de moédulos pro-p pois todos os diferenciais de P sdo homomorfismos continuos. Assim a
definicdo de H'(G, [[Z,G]]) nao depende da escolha da resolugao P.
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Exemplos 3.5.47 O 4nico grupo pro-p de dualidade de Poincaré de dimensao 1 € Zy. |
Andlogamente ao caso abstrato temos:

Proposicao 3.5.48 ([SW, Proposigao 4.4.1, pag. 388]) Seja G um grupo pro-p de tipo
FP sobre Z, e cdp(G) =n < 0o e seja H um subgrupo aberto de G. Entao G é um grupo
de dualidade (respetivamente grupo de dualidade de Poincaré) se e somente se H é um grupo

de dualidade (respetivamente grupo de dualidade de Poincaré).

3.5.6 Caracteristica de Euler de Grupos profinitos
Para qualquer grupo abeliano profinito f.g. B, definimos o posto de B por
postoZP(B) = dimg, (Qp ®z, B),

onde Q, é o corpo de fracoes de Z,,.
Observe que Q, nao é grupo abeliano profinito pois nao ¢ compacto.

Definicao 3.5.49 Seja G um grupo profinito e p um primo. Suponha que G ¢ de tipo FP
sobre Zy, e cdp(G) < 00, definimos entdo xp»(G) a p-caracteristica de Euler de G por

xp(G) = > (_1)i postoz (Hi (G, Zp)) .
0<i<cdy(G)
Seja $: 0 — S, = S,—1 — -+ = Sy — Z, — 0 uma resolucdo projetiva do [[Z,G]]-

médulo trivial Z, com todos os S; f.g. Entao x,(G) = >.(—1)° postoz, (H; (Szp@[ngﬂzp)),
mas como Z, é f.g. como [[Z,G]]-mddulo, temos
Xp(G) = 3(=1)" postog, (Hi (Sz, ®(z,cy Zp))

= Z(—l)i postoz,, (Si Q[1z,a]] Zp) pelo analogo da proposicao 2.5.3 para o caso profinito

= >(=1)" dimg, (S; ®(z,0)) Fp)

(2

= 3_(~1)" dimg, (H; (Sz, @[z, Fp))

2

= Z(—l)i dimp, (Hi (G,Fp)).

i

Note que em geral para um Zy,-moédulo f.g. A
postog, (A) # dimg, (F, @z, A).

Por exemplo se A = Z, ® F), entdo postog (A) = 1 e dimg,(F, ®z, A) = 2. Mas, no nosso
caso, S; é [[Z,G]]-médulo profinito projetivo f.g. entao é somando de [[Z,G]]-médulo profinito
livre, assim

$:® Li = [[Z,G])™.
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Isto implica que S;®(z, a1 Zp é somando direto de [[Z,G]|™ ®|z,6)Zp = Zy* que é Zy-mbdulo
livre f.g. e cada Z,-médulo f.g. é soma direta de Z,-mdédulos ciclicos, pois Z, é dominio de
ideais principais (veja o Teorema de Decomposigao Ciclica de um Médulo Primadrio, [Ro, pag.
149]). Logo cada submédulo de Ly é Zlgi para algum k; < my, ou seja

Si ®(z,q) Lp = Ly < Ly
Por outro lado

Si ®z,6n Fp = S Quz,6) Zp @z, Fp
ki — k:z‘
:Zp ®Zpr—Fp-

Logo pOStOZp (Sz Q12,6 Zp) =k; = dimIFp (Sz Q1Z,G)) Fp).
Prova-se analogamente a proposicao 2.5.6 do caso abstrato que:

Proposigao 3.5.50 Se G for um grupo pro-p orientdvel de dualidade de Poincaré de di-
mensdo n impar, entdo xp(G) = 0.
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CAPITULO 4

Completamentos Pro-p de Grupos

de Dualidade de Poincaré de
Dimensao 3

Ao longo deste capitulo, p denotard sempre um nimero primo fixo, Tor e Ext serdo funtores
de médulos abstratos, mesmo se aplicados a anéis de grupos completos.

Para um grupo abstrato G denotamos por Gy e G A 0 completamento pro-p e o limite
inverso

lim G /N,

NeN
onde N é uma colegao nao vazia de subgrupos normais do grupo G, tal que cada quociente
G/N, com N € N, pertence a classe C de p-grupos finitos, respetivamente. Note que, na
verdade, G v é Ka(G) definido na secdo 3.2.1, mas usaremos a notagao G A para maior
simplicidade.

Neste capitulo estabelecemos uma relacao entre homologia e cohomologia de um grupo GG
e homologia e cohomologia continuas do seu completamento pro-p.

Também discutimos algumas condigOes suficientes para que véarios invariantes homolégi-
cos de G sejam preservados no completamento. Estes invariantes sdo, por exemplo, o tipo
homolégico, a caracteristica de Euler e a dimensao cohomolégica.

Isto se aplica principalmente a classe de grupos de dualidade de Poincaré de dimensao 3,
mas muitos resultados continuam sendo vélidos para uma classe mais ampla de grupos.

Os resultados deste capitulo foram originalmente demonstrados em [KZ].

4.1 Completamentos de Grupos Abstrados de Tipo FP,,

O seguinte lema estabelece uma relagao entre as propriedades de médulos abstratos sobre o
anel topoldgico [[RG]], onde G é um grupo profinito e R = Z, ou F,, e médulos profinitos
sobre o mesmo anel ou entre as propriedades do mesmo grupo profinito G.

Lema 4.1.1 Seja p um nimero primo, R o anel Z, ou F, e G um grupo profinito. Entao
1. Cada [[RG]]-mddulo abstrato projetivo f.g. é um [[RG]]-mddulo profinito projetivo.
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2. Se o [[RG]]-mddulo trivial abstrato R tem tipo homoldgico FP,, entdao o grupo profinito
G tem tipo homoldgico FP,, sobre R.

3. Se o [[Z,G]]-médulo abstrato trivial Z, tem resolucdo projetiva de comprimento menor
ou igual a m e todos os modulos projetivos sdo f.g. entdo cd,y(G) < m.

4. Se o [[RG]]-mddulo trivial abstrato R tem tipo FP,,, entdo para qualquer [[RG]]-mddulo
finito discreto M e i < m —1 existe um isomorfismo natural entre o funtor de médulos
abstratos ExtﬁRG”(R, M) e a cohomologia continua H'(G, M).

5. Se o [[RG]|-mddulo trivial abstrato R tem tipo FP,, entao para qualquer [[RG]]-mddulo
profinito N e i < m — 1 existe um isomorfismo natural entre o funtor de mddulos
abstratos TorE[RG”(R, N) e a homologia continua H;(G,N).

Demonstragao:

1. Seja P um [[RG]]-médulo abstrato projetivo f.g; entdo P é somando de um [[RG]]-
modulo abstrato livre f.g., i.e.

F=[RG)" = P& P

Logo F' é um [[RG]]-médulo profinito livre f.g, pois a soma ¢ finita. Seja ¢ : ' — F
a proje¢do canoénica na primeira coordenada, (p,p’) — (p,0), ¢ é um homomorfismo
de médulos abstratos sobre o anel [[RG]], tal que imp = P. Pelo Lema 3.3.9, ¢ é
continua, logo P é um [[RG]]-médulo profinito, por ser imagem continua de profinito,
e um somando direto do [[RG]]-mdédulo profinito livre, portanto P é um [[RG]]-médulo
profinito projetivo.

2. Como R tem tipo homolégico FP,, como [[RG]]-médulo abstrato, existe uma resolucao
projetiva de [[RG]]-médulos abstratos

tal que P; é f.g. para cada i < m. Pela parte 1, P; é [[RG]]-mddulo profinito projetivo
f.g. para cada i < m e pelo lema 3.3.9, 9; é continua para cada i < m. Logo

P(m):Pma—W---HPg@RHO

é uma resolucao parcial profinita projetiva de tipo finito do [[RG]]-médulo trivial R.
Logo G tem tipo FP,, sobre R.

112
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3. Seja
77:0—>Pm8—7>"-~~—>P0@>Zp—>0

uma resolugao projetiva do [[Z,G]]-médulo abstrato trivial Z, tal que para cada i, P; é
um [[Z,G]]-médulo abstrato projetivo f.g. Pela prova de 2, P é uma resolugao projetiva
profinita de Z,, logo pela proposigao 3.5.15 cd,(G) < m.

4. Como o [[RG]]-médulo trivial abstrato R tem tipo FP,, existe uma resolugao projetiva
abstrata
P:---—»Pm8—>m---—>P0@>R—>O,

com moddulos projetivos f.g. em dimensao < m. Por 1 e 2

pm) :Pm%-‘-HPO%RHO
é uma resolugao profinita projetiva parcial de tipo finito do [[RG]]-médulo profinito tri-
vial R e pode ser usada para calcular H;(G, N) e H (G, M) para i < m— 1. Novamente
pelo lema 3.3.9 temos que o conjunto de homomorfismos de [[RG]]-médulos abstratos
indo de qualquer [[RG]]-médulo profinito f.g. (em particular P; para i < m) a M é o
conjunto de todos os homomorfismos de médulos continuos. Entao

Extiipey (R, M) ~ H'(Homypey (P, M)) ~ H'(G, M), para i <m — 1.

5. Usando a resolucao profinita projetiva parcial anterior, temos que
Torl (R, N) ~ Hy(P @pey N) =~ Hi(PP@peyN) ~ Hy(G, N) para i <m — 1,

onde o isomorfismo H; (P! ®ray N) =~ HZ»(Pdeléz\)HRGHN ) segue do fato que o pro-
duto tensorial abstrato ®grq)) € 0 produto tensorial completo ®gg)) sd0 naturalmente
isomorfos se aplicados a médulos profinitos com pelo menos um deles f.g. (proposigao
3.4.24 item 4).

|
Seja G um grupo abstrato de tipo homoldgico FP,,, sobre o anel Z para algum m > 1, em
particular G é f.g. Entao existe uma resolugao projetiva do [ZG]-médulo a direita trivial Z

R:-"HRiﬁRi_l—w~—>R0@>Z—>O

com todos os R; f.g. para i < m. Seja N/ um conjunto de subgrupos normais N de indice
finito em G tal que para cada N € N, G/N € C, a classe dos p-grupos finitos. O conjunto
N ¢ dirigido no sentido que se N1, Ny € N entao existe N3 € N tal que N3 < N1 N Ny, ou
seja N satisfaz a condigao (3.1). Definimos

Gy = lim G/N, [[F,Gal] = lim [F, (G/N)]
NeN NeN

113



Grupos de Dualidade de Poincaré de Dimensao 3

observe que G N pode ser o completamento pro-p de G mas também pode ser somente um
quociente de tal completamento. Para cada N € N definimos

Ry =R &z Fp,

logo R é um complexo, em geral ndo exato, de [F), (G/N)]-médulos projetivos e {Rn}nen
é um sistema inverso sobrejetor de complexos via as aplicagdes sobrejetoras G/N; — G /N,
para os grupos N; C No de N. Definimos o complexo R como

R = lim Ry. (4.1)
NeN

Teorema 4.1.2 ([We, Teorema 3.5.8, pag. 83]) Seja--- — Ry, — Rn, — 0 uma torre
de cadeias de complexos de grupos abelianos satisfazendo a condigio de Mittag-Leffler (pdg.
29). Entao existe uma sequéncia exata, para cada k

0 — lim' Hs1 (Ry,) — Hy (lim Ry, ) — lim Hy (R,) =0,
onde liLnl € um funtor derivado de lim.

Teorema 4.1.3 ([We, pag. 83]) Se {VZ,dJZJ} é uma torre de espagos vetoriais (defini¢ao

1.6.9) de dimensao finita sobre um corpo, entao liﬁll Vi=0.

Lema 4.1.4 Seja G um grupo abstrato de tipo homologico FP,, sobre o anel Z para algum
m > 1 e sejam R, Gy, [[FpGnl], Ry, e R, definidos como antes. Entdo existe um isomor-

fismo de [[FP@N]]—médulos abstratos

Ho(R) =0 e H;y(R) ~ lim H;(Ry) ~ lim H;(N,F,) para 1 <i<m—1,
NeN NeN

onde a a¢ao de G/N em H;(N,F,), induzida por conjugacao, induz uma acdo de é/\/’ em
lim H;(N, F,).
NeN

Demonstragao: Como R é uma resolucao projetiva, entdao R é uma sequéncia exata longa.

Também ®zn1F), € funtor exato a direita, logo

1 ®idg, do®ids,
R ®[znN] F, — " Ry ®[zN] F, — Z ®[zN] Fp,—0

é exata, portanto Hy(Ry) = 0. Por outro lado, para i > 1,

)

Hi(R) = Hi(R ®zn Fy) = Torl" (2, F,) = Hi(N,F,).
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Como G é f.g. qualquer conjunto de subgrupos normais de indice poténcia de p em G
¢ enumeravel, portanto podemos substituir N/ por um subconjunto N’ cofinal enumeravel

totalmente ordenado, obtendo o mesmo limite inverso: R = lim Ry;,.
N;eN’
Se Nj11 € N;, com N1, N; € N/, existe um epimorfismo

Niqy1 |
wNi . RNi+1 - RNZ

. . . s N .
proveniente do sistema inverso que define R. Portanto {RNi,@bN? } N é uma torre de
N;eN”

cadeias de complexos de grupos abelianos, tal que as aplicacoes @b%“
{RNZ-, ¢x7 }N N satisfaz a condig¢ao de Mittag-Leffler.
1 ZG !

Entao o teorema 4.1.2 afirma que para cada

sao sobrejetoras, logo

0— lim '"Hiy1(Ry,) — Hi( lim Ry,) — lim Hi(Rw,) — 0,
NpeN’ NpeN’ NpeN’

é uma sequéncia exata curta.

Mas se i +1 < m, Hiy1(Rn,) = Hi+1(Ng,Fp) é um espaco vetorial de dimensao finita
sobre o corpo I, pois como G é de tipo FP,, todo subgrupo de indice finito em G ¢é de tipo
FP,,, em particular cada N € N’ é de tipo FP,,, isto implica que H;(Nj,F,) é finito para
cada j < m (veja lema 3.5.44). Entao pelo teorema 4.1.3

lim 'Hi 1 (Ry,) =0sei+1<m.
NeN
Portanto,se 1 <t <m —1
Hi(R) = Hy( lim Ry,)~ lim Hi(Ry,) = lim H;(Ry).
NipeN’ NpeN’ Ne~N
[ |

Para cada i < m, R; é [ZG]-médulo projetivo f.g. Logo existe M; um [ZG]-médulo

projetivo tal que R; © M; = [ZG]*:, portanto

[ZG)¥ @zn Fp = (Ri & M;) @z Fp
= (Ri @z Fp) & (M @1z Fp) ,
note que como R; @zn) Fp € somando direto de [Z.G]Fi ®zn) Fp, donde
) k;
[ZG)" N Fp = (Z2G] @ Fp)™

e como [ZG]| @z Fp =~ [F,(G/N)] com isomorfismo g ® f — fg, onde f € F},, g é a imagem
de g € G em G/N, logo temos

(Ri @z Fp) @ (M; @1z Fp) = [Fp(G/N)]™ .
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Portanto

ki
lim (R; @y Fp) ® lim (M; @zn Fp) = { lim [Fp(G/N)]} = [[F,GnI",
NeN NeN NeN

ou seja,
R;, o médulo em dimensdo i de R, é um [[FP@N]]—médulo projetivo pro-p f.g. (4.2)

Por outro lado, se i < m

Ri @261 [FpGn]] = RiBizc[FpGll, pois R; é f.g. (4.3)
= Ri®zc)(lim [F, (G/N)])
NeN

= lim (Ri®(z6[Fp (G/N))), pois lim comuta com ®

NeN
= lim (Ri®[ZG] (1G] @z Fp))

NeN
~ i (R &) = B

NeN

Observe ainda que
R_y = R_1 @) [F,Gn] = Z @) [[F,Gu]] = By,

pois como G tem tipo FPy, G é f.g. Sejam g1, -+, gm 0s geradores do grupo abstrato G,

entao as imagens g1, - -, gm de g1, -+, gm em G geram @N topologicamente. Portanto o
ideal aumentado ((I)) de [[FP@NH é gerado topologicamente por g1 — 1, -+, gm — 1. Como
este conjunto é finito, pelo lema 3.3.9, g1 — 1, - - -, G, — 1 geram ((I)) como [[Fp@/\/]]-médulo

abstrato. Entao

~

[FGal) = Fp & (1) = Fp @ (g1 — 1) [F,Gal @ -+ & (gm — 1) [F,Gv]],
como F,-médulos. Entao para A € [[Fpé v]] e z € Z temos
220G —1DA=2(g;—1)@A=00\X=0
ou seja Z ®@zq) (g — 1) [[FP@N]] = 0 para todo 1 < i < m. Isto implica que
Z 8 g ([FyGall = Z @(z6) Fp, (4.4)
mas G age trivialmente sobre Z e I, logo

Z Qe Fp = Z &z Fp ~ F,, (4.5)
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Por outro lado ®[ZG][[IE‘pé wv]] é funtor exato a direita, logo

oy d1®id oy do®id -~
Ri ®za) [FGal] 5 Ro @ [FpGal] 5 Z @ [FpGal) — 0

é sequéncia exata curta, onde id = id[[ Isto implica que

FPGN”'
im(d,) = im(dp ® id) = Z Qpz¢y [FpGu]] = Fp, (4.6)

por 4.4 e 4.5.
O mesmo argumento continua véalido se substituimos F,, por Z,.

O seguinte teorema relaciona os tipos homolégicos de lim H;(N,F,) e F), considerados
N NeN
como [[F,Gn]]-médulos.

Teorema 4.1.5 Suponha que G é um grupo abstrato de tipo FP,,, para algum m > 2, e N

é um congunto dirigido de subgrupos normais N de G tal que G/N pertence a classe C dos

p-grupos finitos. Suponha também que o limite inverso lim H;(N,F,) é de tipo homoldgico
NeN

FP,,—1-; como [[F,Gx]]-modulo abstrato para cada 1 < i < m—1. Entdo o [[F,Gx]]-modulo

trivial abstrato I, tem tipo FP,,.

Demonstragao: Considere as sequéncias exatas curtas de médulos

0— ker(&f\j) — ]/%j — im(c/l\j) — 0
0 — im(d;) — ker(dj—1) — H;-1(R) =0

a primeira sequéncia é exata pelo teorema de homomorfismos e a segunda pela definicao de
homologia. Aqui J] e fzj denotam os diferenciais e os médulos, respetivamente, do complexo
7?,, definido como anteriormente, em dimensao j.

Vamos provar que ﬁj é de tipo FP, sobre [[IF,,@N]] para j < m. Por (4.2), ﬁj é [[Fpa/\/]]—
moédulo projetivo f.g. Assim

0—>P0:/RSJ'—>§]-—>O

é resolucao projetiva de }?ij onde cada médulo é f.g., o que implica que Ej tem tipo FP.

Vamos provar por indugao inversa em j que 1m(c@) ¢ de tipo FP,,_; para todo 0 < j < m.

Caso j =m, 0 [[FP@NH—médulo Ry, 6 f.g. logo tem tipo homolégico FPy. Entdo im(dy,)
é f.g. como [[Fp@N]]—médulo, também tem tipo FPy.

Supomos que a hipétese vale para j = i, i.e. 1m(ci) é de tipo FP,,_; para algum 1 < i < m.
Pela hipétese do teorema H;_1 (ﬁ) ~ lim H;_1(N,F;) é de tipo homoldgico FPy,—;, logo pelo

NeN R

item (3) do teorema 2.3.28 aplicado na segunda sequéncia para j > i, ker(d;—1) é de tipo

FP,—;.
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Pelo item (4) do teorema 2.3.28, aplicado na primeira sequéncia, para j = i — 1, temos
que im(d;—1) é de tipo FP,,_;_y). Isto completa o passo indutivo, por tanto im(dp) ¢ de tipo
FP,,, mas im(dy) = F,, por (4.6), que é o que querfamos provar. |

Teorema 4.1.6 Suponha que G € um grupo abstrato de tipo FP, e dimensdo cohomoldgica
finita, e N' é um conjunto dirigido de subgrupos normais N de G tal que G/N pertence a
classe C dos p-grupos finitos, com p um niumero primo. Suponha também que o limite inverso

lim H;(N,F,) =0 para todo i > 1. Entdo para cadam >1ei>1
NeN

1. Tor2€! (z, (2 /p"2Z) GN]]) =0 e Tor”" (Z, [[ZPGN]]) —0.

2. éj\/ ¢ grupo pro-p de tipo FP, sobre Zj,.

Demonstragao:

(2G]

1. Vamos provar que Tor; (Z, [(Z/p™Z) CA;'N]D = 0 por indugao sobre m.

Caso m = 1. Como G tem tipo FP., e dimensdo cohomoldgica finita entdo, pela
proposigao 2.3.41, G tem tipo FP, logo existe uma resolugao projetiva de tipo finito e
comprimento finito j = ¢d(G) do [ZG]-médulo abstrato trivial Z. Seja

d.
T\’,:O—>Rj—J>Rj_1—>---—>R0@>Z—>O

tal resolucao.

Por (4.3), para cada i > 0, tem-se R; ~ R; ®za) [[Fpaj\/]]. Logo, para cada i > 1

i

Tor!"“N(Z, [[(Z/pZ) Gu]]) = Tor"NZ, [[F,Gx ) = Hi(R ®pey [[F,Gn]) = Hi(R),

mas pelo lema 4.1.4

H;(R) = lim H;(N,F,) e por hipétese lim H;(N,F,) = 0.
NeN NeN

(2G]

Logo Tor; (%, [[(Z/pZ) Gx]]) = 0, para cada i > 1.

Por hipétese indutiva supomos valido o caso m — 1, ou seja

TOI"EZG} (z, H(Z/p(m_l)Z) é/\/]]) = 0, para cada i > 1.
Considere a sequéncia exata curta de [ZG]-médulos abstratos

0= (2" 2) Gl ~ @l an — [ (s ) Gv]] 0. o
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Observe que

| (&emrz) o] - [[ Gz o)) - [|Ga) o) - [l

onde o isomorfismo

zﬁ ~ p%zz é dado por z + p™mVZ — pz 4+ p™Z. Assim a

sequéncia (4.7) fica
0 — [[(Z/p™IZ) Gal]l = [[(2/p™2) Gw]] — [[FyGrl] -
e associada a ela temos a sequéncia exata longa em Tor
= Torl“ (2, [[(2/pVZ) Gal]) = Torl* (2, [[(2 /9" Z) Gnl]) —
— Torl“ (2, [IF,Gul]) —
Por inducao

TorZ[ZG] (Z, [[(Z/p(mfl)Z) CAJN]D =0 paratodoi>1e

TOTEZG] (Za [[]FpGNH> = 0 para todo i > 1,

o que implica que TorEZG] (Z, [(Z/p™Z) @N]]) = 0 para todo i > 1.

Por definicao temos que

Zy = im Z/p™Z, entdo [[Z,G ] = lim [[(Z/p™Z) Gu]].
meN meN

Seja R a resolugao original, para cada m € N, definimos o complexo

Pin) = R @z (Z/0™Z) G,

note que P(yy = R. Logo Ho(Pgny) = 0, pois o funtor @z [[(Z/p™7Z) Gul] ¢ exato a
direita e, para ¢ > 1,

Hi(P(my) = Hi(R ®pg [[(Z/p™2Z) G))
= Torl*¥ (2,[[(2/p"2) Gn]) = 0.

Logo, para cada m > 1, P(,,) é complexo exato.

Se chamamos de 7, o morfismo

T : [I(Z/p"2) Ga] = [[(2/p" V2 ) G
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sendo @N i @N e a projecao canonica Z/p™Z — Z/p(mfl)Z, entao {P(m), idp, ®7rm}

meN
¢ um sistema inverso sobrejetor. Seja P o complexo P = lim P,,). Entao, pelo teorema
meN

4.1.2, para cada k existe uma sequéncia exata curta
0 — lim ' Hyy1(Py) — Hi(P) — lim Hy,(Pny) — 0,
meN meN
mas P(,,) € exato para todo m > 1, o que implica
lim ' Hy41(Pim)) = 0 € lim Hy(Ppy) =0,
meN meN

e portanto Hy(P) = 0 para cada k, logo P é um complexo exato.
Por outro lado, o i-ésimo elemento de P é

P = lm (R: @ [[(Z/p"2) Grl))
meN

~ R; @ [Z,C ),

a tltima igualdade é obvia se o [ZG]-médulo R; é livre f.g. pois neste caso R; ~ [ZG]¥i
para algum k; > 0. Para o caso geral no qual R; é projetivo f.g., considere R; como
somando direto de um [ZG]¥, i.e. R; ® M; = [ZG]*. Entao:

lim (Ri @) [(2/p"2) Gxl]) @ lim (M; @z [[(Z/9"2) Gl

meN meN
= lim ([ZG]* @ [(2/p"2) Gul)) = lim [[(Z/p™Z) Ca™
meN meN

= [[Z,Gn]) = (R ® M3) ®pg [[Z,G )]
— (R ®pq 12,6x1) © (M; @1z [Z,Gn]) -

Temos também as seguintes projegoes

Ri @) [Z,Gwl) = lim (i @1 [((2/972) G

meN
~ g . e
M; @) (Gl > lim (M; @z [[(Z/p™2) Cw])
meN

que provém da propriedade universal do limite inverso. Portanto os isomorfismos acima
mostram que « e 3 sdo também isomorfismos, ou seja P é isomorfo a R ®z¢) [[ZpGn]]-
Logo, para cada ¢ > 1,

~

0 = Hy(P) = Hi(R 8iz) [[Z,G]]) = Torl*) (2, [[2,G])) -

7
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4.1. Completamentos de Grupos Abstrados de Tipo FP,,

2. Observe que P; = lim lim (Ri ®za) [(Z/p™Z) (G/N)]), logo é um grupo pro-p, para
meNNeN
cada i > 0 e Zy = Z Rz [[ZyGn]], por (4.4) e (4.5).

Por outro lado R; é [ZG]-médulo projetivo, logo R; @ M; = [ZG]*, portanto

[ZGI* @ [[Z,Gnl) = (Bs & My) @iz [[Z,G ]
= (Ri ®2) [12,G1]) @ (M @iz [12,Gn1])

ou seja R; ®zq) [[Zp@ wv]] é somando direto de
[ZG1" @iz ([ZpG )] = [Zp,Ga]]™,
ie. P;é [[ZZDC:Y w]]-médulo projetivo f.g. para todo i > 0. Em conclusao o complexo
0; a
P:0—-P =P 14— —F—=2Z,—0

¢ uma resolucao projetiva pro-p do [[Zpé wv]]-médulo pro-p trivial Z, com todos os
modulos projetivos f.g. Logo Gar € de tipo FP, sobre Z,,.

Teorema 4.1.7 Seja G um grupo abstrato de tipo FP e dimensdo cohomoldgica, cd(G) =
m, finita. Seja N um conjunto dirigido de subgrupos normais N de G tal que G/N pertence
a classe C dos p-grupos finitos, para algum nidmero primo p fizo. Suponha também que para
cada 1 <1 <m o limite inverso

lim H;(N,F,) =0.

NeN

Entao o grupo pro-p é/\/ tem p-dimensdo cohomoldgica finita

~

cdy(Gy) < m,
¢ de tipo FPo, sobre F), e sobre Zy, e sua p-caracteristica de Euler é Xp(@j\/) =x(G).

Demonstracao: O teorema 4.1.6 afirma que G n ¢ de tipo FP, sobre Z,. Observe que

na demonstragio de tal teorema s6 usamos que lim H;(N,Fy) = 0 para todo 1 <i < cd(G).
NeN
Além disso construimos o complexo P ~ R ®(zq [[Z,Gx]] que é uma resolugao projetiva de

Z,, como um [[Zpé wv]]-médulo abstrato, de comprimento finito e todos os médulos projetivos
f.g. Entao pelo item (3) do lema 4.1.1 temos que cdp(@/\/) <m = cd(G).
Seja
R:0— Rp ™ Ryy — - = Ry 87— 0
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Grupos de Dualidade de Poincaré de Dimensao 3

como antes, i.e. uma resolugao projetiva do [ZG]-mdédulo trivial Z com cada R; f.g. e seja R

o complexo obtido pelo limite inverso procedendo como em (4.1), i.e. R ~ R ®za [[Fp@ N

Pelo lema 4.1.4 H;(R) ~ lim H;(N,F,) = 0 para todo 1 < i < m, ou seja R é complexo
N NeN R

exato. Portanto R ¢ uma resolucdo projetiva pro-p do [[F,Gy]]-médulo trivial F), com cada

ﬁi f.g; logo éj\/ ¢ de tipo FP, sobre F,,.

Por ultimo

Xp(@/\f) = 3 (—1)ipostoZp (HZ (@N,Zp)>

0<i<edp(Gar)

= Y (—1)ipostozp (HZ (@N,Zp» (4.8)
0<i<m

N Oéizgm(_l)z postog, (Pi O 12, C]] ZP)

= ogizgm(_l) postoy, ( R; ®zq HZpGNH) O(12,Gn]] Zp)

= 3 (—l)ipostoz;p (Ri ®za) Zp)
0<i<m

= > (—1)i postoy (Ri ®(za] Z) (4.9)
0<i<cd(G)

= X(G)7

onde a igualdade (4.8) se justifica por H; (@N, Zp) = 0 para i > Cdp(é_/\[) e a igualdade (4.9)
vale pois cada R; é [ZG]-mdédulo projetivo f.g. logo existe M;, um [ZG]-mddulo projetivo, tal
que R; ® M; = [ZG]*, o que implica que

(Ri ®pe 2) © (M; ®pza) Z) = [2G)" ©ppe) 2 = L,

logo R; ®zg) Z é Z-médulo projetivo f.g. Pelo exemplo 1.5.23 (2), R; ®zg) Z é Z-médulo
livre, ou seja

R; ®zq) Z = Z*, para algum s;.

Por outro lado

R; ®z6) Zp = (Ri ®pa) Z) ©z Ly
— 7% @5 Ty = TS,

Logo postoz, (Ri ®za Zp) = s; = postoy (RZ- ®za Z), para cada i. |

4.2 Grupos de Dimensao Cohomolégica 3

Os seguintes resultados se referem a completamentos pro-p de grupos de dimensdo coho-
molégica 3, com alguma outra propriedade adicional, em alguns casos pediremos que para
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4.2. Grupos de Dimensao Cohomolégica 3

cada subgrupo normal N de G tal que G/N é um p-grupo finito, H3(N,F,) ~ F,, e em
outros serd suficiente que H3(N,Fp) ~ [, ou H3(N,F,) = 0. Também assumimos que o
completamento pro-p de G é infinito.

Proposigao 4.2.1 Seja p um numero primo fizo, e seja G um grupo abstrato de dimensdo
cohomoldgica 3 e de tipo FPs. Seja N o conjunto dirigido de todos os subgrupos normais N
de G tal que G/N pertence a classe C dos p-grupos finitos, ou seja @N = Gp o completamento
pro-p de G. Suponha ainda que para cada N € N ou H3(N,F,) ~ F, ou H3(N,F,) =0 e
que Gp € infinito. Entdo para qualquer resolugdao projetiva R de Z como um [ZG]|-mddulo

abstrato tal que R tem comprimento finito 3 e modulos projetivos f.g.
Hi(R)=0parai=1ei=3,
para o complezo R ~ R ®za) [[FpGpll-

Demonstracao: Como G é FP,, entao GG é FP1, o que implica pela proposicao 2.3.37 que

N é FPq, logo N é f.g. e portanto o quociente é f.g. Veja também que é um

N N
[N,N]NP [N,N]NP
grupo abeliano f.g. no qual cada elemento tem ordem p: seja a € N, entao a? € NP, portanto
aP € [N, N]NP, ou seja a classe aP = 1. Logo se

1#ae

,entao af = aP = 1.

[N, N]NP

Logo, pelo teorema fundamental de grupos abelianos f.g. é finito, mais ainda [

__N __N
[N,N]N?P N,NINP
é um p-grupo finito: suponha que na decomposicao em primos da ordem de W apareca
um primo g # p, logo pelo teorema de Cauchy existe um elemento em W de ordem ¢, o
que é uma contradicgao.

Como N ¢é f.g. entao Nj é f.g. como grupo pro-p, isto implica pela proposigao 3.2.15, que
o subgrupo de Frattini ®(/N;) é aberto. Mais ainda, pela proposicao 3.2.3 item (2), ®(NN5) é

também fechado e tem indice finito. Pelo lema 3.2.14, ®(Np) = [Np, Np] Ng e o quociente de
N-

Frattini W é um grupo profinito abeliano p-elementar.
prVpliVp
Por definicio N = lim N/V, tal que N/V é um p-grupo finito, logo N; e N tem os
V<IN

mesmos quocientes que sao p-grupos finitos. Mas

N
4.10
[N, N|NP ( )
é quociente maximal de N que é p-grupo finito abeliano e
N-
—r (4.11)
[N5, Np| N5
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Grupos de Dualidade de Poincaré de Dimensao 3

é quociente maximal de N5 que é p-grupo finito abeliano. Logo (4.10) e (4.11) sao isomorfos
e o isomorfismo é natural.
Logo por [R, pag. 267]
N N;

H{(N,F,) ~ ~ ~ H{(N; F
) = W N [ a0 )

como espagos vetoriais sobre [F,,.

Como homologia continua comuta com limite inverso, (proposigao 3.5.12), temos que:

lim Hy(Np,F,) = Hy( lim Ny, F,) = 0

NeN NeN
ja que
lim N = lim lim N/V = lim lim N/V,
— — = — =
Ne~N NeNVCN VeENNeN
VeN NDV

pois dois limites inversos comutam e para V fixo existe um numero finito de possiveis N tais
que N DV e N €N, entre eles N = V, assim

lim N/V =1e lim N5 = lim1 = 1.
P P P

NeN NeN VeN

NDV

Em particular, pelo lema 4.1.4

Hy(R) ~ lim Hy(N,F,) = 0.
Ne~N

Como por hipétese H3 (N, Fp,) ~ Fj, ou 0, o limite inverso lim H3(N,F,) é F, ou 0. Usando
NeN
de novo o lema 4.1.4

Hs(R) =~ lim H3(N,F,) =~ F, ou 0.
NeN

~

Suponha que H3(R) ~ F), onde
ﬁ:oﬁﬁgﬁﬁggélgéoﬂﬂ‘?p%o

e cada R; 6 [[F,G5l]-médulo pro-p projetivo f.g; logo
F, ~ H3(R) ~ kerdz C Rz ® M3 = [[F,G;]l%,
ou seja, Iy, é um [[F,Gp]]-submédulo finito. Vejamos qual é a acao de G5 em Fy;:
Seja ¢ : G5 — Aut(F,) levando g +— “acao de g”, entao kgf’(p < Aut(F,), mas por [La,

Teorema 2.3, pag. 96, |Aut(F,)| = p — 1, mas kgf’w ¢ um p-grupo logo

Gp
ker ¢

=1 o que
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4.2. Grupos de Dimensao Cohomolégica 3

implica que ker ¢ = G, ou seja ¢ leva todo elemento de G ao 1. Portanto F), é um [[F,Gp]]-
submodulo trivial.

Por definicao

[FpGpll = lim [, (G/N)],
NeN

entdo como F,, # 0, existe N tal que o homomorfismo canonico py : [[F,Gp]] = [Fp(G/N)]
satisfaz pn (Fp) # 0, logo pn (Fp) ~ F), é um [F,(G/N)]-submédulo trivial.

Seja Y geq/n Agg, com 0s Az € Fp, um elemento tipico de [F(G/N)] entao

PN (Fp) ~( > )\ﬁg)Fp-
geG/N

Seja h € G/N, como G/N age trivialmente em py (F,) temos

Y xg=h( X Xg)= > ANhg= > Aghg
geG/N geG/N geG/N hgeG/N

= Z /\7—1757
geayN 9

logo A\ = )\E—lg para toda h € G/N e toda g € G/N, portanto A7 = A € F,. Com isto
2 gea/n A9 = A gea/n 9) € logo

pn (Fp) =~ ( > Agg)Fp =~ ( > 9)Fp.
GeG/N GeG/N

Seja agora N1 € N, como G5 é infinito podemos escolher N1 & N C G, entdo também

oy (Fp) # 0, logo py, (Fy) = (3 §)F,. Considere my,w : [Fp(G/N1)] — [Ep(G/N)] o
geG/Ny

homomorfismo canonico induzido pela projecao G/N; — G /N, entdao mn, Ny o pn, = pN- Logo

NN © o (Fp) = pnv (Fp) entdo Ty n(( D2 9)Fp) = ( X2 9)F,,
3€G/Ny geG/N

mas Ty, N( Y, §)=[N:NiJ( >, g)=0,pois [N : Ni| # 1 e édivisivel por p, contradicao.
geG /Ny geG/N
|
Observe que se F é um resolucao projetiva do [[Z, G n]]-médulo trivial abstrato Z, com

todos os médulos projetivos f.g; entao F ®[[ [[Fp@ 'wv]] € resolucao projetiva do [[Fp@ W]

Zpa/\/”
modulo trivial abstrato IFp.

Isto implica que TorE[F”GNH (Fp,Fp) o~ TorE[Z”GNH (Z,,F,) para todo i, pois para a re-
solugao apagada Fz, temos:
e =
Tory »G ] (Zyp,Fp) =~ Hi(fzp(@[[zpéN]]Fp) e

~

F,G o " "
Torl " (8, F,) = H; (72,85, 6, FoON]) s, o) = Hi (F2,8 5,60 ) -
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Grupos de Dualidade de Poincaré de Dimensao 3

Teorema 4.2.2 Suponha que todas as condi¢cdes da proposicao 4.2.1 sejam vdlidas. Mais

ainda, suponha que o homomorfismo
on : Hy(N,Fp) — Hy(Np, Fp) (4.12)

induzido pelo homomorfismo canonico N — Np, onde Nj € o completamento pro-p de N, é

um isomorfismo para cada N € N. Entao

1. TorEZG}

um isomorfismo H;(G,Fp) ~ Hi(@N,IE"p) para todo i, e Xp(é/\/) = x(G);

(Z, [[Fp@/\/]]) =0, para cada i > 1, e o homomorfismo canénico G — CA}N induz

2. o grupo pro-p é/\f tem tipo FP, sobre F,, e sobre Z, e tem p-dimensao cohomoldgica
cdy,(Gpr) < 3, em particular Gpr € livre de tor¢ao. Se ainda temos Hz(G,Fp) ~ Fp,
entdo cdy(Gy) = 3;

3. TorEZG} (Z, HZpéNH) =0, para cada i > 1.
Demonstragao: Como G tem tipo FP,, e dimensdao cohomoldgica finita entao, pela pro-
posicao 2.3.41, G tem tipo FP, logo existe uma resolugao projetiva de tipo finito e compri-

mento finito 3 = cd(G) do [ZG]-médulo abstrato trivial Z. Seja
R:0— Ry B Ry BRI B Ry D70

tal resolucao e R ~ R®zq [[Fp@ w]] por (4.3) uma resolucao projetiva de comprimento finito
de [F, sobre [[F,Gar]] com todos os médulos f.g.

Pela proposicao 4.2.1, H;(R) = 0se i = 0,1, 3.

Como o homomorfismo ¢y : Ha(N,F,) — Ha(Nj,Fp,) é um isomorfismo para todo N € N,

e pelo lema 4.1.4

Hy(R) ~ lim Hy(N,Fp) ~ lim Hy(Nj, Fy) ~ Hy( lim Nj, Fy),
Ne~N NeN Ne~N

pois nesta categoria homologia comuta com limite inverso (proposi¢ao 3.5.12 ). Como foi
feito na proposicao 4.2.1

lim N; =1,
A
NeN

logo Ha( lim Np, F,) = H>(1,F,) = 0, ou seja o complexo R é exato
NeN

%

0= Hy(R) = Hi(R @1 [[F,Cr]]) = TorlC! (z, [[FpéN]]) paratodoi>1.  (4.13)
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Vamos calcular H;(G,F)) para todo i. Seja Ry a resolucao apagada obtida de R,

H;(G,F)) ~ TOFEZG} (Z,Fp) ~ Hi(Rz®zc Fp)

~ H;(Rz ®zq) [[Fpa/\/]] OlF,Enl] Fp)
~ Hi(Rr, @p,é ) Fr) = Hi(RFP®[[Fp@N]}Fp)

~ TorE[F”GN” (Fp, Fp) >~ TorE[ZPGNH (Zyp,Fp) ~ Hi(@N,IFp).

Veja que a condigao (4.13) e o lema 4.1.4, nos dizem que lim H;(N,F,) = 0 para todo i > 1,
NeN

logo pelo teorema 4.1.7 o grupo pro-p G s, tem p-dimensao cohomoldgica finita cd,(Gar) < 3,

¢ de tipo P, sobre ), e sobre Z,, e sua p-caracteristica de Euler é Xp(é/\/) = x(G). Agora
suponha que
0 7& Fp ~ H?)(G?Fp) = H?)(GNvFP)’

como H; (@N,Fp) = 0 para todo 7 > cdp(@/\/), entdao 3 < cdp(@/\/) e por outro lado

cdp(@/\[) < 3, ou seja cdp(éN) = 3. Finalmente o teorema 4.1.6 completa a prova do
item 3. |

Vamos calcular Hy(G,F,), onde G é um grupo pro-p e F, é considerado como [[Z,G]]-
modulo trivial. Pela proposicao 3.5.10

Ho(G,Fp) =F,/(fg—f| f€FpgeG)
mas G age trivialmente sobre I, logo fg — f = f — f = 0, portanto
Hy(G,F,) =T,. (4.14)
O seguinte lema é a versao pro-p de um resultado conhecido para grupos discretos.

Lema 4.2.3 Seja G um grupo pro-p finitamente apresentdvel e seja H um subgrupo aberto
de G. Entdo
def(H) — 1> [G : H|(def(G) — 1).

Demonstragao: Seja dg = |X| o nimero minimal de geradores topolégicos de G e seja
F = F(X); o grupo pro-p livre com base X tal que existe um epimorfismo f : F' — G, logo
o numero minimal de geradores de F' é dp = dg = | X| e F é f.g., ou seja, de tipo FP;.

Seja N = f~}(H), entdo N é um subgrupo aberto de F, pois H é aberto, entdo N é
também fechado e, pelo teorema 3.5.33 N é também grupo pro-p livre. Pelo teorema 3.5.45,
N é FPy ou seja N é grupo pro-p livre f.g. Seja dy a cardinalidade de uma base minimal do
grupo pro-p livre .

Observe que ker(f) = f~1(1) C f~1(H), logo ker(f) = ker(f |n) < N.
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Como F e N sao grupos livres, que podemos supor nao triviais, cdy(F) = cd,y(N) = 1,
entao
XP(F) = dimﬂ:p HQ(F, Fp) - dim[pp HI(F, IFp) =1- dF

pois, por (4.14), Ho(F,F,) = I, e pelo teorema 3.5.36 dimg, H1(F,F,) = dr. Analogamente
temos que xp(N) =1 —dn.
Como F' é grupo pro-p, é compacto entdao todo subgrupo aberto tem indice finito, logo
[F': N] é finito e também x,(F') = x(F'). Pelo teorema 2.5.7, x(N) = [F' : N]x(F), i.e.
1—dy=[F:N](1—dp), entao
dN:[F:N](dF—1)+1.
Seja r o numero minimal de geradores topoldgicos de ker f como subgrupo normal de N.
Entao
def(H) =dy — 7
=[F:N](dp—1)+1—r.
Seja r¢ o nimero minimal de geradores topolégicos de ker f como subgrupo normal de F', ou

seja, o nimero minimal de relagoes de G, entao def(G) = dp —rg, e seja R = {r1,---rpy,} 0
conjunto de geradores topoldgicos de ker f como subgrupo normal de F', entao

er f = (7, 7y =GN, o2,

onde T' é transversal a esquerda de N em F.
Observamos que |T'| = [F : N] = [G : H]|, pois existe uma bijecao entre as classes laterais
gH < f~1(g)N, com g € G.
Entao {rfj, oot ¢ Jer 8€Ta topologicamente ker f como subgrupo normal de U, isto im-
plica que r < [G : H]rg. Logo
def(H)=[F:N](dp—1)+1—7r
>[F:N](dr—-1)+1-[G: Hlrg,

0 que implica
def(H) —1>[G: H|(dp —rg — 1)
=[G : H](def(G) —1).
|

Lema 4.2.4 Seja G um grupo abstrato f.g. de tipo FP, dimensao cohomoldgica 3 e carac-
teristica de Euler 0. Seja N um subgrupo de G de indice poténcia de p tal que H3(N,Fp) ~F).
Entdo a aplicagdo oy : Ha(N,Fp) — Ha(Np,Fp) € sobrejetora e dimp, (ker o) = def(Np),
onde N5 € o completamento pro-p de N.
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Demonstragao: Seja X um conjunto finito gerador de N, isto é possivel pois N é subgrupo
de G que é f.g. Pela férmula de Hopf (veja teorema 2.3.6)
RN |[F,F|FP

(R, F|RP

(esta féormula segue da sequéncia exata dada em [B, Capitulo 2, Proposigao 5.4, pag. 43]),

HZ(Na Fp) =

onde F' é um grupo livre com base X tal que f : F' — N é um epimorfismo e R = ker f é um
subgrupo normal de F' tal que F/R ~ N.

Seja F5 o completamento pro-p de F', i.e., F; é um grupo pro-p livre cuja base tem a
mesma cardinalidade que a base de F e seja R o fecho da imagem de R em F5 via a aplicacao

canodnica j : F' — F3. Entao

RN [F5, F5|F
Hy(N;,Fp) ~ W
Lp

e a aplicagao ¢ é induzida por j, logo @ é sobre.

Vejamos que dimp, (ker o) = def(Np).

Como N é um subgrupo de G de indice finito, pelo teorema 2.5.7 x(N) = [G : N|x(G),
logo x(N) = 0 pois por hip6tese x(G) = 0. Entao

0 = x(N) = dimg, Ho(N,F,) — dimg, Hy (N, F,)+
+ dim]pp HQ(N, ]Fp) — dim]pp H3(N, ]Fp),

por (4.14) Ho(N,F,) = F, e por hipétese H3(N,F,) = F,, logo dimg, Ho(N,F,) = 1 =
dimg, H3(N,F,), assim

0=— dim]Fp Hl(N, Fp> + dim]Fp HQ(N, Fp),

entao
dimﬂrp H1 (N, Fp) = dimﬂ?p HQ(N, Fp).

Pela prova da proposicao 4.2.1 Hy(N,F,) ~ H{(N;,Fp), logo temos
dimg, Hy(N,F,) = dimg, H,(N,F,) = dimg, H, (N5, F,).
Como ¢y : Ha(N,Fy) — Ha(Np, ) é sobre, pelo teorema do kernel-imagem

dimg, Ha(N,F,) = dimg, (ker o) + dimp, (im o)
= dimg, (ker ) + dime(Hg(Nﬁ, F,)),

entao

dim]Fp (ker SDN) = dim]Fp HQ(N, ]Fp) — dimﬁrp (HQ(NIA,, Fp))
= dimg, Hy(Np, F,) — dimg, (Ha(N5, F,)) = def(Np)
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Corolario 4.2.5 Suponha que as condi¢des do lema 4.2.4 sejam vdlidas para qualquer sub-
grupo N de G, de indice poténcia de p. Entdo

1. Se N/[N, N] € finito, entdo pn € um isomorfismo.

2. Se V€ um subgrupo de G de indice poténcia de p tal que a aplicagdo py nao € um
isomorfismo, entdo para qualquer subgrupo proprio W de V' de indice poténcia de p em
V, a aplicagdo ow nao é um isomorfismo e def(Wp5) > def(V5).

Demonstragao:

1. Suponha que ¢y nao é um isomorfismo, pelo lema 4.2.4 ¢y é sobre entao ¢y nao é
injetora, logo ker ¢y nao ¢ trivial, isto implica que

def(Np) = dimg, (ker o) > 1,

logo N5 tem mais geradores do que relagoes entao, pelo lema 3.5.41, ng?\fﬁ] ¢ infinito.

Mas, pela prova da proposicao 4.2.1,
N Np

~

[N,N] ~ [Ng, Np|’

logo, pela hipdtese [N]AV‘]BVA] é finito, contradigao. Portanto ¢ € isomorfismo.
priVp

2. Pelo lema 4.2.3
def(Wp) — 1 > [V5 : Wp](def(V5) — 1)

e como Wj é subgrupo préprio de V;, [V; : W] > 2, logo

def (Wj) — 1 > 2(def(V) — 1).

Como V' é subgrupo de indice poténcia de p em G, por hipétese Hz(V,F),) ~ F, e pelo
lema 4.2.4
v . H2(‘/7 Fp) - HQ(Vﬁa Fp)

¢é sobrejetora, mas nao injetora pois por hipotese nao é isomorfismo, e assim
def(V5) = dimg, (ker py) > 1.
Segue que

def(W5) — def(V5) > def(V5) — 1 > 0, logo
def(W5) > def(V3).
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Como W é subgrupo de indice poténcia de p em G, por hipétese Hz(W,F,) ~ F, e pelo
lema 4.2.4
ow : Hoy(W,Fp) — Hao(Wp,T))

é sobre e def(Wj) = dimp, (ker o) > def(V5) > 1, isto implica que o ker gy é nao
trivial, logo ¢ nao é um isomorfismo.

|

Dizemos que um grupo abstrato G é p-bom se a aplicagdo natural indo de G no seu
completamento pro-p, j : G — Gp, induz um isomorfismo Hi(Glg, M) — HY(G,M) para
qualquer Gz-médulo discreto p-primério finito M e para todo i > 1. Aqui H Z‘(Gﬁ, M) denota
a cohomologia continua e H(G, M) é cohomologia de grupos abstratos.

Exemplos de grupos bons sao os grupos livres, grupos de superficies e uma sucessao de
extensoes de grupos livres finitamente gerados.

Um dos principais resultados deste capitulo, o Teorema 4.3.1, afirma que um grupo de
dualidade de Poincaré orientdvel GG, de dimensao 3, cujo completamento pro-p, G, € infinito
e todos os subgrupos abertos de G5 tém deficiéncia 0 é sempre p-bom.

Teorema 4.2.6 Seja G um grupo abstrato de dimensdo cohomoldgica 3 e de tipo FP, tal
que H3(N,F,) ~ F, para qualquer subgrupo normal N de G de indice poténcia de p em G.

Assuma que o completamento pro-p, Gy, € infinito e que o homomorfismo

@N HQ(N,FP) — HQ(NIA,, Fp)
induzido pelo homomorfismo N — Ng é um isomorfismo para todos os subgrupos normais N
de indice poténcia de p em G. Entdo
[2G) ZG]

1. Tor; " (Z,[[FpG5l]) = 0 e Tor, " (Z,[[ZyG5]]) = 0, para cada i > 1, e Hi(G,Fp) =~
H;(G5,F,) para todo i, e x,(Gp) = x(G);

2. o grupo pro-p Gp tem tipo FPo sobre F), e sobre Z, e tem dimensdao cohomoldgica 3,

em particular G € livre de torgao.

3. G € um grupo p-bom.

Demonstragao: Os itens 1 e 2 sdo casos particulares do teorema 4.2.2 aplicado ao conjunto
dirigido N de todos os subgrupos normais N de indice poténcia de p em G.

Prova do item 3: como G tem tipo FP, e dimensao cohomolégica finita entao, pela
proposicao 2.3.41, GG tem tipo FP, logo existe uma resolugéo projetiva de tipo finito e com-
primento finito 3 = ¢d(G) do [ZG]-mdbdulo abstrato trivial Z. Seja

R:0—-Rs B RBR BR, B7Z -0
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tal resolucao.
Pela parte 1 sabemos que TorEZG] (Z, [[ZPG};]]) =0, para cada i > 1. Seja
P =R ®za [[Z,G5]
como no teorema 4.1.6, entao
Hy(P) =0 pois ® é funtor exato a direita e
G .
Hi(P) = Hy(R @ [[Z,G5l]) = Tort (2, [[2,G5)]) = 0, para todo i > 1
entao P é um complexo exato, mais ainda é uma resolucao projetiva pro-p do [[Z,G5|]-médulo
trivial Z, com os médulos projetivos f.g.

Seja M um Gz-mdédulo discreto p-primério finito, entao:
H'(G,M) = H' (Homg) (Rz, M)) e
H' (G, M) = H' (Homz, 6, (Pz,, M) ) = H' (Homz, 6, (Rz @z [[Z,G5l] M) ) -
Para cada j, seja ¢; : Homzg) (R;, M) — Homyz, ¢ (Rj ®1z¢ [[ZpG5]], M) 0 homomor-
fismo que leva f — f onde
f:R; — M é um homomorfismo de [ZG]-mddulos e
'E Rj @pa) [[ZpGpl] — M levar @ A f(r)A,

e sejg ¢;j « Homyz ¢ (Rj ®za) [1ZyG3], M) — Homyzg) (R;, M) o homomorfismo que leva
t — t onde

t: Rj ®pq) [[ZpGpl] — M é um homomorfismo de [[Z,G5]]-mddulos e
t:Rj— Mlevar— t(re1).

E facil ver que ¢; = goj_l, logo
Homjzq (Rj, M) ~ Homyz, ¢ (Rj ®za) [ZpGpll, M) , para todo j.
Portanto H' (G, M) ~ Hi(ng, M), para todo i, o que implica que G é um grupo p-bom.l

Corolario 4.2.7 Seja G um grupo abstrato de dimensdo cohomoldgica 3, de tipo FPo, de
caracteristica de Euler 0 e tal que H3(N,F,) ~ F), para qualquer subgrupo normal N de G de
indice poténcia de p em G. Assuma que Gp, o completamento pro-p de G, € infinito e que
para todo subgrupo normal N de indice poténcia de p em G, ﬁ € finito. Entao G é um

grupo p-bom.
Demonstracao: O corolario 4.2.5 item (1) afirma que
YN : HQ(N, Fp> — HQ(N@ Fp)

é um isomorfismo para todos os subgrupos normais N de indice poténcia de p em G. Logo
pelo teorema 4.2.6 item (3), G é p-bom. |
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4.3 Grupos de Dualidade de Poincaré de Dimensao 3

Nesta secao apresentamos os resultados mais importantes deste capitulo: os teoremas 4.3.1 e
4.3.3. Nesses resultados G denotard un grupo abstrato de dualidade de Poincaré de dimensao
3, logo G é um grupo abstrato de dimensao cohomolégica 3, de tipo FP, e de caracteristica
de Euler x(G) = 0.

Teorema 4.3.1 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensdo
3. Assuma que Gp, o seu completamento pro-p, € infinito. Entao as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:

1. O homomorfismo ¢y : Hao(N,F,) — Ha(Np,Fp) induzido pelo homomorfismo candénico
N — N5 € um isomorfismo para todos os subgrupos normais N de indice poténcia de p

em G, onde Ny é o completamento pro-p de N.
2. Gy € um grupo de dualidade de Poincaré pro-p orientdvel de dimensdo 3.
3. Todo subgrupo aberto de G tem deficiéncia 0.
4. G € um grupo p-bom.

Demonstracao: (1) implica (2). Como G tem cd(G) = 3, finita, entdo pela proposigao
2.3.23, G é livre de torgao e é grupo abstrato orientavel de dualidade de Poincaré de dimensao
3, entao todo subgrupo normal NV de indice poténcia de p em G é um grupo abstrato orientavel
de dualidade de Poincaré de dimensao 3 pela propriedade 2.4.5. Pela dualidade

H°(N,F,) ~ H3(N,Z ®7F,) = H3(N,TF,),
pois o moédulo dualizante D de N é isomorfo ao médulo trivial Z.

Mas, pelo lema 2.3.8 HY(N,F,) = IFI])V = {felF,:nf=f Yne N}, e como N age
trivialmente em F, logo nf = f , Vf € F, e Vn € N, o que implica H*(N,F,) = F, =
H3(N,F,) para todo subgrupo normal N de indice poténcia de p em G.

Pela proposigao 2.5.6, x(G) = 0, pois G é grupo de dualidade de Poincaré de dimensao
impar. Por definicao G deve ser FP, e por hipétese ¢y : Ho(N,F,) — Ha(N5,Fp) é isomor-
fismo, entao vale o teorema 4.2.2:

xp(Gp) = x(G) = 0, G tem tipo FP,, sobre Zy,
cdp(Gp) = 3, e Gj € livre de torgao.

Como G tem tipo FP, e dimensdao cohomoldgica finita entdo, pela proposicao 2.3.41, G
tem tipo FP, logo existe uma resolugao projetiva de tipo finito e comprimento finito 3 = c¢d(G)
do [ZG]-médulo a direita abstrato trivial Z. Seja

R:0—-RsBRBR BR, B7Z -0
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tal resolucdo e seja S = Homzq (Rz, [ZG]) um complexo de [ZG]-mddulos a esquerda
S:0—8" -5 52% g8
entao

H'(S) = Extig (Z,[2G]) = H' (G, [2G))

B 0sei=#3
| D=Zsei=3"

pelo teorema 2.4.1 item (3), ou seja o complexo S é exato nas dimensoes i = 0,1,2 e

_kerpg S3

ima ima’

7. = H3(S)
Seja agora 7 o complexo obtido de § adicionando a tnica cohomologia nao trivial
T:0-5"->81 55246857 0,

onde 7 é a projecao candnica, entao 7 é complexo exato de [ZG]-mdédulos a esquerda, mais
ainda é uma resolucdo projetiva do [ZG]-médulo trivial Z com cada S° f.g. Pelo teorema
4.2.2 (3) Tor/2¢] (2, ([Z,G3)]) = 0 e similarmente TorEZG] ([[ZyG5)], Z) = 0, para cada i > 1.

i
Portanto o complexo definido como 7 = [[Z,G5]] ®[zq) T é exato, ou seja
’]A’:0—>f0—>f1—>f2ifsﬁ>2p—>0

¢ uma resolucao projetiva do [[Z,Gp]]-médulo a esquerda trivial abstrato Z,.
Seja agora P = R ®zq) [[ZyGp]], o complexo exato de [[Z,Gp]]-médulos & direita, obtido
no teorema 4.1.6, onde cada P; é projetivo e f.g.
Queremos ver que
Homyiz, e (P [[2,G5l) ~ T

como complexos de [[Z,G5]]-médulos.

Seja Or, : [[ZyGpl] @(zc) Hompzay (Ri, [2G)) — Homypg, gy (Ri ®zay [ZpGpll, [[2,G5l])
levando A ® f +— g, onde X € [[Z,Gp]], f é um homomorfismo de [ZG]-médulos indo de R;
em [ZG| e g : R ®za [[ZpG5l] — [[ZpGpl] ¢ um homomorfismo de [[Z,Gp]]-mddulos que leva
T QW Xf(ri),u-

Como, para cada i, R; é um [ZG]-médulo projetivo f.g. entdo R; ® M; = [ZG]¥, para
algum k; > 0. Logo O[ZG]ki =0gr, ® 0,

Oy : [Z,G5ll@ paHompa) (1ZG1, [2G]) — Homyz,q,) (261" @pg) [1Z,G5)), (2G5l
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mas neste caso temos

1

[Z,G5]] ®z6) Hompzg ([ZG]ki, [ZG]) [Z,G5]] @z (i, Hompg) ([2G], [ZG]))
[ZpG5]] ®za) (O, [2G])

(1Z,G3ll ®may [ZG)* =~ [[Z,G3l)",

12

1

Homyz, ¢ <[ZG]ki ®za) [[ZpGpl, [[ZpGﬁH) ~ Homyz,q.)) ([[ZpGﬁHki7 [[ZpGﬁH)

~ Tl Homyiz, 1) ([[ZpG3l], [[ZpG5]])
~ O, [[Z,G5]] = [[Z,G5)]™,

ou seja [[Z,G5]] @z Homze ([ZG%, [2G]) ~ Homyg, ) ([ZG1% @iz6) [[ZoG3l), [[2,G5]]),

portanto G[ZG]’%‘ ¢ um isomorfismo logo fp, é isomorfismo para cada ¢, e os complexos

Homyz,c.) (P, [Z,G5]]) e 7T sao isomorfos.

Agora
H' (G5, [1Z,G5l)) = H' (Homyz, g, (P, (2G5l )

mas H° (’?Zp) =0 se ¢ # 3 pois T é exato. Também pela exatidao de ’?, temos ima = kerB

e imB = Zyp com B epimorfismo, logo
~ T3 T3
i (%) =

1ma a ker//B\

= Zp7

e Zy ¢é [[Z,Gp]]-mdédulo trivial. Isto, juntamente com o fato que cd,(Gp) = 3 e G tem tipo
FP, sobre Z,, implica por definicao que G é grupo pro-p orientdvel de dualidade de Poincaré
de dimensao 3.

(2) implica (3). Seja V um subgrupo aberto de Gp, como cd,(Gp) = 3 < oo, pelos
resultados 3.5.48 e 3.5.23 (3), V é grupo pro-p de dualidade de Poincaré de dimensao 3
orientavel, entdo x,(V) = 0 por 3.5.50. Entao

0 = xp(V) = dimg, Ho(V, Fp) — dimg, H1(V,Fp)+
+ dimg, Ha(V,F,) — dimg, H3(V,Fp),

mas Ho(V,F,) = F, por (4.14) e pela dualidade de V e o teorema 3.5.46, H3(V,F,) =
HO(V,F,) =F), mas V age trivialmente em I, logo H3(V,F,) = F,, entao dimg, Ho(V,F)) =
1 = dimg, H3(V,F)), assim

0= x(V) = dimg, Hy(V,F,) — dimg, H;(V,F,) = — def(V).
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(3) implica (4). Ja& vimos que para qualquer subgrupo N de indice finito em G, H3(N,F,) ~
[F,, e pela proposicao 2.5.6 x(G) = 0. Entao pelo lema 4.2.4, ¢ é sobre para cada subgrupo
N de indice poténcia de p em G, e dimg,(kerpn) = def(N5), mas N é subgrupo aberto
de Gp, logo pela hipétese def(N;) = 0, o que implica que ker gy é trivial e logo pn é um
isomorfismo. Pelo teorema 4.2.6 (3), G é p-bom.

(4) implica (1). O homomorfismo ¢y é sobre para todo subgrupo N de indice poténcia
de p em G. Queremos provar que dimp, (ker p) = def(N5) = 0 o que implica em ¢y ser um
isomorfismo para todo subgrupo N de indice poténcia de p em G.

Qualquer subgrupo N de indice poténcia de p em G é p-bom, logo

def(Np) = dimg, H' (N5, F,) — dimg, H*(N, F,)
= dimg, H'(N,F,) — dimg, H*(N, F,),

mais ainda, como N é grupo orientavel de dualidade de Poincaré de dimensao 3 temos
H'(N,F,) ~ H3_;(N,F,) e x(N) =0,
assim temos

def(N;) = dimg, H'(N,F,) — dimg, H*(N, F,)
= dimp, Ho(N,F,) — dimg, H1 (N, Fp)+
+ dimFP H(](N, Fp) — dime Hg(N, Fp) = X(N) =0.

Teorema 4.3.2 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensao
3 e seja Gj o completamento pro-p de G. Assuma que Gy € infinito. Entdo se satisfaz uma
das sequintes condicoes:

1. Gj € um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensdo 3;

2. existe um subgrupo normal V' de indice poténcia de p em G tal que def(Vj;) > 2. Neste
caso V tem quociente Z X Z e ndo existe cota superior para o deficiéncia dos subgrupos

de indice finito em Gp;

3. existe um subgrupo normal V' de indice poténcia de p em G tal que def(V;) = 1. Neste
caso 'V tem quociente Z. Se existe uma cota superior na deficiéncia dos subgrupos de

indice finito em Gp entao a cota superior € 1 e Gy € virtualmente Zy.
Demonstracao: Temos as seguintes possibilidades:

(a) def(Nj) = 0 para todo N subgrupo normal de G de indice poténcia de p, ou
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(b) existe um subgrupo normal V' de G de indice poténcia de p, tal que def(V;) # 0. Neste
caso ou def(V5) =1 ou def(V;) > 2.

Sabemos que para todo N subgrupo de G de indice poténcia de p, H3(N,F,) ~ F, pelo
lema 4.2.4 oy é sobre e dimg, (ker ) = def(Np).

Se acontece (a), ¢y é isomorfismo para todo N subgrupo normal de G de indice poténcia
de p. Logo, pelo teorema 4.3.1, G é grupo pro-p orientdvel de dualidade de Poincaré de
dimensao 3. Logo acontece 1.

Suponha agora que acontece (b) e que def(V5) > 2. Como V5 é um grupo pro-p finitamente
apresentavel, entdo existe uma aplicacio sobre f : [‘/.;/7%] —» Zg+k , onde 2 + k = def(V}) para

algum k > 0. Mas, também temos as projegoes canonicas g : Vi — [‘/}/7’;/;] eh: fok —» Zz%'
pVp

Assim ho fog: V5 — Zf,, ou seja V5 tem quociente Zj, x Z,, isto implica que V' tem quociente

7. X 7.

Seja A um subgrupo aberto de V3, pelo lema 4.2.3
def(A) — 1> [V5: A (def(Vﬁ) — 1) ,

mas def(V5) —1 > 2 —1 =1, entdo def(A) — 1 > [V : A], logo nao existe cota superior na
deficiéncia de subgrupos de indice finito em G5, pois Gj € infinito, ou seja acontece 2.

Se nao acontece 1 nem 2, entao acontece 3: existe um subgrupo normal V de indice
poténcia de p em G tal que def(V;) = 1. De novo, usando o fato que a abelianizacdo de

def (V5 . . . . Vs .
V5 tem Zy (V5) como quociente, ou seja existe um epimorfismo f : ﬁ — Ly, € seja g a
p'p

projegao canonica g : Vp —» sz/ipi/ﬁ} Entao fog: Vs — Z, é um epimorfismo, ou seja V5 tem
Zy, como quociente. Logo V' tem quociente Z.

Suponha que existe uma cota superior na deficiéncia dos subgrupos de indice finito em
G5, entao o caso 2 nao se satisfaz e a menor cota superior ¢ 1.

Pela prova do teorema 4.3.1, sabemos que para cada N subgrupo normal de G de indice

poténcia de p o grupo Hs(N,F,) ~F,, logo o lema 4.2.4 nos diz que o kernel da aplicacao
YN - HZ(N7 Fp) - HQ(Nﬁa Fp)

¢ um espaco vetorial sobre I, de dimensao def(N5). Agora se U é um subgrupo normal de
G de indice poténcia de p tal que U C V, entao pelo corolério 4.2.5 (2)

def(Up) > def(V5) =1
mas def(Up) < 2 pois ndo acontece (2), logo def(Ups) = 1 e dimg, (ker py) = 1.

Seja
R:0—-R3—>Ry— R — Ry—7Z—0
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uma resolugao projetiva do [ZG]-médulo a direita trivial Z com todos os médulos f.g. e seja

R~ R &g [FpGyl].

~

Sabemos pela proposicao 4.2.1 que H;(R) = 0 se i # 2 e pelo lema 4.1.4

~

Hy(R) = lim Hy(N,Fp),
NeN
onde N é a colegdo de todos os subgrupos normais do grupo G, tal que cada quociente G/N,
com N € N, pertence a classe C de p-grupos finitos.

Para N € N, considere a sequéncia exata curta
PN
0 — ker oy — Ho(N,F,) = Ha(Np,F,) — 0,
como lim é funtor exato a esquerda temos que

0— lim (kergy) — lim Hy(N,Fp) — lim Hy(Np, Fp),
NeN NeN NeN
é exata. Mas @1 Hy(Np,Fp) =0, pela prova da proposicao 4.2.1, logo
NeN

lim ker ¢y =~ lim Hy(N,Fp)
NeN NeN

e como ker ¢ € um espaco vetorial sobre I, de dimensao no maximo 1, temos que

lim ker pn = 0 ou F).
NeN

Suponha que lim ker o = 0 entdo Hg(ﬁ) = lim H(N,F,) =0, ou seja o complexo R

NeN NeN
¢ exato, entao a prova do teorema 4.3.1 implica que G é grupo pro-p orientdvel de dualidade

de Poincaré de dimensao 3, entao o subgrupo V5 de indice finito em G5 ¢ também um grupo

pro-p de dualidade de Poincaré orientavel de dimensao 3 e logo tem deficiéncia 0 e nao 1,

uma contradicio. Logo Hy(R) = lim Hy(N,Fp) =F) é o [[F,Gp]l-modulo trivial. Assim
NeN

H(ﬁ)— 0sei#2
‘ N F,set=2.

Considere o complexo § = Hompzq (R, [ZG]), logo S é um complexo de [ZG]-médulos &
esquerda. Como G é um grupo de dualidade de Poincaré orientavel H*(S) = 0 para i # 3
e H3(S) é o [ZG]-médulo trivial Z. Entdo complexo obtido de S adicionando sua tnica

cohomologia nao trivial

T:0-8" -8 582458357 50
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pode ser visto como uma resolucao projetiva de Z como um [ZG]-médulo a esquerda.
Definimos o complexo 7 = [FpGpll®za T - Pelo pardgrafo anterior aplicado a complexos
de modulos a esquerda ao invés de mdédulos a direita 7 nao é exato, pois, usando de novo a
prova do teorema 4.3.1, G5 ¢ um grupo pro-p orientavel de dualidade de Poincaré de dimensao
3, uma contradicao. Entao T tem s6 um grupo de homologia nao trivial isomorfo a F,, que
estaria na dimensao 2 se Z foi posicionado na dimensao —1 e T fosse uma cadeia de complexo

e nao uma co-cadeia de complexo, entao no nosso caso esta é a primeira cohomologia
LA
H(T)~T,,

¢, também como na prova do teorema 4.3.1, Hom, g ) (7@, [[FPG];]]) ~ 7. Entéo

HY(T) = H' (Homy,q,)) (R, [IF,G3l)) ) = Exti, i (Fps [[F,Gll) = H' (G [F,Gl])
portanto
H' (Gp, [[FpGpl]) ~ Fp.

Logo pelo teorema 3 de [K], G contém um subgrupo aberto A ~ Z,, ou seja G5 é virtualmente
Ly,. |

Teorema 4.3.3 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensao
3 e seja G o completamento pro-p de G. Entdo se satisfaz exatamente uma das sequintes
condigoes:

1. G € finito;

)

2. G

€ um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientdvel de dimensdo 3;

)

3. mao existe cota superior na deficiencia dos subgrupos de indice finito em Gp;

4. Gp €infinito e o supremo da deficiéncia dos subgrupos de indice finito em G € 1. Neste
caso G € virtualmente Z,,.

Demonstracao: Segue do teorema 4.3.2. |
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