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Abstact

In this dissertation we present basic notions of the theory of algebras with polynomial identity
(also called Pl-algebras). Following the works of Razmyslov we prove the Specht property for the
Lie algebra of 2x2 traceless matrices. We also find a minimal basis of identities of the 2x2 matrix
algebra, based in the works of Dresnky.

To achieve these goals we develop the basic notions of the classical theory of non-commutative
algebras. We develop techniques of the representations of the symmetric and of the general linear
group. We also introduce basic notions of generic matrices.

In the proof of Specht property for the Lie algebra of 2x2 traceless matrices we use a method
developed by Razmyslov (weak identities), and we use the structure of Pl-algebras (theory of non-
commutative algebras applied to PI-algebras; most of the results in this subject are due to Amitsur).
Determining a minimal basis of identities of the 2x2 matrix algebra uses essentially the representation
theory, and the results was obtained by Drensky.

We try to exhibit the necessary language and results for the presentation of the main theo-
rems in this work. We expect that a reader will be acquainted with notions of some topics of
non-commutative algebra, notions of basic theory of PIl-algebras and ideas of the importance and
simplification of the techniques using representations and generic matrices.

Resumo

Nesta dissertacao, sera apresentada nogoes basicas da teoria de dlgebras com identidades polinomiais
(denominados de PI-algebras), e, seguindo o trabalho de Razmyslov, provaremos a propriedade de
Specht para a algebra de Lie de matrizes 2x2 de trago zero; e acharemos uma base minimal de
identidades da algebra associativa de matrizes 2x2, baseado nos trabalhos de Drensky.

Para esses objetivos, serao desenvolvidas nogoes da linguagem e teoria de algebra nao-comutativa
classica; serao desenvolvidas técnicas em representagoes do grupo simétrico e geral linear; e sera
abordada nocoes bésicas de matrizes genéricas.

Na demonstracao da propriedade de Specht para a dlgebra de Lie de matrizes 2x2 de traco zero,
utilizaremos uma ténica desenvolvida por Razmyslov (identidades fracas), e utilizaremos teoria de
estrutura de PI-dlgebras (teoria de dlgebra nao comutativa aplicada em PI-dlgebras - a maioria dos
resultados apresentados sobre este assunto sdo devido a Amitsur). Determinar uma base minimal
de identidades para a algebra de matrizes 2x2 utilizara fortemente a teoria de representagoes, e os
resultados apresentados neste trabalho foram desenvolvidos principalmente por Drensky.

Na medida do possivel, toda a linguagem e resultados necessarios para a apresentacao e demon-
stracao dos teoremas principais serao apresentados neste trabalho, e espero que um leitor deste
trabalho possa ter nogoes de alguns tépicos de algebra nao comutativa, nogoes da teoria bésica
de PlI-algebras e nocoes da importancia e simplificagao de contas das técnicas de representacoes e
matrizes genéricas.
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Introducao

Cito inicialmente as palavras na dissertacao de Diogo Diniz P. Silva [46]:

Para um pouco mais de histéria, indico para leitura o prefdcio dos livros de Drensky [9] e o
livro de Giambruno e Zaicev [15] - que, além de apresentarem uma intrudugdo histérica, sdo muito

A teoria das dlgebras que satisfazem identidades polinomiais, denominadas também PI-
algebras, é uma parte importante da teoria de anéis. Os primeiros trabalhos que en-
volviam PI-algebras apareceram, embora de forma implicita, na década de 1920-1930,
nas pesquisas de Wagner e Dehn (poderfamos voltar as pesquisas de Sylvester, publi-
cadas em 1852 e 1853, mas preferimos nao entrar em assuntos histéricos). O verdadeiro
desenvolvimento da PI teoria comegou com os trabalhos de N. Jacobson e I. Kaplansky,
nos anos de 1950, e atualmente é uma area da &lgebra bem desenvolvida e em expansao
rapida. Sao trés as principais linhas de pesquisa sobre PI-algebras. A primeira (e a mais
cléssica) estuda as propriedades de uma dlgebra (ou um anel) sabendo-se que ela satisfaz
alguma identidade polinomial. A segunda representa-se por pesquisas sobre as classes
de dlgebras que satisfazem um dado sistema de identidades polinomiais (essas classes
s@o chamadas de variedades de dlgebras). A terceira estuda as identidades polinomiais
satisfeitas por uma &lgebra interessante. Gostariamos de deixar claro que tal divisao
nao é definitiva nem exata e que os problemas na PI teoria, na maioria das vezes, estao
interligados.

motivadores ao estudo de Pl-algebras.

Neste trabalho, o objetivo proposto inicialmente é estudar os artigos de Razmyslov [31] e o artigo
de Drensky [11]. O primeiro estuda as identidades polinomiais das dlgebras de matrizes 2 x 2 sobre
um corpo de caracteristica zero, e prova que a algebra de Lie s[(2, K) satisfaz a propriedade de Specht
e exibe uma base para as identidades da &lgebra associativa de matrizes Ma(K) (todas as nogoes
e linguagem sao definidas no trabalho). O artigo de Drensky refina a base obtida por Razmyslov,

exibindo uma base de identidades de Ms(K') contendo apenas 2 elementos.
Para a demonstragao desses teoremas, basicamente as técnicas utilizadas foram:

1.

2.

3.

Teoria de estrutura de algebras nao-comutativas e PI-algebras,

Identidades fracas - técnica desenvolvida por Razmyslov;

Teoria de representagoes do grupo simétrico, representacoes do Grupo Geral Linear, uma forma
inteligente de aplicar isso na teoria de PI-algebras, como refinar tudo isso, etc - muito da teoria

estudada nesta dissertagao foi desenvolvida por Drensky.

Esta dissertagao é organizada da seguinte maneira:



No primeiro capitulo, serdo apresentadas nogoes de defini¢oes e propriedades béasicas das es-
truturas algébricas (grupos, anéis, médulos, produto tensorial e teoria de representacoes), e serd
também apresentada uma visao geral de dlgebras, e introduzido o conceito principal de estudo neste
trabalho: as PIl-dlgebras. Serao apresentadas vérias defini¢oes e citadas propriedades basicas que
serao muito importantes e utilizadas frequentemente neste trabalho.

No capitulo 2, apresentaremos nogoes basicas da teoria classica de algebras - nocoes béasicas
sobre a estrutura de algebras nao-comutativas, teoria de representacées do grupo simétrico Sy,
algumas defini¢oes na algebra comutativa, e a construgao de comutadores béasicos. Finalizaremos
o capitulo apresentando algumas consequéncias da teoria desenvolvida sobre a estrutura de PI-
algebras. A estrutura de PI-algebras, em muitos casos, se comporta de uma forma muito préxima
das élgebras comutativas - existem resultados na dlgebra comutativa que valem para PI-dlgebras (mas
nao sdo generalizagoes triviais, e quase sempre sao dificeis). As PI-algebras também parecem ser as
dlgebras ndo-comutativas mais préximas das matrizes (e da estrutura da dlgebra ndo-comutativa,
a experiéncia mostra que as algebras de matrizes podem ser consideradas como as algebras “mais
simples”).

No capitulo 3 apresentaremos véarios resultados sobre PI-dlgebras e algumas aplicagoes da teoria
desenvolvida. Esses resultados serao essenciais para a demonstragao dos teoremas principais desta
dissertagao.

No capitulo 4 sao demonstrados os resultados principais.

Este trabalho foi escrito com o objetivo de ser acessivel (no sentido de conter tudo o que precis-
aremos, ou pelo menos o enunciado - me esforcei para esse objetivo; o leitor poderd decidir) para
qualquer pessoa interessada. Assumimos como conhecimentos prévios somente nocoes béasicas em
algebra linear (incluindo nogoes bésicas de polindmio caracteristico e conhecer o enunciado do Teo-
rema de Cayley—Hamilton), e em geral, trabalhamos com espagos vetoriais sobre dlgebras de divisao
(a maior parte da teoria de espagos vetoriais sobre corpos vale sobre anéis de divisdo, para mais
detalhes, ver o livro de Van der Waerden [36]). Algumas raras demonstracoes utiliza-se também o
lema de Zorn, e a Unica coisa que precisamos saber desse enunciado é que, em certas condigoes e em
certos contextos, existem elementos maximais. Ter visto uma vez na vida nogoes basicas de teoria
de grupos e teoria de anéis seria suficiente (ou pelo menos me esforcei para esse objetivo) para a
leitura desta dissertagao.

Quando uma segao é trabalhada para provar somente um teorema, tentei ao maximo facilitar a
possibilidade de pular esta se¢ao e tomar conhecimento apenas desse resultado principal - e para
isso, em geral, o teorema principal de uma se¢do é enunciado re-apresentando (ou evitando de
citar) a linguagem necesséria para enunciar o tal teorema, que foi desenvolvida exclusivamente para
esta segao (exceto, claro, quando os objetos definidos sdo constantemente utilizados, por exemplo,
conceitos envolvendo PI-dlgebras, radical de Jacobson, entre outros). Um prego para se pagar é que
a leitura pode parecer mais repetitiva do que realmente poderia ser.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste capitulo serao apresentadas as ferramentas e nocoes basicas para a leitura desta dissertacao.
Com o objetivo de manter este trabalho auto contido, todas as definigbes e teoremas (ou quase
todos) serdo enunciados. A maioria das demonstragoes aqui serd omitida - por serem candnicas na
algebra, encontradas em qualquer livro sobre o assunto, por serem muito faceis ou por serem muito
trabalhosas e longo. Nao irei me preocupar em expor muito detalhadamente os objetos, e essas segoes
devem, preferencialmente, serem lidas com o objetivo de fixar notagoes, referéncias para definicoes e
enunciados de teoremas, referéncias para outros textos, e relembrar conceitos (com excecao da teoria
de algebras, onde apresento os conceitos de identidades polinomiais, e a teoria de médulos - ambos
trabalhados um pouco mais detalhadamente, em relacao as outras segoes deste capitulo).

Na se¢ao 1.1 discutimos algumas poucas nogoes basicas de teoria de grupos, e estudamos algumas
propriedades do grupo simétrico .S, que serao muito uteis aos propésitos desta dissertacao.

Nas secoes 1.2, 1.3, 1.5, 1.6, serao introduzidas algumas nogoes basicas de teoria de anéis, médulos,
produto tensorial e teoria de representagoes. Na secao 1.4 serd introduzidas algumas nogoes basicas
em teoria de dlgebras e apresentados objetos importantes e elementares no estudo de identidades
polinomiais.
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1. Conceitos Baésicos

§1.1 Grupos

Nesta secao, introduzimos nogoes e propriedades bésicas de grupos, e encerraremos definindo e
estudando propriedades do grupo simétrico S,,. Tudo isso serd importante nos métodos utilizados
neste trabalho. Para leitura mais completa desta vasta teoria, o leitor pode consultar os livros de
Cameron [7] ou Garcia e Lequain [14].

Comecaremos definindo as estruturas basicas algébricas de grupos:

Defini¢ao 1.1.1. (a) Sejam G um conjunto nao vazio e o : G x G — G uma aplicagdo, e denote-a

(2)

por o(g,h) — goh, para g, h € G. Diremos que o par (G,o) é um grupo se vale:

(i) associatividade: (goh)ok = go (hok), para todo g,h, k € G,

(ii) elemento neutro: existe um elemento, normalmente denotado por e € G, tal que
goe=eog=g, paratodo g € G,

(iii) existéncia de inverso: para todo g € G, existe h € G tal que goh = hog = e.

Normalmente, denota-se um tal elemento com a propriedade de h por g~'.

Ainda, se a operagao satisfazer a seguinte propriedade, diremos que o grupo é abeliano:
(iv) comutatividade: g o h = h o g, para todo g,h € G.

Por comodidade, quando nao houver ambiguidades, diremos “o grupo G” ao invés de “o
grupo (G, 0)”, omitindo a operac¢ao o. Ainda, quando nao houver ambiguidades com relagéo
a operagao, denotaremos o produto por justaposigao, isto é, denotaremos gh := g o h, para
g,heqG.

Um conjunto G' # () com uma aplicacao o : GxG — G é denominado semigrupo se o satisfazer
a associatividade. Ainda, diremos que o admite identidade se satisfazer a propriedade (ii) da
defini¢ao de grupo.

Seja S C G um subconjunto nao vazio. Diremos que S é um subgrupo de G se S for um
grupo.

Seja N C G um subgrupo. Diremos que N é subgrupo normal se, para todo g € G,
gNg=':={gng=':n € N} C N.

Sejam (G, 0), (H, x) grupos e f : G — H funcdo. Diremos que f é homomorfismo de grupos
se f(goh) = f(g) = f(h), para todo g,h € G. Denota-se por Hom(G, H) o conjunto de todos
os homomorfismos de grupos de G em H. Denota-se simplesmente por End(G) := Hom(G, G).

Sejam G, H grupos e f : G — H homomorfismo de grupos. Define-se o nticleo e a imagem
de f por

Kerf:={g€eG: f(g)=en} Imf:={f(9):9€G}

respectivamente, em que ey é o elemento neutro de H.
Sejam G, H grupos e f : G — H homomorfismo de grupos. Dizemos que f é:

(i) epimorfismo se for sobrejetora,

(ii) monomorfismo se for 1-1,
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(iii) isomorfismo se for sobrejetora e 1-1. Neste caso, dizemos que G e H sdo isomorfos e
indicamos por G ~ H.

As seguintes propriedades sdo de facil demonstragdo (ou nem tanto, na primeira vez) e podem
ser encontradas em qualquer livro de introdugao a teoria de grupos, nao restrito somente aos livros
citados:

Lema 1.1.2. Sejam G, H grupos e f : G — H homomorfismo de grupos.
(a) existe um unico elemento neutro em G,
(b) para cada g € G, existe um unico inverso de g,
(c) dados g,x,y € G, se g = gy, entdo x =y. Da mesma forma, se xg = yg, entdo x =y,
(d) Kerf € um subgrupo normal de G e Im f é um subgrupo de H,
(e) Sao equivalentes, para um subgrupo de N C G:

(i) N é normal,
(ii) gN = Ng,Vg € G. (em que definimos gN = {gn:n € N} e Ng = {ng : n € N}, para
cada g € G)

(f) fleg) =em, f(g7) = (f(g9))~', para todo g € G.

Existe uma quantidade muito grande de exemplos de grupos importantes, e seus axiomas sao tao
gerais que existem exemplos muito diferentes, e em geral, nao hd um “modelo de grupo” que pode
ser seguido para intuicao bésica e para conjecturar resultados.

Também devido a essa grande quantidade de exemplos importantes de grupos, denotamos por e
o elemento neutro de um grupo G e seu produto por justaposigao, pois temos tantos grupos que sao
multiplicativos e grupos que séo aditivos (“multiplicativo” e “aditivo” no sentido de senso comum).
Quando estivermos trabalhando especificamente com grupos multiplicativos, iremos denotar o ele-
mento neutro por 1. Quando trabalhamos com grupos abelianos, costuma-se denotar a operagao por
4+, o elemento neutro por 0 e o inverso de um elemento g € G por —g.

Durante o resto deste trabalho, ao trabalharmos com mais de um grupo, a menos que tenha
ambiguidades, nao iremos utilizar uma notagao com subindices para indicar a operacao do subgrupo
ou o elemento neutro. Por exemplo, no item (f) do lema anterior, podemos escrever simplesmente
fe) =e.

Deixamos a verificagao (ou busca por referéncias) do leitor, que os seguintes exemplos sao de fato
grupos.

Exemplo:
1. Os numeros inteiros com a operacao soma € um grupo abeliano,
2. Os nimeros racionais ndo nulos com o produto usual de racionais € um grupo abeliano,

3. Sejan > 1, entao, (M, (R),-), o conjunto das matrizes quadradas n x n com entradas reais e o
produto usual de matrizes nao € grupo (pois o elemento neutro necessariamente é a identidade
e nem toda matriz admite inversa com rela¢ao ao produto). Mas, como uma matriz é invertivel
se e s6 se o determinante € nao nulo (vale somente no caso de corpos; e para mais detalhes,
ver, por exemplos, o livro de Hoffman [23], ou um livro de geometria analitica ou dlgebra linear
que comente sobre isso), tomando Gl(n,R) := {a € M,(R) : deta # 0}, temos (Gl(n,R),-)
grupo (ndo abeliano quando n > 1).
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1. Conceitos Baésicos

Seja X um conjunto e considere Bij(X) = {f : X — X bijetora}. Temos que Bij(X) € um
grupo com a operacao usual de composicao de funcdes. No caso especial em que X € finito e
possui n elementos, denotaremos Bij(X) por S, e denominaremos de grupo de permutagdes

de n elementos ou grupo simétrico. Em casos particulares de X = {a1,--- ,an}, denota-se
também por Sy (a1, ,ay), para explicitar que estamos considerando o grupo que permuta os
stmbolos a1, -+ ,an,. Este exemplo serd retomado no fim desta se¢ao.

Seja X um conjunto e considere o conjunto das partes de X, P(X) = {A C X subconjunto} e
considere a operagao diferenca simétrica, isto é, AANB := (A\B)U(B\A), para A,B € Z(X).
Entao (Z(X), ) € um grupo abeliano.

Grupo diedral D,, (ver livro de Garcia e Lequain [14] para construc¢io detalhada de D3 e Dy,
e para construcdo geral de D, ).

O

Uma construcao importantissima na dlgebra sdo os quocientes (e importantes em outras dreas
da matemadtica, inclusive), e podem ser feitos em grupos:

Defini¢ao 1.1.3. Sejam G um grupo e S C G um subconjunto nio vazio (nado necessariamente
subgrupo). Dado g € G, define-se (notagao ja utilizada anteriormente):

gS:={g9s:s€S8}, Sg:={sg:seS}.

Dados S1, S2 subconjuntos, define-se o produto por 5159 := {s1s2: 81 € S1,82 € Sa}.

Os préximos resultados podem ser encontrados em qualquer livro introdutério em teoria de
grupos, e sao candnicos (e nao dificeis de demonstrar) na dlgebra:

Lema 1.1.4. Sejam G um grupo e N C G um subgrupo:

(a)
(b)
(c)

(d)

dados g,h € G, gN = hN ou gN NhN = 0,
dados g,h € G, gN = hN se e s6 se gh™' € N,

Denote por G/N = {gN : g € G} e considere o produto em G/N dado por produto de
subconjuntos. Denomina-se os elementos de G/N de classes laterais e dado gN € G/N,
denomina-se g um representante da classe gN. Sao equivalentes:

(i) N € subgrupo normal,

(i1) (gN)(hN) = (gh)N, para todo g,h € G,
(iii) G/N com essa operagdo € grupo,

(iv) o produto (gN)(hN) = (gh)N estd bem definido, isto é, nao depende do representante g

e h.

Sejam H um grupo e f : G — H um homomorfismo de grupos. Entio G/Ker f ~ Imf.

Exemplo: Os sequintes exemplos podem ser encontrados com mais detalhes nos livros citados:
alguns sdo triviais, outros muito importantes e alguns nao sao imediatos (& primeira vista).
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1. Sejam G e H grupos, com e € H o elemento neutro. Entaoid:xr € Gz e Gef:2€G—
e € H sao homomorfismos de grupos, denominados de identidade e trivial, respectivamente.

2. Se {Hy}oer € familia de subgrupos de um grupo G, entao H := NyerHy € um subgrupo de G.
Se todos os H, sdo nmormais, entao H é normal.

3. Sejam G grupo e S C G subconjunto qualquer. Defina S~! := {s7!:s € S}. Entdo o conjunto
(S):={s1 8, :nEN,s1, -+ ,5, € SUSI} é um subgrupo de G (denominado de subgrupo
gerado por S); € o menor subgrupo de G contendo S e € a intersecc¢io de todos os subgrupos
de G que contem S.

4. Sejam G grupo e N C G subgrupo normal. Entaon :x € G+— aN € G/N é um homomorfismo
de grupos (denominado projecao canédnica,).

O

Finalizaremos a se¢ao com uma definicao importante e uma propriedade do grupo simétrico S,,.

Definicao 1.1.5. Seja G um grupo. Dados z,y € G, dizemos que z e y sao conjugados se
existe g € G tal que y = grg~'. Define-se a classe de conjugagdo de x € G como o conjunto
{y € G :y é conjugado a v} = {grg~! : g € G}.

Observagdo. (i) A relagdo “ser conjugado” é uma relagao de equivaléncia.

(ii) Duas classes de conjugacgdo podem ter quantidades diferentes de elementos. Por exemplo, a
classe de conjugacao do elemento neutro e € G sempre contém um unico elemento.

(iii) Se C' é uma classe de conjugacio e v € C, entdo grg~!' € C,Vg € G.

Seja o € S, o grupo simétrico. Normalmente, utiliza-se a notacao

<1 2 ... n)
o= L. .
2 19 .. in

em que iy, - - , i, $40 os ntmeros 1,2, --- . n e o satisfaz o(m) = i,,,m = 1,-- -, n. Utiliza-se também
a notacao

o=0u Jiz o Jwn)U21 Jo2 o Jone)(Umi Jm2 ccc Jmng)
em que nao ha repeti¢des de numeros, e o é tal que o(ji;) = jriv1,k=1,--- ,m,i=1,--- ,npy—1le

0(jkn,) = Jk1- No caso de n; = 1, costuma-se omitir o (j;1) (exceto para a permutacao identidade).

Defini¢ao 1.1.6. Um r-ciclo (com 1 < r < n) é uma permutagdo da forma (j1 jo -+ J.).
Um 2-ciclo é denominado transposicao. Dois ciclos sao denominados disjuntos se cada simbolo é
movido por no maximo um desses ciclos, isto é, o e T em S, sdo disjuntos se o(m) = m ou 7(m) = m,
para cadam=1,--- ,n.

Observagao. Se T e o em .S, sao ciclos disjuntos, entao o7 = 70.
Os préximos resultados sao nao téo faceis de demonstrar (e de natureza combinatéria), e podem

ser encontrados nas referéncias:

Proposigao 1.1.7. 1. Todo elemento de S, pode ser escrito de forma tunica como produto de
ciclos disjuntos (a menos de omissio de 1-ciclos e a menos de ordem,).
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2. Todo elemento de S, pode ser escrito como produto de transposi¢des (ndao necessariamente
disjuntas). Em geral, a decomposi¢do nio € inica, mas, se o € S, € da formaoc =71+ 7, =
01 Om, com Ty, ,Tr,01, -+ ,On transposicoes, entdo r = m(mod2), ou seja, v e m tém
sempre a mesma paridade.

Essa ltima proposi¢ao prova que a seguinte nogao esté bem definida:

Definigao 1.1.8. Seja o € S,,.

(i) Seo = (jir -+ Jiny) - (Gm1 -+ Jmn,,) € & representacdo de o como produto de cic-
los disjuntos, sem omitir os 1-ciclos, com ny > ny > -+ > n,,, define-se o tipo de o por
(n17n27 e 7nm)~

(ii) Se 0 = 7 -7 é um produto de transposicoes, define-se o sinal de o como (—1)!, e denota-se
por €,, (—1)7, sgn(o) ou sinal(o).

Nosso objetivo agora seréd caracterizar as classes de conjugacao de S;,,. Note que para cada tipo

de permutacao (ny,ng, - ,Ny), temos ny +ng+- - - +n,, = n, e reciprocamente, para cada conjunto
de ntimeros inteiros nq,--- , N, tais que ng > ng > -+ > nyyy > 1, com ny + -+ - + Ny = N, existe
pelo menos uma permutagao o € S,, de tipo (ny,- -, nm).

Defini¢ao 1.1.9. Uma particao de n (com n inteiro positivo) é um conjunto de nimeros inteiros
(n1,ng2, - ,ny,) taisqueny > -+ > ny, > leny+---+n,, = n. Denota-se por (ny,ng, -+ ,ny) F n.

Para iniciar estudos mais profundos nessa vasta teoria de parti¢oes, consultar o livro de Santos
[34]. Provaremos que as classes de conjugacao de S,, sdo exatamente as partigoes de n (as partigoes
relacionadas com as classes de conjugagio por meio do tipo de permutagio):

Proposicao 1.1.10. Sejam o,7 € S,, e escrevao = (j11 -+ Jiny) - Gm1  **  Jmn,,) Produto
de ciclos disjuntos. Entdo Tor=' = (7(j11) - T(in)) (TGm1) - T(Gmn,,))-
Demonstra¢do. Provaremos a validade da afirmacao para o = (j;  ---  j,) um r-ciclo, e a validade

para ciclos implicara na validade para o qualquer, pois se ¢ = 61 - - - 6,,, é a representacao de o como
produto de ciclos disjuntos, entao 7o ! = 7017 107 - 70, 7L
Como 7 é uma permutacgao dos ntimeros 1,2, - - - , n, podemos representar os inteiros de 1 a n das

seguintes maneiras:

{1727"' 7n} = {j17"' I SPRER >ik} = {T(j1)7"' 7T(jr)ﬂ7—(i1)7"' 7T(ik)}

(em que iy, -, s30 os numeros restantes para completar o conjunto 1,2,--- ,n). Entdo, basta
verificar a acdo de 707! sobre {7(j1), -+ ,7(j,),7(i1), -+ ,7(ix)} e verificar que coincide com a
agao do r-ciclo o¢ := (7(j1) -+ 7(jr)):

Paral=1,--- ,k, temos To7 1 (7(i;)) = 7o (i;) = 7(i1) = o0(7(i1)).

Paral =1, 7 — 1, temos ror(r(ji)) = o (i) = 7(ji11) = o0(r(1))

Por fim, ro771(7(4,)) = 70 (j.) = 7(j1) = o0 (7(4,))-

Dai vale a igualdade e isso prova a afirmacao. O

Corolario 1.1.11. Duas permutagoes com o mesmo tipo sao conjugadas.

Assim, obtemos a caracterizacdo das classes de conjugagao de S,,, que serd importantissimo para
esta dissertagao.

Corolario 1.1.12. As classes de conjugacao do grupo de permutacoes de n elementos S, sdo de-
terminadas exatamente pelo tipo de permutacdo, isto €, existe uma bijecao natural entre as classes
de conjugacdo de Sy, e as partigoes de n (no sentido da defini¢ao 1.1.9).
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8§1.2 Anéis e Extensao de Corpos

Nesta secao, serao relembradas defini¢cbes clédssicas, e fixadas terminologia e notacoes. Para re-
feréncias mais detalhadas, indicamos os livros de Cameron [7] e Herstein [21]. Para uma abordagem
mais voltada & teoria dos ndmeros algébricos e geometria algébrica (ndo serd nosso foco aqui),
indicamos o livro de Garcia e Lequain [14].

Comecaremos com a definicao bésica de anéis:

Definigao 1.2.1. Seja (A, +,), em que A # () é um conjunto e

+:(a,b)eAXxA — a+beA
ci(a,b)eAXA — a-beA

sao duas operagoes em A, denominadas de soma e produto. Dizemos que (A,+,:) é um anel se
valem:

(i

) (a+b)+c=a+(b+c),Va,bce A,
(ii) a+b=b+a,Va,be A,
(iii) existe 0 € A tal que a4+ 0 = a,Va € A,
(iv) para todo a € A, existe b € A tal que a +b =0,
(v) (a+b)-c=(a-c)+(b-¢c),c-(a+b)=(c-a)+ (c-b),Va,b,ce A
Ainda, diremos que o anel A é associativo se
(vi) (a-b)-c=a-(b-c),Va,b,c e A.
Diremos que A admite unidade se
(vii) existe 1 € Atalque 1-a=a-1=a,Va € A.
Diremos que A é comutativo se satisfaz
(viii) a-b="5-a,Va,be A.
Diremos que A é anel de divisdo se A admite unidade 1 e se:
(ix) para todo a € A,a #0, existe b€ A tal quea-b=>b-a=1.

Por fim, diremos que A é corpo se A for anel de divisdo comutativo. Quando nao houver ambigu-
idades, omitiremos o produto - e denotaremos o produto por justaposicao, isto é, ab := a-b. Ainda,
quando nao houver ambiguidades com relagdo as operacoes, diremos simplesmente “anel A” ao invés
de “anel (A, +,-)”.

Nesta dissertagao, ao mencionarmos apenas “anel”, entenderemos como anel associativo, nao
necessariamente comutativo e nao necessariamente com unidade.
As seguintes propriedades sdo ficeis de demonstrar e podem ser encontradas nas referéncias:

Lema 1.2.2. Seja A um anel:

(i) o elemento neutro da soma € Unico, e serd denotado por 0,
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(ii) o inverso aditivo € dnico, e serd denotado por —a o inverso de a € A,
(iii) se A admite unidade, entdo ele é inico, e serd denotado por 1,

(iv) se A admite unidade e a € A admite inverso multiplicativo, entdo esse inverso € unico, e serd

denotado por a™*,

(v) a-0=0,Ya € A.
A seguir, apresentarei as estruturas bésicas que acompanham anéis:
Definigao 1.2.3. Seja (A, +,:) um anel.

(i) Um subconjunto néo vazio S C A é denominado subanel se as operagoes + e - sao fechadas
em S e S for um anel (isto é, s1 + s2,51 - 82 € S,Vsy, 52 € 5).

(ii) Um subconjunto ndo vazio I C A é denominado ideal (ou ideal bilateral) se I for subanel e
ai,ia € I,Va € A,Vi € I. Denota-se por I < A.

(iii) Um subconjunto néao vazio I C A é denominado ideal & direita se I for subanel e ia € I,Vi €
I,Va € A. Denota-se por I <, A. Da mesma forma, define-se ideal & esquerda, denotado por
1<, A, se [ for subanel e ai € I,Vi € I,Va € A.

(iv) Seja (B,®,®) um anel. Uma funcao f : A — B é denominada homomorfismo de anéis se
fla+b) = f(a)Df(b) e f(a-b) = f(a)® f(b), para todo a,b € A. Se A e B admitem unidades
14 e 1p, respectivamente, entao exige-se também f(14) = 1p.

(v) Dado f: A — B homomorfismo de anéis, define-se o nicleo e a imagem de f por Ker f =

{a€A: fla)=0}elmf={f(a):ac A}

Observagao. 1. Daqui em diante, abusando de notagao, nao faremos distingdo das operagoes e
elementos neutros da soma e a unidade entre os anéis. Por exemplo, diremos que f: A — B
é homomorfismo se satisfazer f(a +b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(a)f(b) e f(1)=1(se Ae B
admitem unidades).

2. O termo “ideal”, caso nao mencionarmos “bilateral”, “a direita” ou “a esquerda”, entenderemos
como “ideal bilateral”.

As propriedades seguintes sdo ficeis de demonstrar e podem ser encontradas em qualquer livro
(das referéncias).

Lema 1.2.4. Sejam A e B anéis e f : A — B homomorfismo de anéis.
(i) f(0) =0,
(ii) f(=a) = —f(a),Va € A,

(iii) se a € A € invertivel, entdo f(a™') = f(a)™,

(iv) Im f C B € subanel e Ker f € ideal de A.

Exemplo:
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1.

5.

Seja { Ao tacr uma familia de anéis. O produto direto dessa familia € o anel

HAa{f:IH U 4a comf(a)eAa,Vael}.

acl acl

A soma direta externa € o sequinte subconjunto do produto direto:
@Aa = {f € H Ayt f(a) # 0 para uma quantidade finita de o € I} .
a€cl a€el

Para cada o € I, denota-se por m, a projecao canonica:

ot f €[] Ao fla) € Ay

acl

e utiliza-se a mesma notag¢io o : P,e; Aa — Aa a restrigio da projegdao candnica sobre a
soma direta.

Seja {Aatacr uma familia de subanéis de um anel A. Entdo NocrAs € um subanel de A.
Define-se a soma interna da familia por

ZAa = {Zaa 1 soma € finita, a, € Ay, Va € I}.

acl acl
Caso I for finito, I = {1,--- ,n}, denota-se simplesmente a soma
S A=) A=A+ + A,
iel i=1

Se, em particular, (voltando ao caso de I arbitrdrio) Aa N (Yo ger pr0A4s) = 0,V € I,
denomina-se também a soma por soma direta interna, e denota-se por @ . ; Ao, ou, no

acl
caso de I ser finito, denota-se por @ _; A; ou A1 & -+ D A,

\

Seja {1y }acr familia de ideais bilaterais (a direita, d esquerda, respectivamente) de um anel
A. Entao (\,erla € Yo cp Lo sdo ideais bilaterais (a direita, a esquerda, respectivamente).

. Seja A um anel. Entdo podemos construir o anel de polindmios em uma varidvel Alx] (mais

detalhes em Cameron [7] ou no livro de Garcia e Lequain [14]). Por indugdo, construimos o
anel de polindmios em n varidveis Alxy, - ,xy).

Seja A um anel. Entao construimos o anel de matrizes n x n com entradas em A, denotado
por My, (A) (mais detalhes no livro de Cameron [7]).

Sejam A um anel e S C A um subconjunto ndo vazio. Entdo, o subanel gerado por S € definido
pelo menor subanel de A que contém S.

Casos particulares: sejam K corpo, D anel de divisao, com K C D, e S C D um subconjunto.
Denotaremos por K[S] o menor subanel de D contendo K e S, e denotaremos por K(S) o
menor anel de divisao de D contendo K e S.
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7. Se S C A étal que (S) = A, entao, dizemos que S € um conjunto gerador de A. Se A admite
um conjunto gerador finito, entdo, dizemos que A € finitamente gerado. Se I C A € um
ideal gerado por um unico elemento, denomina-se I de principal.

8. Seja A um anel. Dizemos que A € dominio de integridade se xy # 0, para todos x,y € A nao
nulos. Dizemos que A € um dominio de ideais principais se A for um dominio e todo ideal de
A for principal.

9. Sejam A,B anéis e f : A — B homomorfismo de anéis. Dado J C B ideal (bilateral, a
direita ou a esquerda, respectivamente), temos que f~1(J) C A serd ideal (bilateral, & direita
ou a esquerda, respectivamente). Mas, dado I C A ideal (bilateral, a direita, & esquerda,
respectivamente), nem sempre f(I) C B serd ideal. Caso f seja sobrejetora, entdo sempre
f(I) C B serd ideal (bilateral, a direita, o esquerda, respectivamente).

O

Sejam A anel e a € A. Nesta dissertacao, utilizaremos as seguintes notagoes:

(i) Dado n € Z, define-se
a+---+a, sen>0
—_———

n vezes
0, sen=0~0

(—n)(—a), sen <0

na =

(ii) Aa={ra:re A},aAd ={ar:r € A}, AaA ={ras:r,s € A}.

(iii) (A4+Z)a={ra+na:reAnecZla(A+Z)={ar+na:r€ AneZ},(A+Z)a(A+Z)=
{ras+na:r,s,€ A,n € Z}.

Temos Aa e (A+Z)a ideais & esquerda; aA e a(A+7Z) ideais a direita, e (A+Z)a(A+7Z) e AaA ideais
bilaterais. Se A admitir unidade 1, entdao Aa = (A+Z)a, aA = a(A+7Z) e AaA = (A+Z)a(A+7Z).
Mas, em geral, se A ndo admitir unidade, as igualdades ndo valem (por exemplo, considere A =
27 = (inteiros pares) e a = 2). Temos (A + Z)a, a(A+Z) e (A+ Z)a(A + Z) os menores ideais &
esquerda, a direita e bilateral, respectivamente, contendo o elemento a.

Existe uma construgao classica para adicionar uma unidade a um anel: seja A um anel (com ou

sem unidade). Define-se
A*=7Zx A

com as operagoes (ny,a1)+(n2,az) = (n1+ng,a1+as) e (n1,a1)(n2,a2) = (n1n2, n1as+nsa1+aias).
Temos que A* é um anel com unidade (1,0) e A C A* é um ideal bilateral. Se A admitir unidade
1 € A, entdo esse elemento ndo serd mais unidade em A*. Denota-se os elementos deste anel
por n+ a = (n,a) € A*. Note que, nesta notacdo, o produto é simplesmente a distributiva
(n1 4+ a1)(ne 4+ az2), em que n1 e ny “agem” naturalmente sobre os elementos de A.

Neste trabalho, utilizaremos a seguinte terminologia:

Definigao 1.2.5. Seja A um anel:
(i) A é dito simples se os tinicos ideais bilaterais de A sdo 0 e A e A? := {ab:a,b€ A} #0.

(ii) Um ideal bilateral I C A (a direita, & esquerda, respectivamente) é dito ser préprio se I # 0
el C A
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(ili) Um ideal bilateral (a direita, & esquerda, respectivamente) I C A é dito ser maximal se for
diferente de A e ndo estiver contido propriamente em um ideal préprio bilateral (& direita, &
esquerda, respectivamente).

(iv) Um ideal bilateral (a direita, & esquerda, respectivamente) I C A é dito ser minimal se
for ndo nulo e nao conter propriamente um ideal préprio bilateral (a direita, & esquerda,
respectivamente).

(v) Um elemento a € A é dito ser nilpotente se existe n € N tal que ™ = 0 (em que definimos
por inducdo a” := a" la e a? = aa).

(vi) Um ideal bilateral (& direita, & esquerda, respectivamente) I C A é dito ser nil se todo a € T
for nilpotente. Dizemos que I é nil de indice n se todo a € I satisfazer a™ = 0 e se existir b € T
tal que b1 # 0.

(vii) Um ideal bilateral (& direita, & esquerda, respectivamente) I C A é dito ser nilpotente se
existe n € N tal que I"™ = 0.

2:

(viii) Um elemento a € A é dito ser idempotente se a° = a.

Sejam A um anel e <A um ideal bilateral. Entao, podemos construir o anel quociente A/I (mais
detalhes nos livros [14] ou [7]). Para cada a € A, definimos os conjuntos a+I ={a+i:i €I} C A
(as vezes, denotamos simplesmente por @ = a+1I). Denominam-se esses elementos de classes laterais,
e o elemento a de representante da classe e denota-se por A/I ={a+1:a € A}.

Definiremos soma e produto por (a + 1)+ (b+1) =(a+b)+1,(a+I)(b+ 1) = ab+ I, para
a,b € A. Podemos provar que:

(i) a+I=b+Tou(a+I)N(b+1)=0,Va,be A,
(i) a+ I=b+ITseesésea—bel,

(iii) a soma e o produto definidos acima estdao bem definidos, isto é, ndo dependem da escolha do
representante, em outras palavras, sea+1 =a'+1 e b+ 1 =10+ I, entao

e (a+I)+(b+I)=(d+1)+ ¥ +1),
e (a+D)b+1)=(d+ I +1).

(iv) com essas operagoes, A/I é um anel.

Exemplo: Sejam A anel com unidade 1 e I C A ideal bilateral. Entao I é mazimal se e sé se AJI
¢ simples (nao necessariamente A/l serd corpo ou anel de divisao; essas condigdes sao garantidas
se A for comutativo). O

O préximo exemplo serd muito importante, por ser um objeto que trabalharemos constantemente

nesta dissertagao:
Exemplo: Seja D um anel de divisdo. Entao M, (D) € anel simples. De fato, denote por e;; a
matriz que tem entrada 1 na linha i e coluna j e 0 nas demais entradas, e note que e;jer = d;xe€i,
em que 6;5, = 1, se j =k ed;p =0, se j #k. Seja I C M,(D) um ideal bilateral nio nulo e
a=> 1 aiei; €I nao nulo. Entdo, existe (pelo menos um) a;; # 0. Dai, sendo I bilateral, temos
eiaej, € I, para todo L,k =1,--- ,n, e entao, I = M, (D). [l

el = (J,Z]
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Por fim, apresentarei algumas terminologias classicas de extensoes de corpos. Para um estudo
mais detalhado, consultar o livro de Endler [13].

Definicao 1.2.6. Seja K um corpo. Define-se a caracteristica de K, denotado por car K como o
menor inteiro positivo n tal que n-1 = 0. Se nao existir um tal inteiro positivo, define-se car K = 0.

Observagao. 1. A caracteristica de um corpo é sempre zero ou um ntimero primo.
2. Dados um corpo K, xz,y € K e n € N, vale a formula:
= n
n __ 7, n—1
(x+y) Z( ; >xy :
i=0
3. Um caso particular do caso anterior, se car K = p > 0, entao, dados =,y € K, temos
(o =a?+y"

Por inducao, conclui-se que
(x+y)P =a” +y”

Definigao 1.2.7. Sejam K e L corpos.
1. Dizemos que L é uma extensao (de corpos) de K se K C L. Denota-se por L|K.

2. Seja L|K extenséao de corpos e a € L. Dizemos que a é algébrico sobre K se existe f € K|[z]
nao nulo tal que f(a) = 0. Caso contrario, dizemos que a é transcendente. Dizemos que
L|K é extensao algébrica se todo a € L for algébrico sobre K.

3. Uma extensdo L|K é dita ser extensdo finita se L, visto como espaco vetorial sobre K,
satisfazer dimg L < oo.

4. Define-se o grau da extensao de L|K por [L: K] := dimg L.
Os proximos resultados nao sao dificeis e encontram-se no livro citado:
Lema 1.2.8. Seja L|K extensdo de corpos.

1. Se a € L € transcendente, entao Kla] ~ K|[z] (o subanel de L gerado por K e o elemento a €
isomorfo ao anel de polindmios em uma varidvel com coeficientes em K ).

2. Sao equivalentes, para a € L:

(i) a € algébrico sobre K,

(ii) eziste n € N tal que 1,a,a%,--- ,a™ sdo linearmente dependentes sobre K (no espaco
vetorial L sobre K ),

(iii) o subanel Kla] é corpo,
(iv) Kla] = K(a) (o subanel de divisao gerado por K e a).
3. Seja F|L outra extensdo de corpos. Entao

(1) Se{a;}icr € base do espago vetorial F sobre o corpo L e {b;}jc € base do espago vetorial
L sobre K, entao {a;b;} jyerx.s € base do espago vetorial F' sobre K.
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(ii) F|K € finito se e sé se F|L e L|K sdo finitos.
(i) [F: L][L: K] =[F:K].
(iv) F|K € algébrico se e s se F|L e LIK sao algébricos.

4. Se L|K ¢ finito, entdo L|K é algébrico.

Sejam L|K extensdo de corpos e a € L algébrico sobre K. Entao, {f € K[z] : f(a) = 0} é um
ideal de K|[x], como pode ser facilmente verificado. Como K[z] é um dominio de ideais principais
(vide livro [14], por exemplo), temos que existe um tunico polinémio ménico gerador deste ideal.
Denomina-se este polinémio de polinémio minimo de a sobre K, e denota-se por p% (z).

Pode-se provar a seguinte afirmacao:

Lema 1.2.9. Seja a € L algébrico sobre K. Entdo [K(a) : K] = gr(p%(x)).

§1.3 Modulos

Nesta sec@o, serao apresentadas definicoes e terminologia bédsica de mdédulos. A exposicao serd
baseada no livro de Herstein [20], principalmente. Tentarei ser detalhista quanto a exemplos e
intuigao.

Daqui em diante, em geral, utilizaremos a letra “R” para designar anel e reservaremos “A” para
algebras (a menos que se diga o contrério), e essa regra nao serd seguida rigorosamente, havendo
diversas repeticoes como “seja R um anel”.

Definicao 1.3.1. Sejam R um anel e (M,+) um grupo abeliano. Dizemos que M é um mdédulo
pela direita sobre R (denomina-se R-médulo & direita) se existe uma operagéo (denominada produto,
ou multiplicagdo por escalar) - : (m,r) € M X R— m-r € M tal que:

(i) (my+mg)-r=mq-r+mg-r,Ymy,ms € M,Vr € R,
(ii) (m-ry)-ro =m- (rira),Ym € M,Vri,r5 € R,
(iii) m-(r1+mre) =m-r1 +m-ry,Vm € M,Vry,r3 € R,
Se R admitir unidade 1, dizemos que (M, +) é um R-médulo unitario (a direita) se:
(iv) m-1=m,VYm e M.

Quando nao houver ambiguidades, omitiremos a operacao + e diremos apenas “o R-mddulo M7,
e omitiremos o produto, denotando por justaposigao, isto é, para m € M e r € R, denotamos por
mr:=m-r.

Da mesma forma, define-se R-médulo a esquerda, em que a agdo é dada pela esquerda, isto é,
consideramos uma multiplicagdo por escalar (r,m) € Rx M — r-m € M, e, ao invés de (ii), um
R-médulo a esquerda satisfaz:

(i") 71 - (ro-m) = (rir2) - m,¥Ym € M,¥ry,r2 € R.

uando omitirmos os termos “a direita” ou “a esquerda”, a menos que seja adotada outra convencao
)
em alguma secao, serd entendido como “R-moédulo a direita”.

As seguintes observagdes indicardo uma primeira afirmacdo com relacdo a estrutura dos R-
médulos pela defini¢do (os elementos de r € R agem como homomorfismos de grupos), e mostraremos
que, essencialmente, médulos a direita e & esquerda sdo a mesma coisa.
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Observagao. 1. O objetivo deste exemplo pode nao ser tao claro num primeiro contato com
moédulos: sejam R um anel e M um R-médulo & direita. Defina uma operagéo * : (r,m) €
RxMw— r+«m:=mr € M. Entao, M é um R-mddulo a esquerda, com relagao a esta
operagao?

A resposta é nao, e o axioma que falha (em geral - nem sempre) é o (ii’) da defini¢do 1.3.1,
pois se r, s € R, entao, dado m € M,

o 7 x(sxm)=rx*(ms)=(ms)r =m(sr),

e (rs)xm =m(rs)

e dal, necessariamente m(rs) = m(sr),Vr,s € R,¥Ym € M. Essa condic¢ao vale, por exemplo,
se R é anel comutativo.

2. Para mostrarmos que a escolha de R-mddulos “4 esquerda” ou “a direita” é praticamente a
mesma coisa, precisamos de uma construgao mais elaborada que a anterior.

Dado um anel R, define-se o anel (R°P, +, %) da seguinte maneira: tomamos o mesmo conjunto,
R°? = R, e a mesma operacao soma, e o produto é definido invertendo-se a ordem: r x
s := sr,V¥r,s € R. Temos (R°P,+,x) anel, e denotamos simplesmente por R°?, quando nos
referirmos ao anel R com o produto invertido. Ainda, os anéis R°P? e R sdo muito parecidos, e
mais precisamente, sao denominados anti-isomorfos, isto é, dois anéis R e S sao denominados
anti-isomorfos se existe f : R — S tal que:

(i) f é 1-1 e sobrejetora,
(ii) f(ri+r2) = f(r1) + f(r2),Vri,m2 € R,
(iii) f(rire) = f(re)f(r1),Vri,m2 € R,
(iv) Se R e S admitirem unidade, entdao f(1) = 1.

Denomina-se a aplicacao f de anti-isomorfismo.

No nosso caso, a aplicagao identidade x € R — x € R°P é um anti-isomorfismo. Dai, dado um
R-moédulo a direita M, definindo a agao de R a esquerda de M por rm := mr, temos que M
é um R°P-médulo a esquerda.

O anel R°P tem fins formais apenas e, em geral, simplifica muito a notagao.

3. Sejam (M, +) um grupo abeliano e considere E = End(M) =( homomorfismos de grupos de
M em M). Denotaremos a agdo de E em M pela direita, isto é, escrevemos a¢, com a € M
e ¢ € E, ao invés de ¢(a) - a vantagem desta notagado é que, ao fazermos a composicio de
dois endomorfismos, a(¢p), com a € M, ¢, p € E, temos que valerd a(¢pp) = (ad)yp, isto é, ao
vermos a composicao ¢y, vemos a ordem da agao dos endomorfismos pela ordem natural de
leitura. Podemos definir uma soma natural em F e considerar a composicao usual de aplicagoes
como produto, e com essas operagoes, segue que F é um anel e M é um E-moddulo.

Agora, sejam R um anel e M um R-médulo & direita. Considere novamente £ = End(M)
(lembre-se que, por definigdo, M é um grupo abeliano). O primeiro axioma de R-mdédulo diz
que os elementos de R agem em M como homomorfismos de grupos. Os axiomas seguintes
dizem que a agao se comporta bem com relagao as operagoes de R, e isso equivale a, formal-
mente, que existe um homomorfismo de anéis R — E. Reciprocamente, todo subanel R C E
induz uma estrutura natural de R-médulo a direita em M, e entao, os médulos obtidos a par-
tir de um grupo abeliano M sao acoes de subanéis R C E. Essa caracterizacao é interessante
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(principalmente para lembrar dos axiomas de médulos), mas ndo é intuitivamente boa. Em
particular, as propriedades basicas de homomorfismos de grupos valem para as acoes de R
sobre M.

Exemplo: Considere R um anel e M,(R) o anel de matrizes n X n com entradas em R. Entao, a
transposi¢ao (a cldssica transposta de matrizes) é um anti-isomorfismo de M, (R) sobre ele mesmo.
Esse exemplo mostra um anti-isomorfismo natural e que um anel pode ser anti-isomorfo a ele mesmo.
O

A seguir, apresentarei alguns exemplos de médulos:
Exemplo:

1. Seja V um espago vetorial sobre K. EntaoV é um K-mddulo a direita (e a esquerda também,).
Sabe-se que espagos vetoriais sobre corpos (ou sobre anel de divisdo) sao soma direta de cdpias

do corpo. Em geral, nao € um bom ter “soma de corpos” como modelo de intuicao para
maodulos, pois muitos modulos nao estao nem perto dessa situacao.

2. Sejam V espago vetorial sobre K e E = Endi (V') o espago das aplicagoes lineares de V. em
V. Entao V' é um E-mddulo (a esquerda ou a direita, depende da notagdo).

3. Seja V. um espago vetorial sobre K e five T € Endg (V) (assuma que a agdo das aplicagoes
lineares se dd pela direita). Considere o anel de polinémios em uma varidvel K[x]. Para
cada f(x) = ag + a1z + -+ + apaz™ € Klz], defina f(T) = agl + 1T + -+ + a, T € E,
em que I € E é a aplicagdo identidade. Entao V é um Klz]-mddulo & direita com a agdo
vf(z) =vf(T),Yv e V,Vf(z) € K[z].

4. Sejam R um anel e I <, R um ideal a direita. Entao I admite naturalmente uma estrutura de
R-mddulo a direita. Em particular, R é um R-mddulo a direita.

O

Alguns elementos que acompanham médulos:

Definigao 1.3.2. 1. Sejam M um R-médulo e N C M um subconjunto nao vazio. Dizemos que
N é um R-submédulo se N for subgrupo e nr € N,Vn € N,Vr € R.

2. Sejam M e N R-médulos e f : M — N fungao. Dizemos que f é homomorfismo de
R-mdédulos se

(a) f(my+msa) = f(m1)+ f(mz),Vmi,me € M,
(b) f(mr)= f(m)r,Ym € M,V¥r € R.

3. Sejam M, N R-médulos e f : M — N homomorfismo de R-moédulos. Define-se o nicleo e
a imagem de f por Kerf := {m € M : f(m) =0} e Im f := {f(m) : m € M} (denotado
também por f(M)). Denota-se por Hompg (M, N) ao conjunto de todos os homomorfismos de
R-médulos entre M e N. Denota-se simplesmente Endg (M) := Hompg (M, M).

4. Sejam R, S anéis e M um grupo abeliano, que é um R-médulo a direita e um S-médulo a
esquerda. Dizemos que M é um bimdédulo a direita por R e a esquerda por S (ou simplesmente
um (S, R)-bimédulo ou denota-se simplesmente por sMg) se (sm)r = s(mr),VYm € M,Vs €
S,Vr € R.
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5. Um homomorfismo de R-médulos f : M — N é denominado:

(a) monomorfismo se for 1-1,
(b) epimorfismo se for sobrejetora,

(¢) isomorfismo se for 1-1 e sobrejetora. Neste caso, dizemos que M e N sao isomorfos e
denota-se por M ~ N.

Exemplo: Seja R um anel. Entao, os ideais o direita de R sdo exatamente os R-submddulos do
R-mddulo a direita R. |

Dados M um R-médulo e N C M um R-submdédulo, temos (N, +) subgrupo normal do grupo
(M, +) (todo subgrupo de (M, +) é normal, pois M é abeliano). Entdo podemos construir o grupo
(abeliano) quociente M/N. Ainda, podemos definir uma agéo de R sobre M /N natural, dado por

(m+ N)r:=(mr)+ N,me M,r € R,

e com isso, podemos facilmente demonstrar que essa agao é bem definida e M /N é naturalmente um
R-médulo.

Observagao. Utilizaremos as seguintes notagoes e fatos neste trabalho:
1. Seja {My}aer uma familia de R-mdédulos.

(i) O produto direto dessa familia é definido por

HMQ::{f:I—> UMa:f(a)eMa,Vael},

acl acl

e definindo naturalmente soma e multiplicacdo por escalar, temos que [],.; M, é um

R-modulo.

(ii) Define-se a soma direta externa dessa familia como

acl

@M = {f € H M, : f(a) # 0 apenas para um ntmero finito de « € I}

acl acl

tem-se que @ .; My é um R-médulo.

2. Sejam M um R-médulo e {N,}qer uma familia de R-submédulos de M.

(i) () Na 6 um R-submédulo de M,
acl

(i) Z N, = {Z aq : soma finita e a, € Ny, Va € I} é R-submoddulo de M, denomina-
acl acl
da de soma de {N,}acr- No caso da familia ser finita, diga-se {Ny,--- , N;}, denota-se

também por
l

ZE:ZViou Ni+---+ N
i=1

Se ainda ocorrer N, N (Eﬁel\{a} Ng) =0,Va € I, diz-se que a soma ¢ direta e denota-se
por @, ; Nao (ou, no caso da familia ser finita, denota-se por @2:1 N;,ou N1 &---®N;).
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3. Seja a € M. Denota-se por:

(i) para n € Z, define-se

0, sen =20
a+---4+a, sen>0
an = N—— )

(—m)(—a), sen <0

(ii) aR:={ar:r € R} (é R-submddulo de M),
(i) a(R+Z) :={ar +an:r € R,n € Z} (é R-submddulo de M).

4. Sejam M um R-moédulo e S C M um conjunto nao vazio.

(a) Definimos o R-submédulo gerado por S como sendo o menor R-submédulo de M con-
tendo S, e denotamos por (S). Se S = {x1, -+ ,x,} for finito, denotamos simplesmente
(aproveitando as notagoes introduzidas anteriormente) por (S) := z1R+---+z,R. Caso
(S) = M, dizemos que S é um conjunto gerador de M. Se S for finito e for um conjunto
gerador de M, dizemos que M ¢ finitamente gerado.

(b) Escreva S = {aq }aecr € assuma que todo m € M admite uma tinica representacao na forma
(soma finita) m = > .} @aTa, com 74 € R. Entao, M ¢ dito livre, e S é denominado de
base livre de M.

5. Seja M um R-médulo.

(a) Dado S C M um subconjunto nao vazio, definimos o anulador de S em R por
Anng(S):={zr € R:sx=0,Vs € S}.

(b) Dado G C R um subconjunto nao vazio, definimos o anulador de G em M por
Anny (G) :={m € M : mz =0,Vz € G}.

Enunciamos os teoremas cldssicos de isomorfismo:
Lema 1.3.3. Seja f: M — N epimorfismo de R-mddulos. Entao:
(i) M/Kerf~N,

(ii) existe bijecao entre os submddulos de M contendo Kerf e os submddulos de N, ainda, de-
nomine Y ,, = (submddulos de M contendo Kerf) e > = (submddulos de N). Entdo
AeX = f(A) €Yy € abijecio e sua inversa é B €Yy — f1(B) € X,

(iii) Sejam Ny e N submddulos de M. Entao (N1 + N3)/N2 ~ N1/(Ny N Na).

Observagdo. A importancia do isomorfismo do item (iii) fica mais evidente quando nos deparamos
com a seguinte necessidade: dados N1 e Ny R-submddulos, queremos considerar o quociente Ny /Na.
O primeiro problema que encontramos é que se Ny nao esta contido em N, entdo nao faz sentido o
quociente. Entao, podemos pensar em duas solugoes naturais:

1. tomarmos um espaco um pouco maior do que N; de modo que este espago contenha No,
formalmente, considerar o quociente (N7 + N2)/Na;

2. tomarmos um espaco menor do que No, de modo que este espaco esteja em N7, formalmente,
considerar o quociente Ni/(Ny N Na).
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Por sorte, esses dois espacos sao bons, no sentido de ambos ter propriedades intuitivas que gostariamos
(“N7 quocientado por No”). Ainda, o isomorfismo indicado mostra que esses dois espagos coincidem.

A seguinte terminologia serd utilizada ao longo deste trabalho:

Definigao 1.3.4. Seja M um R-mddulo.

(i)
(i)

(iii)

(vi)

M é dito irredutivel se os tinicos submdédulos de M sdo 0 e M e MR # 0.

Um submédulo N C M é dito maximal se N # M e néo estiver contido propriamente em um
submodulo préprio.

Um submédulo N C M é dito minimal se N # 0 e nao conter propriamente um submodulo
nao nulo.

Uma cadeia ascendente de submdédulos é uma familia de submédulos { Ny, }ac.s, indexado por
um conjunto bem ordenado .#, tal que N, C Ng sempre que o < 3.

Uma cadeia descendente é uma familia de submédulos { N, }oe.s, com .# bem ordenado, tal
que Ny D Ng, se a < 5.

M é dito Noetheriano (ou, que satisfaz a condigao de cadeia ascendente) se para toda cadeia
ascendente {N, }qc.s de submédulos, existe 5 € & tal que Ny, = Ng, sempre que 5 < 7.

M ¢ dito Artiniano (ou, que satisfaz a condigao de cadeia descendente) se para toda cadeia

descendente de submdédulos { Ny }ae.s, existe 8 € & tal que Ny = Ng, sempre que 5 < 7.

Um anel R é dito Noetheriano (respectivamente, Artiniano) se o for como um R-mddulo a
direita.

Observagdo. 1. Um R-submédulo N C M é dito ser irredutivel se for minimal e NR # 0. Caso

R tenha unidade e M for R-médulo unitdrio (isto é, 1 € R age como identidade), entdo
“irredutibilidade” e “minimalidade” sao equivalentes.

. Se N C M é R-submédulo maximal, entdo M/N ¢ irredutivel se e s6 se (M/N)R # 0. No

caso de M ser unitéria (e R admitir unidade), temos N maximal se e s6 se M/N é irredutivel.

Sejam N irredutivel e a € N nao nulo (temos N # 0, pela condi¢do NR # 0). Entdo aR = N.
De fato, temos a R um R-submddulo de N, e N sendo irredutivel, implicaaR = 0ouaR = N. A
primeira opgao nao ocorre, pois definindo N’ = {b € N : bR = 0}, temos N’ um R-submddulo
de N, e N sendo irredutivel, temos N’ = 0 ou N’ = N. A segunda é impossivel por definicao,
pois se nao, teriamos NR = 0. Dai vale a primeira, que é equivalente a afirmacao: se b € N é
tal que bR = 0, entao b = 0. Dali, se a € N é nao nulo, entao N = aR.

. Seja N C M R-submédulo irredutivel e A C M R-submdédulo qualquer. Entdo AN N =0 ou

AN N = N. De fato, essa observagao segue direto de A N N ser um R-submédulo de N, e N
sendo irredutivel, segue que ANN =0ou ANN = N.

As condigoes “Noetheriano” e “Artiniano” parecem simétricas, mas, pode-se mostrar que,
para anéis, a condi¢do “Artiniano” é mais forte. Em geral, para médulos, pode-se construir
exemplos de médulos Artinianos ndo Noetherianos.

Exemplos de médulos Noetherianos e nao Artinianos sao mais comuns: o anel de inteiros Z, o
anel de polinébmios em n varidveis, etc.
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Proposicao 1.3.5. (i) Um R-mddulo M €é Noetheriano (respectivamente Artiniano) se e so se
toda famdlia nao vazia de R-submddulos de M admite um elemento maximal (respectivamente
minimal) com respeito a inclusdo.

(i) Sejam M R-mddulo e N C M R-submddulo. Entao M é Noetheriano (respectivamente Ar-
tiniano) se e s6 se N e M/N sdo Noetherianos (respectivamente Artinianos).

(i1i) M € Noetheriano se e sd se todo submddulo N C M é finitamente gerado.

(iv) Seja M = N1 @® Na, com M, N1, Ny R-mddulos. Entido M € Noetheriano se e sé se N1 e N
sao Noetherianos.

A demonstracao pode ser encontrada no livro de Lambek [25] ou no livro de Atiyah e Macdonald
[4] (no primeiro, assume-se R com unidade; e no segundo, assume-se R comutativo com unidade.
Ambos os casos, e no caso geral de R ndo necessariamente com unidade e ndo necessariamente
comutativo, possuem demonstragdes idénticas, sem necessidades dessas hip6teses adicionais).

Uma das ideias ao definir os conceitos de Noetheriano e Artiniano é uma tentativa de obter o
que seriam os moédulos mais simples. Por exemplo, no caso de espagos vetoriais, os espagos mais
simples sao os de dimensao finita. Infelizmente, alguns exemplos mostram que nao é possivel ter
um conceito de dimensdo bem definido para todos os médulos (um bom exercicio é pensar em o que
seria uma boa definicdo para dimensao e apds isso, pensar em um exemplo para mostrar que essa
defini¢do ndo é aplicdvel a todos os médulos, néo é boa ou é inconsistente).

A ideia de médulo Noetheriano admite uma certa finitude, uma vez que M serd finitamente
gerado. Um médulo Artiniano admite finitude no sentido de: iniciando em um subméddulo Aq,
considere um submddulo As contido propriamente em A, e continue tomando submédulos, um
propriamente contido no anterior. Seguindo esse processo, em algum passo finito, chegaremos no
modulo 0 sempre. Pode-se definir uma nocéo (relacionado com os conceitos Artiniano e Noetheriano)
nos médulos (nogoes de série de composigao e comprimento de série de composicao) que é algo bem
definido, nos fornece um ntmero que pode servir para medir “simplicidade” de moédulo e coincide
com a nocao de “dimensao” quando calculados em espacos vetoriais. O problema é que, podemos
ter espacos nao isomorfos que retornam as mesmas informacoes com respeito a essa medida.

Poderiamos tentar considerar os médulos livres com base livre finita. Mas, o problema estaria
no fato de que a estrutura do anel pode nao ser simples. Atualmente, o conceito de “médulo mais
simples” que mais deu certo foi o estudo de anéis “mais simples possiveis” (anéis completamente
redutiveis e Teorema de Wedderburn-Artin).

81.4 Algebras

Nesta secao, apresentarei a estrutura sobre a qual trabalharei na maior parte nesta dissertacao.
Comegaremos com a defini¢ao de dlgebra:

Definicao 1.4.1. Sejam A um espago vetorial sobre um corpo K e *: (a,b) € Ax A axbe A
uma operagao em A (denominada de produto). Dizemos que (A, *) é uma dlgebra sobre um corpo
K, ou simplesmente uma K-algebra, se satisfaz:

(i) (a1 + aag) *b=ay xb+ a(az *b),Vai,as,b € A,Va € K,
(ii) a* (b + aby) = ax by + a(a * by),Va,by,bs € A,Va € K.

Ainda, dizemos que:
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1. A é dito ser dlgebra com unidade se existir 1 € A tal que 1 xa=ax1=a,Va € A,

2. A é 4lgebra associativa se satisfaz (a xb) xc = a* (bx*c),Va,b,c € A,

3. A é dlgebra comutativa se satisfaz a xb=bx*a,Va,b € A,

4. A é dlgebra de Lie se satisfaz axa = 0,Va € Ae ax(bxc) = (axb)xc+bx(axc),Va,b,c € A.

Como de costume, quando nao houver ambiguidades com relacao ao produto considerado, diremos
simplesmente “dlgebra A” ao invés de “dlgebra (A, *)”. Ao trabalharmos com 4lgebras associativas e
nao houver ambiguidades com relacao ao produto considerado, denota-se o produto por justaposi¢cao

ab := a xb. Ao trabalharmos com éalgebras de Lie, costuma-se denotar o produto pelo colchete
[a,b] :==axb.
Observacao. 1. Fixaremos a notagao que, a menos que se diga o contrario, ao mencionar algebra,

entenderemos como algebra associativa, nao necessariamente comutativa e nao nec-
essariamente com unidade (essa convencao é adotada pela maioria das pessoas).

2. Fixaremos a notacao de, quando trabalharmos com um produto nao associativo %, um produto
de n elementos serd “normado a esquerda”, isto é, definiremos

ay *ag k- %y = (ag x - -k ap_1) *an
em particular, para o colchete, denotaremos
[alv T ’an] = [[G‘l» e aanfl]a an]

3. Alguns autores trabalham com &lgebra sobre um anel comutativo com unidade K. Uma das
vantagens de assumir essa generalidade é que incluimos anéis como &dlgebras (todo anel é
uma Z-dlgebra). Nao assumiremos essa generalidade (mesmo muitos resultados podendo ser
provados para esse caso mais geral), e com isso, teremos a rica estrutura de espago vetorial.

4. Note que toda dlgebra (associativa) é um anel (associativo). Dada uma dlgebra associativa A,
e definindo um colchete em A por [a,b] := ab — ba, temos que (A4, []) serd uma &lgebra de Lie,
como pode ser verificado diretamente.

Exemplo:

1. As matrizes M, (K) sobre um corpo (ou anel de divisdo) é uma dlgebra, com o produto usual
de matrizes. Temos também que M, (K) é uma dlgebra de Lie, com respeito ao comutador.

2. As matrizes de trago zero, sl(n,K) := {g € M,(K) : tr(g) = 0} € uma dlgebra de Lie com
respeito ao comutador (mas ndo é uma dlgebra associativa).

3. O espago vetorial R® com o produto vetorial x é uma dlgebra de Lie.
|
Todas as estruturas envolvendo dlgebras (subdlgebras, ideias, homomorfismos...) séo definidas
de forma igual ao caso de anéis, com a exigéncia extra de que a estrutura seja compativel com a acao

dos elementos do corpo (isto é, que trabalhemos sobre espagos vetoriais). Iremos indicar a defini¢ao
exata e rdpida dessas estruturas:
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Definicao 1.4.2. Seja (A, *) uma &lgebra nao necessariamente associativa sobre K.

1.

2.

10.

11.

12.

Um subespago vetorial S C A é dito ser uma subdlgebra se s; * sg € S,Vs1,s0 € S.

Um subespago vetorial I C A é dito ser um ideal bilateral, denotado por I < A, se i * a, a *
1 € I,Va € A Vi € S. Dizemos que I é um ideal a direita, e denotamos por I <, A se
ixa € 1,VYa € A, Vi € I. Da mesma forma, define-se ideal a esquerda, denotado por I <; I. Ao
mencionarmos apenas “ideal”, entendemos por “ideal bilateral”.

Sejam (B,o) uma 4dlgebra e f : A — B uma funcdo. Dizemos que f é homomorfismo de
dlgebras se f é uma transformagio K-linear e f(a*b) = f(a) ® f(b),Va,b € A. Denota-se por
Homg (A, B) o conjunto dos homomorfismos de dlgebras de A em B, e denota-se simplesmente
Endg(A) := Homg (A, A).

. Sejam A uma dlgebra e I C A um ideal bilateral. Entao a dlgebra quociente A/I é um espago

vetorial sobre K, e também é naturalmente uma algebra.

. A é dito ser irredutivel se os tinicos ideais de A forem 0 e A.

Um ideal bilateral (& direita, & esquerda, respectivamente) I C A é dito ser maximal se nao
for A e néo estiver propriamente contido num ideal bilateral (& direita, & esquerda, respecti-
vamente) diferente de A.

Um ideal bilateral (& direita, & esquerda, respectivamente) I C A é dito ser minimal se nao for
nulo e ndo conter propriamente um ideal bilateral (& direita, & esquerda, respectivamente) nao
nulo.

Define-se o centro da dlgebra por Z(A) = {z € A : zz = zx,Vx € A}, o conjunto de todos os
elementos que comutam com todos os elementos da dlgebra.

Seja M um espago vetorial sobre K e considere uma fungao (m,a) € M x A — ma € M.
Dizemos que M é um A-mdédulo (& direita) se essa operacao satisfaz:

(a) a(ma)= (am)a =m(aa),Ym € M,Ym € M,Va € A,
(b) (m1 +m2)a = mia+ maa,Vmy, mg € M,Va € A,

(¢) m(ay + a2) = may + mag,Vm € M,Vay,as € A,

(d) m(a1 * az) = (may)az, ¥Ym € M,Vay, a2 € A.

Da mesma forma, definimos A-mdédulo & esquerda. Quando omitirmos o termo que indica o
lado, entenderemos como “a direita”.

Seja M um A-médulo. Dizemos que S C M é um A-submédulo se S for subespaco vetorial e
sa € S,Vs € 5,Va € A.

Um A-médulo M é dito ser Noetheriano (Artiniano, respectivamente) se toda cadeia ascendente
(descendente, respectivamente) de A-submddulos de M admite um elemento méximo (minimo,
respectivamente).

A é dito ser Noetheriano (Artiniano, respectivamente) se o for como um A-médulo & direita.
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Vale ressaltar que, dada uma dlgebra (associativa) A, um subconjunto I C A que é ideal de A
como anel, ndo necessariamente serd ideal como &dlgebra. Isso nao ocorre se A conter uma unidade
1, pois, neste caso, podemos ver o corpo K como subconjunto de A, e entao, todos os ideais neces-
sariamente serao subespacos vetoriais.

Definiremos um objeto muito importante nesta dissertacgao:

Definigao 1.4.3. Seja Z uma classe de dlgebras (ndo necessariamente associativas) e seja F' uma
algebra gerada por um conjunto X. Dizemos que F' é uma algebra livre em % se, para cada
A € A e cada funcdo f : X — A, existe um homomorfismo de algebras F' — A que extende f.
Define-se o posto de F' como sendo a cardinalidade do conjunto X.

Em particular, a algebra de polindmios nao comutativos é uma &algebra livre:

Teorema 1.4.4. Para cada conjunto X, a dlgebra K(X), espaco vetorial com base todas as palavras
(associativas)
Tiy * Ty, N E N,$i1,"' y Ti, € X

e multiplicagao definido por justaposicdo:
@iy -, ) (@, - @,,) = Ty T, Ty T,

€ uma dlgebra livre na classe de todas as dlgebras associativas unitdrias sobre o corpo K. Define-se
os maltiplos escalares das palavras como mondmios. Se considerarmos o subespago de K(X) gerado
por todas as palavras de tamanho maior ou igual a 1, entdo obteremos a dlgebra ndo-comutativa livre
associativa, que serd livre na classe de todas as dlgebras associativas.

Definicao 1.4.5. Dado um monémio g = x;, - - - x;, € K(X), definimos:

1. Para cada x; € X, define-se o grau de g em x; por grau,, g := #{j € {1,--- ,n} : &y = x4, },
em que # representa a cardinalidade de um conjunto.

2. Define-se o grau de g, denotado por grau g, como a soma de todos os grau,, g,z; € X, nao
nulos.

3. Dado um polinémio f € K(X), escreva f = 22:1 g; soma de mondmios. Define-se o grau de

f por:

grau,, f := max{grau,, g1, ,grau,, g },x; € X, grau [ := max{grau g1,--- ,grau g;}.
4. Se f = f(x1, -+ ,xm), define-se o multigrau de f pela sequéncia (grau ., f, - ,grau,,  f).
5. Se f(x1,+  &m) = Zé:l g; é a decomposigdo de f como soma de monoémios e se acontece

de grau f = grau g;,Vi = 1,--- [, entdao dizemos que f é homogéneo de grau d = grau f.

Se ocorre ainda de grau,, f = grauy; g;,Vi = 1,---,[,Vj = 1,--- ,m, entao dizemos que f é

multi-homogéneo de multigrau (grau,, f, - ,grau,,  f).

Daqui a diante, a menos que se diga o contrario, adotaremos as seguintes convencgoes:

1. Fixaremos o conjunto X = {1, 2, -} com infinitos (enumerdvel) elementos, e K(X) serd a
algebra nao-comutativa livre associativa nao-unitaria gerada por X.

2. Denotaremos por K(X,) ou K{(x1,---,x,) a algebra livre ndo-comutativa associativa néo-
unitaria de posto n € N.



§1.4. Algebras 25

3. Denominaremos K (X) de simplesmente “polinémios nao-comutativos em infinitas variaveis”
e K(X,) de “polindmios nao-comutativos em n varidveis”, e denominaremos seus elementos
por polindmios. Denotaremos por f(x1,- - ,x,) € K(X) um polindémio que aparece apenas os
elementos x1, -+ ,z,. Em geral, usaremos outras letras inclusive para denominar elementos
de X, como por exemplo, x,y, z,w...

4. A 4lgebra de Lie livre de posto infinito serd denotado por L(X), e a élgebra de Lie livre de
posto finito n serd denotado por L(X,) ou L(z1,- -+ ,x,), e denominaremos seus elementos de
polinémios de Lie.

Por fim, enunciaremos o famoso teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que diz que toda algebra
de Lie pode ser mergulhada numa algebra associativa, e esse mergulho preserva representagoes.

Definigao 1.4.6. Seja L uma algebra de Lie. Dizemos que uma &algebra associativa U D L é a
algebra universal envelopante se satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda algebra
associativa B e para todo homomorfismo de algebras de Lie ¢ : L — (B, ][,]) (considerando B como
uma dlgebra de Lie com respeito ao comutador [a, b] := ab — ba), existe um tinico homomorfismo de
algebras associativas ¢ : U — B que estende .

Teorema 1.4.7 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Cada dlgebra de Lie possui uma tnica (a menos de
isomorfismo) dlgebra universal envelopante U(L). Se L admite uma base {x; : i € I}, assumindo
uma ordenagdo total no conjunto I, temos que U(L) terd como base os elementos

€, €,y NEN <ig <o <y

A demonstragio desse teorema pode ser encontrado no livro [9] ou no livro [33] (e em vdrios
outros).
Pode-se demonstrar que a dlgebra universal envelopante da dlgebra de Lie livre L(X) é K(X):

Teorema 1.4.8 (Witt). A dlgebra de Lie livre L(X) € isomorfo a subdlgebra de Lie de (K(X),[,])
gerada por X com respeito ao comutador, e U(L(X)) = K(X).

A demonstragdo pode ser encontrada em [9].
Finalizaremos a subsegdo citando algumas propriedades de dlgebras de Lie (em [33]):

1. Seja L uma dlgebra de Lie. Entao define-se a dlgebra derivada de L, denotado por L’ ou
[L, L] como o ideal de L gerado pelos elementos {[z,y] : z,y € L}.

2. Seja n € N. Entao, como élgebras de Lie, temos
My (K)=5sl(2,K)® K

em que identificamos K com as matrizes multiplas (por escalar) da identidade. Ainda, pode-se
facilmente verificar que:

[My(K), My(K)] = sl(2, K)
[s1(2, K),s1(2, K)] = s1(2, K)
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1.4.1 PIl-algebras

Definiremos o objeto principal de estudo nesta dissertagao: algebras com identidade polinomial, ou
simplesmente, PI-algebras.

Definigao 1.4.9. Seja A uma algebra associativa. Dizemos que A é uma dlgebra com identidade
polinomial, ou simplesmente PI-dlgebra, se existe um polinémio f(z1, - ,z,) € K(X) tal que
f(a1, -+ ,a,) = 0, para todo ay, -+ ,a,, € A. Neste caso, dizemos que f(x1, -+ ,%,;) é uma
identidade polinomial de A, ou simplesmente f é uma identidade, e as vezes serd conveniente
dizer “a relacao f = 0 é uma identidade de A”.

Uma caracterizacao que muitas vezes é 1til é a seguinte:

Lema 1.4.10. Um polinomio f € K(X) é uma identidade de uma dlgebra A se e sé se para todo
homomorfismo de dlgebras ¢ : K(X) — A, tem-se ¢(f) = 0.

A demonstragio segue direto da propriedade universal de dlgebras livres (da possibilidade de
estender fungoes).

Exemplo:
1. Uma dlgebra A é comutativa se e s6 se satisfaz a identidade [x1,x2] = 0.

2. Define-se o polinémio standard por

Sn(xh T axn) = Z (71)Ux0(1) * Lo (n)
ocEeS,

3. Define-se o polinémio de Capelli por

dn(xla Ty Y1, ayn-i-l) = Z (—1)03/1900(1)921‘0(2) U YnTo(n)Yn+1
gESy

4. Qualquer dlgebra de dimensao finita satisfaz alguma identidade standard e alguma identidade
de Capelli. De fato, ambas sdo antissimétricas nas varidveis xi,--- ,T,, e entdo, sendo a di-
mensao da dlgebra finita m, temos que A satisfaz toda identidade standard s, e toda identidade
de Capelli d,,, com n > m.

5. Podemos escrever a identidade standard de grau 4 na forma:

1 o
54(w1, T2, T3, 24) = ) Z —(=1) [5047%(1)] © [%(2)7%(3)]
o€S3

como pode ser verificado diretamente, em que a o b := ab + ba é o produto simétrico, definido
em qualquer dlgebra associativa.

Nessa representagao, vemos que M(K) satisfaz a identidade standard de grau 4, pois {e11 +
€22, €12, €21, €22} € uma base de Mo (K), sendo e;; a matriz que possui 1 na entrada de linha i
e coluna j, e 0 nas demais entradas. Mas e+ eas € a matriz identidade, ela comuta com toda
matriz, e portanto anula os comutadores. Logo sobram somente trés matrizes para substituir
numa soma alternada de 4 elementos. Mas entao a soma vai zerar.
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6. O polinémio de Hall é definido por
Hx17x2]27x3]

e temos que Ms(K) satisfaz essa identidade também. De fato, dada qualquer matriz A €
Ms(K), utilizando o Teorema de Cayley—Hamilton, sabemos que o polinémio caracteristico p
de A anula a matriz A. Sabemos também que o polinémio caracteristico é dado por p(x) =
22 — tr(A)x + det(A). Ainda, por propriedades do trago, temos que

tr([A, B]) = tr(AB) — tr(BA) = 0

e entdo, para quaisquer A, B € My (K), seque que tr([A, B]) = 0. Dai, por Cayley—Hamilton
e pela forma do polinémio caracteristico, [A, B> = —det([A, B])I, sendo I € M3(K) a matriz
identidade, e em particular, [A, B]? é uma matriz escalar e comuta com qualquer outra matriz,
o que implica [[A, B]?,C] = 0, ou seja, Ma(K) satisfaz a identidade [[x1,22])%, 23] = 0.

7. Algumas caracteristicas de dlgebras podem ser postas por meio de identidades polinomiais, por
exemplo:

(a) Uma dlgebra A € nil de indice finito menor ou igual a n (n € N) se e s6 se A satisfaz a
tdentidade polinomial z" = 0.

(b) Uma dlgebra é nilpotente de indice menor ou igual a n (n € N) se e s se A satisfaz a
identidade polinomial x1 - - - x, = 0.

O

A seguir, iremos discutir as principais ideias para se estudar as identidades de uma algebra:

Definicao 1.4.11. Seja T' C K(X) um subconjunto ndo vazio, com X sendo finito, ou infinito.
Dizemos que T' é um T-ideal, se for um ideal bilateral de K(X), e se, para todo homomorfismo de
algebras f : K(X) — K(X), tivermos f(T) C T.

Exemplo: Dizer que um subconjunto T C K(X) é um ideal é 0 mesmo que dizer que ele é fechado
por multiplicagoes a direita e a esquerda. O conceito intuitivo de T-ideal é que, além disso, dado

qualquer polinémio f(x1,x9, -+ ,&m) € T e quaisquer polindmios gi,92, -+ ,gm € K(X), temos
f(g1,92, - ,9m) €T, ou seja, os polinomios de T continuam em T se trocarmos suas entradas por
polinémios. O

Defini¢ao 1.4.12. Seja F' C K(X) nao vazio. Definimos o T-ideal de K(X), gerado por F, como
sendo o menor T-ideal contendo F, e denota-se por T(F') ou (F). Se F = {f1, -, fu}, denota-
se também por T(f1, -+, fn) ou (fi, -, fn)T. Dados f,g € K(X), dizemos que o polindmio g
é consequéncia de f (ou “segue de f”, ou “f implica g”) se f € (9)7. Dizemos que f e g sdo
equivalentes se f é consequéncia de g e g é consequéncia de f.

Na pratica, um polinémio g serd consequéncia de f se podemos obter g a partir de combinagao
linear de substituicao de varidveis de f por polindémios e multiplicagGes por polindémios a direita e &

esquerda.
Exemplo: A identidade standard s,41 € consequéncia de s,. De fato, temos

n+1
Sn+1(x17 e ,l'n-‘,-l) = Z(*l)l+lﬁci5n(fﬂ1, cee ,fil', s 7$n+1)

i=1
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em que I; indica omissao de varidvel, ou seja, estamos considerando a identidade standard s, nas
VATIAVELS X1, y Tj—1, Tig1ly " s Ty- O

Definigao 1.4.13. Seja # uma classe de dlgebras (ndo necessariamente associativas). Dizemos que
2 é uma variedade se existe um subconjunto .# C K(X) tal que vale a seguinte propriedade: uma
algebra A estd em Z se e s6 se A satisfaz todas as identidades de .Z.

Um subconjunto A4~ C £ é dito ser subvariedade se for ndo vazio e se for uma variedade.

Definicao 1.4.14. Dado .% C K(X) um subconjunto, define-se a variedade gerada por .# como
sendo a classe de todas as algebras que satisfazem todos os polinémios em %, e dizemos que .# é
gerada por Z.

Dada uma variedade ., dizemos que .# admite base finita se existir % C K(X) finito tal que
Z gera a variedade ./ .

Dizemos que uma variedade .# satisfaz a propriedade de Specht se toda subvariedade de .#
(incluindo o préprio .#) admite base finita.

Observagao. 1. Asnogoes de identidades polinomiais, T-ideal, variedades, e propriedade de Specht
podem ser definidas de forma andloga para algebras de Lie.

2. O problema de verificar se toda variedade admite base finita foi proposto por Specht em 1950
(vide [43]) (antes disso, B. H. Neumann havia feito a mesma pergunta para grupos em sua tese
em 1935). Entdo, esse problema e propriedade ficaram conhecidos com o nome de Specht.

3. Em 1987, em uma série de publicagoes profundas e de grande impacto, Kemer respondeu
positivamente o problema de Specht para o caso de &lgebras associativas sobre corpos de
caracteristica zero.

4. Para o caso de variedades de Lie, o primeiro contra-exemplo para a propriedade de Specht
foi dado por Vaughan-Lee em 1970 (vide [44]), para o caso de caracteristica p = 2. Para o
caso de caracteristica p > 0 qualquer, um contra-exemplo foi dado por Drensky em 1974 (vide
para a construcgao detalhada [9]). O caso de caracteristica 0 foi considerado por Iltyakov, ele
demonstrou que toda variedade gerada por uma &algebra de Lie de dimensao finita, satisfaz a
propriedade de Specht. O resultado de Iltyakov é bem mais abrangente que o enunciado aqui,
referimos os leitores para [16]. Ressaltamos que uma resposta positiva (ou negativa) para o
problema de Specht para algebras de Lie em caracteristica 0 ainda nao é conhecida.

O préximo resultado é facil de ser demonstrado, e segue direto da propriedade universal de K(X):

Proposicao 1.4.15. Seja .# uma variedade e considere o conjunto T(M') constituido de todas as
identidades que sdo satisfeitas por todas as dlgebras de A . Entio T( M) é um T-ideal.

Daqui em diante, utilizaremos a seguinte notagdo: dado .# uma variedade, definimos T'(.#)
como sendo o T-ideal de todas as identidades satisfeitas por todas as algebras em .#. Dada uma
PI-algebra A, denotamos por T'(A) o T-ideal de todas as identidades satisfeitas por A.

Foi demonstrado que, dada uma variedade, o conjunto das identidades satisfeitas pelos elementos
dessa dlgebra é um T-ideal. A volta dessa afirmacao vale, isto é, dado um T-ideal T, existe pelo
menos uma dlgebra F tal que T(F) =T.

Definicao 1.4.16. Seja .# uma variedade. Uma algebra F' é dita ser relativamente livre em .#
se I for livre na classe ./ .
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Teorema 1.4.17. Seja T um T-ideal. Entdo, existe uma dlgebra livre F' de posto infinito tal que
T(F)=T.
Demonstra¢do. A construgao é facil e é feita da seguinte maneira: basta considerarmos a dlgebra

F =K(X)/T, com X infinito. O

Observagao. Considere F,, e F' as algebras relativamente livres contruidas nessa ultima demonstra-
¢ao. Entdo, é ficil ver que toda dlgebra A que é imagem homomorfica dessas dlgebras (isto é, existe
f+ F — A homomorfismo de élgebras sobre) é uma Pl-algebra, e T(A) D T (sendo T' o conjunto
sobre o qual F e F,, foram construidos). Reciprocamente, se A é uma PI-dlgebra com T'(A4) D T,
entdo existem uma dlgebra relativamente livre F, com T(F) =T, e f : F — A homomorfismo de
algebras sobre.

Daqui para frente, adotaremos a seguinte notagao: para cada n € N e dada uma variedade
M, denotaremos por T, (A ) = T( M) N K{x1, -+ ,x,). Da mesma forma, definimos T, (A) :=
T(A)NK(zxy,--- ,zy), para A uma PI-algebra.

Exemplo:

1. A classe de todas as dlgebras associativas comutativas € denominada de variedade abeliana
e denotada por < .

2. A classe de todas as dlgebras associativas que sdo nilpotentes de um indice fito n € N ¢é
denominada de variedade nilpotente de indice n e é denotada por N;,.

O

Uma construgao muito 1til envolvendo variedades é o denominado produto de variedades:

Definigao 1.4.18. Sejam .# e .4 duas variedades. Definimos a variedade produto .#Z .4 por: uma
algebra A estd na variedade produto .Z .4 se e s6 se existe um ideal bilateral I C A tal que I € .#
e A/l e N.

Nao iremos discutir aqui mais detalhes sobre essa construcao, e para mais detalhes, indicamos o
livro de Bahturin [5].

Por fim, finalizaremos enunciando algumas relagoes entre algebras de Lie e suas identidades
(nem todas sdo triviais de serem demonstradas, e outras podem servir como definigdo dos termos
apresentados):

1. Uma algebra de Lie é dita ser nilpotente se existe n € N tal que L satisfaz a identidade
[$0,$17 e 7xn] = O

2. Para cada n € N, defina indutivamente o polinomio seguinte:
6”(3;17 e ,xgn) = [(5n_1(x1, cee 7.7?2”71)7 6”—1(1‘2"*1%»13 cee ,xgn)]
01(w1, 2) = [z1, 2]
Uma dlgebra de Lie é soluvel se existe n € N tal que L satisfaz a identidade J,,.

Em linguagem nao de identidades, defina a n-ésima derivada de L indutivamente por:
LW =L, L]
LM . [L("—l),L(n—l)]

entao L é solivel se e s6 se existe n € N tal que L(™) = 0.
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3. Pode se mostrar que uma algebra de Lie L é solivel se e s6 se existe um ideal nilpotente I C L
tal que L/I é abeliano (essa afirmacao é equivalente a &lgebra derivada L’ ser nilpotente).
Entao, L é soltuvel se e s6 se L esta no produto de uma variedade nilpotente com uma variedade
abeliana.

§1.5 Produto Tensorial

Nesta se¢ao, apresentaremos a definicao de produto tensorial. Para mais detalhes, consultar os livros
de Northcott [27] ou Rotman [32].

O conceito de produto tensorial pode ser apresentado com uma abordagem muito formal e, a
principio, pouco intuitiva, mas, pode ser encarado informalmente como uma “multiplicacao” entre
dois espagos (ou médulos). No caso dos mddulos admitirem base livre, fica facil manipular os
elementos do produto tensorial entre eles.

Definiremos produto tensorial para R-moédulos, e obteremos, como casos particulares, produto
tensorial entre espagos vetoriais (médulos sobre corpos), produto tensorial entre anéis (todo anel é
um Z-médulo), e produto tensorial entre dlgebras.

Defini¢ao 1.5.1. Sejam M um R-médulo a direita, N um R-mddulo & esquerda, (G, +) um grupo
abeliano e f : M x N — G uma fungdo. Dizemos que f é R-bilinear se:

(i) f(mi+ma,n) = f(mi,n)+ f(ma,n),¥my,my € M,¥n € N,
(ii) f(m,ni +mn2) = f(m,ny1) + f(m,n2),Ym € M,Vni,ns € N,
(iii) f(mr,n) = f(m,rn),¥Ym € M,¥n € N,Vr € R.

Citamos dois exemplos importantes:
Exemplo:

1. A aplicagao (A, B) € M, (K) x M,(K) — tr(AB) € K € K-bilinear.
2. Seja R um anel. Entdo, a aplicagdo (r,s) € R X R+ rs € R € R-bilinear.

O

O proximo resultado caracteriza o produto tensorial por meio de uma propriedade Universal. A
demonstracao pode ser encontrada nos livros referenciados.

Teorema 1.5.2. Sejam M um R-mddulo a direita, N um R-mddulo d esquerda e (G,4+) um grupo
abeliano. FEntao, existe um unico par (a menos de isomorfismo) (W,i), com W grupo abeliano e
i: M x N — W R-bilinear tal que, para toda aplicagdo R-bilinear f: M x N — G, existe um dnico
homomorfismo de grupos f : W — G tal que foi= f, em diagrama:

MxN——W

N

G

Defini¢ao 1.5.3. Denominamos o par (W, i) de produto tensorial entre M e N. Denotamos W =
M ®gr N e para cada m € M,n € N, denotamos m ® n := i(m,n).
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Observagao. 1. Nem sempre M g N = {m ®n : m € M,n € N}, mas, esse conjunto gera
M ®gr N.

2. No caso geral, dado m # 0 e n # 0, podemos ter m ®n = 0. De fato, um exemplo é considerar
os Z-médulos Zg e Zz. Temos Zo ®7Z3 = 0 (escreva 1 = 2-2+3-(—1) e utilize a bilinearidade
para concluir que m ® n = 0,Vm € Zs,Vn € Z3. Uma outra forma de concluir isso é utilizar
a propriedade universal: mostre que toda f : Zy X Zz — G Z-bilinear é nula (com mesmo
argumento do caso anterior) e dai, 0 é um produto tensorial entre Zs e Zs, e segue pois o
produto tensorial é nico).

A patologia citada na observacao 2 nao ocorre se os médulos sdo livres e R é comutativo, mas,
antes, mostraremos que podemos obter médulos como produto tensorial:

Teorema 1.5.4. Sejam M um (S, R)-bimddulo e N um R-mddulo & esquerda. Entio, M @r N €
um S-maodulo a esquerda, com a a¢ao

s(m®n):=(sm)®@n,s € S,m e M,n € N.

Se M é um R-mddulo a direita e N é um (R, S)-bimddulo, entao M @g N é um S-mddulo o direita,
com a a¢ao
(m®n)s:=m® (ns),s € S,me M,n e N.

A demonstragao desse ultimo teorema nao é dificil. Como consequéncia obtemos:

Coroldrio 1.5.5. (i) Se M ¢é um (S, R)-bimddulo e N um (R,T)-bimddulo, com R,S,T anéis,
entao M g N é um (S, T)-bimddulo.

(i) Se R é comutativo, entao todo R-mddulo é um R-bimddulo. Em particular, se M e N forem
R-maodulos, entao M ®@r N serd R-mddulo.

(iii) Sejam R anel comutativo e M, N R-mddulos. Entao, M @ g N ~ N @ g M como R-mddulos.

(iv) Sejam R anel comutativo e My, Mo, M3 R-mddulos. Entdo
(My ®p Ma) ®r M3 ~ My ®p (M2 ®r M3)
como R-mddulos.

Teorema 1.5.6. Sejam R anel comutativo, M um R-mddulo livre com base livre {mq}aecr € N um
R-mddulo livre com base livre {ng}ges. Entao M ®r N é R-mddulo livre com base livre {mq ®
N3} (a,B)elxT-

A demonstragao desse tltimo teorema pode ser encontrada em [27].
Por fim, podemos obter anéis como produto tensorial:

Teorema 1.5.7. Sejam R e S anéis. Entio R®yz S € anel, com o produto:
(11 @ s1)(r2 ® 82) = (r172) @ (8182)

A demonstracao desse resultado por ser obtido diretamente (com auxilio dos resultados anteri-
ores). De forma andloga, obtemos:

Teorema 1.5.8. Sejam A e B K-dlgebras. Entio A®k B é K-dlgebra.
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Uma construgao muito importante é a extensao do corpo base de espagos vetoriais (ou algebras),
que pode ser formalizado por meio de produto tensorial:

Teorema 1.5.9. Sejam L|K uma extensao de corpos e A um espago vetorial (ou dlgebra) sobre K.
Entio A®k L d um espago vetorial (ou dlgebra) sobre L. Ainda, dimp, A = dimx A e se {vg}tacr €
base de A sobre K, entao {vy X 1}aer € base de A®@g L sobre L.

Esse ultimo teorema formaliza a ideia de, quando estamos trabalhando num espago vetorial,
muitas vezes é 1til considerar o mesmo espago sobre um corpo maior (no caso trabalharmos com
espacos vetoriais reais, e considerarmos o espaco sobre os complexos, denomina-se também de com-
plexificac@o). Essa técnica é muito util quando nos deparamos com problemas de diagonalizacéo,
e é muito conveniente utilizd-la em &lgebras, uma vez que muitas propriedades envolvendo o pro-
duto da dlgebra é preservada (ainda, por ambas &dlgebras admitirem “a mesma base”, o produto é
praticamente preservado).

Exemplo: Seja L|K extensdo de corpos. Entdo, como pode ser verificado diretamente, M, (K) @
L~ M,(L). |

81.6 Teoria de Representacoes

Nesta secao, apresentaremos definicoes bésicas de representagoes de grupos e o importantissimo
Teorema de Maschke. A exposigao serd baseada no livro de Serre [35].

A ideia de teoria de representactes é estudar objetos abstratos (grupos, no caso) por meio
de objetos mais conhecidos e palpédveis (matrizes). Para o resto desta secdo, fixe G um grupo
finito. Dado V um espago vetorial, denote por Gl(V) = (automorfismosde V) = {T" : V —
V transformacao linear 1-1 e sobre}.

Defini¢ao 1.6.1. Uma representagao de G em V' é um homomorfismo de grupos p : G — Gl(V). O
grau da representacao é definido como dimV', e denomina-se representacao finita se o grau for finito.
Utilizaremos a notagdo ps := p(s), para cada s € G, e diremos simplesmente “representagdo V” ao
invés de “representagao p : G — G1(V)”. Denomina-se também V de o espago de representacgao
de G.

Exemplo:

1. Considere p : G — GIV), com V qualquer espago vetorial nao nulo, dado por p(s) = I, para
todo s € G, sendo I a matriz identidade. Essa representa¢ao é denominada representacao
trivial.

2. Seja 0 um dngulo racional (isto é, 27” € Q). Entao, a associagao de 0 a rotagao do plano pelo
angulo 6 € uma representagao do grupo Z, (~{0,0,20,--- nf(= 2kn)}) dos angulos mddulo
27. Mais precisamente, a representacao € dada por

cosmbf —senmb
mb
senmf  cosmb

> € GI(V)

em que V € espaco vetorial de dimensdo 2 sobre um corpo K.
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Seja V.= K" e, para cadai =1,--- ,n, definae; = (0,---,0, 1 ,0,---,0) os vetores
i-ésima entrada

canénicos. Considere G = S, o grupo de permutagoes de n elementos. Entdo, existe uma a¢do

natural de G sobre V' dado, nos elementos da base, por

U(ei) = ea(i)vi = 17' ,N,0 € Sn
e estendemos a agdo para V' por linearidade, isto €, o(aje1+ - +anen) = a1€,(1)+  +nCo(n),

a,---,a, € K. Temos o invertivel, com inversa c~' € S,. Entdo, isso gera naturalmente
uma representa¢ao S, — GIK™).

. Mais geralmente, assuma X um conjunto finito e G um grupo que age sobre X, isto €, todo

o € G € uma aplicagao o : X — X tal que:

(a) o(r(x)) = (o7)(x),Yo,7 € G,V € X,
(b) 1(x) =x,Vx € X, sendo 1 € G o elemento neutro.

Note que cada g € G age como permutacdo dos elementos de X, pois gg 'z = g g = x,Vx €

X, e entdo, g: X — X € invertivel. Considere o espago vetorial formal sobre K com base X,
isto €, considere elementos {e, }rcx e tome o espago Vx = {aje,, +-- - +aney, a1, - ,an €
K}, em que denotamos por X = {x1, -+ ,xn}. Temos Vx ~ K", e cada g € G admite uma
agdo em Vx, dada pelos elementos da base por ge.) = eym),9 € G,x € X. Dai, obtemos
representa¢ao G — GI(Vy).

Um caso particular e muito importante do exemplo anterior é o conhecido como representacao
regular. Seja G um grupo. Entdo, os elementos de G agem sobre o proprio grupo G pelo pro-
duto.

Seja Vo o espaco vetorial formal com base {e4}qcc € considere a ag¢do de G sobre Vo dado

POr gen = egn, g, h € G. Entdo, temos naturalmente uma representacdo G — Gl(Vg).

Sejam p1 : G — GL(V1) e p2 : G — GL(V3) duas representagoes. Entio, define-se o produto
tensorial de representagées pi e ps por p1 R pg : G — GL(V1 ®@V3) em que, dados vy @ vy €
VieV,egeG,

(1 ® p2)(9)(v1 @ v2) := (p1(g)(v1)) @ (p2(g)(v2))

O

O espacgo Vi construido no exemplo anterior é muito importante e tem um nome e notacao prépria:

Definigao 1.6.2. Seja G um grupo. A algebra de grupo de G sobre K, denotada por KG, é
o espaco vetorial formal sobre K com base {e4}4eq, com o produto definido na base por ege, =
egh,g,h € G. Muitas vezes, denotaremos os elementos da base pelos elementos do grupo, ou seja,
usamos g 1= e4 € KG.

Representacoes de um grupo G e KG-mddulos estao ligados, e, antes de mostrarmos a conexao,
apresentaremos mais alguns conceitos:

Definigao 1.6.3. Seja p : G — GI(V) uma representagdo. Um subespaco W C V é dito ser uma
subrepresentacao se ps(W) C W,Vs € G, ou seja, se ps(w) € W,Vs € G,Vw € W.
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Note que dados uma representacao p : G — GL(V) e W C V uma subrepresentagio, temos
pslw € GL(W),Vs € G, e dai, p: G — GI(W) é uma representagio.

Exemplo: Seja G um grupo e considere a representacao regular p : G — GUKG). Considere

W = (e), o subespago gerado por e = Z eg. Temos que W € uma subrepresentacao de KG, e se
geG
comporta como a representagdo trivial, pois ps(e) =e,Vs € G. O

Como néo estamos interessados em considerar como diferentes duas representagoes que se com-
portam da mesma forma, mudando apenas a natureza dos objetos e o modo de definir as agoes,
vamos definir formalmente um conceito de equivaléncia entre representagoes:

Defini¢cao 1.6.4. Sejam G grupo e p; : G — GlI(V1) e po : G — Gl(V3) duas representagoes.
Dizemos que p; e py sdo equivalentes (ou isomorfas) se existe T : V4 — V5 isomorfismo tal que
T opi(s) = pa(s) o T,Vs € G. Isso equivale ao seguinte diagrama ser comutativo para todo s € G:

Vi— Wi

| |

Vo— Vs

Informalmente, a transformagao linear T : V3 — V5 associa os elementos de tal forma que a
acao da representacao p; sobre z € V; age da mesma forma que p, age sobre T'(z) € V2. Podemos
“transitar” entre os espagos Vj e V4 (através de T'), e a acdo de p; ou ps (dependendo do espago que
estivermos), terd o mesmo efeito.

Exemplo: A representacdo trivial € isomorfa a representacdao W, do ultimo exemplo. (]

Um importantissimo teorema é o conhecido como Teorema de Maschke.

Teorema 1.6.5. Sejam G um grupo finito e K wm corpo de caracteristica zero ou p > 0 tal que p
nao divide |G|. Sejam p : G — GUV) uma representacdo finita e W C 'V uma subrepresentagao.
Entao, existe Wy C V' uma subrepresentacao tal que V.=W & Wj.

Demonstragdo. Seja W’ um subespaco qualquer de V tal que V. =W & W', e considere a projegio

m: W oW — W. Defina mg = — Z p: ' 7ps, em que g é a quantidade de elementos no grupo G.

seG
Temos 7y projecado, pois (V) C W e se w € W, entdo ps(w) € W,Vs € G, e

1 -1 = 1 w=w
olw) = 2 30 <w<ps(<zj>>> >

e daf ¢ = mp. Ainda, mo(V) = W. Segue que V = W & Kermg, e mostraremos que Kermg é
subrepresentagao de V.

Claro que p; 'mops = mo,Vs € G, e dai, em particular, mop, = ps7o, Vs € G. Dado z € Ker m,
temos o (ps()) = ps(mo(z)) = 0, e dai, ps(x) € Kermg. Segue que ps(Kermy) C Kermg, Vs € G, e
dai Ker my é subrepresentacao, o que conclui o resultado. O]
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Note que p : G — GI(V) é totalmente determinado pelas subrepresentacoes pw : G — GI(W) e
pw, : G — GI(W)y), isto é, existe uma base de V' tal que Vs € G, tem-se as matrizes

= (I 0 ).

[ows ()]
Isso motiva a defini¢do seguinte:

Definigao 1.6.6. Sejam p; : G — Gl(V1) e p2 : G — Gl(V2) duas representacoes. A soma direta
dessas representagoes é a representacao p; @ pa : G — Gl(V] @ ;) dado por

p1 ® pa(s)(v1 +v2) = p1(s)(v1) + p2(s)v2, s € G vy € Vi, 02 € Va.

Defini¢ao 1.6.7. Dada uma representagio p : G — GI(V), dizemos que V é irredutivel se nao
admite subrepresentagoes diferentes de 0 e V.

O teorema de Maschke mostra que toda representagao que admite uma subrepresentacao é a soma
direta de duas representagoes. Podemos dizer ainda mais: dada uma representagao p : G — G1(V),
entdo V é irredutivel ou existe subrepresentacdo W C V, com W nao nulo e diferente de V. Dali,
ou p é irredutivel ou p se escreve como V. =W & W' (estamos abusando e facilitando a notagao).
Podemos repetir o processo para W e W’ (o processo terminard, pois a dimensao de V' ¢ finita, por
hipétese), e concluiremos que V é soma direta de representagoes irredutiveis, isto é:

Corolario 1.6.8. Se |G| < 00 e o corpo base tem caracteristica p tal que p = 0 ou p nao divide |G|
entao toda representacao de grau finito de G € soma direta de representacoes irredutiveis.

Estudaremos mais profundamente a decomposicao de uma representacao com o auxilio do Teo-
rema de Wedderburn-Artin.
Por fim, iremos relacionar K G-médulos com representagoes de G:

Lema 1.6.9. Sejam G grupo e V espaco vetorial sobre K.

(i) Uma representacao p: G — GIV) induz uma estrutura de KG-mddulo em V' (V como espago
vetorial, mais precisamente, (KG, K)-mddulo), dado por:

Z agg | vi= Zagpg(v),v ev.

9€G rge
(i) Um KG-mddulo o esquerda V' (mais precisamente um (KG, K)-bimddulo V') induz uma rep-
resentacdo p : G — GUV), definido por py(v) := gv,Yv € V,¥g € G.

(iii) Seja W C V' subespago vetorial, p : G — GIV) representagdo, e considere V. como KG-
mddulo, de modo que as agoes coincidem (no sentido de (i) ou (ii)). Entao

(a) W € subrepresentacdo de p se e sd se W é (KQG)-submddulo de V,

(b) W € subrepresentacao irredutivel se e sé se W é (KG)-submddulo irredutivel.
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Capitulo 2

Teoria classica de Algebras

Neste capitulo, serao apresentados algumas nogoes da teoria e linguagem classica da dlgebra nao
comutativa (e algumas poucas coisas da dlgebra comutativa e dlgebras de Lie) que serdo importantes
na demonstracao de um dos resultados principais deste trabalho. Este capitulo sera interessantissimo,
pelo fato de que muito da teoria classica da algebra nao comutativa casa bem com a teoria de
identidades polinomiais.

37
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§2.1 Anéis Primitivos

Nesta secao, apresentarei algumas nocoes da teoria classica sobre anéis primitivos. Basicamente,
um anel primitivo é um anel de matrizes M, (D) sobre um anel de divisdo D, ou pode ser um
“subconjunto grande” de “matrizes infinitas” sobre um anel de divisao; os conceitos formais serao
apresentados adiante. Usando-se a linguagem das transformagoes lineares e nao a das matrizes, os
anéis primitivos sdo anéis de operadores lineares em espagos vetoriais (sobre anel de divisao), que
contém muitos operadores. A exposigdo seguird o livro de 1. Herstein (vide [20]).

Apresentarei essencialmente 3 definigbes sobre anéis primitivos:

i. Uma defini¢ao intrinseca e abstrata, mas serd de grande importancia, por ser uma caracter-
izagao indireta.

ii. Definicao de como um anel primitivo pode agir sobre um grupo abeliano: sera importante para
interligar as outras duas nogoes.

iii. Uma definicdo de estrutura (anel de matrizes ou “subconjunto grande” de “anel de matrizes
infinito”).

Esta caracterizacao indireta, unida com a nocao de produto subdireto serd de grande importancia
no estudo e entendimento de PI-dlgebras.

Comecaremos com uma defini¢ao e caracterizagao de ideal primitivo. Mas antes, vale relembrar
a noc¢ao de ideal modular:

Definicao 2.1.1. Seja R um anel. Um ideal /<, R é dito modular se existe x € R tal que ra—a € I
para todo a € R.

Observagao. Vale ressaltar que, se R admite unidade 1, entao todo ideal é modular, pois neste caso,
1€ Rétal que la—a =0 € I, para todo a € R.

Definigao 2.1.2. Sejam R um anel e I <R um ideal bilateral. Dizemos que I é primitivo se existe
M <, R ideal maximal modular tal que I C M e I é o maior ideal bilateral contido em M.

Lema 2.1.3. I < R € primitivo se e somente se existe M <, R mazximal modular tal que vale I =
(M:R):={x€R:Rx CM}.

Demonstrag¢do. Assuma [ primitivo e M <, R maximal modular com I C M, segundo a defini¢ao de
ideal primitivo, e considere J = {x € R: Rx C M}. Claro que J é um ideal bilateral de R, ainda,
seja e € R tal que ea —a € M, para todo a € R. Entao, para todo x € J, temos ax —x € M, e como
ax € M por definigdo de J, segue que = € M, ou seja, J C M, e dai, pela defini¢do de I, segue que
JCI. Dadoz€l,temos Rt CI C M,edaix € J,ouseja, I =J.

Reciprocamente, se M <, R é maximal modular e I = {x € R: Rz C M} e J<aR é tal que
J C M, entao todo = € J é tal que Rz C J C M, ou seja, J C I. Segue que I é o maior ideal
bilateral contido em M, e entdo, I é primitivo. O

Essa defini¢ao tem a vantagem de ser intrinseca do préprio anel.

Exemplo:

1. Se R € comutativo, entdo as nocgoes de ideal o direita e bilateral coincidem, e entao I <R €
primitivo se e s6 se é maximal e modular. Em particular, se R é comutativo e 0< R € primitivo



§2.1. Anéis Primitivos 39

(comutatividade e 0 < R primitivo implicam que R admite unidade, pois 0 serd ideal modular
(serd o maior ideal bilateral contido num ideal maximal modular & direita — mas como R €
comutativo, necessariamente esse ideal mazimal modular serd 0), e deve existir 1 € R tal que
al —a € {0},Ya € R, ou seja, R admite unidade 1), entdo R € corpo.

2. Se R admite unidade e I < R é maximal, entao I é primitivo. Em particular, se R admite
unidade e € simples, entao R € primitivo. Em especial, M, (D), o anel das matrizes n x n com
entradas em um anel de divisao D, € primitivo.

O

Definigao 2.1.4. Seja M um R-médulo. M é dito fiel se para todo r € R, r # 0, existe m € M
tal que mr #£ 0

A seguir, uma defini¢do alternativa para ideal primitivo:

Lema 2.1.5. Sejam R um anel e P <9 R um ideal. Entao P € primitivo se e sé se existe um
(R/P)-mddulo M fiel e irredutivel

Demonstrag¢do. Assuma que M é um (R/P)-mdédulo fiel e irredutivel. Temos que M tem estrutura
de R-médulo irredutivel. Seja m € M, m # 0. Entdo, sendo M irredutivel, m(R/P) = M. Seja
N ={z € R: mx =0}. Temos P C N e N<, R, e ainda, N é maximal, pois o quociente R/N ~ M
é simples, e N é modular, pois chame ¢ : x € R — ma € M o homomorfismo de R-mdédulos e tome
e € R tal que p(e) = m. Dali, para todo r € R, temos ¢(er —r) = p(e)r — p(r) =mr —mr =0, e
dai er —r € N = Kery, ou seja, N é modular. Ainda, dado I <R com I C N, temos MI =mRI C
mI C mN =0, edai I C P, ou seja, P é primitivo.

Reciprocamente, seja N <, R maximal tal que P = (N : R) e considere o R-médulo M := R/N.
Como N é maximal, M é irredutivel, e além disso, MP = 0, e dai M é um (R/P)-médulo. Ainda,
por escolha de P, M é um (R/P)-mdédulo fiel, pois se z € R/P é tal que Mz = 0, entdo Rx C N,
ouseja, v € (N : R) = P. O

A nogéo de ideal primitivo pode ser definida de forma totalmente andloga trocando “direita” por
“esquerda”. Existem exemplos de ideal que é primitivo a direita, mas nao a esquerda. O primeiro
tal exemplo foi encontrado por G. Bergman, vide [6].

Definigao 2.1.6. Seja R um anel. R é dito primitivo se 0 < R for um ideal primitivo.

Exemplo: Se I C R € um ideal primitivo, entéo R/I é um anel primitivo. (I

Teorema 2.1.7. Um anel R € primitivo se e s se existe um R-mddulo M fiel e irredutivel.

Vale ressaltar que se M é um R-mdédulo irredutivel, para um anel R qualquer, entao Homg (M, M)
é um anel de divisao. De fato, dado f € Homp(M, M), tanto Kerf quanto f(M) sdo R-submédulos
de M, e sendo M irredutivel, necessariamente f = 0 ou f é isomorfismo (ou seja, invertivel).
Esta afirmac@o é bem conhecida com Lema de Schur, e é um dos fatos fundamentais na teoria das
representacoes de grupos, bem como em outras dreas da matematica.

Seja D = Hompg(M, M). Entao, podemos considerar M como um D-mddulo & esquerda (podemos
fazer isso, independente de M ser irredutivel ou ndo como R-mddulo). No caso de D ser anel de
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divisao, M é nada mais nada menos que um D-espaco vetorial, e boa parte da teoria da algebra linear
sobre corpos é vélida aqui (para mais detalhes, ver o livro de Van der Waerden [36]). Ainda, por
defini¢do de Homp (M, M), temos que M tem estrutura de (D, R)-bimédulo, pois (dm)r = d(mr),
para todo d € D,m € M,r € R, e segue disso que cada r € R age como transformagao linear do
D-espago vetorial M. Segue que existe R — Homp (M, M) natural. No caso especifico em que M é
R-médulo fiel, temos inclusao 1-1, isto é R C Homp (M, M).

O préximo teorema serd uma caracterizacao de grande importancia de anéis primitivos:

Teorema 2.1.8 (Densidade). Sejam R um anel primitivo, M um R-mddulo fiel e irredutivel e
D = Homg(M,M). Considere M como um D-mddulo ¢ esquerda e seja E = Homp(M,M).
Entao, para cada G C M D-submddulo finitamente gerado e para todo e € E, existe r € R tal que
G(e—r)=0.

Demonstragao. Fixe e € E. Provaremos por indugao em n = dimpG que:
1. existe r € R tal que G(e—7) =0
2. Anny (Anng(G)) =G

Se n = 0 entdo o resultado vale trivialmente. Assuma entdo que o resultado vale para um D-
subespago G, ou seja, existe r € R tal que G(e —r) =0, e seja a € M \ G.

Assuma que existe ' € R que satisfaz (G + Da)(r’ — e) = 0. Entao, escrevendo r’ = r + s, para
algum s € R (mais precisamente s = r’ — r), isso equivale a

(G+ Da)(r —e) = (G+ Da)s = Gs + Das
—_——
Da(r—e)
dai, basta encontrar s € Anng(G) tal que as = a(r — e). Para isso, basta mostrar que aAnng(G) =
M. Se aAnng(G) # 0, entdo, sendo aAnng(G) R-submédulo do R-médulo irredutivel M, segue
que aAnng(G) = M e vale. Se aAnng(G) = 0, entdo a € Anny(Anng(G)) = G (por hipStese de
indugao 2), absurdo. Isso prova que G + Da satisfaz 1.

Temos Anng(G+Da) = Anng(G)NAnng(a). Sejam V = G+Dae W = Anny (Anng(G+ Da)).
Claro que V.C W. Dado b € W considere o homomorfismo de R-médulos ¢ : az € aAnng(G) —
bxr € bAnngp(G). Se bAnng(G) = 0, entdao b € G C V e vale. Se nao, temos bAnng(G) ~
aAnng(G) ~ M, e dal, ¢ € D, e entdo, existe d € D tal que ¢(x) = dz,Vx € M. Como para todo
s € Anng(G) temos bs = ¢(as) = das, segue que (b—da)s = 0, ou seja, da—b € Annp(Anng(G)) =
G,edai, be G+ Da =V, e isso prova 2. O

Corolario 2.1.9. Seja R um anel primitivo. Entdao existe D anel de divisdo tal que uma, e somente
uma, 0corre:

1. Existe n € N tal que R ~ M, (D).
2. Para todo k € N, existe subanel S C R tal que S ~ My(D).

Demonstragdo. Utilizando a mesma notagdo: M o R-mdédulo fiel e irredutivel e D = Hompg (M, M)
(anel de divisao), seja n = dimpM. Se n < oo, entdo Homp(M, M) ~ M, (D). Dai, pelo Teorema
da Densidade, necessariamente R = Homp (M, M) ~ M, (D).

Se n = oo, para cada k € N, considere ey, - ,e; D-linearmente independentes e seja G =
Dey + -+ + Dey. Entao, considerando R C Homp(M, M) e tomando as aplicagdes r € R tal que
Gr C G, ou seja, S := {r € R: r“ € "Homp(G,G)}, temos S subanel de R e, pelo Teorema da
Densidade, S = Homp (G, G) ~ My(D). O
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Nota. A volta desse 1iltimo teorema vale, isto é, sejam M um espago vetorial sobre um anel de
divisdo D, E = Homp(M, M) o anel de endomorfismos de M e R C E um anel que satisfaz a
seguinte propriedade: para todo D-subespaco de dimensao finita G C M e para cada e € E, existe
r € R tal que G(e — d) = 0 (um tal anel é dito ser “denso sobre um anel de endomorfismos de
um espago vetorial”). Entdo R é primitivo. De fato, para demonstrar isso, basta mostrar que M é
um R-mddulo fiel e irredutivel. Como R C F, segue direto que M é um R-mddulo e é fiel. Ainda,
fixando m € M, e para cada x € M, existe e € E tal que me = x, e dai, tomando o subespago
G = Dm+ Dx, temos que existe r € R tal que mr = z. Segue que mR = M, ou seja, M é R-médulo
irredutivel, e portanto, R é primitivo.

Este 1ltimo corolario mostra que anéis primitivos sao anéis de matrizes, ou contém todos os anéis
de matrizes, e esta caracterizagao serd de grande importancia nos estudos de PI-dlgebras.

A razao do nome “Teorema da densidade” se deve ao fato de poder definir uma topologia em
E (E = Homp(M,M)), em que R serd denso em FE, e nao serd apresentado em detalhes aqui
(brevemente: considere o conjunto MM = {f : M — M funcio}, e tome a topologia discreta em
M, a topologia produto em MM e a topologia induzida em E C MM . Neste caso, dado e € E,
uma vizinhanga bésica de e é da forma V(ay, - ,am) ={f € E:a1f =a1e, -+ ,amf = ame}, com
meNeay, - ,a, € M. O Teorema da densidade diz que R serd denso em E com esta topologia,
pois toda vizinhanga bésica contém pelo menos um elemento de R.)

§2.2 Radical de Jacobson e Produto Subdireto

Nesta secao apresentaremos duas ferramentas muito tteis na algebra nao-comutativa e que, unidas
ao Teorema da Densidade, obtemos uma técnica muito forte no estudo de PI-algebras.

Definicao 2.2.1. Seja R um anel. Define-se o radical de Jacobson de R por

JR:= () P

P<R primitivo
Definigao 2.2.2. Denomina-se R semiprimitivo se J(R) = 0.

Lema 2.2.3. Seja R anel. Entio R/J(R) € semiprimitivo. Ainda, se I <R € tal que R/I €
semiprimitivo, entdo J(R) C 1.

Para tornar o texto completo e para refinar a intuicao algébrica por tras desta definicao, apre-
sentarei varias equivaléncias para o Radical de Jacobson (que serdo tteis em algumas caracterizagoes
mais precisas do radical). Em alguns casos especificos, uma caracterizacao pode ser mais facil de
calcular que as demais, mas, em geral, é dificil obter explicitamente o radical.

Diferente da nocao de ideal e anel primitivo, a no¢ao de semiprimitividade e o conceito de radical
de Jacobson nao dependem do lado, isto é, se invertermos a nocao de ideal primitivo a direita
(trocando direita para esquerda) para “ideal primitivo & esquerda”, e redefinirmos o radical de
Jacobson como a interseccao dos ideais primitivos a esquerda, entao, concluiremos que em ambos os
casos o radical coincide, e esse fato serd obtido a partir das caracterizagoes do J(R).

Lema 2.2.4. J(R) = ({M <, R mazimal modular} (cf. Definicio 2.1.1).

Demonstragio. Seja J' = (\{M <, R maximal modular}. Como todo ideal primitivo estd contido
em um ideal maximal modular, segue que J(R) C J'.
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Reciprocamente, seja P < R primitivo e M <, R o ideal maximal modular tal que P = (M : R).

Temos
P= ﬂ {x € R:mz =0}
mER/M
de fato, sendo P’ = (| {z € R:mz =0}, é claro que P C P’. Dado r € P’, temos que Rr C M,
mER/M

ou seja, r € (M : R) = P. Ainda, N,, := {x € R : mz = 0} é todo o anel R ou é modular maximal
(mesmo argumento na demonstracdo do Lema 2.1.5), e dai, P é interseccao de ideais modulares
maximais & direita, e o resultado segue. O

A seguir, apresentarei algumas caracterizagoes do radical envolvendo mais explicitamente os elemen-
tos do anel:

Lema 2.2.5. Seja R um anel com unidade 1. Entdo
J(R)={r € R:1—rs € invertivel a direita, para todo s € R}.

Demonstragao. Provarei que valem as seguintes equivaléncias (lembre-se que, como R admite unidade,
as nogoes de ideal e ideal modular coincidem):

(i) re J(R),

(ii) rs € M, para todo M <, R maximal e para todo s € R,
(iii) 1 —rs ¢ M, para todo M <, R maximal e para todo s € R,
(iv) 1 —rs é invertivel pela direita.

(1) = (i1): Por J(R) ser ideal.

(ii) = (7): Pois 1 € R, e dai, em particular, r1 = r € M, para todo M <, R maximal.

(#9) = (4i1): Se 1 —rs € M, para algum M <, R maximal, entdo 1 € M, absurdo.

(#41) = (i1): Assuma que rs ¢ M para algum M <, R maximal. Entdo, rsR+ M = R, ou seja,
lersR+ M,edai, 1 —rse M.

(#i1) <= (w): (1 —rs)R nao estd contido em nenhum ideal maximal se e s6 se (1 —rs)R = R,
logo, vale a equivaléncia. O

Lema 2.2.6. Seja R um anel com unidade 1. Entao J(R) é o maior ideal tal que todo r € J(R) €
tal que 1 — r € invertivel.

Demonstracio. Seja r € J(R) e 1 — s a inversa pela direita de 1 — r. Basta mostrar que 1 — s é
invertivel pela direita, pois, sendo x sua inversa pela direita, temos

1-91-r=0Q-s)1-r1=9)z=01-s)z=1

e entao, a inversa pela direita de 1 — s é 1 — r e valerd a afirmacao.

Note que temos 1 = (1 —7r)(1 —s) =1—r—s+rs,edal, s=rs—r € J(R), eentdo 1 — s é
invertivel pela direita.

Agora, seja I <R um ideal tal que todo x € I satisfaz 1 — x invertivel. Dado x € I, temos zr € I,
para todo r € R, e 1 — zr é invertivel pela direita, e entdo, € I. Segue que I C J(R), e J(R) é o
maior ideal com essa propriedade. O

Exatamente o mesmo argumento prova que:
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Corolario 2.2.7. Seja R um anel com unidade 1. Entdo J(R) é o maior ideal & direita tal que todo
r € J(R) € tal que 1 — r € invertivel.

Corolério 2.2.8. J(R) =({M <« R mazimal} = ({P <R : P primitivo & esquerda}

O ultimo corolario segue pelo fato do lema 2.2.6 caracterizar o radical de forma simétrica, inde-
pendente do lado.

Podemos repetir essas caracterizagoes para anéis sem unidade da seguinte maneira: se 1 € R e
r,s € R sdo tais que (1 —r)(1 —s) =1, entdo 1 =1—1r — s+ rs, ou seja, r + s — rs = 0. Definindo
o produto ® em R dado por r ® s := 71+ s — rs, temos que ® satisfaz:

L (reos)ot=ro(set),vr,s,te R
. r©0=00r=r,vreR

e dai, (R,®) é um semigrupo, com 0 € R sendo a identidade. Dado r € R, se existir s € R tal que
r®s =0, entdo s é um inverso a direita de r em (R, ®). Assim, obtemos a seguinte caracterizacao
de J(R):

Lema 2.2.9. Seja R um anel (com ou sem unidade). Entao
(i) J(R) = {r € R: rs tem inversa & direita em (R,®),Vs € R}
(i) J(R) € o maior ideal & direita tal que todos os elementos de J(R) sdo inversiveis em (R, ®)

Demonstragao. Para cada r € R, e considerando o ideal (com notacdo sugestiva, mesmo R nao
necessariamente tendo unidade) (1 — )R := {& — ra : € R}, as demonstragoes seguem de forma
andloga no caso de R ter unidade. O

A seguir, apresentarei a definicdo de produto subdireto:

Definigao 2.2.10. Seja R um anel. Dizemos que R é o produto subdireto de uma familia de anéis
{Ra}acr se existe subanel S C [[ Ry, com R~ S e my(S) = Ro,Ya € I, sendo o, : [[ Rg — Ra
acl pel
a projecao canoénica. Denota-se por R = [] SRa.
acl

Uma caracterizacao muito util para produto subdireto é a seguinte:

Teorema 2.2.11. Sejam R anel e {Ry}acr familia de anéis. Entio R = ]| SRa se e 80 se existe
acl
familia {I,}acr de ideais bilaterais de R tal que (e la =0 e R/Io ~ R, Va € 1.

Demonstragio. Se R = [] °Ra, considere I, = Ker(my|r) (realizando as devidas identificades
para termos R C [] Ra)a.e'lfemos NI, =0e R, ~ R/I,,Ya € I: o primeiro pelo fato da inclusao
R < [] Ra ser l—aleé o segundo pelo Teorema do Isomorfismo.

Reogll)rocamente, considere R, = R/I,(~ R,) e tome a aplicagdo canénica ¢ : R — [] R.,. Por
construcao, m,(¢(R)) = Ry e dado x € R, p(x) = 0 se e s6 se my(¢(x)) =0,Va € I, ou Oségjla, se e s0
sex € Ip,Va € I, ou seja, se e s se # € NIy = 0. Dai R — [[ R, ¢ 1-1 e R= [] °Ra. O

acl acl
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Esta definicao, a primeira vista, parece ndo depender muito da estrutura do anel R, e aparenta ser
algo distante do anel, carregando poucas informagoes. Isso de fato ocorre, e podemos ter diferentes
anéis, em que ambos sao produto subdireto da mesma familia de anéis.

Exemplo:

1. Seja {Ru}acr familia de anéis. Entao [| Ra € @ Ra sdo produtos subdiretos de {Rq}acr,

acl acl
e se S C [] Ra € produto subdireto dessa familia, entao, para um subconjunto J C I, temos
acl
que S+ > Rg e S+ [] Rp sdo produtos subdiretos de {Rq}acr-
BelJ BelJ

2. Em particular, se A= {f :R — R fun¢io} e B =R, entdo A e B sio o produto subdireto de
{Ry}uer, em que R, = R.

3. EmZ, temos 0= [\ pZ, edai,Z= 1]] SZ/pZ é o produto subdireto de corpos.

p primo p primo

4. Seja R um anel semiprimitivo. FEntdo N P = 0, e dai, R é produto subdireto de
P primitivo
anéis primitivos. Reciprocamente, se R € produto subdireto de anéis primitivos, entao R €
semiprimitivo.

O

Um dos fatos que torna produto subdireto importantissimo na teoria de PI-algebras é o fato de
preservar identidades, isto é, a seguinte observagao:

Teorema 2.2.12. Sejam A dlgebra sobre um corpo K, {Aa}tacr familia de dlgebras sobre o mesmo

corpo K, de modo que A= [[°Aa e f(z1, - ,2m) € K(X). Entio f ¢é identidade polinomial de
acl
A se e s6 se [ € identidade polinomial de A, para todo o € 1.

Demonstragao. Assuma f identidade de A. Entao, dados o € [ e a1, -+ ,a, € A,, existem
b1, - ,bm € A tais que 7o (b;) = a;,i =1,--- ,m, e daf

flar, - am) = f(ma(b1), -, Ta(bm)) = maf(b1, ..., bn) = 0.
Reciprocamente, dados aq, -+ ,a,, € A, temos que 7wy f(a1,...,am) = f(na(a1), -, ma(am)) = 0,
para todo «a € I, e isso é o mesmo que f(ay, -+ ,ay,) =0. O

Exemplo: Seja A uma dlgebra sobre um corpo K que satisfaz uma identidade polinomial ndo
satisfeita por Mo (K), e assuma que A é produto subdireto de dlgebras matriciais sobre K. Entao A é
comutativa. De fato, as dlgebras matriciais M, (K) devem necessariamente satisfazer n =1, e entao,
serdo corpos. Logo todos serdo comutativos, o que implicard em A comutativo (em outras palavras,

todos satisfazem [x,y] = 0 e entdo, A deve satisfazer essa identidade). De fato, se existir uma
dlgebra matricial M, (K), com n > 1, entdo, em particular, Ms(K) C M,(K), o que é contradigdo,
pois implicard que My(K) satisfaz todas as identidades de A. ([

Como veremos adiante, a mesma afirmacao vale para um caso mais geral.
Finalizaremos com algumas consideracoes sobre o Radical de Jacobson: todas as defini¢bes e
resultados apresentados nesta secao e na anterior foram feitos para anéis, mas poderiamos construir
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os analogos para algebras (exigindo que todas as estruturas envolvidas nas defini¢bes sejam sube-
spagos vetoriais). Toda essa teoria poderia ser feita, sem maiores problemas, para dlgebras sobre
anéis comutativos com unidade, e isso incluiria os casos de anéis e algebras sobre corpos. Como ja
foi discutido, dada uma &dlgebra A, nem todo ideal de A, com A considerada como anel, serd ideal
de A como algebra. Isso implica, em particular, que néo necessariamente o radical de A, vista como
anel, ird coincidir com o radical de A, vista como dlgebra. Para o caso de trabalharmos com &lgebras
sobre corpos, os radicais coincidem:

Lema 2.2.13. Sejam A uma dlgebra sobre um corpo K e I C A um ideal modular mazimal de A,
com A wvista como anel. Entao I € um ideal modular mazimal de A, com A wvista como dlgebra.

Demonstra¢ao. Basta mostrar que ol C I, para cada a € K, e entao, seguird que I é ideal de
A como &lgebra, e como trivialmente cada ideal de A como &dlgebra necessariamente é ideal de A
como anel, segue que I automaticamente serd ideal maximal de A (como dlgebra), e I j& é suposto
modular (e continuard sendo modular).

Seja e € A tal que e — ea € I,Va € A. Note que, para cada o € K, temos ol um ideal & direita
de A (como anel). Se existir a € K tal que af € I, entdo, em particular, ol + I = A, uma vez que
I é maximal em A. Dai, existem a,b € I tais que e = aa + b.

Por um lado, temos e = aae + be = a(ae) + be € I, e por outro lado, por propriedade de e,
temos e — €2 € I, o que implica e € I, e entdo I = A, contradicdo. Segue que al C I para todo
a € K, e entao, pelos comentarios iniciais, segue que I é ideal maximal modular de A, com A vista
como algebra. O

Com isso, obtemos imediatamente o seguinte resultado:

Teorema 2.2.14. Sejam A uma dlgebra sobre um corpo K e I C A um subconjunto ndo vazio.
Entao I € um ideal mazximal modular de A como anel se e sé se I € ideal mazimal modular de A
como dlgebra.

Demonstracao. O lema 2.2.13 anterior mostra que se I é maximal modular como anel, entao I é
ideal maximal modular como &lgebra. Reciprocamente, se I é ideal maximal modular como algebra,
entdo, pelo lema de Zorn, existe um ideal de A (como anel) maximal modular I’ com I C I, e,
novamente pelo lema 2.2.13, temos I’ ideal de A como &lgebra, e entdo, por maximalidade de I,
segue que I = I, e em particular, I é ideal maximal modular de A como anel. O

Como consequéncia, obtemos que, se A é uma édlgebra sobre um corpo K, entdo o radical J(A)
¢é independente se considerarmos A como anel ou como dlgebra. Ainda mais, temos que J(A) é
necessariamente subespaco vetorial, e valem todas as relagoes envolvendo elementos do anel (J(A)
é o maior ideal de A (ideal como anel ou como subespago vetorial) tal que todo elemento em J(A)
admite inversa & direita em (A4, ®)).

§2.3 Anéis de Divisao

Nesta segao, serao apresentados alguns resultados sobre anéis de divisao que serao uteis para estudar
identidades polinomiais. Neste trabalho, nao serd apresentado um estudo aprofundado sobre o
assunto. Um exemplo de aplicacao: dada uma PI-algebra semiprimitiva, ela é um produto subdireto
de dlgebras primitivas e de matrizes M, (D), com D anel de divisdo. Mas, em que condigdes, podemos
dizer que D é um corpo?
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Comegaremos com um teorema, para fins de motivagao, mas antes vale notar que, dado um anel
de divisdo D, seu centro Z = Z(D) = {z € D : d = dz,Vd € D} é um corpo, e dado qualquer
d € D, a extensao de anéis de divisdo Z(d) também é um corpo.

Teorema 2.3.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado e D um anel de divisao com K C Z (D)
e dimgD < oco. Entao D = K.

Demonstragdo. Seja d € D. Entdo, existe n € N tal que {1,d,d?,--- ,d"} forma um conjunto
linearmente dependente, e entao, existem ag, oy, -, @, € K nao todos nulos tais que ag + a1d +
o+ apd® =0. Seja p(zr) =g+ a1z + - + a,z™. Temos K(d) um corpo e p(d) = 0, ou seja, d é
algébrico sobre K, e sendo K algebricamente fechado, segue que d € K. Dai D = K. O

Uma questao interessante é: dado um anel de divisdo que nao é corpo D, Z = Z(D) e um fecho
algébrico Z de Z, qual a estrutura de D := D ®z Z? Como D # Z (pois dimzD = dimzD > 1) e
7 C Z(D), segue que D deixa de ser um anel de divisio. Como serd mostrado adiante, em alguns
casos, D = Mn(Z); e no caso mais geral, existe um corpo K, com Z C K C D, tal que D @z K é
primitivo. Mas, antes de demonstrar isso, sera necessario introduzir a linguagem basica de algebras
centrais e simples.

Definigao 2.3.2. Seja A uma algebra sobre K.
i. Dizemos que A é simples se os tnicos ideais bilaterais de A sao 0 e A, e A% # 0.
ii. Dizemos que A é central se Z(A) ~ K.

Lema 2.3.3. Sejam A dlgebra central e simples e B dlgebra simples com K C Z(B). Entio AQk B
€ dlgebra simples.

Demonstragao. Seja I <A ®g B ideal nao nulo. Para cada u € I, defina

I(w) ::min{nGN:Elal Rby, 0, b, € ARk B, by, ,b, Li., comu:Zai@)bl}
i=1

Sejam m = min{l(u) : u € I,u # 0} e u € I tal que I(u) = m. Provaremos que m = 1. Para cada
s,t €A, temos I 3 (s@Du(t®1) = (sa1t) @by + - - - + (sant) ® by,. Sejam s,t € A tais que sat =1
(existem, pois Aa; A = A, pois A é simples). Entéo, denominando v = (s ® 1)u(t ® 1), segue que
v=1®b +a,®by+---+a,b,. Paracadaa € A, temos I 3 [a®1,v] = (a® 1)v —v(a® 1),
mas, I[([a ® 1,v]) < (v) < I(u) = m, e entdo, necessariamente [a ® 1,v] = 0, e dai, como

0=la®1,v]=a,1]®@b; + [a,a5] @by + -+ + [a,a,] @b,

e sendo a € A arbitrédrio e by, - - , b, linearmente independentes, temos aj, -+ ,a, € Z(A) = K, e
entdo, podemos escrever v = 1 ® b (tomando b = by + abbs + - - - + al,b,, mas ndo é relevante isso).
Segue que m = 1.

Temos que, para todo ¢,d € B, I o (1® c)v(l1®d) =1 & (c¢bd), e tomando ¢,d € B tais que
cbd = 1 (existem, pois B é simples, e dai BbB = B), segue que I 3 1® 1, e dai I = A®x B. O

Definicao 2.3.4. Sejam R anel e S C R um subconjunto. Define-se o centralizador de S em R
por Cr(S)={re€ R:rs=sr¥s e S}.

Lema 2.3.5. Cg(S) € subanel de R. Ainda, se R é anel de divisio, Cr(S) também serd anel de
divisdo.
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Observagdo. Seja M um R-médulo e considere E = Hom (M, +) o anel de endomorfismos de grupos
do grupo abeliano M. Entdo Homg(M,M) = Cg(R). De fato, e € Homg(M, M) se e s6 se
(em)r = e(mr),Ym € M,Vr € R, ou seja, se e s6 se e € Cg(R).

Definicao 2.3.6. Seja D um anel de divisao e Z = Z(D). Um subcorpo maximal de D é um
corpo K talque Z C K C Dese L C D é um corpo com K C L, entao L = K.

Observagao. 1. Pelo Lema de Zorn, sempre existe subcorpo maximal de um anel de divisao.

2. Se D nao é corpo, Z e K nunca coincidem. De fato, isso segue da observacao que, para todo
de D, Z C Z(d) é um corpo.

Lema 2.3.7. Sejam D anel de divisio, Z = Z(D) e K C D corpo. Entdo K € subcorpo mazimal
se e sd se Cp(K) = K.

Demonstrag¢do. Assuma K subcorpo maximal. Dado x € Cp(K), temos a extensao K(z) corpo,
mas, sendo K maximal, temos z € K, ou seja, Cp(K) C K. E claro que K € Cp(K) e dai, vale a
igualdade.

Reciprocamente, assuma Cp(K) = K. Dado L C D corpo, com K C L, temos L C Cp(K) = K,
e dai, L = K e entao K é subcorpo maximal de D. O

Observagdo. Note que sempre Z C Cp(K) = K.

Com isso, podemos demonstrar o resultado principal desta secao:

Teorema 2.3.8. Sejam D anel de divisao, Z = Z(D) e K C D subcorpo mazimal. Entéo D@z K €
anel denso no anel de transformacaoes lineares do espago vetorial D sobre K (c.f. nota apds Coroldrio

2.1.9).

Demonstragdo. Sejam E = Hom(D,+), D, ={T,:2 € D+ axa€ Dla€ D}, K, ={Ly:x € D
kre Dke K}, Dy={L,:x € D~ ax € Dja € D} e A = Cg(D,K)).

Considere o subanel D, K; C E, gerado pelos produtos T, Ly, com T, € D,, L; € K;. Note que,
como os elementos de D, comutam com os elementos de Kj, segue que D, K; = {> T,Ly : T, €
D,,L; € K;}.

Passo 1: D é um D, K;-médulo fiel e irredutivel.

Como D é anel de divisao, para todo d € D,d # 0, dD,. = D, e ainda, para todo T, Ly, € D, K;\ {0},
temos DT, Ly # 0 (por exemplo, 1T, Ly # 0). Dai D é D, K;-médulo fiel e irredutivel. Em particular,
A= CE(DTKl) = HomDTKL(D).

Passo 2: A=K, ~ K.

E claro que K; C A. Ainda, como em particular A C C(D,), temos que Vo € A, oT, = T,p,Va € D,
e em particular, sendo b = 1y, temos ap = lap = 1T,p = 19T, = b1, = ba, para todo a € D, ou
seja, ¢ = Ly, e dai, ¢ € D;. Em particular, como A C D; C Cg(K;), temos A C K, pelo lema
2.3.7.

Com isso, temos que D, K; é subanel do anel de endomorfismos do K-espago vetorial D.

Por fim, defina ¢ : D ® ; K — D, K, tal que ¢(a ® k) = T, L. Temos ¢ sobrejetor, e, como D
é algebra central e simples sobre Z e K é central com unidade, segue que D ®7 K é simples (pelo
lema 2.3.3). Daf ¢ é isomorfismo, pois Ker¢ = 0.

Segue que D ®yz K é anel denso no anel de transformacoes lineares do K-espago vetorial D, pelo
Teorema da Densidade. O
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Corolario 2.3.9. Sejam Z C K C D, com D anel de divisao, Z = Z(D) e K C D subcorpo
mazximal. Entdo, se dimgD < oo, K ®z D ~ M, (K), em que n?> = dimzD (ou, equivalentemente,
n = dimgD).

Como veremos, com auxilio desse importantissimo teorema e auxilio de alguma técnicas, poder-
emos “transformar” anéis de divisao em algebra de matrizes sobre corpos, e em geral, essa técnica
serd muito conveniente e 1til ao se trabalhar com PI-dlgebras.

§2.4 Radical de Jacobson (2)

Seja A uma algebra sobre um corpo K e considere a dlgebra A* = K -1® A, obtida adicionando uma
unidade a A. O objetivo desta sec¢@o serd unicamente mostrar um resultado muito 1til: os radicais
de Jacobson das duas édlgebras coincidem, ou seja, J(A*) = J(A).

Para isso, vale relembrar a operacio ©® definida em um anel (ou em uma dlgebra) dada por
r@y:=x+y—ay, comz,y € A e® éuma operacio associativa com identidade 0. Utilizaremos
a teoria desenvolvida para o Radical de Jacobson, considerando anéis nao necessariamente com
unidade, mais especificamente, a seguinte caracterizacao: J(A) é o maior ideal tal que todo x € J(A)
possui inverso em (A, ®), ou seja, existe y € A (na verdade y € J(A)) tal que x ®y = 0. Em
particular, se I é um ideal tal que todo = € I possui inverso em (A,®), entao I C J(A) (c.f.
Teorema 2.3.7).

Lema 2.4.1. Sejam A uma dlgebra e I C A um ideal nil. Entao I C J(A).

Demonstragdo. Sejax € I. Entdo 2™ = 0, para algum n € N, e daf, tomandoy = —z—2%—---—2""1,
obtemos

rOy=a+(—r—a?—  —2" YN —a(-x—-2— . —2" ) =0
e dai, todo = € I tem inverso em (A, ®), e entdao, I C J(A). O

Um resultado muito util que serd utilizado ao explorar as propriedades do radical é o seguinte:

Lema 2.4.2. Sejam A, B dlgebras e f : A — B epimorfismo de dlgebras. Entao f(J(A)) C J(B).
Em particular, se B € semiprimitivo, entao J(A) C Kerf.

Demonstra¢do. Nestas hip6teses, f(J(A)) é um ideal em B, e todo y € f(J(A)) tem inverso em
(B,®). De fato, escreva y = f(x). Entdo, como z € J(A), existe z € A tal que © ® z = 0, e dai,

f@) o f(z) = f(x) + f(2) = f(2)f(2) = f(x © 2) = 0. Segue que f(J(A)) C J(B). N

Exemplo:

1. Nem sempre um epimorfismo de anéis f : R — S satisfaz f(J(A)) = J(S). Um exemplo
simples € o sequinte: sejam R =7 (semiprimitivo, pois a intersec¢ao dos ideais maximais, que
coincidem com os ideais gerados por nimeros primos, ¢ 0) e S = Z/p"Z, sendo p € Z primo
en € Z. Entao, o ideal pS C S € nilpotente, e entao, pS C J(S), e dai J(S) # 0. A projecao
candnica m: R — S € sobre, mas, certamente w(J(R)) =0 # J(S).

2. Se f: R — S é um isomorfismo, entao f(J(R)) = J(S), devido a esse lema. De fato,
F(J(R)) € J(S), e por outro lado, f=*(J(S)) C J(R), o que implica J(S) C f(J(R)). Dai
FU(R)) = J(S).
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Lema 2.4.3. Sejam A dlgebra semiprimitiva e I <, A. Entao J(I) ={x € I : 2l = 0}.

Demonstrag¢io. Chame J' = {x € I : I = 0}. Temos J(I)I ideal em A, e todo elemento de

J(I)I c J(I) tem inverso em (A, ®), e dai J(I)I C J(A) = 0. Segue que J(I) C J'.
Reciprocamente, J> C J'I = 0, e daf J’ é nil como ideal de I, e entdo, J' C J(I) e vale a

igualdade. O

Teorema 2.4.4. Sejam A dlgebra e I < A. Entao J(I) = J(A)NI.

Demonstra¢do. Assuma A semiprimitivo. Entdo J(I) = {x € I : I = 0} é um ideal bilateral de A,
e todo z € J(I) tem inverso em (A4, ®), ou seja, J(I) C J(A) =0, e entao, vale o resultado.

Para o caso geral, considere I’ := (I + J(A))/J(A). Temos I’ ideal de A/J(A), e A/J(A) é
semiprimitivo, o que implica J(I’) = 0. Mas dai, I/(I N J(A)) ~ I’ é semiprimitivo, e considerando
a projecao canénica m: I — I /(I NJ(A)), pelo lema 2.4.2, J(I) C Kermr = I N J(A).

Reciprocamente, I N J(A) é um ideal em I tal que todo elemento admite inverso em (4,®) (e
entao, seu inverso estd em I NJ(A), ou seja, admite inverso em (I, ®)), e segue que INJ(A) C J(I),
e isso prova a igualdade. O

Este teorema diz que o radical de Jacobson é hereditario. Na teoria geral de radicais em algebras
tal condicdo assume-se como parte da definigdo de radical (no sentido geral).
Exemplo: FEsse dltimo resultado nao vale se considerarmos subdlgebra, ao invés de ideal. De
fato, seja R = M, (D), anel de matrizes sobre um anel de divisio D. Como R € primitivo, temos
J(R) =0. Mas, S =UT,(D) = (matrizes triangulares superiores) C R é uma subdlgebra, e

0 *
I:= cS
0 0
é um ideal de S e é nil, e portanto, I C J(S). Dai J(S)#0, e J(S) £ SNJ(R)=0. O

Coroldrio 2.4.5. Seja A uma dlgebra. Entao J(A*) = J(A), sendo A* = K-1® A a dlgebra obtida
adicionando 1 a A.

Demonstracdo. Temos A um ideal de A*. Dai J(A) = AN J(A*), ou seja, J(A) C J(A*). Recip-
rocamente, como A*/A ~ K é semiprimitivo, considerando a proje¢ao canénica 7 : A* — A*/A,
temos J(A*) C Kerm = A, pelo lema 2.4.2. Sendo J(A*) ideal de A*, e como J(A*) C A, segue que
J(A*) ¢é ideal de A, e todo = € J(A*) admite inverso em (A*,®), e seu inverso estd em J(A*) C A.
Dai J(A*) C J(A), e isso prova a igualdade. O

§2.5 Notas em Algebra Comutativa
Nesta secao, serao apresentadas nocoes basicas de alguns tépicos da algebra comutativa: grau de

transcendéncia e especializacao.
Comegcaremos com uma defini¢do basica:
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Definigao 2.5.1. Sejam K e L anéis com K C L e aj, - ,a, € L. Dizemos que ay,--- ,a, sao
algebricamente independentes em K se para todo polinémio f € Klxz1, -+ ,xy], f # 0, tem-se
f(a/17"' 7an) #O
Observagdo. (1) ay,--- ,a, € L sdo algebricamente independentes em K se e s6 se (ver notacao
abaixo) Klay, -+ ,a,] ~ K[z1, -, 2], 0 anel de polindmios em n varidveis com coeficientes
em K.
(ii) Se n = 1, dizemos simplesmente que a; é transcendente em K (comparar com a definigdo
3.1.1).
Notagao: Dados K e L corpos, com K C L, e ay,--- ,a, € L, denota-se por:
(i) Klai,- -+ ,an] o menor subanel de L que contém K e a1, ,ay,.
(i) K(a1,---,a,) o menor subcorpo de L que contém K e aq,--- ,a,. Note que K(a1, -+ ,ap) é
o corpo de fragoes de Klay, - ,an].

Defini¢ao 2.5.2. Sejam K e L corpos, com K C L e L finitamente gerado (como dlgebra) sobre
K. Um subconjunto {y1,- - ,yn} C L é dito ser base de transcendéncia de L sobre K se

(i) v1, - ,Yyn s@o algebricamente independentes,
(ii) LIK(y1,--- ,yn) é extensao algébrica.

Provaremos que sempre existe uma base de transcendéncia, para uma extensao finita de corpos:

Lema 2.5.3. Sejam L|K extensdo de corpos, yi,- -+ ,yn € L algebricamente independentes sobre K
ew € L. Entdao, w € algébrico sobre K(y1,--- ,yn) se e s6 se {y1, -+ ,yn,w} ndo € algebricamente
independente.
Demonstragao. Assuma w algébrico sobre K(y1,- -+ ,y,). Entao, existem

fO(yl:"' ayn)7.'. , fm(ylv 7y7l) e K(yla 7yn)

go(y1,- . Yn) Im (Y1, Yn)

com fo(y1, - ,yn) # 0, tais que

wm (fm(ylv 7yn)) 4o dw (fl(ylv"' 7yn)> + fo(ylv"' ayn) =0
Gm (Y1, 2 Yn) 91(y1s- 2 Yn) 9oy, s Yn)

daif, multiplicando por go(y1,- - ,¥Un) - gm (Y1, - ,Yn), obtemos que {y1,--- ,yn,w} é algebrica-
mente dependente.

Reciprocamente, existe um polinémio F(zy, -+ ,z,,2) € K[x1, -+ , @y, 2], F # 0, tal que F(y1, -+ , Yn,w) =

0. A varidvel z efetivamente ocorre, pois se nao, terfamos F(y1, - ,yn,w) = F(y1, - ,yn) = 0,
contradicao, por yi, - - - , Yy, serem algebricamente independentes. Dai, escrevendo

F(yla'” ,yn,w) :wmfm(y17 ;yn)++wfl(y17 ayn)+f0(y17"' 7yn) =0
temos que w é algébrico sobre K (y1, - ,Yn)- O

Teorema 2.5.4. Sejam L|K extensdo de corpos e ay, - ,an, € L tais que L = K(ay, -+ ,ay).
Entao {a1,--- ,an} contém uma base de transcendéncia.
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Demonstragao. Se L|K é algébrico, entdo o conjunto vazio é uma base de transcendéncia. Se nao,

considere {a;,, - ,a;,} C {a1, -+ ,a,} um subconjunto maximal algebricamente independente, e
seja {aj,, -+ ,a;,} o complementar de {a;,,--- ,a;,} em {a1, -+ ,an}.

Pelo lema 2.5.3, temos que a;,, - - , a;, sao algébricos sobre K (a;,,- - ,a;,,) (pois {ai,, -,
a;,,,a;,} nao é algebricamente independente, por escolha de a;,,--- ,a;,,, para p = 1,---,1). Dali,
L=K(a, - ,0n) = K(ai, - ,a,,)(a;,, - ,a;)éalgébricosobre K(a;,, - ,a;, ), edai {a;,, -~ ,a;,}
¢é base de transcedéncia de L sobre K. O

Provaremos a seguir que o conjunto de elementos numa base de transcendéncia é constante.

Lema 2.5.5. Sejam L|K extensio de corpos, {y1, - ,ym} C L base de transcendéncia de L sobre
K e {wy, - ,ws} C L algebricamente independente sobre K. Entdo s < m.

Demonstragdo. Assumam > 1. A demonstracdo serd por indugdoem s. Ses =1, entdos=1<me
o resultado vale. Entao, assuma s > 1. Temos {y1, - , Ym, w1 } ndo algebricamente independente, e
dai, existe um polindémio ndo nulo G(z1, ..., Tm,2) € K[z1, - ,Zm, 2] tal que G(y1,- - , Ym,w1) = 0.
A varidvel z efetivamente ocorre em G, pois {y1,- - ,ym} é algebricamente independente, e como
wi ndo é algébrico sobre K, pelo menos uma das varidveis z; efetivamente ocorre em G. Assuma,
sem perda de generalidade, que x1 ocorre em G. Entdo, y; é algébrico sobre K(wi,y2, -+ ,Yn), €
dai, considerando K; = K (w), temos:

(i) L é algébrico sobre Ki(ya, - ,ym), pois L é algébrico sobre K (y1, - ,ym,w1) ¢ K(y1, -,
Ym, w1) € algébrico sobre K (ya, -+, Ym, w1).

(ii) {y2, - ,Ym} € algebricamente independente em K7, pela suposicdo de que x; ocorre efetiva-
mente em G.

Daf {ya, -+ ,ym} é base de transcendéncia de L sobre K;. Claro que {ws, - ,ws} é algebricamente
independente sobre K7, e por hipdtese de indugao, segue que s — 1 < m — 1, ou seja, s < m. O
Corolario 2.5.6. Seja L|K extensdo de corpos, com L = K(ay, - ,a,). Entdo, duas bases de

transcendéncia de L sobre K possuem o mesmo numero de elementos.

Defini¢ao 2.5.7. Seja L|K extensdo de corpos. Define-se o grau de transcendéncia de L sobre
K, denotado por grtry L, como o nimero de elementos de uma base de transcendéncia de L sobre
K. Se D é uma algebra sobre K que é um dominio de integridade, define-se

grirgD := grirg (cf(D))

em que cf(D) é o corpo de fragoes de D.

Exemplo:
1. Seja L|K extensdo de corpos com L finitamente gerado sobre K (isto é, L = K(ay, - ,an),
com ay, -+ ,an € L). Entdo, existem y1,--+ ,Ym, 21, , 2 € L tais que
L=K(y,  ym)lz1, - 2l
com {y1, - ,Ym} algebricamente independente sobre K e zy,--- ,z; algébricos sobre K (y,
“yym) ({y1, - ,ym} serd base de transcendéncia de L sobre K ). Isso seque direto do Teo-

rema 2.5.4.
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2. Nas mesmas condigoes, se K é algebricamente fechado, entio L = K(y1,-- ,Ym), com{y1, - ,Ym}

algebricamente independente sobre K. De fato, sendo K algebricamente fechado, temos K (y1, - - -

algebricamente fechado, e se z € algébrico sobre K(yy,--- ,
Ym), entdo z € K(y1,- - ,ym). Dai, na notagao do exemplo 1, temos

L:K(yh 7ym)[zlv ,Zl] :K(y17 7ym)
(Il

A seguir, apresentarei uma técnica muito util (principalmente na geometria algébrica) que serd
utilizada para demonstrar um dos teoremas de Amitsur: especializacoes.

Definicao 2.5.8. Sejam A = KJaq,- - ,a,] dlgebra finitamente gerada sobre K. Uma especial-
izagao de A em K é um homomorfismo de anéis p : A — K.

Observagdo. Sejam A = Klay, - ,a,] dlgebra finitamente gerada sobre K, considere o anel de
polinémios K[x1,- - ,x,] € 0 homomorfismo 7 : K[z, - ,x,] — A tal que w(x;) = a;,i =1, ,n.
Equivalentemente, ¢ : A — K é uma especializagio se e s se existe ¢ : K[z, - ,z,] — K tal que

o seguinte diagrama é comutativo:

Klz1,-- ] %T
K
Uma especializacao é sempre uma extensao de uma substitui¢ao a; — b; € K,i = 1,--- ,n. Mas,
nem toda substituicao a; — b; € K,© = 1,--- /n, é uma especializacao, pois nem sempre estd bem
definida.
Exemplo:

(i) Sejam K = Q e considere A = Q[v/2]. Entdo, a substituicio v/2 — 1 ndo se estende a uma
especializac¢do. De fato, se existir um homomorfismo de dlgebras ¢ : Q[v2] — Q tal que
©(v2) = 1, entdo, teriamos

contradi¢ao.

(ii) Seja A = k[z]/I, em que I = (x* —16) o ideal gerado por z* — 16, e denote A = K]|a], em que
a=x+1¢€ A. Entdo, a substituicao a — 2 se estende a uma especializagio A — K.

O
Note que, no caso de {y1,---,yn} ser algebricamente independente sobre K, qualquer substituigao
yi— b € K;i=1,--- n, se estende a uma especializagdo ¢ : K[y, -+ ,yn] — K. Tendo isso em

mente, podemos estender o conceito de especializacao para corpos. Utilizaremos um simbolo extra
oo em conjunto com o corpo K, e assumiremos as seguintes relagdes no conjunto K U {oo}:

l.oco+a=a+o0c0=00,Va €K,

\Ym)
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2. 0ra=a-00=o00,Va e K,a#0,
3.00:-0=0-00=0.
A inclusao desse simbolo oo ficaréd clara apds a seguinte definigao:

Defini¢ao 2.5.9. Sejam L|K extensdo de corpos, com L = K(y1, -+ ,Yn), {y1,- - ,Yn} algebrica-
mente independente sobre K, e ¢ : K[y1, -+ ,yn] = K uma espe(nahza(;ao Uma especializagao
de corpos ¢ : L - K U {oo} é uma aplicagao tal que, dados £ s € L,

w(f) o o0 ; S€ 80(91)207 paratodo gleK[ylv"' ayn]vtal queng%v

g iggi; , para algum i;% = 5, com ¢(g1) # 0.

Exemplo: FEziste uma especializagio ¢ : L — K, em que ¥(a) # 0,Va € L com a # 0 e
Y(a) #oco,Ya € L, se e s6 se L~ K. O
Quando nao houver ambiguidades, omitiremos o termo “de corpos” e o simbolo oo, e diremos sim-
plesmente “especializagédo ¢ : K(y1, -+ ,yn) — K”. A especializagdo, assim definido, possui pro-

priedades boas com relagao a soma e produto no anel:
Proposigao 2.5.10. Segundo a nota¢do da defini¢ao 2.5.9, temos
(i) ¢ estd bem definida,

(8o )0 8 o8 =ee (2=
ol )=o) o (B o ) () 1

Demonstrag¢io. (i) Setodo g1 € Kly1,--- ,yn] tal que L= fl é tal que ¢(g1) = 0, entdo ¥(f/g) =

oo e estd bem definido. Entao, assuma f—i = g—z, ou seja7 fi92 = fag1, com p(g1) # 0 e

©(g2) # 0. Dai ¢ (%) = (%) se e s6 se p(f1)p(g2) = v(f2)p(g1), e a segunda ocorre, pois

¢ € homomorfismo de anéis.

(ii) Assumindo ¢(g1) # 0 e p(g2) # 0 (o que implica p(g192) # 0), temos
" (fl n fz) — <f1gz +f291> _ e(f)elg2) + e(f2)el91) ¥ <f1) o <fz>

g1 g2 9192 <P(91)<P(92) g1 g2

(iii) Assumindo ¢(g1) # 0 e ¢(g2) # 0 (o que implica p(g1g2) # 0), temos

o (0tr) = Sy = et = (2) (%)

e vale a igualdade.
O

Uma especializagdo ¢ : L — K U {oo} induz uma especializacdo no anel de matrizes
tyn + My(L) = M, (K U {oo}) dada por: se (a;;) € M,(L), entdo ¥y, (a;;) é a matriz (¢)(a;;)), ou
seja, a entrada (7,7) de ¥n(ai;) é ¥(as;).
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Proposicao 2.5.11. Sejam ¢ : L — K U {00} especializacao, 1, : My(L) — M, (K U {o0}) a
especializagdo induzida e a,b € M, (L). Entdo, se 1, (a) ey (b) contém todas as entradas diferentes
de oo, valem:

(i) Ynla+b) =vn(a) + ¢n(b),

Demonstrag¢ao. Segue pela definigdo de soma e produto de matrizes e pela proposigao 2.5.10. O

§2.6 Teorema de Wedderburn-Artin

Nesta segao, apresentaremos mais nocoes da algebra nao comutativa, e estudaremos algumas de suas
propriedades (anéis primos, anéis completamente redutiveis e semiprimos). No fim, demonstraremos
o teorema de Wedderburn-Artin, que caracteriza a estrutura de anéis completamente redutiveis.

A teoria desenvolvida nesta secdo é importante pela linguagem, para exemplos e contra-exemplos
e pelo importantissimo teorema de estrutura de Wedderburn e Artin. Os conceitos desenvolvidos
serdao explorados no estudo de representagoes do grupo simétrico S,,, principalmente.

Como usual nesta dissertagao, consideraremos anéis associativos, ndo necessariamente comuta-
tivos e néo necessariamente com unidade, e a teoria serd baseada nos livros de Jacobson [24], Herstein
[20] e principalmente em Lambek [25].

2.6.1 Anéis Primos

Comegaremos com a definigao e caracterizacao basica de ideal primo e um primeiro resultado im-
portante neste sentido:

Definigao 2.6.1. Um ideal P< R é dito ser primo se, para todos A, B < R ideais tais que AB C P,
tem-se A C P ou B C P.

Lema 2.6.2. Seja P < R um ideal. Sao equivalentes:
(i) P é ideal primo, ou seja, para todos A, B< R, com AB C P, tem-se AC P ou B C P,
(ii) Para cada I<R ,I ¢ P, tem-se (I :P):={x € R:zl C P} =P,

(iii) Para todos a,b € R tais que aRb C P, tem-se a € P oub € P,

(iv) Para todos a,b € R tais que a(Z + R)b := {arb+nab:r € R,n € Z} C P, tem-se a € P ou
beP.

As mesmas equivaléncias valem trocando ideais A, B e I por ideais o direita, ou a esquerda.

Demonstragdo. (i) = (i) : Seja x € (I : P). Entdao ((Z + R)x(Z+ R))I C P, e dai, como I ¢ P,
temos (Z + R)x(Z + R) C P, e em particular, x € P, o que implica (I : P) C P. Certamente
P C (I: P) e vale a igualdade.

(it) = (i74) : Sejam a,b € R tais que aRb C P. Assuma Rb(Z + R) ¢ P. Entao, a € (Rb(Z + R) :
P) = P e vale a afirmacao. Se Rb(Z + R) C P, entao, se b ¢ P, entao (Z+ R)b(Z + R) ¢ P, mas
b(Z+ R)b(Z+ R) C Rb(Z+ R) C P, absurdo, pois implicaria b € ((Z+ R)b(Z+ R) : P), mas b ¢ P.
Segue que b € P e vale a afirmagao.

(#91) = (iv) : Sejam a,b € R tais que a(Z + R)b € P. Entao, em particular, aRb C P, o que implica
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a € Poubée P e vale.

(iv) = (i) : Assuma A, B C R ideais de modo que A ¢ P e AB C P. Logo, existe a € A com a ¢ P.
Dai, para cada b € B, tem-se a(Z + R)b C AB C P, portanto, a € P ou b € P, e como a primeira
nao ocorre, segue que b € P, ou seja, B C P. L]

Teorema 2.6.3. Seja P < R um ideal primitivo. Entao P € primo.

Demonstragdo. Sejam M <, R modular maximal tal que P = (M : R) e a,b € R com a(Z+ R)b C P.
Assuma a ¢ P. Entao, (Z + R)a(Z + R) ¢ P, e em particular, (Z + R)a(Z + R) ¢ M, e dai
M + (Z + R)a(Z + R) = R. Segue que

R(P+(Z+ RMWZ+ R))=(M+(Z+ R)a(Z+ R))(P+ (Z+ R)b(Z+ R)) C
M+P+(Z+R)a(Z+RbZ+R) CM+PCM
N—— \ ,

cM cp

implica em P+ (Z+ R)b(Z+ R) C (M : R) = P, e segue que, (Z+ R)b(Z+ R) C P, e em particular,
b € P e vale o resultado. O

Definicao 2.6.4. Um anel R ¢é dito ser primo se 0 < R for um ideal primo.

Exemplo: Um ideal P <4 R € primo se e sé se R/P € um anel primo. O

Na algebra comutativa, um anel é primo se e s6 se é dominio. Na &algebra nao comutativa, o
maximo que conseguimos garantir é que, num anel primo, o produto de ideais se comporta como
um dominio, isto é, as equivalentes afirmacoes do lema 2.6.2, para o caso P = 0 primo, ficam: R é
primo se e 86 se AB = 0 implica A = 0 ou B = 0, para A, B<4 R, e se e 86 se Anng(I) = 0, para
cada I <R, I #0.

No caso geral, um anel primo quase nunca serd dominio:

Exemplo: Pelo teorema 2.6.3, todo anel primitivo € anel primo. Pelo mencionado na se¢do 2.1,
M, (D) sdao anéis primitivos, para D anel de divisdo, e entdo, anéis primos. Mas, se n > 1, entdo
M, (D) ndo é dominio. O

Um anel primo nao admite ideais nao nulos nilpotentes, pois se I < R é tal que I™ = 0, entao
I"~!' ¢ Ann(I). Mas, pelo lema 2.6.2, Ann(I) pode ser 0 (se I #0) ou R (se I = 0). Dai, se I # 0,
e n € N é o menor natural tal que I™ = 0, terfamos I"~* C Ann(I) = 0, o que é uma contradico.

Uma &lgebra prima nao possui ideais nilpotentes, pelo comentério acima, e uma classe importante
de &lgebras sdo as dlgebras que nao possuem ideais nilpotentes. Uma teoria foi desenvolvida por
Baer em [37] neste sentido. Provaremos posteriormente um resultado, como consequéncia da teoria
desenvolvida, envolvendo PI-dlgebras que nao possuem ideais nilpotentes.

Defini¢ao 2.6.5. Seja R um anel. O radical de Baer (ou o radical primo, ou nilradical) é definido
por

BR)= (] P

P < R primo

Se R nao admite ideais primos, entao define-se B(R) = R.

Observagdo. Como todo ideal primitivo é primo, temos B(R) C J(R), o radical de Jacobson.
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Na &lgebra comutativa, B(R) é exatamente o conjunto de todos os elementos nilpotentes de R.
Em geral, temos que criar um conceito mais forte:

Definicao 2.6.6. Seja R um anel. Um elemento a € R é dito ser fortemente nilpotente se para
toda sequéncia ag, a1, as, - -- de elementos de R satisfazendo:

(i) ap = a,
(ii) an € an—1Ran—1,Yn > 1.
implica que existe m € N tal que a,,, = 0.

Observagao. (i) Uma sequéncia ag, a1, az, - - -, de elementos de R tal que a,, € a,—1Ray,_1,Yn > 1,
é denominada m-sequéncia.

(ii) Um elemento fortemente nilpotente é nilpotente. De fato, se a € R é fortemente nilpotente,
entdo a sequéncia ag = a,a1 = a®,as = a’,---, é tal que an € an_1Ra,_1,Yn > 1, portanto,
existe m € N tal que 0 = a,,, = a”, para algum n € N adequado (ndo importa muito determinar

n em funcao do subindice m).

(iii) Na dlgebra comutativa, todo elemento nilpotente é fortemente nilpotente. De fato, neste caso,
uma m-sequéncia é da forma ag,ai,as, -+, com a, = c,a® ', para algum ¢, € R,n > 1.

Dai, existir m € N com o™ = 0 implica que a,, = 0, para todo n € N tal que 2" — 1 > m.

Assim, conseguimos uma caracterizagao mais precisa do radical de Baer:
Proposicao 2.6.7. B(R) = {a € R: a ¢ fortemente nilpotente}

Demonstrag¢io. Assuma a € B(R). Entéo, existe P < R primo tal que a ¢ P. Entao, existe 11 € R
tal que a; = aria ¢ P (lema 2.6.2.(iii)) e em particular, a; # 0. Por indugéo, tendo ay,- - ,ay, com
ay, - ,a, ¢ P, existe r,11 € R tal que ap41 := aprpt1a, € P. Dal, a ndo é fortemente nilpotente,
pois ag = a, a1, as, -+ é uma m-sequéncia iniciada em a que nao se anula.

Se a nao é fortemente nilpotente, existe m-sequéncia ag, a1, as, - -- que nao se anula. Seja P <R
um ideal maximal com a propriedade a,, ¢ P,Vn > 0 (existe pelo menos um, pois 0 é um ideal que
satisfaz isso, e existe um maximal, pelo lema de Zorn). Provaremos que P é primo. Sejam z,y € R
com z,y ¢ P. Entdo, como P C P+ RxR e P C P+ RyR, por maximalidade de P, existem
Gm, € P+ RxR e am, € P+ RyR. Como a, € I implica a,41 € I, para qualquer ideal bilateral
I C R e qualquer n > 0, temos que existe m € N tal que a,,, € (P + RzR) N (P + RyR). Dai

am+1 € (P + RzR)(P + RyR) C P+ RzRyR

e entdo, necessariamente xRy ¢ P (pois se nao, terfamos a,,+1 € P, contradi¢do), o que implica P
primo. Logo a ¢ B(R). O

Definicao 2.6.8. Define-se um anel R por semiprimo se B(R) = 0.
Lema 2.6.9. R/B(R) é semiprimo e se I <R € tal que R/I € semiprimo, entdo B(R) C I.

Vale ressaltar que, se I < R é nilpotente, entdo I C B(R). De fato, se I"™ = 0, segue que toda
m-sequéncia iniciada em a, satisfaz a,, € I2" ~1, e dai, a,, = 0, para 2™ — 1 > n. Mais geralmente,
se I C R é um ideal (bilateral, & esquerda, ou & direita) tal que existe n € N com I C B(R),
entdo I C B(R). De fato, se I C B(R), implica que para cada ideal primo P C R, temos I"™ C P,
e daf, I"™! C P ou I C P, e ambos implicam I""! C P, e segue que I"~' C B(R), o que
implica a afirmagao por indugao em n € N. Para futuras referéncias, denominaremos esse fato como
proposicao:
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Proposicao 2.6.10. Seja R um anel e B(R) seu radical de Baer. Entao, se I C R € um ideal
(bilateral, o direita, & esquerda) tal que existe n € N com I"™ C B(R), temos que I C B(R).

Com isso, podemos demonstrar uma caracterizagao de anéis semiprimos:
Proposigao 2.6.11. Sdo equivalentes:
(i) R é semiprimo,
(i) 0< R € o dnico ideal nilpotente de R,
(iii) Se A, B< R sao tais que AB =0, entio AN B = 0.

Demonstragdo. (i) = (ii) : Seja I < R um ideal nilpotente. Segue que, pelo comentdrio acima,
IcC B(R)=0.

(1) = (#4i) : Sejam A, B< R com AB = 0. Entao (AN B)? C AB =0, e dai, AN B é nilpotente, o
que implica AN B = 0.

(#i1) = (i) : Seja a € R,a # 0. Se, para todo r € R, tivermos ara = 0, entdo, em particular,

RaRRaR C RaRa R =0
=~
0

e daf, RaR = (RaR) N (RaR) = 0. Em particular, sendo I, = (Z + R)a(Z + R), temos I3 = 0, o
que implica I2I, = 0, ou seja, I2 = I>N I, = 0, e da mesma forma, I, = I, NI, = 0, e dai, a = 0,
absurdo. Segue que todo a € R,a # 0, nao é fortemente nilpotente, e entdo, B(R) = 0. O

2.6.2 Modbdulos Completamente Redutiveis

A seguir, desenvolveremos uma teoria de anéis e modulos completamente redutiveis. Originalmente,
a teoria foi desenvolvida para anéis semiprimitivos Artinianos. Mas, os resultados dessa teoria podem
ser provados com hipéteses mais fracas (primo e semiprimo), e serdo feitos assim nesta segdo, pois
alguns dos lemas serao importantes na teoria de representagoes.

Comecaremos estudando médulos, com uma defini¢ao que sera util ao restringir os estudos para
anéis:

Definigao 2.6.12. Seja A um R-mdédulo pela direita. Define-se o radical de A por
J(A) = ﬂ{M C A submdédulo: A/M é R-médulo irredutivel }

Se A nao admite tais submédulos, entdo J(A) = A.

Observagdo. Considerando um anel R como um R-médulo, as nogoes do radical J(R) definido agora
e o radical de Jacobson coincidem (lema 2.2.4).

O conceito mais importante para estudar médulos (ou anéis) completamente redutiveis é o
seguinte:

Definigao 2.6.13. Seja A um R-mdédulo. Define-se a base de A por
S(A)= Y M.
M C A submédulo

irredutivel

Define-se S(A) = 0, se A néo admite submdédulos irredutiveis.
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Defini¢ao 2.6.14. Um R-mdédulo A é denominado completamente redutivel (ou semissimples,
mas evitaremos este termo aqui) se A = S(A).

Proposicao 2.6.15. Seja A um R-mddulo. Entdo:

(i) Eziste uma famdlia de R-submddulos irredutiveis { Ny }acr tal que

S(A) =P Na.

acl

(i) S(A) € invariante por endomorfismos.

Demonstrag¢io. (i) Seja .# = {N C A submddulo irredutivel} e denomine um subconjunto .& C
Z de direto se a soma Y, N for direta. Pelo lema de Zorn, existe .7 C .# maximal. Entao,

Neys
defina
B:= P NcSA).

NeT

Como cada N € .# ¢ irredutivel, temos NN B =0ou NNB = N. Se B # S(A), entdo existe
N € Z tal que N N B = 0, contradizendo a maximalidade de .# (pois 7 U {N} sera direto).
Dai B = S(A4).

(ii) Seja N um R-mddulo irredutivel e F' : A — A um homomorfismo de R-mdédulos. Entao,
Ker f|x é um R-submddulo de N, e dai, f|y é tal que f(IN) =0 C S(A) ou f(N) ~ N (e
f(N) C S(A), pois f(INV) serd irredutivel). O resultado segue.

O

Provaremos algumas propriedades importantes de médulos completamente redutiveis, e para isso,
provaremos algumas equivaléncias envolvendo mais conceitos:

Definicao 2.6.16. Um submddulo B C A é denominado grande se, para todo C' C A submédulo
nao nulo, tem-se BN C # 0.

Um médulo A admite submédulos grandes se existe um conjunto ndo nulo de A que necessaria-
mente deve estar contido em todos os submddulos de A.

Proposigao 2.6.17. Sejam B C A submddulo e C C A submddulo mazximal com a propriedade
BNC =0. Entao B+ C € grande.

Demonstragao. Seja D C A um submédulo com (B + C)N D = 0. Entao, BN (C + D) = 0, de
fato,se b=c+d € BN(C+ D), entdo, d =b—c € (B+C)ND = 0. Como BNC = 0, temos
b=ce BNC =0, edal BN (C+ D) = 0. Por maximalidade de C, temos necessariamente
C+ D =C, ouseja, D C C, portanto, D C (B+ C)ND =0, o que implica D =0, e dai B4+ C é
grande. O

Definigao 2.6.18. Seja A um R-médulo. Denomina-se A com complementos se para todo R-
submdédulo B C A, existe R-submédulo B’ C A tal que A= B @ B'.

Lema 2.6.19. Sejam R anel e A um R-mddulo com complementos.

(i) Se B C A é submddulo, entao B é com complementos,



§2.6. Teorema de Wedderburn-Artin 59

(ii) Se R admite unidade 1, entdo J(A) = 0.

Demonstra¢ido. (i) Sejam B C A um R-médulo e C C B um R-submddulo. Entdo C' C A é
submddulo, e dai, existe C’ C A submédulo com A = C @ C’. Defina C”" = C' N B. Claro que
CNC”"=0,ecomo A=C+ C’, temos

C+C"=CnNnB+C'NB=(C+C")NnB=ANB=2B
(a segunda igualdade é nao trivial e utiliza~se o fato de C C B) edai B=C ® C".

(ii) Sejaa € A,a # 0, e considere M, um submdédulo maximal com a propriedade a ¢ M,. Assuma
N C A submédulo com M, C N. Entao, existe N’ C A submédulo tal que A = N @ N'. Mas,
como N'+ M, =N'"@® M,, e a € N D M,, temos necessariamente a ¢ N’ + M, (pois se nao,
N + N’ nao seria soma direta, por existir duas representagoes distintas para a) e dai N’ = 0.
Segue que M, é maximal, e entdo, A/M, é irredutivel (pois R admite unidade).

O

Com esses lemas provados, podemos relacionar todas as definigoes:
Teorema 2.6.20. Sejam R um anel com unidade 1 e A um R-mddulo. Sao equivalentes:
(i) A é completamente redutivel,
(i) A nao admite submddulos prdprios grandes,
(ii) A admite complementos.

Demonstragdo. (i) = (ii) : Seja B C A um submdédulo grande. Para cada N C A submdédulo
irredutivel, temos NN B = 0ou NNB = N, e como B é grande, o primeiro nao ocorre. Dai
NN B =N, e em particular, N C B. Dali, segue que A = S(A) C B, e entao, B = A.

(#4) = (7i7) : Seja B C A um submddulo e considere C' C A submdédulo com a propriedade CNB = 0.
Entao C 4+ B = C @ B, e ainda, pela proposicao 2.6.16, C'+ B é grande, ou seja, A= B & C.

(791) = (i) : Seja B = S(A). Entdo, existe C C A submédulo tal que A = B® C. Se C # 0,
entdo existe ¢ € C,c¢ # 0. Considere M, um submdédulo maximal com a propriedade ¢ ¢ M, e
B C M,. Entéao, por mesmo argumento do lema 2.6.19.(ii), temos M, maximal, portanto, sendo A
com complementos, existe N, C A submdédulo tal que A = M, & N,, mas, N, ~ A/M é irredutivel,
o que implica N, C S(A) C M., donde chega-se a uma contradicao. Dai B = S(A) = A. O

Seja E' = Endg(A). Temos A um (E, R)-bimédulo. Dado N C A R-médulo irredutivel, temos
EN um (FE, R)-subbimédulo de A (argumento da proposicao 2.6.15.(ii)).

Definicao 2.6.21. EN é denominada uma componente homogénea do (E, R)-bimddulo A.

Lema 2.6.22. Sejam R anel com unidade 1, A um R-mddulo completamente redutivel, com R =
@;" | Ai soma finita de R-mddulos irredutiveis e N C A R-submddulo irredutivel. Entio EN =
> {A; C A R-submddulo:A; ~ N}.

Demonstragao. Seja F =Y {A; C A R-submédulo: A; ~ N}. Paracadae € E, temoseN ~ N C F
ou eN = 0 C F. Reciprocamente, considere m; : R — R; as projegoes. Seja A; irredutivel com
N ~ A; esejaey: N = A; o isomorfismo. Escreva A = N @ N’ (possivel, pois A é completamente
redutivel), e chame 7w : A — N a projecao e defina e = me,m € E, temos EN D eN = A;, e o
resultado segue. O
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2.6.3 Anéis Completamente Redutiveis

Definicao 2.6.23. Um anel R ¢é dito completamente redutivel se, visto como um R-mdédulo pela
direita, for completamente redutivel.

Como consequéncia da estrutura de médulos completamente redutiveis, temos

Proposicao 2.6.24. Seja R um anel completamente redutivel e M um R-mddulo irredutivel. Entao,
eziste um ideal minimal I <, R tal que M ~ I como R-mddulos.

Demonstragao. Sendo M irredutivel (por argumentos ja utilizados nesta dissertagao), para todo m €
M, m # 0, temos mR ~ M. Considere a aplicacao ¥ : 7 € R +— mr € M. Sendo R completamente
redutivel, existe I C R ideal & direita tal que Kery) @ I = R, e ainda, M ~ R/Kerv ~ I, e, sendo
M irredutivel, temos I minimal, e isso prova o resultado. O

Comecgaremos exibindo a estrutura de ideais minimais em anéis semiprimos:
Lema 2.6.25. Secja K <, R minimal. Entdo K?> =0 ou existe e € R idempotente tal que K = eR.

Demonstragdo. Assuma K? # 0. Entdo, como K? C K é ideal, temos K? = K, e existe e € K tal
que Ke = K (pois existe e € K tal que Ke # 0, mas Ke C K é um ideal nao nulo pela direita).
Dai, Ke? = Ke, e entdo, K(e? —¢) = 0. Considere I = {r € R : Kr = 0}. Temos I ideal &
direita, e I N K C K, e sendo K minimal, temos TN K =0 ou I N K = K (0 que nao ocorre, pois
e ¢ INK), portanto, KNI =0. Como e? —e € KNI, temos 2 — e = 0, ou seja, €2 = e, logo e é
idempotente. O

Corolario 2.6.26. Se R ¢é semiprimo e K <. R € minimal, entdo existe e € R idempotente tal que
K =eR.

Demonstracao. Pela proposicao 2.6.11, R nao admite ideais nilpotentes, e dai, dado K <, R minimal,
se K? =0, entdo K = 0. Segue, pelo lema 2.6.25, que existe idempotente e € R tal que K = eR. [

Lema 2.6.27. Sejam R anel, e,f € R com e idempotente. Entdo Homg(eR, fR) ~ fRe como
grupos abelianos aditivos. Se e = f, entdo sao isomorfos como anéis.

Demonstragao. Considere a aplicacdo ¢ : . = fre € fRe — ¢, € Hompg(eR, fR), em que ¢,(ey) =
zey = ferey. Temos ¢ bem definido, homomorfismo de grupos e ainda, dado ¢ € Hompg(eR, fR),
seja x = p(e) = p(ee) € fR. Note que x € fRe, pois x = @(e) = p(eee) = p(ee)e = xe. Entao,
para todo er € eR, temos ¢, (er) = xzer = p(e)er = p(eer) = p(er), e dai ¢(z) = ¢, e isso mostra
que ¢ é sobre. Se ¢(fre) = 0, entdo ¢fr(ez) = freez = 0, para todo ez € eR, e em particular,
tomando z = e, temos fre =0 € fRe, ou seja, ¢ é 1-1.

Se e = f, entdo a aplicagdo ¢ satisfaz ¢(ereeye) = @eze@eye, POIS

Gezeeye(€T) = exeeyeer
Gexe(Peye(€r)) = dese(eyeer) = exeeyeer
e dai ¢ é isomorfismo de anéis, e isso prova o resultado. O
Como consequéncia, obtemos:

Corolario 2.6.28. Sejam R anel semiprimo e I,J C R dois ideais minimais a direita e ¢ : I — J
um homomorfismo de anéis. Entdo, existe r € R tal que a € I — ra € J coincide com ¢.
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Demonstragao. Segue direto da caracterizagdo de ideais minimais (lema 2.6.26) e da caracterizagao
de Hompg(I,J) (lema 2.6.27). O

Vale relembrar que dado um R-médulo irredutivel A, Hompg(A, A) é um anel de divisao (isso
segue olhando os R-submédulos Ker f,Im f de A, para cada f € Hompg(A, A), e pelo fato de A ser
irredutivel). Ainda, dado e € R idempotente, temos que eRe é um anel, e admite unidade e, como
pode ser facilmente observado.

O proximo resultado apresenta uma caracterizagao importante para ideais minimais em anéis
primos:

Lema 2.6.29. Seja R semiprimo e e € R idempotente. Sao equivalentes:
(i) eR <. R € ideal minimal,
(ii) eRe € anel de divisdo,

(#i3) Re <y R é minimal.

Demonstragdo. (i) = (ii) : Neste caso, o eR é um R-mddulo irredutivel, e entéo, utilizando o lema
2.6.27, temos eRe ~ Homp(eR, eR), e este dltimo é anel de divisdo, pelo comentario acima.

(1) = (i) : Seja r € R com er # 0. Entdo, sendo R semiprimo, temos erRer # 0 (pois se
nao, pela proposi¢ao 2.6.12.(iii), terfamos (Z + R)er(Z + R)(Z + R)er(Z + R) C erRer = 0, logo,
(Z + R)er(Z+ R) = (Z+ R)er(Z+ R) N (Z + R)er(Z + R) = 0, contradi¢ao). Segue que existe
t € R com erter # 0, e em particular, erte # 0. Portanto, existe ese € eRe tal que (erte)(ese) =
(ese)(erte) = e. Segue que erR = eR, pois dado € R, temos ex = (erte)(ese)x = er(tese)x € erR.
Dai, dado I C eR ideal nao nulo e i € I nao nulo, existe j € R tal que i = ej, e como consequéncia,
ei = e(ej) =ej =1 # 0, o que implica eR = eiR = iR C I, de onde se tem eR minimal.

(i) <= (i#i) : Andlogo. O

A seguir, apresentaremos alguns resultados técnicos que serdo importantes na demonstragao do
Teorema de Wedderburn-Artin:

Lema 2.6.30. Sejam e, f € R idempotentes. Entdo eR ~ fR se e s6 se existem u,v € R com
vu=-e euv = f.

Demonstracdo. Assuma primeiramente eR ~ fR. Pelo lema 2.6.27, existe u € fRe tal que ex —
uer € fR é isomorfismo. Temos u = fu = ue = fue. Ainda, existe v € eRf tal que fr € fR —
vfx € eR é isomorfismo, e v =ev =vf =evf. Daie=vue=vue f =uvf = uv.

Reciprocamente, suponha u,v € R tais que vu = e e uv = f. Entao ue = u(vu) = (wv)u = fu.
Da mesma forma, vf = vuv = ev. Considere uma aplicacado eR — fR dado por ex € eR —
uer € fR (que é facilmente verificado em ser homomorfismo de R-mddulos), e defina também
fr e fR— vfx € eR, que também é um homomorfismo de R-médulos. Compondo as aplicacoes,
obtemos

fre fR—vfr€eR— wfr=f?zr=frefR

ex € eR v uex € fR — vuex = ez = ex € eR
e o resultado segue. O

Corolario 2.6.31. Nas mesmas hipdteses, eR >~ fR se e s6 se Re ~ Rf.
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Lema 2.6.32. Suponha R semiprimo. Entdo:

(i) S(Rr) = S(rR), em que Rg € o anel R visto como um R-mddulo pela direita, e R € R visto
como um R-mddulo a esquerda,

(i) As componentes homogéneas a direita de R coincidem com as componentes & esquerda de R,
(i1i) As componentes homogéneas coincidem com os ideais minimais bilaterais de R.

Demonstragio. (i) Sejam S’ =Y eR,S” = Re, em que a soma é entre os idempotentes e € R
tal que eRe é anel de divisao (lema 2.6.29). Entao, nos somatérios, os elementos idempotentes
que aparecem sao os mesmos. Para cada e € S’, temos Re C S’, uma vez que S’ é invariante
por endomorfismos e R age como endomorfismo pela esquerda. Isso implica, em particular,
que S” C §’. Da mesma forma, S” C S’ e o resultado vale.

(ii) Seja f € R idempotente com fRf anel de divisdo e considere a componente homogénea de
f, H=> eR, em que a soma percorre todos os idempotentes e tais que eR ~ fR. Entao,
H' := > Re, com a soma percorrendo todos os elementos idempotentes e com Re ~ Rf,
temos, pelo lema 2.6.31, que o somatério contém exatamente os mesmos idempotentes. Dai,
basta repetir o argumento em (i) e concluir a igualdade.

(iii) Seja H = >_eR C R uma componente homogénea, com cada eR ~ fR, para algum idem-
potente f € R, e considere K C R um ideal bilateral nao nulo com K C H. Sendo H
R-moédulo completamente redutivel, segue que K serd R-mddulo completamente redutivel, e
entdo, K = Y eR, com alguns idempotentes e € R (e todos os eR que entram no somatério
s@o isomorfos, pois eles participam da soma que resulta em H). Pelo lema 2.6.30, existem
u,v € R tais que vu = e e wv = f. Dai f = uev, e entdo, fR = uevR = ueR. Segue que u
realiza o isomorfismo fR — eR. Como K C R é ideal, temos uK C K, consequentemente,
necessariamente K = H, o que conclui que H é minimal.

O
Teorema 2.6.33. Seja R um anel com unidade 1. Sao equivalentes:
(i) Todo A R-mddulo & direita é completamente redutivel,
(ii) R é completamente redutivel, como R-mddulo pela direita,
(iii) Todo A R-mddulo & esquerda é completamente redutivel,
(iv) R é completamente redutivel como R-mddulo pela esquerda.

Demonstragao. (i)=(ii): Em particular, R é um R-médulo pela direita, e entdo, R é anel completa-
mente redutivel.

(ii)=(i): Escreva R =}, ; R; soma de ideais irredutiveis. Entao, dado A um R-médulo, para cada
a € R, temos aR; nulo ou irredutivel, uma vez que aR; = 0 ou aR; >~ R; como R-mdédulos. Resulta

que A = Z aR;.
acA
icl
ii) <= (iv): Como R admite unidade e é completamente redutivel, segue, por lema 2.6.19.(ii), que

R é semiprimitivo, e entao, R é semiprimo. Dai, o resultado segue pelo lema 2.6.32.
(iil) <= (iv): Anélogo. O
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Exemplo: Seja D um anel de divisao. Entdo, como D é completamente redutivel (por exemplo,
D nao admite D-submddulos préprios grandes, pois € irredutivel como D-mddulo), seque que todo
D-mddulo (D-espago vetorial) é completamente redutivel. ([

Lema 2.6.34. Sejam R anel primo e e € R idempotente, com eR <, R minimal. Denote por
Sr = S(Rg). Entio Endr(Sg) ~ End.g.(Re), em que Re € visto como um (eRe)-mddulo o direita.

Demonstra¢ao. Primeiramente, note que se H; e Hs sao duas componentes homogéneas distintas de
R, entao H1Hy C HiNHs = 0, segue que, sendo R primo, necessariamente H; = 0 ou Ho = 0. Segue
que existe uma unica componente homogénea de R, e ainda, S(R) = H. Escreva S(R) = @ e; R, com
e; idempotente e e; R ~ eR, para um idempotente fixo e € R. Pelo lema 2.6.30, existem u;,v; € R
tais que w;v; = e;, v;u; = e, e em particular, u;ev; = e;.

Dado ¢ € Endgr(S(R)), uma vez que Re C H = S(R), existe ¢’ € End.g.(Re) tal que (re) =
¢’ (re).

Seja s € S(R) e escreva s = Y e;r; = »_ wev;r;. Entdo, o(s) =Y p(uie)vir; = > @' (ue)vir;, e
em particular, ¢ é totalmente determinado por ¢’. Segue que ¢ € Endg(S(R)) — ¢’ € Endege(Re)
é isomorfismo, e isso conclui a demonstragao. O

Teorema 2.6.35 (Wedderburn-Artin). Seja R um anel com unidade 1. Entao

(i) R é completamente redutivel se e s6 se R = @." | R;, com cada R; anel completamente redutivel
] ] =1
e simples,

(ii) R é completamente redutivel e simples se e sé se R ~ M, (D), para algum n € N e algum D
anel de divisao.

Demonstragdo. (i) Assuma R completamente redutivel e escreva R = @,.; K;, soma direta de
ideais a direita irredutiveis. Como R admite unidade 1 € R, existem e; € K1, - ,e, € K,
com Ki,---,K, alguns dos ideais dessa soma, tais que 1 = e; + --- + e,, e isso implica
necessariamente que R = @, K.

Sejam Hy,---, H,, as componentes homogéneas de R (c.f. definicio 2.6.21 e lema 2.6.22),
temos R = @;~, H;. Ainda, pelo lema 2.6.32, segue que Hy,--- , H,, sdo ideais bilaterais
minimais de R, e, sendo cada H; um R-submddulo de R, pelo lema 2.6.19, temos que cada H;
é um R-moédulo completamente redutivel.

Por fim, note que, para cada a; € H;, temos a;H; = a;R, de fato, claro que a;H C a; R, e
dado r € R, podemos escrever r =711 + -+ +rp, comr; € H; ;i =1,--- ,m. Sendo R a soma
direta dos H;, temos H;H; = 0, se i # j, e entdo, a;7 = a;(r1 + -+ + 1) = a;ry € a;H;.
Entao, vale a; H; = a;R. Isto implica, em particular, que todas as propriedades de H; como
R-médulo sao o mesmo que as propriedades de H; como H;-mddulo, isto é, temos em particular
H; anel completamente redutivel (pois vimos que é um R-mdédulo completamente redutivel,
e o comentdrio feito implica em ser H;-mddulo completamente redutivel), e, sendo H; ideal
simples, temos H; anel simples.

Reciprocamente, se R = @@, R; ¢ soma direta de anéis simples e completamente redutiveis,
por mesmo argumento do ultimo paragrafo, temos que cada R; é R-médulo completamente
redutivel, e entao, necessariamente R serd R-médulo completamente redutivel.
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(ii) Assuma R completamente redutivel e simples. Seja eR um ideal minimal de R, com e idem-
potente. Entao, sendo R = S(Rpg), segue, pelo lema 2.6.27 e pelo lema 2.6.34 que

R ~ Hompg(R, R) ~ End.g.(Re)

Dal, basta mostrar que Re admite dimensao finita sobre o anel de divisao eRe, e para isso, é
suficiente mostrar que Re é Noetheriano como eRe-mddulo.

Primeiramente, temos que R é Noetheriano como R-mddulo a direita. De fato, sendo R anel
completamente redutivel com unidade, pelo argumento dessa demonstracao feita em (i), segue
que R=R1®---®R,,, com Ry, ---, R, ideais a direita irredutiveis de R. Mas, cada R;, sendo
irredutivel, automaticamente é Noetheriano. Dai, como soma de R-moédulos Noetherianos é
novamente um R-mddulo Noetheriano (c.f. proposigao 1.3.5.(iv)), segue que R é Noetheriano.
Em particular, sendo ReR R-submddulo de R, temos ReR Noetheriano.

Provaremos agora que Re é Noetheriano como eRe-mdédulo. Seja {K;};er familia de eRe-
submédulos de Re. Temos K;R C ReR, e ainda, cada K; R é ReR-md6dulo a direita, ou seja,
{K;R}ics é familia de submddulos de ReR, e entdo, existe um elemento maximal, digamos
K, R. Agora, assuma que existe K; tal que K,,, C K;. Por maximalidade de K,, R, temos
K,,R = K;R. Mas, note que K; = K;eRe = K;eRe, o que implica

K,, = K,Re=K;Re =K,

contradigdo. Dai K,, é um elemento maximal na primeira familia e Re é eRe-submdédulo
Noetheriano. Em particular, Re é um eRe-espaco vetorial de dimensao finita e segue o resul-
tado.

Por fim, assuma R = M, (D). J4 foi demonstrado em um exemplo desta dissertacdo (ex-
emplo na pagina 13) que M, (D) é anel simples, e é ficil ver que as linhas das matrizes sdo
M, (D)-submédulos irredutiveis e M, (D) é a soma das linhas, ou seja, M,, (D) é completamente
redutivel. Isso conclui o teorema.

O

§2.7 Aplicacoes de Wedderburn-Artin em KG

O objetivo desta secao é provar alguns resultados bésicos sobre KG-moédulos, que serao tteis na
caracterizacdo dos S,-mdédulos irredutiveis. Para esta segdo, serd necessario apenas a linguagem
bésica de representagoes (segdo §1.6) e nogoes bésicas de anéis completamente redutiveis e Teorema
de Wedderburn-Artin (segéo §2.6).

Toda a teoria desenvolvida aqui pode ser realizada de uma outra forma utilizando teoria de
caracteres (por exemplo, vide Serre [35]). Mas, faremos uma abordagem mais abstrata, envolvendo
mais a linguagem e estrutura de anéis e modulos em geral, e essa teoria serd baseada no livro de
Curtis (vide [8]).

Pelo teorema de Maschke (Corolério 1.6.8), segue que KG é completamente redutivel, se car K =
0, para G grupo finito; e como dimx KG < oo, segue, pelo Teorema de Wedderburn-Artin, que
KG=A® - --® A,,, soma de anéis simples e completamente redutiveis. Dai, todo K G-mddulo é
completamente redutivel (teorema 2.6.33).

Como, em particular, KG é semiprimo, todo KG-mdédulo a esquerda irredutivel é isomorfo a
um ideal minimal & esquerda (proposicao 2.6.24), e este é sempre da forma (KG)e, com e € KG
idempotente (coroldrio 2.6.26).
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Pelo teorema de Wedderburn-Artin, podemos escrever
KG~ M, ,(D1)® - & M,, (Dp)
com Dy, -+, D,, anéis de divisao. Temos
Z(KG) = Z(My,,(D1)) @ - ® Z(M,,,(Dn))
e como Z(M,,(D;)) D Z(D;)-1> K -1, temos dimg Z(M,,(D;)) > 1. Dai

dlmKZ(KG) = dimKZ(Mnl (Dl)) + -+ dimKMnm (Dm) >m

Ainda, sejam C1,---,C5 as classes de conjugacdo de G, e defina o elemento ¢; = > z € KG,
zeC;
i=1,---,s. Note que, para todo g € G, gcig~! = ¢; (uma vez que, para cada x € C;, temos

grg~! € C;, e a conjugacdo é um isomorfismo de grupos). Essas duas observagoes permitem provar
o seguinte resultado:

Proposigao 2.7.1. O nimero de componentes simples na decomposi¢do de KG, é menor ou igual
a quantidade de classes de conjugagao de G.

Demonstragdo. Pela observagdo e notagdo acima, temos m < dimg Z(KG) e iremos mostrar que

dimg KG = s, a quantidade de classes de conjugacio de G. Seja x € Z(KG) e escrevaz = Y agg.
geG
Temos, para todo h € G, & = hzh™ = 3 aghgh™ = Y ap-1449, e comparando os coeficientes
geG geG
(uma vez que {g € G} é base de KG), temos ag = ay,-14, para todo h € G, ou seja, os coeficientes
de z sao constantes nos elementos de uma mesma classe de conjugagao, e dai, x é combinacao linear
de c1,- - ,cs. Por outro lado, como os elementos que compoem cada c; sao distintos, segue que eles
s@o linearmente independentes. Dai {cy,---,¢s} é uma base de Z(KG) e o resultado segue. O

Nota. No caso de K ser algebricamente fechado, temos
KG~ M, (K)®--- &M, (K)

e Z(KG) = Z(Mp,(K))® - & Z(M,, (K)=K&- - &K, edal s =dimgZ(KG) = m, e entdo,
vale a igualdade no iltimo teorema.

Ainda, olhando para a decomposicao

KG~ M, (Dy)® - &M,, (Dn)

m

e lembrando que os ideais & esquerda de M, (D) sdo colunas, temos que um ideal minimal & esquerda
(KGQ)e de KG é tal que dimg (KG)e = n;, (KG)e aparece n; vezes na composicao de KG e (KG)e
esta contido num ideal bilateral minimal de dimensdo n?.

Todas essas conclusoes serao resumidas no seguinte teorema:

Teorema 2.7.2. Sejam K um corpo de caracteristica zero e G um grupo finito. Entdo
(i) KG é um anel completamente redutivel com unidade;
(i) Todo (KG)-mddulo irredutivel é isomorfo a um ideal minimal o esquerda de KG;

(iii) Todo ideal minimal d esquerda de KG € da forma (KG)e, com e € KG idempotente;
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(iv) O nimero de ideais minimais a esquerda nao isomorfos de KG é menor ou igual & quanti-
dade de classes de conjugacdo de G. Se K ¢ algebricamente fechado, entdo essas quantidades
coincidem.

Aqui observamos que o teorema é valido numa situagdo um pouco mais geral: o corpo K pode
ser qualquer desde que a sua caracteristica nao divida a ordem de G.

§2.8 Representagao do Grupo Simétrico 5,

O objetivo desta segdo serd caracterizar todos os (K S, )-médulos irredutiveis. Aqui, fixaremos
n € N, o grupo simétrico S,,, um corpo de caracteristica zero K e A = K .S,,. Consideraremos aqui
A-médulos a esquerda, e o produto de duas permutagoes 0,0 € S,, serd da direita para a esquerda.

Assim, uma agao de S, no conjunto I,, = {1,2,--- ,n} é tal que o(rm) = (o7)m, para cada m € I,.
Dada duas partigdes A = (n1,- -+ ,ny,) € X = (nf, - ,n}), diremos que A > X, se existe um indice
i tal que n; =n', para j=1,---,i—1emn; >nj.

Seja A = (n1,-+- ,n,) F n uma particdo de n (vide definigdo 1.1.9) e considere uma tabela Ty

com n; espagos na primeira linha, ns espagos na segunda linha, etc. Por exemplo, se A = (4,3,3,2),
a tabela T sera

Caso exista um preenchimento com os nimeros 1,2, --- ,n em cada caixa da tabela T), denominare-
mos esta tabela com preenchimento de um diagrama de Young D). Por exemplo, para a particao
A =(4,3,3,2), um diagrama associado a essa particao seria:

3]4]
7
10

o || =
Nl [apy I \V]

—_
—_

12

Dado um diagrama D), considere o subgrupo R(D)) C S,, que permuta os nimeros de cada linha,
mas nao levam elementos de uma linha em outra. Por exemplo, no caso A = (4, 3, 3,2) e o diagrama
D) igual ao exemplo acima, temos

R(D,) = S4(1,2,3,4) ® S5(5,6,7) @ S5(8,9,10) @ So(11,12).

De forma andloga, defina C'(D,) como os elementos que permutam o conjunto dos nimeros em cada
coluna. E facil verificar que ambos s@o subgrupos de S,,.
Temos que R(Dy) N C(Dy) = 1. De fato, se 0 € R(Dy) N C(D,), entdo ¢ nao move nenhum
elemento para outra linha e nem para outra coluna, logo, deve fixar cada elemento, e entao, o = 1.
Defina o elemento (recordamos que e, é o sinal da permutacao 7)

e(Dy) = Z €,0T = Z o Z €T

cER(Dy) c€R(Dy) reC(Dy)
TEC(D,\)
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O objetivo aqui é mostrar que os elementos e(D)) geram ideais minimais (nfo necessariamente
sdo idempotentes, mas sdo miltiplos de algum idempotente); se Dy e D) s@o dois preenchimentos
para uma mesma tabela T\ (mesma particdo), entdo KS,e(Dy) ~ KS,e(D}); e se A e pu sao duas
particoes distintas, entdo KS,e(D)) e KSpe(D,) nao sao isomorfos. Combinando com a teoria
desenvolvida anteriormente, isso ird compor todos os (K .S,,)-mdédulos irredutiveis (proposigao 2.7.1
e corolario 1.1.12).

Note que para cada ¢’ € R(Dy) e 7" € C(D)), temos

a'e(Dy) = Z e-(0'0)T = e(Dy)

c€R(Dy)
T€C(Dy)
e(Dy)T' = Z €r0(T7') = €70 Z €rr0(T7') = €1e(Dy)
o€R(Dy) oc€R(Dy)
TEC(D)\) TEC(D;)

essas propriedades sdo de grande importancia e constituird de uma caracterizagio do elemento e(D)),
a menos de um multiplo escalar.

Todos os lemas sao técnicos, elementares e nao triviais, mas faceis de demonstrar. Elas sao
observacoes e manipulagoes muito bem arquitetadas, e ao mesmo tempo, bem simples, com con-
sequéncias importantissimas.

Dado um diagrama D)y e o € S, defina 0 D) como o diagrama obtido de D), aplicando ¢ nas
entradas de D).

Comegaremos com um lema, cuja consequéncia serd referenciada diversas vezes:

Lema 2.8.1. Sejam 0,p € S,,, Dy um diagrama e D\ = pDy. Considere 0Dy como obtido por Dy
movendo adequadamente as entradas de Dy, entdo, o mesmo conjunto de movimentos ird modificar
D) a (p@pfl) D). Em outras palavras, se a entrada (i,7) de Dy € movida & entrada (¢',j") de Dy,
entio a entrada (i, j) de D € movida d entrada (i',5") de (pfp~") Dj.

Demonstragao. Seja o um simbolo na posicao (i,5) de Dy, que é movido a (i’,j') em 6D,. Entao,
se 8 é o simbolo na posigao (i, j') de Dy, entdo 6(8) = a.
Segundo essa notagao, p(«) é o simbolo na posigao (i, 7) de pDy, e na posicao (i/, ') de (p&p’l) %
temos
(pbp™") p(B) = p8(B) = p(c)

ou seja, a (i, j)-ésima posicao de D} é movida a (i’, j')-ésima posicao de (pfp~1) D}. O

Como primeira consequéncia, temos o seguinte resultado, que serd importante em véarios argu-
mentos:

Corolario 2.8.2. Dado 6 € S,,, valem R(6D)) = OR(D)0~t, C(6Dy) = 0C(D»)0~* e e(6D)) =
ae(D,\)H_l

Demonstragao. Seja o € R(D)). Entdo o mantém as linhas de D) em suas linhas, e pelo lema 2.8.1,
fo0~! mantém as linhas de 6D, em suas linhas, ou seja, o~ € R(6D,). Da mesma forma, se
o € R(0D,), entdao 0~ 1o € R(0710D,) = R(D,). Dai 0 € R(D,) se e s6 se fo6~! € R(0D,). O
mesmo argumento vale para as colunas, e o resultado segue. O

Com isso, podemos mostrar que ideais Ae(D,) que provém de uma mesma partigdo, mas com
preenchimentos diferentes, sdo isomorfos:
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Proposicao 2.8.3. Se Dy e D) sao diagramas associados a uma mesma parti¢io X, entao Ae(Dy) ~
Ae(Dy).

Demonstragio. Seja 6 € S, tal que D\ = 6D,. Entao e(D}) = fe(D))07', e dai Ae(D}) =
Abe(Dy)0~! = Ae(D,)0~!. Considere a aplicagio ¢ : @ € Ae(Dy) — xz0~! € Ae(D)}). Temos v
bem definido, 1-1 e sobre, e ¥ é um homomorfismo de A-médulos & esquerda, e o resultado segue. [

O préximo lema tem enunciado aparentemente excéntrico, mas ficarad clara a sua importancia,
apés apresentarmos uma artimanha utilizando esse resultado:

Lema 2.8.4. Sejam A\ = (n1, -+ ,n,) e N = (n},---,n)) duas particoes distintas de n. Assuma
A > ). Entdo, sendo Dy e Dy dois diagramas associados a X e a N, respectivamente, existe m € S,
transposi¢ao tal que m € R(Dy) N C(Dy). Em outras palavras, existem simbolos a e 8 com « e 3
na mesma linha de Dy e na mesma coluna de D).

Demonstrag¢ao. Temos nq > n}. Assuma que todo par de simbolos na mesma linha de Dy néao estd
na mesma coluna de D)y,. Entdo, em particular, os n; simbolos da primeira linha de D) estao em
diferentes colunas de D)/, e Dy tem n/ colunas. Segue que n; < n}, e dai n; = nj.

Considere 0 € S, tal que a primeira linha de D), seja igual a de D). Repetindo o argumento,
obteremos que ny = nj, e continuando o processo, chegaremos a A = X', contradigao. O

Como consequéncia, temos um resultado que serd 1til para mostrar que Ae(D)) ndo é isomorfo
a Ae(Dy/), se Dy e Dy sao associados a diferentes parti¢oes:

Corolario 2.8.5. Sejam X\ e N particoes diferentes demn e Dy e Dy diagramas quaisquer associados
a X e N, respectivamente. Entdo e(Dy)e(Dy) = 0.

Demonstragdgo. Assuma X > X, e, pelo lema 2.8.4, seja w € S,, transposi¢ao tal que m € R(Dy) N
C(Dy/). Entao
e(Da)e(Dy) = e(Dy)mme(Dy) = —e(Da)e(Dy)
—— ——
exe(Dyr) e(Dy)

e o resultado segue. O

O préximo lema terd como consequéncia a chave para demonstrar o resultado principal desta
Se¢aon:

Lema 2.8.6. Seja 6 € S,,. Entdo 0 = o7, como € R(Dy) eT € C(D,) se e sd se cada dois simbolos
na mesma linha de Dy estdao em colunas distintas de 6D),.

Demonstrag¢io. Assuma 6 = o1, com o € R(Dy) e 7 € C(D,), e a e 8 na mesma linha de Dj.
Entdo o e 3 estdo na mesma linha de oD. Como, pelo coroldrio 2.8.2, oro~! € C(0D), temos « e
8 em diferentes colunas de (o70~') oD = 6D.

Reciprocamente, assuma que cada dois simbolos numa mesma linha de D, estejam em colunas
distintas de D). Entao, em particular, os simbolos da primeira coluna de D) estdao em distintas
linhas de D), e dai, existe o1 € R(D,) tal que g1 Dy e 6D, possuem os mesmos simbolos na primeira
coluna.

Repetindo o processo, obtemos oy € R(01Dy) = o1 R(Dy)o~! = R(D,) (pelo coroldrio 2.8.2
e por R(D) ser subgrupo) tal que o901 D) e 6Dy possuem os mesmos simbolos na primeira e na
segunda coluna. Continuando o processo, obtemos o € R(D,) tal que oDy e 6D, possuem os
mesmos simbolos em cada coluna. Daf, existe 7/ € C(oDy) tal que 0Dy = 7'0D, mas, 7’ = o701,
para algum 7 € C(D)) (pelo corolério 2.8.2), e portanto § = 7’0 = o700 = o7. O
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Lema 2.8.7. Seja x € A tal que oxT = e, x, para todo o € R(D,) e todo T € C(D)). Entdo, existe
v € K tal que x = vye(Dy). Ainda, escrevendo x = ) g9, temos vy = a;.
gESn
Observagdo. A volta vale, uma vez que, se x = ve(D,), entdo, para todo o € R(D,) e 7 € C(D)),
temos
oxT = yoe(Dy)T = yere(Dy) = e;x

Demonstragio. Escreva x = Y, apf. Entéo, para cada o € R(Dy) e 7 € C(D)), temos

0esS,,
er=0 ‘el = g ap(o™10r) = E o0
0eS, 0'eSy
e ainda, g = €;0q9,. Em particular, tomando § = 1, obtemos a; = €,a,,, para todo o €

R(Dy), 7 € C(Dy). Dali, basta mostrar que ag = 0, se 6 nao é da forma o7, com o € R(D,) e
7 € C(D,), e entdo, obteremos que

T = Z agl = Z ar16,07 = aqe(D)y)

0€S,, g€R(Dy)
TeC(Dy)

Seja 0 tal que € néo é da forma o7, com o € R(Dy) e 7 € C(D,). Entéo, pelo lema 2.8.6, existe
transposicao 7 € S, tal que m € R(Dx)NC(0Dy,), logo, # = 07’0, com 7’ € C(D,) (pelo coroldrio
2.8.2, e ' é transposicao). Portanto, em particular,

Ay = ExQrgr—1 = —Qgrrgg-1g = —Qgr2 = —Qyf
e segue que ay = 0. O
Com isso, podemos demonstrar o resultado principal desta se¢do, e comegaremos mostrando que
e(Dy) é multiplo de um idempotente:
Corolario 2.8.8. ¢(Dy)? = ve(D,), com v € Z nao nulo.
Demonstracio. Para cada o € R(Dy) e 7 € C(D)), temos
oe(Dy)*r = oe(Dy)e(Dy)T = ere(Dy)?

e por consequéncia, pelo lema 2.8.7, e(Dy)? = ve(D,), em que, escrevendo e(Dy)? = Y. «ayf, temos
€S,
v = aj. Segue que v é inteiro, por definigdo de e(Dy).

Considere a aplicagdo linear T : x € A — ze(D)) € A. Tomando a base {6 : 0 € S,},
temos tr(T) = agnl. Ainda, seja B = {e1, - ,en} base de A de modo que {e1, -+ ,en} seja
base de Ae(D)) (como e(Dy) # 0, temos 1 < m < n!). Para cada x = ae(D)) € Ae(D)), temos
T(z) = T(ae(D,)) = ae(Dy)e(Dy) = vae(D,) = vz, e note que T'(a) = ae(D,) € Ae(D,), para
todo a € A. Segue que a matriz de T na base B tem a forma:

[T]B — ( ’YIme Omx(nlfm) )

* O(n!—m)x(n!—m)

e entdo, tr(T) = m7y. Como o trago ndo depende da escolha da base, temos my = n! # 0, e dai
v # 0. O
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Seja v € Z tal que e(Dy)? = ve(D,) e defina u(Dy) = v~ te(D,). Entdao u(D,) é idempotente,
uma vez que u(Dy)? =77 le(Dr)y'e(Dy) = v 'e(Dy) = u(Dy), e Au(Dy) = Ae(Dy).
Proposicao 2.8.9. O ideal Au(D)) = Ae(D)) € minimal.

Demonstragdo. Pelo lema 2.6.29, basta mostrar que u(Dy)Au(Dy) é anel de divisdo. Para cada
x € u(Dy)Au(D)), temos que
oxT = €;2,Yo € R(D)),V1 € C(Dy,)

e portanto, pelo lema 2.8.7, x = ~v,e(D,), para algum v, € K. E claro que dado z = vze(Dy) €
Ke(Dy), temos

z=77"" ve(Dy) = e(Da)yay " 'e(Dx) = u(Dx) (77 - Du(Dy) € u(Dx)Au(Dy)
e(Dy)?

Segue que u(Dy)Au(D)y) = e(Dy)Ke(Dy) ~ K é anel de divisao, e resulta que Au(D)) é minimal.
O

Proposicao 2.8.10. Sejam Dy e D,, diagramas associados a particoes diferentes. Entdo Ae(Dy)
nao € isomorfo a Ae(D,,).
Demonstragdo. Assuma Au(Dy) ~ Au(D,,). Pelo corolario 2.6.28, existe a € A tal que Au(Dy) =
Au(D,)a. Em particular, existe b € A tal que u(Dy) = bu(D,)a, e dai u(Dy) = u(Dy)? =
u(Dx)u(Dy) = bu(D,)au(Dy).

Basta provar que u(D,)au(Dy) = 0, e para isso, é suficiente mostrar que u(D,)0u(Dy) =
0, para todo 6 € S,. Temos u(D,)0u(Dy) = u(D,)0u(Dy)§~6. Temos u(D,) miltiplo de
e(D,) e Bu(Dy)0~! multiplo de fe(D,)0~ !, mas, fe(Dy)0~ = e(AD,) (coroldrio 2.8.2), e como
D,, e 0D, estao associados a diferentes particoes, pelo coroldrio 5, e(D,)e(0Dy) = 0, ou seja,
w(D,)0u(D))0~ = 0, o que implica u(Dy) = bu(D,)au(D,) = 0, contradigao. Segue que Au(D,)
nao é isomorfo a Au(D,,). O

Isso conclui a demonstragao do resultado principal desta seg@ao, que serd resumido no seguinte
teorema:

Teorema 2.8.11. Seja K um corpo de caracteristica zero e n € N. Denote por A = KS,,. Para
cada particéo A = (nq,- -+ ,ny,) B n, considere uma tabela Ty, e preencha com os nimeros 1,--- ,n,
obtendo um diagrama Dy. Considere os subgrupos R(Dy) e C(D)), que permutam as linhas e as
colunas, respectivamente, do diagrama, e defina

E(DA) = Z €Er0T
c€R(Dy)
T7€C(Dy)

Entao:
(i) Ae(Dy) € um ideal minimal d esquerda de A, e todo ideal minimal de A tem essa forma;
(ii) todo A-mddulo irredutivel a esquerda € isomorfo a um ideal minimal a esquerda de A;
(i1i) Se D, € um diagrama associado a uma particao p, entdo Ae(D,) ~ Ae(D,) se e s6 se A = pu;
(iv) e(Dy) = yu(D)), com u(Dy) idempotente e v € Z;

(v) Se Dy e D) sdio diagramas associados a uma mesma parti¢cio e D\ = 0Dy, para algum 0 € S,,,
entdo ¢ : x € Ae(Dy) — 2071 € Ae(D)) € bem definido e é um isomorfismo de A-mddulos.
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§2.9 Comutadores Basicos

Uma K-4lgebra associativa livre gerada por X = {x1, x5, -}, com X podendo ser infinito ou néo,
admite como K-base livre todas as palavras z;; - -x;,,k € N,z -+ , x5, € X.

No caso de uma K-algebra de Lie livre L = L(X) gerada por X, o conjunto de todas as palavras
[, , i, ] gera, mas nao é K-base livre, pois, por exemplo

[, 9,9, 2] = [z,y,2,y] + [z, 9], [y, 2]] = [2,y,2,9]
0

admite duas representagoes diferentes.

Nesta secdo, baseado no artigo de Hall [18] (uma abordagem totalmente diferente pode ser
encontrada em Bahturin [5]), apresentaremos uma K-base livre para a algebra de Lie livre gerada
por X, e essa base é constituida pelos denominados “comutadores basicos”:

Definicao 2.9.1. Define-se como comutadores basicos de grau 1 os elementos x1,xs, -+ € X. Por
inducao, tendo os comutadores basicos de grau 1,---,n — 1, considere uma ordenacao total nos
comutadores bdsicos de forma que, se grauu < grauv, entdo u < v. Um comutador [u,v], de grau
n, é definido por basico se

(i) uw e v s@o basicos e u > v
(i) se u = [s,t], entdao t < w

Um elemento de L serd dito estar na forma bésica se for escrito como combinacao linear de comu-
tadores bésicos.

Esses dois axiomas (i) e (i) e a ordenagdo da definigdo nos comutadores bdsicos, apesar de
poderem parecer estranhos, sao muito bem arquitetados com relacao aos monomios da algebra de
Lie livre. A exigéncia da condigao (7) é muito natural e tem relagdo com a anticomutatividade do
colchete, pois [u, v] e [v, u] sAo comutadores linearmente dependentes, e devemos “escolher” um deles.
A condigao (i7) j4 é um tanto mais estranho & primeira vista, mas quadra muito bem a Identidade
de Jacobi: dados u,v,w comutadores basicos, com u > v e u > w, considere o comutador [u, v, w].
Se v < w, entdo [u, v, w] é bésico, e caso contrario, aplicando a identidade de Jacobi, obtemos

[u, v, w] = [u, w,v] — [v,w,u]

e [u,w,v] serd bésico, e [v,w,u] é um comutador tal que o tltimo termo do comutador é maior
do que o tltimo termo do comutador anterior (isto é, u > w). Essa observagdo permite o uso de
“indugao” para provar afirmagoes envolvendo comutadores: se uma afirmagao vale para comutadores
bésicos, e fizermos essa manipulacao adequadamente, obteremos dois novos comutadores, um em
que a afirmagao vale (pois é comutador bdsico) e o outro que terd o ultimo termo maior. Podemos
continuar com esse processo, e em algum momento, chegaremos em um comutador com o tltimo
termo “muito grande”, e necessariamente serd bésico (dependendo das condigdes), e o processo ird
terminar.

Tal argumento pode parecer confuso, mas esse é o tipo de argumento utilizado com comutadores
bésicos. Esse argumento sera usado para demonstrar que os comutadores basicos geram e sao linear-
mente independentes, e sera utilizado novamente num dos resultados principais desta dissertagao.
Mostraremos inicialmente que os comutadores bésicos geram o espaco L, e para isso, definiremos o
processo canonico:
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Definigao 2.9.2. Seja w comutador e escreva w = [u,v]. O processo candnico serd definido pelos
seguintes passos:

Passo 1: Escreva u =Y ") ayu; e v =Y B;v; na forma bésica.

Passo 2: Para cada u e v bésicos, escreva

[u,v] = 0 , seu=v
[u,v] = [u,v] , seu>w
[u,v] = —[v,u] , seu<w

Passo 3: Sendo u > v comutadores bdsicos e u = [s, t], escreva

[u,v] = [s,1,0] , sev>t
[u,v] = [s,v,t] —[t,v,8] , sev<t

Passo 4: Retornar ao passo 1.
Lema 2.9.3. Seja u um comutador moénico de grau m. Entdo u pode ser escrito na forma bdsica.

Demonstragao. A demonstragao serd feita por indugdo em n = grauu. Se n = 1, entdo u ja estd na
forma bésica e nada a fazer, e se n = 2, entao o processo candnico termina no passo 2.

Por indugao, assuma n > 2 e que os comutadores de grau menor que n podem ser escritos na
forma bésica. Seja ug = [u,v], e entdo, escrevendo u = Y a;u; e v =Y b;v; na forma bdsica, basta
mostrar que [u;, v;] pode ser escrito na forma bésica. Entéo, assuma ug = [u, v], com u, v bésicos.
Assumindo u > v (pelo passo 2), escreva u = [s,t] (como u é bésico, s e t sdo bésicos e s > t). Se v é
“grande o suficiente”, por exemplo, se grauv > n/3, segue que necessariamente v > t, e dai, [s, t, v]
é bésico. Entdo, assuma por hipdtese de inducdo, que [s’,#',v’] pode ser escrito na forma bésica,
sempre que v’ >vouv =vet >t

Se v > t, entao ug € bésico e nada a fazer, e caso contrério, pelo passo 3, temos

[u,v] = [s,t,v] = [s,v,t] — [t, v, s].

Temos [s, v, t] bésico, e como s >t > v, por indugdo, [t,v, s] pode ser escrito na forma bésica, e dai,
ug pode ser escrito na forma bésica. O

Dado um comutador u, denote por u* a combinagao linear por comutadores basicos dado pelo
processo candnico. Defina (u + v)* := u* + v*.

Agora, iremos demonstrar que os comutadores basicos formam uma base para a algebra de Lie, e
para isso, basta mostrar que o processo canénico ndo depende da representacao de um comutador (e.g.
vimos que [z,y,y,x] = [x,y,z,y]), e para isso, basta mostrar que o processo canénico aplicado nas
representagoes de zero da dlgebra de Lie (isto é, comutadores da forma [u, u], [u, v] + [v, u], [u, v, w] +
[v,w,u] + [w,u,v] e [0,v]) sdo levados na representagao nula.

A seguir, ao utilizarmos um sinal de igualdade, queremos indicar igualdade na representagéo (ou,
equivalentemente (e mais preciso), igualdade na dlgebra livre ndo associativa gerada por X).

Valem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.9.4. [u,v]* = [u*,v*]*
Demonstracao. Segue pela definicao do processo canoénico. O
Proposigao 2.9.5. Sejam u,v,w comutadores basicos. Entao

(1) fu,ul* =0
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(2) [u,v]" = —[v,u]*
(3) [u,v,w|* + [v,w,ul* + [w,u,v]* =0

Demonstragdo. As afirmagoes (i) e (i7) seguem direto pelo passo 2 do processo candnico.

Para (iii), por simetria, podemos supor « > v e u > w. Utilizando a proposi¢do anterior e
(i), se necessério (isto é, podemos trocar v com w e trocar sinal e ordem dos comutadores, pois a
representacao serd a mesma), podemos assumir v > w.

A demonstracio serd feita por indugdo em n = grau [u, v, w|. Se n = 3, entdo ndo hé alteragoes
nos passos 1 e 2 do processo candnico, e no passo 3, obtemos [u, v, w] = [u, w,v] — [v, w, u], soma de
comutadores bésicos (u,v,w sdo de grau 1, neste caso).

Assuma n > 3 e o resultado vélido para comutadores de grau menor que n. Se [u,v] é um
comutador bdsico, ndo hé alteragées no passo 1 e, uma vez que [u,v] > w, ndo hi alteragoes no
passo 2. No passo 3, uma vez que v > w, obtemos

[w, v, w] = [u,w,v] — [v,w,u).

Dai
[w,v,w]*  F[v,w,u]* + [w,u, V] = [u,w, v]* + [w, u,v]*
————
[u,w,v]* —[v,w,u]*
e isso é igual a zero, por (i7) e pela proposicao anterior.

A demonstracdo, para [u,v] ndo necessariamente bdsico, serd feita por inducao, assumindo a
validade de (iii) para comutadores bdsicos u',v’,w’, sempre que grau w’ > grau w ou w’ = w e
grau v’ > grau v. Por linearidade, podemos supor a validade para u',v’, w’, satisfazendo w’ > w ou
w' =w e v/ > v, sem necessariamente u’,v’,w’ serem bdsicos.

Se grauw for suficientemente grande, por exemplo, se grauw > %, entao grauu > %”, e se
u = [s,t], entdo graut < %’ < & < grauw, e daf [u,v] é comutador bésico e vale, e isso mostra a
base de indugao.

Se [u,v] ndo é bésico, entdo u = [s,t], com s >t > v, e dai, aplicando as hipdteses de indugao
(para grau de comutador menor que n e para comutadores [u’, v’, w'] satisfazendo aquelas relagoes)
e omitindo a estrela, obtemos

[u,v,w] = [s,t,v,w] = —[t,v,s,w] + [s, v, t, w]

= —[t,v,w, 8| + [s,w; t,v] + [s,v,w,t] — [t,w; s, V]

= —[t,w,v, 8] + [v,w,t, 8] + [s,w; t,v] + [s,v; t,w] + [s,w, v,t] — [v,w, s, ]

= —[t,w, v, s] + [v,wt7S] + [s,w; t,v] + [s, v; t, w] + [s, w, v, t] — [v, 7S] + [s, t; v, w].

Para os outros comutadores:
[U,U),u} = [’U,’U);S,t] = _[Svt;v’w]
[w,u,v] = —[u, w,v] = —[s, t, w, v]

= —[s,w,t,v] + [t,w, s, ]

= 7[5371}77)715] + [tav;saw] + [tawavas] - [Ua s;w,t}

somando [u,v,w]* + [v,w, u]* + [w, u, v]* obtém-se 0, provando a afirmacao. O
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Isso prova que a representacao na forma bésica é unica, ou seja, vale o seguinte teorema:

Teorema 2.9.6. Os comutadores bdsicos formam uma base para a dlgebra de Lie livre.

Exemplo: Considere X = {x,y}, com ordenagio x > y. Os comutadores bdsicos sio:

z,y, [xvy}a [xay,y]a [xvyax]v [:L'vyvyay]a [SE,y,y,x], [$7yaxax]v T

§2.10 Identidades Multilineares e Aplicagoes

Nesta secao, serao apresentados alguns resultados na teoria de PI-adlgebras importantes e basicos, e
algumas aplicagoes da teoria desenvolvida anteriormente.

Nosso foco sera o estudo em corpos de caracteristica zero, e, a menos que se diga ao contrario,
todos os corpos mencionados serao assumidos de caracteristica zero (muitos resultados aqui se gen-
eralizam, ou incluem casos de corpos de caracteristica positiva).

Comegaremos com um conceito que serd muito explorado neste trabalho.

Definicao 2.10.1. Seja f(z1, - ,2m) € K(X). Dizemos que f é multilinear se f é multi-
homogéneo e de multigrau (1,1,---,1). Denota-se por P, o espago dos polindémios multilineares
de grau n nas variaveis x1, - , Tp,.

Observacao. 1. Se K tem caracteristica zero, entao f é multilinear se e sé se a aplicagao (a1, -+ ,am) €
A" — f(ay, -+ ,am) € A for uma aplicagdo m-linear de espacos vetoriais, para toda dlgebra
A. Essa equivaléncia nao é verdade se car K = p > 0, pois, por exemplo, f(z,y) = Py induz
uma aplicagao bi-linear.

2. P, é um espago vetorial e {Z,(1) - Z(n) : 0 € Sp} é uma base de P,.
n
Teorema 2.10.2. Seja f(x1, - ,2m) € K(X) e escreva f = Y fi, com f; homogéneo em x1 de
i=0
grau i. Entao:

(i) Se K contém mais que n elementos (e.g. K € infinito), entdo f; = 0 € consequéncia de f =0,
para cada i =0,1,...,n.

(ii) Se carK > grauf ou carK = 0, entdo f = 0 é equivalente a um conjunto de polinémios
multilineares.

Demonstragdo. (i) Sejam ag,aq,--- ,q, € K distintos e seja T = (f)T o T-ideal gerado por f.
Entao, como T é fechado por endomorfismos, segue que

n
f(ajl‘l;an"' 7'7/‘777,) = Za;’fi(xlva)”' a'rm) € T
=0

para j =0,1,--- n.
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Entéao, escrevendo em forma matricial, temos

floozy,Ta, -+, ) 1 ag o - of fo(xi, -+, @m)

floqzy, xa, - Tm) 1 o of -+ of fi(ze, - xm)

f(anl‘lax%"' 7xm) 1 ay, Oé% 042 fn(xla"' ,Jim)
M

mas, a matriz M tem determinante [](a; — o) # 0, e dai é invertivel. Segue que f; é

i<j
combinagdo linear de f(apx1, 22, ,&Tm), -, flanz1, -+ ,2m) € T, e consequentemente f; =
0 é consequéncia de f =0,i=0,1,--- ,n.

(ii) Podemos assumir f multi-homogéneo, por (i). Seja d = grau,, f e considere

f/(ylv"' sy Yd, T2, 0 - aifm):f(y1+"'+yd>$2,"' 7xm)

e tome a componente multi-homogénea de multigrau (1,---,1,grauy, f, .- ,grau,,_ f), e de-
——
d
nomine tal componente de g(y1,---,Yd, T2, ,Tm). Temos g consequéncia de f, e ainda,

glx, - @y xa, X)) =dlf(x, 29, ,Xy) # 0, pois car K = 0 ou car K > d, e entéo d! # 0.
Segue que f é equivalente a g, e repetindo o argumento as demais variaveis, chega-se ao resul-

tado.
O
Observagdo. Dado um polindémio multi-homogéneo f(z1, -, Zm), 0 processo de considerar a com-
ponente multi-homogénea de multigrau (1,---, 1, grau,, f, - ,grau,, f) do polinémio f(y; +---+
Yd, T2, ,Tm), cOomo na demonstragao do dltimo teorema, é denominado linearizagao total em

uma variavel do polinémio f em z;. Quando o processo é feito para todas as variaveis de f,
denomina-se linearizagao total de f.

Ainda nessa linha, costuma-se denominar linearizagao parcial a componente homogénea de
flyr +y2, 29, ,xy,) de multigrau (grau,, — 1,1, grau,, f, -+ ,grau,, f). Uma linearizagao total
em uma varidvel pode ser obtida por sucessivas linearizagoes parciais.

Este teorema é importante, pois reduz o estudo das identidades polinomiais ao estudo das iden-
tidades multi-homogéneas (caso o corpo seja infinito), e reduz ao estudo das multilineares, caso
estejamos em caracteristica zero; e estejamos interessados em determinar uma base de identidades.

Ainda, se quisermos verificar que uma &algebra satisfaz uma identidade multilinear, basta verifi-

carmos se a dlgebra satisfaz a identidade nos elementos da base. De fato, se {e;};cr é base de A,
m;

entao, dados f(z1, -+ ,Ty,) polindmio multilinear e ay, -+ ,a,, € A, escrevemos a; = Y aije, o
i=1 ;
(1)

(com n;’ € N, para cada 4, j) combinacao linear dos elementos da base. Dai

My, ,Mm
1
flar, - sam) = " g, ) e el
J1s sJm

e entao, f(ar, -+ ,am) =0 se todo fle ), - ,e om)=0.
J1

Im
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Utilizando a linearizacdo parcial, e algumas manipulagoes geniais, pode-se demonstrar o famoso
e importante teorema de Dubnov-Ivanov—Nagata—Higman (historicamente, primeiramente demon-
strado por Nagata em 1953 [19], generalizado por Higman em 1956 [22], e muito depois descobriu-se
que esse teorema foi primeiramente enunciado por Dubnov e Ivanov em 1943 [12]).

Teorema 2.10.3. Seja A uma Pl-dlgebra que satisfaz a identidade ™ = 0. Entao existe um natural
d, dependendo apenas do inteiro n, tal que A satisfaz a identidade x1--- x4 = 0.

Demonstracdo. A demonstragao sera feita por indugao em n. Se n = 1, entao nada a fazer. Entao,

considere o caso n > 1, e assuma por hipétese de indugao que existe d € N tal que fg =x1-- x4 é

consequéncia do polinémio z"~1, ou seja, que fg =), uivfb—lwi, para u;, v;, w; polinémios, e tome
a linearizacao parcial de z™:

-1 —2 —2 -1

flay) =2y +a" “yx 4 oy F oy

Entdo, temos que f(x,yz’)z¥=7~1 é identidade de A, para cada j,k € N e z,y, z varidveis. Ainda,
temos:

f(x’yzj)zkfjfl T B e T B S e B e o

somando variando valores de j de 0 a k — 1, obtemos a identidade de A:

E
—

k—2
f(x,yzj)z’“_j_l _ kxk—lyzk—l n inyf(zjxk—i—l)
i=0

<.
Il
o

entdo, uma vez que f é identidade, segue que h = 2¥~1yz*~! ¢ identidade de A. Daf, z1 - - 22441 é
uma identidade de A, pois

n—1 n, /! m—1_1/
L1 Td Ld+1Ld+2* " T2d+1 = Us V; (wixduj)vj wj
—— ——_— —— 7
> uwiol hwg >, u_;v_;"_lw_; ’ consequéncia de x
e entao x - - - Tag+1 € consequéncia de x™, e isso prova o teorema. O

Uma pergunta pertinente e interessante nesta direcao é a seguinte. Relacionar os ntimeros n e
d do Teorema de Nagata e Higman. Este problema é muito dificil e ainda nao resolvido no caso
geral. Pode-se verificar diretamente que se n = 2 temos d = 3 (isto é, toda dlgebra nil de indice 2
é nilpotente de indice 3, e existem &algebras nil de indice dois que nao sao nilpotentes de indice 2
- ou seja, d = 3 é o indice minimo para n = 2). Higman observou que se n = 3 teremos d = 6, e
mostrou que para n qualquer, d = d(n) < 2™ — 1. (Tal fato decorre da demonstragao do teorema
dado acima.) Décadas mais tarde Razmyslov, utilizando métodos da teoria das identidades com
traco, mostrou que d(n) < n?, e Kuzmin obteve a desigualdade d(n) > n(n + 1)/2. Essas sdo as
melhores cotas gerais conhecidas até agora. Kuzmin conjecturou que d(n) = n(n + 1)/2 para todo
n. Esta conjectura foi confirmada para n = 4 por Vaughan-Lee (por meio de computagoes pesadas e
bastante diretas). Shestakov e Zhukavets confirmaram a conjectura para n = 5, no caso de algebras
e superdlgebras de 2 geradores. Sabe-se também que a conjectura é valida se n = 5, para algebras
com 3 geradores.

Pode-se provar que qualquer PI-algebra satisfaz uma identidade multilinear (mas, ndo neces-
sariamente que toda identidade é equivalente a uma identidade multilinear), mesmo néo exigindo
restrigdes ao corpo base. No caso de corpo de caracteristica 0, isso ja foi demonstrado.
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Proposigao 2.10.4. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao A satisfaz uma identidade multilinear.

Demonstragao. Seja f(x1, - ,2;,) uma identidade de A, e defina

grmax [ := max{grau,, f, .- ,grau,, f}.

Dividiremos a demonstracao em duas partes.

Afirmacao 1: A satisfaz uma identidade f’, com grmax f/ = 1.

Por indugao em n = grmax f. Se n = 1, nada a fazer, e caso contrario, seja ¢ € N tal que
grau 5, f = n. Entao, definindo

/ " / "
gl(x17"' sy Li—1y Ly, Ly y Tjgly """ ,LUm) = f(l'l,"' ami717x7j+xiami+la"' 7xm)_

_f(xla"' 7$i—1»$;»$i+1»"' ,&“m) —f(9017"' affifl,l”;/,fiﬂ,"‘ 7xm)

obtemos que ¢g; é identidade de A (note que grau,,g1 < grau,, f). Se ndo existir j € N, tal que
grau ., g1 = n, entdo grmax g; < n, e segue por indugao, e caso contrario, repita o processo para ;.
Como temos apenas um numero finito de varidveis no polinémio f, o processo termina, e isso prova
a afirmagao.
Afirmagao 2: A satisfaz uma identidade multilinear.
Temos que A satisfaz uma identidade g(x1,---,2,) # 0, com graug,,g < 1,i = 1,---,m. A
demonstracao serd por indugao em m.

Se m = 1, segue que g(x1) = ax; # 0 é multilinear, e nada a fazer. Entao, assuma m > 1. Se todo
x; aparece com grau 1 em todas as componentes de g, implica que g é multilinear e vale o resultado.
Entao, assuma que x; aparece com grau 0 e grau 1, e escreva g = g; + go, com grau g, g; = ¢,72 =0, 1,
9o # 0.

Se g1 = 0, resulta gy é uma identidade de A em m — 1 variaveis e segue por inducao. Se g1 # 0
e go # 0, temos, definindo

g/(l'27 o a‘rm) = 9(07$2» o axTYL) = gO(I27 e ,Im) 3& 0
ainda, ¢’ é nao nulo e é identidade de grau m — 1 de A, e o resultado segue por inducao. O
Um resultado muito simples e muito 1til é o seguinte:

Teorema 2.10.5. Sejam A uma PI-dlgebra sobre K que satisfaz uma identidade multilinear f(x1,- -+, Tm)
e B uma dlgebra comutativa sobre K. Entio A @k B satisfaz f.

Demonstracdo. Sejam a; ® by, -+ ,am @ by, € A @k B. Entao
f(a1®b1,~-- ,(lm®bm) = f(a1,~- ,am)®(b1--~bm) =0
No caso geral, temos

n Nom, N1, N
f(zlah@bil,“‘yzaim@bim): Z f(ai1®bi17---,aim®bim):O.

i1=1 im=1 15 5bm

O

Como consequéncia desse resultado, obtemos que as identidades sao invariantes por extensoes do
corpo base, isto é, o seguinte teorema:
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Teorema 2.10.6. Sejam K um corpo, L uma extensdo de K e A uma dlgebra sobre K. Entdo, o
ideal de identidades de A @k L satisfaz T(A®k L) =T(A) ®k L.

Demonstragdo. O dltimo teorema mostra que (fazendo as devidas identificagoes de espagos) T(A®k
L)DT(A)®k L, e como A C A®Qk L (na verdade A ® 1), segue que T(A) @ L D T(ARK L), e
segue o resultado. O

O préximo resultado serd de grande importancia no estudo de PI-dlgebras em geral, mesmo tendo
um enunciado simples e especifico para matrizes:

Teorema 2.10.7. Seja K um corpo. Entdo, a dlgebra de matrizes n x n, M,(K), ndo satisfaz
identidades multilineares de grau menor que 2n.

Antes de demonstrar, vale introduzir a seguinte notagdo muito til para trabalhar com matrizes
nxn: denotaremos por e;;,1 < 4, j < n, as matrizes que possuem 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna,
e 0 nas demais entradas. Essas matrizes satisfazem e;jer; = jxes, com g o delta de Kronecker
(bpr=1sek=1,edp =0casok#I).

Demonstracdo. Se uma algebra satisfaz uma identidade multilinear de grau d, entao ela satisfaz
uma identidade multilinear de grau d’, para todo d’ € N com d’ > d. Mostraremos que M, (K) nao
satisfaz identidades de grau 2n — 1. Seja f um polindmio multilinear ndo nulo de grau 2n — 1, e
escreva

f(xy, - 2on—1) = axy - T2, 1 + Z AoTo(1) " " Lo(2n—1)
oE€ESan_1
com Sa,_1 0 grupo de permutagoes de {1,2,--- ,2n — 1}, a, € K,Vo € Sy,_1 € @ € K e podemos

assumir « # 0, pois f # 0. Entao

f(6117€12762276237"' 7en—1,n—laen—l,n;enn) = aein + E OLUO 7& 0
0€San—1

e isso conclui o teorema. O

Exemplo: Para cadan € N, denote por T (M, (K)) o T-ideal das identidades polinomiais da dlgebra
matricial M, (K). Entdo
() T(M(K)) =0

neN
U

Esse ultimo teorema com enunciado simples tem grandes consequéncias na estrutura de PI-
algebras. Uma delas é a seguinte:

Teorema 2.10.8. Seja A uma dlgebra primitiva sobre um corpo K que satisfaz uma identidade de
grau d. Entdo o centro de A, Z = Z(A), é um corpo e dimzA < (d/2)?.

Demonstragao. Pelo corolario 2.1.9, temos A = M, (D), para D uma &lgebra de divisdo. Entao
Z = Z(A) é um corpo. Temos dimzA = dimy (A®z L), para qualquer L D Z corpo, e em
particular, tomando L subcorpo maximal de D (c.f. Definigdo 2.3.6), temos A ®z L = M,(L)
(Teorema 2.3.8), e u < d/2. Daf dimzA = u? < (d/2)2. O
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Exemplo: Seja A uma Pl-dlgebra. Entao P< A € primitivo se e s se € maximal. De fato, se P<A
é primitivo, entao A/P é uma PIl-dlgebra primitiva, e entao, da forma M,(D), e em particular,
simples. Seque que P € maximal. Em particular, uma PI-dlgebra primitiva € simples. (I

Corolario 2.10.9. Uma Pl-dlgebra semiprimitiva € o produto subdireto de dlgebras simples, cada
uma de dimensao finita sobre seu centro, e as dimensdes sao limitadas. Ainda mais: wma Pl-dlgebra
semiprimitiva é o produto subdireto de dlgebras matriciais M, (K), para algum n € N fizo.

Com o auxilio dessa teoria extra, podemos melhorar um exemplo da secao §2.2:
Exemplo: Uma Pl-dlgebra primitiva A sobre um corpo K que satisfaz uma identidade multilinear
ndo satisfeita por My(K) é comutativa.

De fato, seja Z = Z(A), que € corpo, e ainda dimzA < oo (pelo Teorema 2.10.8). Entao, sendo
L C D subcorpo mazimal, temos que A @z L satisfaz a identidade multilinear f (Teorema 2.10.5),
e A®z L = M, (K) (Coroldrio 2.3.9), para algum v € N, e se u > 1, entdo M,(K) D Mz(K), o
que implicaria que My(K) satisfaz f, contradigdo. Segue que A é comutativo.

Em particular, uma PI-dlgebra semiprimitiva que satisfaz uma identidade multilinear ndao satis-
feita por Ma(K) é comutativa. O

Vamos agora exibir um resultado interessantissimo devido a Levitzki [26], que relaciona elemen-
tos nilpotentes com radical de Baer no caso de PI-dlgebras. Uma das ideias da demonstracao (além
de muitas manipulagbes muito bem colocadas) é que, como A satisfaz uma identidade polinomial
(entdo, ela satisfaz uma identidade multilinear, pela proposi¢do 2.10.4, de algum grau d), entdo
podemos “permutar” os elementos de um produto de d elementos da dlgebra, e utilizar esse fato
de alguma maneira inteligente. Essa manipulagao é uma evidéncia de que os anéis nao-comutativos
mais préximos dos anéis comutativos sao as Pl-dlgebras.

Teorema 2.10.10. Seja A uma Pl-dlgebra, e assuma que A satisfaz uma identidade polinomial de
grau d. Para cada elemento nilpotente a € A, sejan € N tal que

a" ¢ B(R), a""' € B(R)
(em que B(R) € o radical de Baer de R). Ention < d/2.
Demonstra¢ao. Fixe um a € A nilpotente e n € N como no enunciado. Defina os subanéis
Agj g =a" TN A+ Z)? ) =1, n+1
Agj=a" A+ Z)d |, j=1,--,n

e defina
Bi=A---4;, j=1,--- 2n+1
Note que
B2j71 = (a"(A+Z))2j_1aj_1 , j = 1,' . ,’I’L—i— 1
Byj = (a"(A+2))¥d , j=1,--,n

Ainda, se s > t, temos AsA; C (A + Z)a" "1 (A +Z). Em particular, se r € N é tal que r < 2n + 1,
entao ay(1) - gy € (A + Z)a"* (A + Z), para todo a; € A;,;i = 1,--- ,r e para todo 0 € S,
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diferente da identidade. Pela proposicao 2.10.4, temos que A satisfaz uma identidade multilinear, e
podemos escrever que A satisfaz

Ty Tqd = Z bama(l)"'xa(d)a b, € K.
0€Sq,0#1

Em particular, assumindo por absurdo n > d/2, temos n > (d — 1)/2, e entdo, d < 2n + 1, e dai,
para todo a; € Ay,--- ,aq € Ay, temos

ai---ag = Z bo'aa'(l)"'aa'(d)E(A+Z)G7L+1(A+Z)
oc€Sq,0#1

o que implica (a"(A + Z))%a? = By C (A + Z)a" " (A + Z), em que ¢ = d/2 ou q = (d — 1)/2,
dependendo da paridade de d. Multiplicando ambos por a"~9(A + Z) pela direita, temos, em
particular, (a™(A+Z))4*t C (A+Z)a" 1 (A+7Z) C B(R), e segue que a”(A+Z) C B(R) (proposicio
2.6.10), e em particular, a™ € B(R), contradigdo. Dali, necessariamente n < d/2. O

Como consequéncia, temos o seguinte resultado:

Corolario 2.10.11. Seja A uma Pl-dlgebra semiprima e I C A um ideal (bilateral, o direita ou a
esquerda) nil. Entao I é nilpotente (ou seja, A, sendo semiprima, ndo admite ideais nil).

Demonstragao. De fato, como S = {a € A : a é nilpotente} é um subanel de A, o Teorema 2.10.10
diz que S satisfaz a identidade polinomial " = 0, para algum m € N. Pelo Teorema de Dubnov—
Ivanov—Nagata—Higman 2.10.3, segue que S satisfaz a identidade polinomial z1---x; = 0, para
algum [ € N. Se I C A é um ideal nil, entao, I C S, e entao, seus elementos satisfazem xq ---x; = 0,
e em particular, I' = 0, e dai, I é nilpotente. Como, em particular, uma &lgebra semiprima nio
admite ideais nilpotentes, segue que A ndo admite ideais nil. O

Aqui vale ressaltar que o teorema de Levitzki (ainda em forma muito mais geral) pode ser obtido
como um coroldrio imediato do teorema de Shirshov sobre a altura, um topico que nao trataremos
nesta dissertacao.

A seguir, provaremos alguns teoremas, devidos a Amitsur (em [1]), que seguem da estrutura de
algebras nao comutativas e da estrutura de PI-algebras.

Lema 2.10.12. Sejam T C K(X) um T-ideal, com X infinito, A = K(X)/T e p(z1, - ,zn) €
K(X) homogéneo em x1. Entdo, p(x1, -+ ,x,) € J(A) se e sd se p € nilpotente em A.

Demonstragao. Se p é nilpotente em A, entao ja sabemos que p € J(A).
Reciprocamente, se p € J(A), entdo existe ¢ € J(A) tal que p + ¢ — pg = 0, o que implica
(igualdade em A) em

q=pp+pg=—p—p +p'g=-=—p—p° = —p"+p'q

Olhando p e g como polindmios em K (X), escreva ¢ =Y " | ¢;, com ¢; homogéneo em z; de grau i

em z;. Entao
n m n m
g+ P =pq=> q+> 0 => p'GET
i=1 j=0 j=1 j=0

tomando n > m, obtemos que p™ é uma componente homogénea em z1, e entao, p™ € T', concluindo
o resultado. O
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Teorema 2.10.13. Se A é uma Pl-dlgebra semiprima, entdo a dlgebra relativamente livre F =
K(X)/T(A) € semiprimitiva.

Demonstragdo. Seja p(x1,- -+ ,&y) € J(F). Entao p(z1,- -+, Tm)Tm+1 € J(F) e, pelo lema anterior
2.10.12, p(x1, -, Zm)Tme1 € nil. Isso implica, em particular, que fixados a1, - ,a, € A, o ideal
play, - ,am)(A+7Z) C A é il e portanto, pelo coroldrio 2.10.11, necessariamente o ideal é nulo,
e em particular, p(ai,---,a,) = 0. Mas entdo, como aq,--- ,a,, € A sdo arbitrdrios, segue que
p(z1,- -+, ) é uma identidade polinomial de A, de onde segue que p € T'(A4), ou seja, p =0 em F
e em particular, F' é semiprimitiva. O]

Como consequéncia desse teorema, obtemos:

Teorema 2.10.14. Seja T C K(X) um T-ideal. Entdo o radical de Jacobson J/T = J(K{(X)/T) é
nil. Ainda mais: J € um T-ideal.

Demonstragio. Seja B/T = B(K(X)/T) o radical de Baer da &lgebra relativamente livre e defina
a algebra A := K(X)/B ~ (K(X)/T)/(B/T). Como A é uma imagem homomérfica de K(X)/T,
segue que A é uma Pl-algebra e A satisfaz todas as identidades em T'. Ainda, pelo teorema ante-
rior, temos que K(X)/T(A) é semiprimitivo, pois A é semiprima. Note que T' C T(A) C B por
construgao, e ainda, por um dos teoremas do isomorfismo:

K{X)/T

K(X)/T(A) ~ T(A)T

o que implica, em particular (lema 2.2.3), que J C T(A) C B, e como ji sabemos, B C J, o
que implica J = B, e resulta que J/T = B/T é nil. Ainda mais, dessa continéncia de conjuntos,
conclui-se também que J = T'(A), e em particular, J é um T-ideal. O

Por fim, segundo a teoria desenvolvida de estrutura, iremos caracterizar o radical de Jacobson
de uma 4lgebra relativamente livre (resultado de Amitsur, [1]).

Teorema 2.10.15. Os ideais T (M, (K)) sdo os inicos T-ideais P tal que K(X)/P é semiprimitivo.

Demonstragdo. Seja P um T-ideal tal que F' := K(X)/P é semiprimitivo. Entdo, pelo coroldrio
2.10.9, segue que F é produto subdireto de dlgebras matriciais M,,(K), e em particular, necessaria-
mente P = T(M,,(K)) (c.f. Teorema 2.2.12). O

Como consequéncia, obtemos de imediato:

Teorema 2.10.16. Seja T C K(X) um T-ideal. Entdo o radical de Jacobson J(K(X)/T) =
T(M,(K))/T, para algum n € N.

Por fim, iremos comentar como podemos aplicar a teoria desenvolvida sobre representacoes de
Sn-
Temos que P,, admite uma estrutura natural de S,,-médulo, dada pela seguinte acao:

o(Tiy - Ti,) = To(in)  Toliy)

para cada o € S, e x;, ---x;, € P,. Os conjuntos PL, := P, N L(X) (os polinémios lineares de
Lie) e I';, = (combinagao linear de produto de comutadores) N P, (os polindémios préprios lineares,
definigdo 3.3.1) também admitem naturalmente uma estrutura de S,-médulo.
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Dada uma PI-dlgebra A, denotaremos por P,(A) = P,/(P, N T(A)), PL,(A) = PL,/(PL, N
T(A)) e (A) =T,/(T,NT(A)) (o caso PL,(A) também pode ser definido para uma &lgebra de
Lie). Note que, dados f,g € P,, f é consequéncia de g se e s6 se f € KS,g. Também g € KS,, f,
se e 86 se g é consequéncia de f. Entdo, em particular, os conjuntos P,(A), PL,(A),T,(A) também
admitem uma estrutura natural de S,-maddulo.

Utilizaremos a notagao trabalhada na segao §2.8 (resumido totalmente no Teorema 2.8.11). Dado
um diagrama Dy, tomando o elemento gerador do S,,-mddulo irredutivel e(D}) relacionado ao dia-
grama D), e dado um polinémio multilinear f(z1,--- ,x,), note que o polinémio g obtido identifi-
cando as varidveis que estao na mesma linha do diagrama D)y de e(D))f é equivalente a e(D,)f. De
fato, g é obtido de e(D)) f por identificagao de varidveis, e entéo, g é consequéncia de e(D,) f, e recip-
rocamente, e(D,) f pode ser obtido de g a partir de sua linearizacio total (e entdao, com K adequado
(por exemplo, caracteristica zero), obtemos a equivaléncia das identidades). Por exemplo, assuma
f(x1,--+ ,xp) = ®1---x,, e considere uma tabela relacionado a particaio A = (ny,--- ,n;) F n, e
tome um diagrama D) preenchendo os nimeros de 1 a n em sequéncia, iniciando de cima para baixo
na primeira coluna, seguindo de cima para baixo na segunda coluna, e assim sucessivamente. Entao,
fazendo as identificagoes das varidveis na mesma linha do diagrama D), obtemos

9(@1, - Tmy) = Sy (B0, Ty )8y (T4, By) -+ Sy, (B0, Timy)
em que Sy, (%1, -, Tm) ¢ a identidade standard e (mq,---,m,) F n é a particdo conjugada de
(ny,---,ng), ou seja, m; é a quantidade de elementos na primeira coluna da tabela Ty, msy é a

quantidade de elementos na segunda coluna de T), e assim sucessivamente. A vantagem dessa
identificacao é a simplificacao ao exibir o polinomio gerador do S,,-mdédulo irredutivel.

Se M) é um S,,-submédulo irredutivel de P, (PL,, Iy, P,(A), PL,(A) ouT',,(4), com A uma
PI-4lgebra), entao M) é isomorfo como S,,-médulo a S,e(D)), e é um S,,-submédulo da soma dos S,,-
submddulos irredutiveis de P,, isomorfos a S,e(D)). Entao, exite um polindémio f(z1, - ,z,) € M)y
tal que

My, = (KSu)(e(Dy)f)

ou, em outras palavras, existem elementos a, € K, com o € S,,, tais que

e(Dy) ( Z aga> T1+ T

oESy

é um gerador de M. A decomposicao de P, é relativamente fécil, pois os S,-médulos irredutiveis
sao gerados simplesmente por elementos da forma e(Dy)zy - - -z, (e entdo, bastarfamos encontrar
todos os e(D}), que dependem apenas dos diferentes diagramas D) obtidos da mesma partigao A, que
geram S,-mddulos diferentes - e existem teoremas que classificam isso), é um processo trabalhoso,
mas pode ser obtido de forma sistemdatica com um algoritmo.

Para as decomposigoes de PL,,, I, P, (A), PL,,(A),T',,(A) o processo ja se torna bem mais dificil,
e exige muito mais paciéncia, contas, asticia e existe uma vasta teoria nesse sentido para refinamento
das contas.

Na secao seguinte, iremos refinar muitos resultados nessa area, e iremos trabalhar principalmente
com polinémios de Lie lineares e polindmios préprios lineares, obtendo assim muitas técnicas no
estudo das identidades de uma algebra.



Capitulo 3

Resultados Preliminares em
PI-algebras

Neste capitulo, serao apresentados resultados importantissimos para os resultados principais desta
dissertagdo, e alguns bem especificos (mas néo deixando de ser muito importantes para a teoria
geral).

Nas segoes 3.1 e 3.2, seguiremos os estudos de Amitsur ([2, 3, 1]), e estudaremos com mais
profundidade o Radical de Jacobson de uma Algebra. Na segao 3.1, provaremos que o Radical numa
algebra finitamente gerada sobre um corpo nao enumeravel é nil. Este resultado serd fundamental
na sec¢ao 3.2, em que (desenvolvendo uma belissima teoria) serd provado que o Radical de Jacobson
de uma PI-dlgebra é nil (sem restrigdes ao corpo).

Na secao 3.3 e 3.4, exibiremos, respectivamente, definigbes e nogoes bdsicas sobre polindémios
proprios e matrizes genéricas. A importancia desses objetos ficard claro nas se¢bes seguintes, que
aplicaremos a teoria desenvolvida anteriormente, combinando técnicas com polinémios préprios e
matrizes genéricas. Toda a exposicdo foi baseada no livro de Drensky [9].

Na secao 3.5, apresentaremos nocoes basicas e enunciaremos diversos resultados importantissimos
sobre representagoes do Grupo Geral Linear. A exposigdo serd baseada nos livros de Drensky [9] e
no livro de Bahturin [5].

Na secao 3.6, apresentaremos resultados de aplicagoes de representacoes de S,-moédulos em
polinémios multilineares. A secao serd baseada nos trabalhos e livro de Drensky [10, 9] e no livro
de Bahturin [5], e serd combinagdo das técnicas de representagoes apresentadas na se¢do anterior, e
das técnicas das matrizes genéricas e polindmios proprios.

Na segéo 3.7, definiremos um conceito devido a Razmyslov (identidades fracas, [28]), e provaremos
alguns resultados envolvendo manipulagoes de identidades fracas, que podem ser encontradas nos
artigos de Razmyslov [29, 30]. Essas manipulagoes serao utilizadas diretamente nas demonstragoes
dos teoremas nas 4 primeiras se¢oes do proximo capitulo, e serao referenciadas constantemente.
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§3.1 Radical de Jacobson nil

Esta secao ird explorar a estrutura do Radical de Jacobson de uma algebra, e provaremos que o radical
de uma §lgebra finitamente gerada sobre um corpo nao-enumeravel é nil (Teorema de Amitsur [2]).
Este resultado sera a base para demonstrar que o radical de uma PI-algebra finitamente gerada é
nil (independente do corpo).

Toda a linguagem e estudo desenvolvidos nesta segao serao utilizados exclusivamente para demon-
strar o resultado principal da secao, e nao serao referenciados posteriormente.

A teoria desenvolvida sobre o Radical de Jacobson nas segoes §2.2 e §2.4 sera suficiente para esta
Secao.

Comegaremos com uma definicao que trard uma descrigao muito boa sobre o radical:

Definigao 3.1.1. Sejam A uma &dlgebra sobre um corpo K com unidade 1 e a € A. Dizemos que a
é algébrico se a subdlgebra I, de A gerada por a e 1 tem dimensao finita sobre o corpo K. Caso
contrario, dizemos que a é transcendente.

Lema 3.1.2. Sejam A uma dlgebra com unidade 1 e J(A) seu radical de Jacobson. Entao, os
elementos de J(A) sao transcendentes ou nilpotentes.

Demonstragao. Seja a € J(A) algébrico e seja I, a subdlgebra de A gerada por 1 e a. Entao, existe
m € N tal que a™I, = a™*11,, uma vez que a™I, e a™ 11, sdo subélgebras da dlgebra de dimensio
finita I, e ™I, C a™I,. Dai, existe b € I, tal que a™'b = a™T!, uma vez que o™t € a™1,.
Como b € I, C J(A), segue que existe ¢ € J(A) tal que b © ¢ = 0. Entéo

0=a"tboc)=a"(b+c—bc)=a" ' h+a" e —a" he=am?
S—— N——

anL+1 a'm+1
e logo a é nilpotente. O

Nosso objetivo serd mostrar que, em certas hipdteses, todos os elementos de J(A) sdo algébricos.
Exemplo: Se todos os elementos de uma dlgebra sao algébricos, entiao J(A) € nil. d

Fixado a € A e considerando a &dlgebra I, gerada por 1 e a, existe uma relagao entre o anel de
polinémios K|z| e I, dada pelo seguinte homomorfismo:

Yo : f(z) € Klz] = f(a) € I,

em que f(a) é a avaliagdo do polinémio f em a. Temos que 1, é um homomorfismo de édlgebras
sobrejetor, e a é transcendente se e s6 se Ker v, = 0 (ou seja, se 1), é isomorfismo).

No que segue nesta segdo, iremos trabalhar livremente com polinémios f(z) € K|[z], e iremos
passar para I, avaliando f em a, sem mencionar .

Exemplo: Utilizando o algoritmo de divisdo, pode-se mostrar que K[x] é um dominio de ideais
principais. Com isso, podemos demonstrar facilmente os segquintes fatos, (que nao serdo necessdrios
nesta $e¢ao):

1. Keri, € gerado por um polinémio ménico, que serd denotado por p,(x).

2. Keri, #0 se e sd se existe f(x) € Klz]|, f #0, tal que f(a) =0. Neste caso, p, divide f.
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3. Seja b € I, e escreva b = f(a), com f € Klz]. Entdo b é invertivel em I, se e s se
mdc(f,ps) = 1.

O

Até o fim desta secao, a menos que se diga o contrario, A serd uma algebra com unidade 1, a € A
fixo e I, a algebra gerada por 1 e a.

Definicao 3.1.3. Um elemento o € K ¢é dito estar no espectro de a se a — « - 1 for nao invertivel
em I,. Denota-se o conjunto de elementos do espectro de a por o(a). O complementar de o(a) é
denominado o conjunto resolvente de a e serd denotado por p(a).

O préximo lema serd o principal argumento para demonstrar o resultado principal desta secao:

Lema 3.1.4. Sejam a1, ,am, € p(a) distintos. Entdo (a —ay - 1)7L -+ (a — au - 1)71 sdo
linearmente independentes ou a € algébrico.

Demonstracdo. Assuma que existem (1, --- , 8, € K nao todos nulos tais que

ﬂl(a—al'l)il+"'+Bm(a_am'1)71:O'

m
Multiplicando por [] (a — «; - 1), obtemos que

i=1

Bifi(a) + -+ Bmfm(a) =0

em que fi(z) = [[(z — a;). Seja f(xz) = > Bifi(x). Temos f # 0, pois caso contrério, para cada
i=1

J#i
1€ {l,---,m}, terfamos 0 = f(o;) = Bifi(e;), e uma vez que aq,- - , @, sdo distintos, terfamos
filay) # 0, o que implicaria §; = 0,i = 1, -+ , m, contradicao.

Dai f #0, e ainda, f(a) = S1fi(a) + -+ + B fm(a) =0, 0 que implica que a é algébrico. O

Com isso, podemos demonstrar o resultado principal desta secao:

Teorema 3.1.5. Seja A uma dlgebra (nao necessariamente com unidade) sobre um corpo K tal que
a cardinalidade de K seja maior que (o nimero cardinal) dimg A. Entao o radical J(A) € nil.

Demonstrag¢ao. Seja A* = 1-K @ A a élgebra obtida adicionando uma unidade 1 a A. Como A C A*
e J(A) = J(A*) (Coroldrio 2.4.5), basta trabalharmos com A* e mostrar que J(A*) é nil.

Fixe a € J(A*). Entdao 1 — aa é invertivel para todo a € K, e dai, a~! € p(a), para todo a € K,
a #0.

Entao devem existir vy, -+, € p(a) distintos tais que (@ — oy - 1)71 -+ (@ — - 1)1
sao linearmente dependentes, pois caso contrario, teriamos um conjunto de elementos linearmente
independentes maior do que dimg A* (note que, no maximo, dimg A* = dimg A 4 1), contradigao,
e dai, a sera algébrico, pelo lema 3.1.4. Pelo lema 3.1.2; a é nilpotente, e isso prova o resultado. [

Corolario 3.1.6. Uma dlgebra finitamente gerada sobre um corpo nao enumerdvel tem radical de
Jacobson nil.
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§3.2 Extensao de Hilbert’s Nullstellensatz

Seja K um corpo. Nesta se¢ao, denotaremos por K[y, - ,&,] o anel de polindmios com varidveis
comutativas &1, -+ ,&,, € K{(x1, -+ ,2,) (ou simplesmente por K(X,)) a algebra associativa nao
comutativa com unidade nas variaveis x1,--- ,z, e K o fecho algébrico de K.

Uma das equivalentes formas de enunciar o cldssico teorema de zeros de Hilbert é a seguinte:

Sejam f € K[&,---,&,) e G C K[y, -+ ,&n]- Entdo, se f(ai,- -, a,) = 0 sempre que
glag, -+ ,a,) =0,Vg € G, a1, ,a, € K, entdo existe m € N tal que f™ estd no ideal
gerado por G.

A teoria desenvolvida por Amitsur [3] generaliza e estende este resultado, e o teorema genera-
lizado nao sera apresentado explicitamente aqui. Nosso objetivo principal serd demonstrar que o
radical de Jacobson de uma PI-algebra finitamente gerada é nil.

Ao resto desta segao, fixaremos um corpo K, n € N, G C K(X,,) e f € K(X,,).

Defini¢ao 3.2.1. Seja A uma dlgebra sobre K. Uma n-upla (ai,- - ,a,) de elementos de A é dito
ser um zero de G se g(ay, -+ ,a,) =0,Yg € G.

Definigao 3.2.2. Sejam A uma dlgebra simples sobre K ¢ Z = Z(A) seu centro. Um conjunto
(a1, -+ ,an) de elementos de A é dito ser um zero regular de G em A se (a1, ,a,) é zero de G
ese Zlay, -+ ,a,] = A (a élgebra gerada por Z e por ai, -+ ,ay,).

Definigao 3.2.3. O polinoémio f é dito satisfazer a propriedade (Z) (para algum k € N) se

f(a1,--- ,a,) =0 para todo conjunto de zeros regulares (aj, - ,a,) de G em M,(K), r < k.

Para o resto desta secdo, fixe k € N, denote por I(G) o ideal gerado por G em K(X,,), T(Mj(K))

o T-ideal das identidades de matrizes k x k, T,(My(K)) = T(Mr(K)) N K(X,,), Qr = I(G) +

T, (Mi(K)) e J, C K(X,,) ideal tal que o radical de Jacobson J(K(X,,)/Qx) = Ji/Qx.

Lema 3.2.4. Sejam H = K(n1, - ,mm) uma estensio de K, com {ni,--- ,nm} algebricamente
independente (definicio 2.5.1) e {\1,--- , N} C H um conjunto finito. Entdo, existe uma especial-
izagdo v : H — K (defini¢ao 2.5.9) tal que, se A\; # 0, entao ¥(\;) # 0 e ¥(\;) # oo, para cada
i=1,--- L

Demonstracao. Se \; # 0, entao escreva

A\ = fi(7717"' 77lm)
’ gi(nh"' anm)

i =1,---,l. Sendo K infinito, existem ay,-- ,an € K tais que fi(ai, - ,am)gi(ar, - ,am) #
0,vi=1,---,l tal que \; # 0. Entdo, a especializagio ¢ : H — K tal que ¥(n;) = a;,i =1,---,1, é
a especializagao requerida. O

Com isso, podemos demonstrar que a propriedade (Z,f) nio é limitada a My (K), isto é, o seguinte
resultado:

Lema 3.2.5. Se f se anula em todos os zeros regulares de G em My, (K), entdo f zera em todos os
zeros requlares de G em My(H), sendo H qualquer extensdo de corpos H|K.
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Demonstrag¢ao. Assuma H|K extensao de corpos e assuma por absurdo que existem aq,- - ,a, €
My (H) zero regular de G tal que f(ay, -+ ,a,) # 0. Considere os elementos {\,---,\;} de H
que aparecem nas entradas de ai,--- ,an, f(a1, - ,a,) e tome H' = K(A\,---,)\). Entdo, por
teorema 2.5.4, existe um subconjunto algebricamente independente {ny, - ,9m} C {A1, -+, A}
tal que H' = K(n1,---,nm) e dai, pelo lema 3.2.4, existe especializacdo ¢ : H' — K tal que
V(X)) #0,se \; # 0 e ¥(\) # oo, = 1,---,1. Entdo, considerando a especializagdo induzida
Yy : M (H') — My(K), e usando as suas propriedades (Proposicio 2.5.11), temos que, para cada
geqG
0=1vr(glar, - an)) = g(¥rlar), - Yrlan))-

Logo (Yg(a1), - ,¥r(an)) é um zero de G em My (K). Note ainda que, por escolha da especializacao,

temos f(¢r(a1), -+, ¢¥r(an)) # 0. Ainda, como (ay, - ,a,) é um zero regular de M (H), temos
H(a1, - ,an) = Mi(H) (a élgebra gerada por H -1 e a1, - ,a,). Dado a € Mi(K) C My(H),
temos a = Y a,a7! -+ - a2 (combinagdo linear de produtos de elementos de aq,--- ,a,), entéo,

a=r(a) = Zaowk(m)ol e tpg(an)®n

o que implica que (¢Yi(a1), - ,¥x(a,)) é um zero regular de G em My (K), e chega-se a uma
contradigao. O

Coroldrio 3.2.6. Se f satisfaz (Z[?), entdo f zera para todos os zeros requlares de A, sendo A uma
dlgebra simples sobre K tal que dimzA < k?, em que Z = Z(A).

Demonstragdo. Seja L um corpo tal que A ®@p L ~ M,(L), em que o = dimzA (coroldrio 2.3.9), e
considere um corpo H contendo K e L. Entao, como H = L ®k H, temos

A®KH:A@KL®KH2MO(L)®KH2MO(H)

Como A C A®k H ~ M,(H), os zeros regulares de G em A séo zeros regulares em A ® H, e pelo
lema 3.2.5, segue o resultado. O

Com este resultado, podemos caracterizar o ideal Jj:
Lema 3.2.7. f € Ji, se e s6 se f satisfaz (Z).

Demonstragdo. Assuma que f satisfaz (Zf). Entdo, dado P ideal primitivo de K(X,) contendo Qy,
temos K (X, )/P Pl-dlgebra primitiva, logo, é simples (exemplo ap6s Teorema 2.10.8) de dimensao
sobre o centro menor ou igual a k? (uma vez que K(X,)/P contém as identidades de My(K)).
Definindo Z; = z; + P € K(X,,)/P, como G C P, temos g(Z1,--- ,%,) = 0,Yg € G, e pelo coroldrio
3.2.6, f(Z1, - ,Zn) =0, 0 que implica f € P, e segue que f € Ji.

Reciprocamente, assuma f € Jy e seja (a1, ,a,) zero regular de G em M, (K), com r < k.
Considere a algebra A = Klay, - ,a,] C M(K) e tome o homomorfismo de algebras 7 : K(X,,) —
A tal que 7(z;) = a;,i =1,--- ,n. Seja P = Kerw. Verifica-se facilmente que Qy C P, uma vez que

T.(M(K)) C T,(M.(K)) C PeI(G) C P (pois (a1, ,a,) é zero de G).Temos A PI-dlgebra e
simples, e em particular, A é primitiva, e entdo, P é primitivo (pois K(X,)/P ~ A) e contém Q.
Como f € P, segue que f(ay, - ,a,) =0, ou seja, f satisfaz (ZF). O

Com isso, podemos demonstrar a seguinte caracterizagao mais completa de Ji:

Teorema 3.2.8. Sdo equivalentes:
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(i) [ satisfaz (ZE)
(ZZ) fedi

(iii) f gera wm ideal & direita (e/ou & esquerda) nil médulo Qy, (isto €, f + Qr gera um ideal nil

em K(Xy)/Qr)

Demonstragao. (i) <= (ii) : segue pelo lema 3.2.7.
(#91) = (1) : por Ji/Qy ser o radical de Jacobson de K(X,,)/Q.
(i4) = (i4d) : Seja H|K uma extensdo de corpos com H nao enumerdvel. Entao, pelo lema 3.2.5, f
satisfaz (ZF) para H. Pelo lema 3.2.7, temos f € J(H(X,)/Qk(H)), em que Qx(H) = H(X,) N
(T(My(H))+1Ir(G)), com Iy(G) oideal gerado por G em H(X,,), e temos que Iy(G) = I(G)®@x H
e, pelo lema 2.10.6, temos H(X,,) N T,,(My(H)) = (K(X,) N T, (My(K)) ®x H. Entao Qx(H) =
Q1. ® H. Pelo corolério 3.1.6, segue que J(H(X,,)/Qr(H)) é nil, e existe o € N tal que f° € Qr(H),
e como f° € K(X,), segue que f° € Q.

Como f satisfaz (Z}), claro que os elementos de K(X,,) (e K(X,,)f) satisfazem (ZF), e entdo f
gera um ideal & direita (e & esquerda) nil médulo Q. O

Em particular, o radical de Jacobson de K(X,)/Q ¢ nil. Com essa teoria, podemos provar o
resultado principal desta sec¢ao:

Teorema 3.2.9. Seja A uma Pl-dlgebra finitamente gerada. Entdo o radical de Jacobson de A é
nal.

Demonstra¢ao. Denote por A = K{ay, - ,a,) ¢ K{Xo) = K(x1,22,---) a algebra livre ndo co-
mutativa com unidade em infinitas varidveis. Considere o homomorfismo K(X.) — A tal que
x> a;,i=1,--- ,nex;— 0parai>n, etome Qo seu nicleo. Note que Qs D T(A), o T-ideal
das identidades de A. Seja Q = Qo N K(X,). Note que K(X,,)/Q ~ K(X)/Qoo =~ A.

Por teorema 2.10.14, temos J(K (X )/T(A)) nil, e por teorema 2.10.16, temos J(K (X )/T(A)) =
T(My(K))/T(A), para algum k € N.
Afirmagao 1: (T(Mg(K)) 4+ Qoo)/Qoo é nil.
De fato, (T'(Mr(K)) + Qwo)/Qo0 ~ T(My(K))/(T(Mr(K) N Qux), € este tltimo é a imagem ho-
mombodrfica de T'(My(K))/T(A), uma vez que T(A) C Qoo N T (M (K)).

Denote por J(K(Xw)/Qoo) = Jo/Qoo(== J(A)).
Afirmagdo 2: J(K(Xo)/(T(My(K)) £ T(A))) = Jo/(T(My(K)) + T(A))
De fato, como (T'(My(K))+T(A))/Q énil, segue que Jy D T'(My(K))+T(A), e ainda, J(K(X o)/ (T(Mp(K))+
T(A)) = Jo  (T(My (K))+T(A)), pois, por lema2.4.2, Jo/ (T(Me(K)+T(A)) € J(E (Xoo) /(T (M () +
T(A))), e como

K(Xoo) /(T(M(K)) + T(A)) K(Xoo)/Qoo
Jo/(T(Mi(K)) +T(4)) Jo/ Qoo

¢ semiprimitivo, implica Jo/(T'(My(K)) +T(A)) D J(K(Xoo)/(T(Mp(K)) +T(A))) e vale a igual-
dade.

Considere o isomorfismo 7 : K(Xoo)/Qoo — K(X,,)/Q tal que z; — z;,i = 1,--- ,;nexz; —
0,7 > n. Seja J/Q a imagem de Jy/Q o por esse isomorfismo.
Afirmagio 3t (T(My(K)) + Qu)/Qu ~ (T (My(K)) + T(4))/Q
De fato, o isomorfismo 7 mapeia (T'(M},(K))+Qo )/ Qoo sobre (Ty, (M (K))+Q)/Q, pois T, (M (K))+
Q C T(Mi(K)) + Qoo (no sentido de, se f(z1,--,z,) € Tn(Mp(K)) + Q, entdo, visualizando
f(z1, -+ ,xp,) como elemento de K(X ), temos f € T(My(K))+ Q). Como o niicleo de restrigdes

K{(Xx)/Jo ~
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de 7 ainda sao nulos, segue que vale o isomorfismo.
Afirmagao 4: J(K(X,.)/(Tn(My(K)) + Tn(A))) = J/(Tn(My(K)) + T,,(A))
Como 7 é isomorfismo, temos J(K(X,)/Q) = J/Q = 7(Jo/Qx). Ainda, 7 induz isomorfismo 7
entre K (Xoo)/(T(My(K)) + Q) ¢ K(X,)/(Tu(My(K)) + Q), pois
K(Xo) K(Xoo)/ Qoo - K(X3n)/Q K(Xn)

~

(TOMA(E)) + Qo) (TMR(K)) + Qo) / Qoo (Tn(Mi(K)) +Q)/Q ~ (Tn(My(K)) + Q)
Ainda

Jo/ Qoo N J/Q N
(T(My(K)) + Q) /Qoc ~ (Tn(My(K)) +Q)/Q J/(Tn(My(K)) + Q)

e em particular, J(K(X,)/(Ta(My(K)) + Q) = J/(Tu(M(K)) + Q).

Afirmacao 5: J(A) é nil.

De fato, como A ~ K(X,,)/Q, temos J(A) ~ J(K(X,,)/Q) = J/Q. Mas, combinando a afirmacao
3 e 1, temos (T,,(My(K)) + Q)/Q nil, e como T, (M (K)) + @ é um ideal da forma Q) (segundo a
notacgao fixa desta segéo), segue, pelo teorema 3.2.9, que J/(T,,(My(K)) + Q) é nil. Dai J/Q é nil,
o que implica J(A) nil. O

Jo/(T(My(K)) + Qoo) ~

Recordamos que este teorema foi generalizado de maneira significativa por Razmyslov, Kemer e
Braun. Razmyslov, em 1974, demonstrou que se A é uma PI-algebra associativa e finitamente gerada,
sobre corpo de caracteristica 0, entao J(A) é nilpotente se e somente se A satisfaz alguma identidade
de Capelli (vide [42]). Mais tarde, em 1980, Kemer provou que toda PI-dlgebra, finitamente gerada
sobre um corpo de caracteristica 0, satisfaz alguma identidade de Capelli (vide [40]). Assim foi
demonstrado que sobre corpos de caracteristica 0, o radical de PI dlgebras finitamente geradas é
nilpotente. Mais tarde Braun, em 1984, mostrou que o teorema de Razmyslov—Kemer é valido se
substituirmos o corpo por qualquer anel comutativo e noetheriano (vide [38]). Atualmente este
teorema é conhecido com o nome Teorema de Razmyslov, Kemer e Braun.

§3.3 Polinémios Proprios

Nesta secao, apresentaremos nocoes basicas de polinomios proprios, e discutiremos a sua importancia
na teoria de PI-dlgebras. A teoria aqui serd baseada no livro de Drensky [9].

Nesta segao, serd conveniente considerar K(X) como a dlgebra associativa livre com unidade,
isto é, assumiremos K C K(X). Comegaremos com a definigdo de polinémio préprio:

Defini¢cao 3.3.1. Um polinémio f € K(X) é denominado préprio se for combinacdo linear de
produto de comutadores, isto é, se podemos escrever f na forma

f(xl"“ ?‘Tm) = Zai[xillv"' 7Ii1p1]'“ [Iimkilv”' 7xi7n,kipki]
[

assumimos que 1 é o produto de um conjunto vazio de comutadores. Denotamos por B o espaco dos
polinémios préprios de K(X); para cada m € N, denotam-se por By, = BN K(x1, -, Zp), B™ os
polindmios préprios em m varidaveis e homogéneos de grau n, e denota-se por I'), = BN P,,n € N,
o conjunto dos polinéomios multilineares préprios.

O préximo resultado exibird uma base para o espago B, baseado numa base da algebra de Lie
livre L(X):
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Proposigao 3.3.2. Considere uma base ordenada da dlgebra de Lie livre L(X) (c.f. secdo §2.9):
L1, L2, T3y [zi17xi2]ﬂ [ijsz]v Y [Iku‘rkzv Iks]v t

Entao, o espago vetorial K(X) admite como base

ai a by b

:L'l ...mW{nwl ...wl
com m,l € N, ar, -+ ,am,b1, -+ ,bp > 0, wy, - ,w; comutadores bdsicos com wi; < --- < w;. Os
elementos da base que satisfazem (seqgundo a notagao acima) m =0 (ou seja, ay = -+ = a,, = 0),

constituem uma base para o espaco vetorial B.

Demonstragao. A afirmacdo sobre a base de K(X) segue direto do Teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt, uma vez que a algebra universal envelopante de L(X) é K(X).

Para a segunda afirmagao, os elementos definidos no enunciado realmente sao elementos do espago
B, e sao linearmente independentes, uma vez que é um subconjunto de um conjunto linearmente
independente. Dados wy---w; € B, com wsy,- - ,w; polindmios de Lie, podemos “organizar” a
ordem e a forma do produto da seguinte forma:

1. Podemos supor que wy, - - - , w; sao comutadores basicos. De fato, se nao forem, basta escrever-
mos como combinacao linear de comutadores basicos, e obteremos uma combinacao linear de
produto de comutadores bésicos. Entao, basta verificar cada componente dessa combinacao
linear.

2. Podemos tornar o produto de forma que w; < --- < wj;. De fato, se w; > w;11, entdo, podemos
inverter o produto da seguinte forma: w;w;1 = w;y1w; — [w;, w;11]. Daf, obtemos soma de
dois produtos de comutadores, em que o primeiro é o nosso polindmio original, com dois fatores
trocados de ordem, e o segundo é um novo produto de comutadores - e podemos escrever como
combinacao linear de comutadores basicos.

Aplicando indugao, com essas ideias em mente, prova-se o resultado. O
Uma consequéncia desse fato é a seguinte importantissima afirmagao:

Coroldrio 3.3.3. Um polinémio f(x1,--- ,2m) € K(X) € prdprio se e sé se a avaliagio flz,—1 =0,
para todo i =1,--- ,m, em que f|z,—1 € o polinémio obtido substituindo a varidvel z; por 1.

Um dos importantissimos fatos envolvendo polinémios préprios é que eles formam uma base para
as identidades de uma &lgebra:

Teorema 3.3.4. Seja A uma Pl-dlgebra com unidade 1 sobre um corpo infinito K. Entdo, todas as
identidades de A sequem das identidades polinomiais proprias. Ainda, se car K =0, as identidades
polinomiais de A sequem das identidades polinomiais proprias multilineares.

Demonstragao. Seja f(x1, - ,xm) € K(X) uma identidade polinomial de A, assuma f multi-
homogéneo e escreva

= Z 0 T we (T, Tm)y g € K

a/:(al,“' 7U/m)

decomposigao de f segundo a base de K (X) apresentada no teorema 3.3.2, com w, préprio, e com
o somatdrio indexado pelas sequéncias a = (a1, -+ , a,) adequadas.
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Pelo corolario 3.3.3, substituir qualquer varidvel de w, por 1, obteremos 0 (desde que a varidvel
efetivamente aparege em w,). Temos que f(1 + x1,22, - ,Z,) é identidade de A (e equivalente a
f), e ainda

ai
a .
f(1+’r1’x27...71'm): g aa§ ( il )x7i$32...xf:’nmwa(xl7...,I‘m).
1=0

a:(alv"' 7a7n)

A componente homogénea em z; de grau minimal de f(1 + x1,29,-+ ,,,) é obtida entre os
somandos com a1 maximal (que é equivalente a tomar os somandos com grau ,, w, minimal, pois f
¢ multi-homogéneo). Seja ag esse inteiro maximal. Entdo, uma vez que a componente homogénea
de uma identidade é consequéncia da prépria identidade (teorema 2.10.2), segue que

o— az a
wy 1= g oy - i we (X1, Tn)
a=(a1,",am)
com a1 = ag
é identidade de A. Repetindo esse mesmo argumento para f — x%w,, e seguindo por indugao o
mesmo argumento, obteremos que f é consequéncia de um conjunto de polinémios da forma

az a
E 0y T we (L1, T )-

Aplicando o mesmo argumento para as demais varigveis, obteremos que f é equivalente a um conjunto
de polinémios da forma
§ wa(xl, e axm)-

Isso prova que f é equivalente a um conjunto de polindmios préprios. Para a parte multilinear,
podemos repetir o processo, e utilizar a linearizacao total, e concluir que f é equivalente a um
polinémio préprio multilinear. [

O espaco I';, admite naturalmente uma estrutura de S,-mdédulo, definida da mesma forma para
os polinomios multilineares. Uma das vantagens de se trabalhar com polinémios préprios é que
muitas manipulagdes com os elementos resultam em conclusoes mais fortes, porém, nao € facil exibir
explicitamente o espago I';, como soma de S,-moédulos irredutiveis. Na secao seguinte, exibiremos
dois resultados importantissimos para a estrutura das identidades de My (K) - utilizando a teoria de
polinémios préprios, representacoes de S, e matrizes genéricas.

Finalizaremos a se¢ao exibindo uma base para I';,, e para isso, precisaremos encontrar uma base
para PL,, (o espaco dos polinémios multilineares de Lie):

Lema 3.3.5. Seja PL,, o espago dos polindomios de Lie multilineares de grau n. Entao PL, admite
como base o conjunto

{[mn7 To(1), " axa(nfl)] HS Sn—l}-
Demonstracdo. Seja w um monoémio em PL,. Provaremos por indugao em n, com a validade trivial

do caso n = 2. Entao, se w = [u/, v'], utilizando a anticomutatividade se necessério, podemos assumir
que a variavel x,, aparece em v’ e utilizando a hipdtese de inducdo sobre u’, podemos escrever

w = Z[xnaxim"’ 7xikvvi]'

%
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Fixe w' = [z, @iy, , Ty, V], € basta mostrar que w’ é combinagéo linear dos elementos citados no
lema. Se grau v = 1, entdo w’ ja estd na forma requerida. Caso contrério, escreva v = [z, 22|, e dalf,
utilizando a identidade de Jacobi, obtemos:

w/ = [x’namip"' amika[zlazﬂ] = [Z‘n,.’Iiil,"' axikazlazQ] - [xnaxiu"' 7xikaz2;zl]

e obtemos dois comutadores com grau (z;) < grau (v),i = 1,2, o que implica que podemos utilizar
argumentos indutivos e concluir que w é combinagao linear dos elementos citados no teorema.

Para mostrar que os dados elementos sao linearmente independentes, note o seguinte: dado
o € S,_1 e representando [Tn, Ty(1), * , To(n—1)] cOMO combinagdo linear de polindmios em P,,
podemos escrever como:

[xna To(1), " 7170(71—1)} = TnZg(1) " Lo(n—1) + Z QrZr1) Tr(n), OCr € {717 07 1}
TES,
T#O
Uma observagao importantissima é que entre os elementos z (1) -+ - Tr(»), com a, # 0, a variavel z,,
nao aparece como primeiro elemento do monoémio.
Assim, uma combinacao linear dando zero dos elementos candidatos & base resulta em:

0= Z ﬂo [xna To(1)y " >xa(n—1)] = Z ﬂo‘znxa(l)  To(n—1) + Z ﬂ;—xr(l) c T (n)

0ESH_1 0ESH-1 TESH

x, Nnao aparece na primeira posicao
m"<ZJESn—1 Baf”cr(l)"‘xo(nfl)) " P P posie

assim, utilizando as bases de P, e P,_1, vemos necessariamente que todo 3, = 0, o que implica a
validade do lema. O

Como consequéncia, podemos calcular uma base para I',,:

Teorema 3.3.6. Uma base para I',, € formada pelos sequintes elementos:
[xinv T >xi1m1] T [xizw' o vxizml}
em que:
1. todos os produtos sao multilineares em x1,--+ ,Xp;

2. cada comutador tem tamanho maior ou igual a 2 e o maior indice de cada comutador estd na
Primeira posicao, isto €, ijy > ijy, i, para j = 1,0

3. o produto estd na ordem de tamanho de comutador, isto é, m; < mo < -+ < my;

4. se dois comutadores sequidos possuem o mesmo tamanho, entao a primeira varidvel do primeiro
comutador € menor do que a primeira varidvel do sequndo comutador, isto €, se ocorre m; =
mjy1, para algum j, entao i, < iji1.

Demonstragao. Na proposicao 3.3.2, considere uma base de L(X) tal que os comutadores de tamanho
menor precedem os comutadores de tamanho maior, e se dois comutadores seguidos possuem o mesmo
tamanho, entao o primeiro simbolo do primeiro comutador é menor do que o primeiro simbolo do
segundo comutador. A demonstragao desse teorema segue direto do teorema 3.3.2 com essa base e
do lema 3.3.5. O
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§3.4 Matrizes Genéricas

Nesta secao, desenvolveremos uma teoria que serda muito importante para simplificacdo de contas:
matrizes genéricas. Toda a teoria aqui serd baseada no livro de Drensky [9].
Fixaremos um corpo K infinito e n € N. Denote o anel de polinémios (comutativos) em infinitas
variaveis por
Q=KzQ) pge{l, - ,n}1=1,2--]
Definigao 3.4.1. As matrizes
2} e
Yi= : :
2 L)
sao denominadas de matrizes genéricas nxn. Denotaremos por R,, a dlgebra gerada pelas matrizes
genéricas, e denominaremos de dlgebra de matrizes genéricas n x n. Denotaremos por R, a

subdlgebra de R,, gerada pelas matrizes genéricas y1,: - , Ym-

Exemplo: Se C é uma K -dlgebra comutativa, para cada conjunto de elementos cy,- -+ ,¢; € Mp(C),
existe uma especializagdo (substituicdo de varidveis) i : Q, — C tal que a especializa¢ao induzida
Un + Ry — M, (C) satisfaz ¥, (y;) = ¢i,i=1,--- L. O

Lema 3.4.2. Sejam H corpo contendo K e f(x1, -+ ,xm) € K(X). Entao, f € identidade de
M, (H) se e sé se f(y1, -+ ,ym) =0, sendo y1,- -+, Ym malrizes genéricas n X n.

Demonstra¢do. Assuma f(y1,--- ,ym) = 0. Dados hy,--- ,h,, € M,(H), considere ¢, : R, —
M, (H) tal que ¥, (y;) = hsyi =1,--- ,m. Entao, sendo 1, homomorfismo de dlgebras, segue que

f(h17 e 7hm) = f(%(yl), e 7¢n(ym)) = 1/)n(f(yla T 7ym)) =0
e dai f é identidade de M,,(H).

Reciprocamente, assuma y = f(y1, - ,¥m) 7 0. Como H infinito (pois K é infinito), existe
¥ : ), — H especializagao tal que a induzida v, : R, — M, (H) satisfaz ¥,,(y) # 0, e segue que, f
ndo ¢ identidade de My, (H), pois f(¢n(y1), -+, ¥n(ym)) = ¥n(y) # 0. O

Esse 1ltimo lema é inocente, pois a tinica coisa que ele diz é que podemos trabalhar com matrizes,
utilizando varidveis em suas entradas, para verificar se uma dada identidade é satisfeita por uma
algebra de matrizes.

Exemplo: Verificaremos que o polinémio f = [[x1,12]? 23] € uma identidade de My(K) direta-
mente: considere as matrizes

_ [STREST) _ 1 T2 _ i1 Ci2
5_(521 22 )’ 77—(7721 122 )’ C_<C21 C22>

entao
[£,n = ( §i2m21 — L1712 Suiimez + §12m22 — M1z — 2822 )
1 1821 + n21822 — {11121 — §21722 maa1 — &127m21
1 0
[5,77]2 = —det[fﬂﬂ < 0 1 )
[&,n%¢] = 0
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(em que det[€, n] = —(§127m21 — 5217712)2 — (E1amz +&12m22 — M1&12 — m28e2) (111 + 121822 — E11m21 —
&a1m22) ). Conclusao: f € identidade de My(K) e parece ndo valer a pena realizar as contas direta-
mente. U

Os proéximos resultados serao tteis e mostrardo como podemos simplificar contas com esta teoria.
Lema 3.4.3. Os autovalores da matriz genérica y1 sao dois a dois distintos.

Demonstragao. Seja f(A) € Q,[A\] o polindmio caracteristico da matriz y;. Para qualquer especial-
izacao ¢ : Q, — K, e considerando a induzida ¢, : R, — M, (K), o polindémio caracteristico de
Un(y1) é Y(f), em que ¥ (f) é o polindomio obtido de f aplicando ¥ em seus coeficientes.

Dai, se y; admitir autovalores repetidos, f admitird raizes repetidas, e entdo, ¢(f) admitird
raizes repetidas, para toda especializagao ¥ : 0, — K. Em particular, todos os elementos de
M, (K) admitirao autovalores repetidos, o que nao é verdade, uma vez que K é infinito. O

Lema 3.4.4. Seja Q) um fecho algébrico do corpo de fragoes de Q. Entdo, existe u € M, ()
invertivel tal que

z z z
Z1 0 ,1 2 n
1 1 Ry 222 22n
HoYip = e y K Y2 = .
0 Zn |
/
Zp  An2 " Znn

com z;, zj,zpq varidveis comutativas, e as entradas de p~ 'y, 7 > 3, sdo nao nulas e algebricamente

independentes sobre K.

Demonstragdo. Pelo lema 3.4.3, existe p € M,,(§2,) invertivel tal que p~'ly;p é diagonal. Considere
uma matriz

1 0

A2
A= . € Mn(an)

0 An
e denote por (z}}) = p 1yop. Temos A‘lp_lylp)\ ainda diagonal e denotando (z;;) = A™'p~lyapA,
temos z1, = zp1 se e 86 se \pxy, = A Ly x,;. Note que, como as entradas de p estdo num fecho

algébrico do corpo K(z;; M1 <ij< n) e {x@) : 1 < 4,5 < n} é algebricamente independente

1

sobre esse subcorpo, segue que as entradas de p~txop sdo ndo nulos, e em particular, zf » # 0. Dal,

tomando A, =, /x /xlp,p -+, n, e tomando p = Ap, o resultado segue.
Por mesmo argumento no caso de p~lysp, segue que as entradas de p~'y;u,i > 3, sdo nio nulos
e algebricamente independentes sobre K. O

Teorema 3.4.5. Sejam f(x1, - ,2m) € K(X) e

/ / /
1 Ry R (1) (1)
21 0 7 " 211 " RIn
, , Z9 R22 . Z2n ,
Y1 = . y Yo = y Y = : 42> 3
0 Zn ’ : : ©) (1)
/ Z ... Z
Zn Zn2 tee Znn nl nn
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p 0 o . e . , Py
COM 2i, 25, Zpg,s 2y VaTidVELs comutativas. Entdo f € identidade de M., (K) se e somente se f(yy,- -+, yy,) =

P’'q
0.
Em particular, se todas as varidveis de f aparecem somente em comutadores (isto €, f é um
polindémio proprio, defini¢ao 3.3.1), entdo podemos assumir que valem as relagdes entre as varidveis
tr(y}) = 0,4 > 1, ou equivalentemente, f é identidade se e sd se

1 1
f (yi - ﬁtr(yi)f, e Yr — ntr(yin)f) =0

Demonstragdo. Pelo lema 3.4.2, basta mostrar que f(yi, - ,y.,) =0seesése f(yr, - ,ym) =0,
sendo y1,- -+ , Y, Mmatrizes genéricas n X n.

Pelo lema 3.4.4, existe matriz u tal que u~ty;p é diagonal, =1y esté na forma requerida para i
e pu~Yy;u, i > 3, possui entradas nio nulas e algebricamente independentes sobre K. Em particular,
denominando de R/, a K-4lgebra gerada por yi,uh,v4, -+, existe especializacio p 'R,u — R,
tal que p~ly;u — yi,i > 1, e em particular, essa especializacio é um isomorfismo. Dai, temos
isomorfismo de algebras

R, = 'R,pu — R,

tal que y; — yj, 3 > 1.
Denomine de ¢ : R, — R, esse isomorfismo. Entao

f(ylla ay;n) = f(d)(yl)a ,¢(ym)) = ¢(f(y13 ,ym))

portanto, f(yi, - ,y.,) =0seesdse f(yi, - ,ym) =0, e o resultado segue pelo lema 3.4.2.

Para a segunda parte do Teorema, denote por I a matriz identidade n x n, e escreva y; =
Y, — 2tr(y;) ] + 2tr(y;)1,i > 1. Como substituir qualquer varidvel de f por I (ou por um multiplo
de I) implica em zero, temos que

fWh, ) =f <<yi - itr(yi)f> + ltr(y'l)f, e (yin - Tlltr(yin)1> + 7{Ltr(yin)f>

e claro que tr(y; — Ltr(y/)I) = 0,i > 1. N

A primeira parte da demonstragao desse teorema mostra exatamente a seguinte afirmagao:

Proposicao 3.4.6. Utilizando a mesma notagao do Teorema 3.4.5, seja R), a K-dlgebra gerada por
Y1 Ysy Yy -+ . Entao R, ~ R. como K-dlgebras.

Com auxilio do Teorema 3.4.5, podemos simplificar as contas (sem contar que veremos aplicagoes
dessa teoria na sec¢do seguinte):
Exemplo: Seja f = [[x1, 22)?, x3]. Para verificar que f € identidade de My(K), pelo Teorema 3.4.5,
basta substituir suas varidveis por

(&1 0 (1 M _( G112
£_< 0 —511>7 n_(WQ —7711>7 C_<C21 —Cn)
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Temos
_ 0 281172
[67 77] - ( _2511,’72 0 )
2 _ —4&1m3 0 )
et = (TR g
[l m?,¢] = 0
e entao, [ € identidade de Ma(K). O

§3.5 Representacoes de GL,,(K)

Nesta segao, exibiremos nogoes da teoria de representagao de GL,,(K), e enunciaremos vdrios resul-
tados nessa linha.

Definicao 3.5.1. Seja ¢ : GL,,,(K) — GL4(K) uma representacao do grupo GL,,(K), para algum
s € N. Denomina-se a representacdo ¢ de polinomial se cada entrada de ¢(g) é um polindémio
envolvendo as entradas de g € GL,,(K). A representacio polinomial ¢ é denominada homogénea
de grau d se as entradas de ¢(g) forem polindmios homogéneos de grau d nas entradas de g €
GL,,(K).

Um GL,,(K)-médulo W é dito polinomial (homogéneo) se a correspondente representacao for
polinomial (homogénea).

Nesta secao, denotaremos por V,, o espago vetorial formal gerado por x1,--- ,x,;, sobre o corpo
K, K{(V,,) := K{x1,--- , &), e por (K(V,,,))(™ o subconjunto dos polinémios homogéneos de grau
n em K(V,,). Trabalharemos identificando, sem maiores problemas, K(V,,) C K(X).

Temos que GL,,(K) := GL(V,,) age naturalmente no espago K(V,,) pela seguinte acdo: dados
Xy @y, € K(Vin) e g € GLy, (K), define-se a agao pela esquerda por

9(wiy - w4y) = (gxiy) - (924,

Com essa agdo, K(V,,) é um GL,,(K)-médulo & esquerda.
O préximo resultado é facil de ser demonstrado, e mostra que representacgoes de GL,,(K) em
K(V,,) se comportam bem para manipulacoes:

Teorema 3.5.2. 1. (K(Vm>)(”), a componente homogénea de grau n, é um GLy,(K)-mddulo e
K (Vi) = €D (K (Vi)™
neN

2. Para cada T-ideal T C K(X), temos que TNK (V,,) e TN(K (V;,))™ sio GLy, (K)-submddulos
de K{V,).

3. Cada GLyp(K)-submédulo W C K(V,,) é soma direta das componentes homogéneas W N
(K (Vi)™

O proéximo resultado classifica os GL,, (K )-médulos polinomiais homogéneos irredutiveis de grau
n, e ird mostrar que GL,, (K)-médulos irredutiveis e S,-mddulos irredutiveis estao relacionados de
alguma forma:
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Teorema 3.5.3. 1. Os GLy,(K)-mddulos polinomiais homogéneos de grau n > 0 irredutiveis (a
menos de isomorfismo) estdo em correspondéncia 1-1 com as particoes A = (ny, -+ ,ny,) Fn.
Denota-se por W, (A) 0 GLy,(K)-mddulo irredutivel relacionado a A.

2. Seja A = (n1, - ,Nm) uma particao de n. O GL,,(K)-mddulo Wy, (X) € isomorfo a um
submddulo de (K (Vy))™. O GLy(K)-médulo (K (V)™ admite decomposicio

(K (Vi)™ =~ dx Wi (V)

em que dy € a dimensao do S,-mddulo irredutivel (K Sy)e(D)), e o somatdrio percorre todas
as particoes A em ndao mais que m partes.

Convém introduzirmos uma agio pela direita de S, sobre (K(V,))™, que serd conveniente na
notagio do préximo teorema. Para cada z;, - -~ x;, € (K(V,,,))™, e para cada o € S,,, defina

n

Lig 0 Lip 0 =Ty T,y

Essa acao é diferente da agao definida anteriormente de S, sobre P,, pois essa agao pela direita

permuta a posicao das variaveis. Essa acao, por exemplo, nao leva identidades em identidades.
Para cada particdo A = (n1,---,nm), seja q1,--- ,q o tamanho das colunas do diagrama .

Defina o polinémio sy em K (V,,) por

3A<x1a' t 7mq1) = quj‘(xlv' T 75511]-)

em que cada s4, (71, - ,2q;) é 0 polindmio standard. Isso resulta em uma caracterizacido mais
precisa dos GL,, (K )-mdédulos polinomiais homogéneos de grau n irredutiveis:

Teorema 3.5.4. Seja A = (nq,- -+ ,ny) uma particao de n em ndo mais que m partes e seja sy 0
elemento definido acima.

1. O elemento sy gera um GL,,(K)-mddulo irredutivel isomorfo a W, (\).

2. Cada GLy,(K)-médulo irredutivel W C (K{(V;u )™, com W ~ W,,(X\), é gerado por um
elemento nao nulo da forma

wa(T1, -+, 2q,) = sx(x1,- - ,Tq) <Z ozgo> , ay € K.

g€Sy,

O elemento w)y, € denominado o vetor de peso mdximo de W. Ele é inico, a menos de con-
stante multiplicativa, e estd contido no espaco unidimensional dos elementos multi-homogéneos
de multigrau (nq, -+ ,ny,) em W.

3. Se 08 GLpy(K)-submddulos W' e W' de (K (V;,))™) sdo isomorfos a Wy,(\), com w' e w”
o0s vetores de peso mdzimo, respectivamente, entdo cada aplica¢do ¢, : w' — aw”, para cada
a € K,a # 0, pode ser estendido unicamente a um isomorfismo de GLp,(K)-mddulos. Cada
isomorfismo W' ~ W" € obtido desta maneira.

O préximo resultado é um resultado muito parecido com um existente entre S,-médulos (que
relacionam identidades que sdo consequéncias de outras), e, além de ser importante por si s6, é
importante na demonstragao do importantissimo teorema seguinte.
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Teorema 3.5.5. Sejam f1 e fa polindmios homogéneos de grau n em K(V,,). Entdo fo é con-
sequéncia de f1 se e sd se fo € (GLy(K))f1.

Como consequéncia, temos o seguinte corolario:

Coroldrio 3.5.6. Dado W,,,(\) um GLy, (K)-submddulo irredutivel e f(x1,- -+, Zm) € Win(N), entdo
a linearizagdo total lin(f) € Wi, ().

Demonstragao. De fato, a linearizagao total lin(f) é consequéncia de f (estamos assumindo car K =
0), e entao, pelo ultimo teorema, lin(f) € GL,,,(K)f C W, (). O

O préximo resultado é importantissimo e caracteriza S,,-médulos irredutiveis por meio de GL,;, (K)-
modulos polinomiais homogéneos irredutiveis de grau n:

Teorema 3.5.7. Sejam m > n, AFn e seja W,,(X) C K{(V,,,). Entdo o conjunto M := W, (A\)NP,
de todos os polinémios multilineares nas primeiras n varidveis em Wy, (\) € um Sp-submddulo de
P, isomorfo a (KSp)e(Dy). Todo S,,-submddulo irredutivel de P, pode ser obtido desta maneira.

Agora, iremos exibir alguns resultados sobre os polindomios préprios. Note que o espago Br(,? ), dos
polinémios préprios homogéneos de grau n em m varidveis, é naturalmente um GL,,, (K )-submédulo
de K(V,,). Ainda, vale o seguinte resultado:

Lema 3.5.8. Sejam Wy e Wy dois GL,,(K)-mdédulos polinomiais. Entdo Wi @ Wo é também um
GL,,(K)-mdédulo polinomial.

O préximo teorema apresenta a decomposigao do espago B,, (e em particular, do espago B,(ff )).
O mais interessante é que ela é obtida a partir do estudo de identidades das matrizes triangulares
superiores:

Teorema 3.5.9. O espaco B, admite a sequinte decomposicao como GLy,(K)-mddulo:

Bn=Y Y Waulp-1L1)® & Waulp —1,1).

r>0 p;>
1=1,---,r

Existe a Regra de Littlewood-Richardson para complementar essa teoria, que descreve a estrutura
do produto tensorial W, (A\) ® W,,(1). Um caso particular é a Regra de Young:

Teorema 3.5.10 (Regra de Young). Seja A = (nqy,-+ ,ny) uma particio de n e g > 0. Entdo
Wi (A) @ W (1,1, 1) =~ g Win(ni + €1, Tm + €my €mat, -+, €p)
————
q vezes

em que o somatdrio € sobre todos os €;, com €; € {0,1}, tais que €1 +---+ €, = ¢ e n; + ¢ <
ni—1+€—1,1=2,---,p (em que assumimos n; =0, se l > m).

Exemplo: Combinando os resultados do teorema 3.5.9 e a Regra de Young (teorema 3.5.10), pode-
mos descobrir a decomposicao de By(,ff) paran =0,1,2,3,4 em GL,,(K)-mddulos irredutiveis:

Bﬁ,g) : Por convencdo, BY =K.
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BS) : Nao existem comutadores proprios de tamanho 1, logo, Bﬁ,%) =
B,(fb) . Pelo teorema 3.5.9, temos Bg) ~ W, (1,1).
Bg’) : Pelo mesmo teorema, temos BT(,‘?) ~ W, (2,1)
Bﬁ:f) . Seque, pelo mesmo teorema, que
BW ~ W, (3,1) @ Wi (1,1) @ Wy (1, 1)
e pela regra de Young, temos
Wi (1,1) @ Wi (1,1) ~ Wi (2,2) & Win(2,1,1) @ Wi (1,1,1,1)
e entdo, B ~ W (3,1) & Win(2,2) & Win(2,1,1) & Win(1,1,1,1).
O

Com muitos célculos, e utilizando toda essa teoria, podemos provar os seguintes resultados (relem-
brando da convengao de que a o b := ab+ ba, para a e b elementos de qualquer dlgebra associativa):

Proposicao 3.5.11. O S5-mddulo PLs pode ser decomposto como a soma direta de submddulos
irredutiveis gerados pelas linearizagoes

yi = [r2,71,21,71, 7]

Y2 = [z2,71, 71, [T2, 1]

ys = > (~1)7[251), 21,21, [To(2), To(3)]]
v = D (1) 7ee, 21, 20(1), [0(2) To3)]
ys = > (“1)7[201), Ta(2) 71, [To(3), Taa)]]

O complemento de PLs, com respeito a I's, € gerado pelas linearizacoes

Yo = [v2,71,71]0 12, 71]

yr = Z(—l)a[%u)»wh r1] 0 [To(2), To(3)]
ys = O _(=1)7[22,21,26(1)] © [To(2), To(3)]
Yo = Z(—l)a[%u)» To(2), T1] © [To(3), To(a)]

As parti¢oes correspondentes aos polindmios y1, Yo € Ys, Y3 € Yz, Y4 € Ys, Ys € Yo, sao (4,1), (3,2),
(3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1), respectivamente.
Ainda, temos que

9

N = Z(KSB)ZZTLZJZ = (KS5)[$1,1‘2,$3] o [$4,J35].
=6
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(5)
m

Demonstragdo. Iremos decompor By,’ como soma de GL,, (K )-submédulos irredutiveis, com auxilio

do teorema 3.5.9 e da Regra de Young 3.5.10, e entao, como I's = P; N By(,?), seguird que I'; serd a
soma dos Sp,-mddulos irredutiveis gerados pelas linearizacoes dos vetores de peso maximo wy, para

cada W, (\) C BY (coroldrio 3.5.6, ¢ a conclusao é consequéncia do teorema 3.5.7).

Segundo o teorema 3.5.9, temos
BO) ~ W, (4,1) & Win(2,1) @ Win(1,1) & Wi (1,1) @ Wi (2,1)
e pela regra de Young, temos
Win(2,1) @ Wi (1,1) > Wi, (3,2) @ Wi (2,1,1) @ W, (2,2,1) @ Wi, (2,1,1,1) = W, (1, 1) @ Wi, (2, 1)

e entio, BY) ~ Wi (4,1) @ 2W,(3,2) & 2Win (2,1, 1) & 2Wie (2,2, 1) & 2W, (2, 1,1, 1).

Com a teoria desenvolvida (teorema 3.5.4), temos que cada y; é um vetor de peso maximo, e é
facil e trabalhoso verificar que os vetores relacionados a mesma partigao sdo nao nulos e linearmente
independentes (utilizamos como auxilio o teorema 3.3.6, que descreve uma base de T',,,Vn € N).
A maior dificuldade é ser o primeiro a encontrar os vetores de peso méximo, pois a verificagdo de
que realmente sao os vetores de peso maximo nao é tao dificil, assumindo toda a teoria exposta e
desenvolvida anteriormente.

Por fim, sejam

9
N = > (KS)liny;

i=6
N/ = (KS5)[.%‘1,.’)32,$3}O[£L’471‘5].

Temos que cada polindémio lin(y;) € N’, e entdao, N C N’. Utilizando a teoria de médulos comple-
tamente redutiveis, temos N’/N soma de alguns (K Sp)lin(y;), com ¢ € {1,---,5}. Mas, N’ nédo
contém polindmios de Lie, e entdo, necessariamente N'/N = 0, e o resultado segue. O

De forma andloga, podemos calcular a decomposi¢ao de T'g (nesse caso, precisariamos da regra
de Littlewood-Richardson):

Proposigao 3.5.12. O complemento de PLg com respeito a I'g pode ser decomposto na soma di-
reta @}ilMi, em que M; = KSglin(z;), i = 1,---,16, e (as sequéncias indicam a correspondente
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parti¢do):
(4,2) 21 = [w2, 21][w2, 21, 21, 24]
29 = [xg,xl,m1]2
4,1,1) 2= (~1)°[Xoq), To@][To(), 71, 71, 71]
(3a3) 24 = [332,331]3
(3,2,1) 25 =Y (~1)7[25(1), Taz)][X2, 71, 71, To(3) ]
26 = Z( D201y, T1][Zo(2), To(3), [T2, T1]] = 2[x2, 21][21, 3, [T2, 71]]
27 = Z( 1)7[@2, 21, To (1)) [T (2) To(3), T1]
(3,1, 1,1) 2= Z( D)7 1Z0(1), To(2)] [To(3)s To(a), T1, T1]
29 =Y (1) [2001) To()][Zo(3)s 21 [To(a), 1]

210 = Z( D)7 [@001), To2)s 1] [T (3), To(a), T1]
(2’272) 211 = Z( 1)0(
212 =3 (=17 (1) [Zo(1) To(2)s Za ()] [Tr(2)s Tn(3): To(3)]

(2,2,1,1) z13 = 21, x2)s4(x1, T2, T3, Z4)
[z

D)™ Z0(1), To@) | [Tr1)s Tr(2)s [To3): Tr3)]]

214 = Z( )J To(1), 0'(2)][ a(3)) Lo(4)s [1'271'1]]
(27 1,1,1, 1) 215 = Z(fl)a[zo(lﬁ 1'0(2)][550'(3)3 Lo(4), [Ia(5)7 1’1“

(1,1,1,1,1,1) 216 = s¢(x1, %2, T3, Ta, T5, T¢)

Sejam N1 = My + Mz + Mg, No = My + M3z + Ms + Mg, N3 = Mg + Mg + My + My + M5 e
Ny = Ms + M7+ Mg + Mis. Entdo, relativo a PLg, temos

Ny + N3 = KSg[x1,xs|[xs, z4][x5, T6)

Ny + N3 = KSg[xy,xs][xs, x4, T5, T6)
N3 = KSg[z1, x2][xs, 24, [25, T6]]
Ny = KSglz1, 22, 23][24, 75, 6]

Por fim, exibiremos um resultado que pode ser encontrado no livro de Bahturin [5], muito im-
portante na decomposicao do espaco dos polinémios de Lie multilineares PL,,:

Teorema 3.5.13. Cada GL,,(K)-submddulo irredutivel W,,(\) de (K (V;,))™), com X diferente das
partigoes (n), (1,---,1), (2,2), e (2,2,2), entra na decomposi¢cio em soma de GLy,(K)-submddulos
irredutiveis do GLy,(K)-mddulo L, (X), o espago dos polinomios de Lie homogéneos de grau n.

Combinando o teorema 3.5.7 e o coroldrio 3.5.6, e o fato de que PL,, = L,(X) N P,, segue
que todo S,-mddulo irredutivel (exceto as partigoes (2,2), (2,2,2), (n) e (1,1,---,1)) participa na
decomposicao de PL,, como soma de S,-submoddulos irredutiveis.
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§3.6 Identidades Multilineares de Matrizes e Aplicacoes de
Representacoes S,

Nesta segao, enunciarei alguns resultados cruciais na demonstragao dos resultados principais desta
dissertacao, que serao aplicagoes diretas da teoria desenvolvida na segao 2.9. Esses resultados podem
ser encontrados no livro de Bahturin [5] e no artigo e livro de Drensky [9, 10].

Recordemos notagdo e alguns fatos: denote por P, o conjunto dos polindmios multilineares nas
variaveis x1,- - - , Ty, PL, 0s polindmios multilineares de Lie, I';, os polindmios préprios multilineares,
e P,(A),PL,(A),T,,(A) as identidades multilineares, multilineares de Lie, préprias multilineares,
respectivamente, de uma PI-algebra A.

Especificamente para o caso PL,,, conseguimos uma forma relativamente melhor dos S,,-mddulos

irredutiveis. Para cada diagrama de Young D), considere o polinémio de Lie f(D)) := e(Dy)[x1, x2, - -

Um resultado importantissimo na caracterizacao das identidades multilineares de Lie é o seguinte:
Teorema 3.6.1. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao:

(i) PL,, como S,-mddulo, decompde-se como soma direta de S,-mddulos irredutiveis da forma
KSnf(DA)’

(i) qualquer conjunto de identidades multilineares de grau n € equivalente a um sistema de iden-
tidades da forma f(Dy) =0, para alguns diagramas Dy ;

(iii) se A # (2,2) (paran = 4) e X\ # (2,2,2) (para n = 6), para cada diagrama Dy (exceto as
particoesn =14+ 1+---+1 en =n), PL, contém pelo menos um Sp,-mddulo irredutivel

isomorfo (como Sp-mddulo) a KSpe(Dy).
Demonstra¢io. Podemos decompor KS,, =Y (K S, )e(Dy), e entdo, como PL, = (KSy)[x1,- -, Zy],
segue que

PLy = (KSp)[z1,-+  an] = 3 (KSp)e(Dy)[a1, -+ ,2n] = Y _(KSn)f(Dy)

e cada (K S,)f(Dy) é nulo ou irredutivel como S,,-médulo. Entao, existe um subconjunto dessa
soma que torna a soma direta. Isso prova (i) e (ii).

A afirmacao (iii) segue direto do teorema 3.5.13 e 3.5.7 (detalhado no comentario apds o enunciado
do teorema 3.5.13). O

Utilizando esse teorema, podemos decompor PLs em Ss-médulos irredutiveis, de uma forma
independente da apresentada na proposigao 3.5.11:

Proposigao 3.6.2. A decomposicio dos elementos multilineares de Lie de grau 5 PL5 € dada por
PLs = KSsf1 ® KS5f2 ® KS5f3® KS5f4 ® KS5fs5
em que
f1 = lin(zqad(z1)*)
Ja = lin([w2, x1, 21, [11, 22]])
f3 = lin([x1s3(adx1, adxe, adxs), x1])
fa = lin([x1, z2]s3(adx1, adxs, adxs))
f5 = lin(x154(adx1, adxe, adxs3, adxy))

em que as particoes de 5 sio (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1), respectivamente.

7xn]~
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Demonstragao. Considere todas as parti¢oes de 5, diferentes de (5) e (1,1,1,1,1), e os seguintes
preenchimentos formando os seguintes diagramas:

1]4]5]
113[4]5] 1[5[3] 2]
2] 2[4 3]
5[1]
1[4] [2]
2151 [3]
13 4]
E temos os polindmios relativos a cada particao:
ho o= Z( 1) [0 (1)s To(2), T1, 21, 21] = 2[1, T2, 21, 21, 1] = —2z0ad(21)*
foo = D (D) (1) o) To(2)s T15 Tn(1) Tr(z)] = —2[wa, 21,21, [21, 2]
f3 = Z( D)7 [@5(1), To(2); To(3), 1, T1] = —[r153(adw1, adws, adxs), 1]
fi = D (1)1 [Za(1) To(2)s Ta(3) Tn(1)> Tr(2)]
= Z( )7 [%0(1), To(2)s To(3)s Tn(1), [T1, T2]] = [T1, 22]s3(adw1, adws, adxs)
f5 = Z( 1)0[3317$0(2)7$g(3),$g(4),$g(1)]_—$1S4(ad$1,adm2,adx37adx4)

utilizando os comutadores bdsicos (secao §2.9), temos que todos esses polindémios sdo nao nulos.
Para concluir que essa é a decomposicao de PLs, podemos calcular a dimensao de cada Ss-moédulo
irredutivel pela férmula do gancho (enunciado sem demonstracio a seguir), e ver que a soma delas

resulta em 24 = 4! = dim PLs. O
Teorema 3.6.3 (Férmula do gancho). Seja A = (ny, -+ ,nm) B n uma particio e considere a
parti¢io conjugada N = (n},--- ,n}). Para cada coordenada (i,7) da tabela Ty, defina o gancho (ou,

do inglés, hook) em (i,j) por hij := (n; — j) + (n; —i) + 1. Entdo
n!

H(m) ij

Da estrutura dos elementos de M»(K) e sl(2, K), utilizando as técnicas de matrizes genéricas,
temos que as identidades de My (K) sdo equivalentes a identidades de no méximo trés varidveis, ou
seja, vale o seguinte resultado:

dim (K Sp)e(Dy) =

Proposicao 3.6.4. Os diagramas de Young correspondentes as componentes irredutiveis (como Sy, -
mddulos) de PLy(s1(2,K)) e T',,(M2(K)) possuem no mdzimo 3 linhas.

Demonstragdo. Considere f € 'y (M3(K)) (como I'y, (M2 (K)) D PLp(M2(K)), isso inclui o caso dos
polinémios de Lie), e considere um diagrama D) que contenha 4 linhas ou mais. Entao, chamando de
¢ o polinémio obtido identificando as varidveis na mesma linha de e(D)) f, obtemos que g possui pelo
menos 4 varidveis. Concluiremos que g necessariamente serd uma identidade polinomial de Ms(K).
Uma base de My(K) é dada por e11 — e1a, €12, €21, €11 + €22, € para verificar que g é identidade de
M5(K), basta substituir as suas varidveis por esses elementos da base. Como ¢ é um polindémio
proéprio, se qualquer variavel for substituida por e;; + €22, entao g ird zerar. Como g é antissimétrico
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em pelo menos 4 varidveis, ao substituir pelos elementos da base, ou teremos repeticao de algum
dos elementos e g ird zerar, ou um dos elementos que substituirmos serd ej; + egs. Segue que g é
identidade, e entao, os diagramas de Young de T',(M2(K)) possuem no méximo 3 linhas. O

Em particular, dado f € T';,, e caso queiramos verificar que e(D) f é uma identidade de My(K),
basta considerarmos o polinémio g, obtido da identificacao das varidveis na mesma linha do diagrama
D, (sdo equivalentes, c.f. comentérios no fim da se¢ao §2.10), e substituirmos as varidveis de g por
&(e11—eaa),n(e1a+ear), ((e1a—ea1), e entdo, g serd identidade se e s6 se g se anular nesses elementos;
ou g é automaticamente identidade se tiver 4 ou mais varidveis. De fato, essa observagao segue da
argumentagao feita na demonstracdo do teorema anterior e do teorema 3.4.5 (teoria de matrizes
genéricas). Isso motiva a importancia do préximo lema:

Lema 3.6.5. Sejam a; = e11 —ea2, a2 = e12+€91,a3 = e19—ea1 € Ma(K). Considere um produtdrio
ai, -+ a;,, em que esse produtdrio € entre os elementos a1, as,as, € o elemento a; aparece n,; vezes,
1 =1,2,3. Entdo, se¢; € {0,1},i =1,2,3, com n; = ¢;(mod?2), vale

€1 €2 €3

a;, -+ a, = Tajtay’as’.

Demonstra¢ao. A demonstragdo do lema segue direto das seguintes relagées, que podem facilmente
ser verificadas:

a1a2 = —a2a1 = a3, a203 = —azaz = —a1, a3a1 = —a1a3 = —az,
a?=a3=e, a3=—e
em que e é a matriz identidade 2 x 2. O

Coroldrio 3.6.6. Se f(x1,x2,x3) € um polinomio multi-homogéneo de multigraw (n1,n2,n3), entao,
see; €{0,1},i=1,2,3, com €; = n;(mod2), existe « € K tal que

— € € €
fe1r — ez, e12 + €21, 12 — €21) = aferr — e22)* (e12 + e21)?(e12 — €21)®.
Isso refina o que foi comentado apds a proposicao 3.6.4, e vale registrar como corolario:

Corolario 3.6.7. Seja f € I',,, Dy um diagrama relativo a uma particio A e considere o polindomio
g obtido de e(Dy)f identificando as varidveis na mesma linha do diagrama. Entdo, g é identidade
de M5 (K) se e s6 se ocorre de g ter 4 ou mais varidveis ou g(ej; — eaa, €12 + €21, €12 — €21) = 0.

Como consequéncia, obtemos uma caracterizagdo muito dtil e muito forte de PL,(sl(2,K)) e
T, (M3 (K)), que é a seguinte:

Teorema 3.6.8. Para cadan > 1, 0s S,-mddulos PL, (s1(2, K)) e T',,(M2(K)) decompoem-se como
soma de Sp,-mddulos irredutiveis nao isomorfos correspondentes as parti¢oes (p+q+ r,p+ q,p) de
n, em que:

(i) para PL,(sl(2,K)), temos p+ q # 0 e ocorre ¢ = 1(mod2) ou r = 1(mod?2),
(ii) para Ty (M2(K)), temosp+q#0, e seq=1r =0, entao p > 1.

Demonstra¢ao. Para a primeira parte do teorema, basta mostrar que, dados um diagrama D) e
fi, fo € T',,(M32(K)) nao nulos, de modo que e(Dy)f1 e e(Dy)f2 sdo ndo nulos, entdo e(Dy)f1 e
e(Dy) f2 sdo equivalentes. Considere g; o polinémio obtido de e(D,)f; identificando as varidveis da
mesma linha do diagrama Dy, ¢ = 1,2. Note que g1 e g» sao multi-homogéneos de mesmo multigrau,
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por construgao. Entao, sendo a; = e11 — €92,a9 = €12 + €21,a3 = €12 — €21, temos gi(al,ag,ag) #*
0,7 = 1,2, e entao, pelo coroldrio 3.6.6, temos g;(ay, az,a3) = a;eq,i = 1,2, para algum oy, s € K e
para algum eg € M (K). Dai, definindo o polinémio h = asg; — a1 g, temos que h = 0 é identidade
polinomial de Ms(K), pois, pelo coroldrio 3.6.7, h(a1, as,a3) = 0, e h ser identidade polinomial é o
mesmo que dizer que g; = a5 *a1ge em T, (My(K)), ou seja, g1 é equivalente a go em T, (My(K)),
o que implica que e(D,)f1 e e(Dy)f2 sdo equivalentes em Ms(K). Em particular, se I';,(M2(K))
contém (K Sp)e(D,y)f e (KS,)e(Dy)g, com (KSy)e(Dy)f ~ (KSy,)e(Dy)g, entao f € (KSy)e(Dy)g
eg € (KSp)e(Dy)f, oqueimplica (KS,)e(Dy)f = (KSp)e(D))g (todas as igualdades e continéncias
valem em T',,(M>(K))). Isso prova que I',,(M3(K)) (e PL,(sl(2, K))) se decompbe como soma de
Sp-mbdulos irredutiveis nao isomorfos.

Agora, mostraremos que PL, (sl(2, K)) ndo contém S,-médulos irredutiveis correspondentes as
particoes ndo citadas no enunciado: seja A = (p+ ¢+ r,p + ¢,p), com ¢ = r = 0(mod 2), seja
f € PL,, e considere g o polinémio obtido de e(D))f identificando as varidveis na mesma linha do
diagrama D). Entao, pelo corolario 3.6.6, existe a € K tal que

g(e11 — ean, e12 + ea1, €12 — e21) = (e — ean)P (€12 + ea1)P(e12 — €21)? = a(—1)P(e11 + e22)

como ¢ é um polindémio de Lie, necessariamente tr(g(a,b,c)) = 0, para quaisquer a,b,c € My(K)
(basta escrever g = [u,v], com u,v polinémios de Lie, e lembrar do fato de que um comutador de
matrizes sempre tem trago zero). Entao, é impossivel obtermos « # 0 na equagdo acima, o que
implica que g e e(Dy)f sao nulos em PL,(sl(2,K)). E é claro que nao existird polindmio de Lie
relativo a particao (r,0,0), pois ndo existe polinémio de Lie ndo nulo em uma tnica varidvel.

Para a partigdo A = (1,1,1) de I's(M2(K)) (o unico caso excluido de I'),(M2(K))), temos que
necessariamente, para todo f € P3, e(Dy)f = ass(x1,22,x3), para algum a € K, e em particular,
$3 ndo é um comutador préprio, pois, s3(x1,xa,1) = [x1,22] # 0 (c.f. coroldrio 3.3.3).

Por fim, basta mostrar que existe um S,,-moédulo irredutivel para cada uma das partigoes citadas.

1. Caso r = 1(mod 2). Se ¢ = 0, defina
fpor(z1, 22, 23) = Z(fl)"xa(l)xa(m(ad z1)"(ad xg(g))sgfl(ad x1,ad T2, ad 23)
se ¢ > 0, defina
foar(T1, T2, 23) = [21, 22](ad 21)" (ad([z1, 22]))? 55 (ad 21, ad 2o, ad 23).
2. Caso r =0(mod 2) e ¢ = 1(mod 2). Defina
fpar (1, 22, w3) =
Z(—l)”[xl,xg](ad r1)"(ad 24 (1y) (ad([z1, xg]))q_3ad([x1,x2, xo(g)])s‘g(ad x1,ad x9,ad x3).
3. Caso ¢ =r =0(mod2),n>3. Parag=r=0ep>1, defina
fpoo(x1, 2, T3) = Z(—l)“mq(l)sgfl(ad r1,ad 2, ad 23) T (2) Lo (3)
para g =0 e r > 0, defina
Tpor(T1, 22, 23) = Z(—l)"xa(l)(ad x1)"sh ! (ad 21, ad 22, ad T3)To(2)To(3)
e finalmente, para ¢ > 0, defina

qur(!EhZCz,SUB) = quflr(x1>x2;$3)[ml7$2]-
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Para verificar que esses polindmios sao nao nulos em M (K), defina os elementos (podemos trabalhar
em um fecho algébrico de K, e utilizar o teorema 2.10.6)

€11 — e e e €12 — €
a:—112 2 /7 b= 12;— 2 /77, o= B2
Note que valem as seguintes relagoes:
c a
ab=-ba==, bc=-cb=—=, ca=—ca=—.
2 2

2

Ainda, se y1,ys2, y3 forem substituidos, sem repetir nenhum, por a, b ou ¢, temos que valem sempre:

[Y1,92] = Fus
[y17y2,92] = —hn
yss(adyi,adyz,adys) = —2y

em que y é qualquer um dos a,b,c. Com isso, fica facil verificar que os polinéomios sao nao nulos,
e ainda, que todos eles estao em PL,, ou I'y,, adequadamente como no enunciado do teorema. Isso
conclui a demonstracao do resultado. O

§3.7 Identidades Fracas

Nesta secao, serao demonstrados alguns resultados especificos de identidades de matrizes, que serao
luteis diretamente na demonstracao dos resultados principais desta dissertagao.

Daqui em diante fixe K{X) a dlgebra associativa sem unidade livre gerada por X = {x1, 22, -}
e L(X) a élgebra de Lie livre gerada pelos mesmos elementos pelo comutador [z,y] = zy — yz.
Utilizaremos o simbolo o para denotar o produto simétrico, isto é, x oy := zy + yx, para z,y

elementos de qualquer algebra associativa.
Comegaremos com uma definicao que serda muito util para manipular identidades:

Defini¢ao 3.7.1. Sejam (A, L) um par, com A &lgebra associativa, L C A &lgebra de Lie com
respeito ao comutador [z,y] = xy — yz, e de tal forma que os elementos de L geram A (neste caso,

dizemos que A é uma &algebra envelopante da dlgebra de Lie L). Um polinémio f(z1,---,z,) €
K(X) é dito identidade fraca do par (A, L) se f(vi, -+ ,v,) = 0 (produto em A), para todo
v, -+ ,v, € L. No caso de f(a1, -+ ,a,) = 0, para todo ai, - ,a, € A, diremos que f é uma

identidade forte (ou ordindria) de A.

Definicao 3.7.2. Sejam (A, L) como na defini¢do 3.7.1. Um ideal I C A é denominado ideal
verbal fraco se, para todo endomorfismo e : A — A, satisfazendo e(L) C L, tem-se e¢(I) C I. Dado
I ¢ K(X), definimos o ideal verbal fraco gerado por I como sendo o menor ideal verbal fraco de
K(X) contendo I.

Diremos que uma identidade g é consequéncia de f se g estd no ideal verbal fraco gerado por f.
Se f é consequéncia de g e g é consequéncia de f, diremos que f e g sao equivalentes.

Observagdo. As seguintes afirmacoes s@o simples, muito importantes e ficeis de serem provadas:

(i) Dados (A, L), como na defini¢ao 3.7.1, o conjunto I das identidades fracas do par (A, L) formam
um ideal verbal fraco em K(X).
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(ii) Seja T = {e: K(X) — A homomorfismo tal que e(L(X)) C L (< e(x;) € L,Vx; € X)}. -
Entao o ideal das identidades fracas de (A, L) é [ . Kere.

(iii) Sejam I C K(X) um ideal verbal fraco, A = K(X)/I e ¢ : K(X) — A a projegao canonica.
Entao (¢(A), (L)) é um par como na defini¢do 3.7.1 e I é o conjunto das identidades fracas
do par. Neste caso, denotando por t; = z; + I € A,i =1,2,--- e dado f(x1,---,x,) € A tal
que f(ty, -+ ,t,) = 0, temos que f é uma identidade fraca de (A, L). Essa importantissima
propriedade sera utilizada posteriormente.

Definigao 3.7.3. Sejam (A, L), com A dlgebra associativa com conjunto de geradores {t1,ts,---}
e L élgebra de Lie gerada pelo comutador pelos mesmos elementos. Dizemos que o par (A, L) é um
par livre se para todo f € K(X) tal que f(t1,---,t,) = 0, resulta em f ser identidade fraca do
par (A, L).

Note que o par (M2(K),sl(2,K)) é tal que Mz(K) é gerado (como algebra associativa) pelos
elementos de s[(2, K).

Exemplo: A identidade
[xoy,z] =0 (1)

é uma identidade fraca do par (My(K),sl(2,K)). De fato, essa identidade € a lineariza¢ao de
[#2,2] = 0, que é uma identidade fraca, uma vez que uma matriz de traco zero ao quadrado é uma
matriz escalar (o polinémio caracteristico de uma matriz a de trago 0 serd a® + det(a)l = 0, donde

a® serd uma matriz escalar). (]

Veremos no capitulo seguinte que todas as identidades fracas do par (M2 (K),sl(2, K)) sao con-
sequéncias da identidade (1).

Para trabalharmos com pares (A4, L) satisfazendo a identidade fraca (1), serd importantissimo o
préximo resultado:

Proposicao 3.7.4. Sao consequéncias da identidade (1):

[x,y,2) =2(z0y)x — 2(z 0 x)y (2)

(uoly,2])z = (uoz)ly,a] + (z0y)[z,u] — (z02)[y, ul (3)
Yz oy)lz,u] = [y, u,z, 2] + [z, u,y, 2] — [y, 2, u, 2] = [2, 2, u, Y] (4)
[z,y] oz =1woy,z2] (5)

Demonstra¢ao. Note que, como (z o y) comuta com todos os elementos z € L(X) mddulo o ideal
das identidades fracas geradas por 1 (pois [z oy, 2] = 0,Vz € L(X)), podemos considerar x oy como
“escalares”, comutando livremente com as demais variaveis.

Para (2), temos

[z,y,2] = zyz — yxz — 22y + 2yx

2(zoy)x —2(zox)y = 2(zyx + yza — 2oy — T2Y).
Tomando a diferenga, obtemos

[,y,2] — (2(zoy)x — 2(z 0 2)y) = xyz — yxz + 20y — 2yx — 2(yza — x2y) =
xzy + xYz —2yxr — Yy2x + 2oy + x2y —Yyrz — yzae = [r,yo z]+ [zox,y] =0
———

2(yoz) ~(yor)z (zoz)y  —y(woz)
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e em particular, [z,y, 2] = 2(z 0 y)z — 2(z 0 2)y.
Para (3), temos
[, %] = [2(2 0 9) — 2(z 0 )y, u] = 2(z 0 ), u] — 2z 0 1)y, ul.
Por outro lado,
[z, 9], z,u] = [z, [y, 2], u] = 2(uo [y, 2])z — 2(uo 2)[y, ]
e entao, obtemos
(woly,z])z = (uoz)ly, 2] + (zoy)lr, u] — (z 0 x)[y, ul.

Para (4), temos

[y, u, z, 2] = 2(z ou)ly, 2] — 2(x o y)[u, 2]
[z, u,y,2] = 2(y o u)[w, 2] — 2(y o x)[u, 2]
—ly,2z,u, 7] = =2(uo 2)[y, 2] + 2(u o y)[z, 2]
—[z,z,u,y] = =2(uo 2)[z,y] + 2(u o 2)[2,y]

somando os quatro termos, obtemos
Az oy)lz,u] = [y, u, x, 2] + [z, u,y, 2] — [y, 2, u, x] — [x, 2, u,y].

Para (5), temos

[x,y] 0 2 = xyz — yxz + 20y — 2YT

xoly,z] = xyz — x2y + yza — zyx
Formando a diferenga, obtemos

[Z,y]oz—xoly,z] = —yrz+ zay+xzy —yza = —y(xoz)+ (xoz)y=[roz,y] =0

efr,yloz=woly, 2. O

Fixe I C K(X) um ideal verbal fraco, ¢ : K(X) — K(X)/I a projegao canbnica, A = K(X)/I
e L = ¢o(L(X)). Denote os elementos ¢(x1),¢(x2), - por x1,zs, - € A, utilizando os mesmos
simbolos.

Proposicao 3.7.5. Assuma que (1) € identidade fraca de um par (A,L). Entao, cada elemento de
A pode ser escrito como combinacdo linear dos sequintes tipos de elementos:

tipo 1: (x;, o ‘Tj1) (xtk © xjk)v (i, © ‘Tj1) T (xtk © Ijk)([‘ri’ xj] o x)
tipo 2: (i, 0 xjy) -~ (o 0wy )[wis x5ls - (wiy 0 wy) -+ (wiy, 025, )
Demonstra¢do. Note que, pelas identidades (5) e (2), temos
[u1, u2] o [ug, ua] = [u1, uz, us] o ua = 2(us o us)(u1 0 ua) — 2(uz o u1)(uz o us) (6)

(vale lembrar que u o v s@o elementos centrais, para u,v € L). Note também que, para quaisquer
a,be A, vale ab = %a ob+ %[a, b] (essa igualdade vale em qualquer dlgebra associativa).
Provaremos por inducao em n que os elementos:
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podem ser escritos como combinagao linear dos elementos do tipo 1 e do tipo 2, paran € N, xz,y € L.
Se n =1, entdo (i) j4 estd na forma requerida, e note que

1 1
[z, ylz1 = i[x,y] ox1 + é[ﬂf,y,fﬂl]

em que o primeiro termo é do tipo 1 e, pela identidade (2), temos [z,y, z1] = 2(z1 0 y)z — 2(z1 0 )y,
elemento do tipo 2, e isso prova (ii).

Entao, fixe n > 1 e assuma, por hip6tese de inducao, que o resultado vale para todo n’ < n.
Dado um monémio x; - - - x,, utilizando o mesmo truque

1 1
Ty Tp = 5(961 0 T9)x3 Ty + 5[171,952}1’3 T T,
segue por indugao a validade da afirmacao para (i). Para (ii), utilizando novamente o truque, temos
1 1
[z, yley -y = i[l’,y](fcl 0T2)T3 Ty + 5[55,9][501712]1”3 T T

e o primeiro termo é combinacao linear dos elementos do tipo 1 e 2 por indugao (pois %[ag, y](zq 0
T9)T3 Ty = (@1022) %[z, ylzs - 25, € basta aplicar a hipétese de inducdo (ii) sobre [z, y|zs - - 2,
e vale, pois o produto pelo termo (z1 o x2) manterd os elementos de cada tipo no mesmo tipo).
Entao, basta mostrar que [x,y][x1, z2]zs - -z, é combinagdo linear dos elementos do tipo 1 e tipo
2. Fazendo o truque novamente, obtemos

1

[‘Tay] [331; zZ}‘TB o Tp = 5([x,y] o [m17x2])x3 C Tt %[[‘Tvy], [xlvaHx3 B

mas, o primeiro termo é combinacao linear dos elementos do tipo 1 e 2, pois [z,y] o [x1,x2] =
2(z1oy)(xomxe) —2(ur oy)(youz) (por (6)), e segue aplicando inducao sobre x3 - - - ,,. Entdo, basta
mostrar que [[z,y], [r1, z2]]xs - - - 2, é combinacao linear dos elementos do tipo 1 e 2. Aplicando a
identidade de Jacobi, temos

[[m,y], [xlvaH = [xay,wlaxﬂ - [$7y,$2,1'1]

e basta mostrar que [x,y, 1, x2]x3 - - -, é combinagao linear dos elementos do tipo 1 e 2. Aplicando
(2), obtemos

[, y, 71, 22] = [2(21 0 y)x — 2(21 0 )y, 22| = 2(1 0 Y)[, W2 — 2(1 0 7)[y, 22
e basta aplicar inducao sobre [x,xs]xs -2y, € [y, Za]Ts - - Xy, € o resultado segue. O

Vale ressaltar que os elementos do tipo 1 estdo no centro de A. Entdo, podemos reescrever essa
proposicao na seguinte forma:

Corolario 3.7.6. Assuma (1) identidade fraca do par (A,L). Entao, cada elemento a € A pode ser
escrito da forma

n m
o / "
a=c+ E CiTa; + E [Ty s Toy ]
j=1 k=1

ich € Z(A) e Tqy, Ty, € X

em que ¢, c;,
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Capitulo 4

Resultados Principais

Neste capitulo, serao apresentados os resultados principais desta dissertagao. Sempre trabalharemos
com corpo de caracteristica 0.

Na primeira segdo, mostraremos que as identidades fracas de My (K) sdo geradas por uma tnica
identidade:

Teorema 1. Todas as identidades fracas de (M2(K),sl(2,K)) sao consequéncias da identidade
[z oy, 2] =0.
Na segdo seguinte, encontraremos uma base finita para as identidades da dlgebra de Lie sl(2, K):

Teorema 2. As identidades

Z (=1)7[25, To(1), To(2)s To(3)s Ta4)] =0
gESy

[y, 2](adz)® = [y(adz)®, 2] + [y, 2(adz)’]
formam wma base para as identidades de s((2, K).
Na terceira se¢ao, mostraremos o seguinte teorema:

Teorema 3. Qualquer subvariedade prépria da variedade de dlgebras de Lie Var(sl(2,K)), com
carK = 0, € subvariedade do produto A</, de uma variedade nilpotente A; com a variedade
abeliana < .

Uma consequéncia desse teorema é que Var(sl(2, K)) satisfaz a propriedade de Specht.
Na quarta secao, mostraremos

Teorema 4. As identidades de My (K) admitem uma base finita de identidades.
E na tdltima secao encontraremos uma base minimal de identidades das matrizes 2 x 2:

Teorema 5. As identidades s4(x1,72,23,24) = 0 e [[x1,22]%,21] = 0 formam uma base minimal
para as identidades de My (K).

111



112 4. Resultados Principais

§4.1 Identidades fracas de (My(K),sl(2, K))

O objetivo aqui é provar o seguinte teorema:

s

Teorema 4.1.1. Se carK = 0, entdo toda identidade multilinear fraca de (My(K),sl(2,K)) é
consequéncia de

[woy,z] = 0. (1)

Caso car K = 0, toda identidade fraca é consequéncia das identidades multilineares fracas (o argu-
mento de linearizacdo vale aqui, c.f. Teorema 2.10.2.(ii)), logo, uma consequéncia desse teorema é
que toda identidade fraca de (M2(K),sl(2, K)) é consequéncia de (1), caso car K = 0.

Esse teorema é consequéncia da seguinte proposicao:

Proposigao 4.1.2. Seja f(x1,- -+ ,xy) um polinomio multilinear. Defina f'(x1,- -+ ,xm) = f(T2, 21,23, ,Tm)-
Entao, existe um polindmio multilinear v(yo, y1,- -+ ,Ym—2) tal que a identidade
f(xh' o ,.’L'm) - f/(x17"' 7:Um) = v([x17x2]7x3a"' 7xm)

é consequéncia de (1).

Demonstracao. Por linearidade, basta mostrarmos a validade da proposicao para os monomios.

Suponha, em primeiro lugar, f(x1, -, @m) = 124, « - - T4, Ta.
Se I = 0, basta escrever f(z1,z2) — f(z2,21) = [x1,22], (nesse caso, v(yo) = yo)-
Caso | > 0, escreva y = x4, -+ 2;,. Pelo coroldrio 3.7.6, podemos escrever y = ¢ + Y cla; +

ch[wbk,mb;], com ¢, c;, ¢ centrais. Entdo, o elemento xicxy = cxixa cai no caso | = 0. Para os
demais casos, seja ¢ = (x;, o xj,) - (@, o xj,) ou ¢ = (x4, 0y, ) -~ (x4, 0, )([Ti, x5] 0 p) € t = 5
out = [xbk,xbd (note que, ambos os casos, t € L(X) e ¢ é central). Dai, assumindo f = cxitxs,

temos

f—=f'=c| zitwy — xotzy + tlry, x2] —t[m1, 2]

(z10t)zo—(z20t)T1

Uma vez que, pelo lema 3.7.4 (vale para qualquer elemento de L(X)), (x1 o t)zg — (x2 0 t)zy =
w2, 1, 1], temos que f — f' = v([z1,22], ¢, ¢), em que

1
U(y07 t, C) = §C[t, yO] - CtyO

(em que t = z é uma varidvel ou t = [z,y] é um comutador, e ¢ = (v;, ov;, ) - - - (v;, 0 v, ), com cada
v;;, U5, varidveis ou comutadores).

O caso f = xax;, - x;,x1 é andlogo, e se f = xy, -+ X;,X1T4, - T4, T2Tp, = - - Tp,, Dasta por em
evidéncia as letras no inicio e no fim, e segue o resultado devido ao caso anterior. O

Demonstragio (Teorema 4.1.1). Seja f(x1,- - ,Zy,) uma identidade multilinear fraca de My (K). A
demonstracao serd feita por indugao em m. Caso m = 2, nada a fazer, pois, nesse caso nao existem
identidades multilineares de grau 2, logo, vale vacuosamente.

Agora, assuma que toda identidade fraca multilinear de grau menor que m seja consequéncia de (1).
Pela proposigao anterior, existe um polinémio multilinear v(yo, y1, - , ym—2) tal que

f—f' ZU([$17$2],3637"' ,»Tm)
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é consequéncia de (1). Sendo f (e entdo f') identidades fracas, segue que v([z1, 22, 3, -+ , Tpm) é uma
identidade fraca de My(K). Dados quaisquer go, g1, - , gm—2 € sl(2, K), como a &lgebra derivada
de s[(2, K) é ela prépria, temos que existem hq, ha, - - - , hay, tais que go = [h1, he] 4+ - -+ [hop—1, hop),
logo

0(907917"' ag7R—2) :U([h17h2]7gl7"' ’gm—Q) +"'+’U([h2p—17h2p]agl7"' agm—Q) =0

e v(Yo, Y1, ,Ym—2) é identidade fraca de Ms(K). Pela hipStese de indugao, v(yo,y1, - , Ym—2) é
consequéncia de (1), e segue disso que f — f/ = 0 é consequéncia de (1). Como a troca de varidveis
1 e xo é arbitraria, segue que, para cada permutagao o € S, a identidade

f(x17"' 71'm)_f(xa(1)7"' axa(m))zo (7)

é consequéncia de (1). Sendo f multilinear, podemos escrever

f(xla te vxm) = Z aTx‘r(l) o x‘r(m)

TESH

dai, somando as equacgoes (7) em relagdo a todo o € S,,, obtemos que

m'f(xlv 7(Em)_ Z Z ArTor(1) " Tor(m) :m'f(xla 7xm>_)‘ Z Lo(1) " Lo(m) =0

0ESm TESm oESm
é consequéncia de (1), para algum A € K adequado. Tomando, em particular 1 = -+ =z, = h =
1 -
(O _01>, temos que f(h,---,h) =0, e entdo
—Am!h™ =0
ou seja, A =0, e dai, f(x1, -+ ,zm) =0 é consequéncia de (1), provando o teorema. O

§4.2 Base de Identidades de sl(2, K)

O objetivo aqui é mostrar que as identidades

z5s4(ad x1,ad 9, ad zg,ad x4) = 0 (8)
ly, 2](ad x)® = [y(ad 2)?, 2] + [y, z(ad 2)?] (9)

formam uma base para as identidades da dlgebra de Lie s[(2, K). Mais tarde, Filipov demonstrou
que todas as identidades de Lie de s((2, K) seguem de [y, 2, [t, ], z] + [y, z, [z, 2], t] = 0, vide [39].
Nesta secao, adotaremos algumas convengoes que irdo facilitar bastante a notacao:

e Utiliza-se T para indicar soma alternada, e.g.

[xvi'la e 7jn} = Z (71)0[‘%;‘%0(1); to axa(n)}'
oc€S,

e Utiliza-se T para indicar soma simétrica, e.g.

[T1,-- 2] = Z [To)s s Ta(n))-

oSy,
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Lema 4.2.1. Sdo identidades de s1(2, K):

[l‘n,fl,"' ,fn_ﬂ :O ,VTLZ4 (10)

[y, 2](ad2)* T = [y(adx)* 1, 2] + [y, 2(adx)®* 1] VE > 1 (11)
[U727ya$7$a$] = [u7x’x?z7yax] - [Z?x7u)$7y7x] (12)

[y,x,m,x,u,z] = [y,x,u,x,m,z] - [Z,{E, [yvxau]ax] (13)

Demonstrag¢ao. A identidade (10) segue pelo fato de sl(2, K) ter dimensdo 3, e a identidade ser
antissimétrica em pelo menos 4 varidveis. Para a identidade (11), note que, da identidade fraca

(4), substituindo y = z = x, temos 42°[x,u] = [z,u,r,2] = —u(adz)® = [u,z](ad z)?. Lembre-se
também que, da identidade fraca (1), temos 2% um elemento do centro. Daf
[y, z](ad 2)%F 1 = —[y, 2, x)(ad )%k = —4* 22k [y, 2, 2] = —[4F2?* [y, 2], 2] — [y, 4¥ 2% [z, 2]] =

= —[ly, 2](ad )", 2] — [y, [2, 2] (ad 2)**"] = [y(ad 2)** !, 2] + [y, z(ad 2)***]
provando a validade da identidade Vk > 1.
Da identidade (4), tomando y = x, temos 422[z,u] = [z,u,x,2] — [, z,u,x] (ou, com o nome das

variaveis que iremos utilizar,

43:2[u,z} = [z,z,x,u] — [z,u,2,2] = [z, 2, u, 2] + [[z, 2], [z, u]] — [z, u, z, 2] — [[x,u], [z, 2]]

= [u,z,z,2] — [2,2,u,2]

em que na penultima igualdade foi utilizada a Identidade de Jacobi). Utilizando também que
422[x,u] = [u, x](ad 2)?, temos

[u7 Z? y7 m? ‘r’ "I/.] = [u’ Z’ y? x](a’d x)2 = 4x2[u’ Z7 y? x] = [4x2[u7 Z]’ y? x]

= [[w,z,z,2],y,x] — [[2, 2, u, x], y, 2]

e isso prova a identidade (12). Para a iltima, utilizando as mesmas identidades que foram utilizadas

(agora, utilizaremos 4z2(z, [y, x,u]] = [z, [y, z, u], x, 2] — [z, 2, [y, 2, u], z]), temos
[y, 2, z,2,u,2] = [y, 2](adz)? u, 2] = 42°[y, z,u, 2] = —423[2, [y, =, u]]
= —[.’E, [y,x,uLx,z] + [.’IJ,Z7 [y7x7u]7m] = [y7x7uaxaxvz] - [Z,.’E, [yaxauLx]
e isso prova a identidade (13). O

Lema 4.2.2. Denote por PLL(sl(2,K)) as identidades lineares de grau 5 de sl(2,K). Entdo, uti-
lizando a notacao da proposicio 3.6.2,

PLg(ﬁ[(Q, K)) = KS5f3 ©® Kszs
Demonstracao. Segue da proposigao 3.6.2 e do Teorema 3.6.8. O

A ideia da demonstracdo do teorema é parecida no caso das identidades fracas: tentaremos
sempre “reduzir o grau” de um polinémio multilinear, até cair numa identidade de grau 5. Para
isso, provaremos o seguinte resultado:
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Lema 4.2.3. Considere a variedade gerada pelas identidades (8) e (9). Dados f(x1,--- ,x;) polindmio

multilinear e i,7 € N, com i # j el <i,j <I, existem c € K e v(yo,y1, - ,Yi—2) multilinear tal
que
f=oiif = (M=) 1, @iy 2y, B 2]) Fo([ws, ag), 20, & 2,00, 1) (14)

(em que o;; = (i j)) e caso l seja impar, podemos tomar ¢ = 0.
A consequéncia desse lema serd o nosso teorema:
Teorema 4.2.4. Var(sl(2, K)) é gerado pelas identidades (8) e (9).

Demonstragao. Seja f(x1,- -+ ,x;) uma identidade multilinear de sl(2, K). Considere ¢ # j e escreva
f — o0i;f na forma (14). Se ! for par, podemos também tomar ¢ = 0, pois, considere z; = e =

0 0 0 1 . . 1 0 -
(1 O),xjf(o O)ex1'~xi~~~xj~~xn<0 _1).h. Entao
v([e, f],h, -+ ,h) = —v(h,--- ,h) = 0, uma vez que v é um polinémio de Lie. Ainda, f(x1,---,2;) =
0, uma vez que f é identidade. Por fim, temos

c(leshy - hy f] = [fohy - hye]) = e(l = 2)12'72 ([e, f] — (=1)""F[f,e]) = —c(l — 2)12' " h

e necessariamente ¢ = 0, pois (I — 2)!2!=1 £ 0 (estamos num corpo de caracteristica zero).

Apds essa consideracao inicial, seja f(xy,---, ;) uma identidade de s((2, K). Provaremos por
inducao em [. Se [ = 5, entao, segue pelo Lema 4.2.2. Se [ > 5, assumimos que todas as iden-
tidades de grau menor que ! sdo consequéncias de (8) e (9), e seja 0;; uma permutagdo. Es-
creva f — o, f = v([zi, xj], 21, , &, , &5, ,2,), conforme a representagdo (14), e sendo f
(e portanto o;;f) identidade, temos que v([x;,x;], x1, - ,&s, -+ , &4, ,xn) € identidade. Mas,
sendo a dlgebra de Lie s[(2, K) simples (e entéo, coincide com sua dlgebra derivada), sl(2, K) é
gerada pelos seus comutadores. Dai, v(yo,y1, - ,¥yi—2) também é identidade. De fato, dados
90,91, s g1—2 € sl(2,K), queremos concluir que v(go, g1, - ,g1—2) = 0, e assim, teremos que
v(yo,- - ,yi—2) = 0 é identidade da &lgebra de Lie. Escreva go = [g1,h}] + -+ + g, k], soma de
comutadores (possivel pois sl(2, K) é simples). Entdo, sendo v polinémio multilinear, temos que
v(g0, 91, s qi—2) = v([g1, i), 915+ s qi—2) + -+ v([ghs P, g1, gi—2) = 0 e v(yo,- -+ ,Yi—2) é
uma identidade, e por hipétese de indugao, consequéncia de (8) e (9). Entao f — o;;f = 0 também
¢ consequéncia de (8) e (9). Como f sendo identidade implica em o;; f identidade, e todas as per-
mutacoes sao produtos de transposicoes, pode-se fazer uma soma telescopica e concluir que f — o f
é consequéncia de (8) e (9), para qualquer permutacio o € S;. Fazendo a soma em todos as per-
mutagoes, concluimos que a identidade

0= (f=of)=Uf+c ) [oq)Tow)

g€eS; ocES;
¢é consequéncia de (8) e (9), para algum ¢ € K. Mas, temos [£1,---,%;] = 0 (vale em qualquer
algebra de Lie), e f = 0 é consequéncia de (8) e (9), provando o Teorema. O
Lema 4.2.5. Em qualquer dlgebra de Lie L, dados a,z1,--- ,x, € L, vale
n![aa T, 7xn] = [0,,531, e 7jn] + Z[a”w§i)? e 7w£;12}
i

Q). ‘ .
em que 0s w,i) sao alguns dos x; ou algum comutador envolvendo dois dos x;, sempre respeitando o
grau do mondémio sendo n + 1, (nao interessa muito o que seja, o mais importante é que a varidvel

a ndo estd inclusa nesses comutadores).
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Demonstrag¢ao. Provaremos por inducdo em n. Se n = 1 o resultado vale trivialmente. Se n > 1,
entao, utilizando a hipdtese de indugao, obtemos

n![avxh e axn] = n(n - 1)![[‘17331]3 e 7xn] = n[[a’xl]fi’?a to ajn} + Z[[aa :Eﬂ,wéz), e 7w£:12]
i

separando os n’s termos [a,z1, T2, - ,Z,], e utilizando a identidade de Jacobi k vezes, com k =
0,---,n — 1, para cada termo, obtemos que [a,z1, T, - ,T,] é igual a:

k=0 :[avxlu‘%%"' 7'%71]

k=1 :[aai'%mla‘%&' o 75771] + [CL, [IhfZLjS,' o ain]

k=2 I[a,i‘g,fg,xl,i‘4, s ,jin} + [a, [1‘1,532],533, s ,.in] + [a,jfg, [l‘l,i‘g,],.izl, s ,jfn]

k=n-1 :[a7j27"' 75%’1’7/7371]—'—[0/’ [x17‘%2]7i.37"' 75571] + 4+ [a,{ﬁQ,"' 7i‘n717[$17£.n]]

somando todas essas equagbes (note que x; estd correndo todas as possibilidades de ficar entre
To,++- , Ty, € estamos considerando todas as possibilidades de ordenagao de zs,---,x, em cada
somatério), obteremos

’I’L![CL,(El,"' 7$n] :n[aaxlu‘%QW" 71'71] +Z[a7w§l)7 7w£j11] =
i

:[aﬂ‘%la et 7:En] + Z[a,wgl), ce ,wgll]
l

provando o lema. O

Lema 4.2.6. Na variedade gerada por (8) e (9), dado f(x1,--- ,x1) identidade multilinear e i # j,
coml =15 oul =6, eristem c € K e v(yo,y1,** ,Yi—2) multilinear tal que

ffo—ijf:C((]-*O—ij[xiai'la"' 7(22'7"' 7:%3'7"' ailaxj])+U([xi7xj]7x17"' ,:i'ia"' ajjv"' ,l’l)

comc=0 casol = 5.

Demonstragdo. Uma vez que [21,Tq(2), " To@)), 0 € S(2,---,1) formam uma base de PL; (lema
3.3.5), podemos supor, sem perda de generalidade, i = 1,5 =1le f = [x1, 24, ", Ti_,]-
Considere primeiro o caso | = 5. Se f = [x1,x5,%2,%3,24], 0 resultado é trivial, e se f =

[€1,x2, x5, T3, x4], basta aplicar a identidade de Jacobi para obtermos f — o15f = [z1, z5, T2, T3, T4],
e atingimos o resultado.
Vamos assumir, por enquanto, que a variedade satisfaz a identidade fraca (1) (e entdo, suas con-
sequéncias também). Lembre-se que, neste caso, g2 (ou g o h) sempre é elemento central, para
quaisquer monoémios de Lie g, h, uma vez que estamos assumindo a identidade (1).

Seja entdo f = [x1, 22,23, x5, x4]. Utilizando a identidade (2) repetidamente, obtemos

[9617552,363,355,584] - [$5,$27$3,$1,$4] =
2[2(563 © 1172)331 - 2(563 © $1)$27$5,$4] - [2(953 o xz)ﬂﬁs - 2(953 o $5)332,171,134] =

=4(z3 0 x9)[r1,T5, T4] — [T2,2(x3 0 T1)x5 — 2(23 0 X5)T1, Ta] =

[90579617583]

:4(333 o .’132)[.’1317375,334] - [1'2, [$57$1,x3],x4].
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Aplicando a identidade (4) a 4(x3 o x2)[[z1, 5], 4] obteremos uma soma de comutadores, e todos
contém o comutador [z1,25], e isso mostra o lema para esse caso.

Por fim, considere f = [z, - ,x5]. Fazendo a mesma coisa acima - aplicar a identidade (2)
repetidas vezes - e aplicando a identidade de Jacobi, obtemos

(71,22, 23, 24, 75] — [25, T2, T3, T4, 1] =
=[2(x3 0 w2)r1 — 2(x3 0 T1) T2, Ta, 5] — [2(x3 0 T2)x5 — 2(T3 0 T5) X2, Tg, 1] =

=2(z3 0 x9)[r1, 5, T4] — [T2, 24, 2(x3 0 21)25 — 2(23 0 T5) 1| =

[9657581 ,383]

=2(z3 0 x9)|r1, x5, 4] — (T2, T4, [X5, 21, X3]].

Aplicando a identidade (4) a 2(x3 o x2)[[z1, 5], 4], obtemos uma soma de comutadores, todos
contendo o comutador [z1,z5], e o resultado vale também. Como todas as identidades de grau 5
de sl(2, K) sao consequéncias das identidades (8) e (9) (lema 4.2.2), e as identidades obtidas agora
sdo identidades de sl(2, K) (pois sdo consequéncias de (1)), segue que essas igualdades valem para
qualquer variedade que satisfazem (8) e (9). Assim, prova-se o lema para o caso [ = 5.

Paral =6, se f = [z1,2,, -, %4, com i5 # [, basta olharmos o comutador [z1,x;,, - ,z;,], € vale
pelo caso I = 5. Se f = [x1,29- -, xg], basta aplicarmos o Lema 4.2.5, e obteremos
f = [.’El, 52'27 e 7‘%5a xﬁ} + Z[xla ’IUY), 'U)g), w:(;)a xﬁ}'
i
Dai

f=ow6f =1([x1,22, -, &5, 26] — [6, T2, -+, T5,21]) + (1 — 016) (Z[I17w§i)7w§i),w§i),xa]) .

%

Escrevendo g;(z1, wgi), wg), w:(;), x6) = |21, wgi), wéi), wgi), xg], temos que g; é um polindémio de grau

5, e neste caso, provou-se acima que g; —0o16¢; ¢ um polindémio multilinear da forma v; ([x1, zg], 2, - , z5),
e um somatoério de polinémios dessa forma permanece nesta forma. Mas, isso mostra que f — o16f
pode ser representado na forma (14), e isso prova para o caso [ = 6. O

Note que, como demonstramos o Lema 4.2.3 para o caso | = 6, o Teorema vale para as identidades
de grau 6, ou seja, as identidades (12) e (13) sdo consequéncias das identidades (8) e (9), e dali,
poderemos utiliza-los na demonstracao do Lema 4.2.3. Ainda, podemos utilizar mais algumas outras
identidades que sao consequéncias das identidades de grau 5 e de grau 6, que nos auxiliarao na
demonstracao do lema:

Lema 4.2.7. Sao consequéncias das identidades (8) e (9):

[y, z(ad2)***' = [y(adx)* T, 2] + [y, 2(adx) 1], VE > 1 (15)
[u,z,y, 2, 2] = [u,z,z,2,y, x, - x| — [z,x,u, z,y, T, ,T] (16)
t vezes t— 2 vezes t—2 vezes
[y, ), x,u,2) =y, x, -,z ,u,z,x, 2] — [2,2, |y, ¢, - , @, ul, z] (17)
t vezes t — 2 vezes t— 2 vezes

Demonstragao. Pelo comentario acima, as identidades de grau 6 sao consequéncias das identidades
de grau 5 (e entdo, das identidades (8) e (9)). A equagdo (16) é consequéncia da identidade (12),
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bastando aplicar ¢t — 2 vezes o comutador com z. A identidade (17) é consequéncia da identidade
(13), bastando fazer a mudanca de varidvel (que é um endomorfismo) y — y(ad x)!=3.
Para a identidade (15), note primeiramente que a identidade

[z, 2], ly, 2], 2] = O (18)
é consequéncia de (9). De fato, aplicando a identidade de Jacobi, obtemos
2,2, [y, 2], 2] = [z, [y, 2, 2]] + [2, @, 2, [y, 2]].
Olhando cada um dos termos:

[2727,.%', [y71']] = [Z7xam7y7x] - [zw,x,x,y]

[y,(E,I’, [va]] = f[y,x,x,z,sc] + [y,x,sc,x,z].

Aplicando a identidade de Jacobi para o primeiro termo de cada uma das equagoes:

[Z’ x?x’y7 x} = [Z’:L.? [x7y:|’ x] + [Z7x’y7 x? x]
- [y7x7$a Z,l’] = _[ya z, [ZU, Z]a ‘T] - [ya'ra Z,$,$]-
Da identidade de Jacobi, temos [z, z,y, z, z] — [y, x, 2, x, 2] = —[y, 2z, x, x, z]. Segue que, utilizando a
identidade (9)
HZ’ IE], [%ﬂ»x] = _2[2’ Z, [y’ (E],x]

o que prova a identidade (18).
Note também que a relacao

2.y, v 2,9] = [2,9, 2, , Y] (19)
é identidade de sl(2, K), consequéncia de (9). De fato, aplicando a identidade de Jacobi:

oy vyl = [29,9,9,2] + (2,0, [, 9]

2y, 2,9,9] = [z2,9,9,9] + [z [y, 2]y, 9]
Note que, aplicando diversas vezes a identidade de Jacobi:
[zv [Z/v x]a Y, y] = —[Z, [m, Y, y], y] + [[Zv y]’ [yv x]v y]
—_——

0

_[Z’ [.’E, yayvy]] - [Zvyv [mayvy]] _[Zay»yv [y,m]] + [Z, Y, [.’E, yay]]

=—[2,9,[y,z],y]=0

= —[27 [x,y7y7y]] - [2’71/73/: [y,x]]

Dai, fazendo a diferenga [z,y,z,y,y] — [2,y,y, z,y] tendo em mente a identidade (9), temos que a
diferenga é nula, e a identidade realmente vale (e é consequéncia de (9)).

Assim, podemos provar a validade da identidade (15) por indugdo. Temos, aplicando a hipdtese
de inducao:

[y, 2)(ad(2))** ! = [y(ad(2))**7", ZJad(2)* + [y, z(ad(x))*" ~'Jad ()"
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aplicando a identidade (19) e depois a identidade de Jacobi sobre [y(ad(x))?*~1, z]ad(z)2, obtemos

[y(ad(2))* 7, 2ad(x)® = [y(ad(2))** ™", 2, 2, 2] = [y(ad(x))** ', z, 2, 2] +[y(ad(2))* 7, 2, [2,2]]

[yad(z)2F+1,2]

(20)
da mesma forma, obtemos
[y, 2(ad(2))** ad(2)? = —[2(ad(2))** ", yJad(2)?
= — [z(ad(2))*" ! 2, 2, y] —[2(ad(2))** " 2, [y, 2] (21)

[zad(z)?F+1,y]

Note ainda que, aplicando a hipdtese de indugao e a identidade (18)

[y(ad(@)? 1, 2, [z, 2]] — [2(ad(2)) 2, 2, [y, 2]] = [[y, 2], [z, 2]Jad(2)*** = 0

(ly,z]ad(z)?F 1, [z,2] [[z,x]ad(2)?* 1, [y,x]

e essa identidade é consequéncia (8) e (9). Dai, somando (20) e (21), obtemos que a identidade

requerida é consequéncia de (8) e (9). O
Demonstragdo (Lema 4.2.8). Novamente, como [T1,Z,(2)," - ,To()] constituem base de PL;, pode-
mos considerar, sem perda de generalidade, i = 1 e j =1e f = [x1,2, - ,2;_,], separando

em casos, dependendo de onde z; aparece no comutador. Faremos por indugao em [, para [ > 5,
provando as seguintes afirmagées:

(i) Sel =2k + 1, existe representa¢do da forma (14), com ¢ =0
(i) Sel =2k, existe representacdo da forma (14)

A base de indugao | = 5 foi provada no lema 4.2.6. Seja entao | > 6. Se [ = 2k par, o argumento
é idéntico ao utilizado no lema 4.2.6 para | = 6, com auxilio da hipétese de indugao. Considere
entdo | =2k + 1. Se f = [z1,%4iy, s @iy_y, Tiy_, ), COM 5o # 1 € 41 # [, entdo, basta olharmos
o comutador [z, T, - ,%;_,] (ambos x; e x; estdo nesse pedago do comutador), e o resultado
seguird por indugado, pois o grau desse comutador é [ — 2 (fmpar).

Entao, considere f = [x1, -+ ,2;—2, %, 2;—1]. Por hip6tese de indugao, temos que

f—ouf=c(lx1, @2, Timo, xp, m—1] = [T, &2, -+, Eg—a, 21, w—1]) +o([21, 2], 2, -+, 21—1)

utilizando a linearizagéo da identidade (17) (com t = [ — 3), e trocando z = x;_1,u = x; e y = w1,
obtemos

[1'1; ‘%2; e 7i'l72; xy, xl*l] =
= [w1, T2, -+, T_a, T, Ty—3, T1—2, T—1] — [11-1, To, [T1, T3, -+, T1—3, 1], Ty 2]
e o resultado segue por indugdo nos comutadores de grau impar [xl,mg(g), e ,mg(l,4),xl,9~cg(l,3)],

para cada permutagao o, e, utilizando a identidade de Jacobi nos outros monoémios obtemos
[l'lfla Ls(2)) [:L'la To3)s "y To(1-3)» xl]a xa(l—Q)] = [xlfla [1'17 Lo3)s "y Lo(1—3)s xl]a T5(2)s xo(l—Q)]
Fzi1, [To@), [T1,Za3), - 5 To=3), Til]s To(1—2)]

e daf, basta aplicar a hipétese de indugao aos comutadores (de grau fmpar) [z;_1, [T1, Z,(3), - ,
Toa—3), 7)) € [[To2), [T1,Zo(3),* » To—3), T1]], Para cada permutagao o.
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Por fim, considere flz1,--- ,z;]. Escreva, segundo olema 4.2.5, f = [z1, &2, -+, Z1—1, 1]+, [21, wgi), e ,wl(i)Q, xy).

Entao

f - o-llf = [xlai‘Qa"' ail—laxl] - [xlv';iféa' o a'/il—laml] +(1 - Ull) (Z[xlawgi),”' 7wl(i)17xl]>

_ i

[[e1,a1], (@2, ,Z1-1]]

em que a igualdade segue da linearizagao da identidade (15) (com 2k 4+ 1 = [ — 2). Dai, resta anali-

sarmos os comutadores [z () © d = : iy i
Lwy Wy, 2], que se reduzem ao caso f =[x, , [T, Tiga), -,

x1), com i # 1,4+ 1 # [. Neste caso, aplicando a hipétese de indugao, obtemos
f—ouf=c(l —ou)rr, @2, [, 041] -+ Tio1, 2] +o([21, 2], 205+, 211)

e basta verificarmos o primeiro termo (pois o segundo ji estd na forma requerida). Utilizando a
identidade (16) muitas vezes, para t = [ — 2 (fmpar), obtemos que

Uy 2, Y, Ty, T = Wiy 2,Y,T| — Uiy Viy Y, T 22
[u, 2,y 1= w2y, 2] = Y [ui,vi,y, 7] (22)

i %
t vezes

em que w;, u;,v; sao comutadores em x,u e z (e ndo em y). Escreva

g=[r1,%2, w5, 2i1] s D1, 7]
como combinagao linear de comutadores da forma [x1, [i, iy1], To(2), - - - To(1—1), 1], sendo o per-
mutagao do conjunto {2,--- ,i—1,i+2,--- ;I —1}. Temos g simétrico em xo, - ,T;_1, Tito,
-, x7-1, e dal, linearizando a identidade (22) e substituindo as varidveis simétricas da linearizagao
pOr To, -+ ,T;_1,Tito, -+ ,Tj—1 € tomando y = x;, 2 = x;, u = x;41, chegamos que
[[mla i‘2a Ty [xi) xi+l]7 U 7j3l—1}7xl] = E ak[xla [xivxi-f—l]ana U 7§;l—1axl} =
k
~ ~ o 2 : ’ 2 : o
E _ak[xiyxi+1yx17x27"' ,:’Elfhl'l] - [wiaxivx17xp7xl]+ [umvi?xlampvxl]
k p P
e reduzimos para um polinémios de grau 5, e o resultado segue por indugao. O

Isso conclui a demonstracao de que sl(2, K) admite base finita de identidades.

§4.3 Variedade Var(sl(2, K))

O objetivo aqui é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.3.1. Qualquer subvariedade prdpria da variedade de dlgebras de Lie Var(sl(2, K)), com
car K =0, é subvariedade do produto N <7, de uma variedade nilpotente | com a variedade abeliana

o .

Nesta segao, denotaremos por A a dlgebra associativa livre gerada por X = {x1, 29, -}, L = L(X)
a algebra de Lie livre gerada pelos mesmos elementos, com respeito ao comutador, T o ideal das
identidades fracas de (M(K),sl(2,K)), Ay =A/T e L =L/(TNL).
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Lema 4.3.2. Todo elemento a € Ay admite uma unica representa¢do da forma
a=c+v

com ¢ € Z(A1) e v uma combinagdo linear de elementos do tipo 2, sequndo a notagdo da proposi¢do
3.7.5.

Demonstracao. Uma tal representacao existe, pela proposicao 3.7.5. Para a unicidade, basta mostrar

que se 0 = ¢+ v, entdo ¢ = v = 0. Escreva v = v(z1, - ,2;). Entao, como 0 = [¢ + v, x141] =
[v(x1, -, 2], 2], temos que [v,z;41] = 0 é uma identidade fraca para Ms(K). Logo v é uma
identidade fraca também, pois dados hq,--- ,h; € sl(2,K), temos v(hy, -, h;) € s1(2,K), e ao
mesmo tempo, v(hy, -+, k) € Z(M2(K)) (pois [v,z;] = 0, ou seja, v cai no centro). Mas, como
5[(2, K') ndo possui centro, isto é, Z(Ma(K))Nsl(2, K) = 0, temos necessariamente v(hy,--- ,hy) =0,
e v é uma identidade fraca de My (K).

Mas v € T, ou seja, v = 0 em A1, o que implica ¢ = 0. O resultado segue. [
Lema 4.3.3. Seja u(xy, -+ ,x;) € Li. Seja I o ideal em Ay gerado por todos os elementos
[w(vi, - ,v),v41], com vy, v € Ly e T o ideal em Ly gerado pelos mesmos elementos.

Entao 7 =1NLy.

Demonstragao. Claramente 7 C I N Ly. Seja x € I. Queremos concluir que, se x € Ly (ou seja, se
x € INLy), entdo x € . Podemos supor que

T = Tqy T4y [U(Ul, e ,Ul),UlH]ﬂcz‘Hl s Ty,

entdo x = c+ v, com z € Z(A;1) e v € 7. De fato, considere A} a élgebra associativa gerada
POr Tiy, -« Ty, [w(v1, -+ y01), V1], 01, ¢, U1, € LY a dlgebra de Lie gerada pelo comutador pelos
mesmos elementos. Segue, pela proposi¢ao 3.7.5, que * = ¢ + v, com ¢ e v combinagao linear de
elementos do tipo 1 e do tipo 2, respectivamente, em ;,, - -, T4, , [u(v1, -+ ,v1), Vi41]-

Uma vez que sempre [u(vy,---,v1),vi41] € Ly, temos ¢ € Z(A;). Todo elemento w € 7 é com-
binacao linear de elementos da forma

! !
wy = W up],w € T w1 € Ly

W2 = [U(’Ul,'-' 7vl)avl+1]avl7"' ,Ul+1 € L1~

Segue por (4) que (z; o zj)wy € J (¢ = 1, 2), e por (3), combinado com (4), que (wy ©
xy) i, zj], (wg 0 z;)x; € T (¢ = 1,2). Dal, toda combinagao linear de elementos do tipo 2 em
Tiyy o Tips [W(v1, -, 01), V1] é elemento de 7, e entdo, v € 7.

Agora, se x € Ly, entdo x = ¢+ v = z, para z € Ly. Como, por (2), z é combinacao linear de
elementos do tipo 2, de ¢+ (v — z) = 0, segue, por unicidade da combinagao (lema 4.3.2), que ¢ = 0,
edai, r=ve J. DalINLy=9. O

Lema 4.3.4. Assuma que (1) seja uma identidade fraca ao par (A,L). Suponha ([x1,x2] o x3) nil.
Entdo a dlgebra A', gerada por [v1,vs] 0 v3,v1,v9,v3 € L, € nilpotente.

Demonstragdo. Denote (x1,72,23) = Y (=1)72,(1)T5(2)To(3)- Segue de (5) que
og€Ss

3([r1,w2] 0 w3) = [w1,w2] 0 w3 + [T2, 23] 0 21 + 23, 72] 0wy =2 Z (=1)726(1)T0(2)To(3)-
ogES3
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Entéao, a dlgebra A’ coincide com a dlgebra gerada por (x1, z2,x3). Assuma fo = ((z1,x2,z3))™ uma
identidade fraca e considere f = ((x1,y1,21))** ({Xm, Ym, 2m)). Considere o anel K Ss,, como um
K S3,,-mé6dulo e escreva 1 como soma de idempotentes geradores dos ideais minimais (c¢.f. Teorema
2.8.11). Escreva primeiro 1 = ej + ey, com e; soma dos idempotentes relacionados com diagramas
de Young com mais de 3 linhas. Entao f =1f =ei f +eaf.

Afirmacgao 1: e; f = 0 é identidade fraca.

De fato, escreva f = > a,0(Z1y121 TmYmZm), €m que o € Ss,, age como permutagdo das
0ES3m
varidveis (ndo importa muito agora uma notagdo precisa) T1,Y1, 21, » Tm, Ym, #m. Entao, deno-

tando por R os elementos de S3,, que deixam as linhas invariantes, C' os elementos que deixam as
colunas invariantes, e podemos escrever sempre C' = S, X -+ X S = S x C’, com ky, -+ ,k, 0
tamanho de cada coluna, k = k; e C’ = Sy, X --- Sk, e, por suposicao, k > 3, pois exigimos que o
diagrama tenha mais de 3 linhas (ou seja, pelo menos a primeira coluna tem mais de 3 elementos),
temos que um idempotente relacionado a um diagrama de Young com mais de 3 linhas é um multiplo
de um elemento da forma

I USTEED oD MRV EIEEE Pop et [ OETE

pER~EC pERoES, Y €C pER~NEC! €Sk

Mas qualquer que seja o polindomio multilinear g, temos que

g = (Z (—1)”0> g

geSy

¢ antissimétrico em pelo menos 4 varidveis, e, como sl(2, K) possui dimensdo 3, temos ¢’ = 0
identidade de s[(2, K'). Segue que e1 f = 0 é identidade fraca do par (4, L).

Agora, escreva eg = €’ + €”, em que €’ é combinacao dos idempotentes relacionados aos diagramas
com mais de m colunas.

Afirmagao 2: ¢'f =0.

De fato, se eg é um idempotente relacionado a um diagrama com mais de m colunas, entao eg f sera
simétrico em pelo menos m + 1 varidveis. Mas, f jd é antissimétrico em conjuntos de 3 variaveis,
entao, o mesmo valerd para egf. Mas, entao eg f necessariamente tera pelo menos duas variaveis em
que ele serd simétrico e antissimétrico ao mesmo tempo, ou seja, egf = 0. Segue entdo que e’ f = 0.
Afirmacao 3: ¢ f = 0 é identidade fraca do par (A, L).

De fato, e” é associado ao dltimo diagrama restante

e é elementar verificar que €” f é um muiltiplo da linearizacao de fg, e entao, é identidade fraca.
Segue entao que f = 0 é identidade fraca, provando o lema. O

Demonstracio (Teorema 4.3.1). Seja # < Var(sl(2,K)). Entdo existe u(zy,---,x;) identidade
multilinear de .# que nao é identidade de sl(2, K'). Sejam A;y,1,.7 como no lema 4.3.3 e ¢ : A} —
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A1 /I a projegao canénica. Entao (¢(A1), ¢(L1)) é um par livre ¢ (L1) = L1/7 (por lema 4.3.3).
Seja .4, = Var(p(L1)). Entao
M C M C Var(sl(2, K))

Afirmacao 1: p(A;) satisfaz uma identidade nao satisfeita por Ms(K).

De fato, dados y1, -+ ,y1+1 € (A1), escreva y; = ¢1+v1, -+ ,Yi+1 = €41+ V41, COMO Na Proposi¢ao
3.7.5. Como
[u, Z141] = = [u,z41] =0
r1=C1 Ti4+1=Cl+1
e [u,xi41] = 0, temos que [u,z;+1] = 0 é uma identidade forte de ¢(A4;). Como,
L1=V1," ,T141=Vi+1

pelo mencionado acima, [u, z;11] ndo é identidade de sl(2, K) (pois s[(2, K) ndo tem centro), temos
que [u, z;11] = 0 também nao é identidade de M3(K), e isso prova a afirmacao.

Afirmacao 2: ¢(A;)/J(p(A1)) é comutativo, em que J(p(A;1)) é o Radical de Jacobson de ¢(A1).
De fato, p(A1)/J(¢(A1)) é semiprimitivo e satisfaz [u, 2;41] = 0, e entdo, pelo coroldrio 2.10.9, temos
w(A1)/J(p(Ar)) ~ Hiegj M, (K). Em particular, cada M, _(K) satisfaz [u,x;4+1] = 0 (Teorema
2.2.11). Mas, se n, > 1, entdo M,  (K) contém uma &lgebra de matrizes 2 x 2, e daf, pela afirmacao
1, chega-se num absurdo. Segue que n, = 1, e entéo, ¢(A1)/J(p(A41)) é comutativo.

Afirmacao 3: [v1,va, -+ , V2] =0, para vy, -+ , V2, € [p(L1), p(L1)] e para algum m € N.

De fato, considere a subdlgebra Ay de ¢(A;) gerada por x1, x2, x3. Entdo, As é uma Pl-dlgebra, e dai,
por teorema 3.2.9, temos J(A2) nil. Ainda, por mesmo argumento, temos As/J(As) comutativo. Dai,
temos [Az, As] = (ideal gerado pelos comutadores) =C J(As), e em particular, [x1,z2]oxs € J(Asz).
Entéao, utilizando a identidade (5), temos

3[$1,LE2] o X3 = [ZE1,.Z‘2] o XT3 + [IQ,SL‘g] ox1 + [Ig,l'l] O Xy = 2<$17$2,1'3>

e entdo, (r1,x2,x3) € J(A2) e dal é nil, e em particular, (1,2, z3) é nil como elemento de ¢(A41).
Segue, pelo lema 4.3.4, que a élgebra As gerada por [v1, v2] 0 v, com vy, v, v3 € (L) é nilpotente.
Em particular, como para cada vi,vs € [p(L1),»(L1)], temos v1 o vy elementos de Ag, segue que
existe m € N tal que (v o vg) -+ (Vam—1 © Vo) = 0, e em particular, com auxilio da identidade (2)
aplicada vérias vezes, temos que [v1, -+ ,Vay,] = 0, para vy, -+ , Vo € [p(L1), @(L1)].

Afirmagao 4: A4 C M1 C N .

De fato, com auxilio da identidade (2) e afirmacao 3, temos

[Umavm—l,"' 3U27U1] =0

em (p(L1)). Entéo (¢(L1))" é nilpotente, ou seja, ¢(L1) € A;,o/. Isso prova o teorema. O

§4.4 Base de Identidades de M;(K)

O objetivo aqui é mostrar que existe um conjunto finito .# tal que, sendo & o conjunto das
identidades multilineares de sl(2, K), .# U & gere todas as identidades de Ms(K). Se car K =
0, entdo existe 2y finito que gera £, entdo, todas as identidades multilineares de My(K) sao
consequéncias de um conjunto finito de identidades, e My (K) admite base finita de identidades.

Seja .4 um conjunto finito de identidades de My (K) e .#; o conjunto das identidades multiline-
ares em z1,---,x;. O objetivo é verificar quando . nao é (ou é) consequéncia de 4 U .4;_4.

Daqui em diante, seja f(z1,---,x;) € 4| que, a principio, ndo é consequéncia de .4 U 41
(por enquanto, .Z = ().
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Observagao. Podemos considerar que f = =f =0.
261:1 :Elzl
Demonstracdo. Set>0e f =...=f =0ef # 0, entao, definindo
x1=1 ri=1 Tip1=1
g=f—-1r Tt4+1
Ti41=1
temos que g =...=g =0e f é consequéncia de .# U .#;_1 se e s6 se g é consequéncia
xr1=1 Tip1=1
de A U . MH,_1, uma vez que f‘ € M_q,edal f Zt+1 € consequéncia de 1. O
Typ1=1 zip1=1

Podemos escrever f como combinacao linear de polindmios da forma ug - - - u,, com cada u; um
comutador de tamanho maior ou igual a 2.
Assuma que .# contém as identidades, em que vy = [z1, 22, v2 = [X3, 24]:

4[2533](1]1 o U?) = [Z,’Ul,UQ,.’E] + [Z,’Ug,’U]_,.’II] - [.’17,?]1,2,1}2] - [.’I),’Ug,z,’l}l] (23)

HxlvxZ] © [x37x4]7 ‘TS] =0 (24)

Entéo, pela proposicao 3.6.8, podemos assumir f(z1,---,z;) = ¢+ v, em que v é um polindmio de
Lie e ¢ =Y B;(u} o [x;,2]), em que u} é um polindémio de Lie em x1,- -+ , 24, - ,2;-1 € B; € K.

Como ji demonstrado anteriormente, sendo f uma identidade fraca (pois é identidade forte),
temos ¢ e v identidades fracas. Sendo v polinémio de Lie, temos que v é identidade forte, o que
implica que ¢ também ¢é identidade forte.

Assuma que .Z contém uma base finita das identidades de sl(2, K). Entao v é consequéncia de
A . Temos ja demonstrado a seguinte observagao:

Observagdo. Podemos considerar f =Y 3;(u} o [z, z]).

Lema 4.4.1. A seguinte identidade é consequéncia de (24):

[x1, 2] 0 [[23, 24, 25] = —[x3, 24] 0 [[23, 74], 5] (25)
Demonstragdo. Segue pelas mesmas contas de (5) ser consequéncia de (1). O
Lema 4.4.2. Seja g = Bi(u; o [vs, 1)), em que B; € K e u;,v; sdo comutadores em x1,--- ,2;_1,

com tamanho de u; maior ou igual a 2. Entdo g € identidade de Ma(K) se e s6 se Y. Bilui,v;] €
identidade de s1(2, K).

Demonstragdo. Seja g = > Bi(u; o [v;, x;]) uma identidade de M3(K). Entdo g é uma identidade
fraca, logo, pela identidade fraca (5), temos que > B;[u;, v;]ox; é identidade fraca de My (K). Assuma
> Bilui, v;] ndo identidade fraca. Entao, existem hy,--- , hj_1 € sl(2, K) tais que

(a0
Zﬂi[uuvi] P S ( Y oo ) 70

Verifica-se facilmente que

(5 )5 % )-mtesmean(} ).
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Entao existe h; € sl(2, K) tal que > B;[ui, vi] o 2y # 0, absurdo. Logo > B;[u;, v;] é
z1=hy,m=h

identidade fraca de M3(K), e sendo polinémio de Lie, ¢ identidade de s((2, K).

Reciprocamente, seja h = Y B;[u;,v;] identidade de sl(2, K). Entao h é identidade fraca de
M5(K), e hox; também é identidade fraca, e por (5), segue que > fB;u; o [v;, 2;] é identidade fraca.
Como u; é comutador de tamanho maior ou igual a 2 e M2(K) = sl(2,K) & K (como espagos
vetoriais), temos > B;u; o [v;, z;] identidade de M (K), pois todas as suas varidveis aparecem em
comutadores. Assim a parte escalar zera. Isso prova o lema. O
Lema 4.4.3. Sejam u e v polinémios de Lie em x1, -+ ,x;_1, com tamanho de u maior ou igual a
2. Denote, daqui adiante, o tamanho de um comutador por £ (u). Escreva [u,v] = Z 0;[ug, vi], em

que [u;,v;] sd@o comutadores bdsicos (c.f. se¢io §2.9) em x1,--- ,x;—1. Entao, a zgualdade
wo [v,z] Zéuz [vs, 2]

¢ consequéncia das identidades (24) e da identidade
[21, 22] 0 [73, w4] = [21, 3] 0 [¥2, 4] — [22, 3] 0 [21, 74] (26)

Observagdo. Note que a identidade (26) é satisfeita por My (K), e isso segue do lema 4.4.2 aplicado
na identidade de Jacobi.

Demonstracdo. Antes de demonstrar, faremos duas consideragoes iniciais.
Afirmagao 1: Podemos considerar apenas o caso em que u e v sao comutadores basicos.
De fato, como os comutadores basicos formam uma base para a algebra de Lie gerada por X =

Ny Ny

{z1, 9, -} pelo comutador, podemos escrever u = > a(“)ugu) ev=> a(v) fv), com u( ), Z(U)

i=1 i=1
comutadores béasicos. Escrevendo, para cada par de 4,7, com 1 <4 < n,,1 <7 <n,, temos

Nij

(u) (v)
oo = 2 o)
soma de comutadores bésicos. Entéo, a decomposi¢do de [u,v] em comutadores bésicos serd
Za(u) (v i (v) Z al u)a(v)(;k ”7 fj]
i,k

ORI}

Ainda, a validade da afirmacao para cada termo [u; , ou seja, provando que vale

’I’L7J

(w)
uiu Z 51] Zj 7,] y L ]
teremos a validade para [u, v], pois

uo v, z] Eoz a(vuuo - géoz a u [vfj,xl].

.5,k

Logo podemos nos restringir no caso de u e v comutadores bdsicos, com £ (u) > 2.
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Afirmagao 2: Podemos supor u > v.
De fato, se v > u, considere o comutador [v,u]. A validade para [v,u], junto com a identidade (25),
implicarao na validade para [u, v], pois se [v,u] =Y, d;[u;, v;] e se vo[u,x;] =Y. d;u;0[vs, 7], entdo
[u,v] = >, —0;[u;, v;] e portanto vale

wo v, ] = —vo[u,z] Z —d0;u; 0 [V, ]

A demonstragao sera feita por indugao em v.

Se v for tal que [u,v] é um comutador bésico, entdo o resultado vale trivialmente, pois [u,v] =
[u,v] j& estd na forma de combinacdo linear de comutadores bdsicos, e a afirmacdo se reduz a
wo [v,x;] = uo[v,z], o que é trivialmente verdade.

Assuma que o resultado vale para todos os comutadores [wy,ws], com £ ([wy,ws]) = Z([u,v]),
wy e wy comutadores basicos, Z(w1) > 2 e wy > we > v. Provaremos a validade para [u, v].

Como Z(u) > 2, podemos escrever u = [u1,us]. Se us < v, entdo o comutador [u,v] é basico e
o resultado vale (como u é bésico, temos u1 e ug bésicos e u1 > uz). Entéo, assuma ug > v. Temos
[u1, ug, v] = [u1,v,us] — [uz,v,u1]. De (26), temos

[u1, us] o [v, 2] = [u1,v] o [ug, 2] — [ug, v] o [ug, x;)-

Uma vez que, se a decomposi¢io em comutadores basicos for [uz, v, us] = >, 67w, w]] ([u, v, uz] é
bésico), entao [u1, uz,v] = [u1, v, uz] — >, 07 [w’, w}'] serd a decomposicao em comutadores bésicos,
e a validade para [uy, v, us] e [us,v, u1] 1mphcarao na validade para [uy,us,v]. Como [uy,v,us] é
bésico, segue sua validade.

Escreva [ug,v] = >, Brw), com wj comutadores basicos. Se wj = uy, entdo [wy,u1] = 0, e
por (25), temos wy, o [u1,x;] = —uq o [wy,x;] = —w), o [ur,z;]. Dal wj o[ug, 2] = 0 e vale. Se
wj, > ui, entdo, como u; > us > v, vale para [wj,uq] por hipdtese de indugdo. Se wj, < ui,
entdo, como Z(w),) = £ ([uz,v]), temos wj, > v, e por hipétese de inducao, o resultado vale para
[u1, w}]. Entdo, por (25), o resultado vale também para [w},, u1]. Logo vale para [ug, v, u1], provando
o lema. O

Lema 4.4.4. Se vale a igualdade em L(X) (a dlgebra de Lie livre gerada pelo comutador pelos
elementos X = {1,292, -+ }):

i 5i[ui, Ui] =0
i=1

com ui,v; comutadores em x1,--- ,x1—1 e L(u;) > 2, entdo a identidade

m
> i o [vi, 2] =0
i=1

é consequéncia de (24) e (26).

Demonstrag¢dao. Como os comutadores bdsicos formam uma base para L(X), podemos escrever a

primeira igualdade como
m

O:Z [u;, v;] Z(S” (], i.

i=1
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mas, sendo os comutadores basicos uma base para L(X), e o somatdério acima igual a zero em L(X),
temos d;; = 0,V4, j. Pelo lema 4.4.3, a identidade

> G o [vi, @] = Z%Ugj) o ] =0
i=1 4,7

é consequéncia de (24) e (26). Isso prova o lema. O

Escreva a base das identidades de s[(2, K) na forma f; = 0 e fo = 0, passando os comutadores a
um lado. Temos que f; = Zj Bijluij, vij], com L(u;5) > 2, i =1,2. Defina

fi=3 Bijuijo [viyy), i=1,2
i

e tome .4 = {(23), (24), (26), f1, fo, f1, f5}. Dado f € 4, pelas observagoes anteriores, reduzimos a
analisar apenas o caso f = Y, fiu;o[xz;, z;]. Pelo lema 4.4.2, temos entéao g = >, B;[u}, ;] identidade
de sl(2, K), e, sendo {f1, fo} base das identidades, temos que

> Bilub i) =Y vidi + > e vil
i i=1 i=1

em que 0s ¢;, ¢} sdo os polindmios fi ou fo com suas varidveis trocadas por polinémios de Lie e v;
s@o polinémios de Lie. Mas dai, temos que em L(X),

’

> Bilufm) + > —vidi+ Y =il vi] =0
[ i=1 =1

a partir disso, pelo lema 4.4.4, a identidade seguinte é consequéncia de (24) e (26)

h=>YBiujolw,z]+ Y —vid) + > =i o [vi,a] =0
% =1 1=1

em que ¢) sao polinémios f] ou f} com as mesmas trocas de varidveis e com a varidvel y = z;. Daf
h é consequéncia de elementos em .# U .#;_1. Mas, como cada ¢? é consequéncia de f], f5, temos

m
que > —v;¢? é consequéncia de .# U .#_1. Da mesma forma, ¢, sdo consequéncias de f1 e fa, e
i=1

m/

dai, > —vi¢} o[v;, x| é consequéncia de A4 U.#_1. Em particular, f é consequéncia de .4 U .#;_;.
i=1

Por indugéo, teremos que .# é uma base para as identidades de M>(K), e isso prova o que querfamos.

Assim, provou-se o seguinte teorema

Teorema 4.4.5. As identidades .# = {(23),(24),(26), f1, f2, f1, f4} formam uma base de identi-
dades de My (K).

Vale notar que .# C T'y(M2(K)) UT'5(M(K)) UTs(M2(K)) e as identidades de Lie f1, fo €
P5(s1(2, K)).
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§4.5 Base minimal de Identidades de M;(K)

O objetivo é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.5.1. As identidades

sa(x1, 2, w3, 24) = 5 2. (—1)7[21, Ty (2)] © [T (3), To(a)] =0 (27)
[[21,22]%,21] = 0 (28)

formam uma base minimal das identidades de My (K).

Os teoremas provados por Razmyslov mostram que as identidades de M2 (K) sdo consequéncias
das identidades I'y UT's UT's, e as identidades de Lie de s((2, K') sdo consequéncias das identidades de
P5(s1(2, K)). Seja % a variedade gerada pelas identidades (27) e (28). Claro que Var(My(K)) C % .
Mostraremos que I'y, (M2 (K)) = T(%Z),m = 4,5,6, e isso é suficiente para concluir que % =
Var(Ms(K)).

Para auxiliar nas demonstragoes, vale notar as seguintes observagoes:

Observagao. 1. Em qualquer &lgebra associativa A, dados a,b,x € A, vale a relacgao [a o b,z] =
[a,z] o b+ ao [b,x]. De fato, temos

[aob,z] = abx + bax — xab — xba
[a,x] 0 b = axb+ bax — xab — bzxa

ao[b,x] = abx — axb + bxa — xba
e somando as duas ultimas, obtemos que é igual a primeira equacgao e vale a afirmagao.

2. Se f é um polindmio que gera um S,-mddulo irredutivel, e queremos mostrar que f é con-
sequéncia de g, entao, podemos assumir que os demais S,-médulos irredutiveis “sao nu-
los”. Isso se deve ao seguinte fato: se consideramos o espago I',,/(T(g) N T), o espago
dos polinomios multilineares préoprios de grau n quocientado pelas identidades multilineares
préprios que sdo consequéncias de g, entdo nesse espago, se mostrarmos que f é consequéncia
de polinémios em algum S,-médulo irredutivel M nao isomorfo a (KS,)f, entdo teremos
fe Mn(KS,)f = 0 (uma vez que ambos sdo irredutiveis e ndo isomorfos), ou seja, f é
nulo no espago I',, /(T',, N T'(g)), o que implica que f € T'(g), ou seja, f é consequéncia de g.
Informalmente, ao tentarmos mostrar que uma dada identidade f é consequéncia de (27) ou
(28), podemos assumir que os demais S,-médulos irredutiveis ndo isomorfos a (KS,)f sdo
nulos, e entao, podemos assumir as suas identidades.

3. Pela teoria de mddulos completamente redutiveis, temos I'y, ~ T'y,(4) @ (I';, N T'(A)), ainda,
dado um S,-médulo irredutivel, a quantidade de vezes que ele aparece na decomposi¢do de
I',(A), somando com a quantidade de vezes que ele aparece como identidades polinomiais (em
', NT(A)), deve resultar na quantidade de vezes que ele aparece em T',,.

Lema 4.5.2. ].—‘5(%) = F5(M2(K))

Demonstracao. Utilizaremos a notagao e a decomposicao de I's dada na proposicao 3.5.11, e basta
provarmos que os polinémios que séo identidades de Ma(K) sdo consequéncias das identidades (27)
e (28). Utilizando a proposicao 3.6.4, obtemos que os polindmios ys e yg sao identidades de My (K),
e aplicando o Teorema 3.6.8.(i), segue que y3 e ys5 sdo as identidades de Lie de My(K) e y1, Y2, Y4 néo
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sao identidades. Aplicando o Teorema 3.6.8.(ii), segue que y7 nédo é identidade de Ms(K) (pois na
composigao de T',,(M2(K)) deve entrar um S,-médulo isomorfo a cada particao (p+q+r,p+¢,p)
satisfazendo as dadas condigoes, e sabemos que (as linearizagoes de) ys e ys s@o os geradores dos
Ss-médulos irredutiveis correspondentes as partigoes (3,2) e (2,2,1)). Entao, basta verificar se yg
e yg sao identidades, e, substituindo por matrizes genéricas, vemos que de fato sao identidades
(provaremos formalmente que ambas sao identidades, ao mostrarmos que elas sdo consequéncias das
identidades (27) e (28)).
Entao, mostraremos que ys, ¥s, Yo, s, Yo sao consequéncias de (27) e (28):

Y3:
s4(23, 21, T2, 23) = [22, 3] 0 [x3, 71] + [2, 23] 0 [21, T2]
= ([z1,22) 0 21) o [w3, 1] + ([x1, 23] 0 1) 0 [1, X2]
= x1([z1, z2][w3, 21] + [21, 23] [21, 22]) + ([23, T1][21, T2] + [21, 2][21, T3] )71
- [xlvana [x17x3]7x1]
1
= _[$2,$1,$1, [.T/'17.'L'3” - [x27x17 [l‘lax:’nxl]] = §y3($17$27$3)
—lz1,23,21,[x2,21]]
Ye -
yo(x1, x2) = [T2, 21, T1] 0 [2, 1] = ([T2, T1]T1 — T1[72, T1]) O [22, 71]
= (w2, 71]71 [T, 21] + [B2, 21271 — 132, 21]* — [22, 21] 71 [T0, 1] = [[22, 71]?, 71]
Ys -
1 (o
sq([w1, 22], 1, T2, 23) = 5 Z (1) [1’2,961,950(1)] © [IU(Q),IU(S)} = ys(x1, 72, 23)
o€S3
Yo :

1
[s4(21, 22,23, 24),21] = {4 Z(*l)g[xa(l)aiﬂa(z)} o [x0(3)7x0(4)}a$

a5 Z 0(1)7 (7(2)71.1] © [xa(3)a xa(4)] = y9($17$2»$3, (E4)

ys : Sabendo que a identidade yg é consequéncia das identidades (27) e (28) e utilizando a ob-
servacao acima, podemos realizar nossos cdlculos médulo o espaco N = Z?:6(K Ss)liny; =
(K Ss)[z1, 22, 3] © [x4, z5] (proposi¢do 3.5.11). Nés temos

254 (11 0 U, 2, w3,24) = 3 _(—1)7[210, To(2)] © [To(3), To(a)]

= (1) ([x1, To(@) + [21, Taz)] 0 U+ 31 0 [U, Zo(2)]) © [To(3), To(s)]
= (1) ul1, o)) + [21, To(2), U] + 221 [U, To(2)] + (U, To(2), 21]) © [Ta(3), To(a)]
=2 Z (u[1, To(2)] © [To(3)s To(a)] + [To(3)s To(ay, Ul[T1, To(2) ]+

+ 961[“ xa(z)} 0 [T (3), To)] + [To@3)s To(a), Ta][U, To(2)])

=2 Z ([0 (3), To(ay, u][T1, To(2)] + [To(3)s Zo(a), T1][U, To(2)])
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entdo, em particular, 2 Z?:l sa(x1, -, wiou, -+, x4) =2 (=1)7[T0(3), To(a), U [To2), To3)],
e entdo, y5 é consequéncia de (27) e (28).

O

Observagdo. Em particular, pela demonstragao feita acima, as identidades de Lie de PL5(Ms(K))
sao consequéncias da identidade standard s4.

Lema 4.5.3. FG(%) = Fﬁ(Mg(K))

Demonstracao. Utilizaremos muitas vezes as observagoes feitas no inicio desta secao, e iremos procu-
rar quais dos polinémios (ou combinagao dos polinémios) na decomposigao de I'g (proposicao 3.5.12)
s@o identidades de Ms(K), utilizando as matrizes genéricas.

Sabemos que as identidades de Lie de grau 6 sao consequéncias das identidades de Lie de grau
5, e entao, qualquer identidade de M3(K) de Lie de grau 6 serd consequéncia das identidades (27)
e (28). Dali, basta verificarmos as identidades multilineares préprias que ndo sao de Lie. Ainda,
podemos trabalhar nos espagos quocientados por polinémios de Lie - pois se mostrarmos que um
dado polinémio h em é equivalente a um polinémio de Lie em T',,(%) , entao h serd identidade de
Ms(K) se e s6 se for identidade em % .

(4,2) Pelo teorema 3.6.8.(i), temos que todos os Sg-mddulos irredutiveis de Lie relativos & partigao
(4,2) sdo identidades de M3(K), e entao, pelo mesmo teorema 3.6.8.(ii), temos que neces-
sariamente existird exatamente um Sg-médulo irredutivel (de polinémios préprios néo de Lie)
relativo a particao (4,2) que consistird apenas de identidades de M>(K), e exatamente um que
nao conterd nenhuma identidade de Ms(K). Ainda, novamente pelo teorema 3.6.8, o gerador
desse Sg-modulo irredutivel de identidades sera alguma identidade da forma az; +bze = 0, para
algum a,b € K (nao exclui a possibilidade a = 0 ou b = 0, ou seja, z; ou 23 serem geradores do
espago), pois os dois polindmios, se nao identidades, sdo equivalentes em I'g(M2(K)). Entéo,
se mostrarmos que, em I'g(% ), z1 é equivalente a zo, entdo obteremos que a tnica identidade
az1 + bzg = 0 em Tg(M(K)) médulo PLg é consequéncia de (27) e (28).

Temos, linearizando a varidvel 25 de (28), e substituindo uma das varigveis obtidas por [, z1]:
([x2, 21, 21] 0 [T, 21], 21] = 32, 21, 71, 71] 0 [T2, 1] + [T2, 71, 1] © [2, @1, 1] = 2(21 + 22)

e entdo, o polindmio z; + 25 é consequéncia de (27) e (28), e isso implica (pelos comentdrios
acima) que z1 + 22 = 0 é a tnica identidade de M (K) (a menos de equivaléncia) préprio, néo
de Lie e relativo a partigao (4,2), e essa identidade é consequéncia de (27) e (28).

(4,1,1) Utilizamos a identidade de grau 5, denotada por ys e obtemos

y3(z1, 71 0 2, 3) = 2([71 © T2, T1, 71, [73, 71]] — [23, T1, 1, [T1 © T2, 71]])
= 2([x1 o [x2, 21, 21], [T3, 21]] — [®3, 21, 21, 21 © [T2, 21]])
= 2([z1, [x3, 1]] © [X2, 21, 1] — [T3, T1, 21, T1] © [X2, 1|+

+ 21 0 ([w2, 21, 21, [T3, 21]] — [23, 21, 71, [22, 71]]))

= _2([37375(:1’1'17371] © [37275(:1] + [373,.’31,.%’1] © [$2;$1ax1])-
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Entao, temos

y3(9€1,$1 09627333) - y3(561,5€1 © !ES,CEz) = 2([332,£C17$1,$C1] o [ﬂfs,iﬁﬂ - [5103,3?17561,111] o [5102,3?1])

= 2(2[x3, x1][®e, 21, T1, 1] — 2[x2, T1][T3, 1, T1, T1])—

23(®1,22,23)
- 4([[1’3,271], [ZCQ, 'r17x17x1H - [[.’L'Q,.Tl], [$37x17 xlw%.l]]) .

€PLg

Logo, a menos de polinémios de Lie, z3 é consequéncia de (27) e (28).

(3,3) Temos que os polindémios de Lie correspondentes a essa particdo sdo identidades de My (K),
pelo teorema 3.6.8, e ainda por esse teorema, segue que necessariamente z4 nao é identidade
de M5(K). Entao, nada a fazer aqui.

(3,2,1) Identidade zs:

1
84([$2,$17$1]7$1,$2,$3) = 5 Z(—l)g[iﬂz,xlﬂ?hxa(l)] © [550(2)75%(3)]

1 (e 1 (e
= 52(—1) [w27x17$1a370(1)][560@)’1'0(3)]+§ D (1)), Tom)|[r2, 21,21, To(1)]

25 (21,22,23) [2,21,21,25(1)][To(2) T o (3) ] H[T2,21,21,2 6 (1) ], [To (2) 0 (3)]]
=z5 t+w
em que w € PLg. Dali, z5 pode ser ou pode néo ser uma identidade de Ms(K), mas caso seja,
serd consequéncia de (27) e (28), pelo mencionado no inicio da demonstragao.

Identidade zg: todas as identidades de grau 5 de M2 (K) sdo consequéncias de (27) e (28),
entdo, podemos utiliza-las livremente: da identidade de Hall [[z1, 22]?, 3], obtemos (utilizando

a relagao [a o b, x| = [a,z] o b+ a o [b,z]):
[[:Cla‘xQ]za [x1, 23] = %[[9317952] o [z1,z2], [T1,23]] = [71, T2, [T1,23]] 0 [T1, 2]
= 2[1’1, ‘TQ} [1'17‘%2, [1'1,1'3]] +H$1,$2, [$13x3]]7 [mla :UQH = 7226 +w
N————’

—[z3,21,[22,21]]
em que w € PLg.

Identidade z7: considere, na notagao da proposicao 3.6.4, o Sg-submédulo No+N3 = (K Sg)[21, x2][T3, T4, X5, T6)-
As identidades y5 = > (—1)7[[20(1), Zo(2), 21]; [26(3), To)]] € Yo = 22(=1)7[25(1), To(2), 1] ©
[To(3), To(4)] 580 de grau 5. Somando ambas, obtemos a identidade (que serd consequéncia de
(27) e (28)):
1 [eg
5(2/5 +y9) = Z(*l) [To(1)s To(2)s T1][To (3)s To (a)]-

Substituindo a varidvel x4 por [z2, x1], obtemos

1
5(?/5 +yg) = Z(_l)a[xa(l)vxa(2)7xl][$a(3)a [#2, 21]](mod Ny + N3)

z7(T1,%2,73)

e segue que z7 é consequéncia de (27) e (28), pelas observagoes iniciais.
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(3,1,1,1) Identidade z19: considere a identidade de grau 5

h(zy1, 20,3, 74,T5) = Z(—l)a[wau),%(z),w& [To(3)s To(a)]

(é identidade, pois é préprio e antissimétrico em 4 varidveis, c.f. demonstracdo da proposicao
3.6.4), e é consequéncia de (27) e (28) (pois toda identidade de grau 5 é consequéncia de (27)
e (28)). Entdo, substituindo a varidvel x5 por z%, obtemos

1
5 > (1([Z01)s Ta2y 21 © 21], [To(3), Ta@]] = D (=17 [Za(1), To(2), 21] © 21, [Ta(3), To(a)]

= (D7 [[#o1)s To@) 21, o) To@l] 0 1+ Y _(—1)7 [To(1), To(2), 1] © [£1, [To(3), To(a)]

h(x1,22,73,24,71)0T1

e daf z19 é consequéncia de (27) e (28).

Identidade zg: considere o espaco Ny = (K Sg)[x1, xo, x3)[T4, T5, 26]. Entdo

1
[54(x17x2,x3,x4),$1,x1] = 5 Z(_l)a[xa(l)axzf@)] o [xa(3)7x0(4)7x17x1] +

z8

+5 Z(_l)g [xo(l)vmo(Q)vxl] © [x0(3)7x0(4)7x1]

ENy

e entdo, pelos comentdrios no inicio desta demonstracao, zg é consequéncia de (27) e (28).

Identidade zg: considere o espago Ny = (K Sg)[x1, 22, x3)[24, 25, z6]. Entdo

Z(—1)084(1‘1,$a(2), [$a(3),9€1]7 [330(4)73?1]) = z9(x1, 2, 23, 74)(mod Ny)
e daif, do mesmo modo, zg é consequéncia de (27) e (28).

(2,2,2) Serd utilizada a mesma ideia da partigdo (4,2) aqui: mostraremos que z1; é equivalente a
z12. Considere o espago Ny = K Sglx1, xa, x3][24, x5, 26] (que contém o Sg-mddulo irredutivel
gerado por (linearizacdo de) z12). Entéo

sa([z1, m2], [23, v4], 5, 26) = [21, T2, [73, 24]] 0 [25, T6]
= [z5, z6|[z1, T2, [13, 24]] — [[25, T6], [21, T2, [23, 24]]]
e entao, a menos de polinémios de Lie, fazendo uma soma adequada, temos que 211 ¢ equivalente
a Z12 €m XU .
(2,2,1,1) Claro que 213 é consequéncia de s4.
Identidade z14: segue de [s4(x1, 22,23, z4), [x2, 21]], utilizando sy = 1 (1) [ (1), To(2)] ©
[Zo(3), To(a)] € a relago [aob,z] = ao[b,x] + [a,z] 0 b.
(2,1,1,1,1) Considere a identidade de grau 5 (toda identidade de grau 5 é consequéncia de (27) e
(28)):

g(x1, 0, 23, 4, T5) = Z(—l)o[%u), T (2)][To(3)s To(a), Ts)-
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Claro que esse polinomio é uma identidade de My(K'), pois é préprio e antissimétrico em 4
variaveis, c.f. argumento da proposicdo 3.6.4. Substituindo a varidvel x5 por [z, (s, 1] e
somando com respeito a o € S5 obtemos z15, formalmente:

Z (_l)gf(xa(l)vxa(2)7xa(3)7xa(4)7 [xa(fi)vml]) = (n - 1)!Z15
o€Ss

(1,1,1,1,1,1) Temos que sg é consequéncia de s4.
O

Com isso, como car K = 0, todas as identidades de My (K) seguem de T'),(M3(K)), e ainda,
podemos nos restringir para m = 4,5,6. Ainda, as identidades dessa restricao seguem de (27) e
(28), pelo que foi provado agora, e isso prova o teorema. Uma base de identidades para o caso de
caracteristica p > 0, p # 2, foi encontrada por Koshlukov em 2001 (sendo essa base minimal para
p # 3), vide [41].
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