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Resumo

No primeiro capitulo apresentamos as fun¢des geradoras ordinaria e exponencial,
algumas propriedades basicas e algumas aplicagdes; realizamos a interpretagdo de
problemas com fungdes geradoras e desenvolvemos algumas técnicas para o calculo de
coeficientes de polindmios. Para finalizar este capitulo apresentamos relagbes de
recorréncias € desenvolvemos um procedimento para o célculo da formula exata do
termo geral de uma relagdo de recorréncia linear com coeficientes constantes.
Desenvolvemos varios exemplos importantes destacando, dentre eles, Desarranjo, block

Jfountain e os importantes nimeros de Fibonacci

No segundo capitulo apresentamos a teoria de partigdes, apresentamos varias definigdes
e resultados envolvendo partigdes com restrigdes, o teorema dos nimeros Pentagonais
com uma demonstragdo combinatoria, além de varias identidades analiticas, entre elas o
teorema dos numeros pentagonais de Euler o qual permite a obtengdo de uma relagdo de
recorréncia para se determinar o numero de parti¢des de um inteiro positivo n. O produto
triplo de Jacobi, a primeira e segunda identidades de Rogers-Ramanujan, um teorema de

Heine e também o estudo dos polindmios de Gauss sdo apresentados.

No terceiro e ultimo capitulo apresentamos as séries hipergeométricas ordinarias e

basicas, com aplicagdes destas ultimas em partigdes.

Em todo o texto apresentamos um numero razoavel de exemplos resolvidos € todos os

teoremas possuem demonstragdo combinatoria ou analitica.
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Introducdo

No primeiro capitulo apresentamos as fungdes geradoras ordinaria e exponencial,
algumas propriedades basicas e algumas aplicagdes. Dentre as aplicagdes destacamos:
Desarranjo, block fountain € os importantes nimeros de Fibonacci - os numeros de
Fibonacci surgiram como um dos problemas contido no livro Liber Abaci (1202), escrito
por Fibonacci (Leonardo de Pisa), que ¢ um tratado muito completo sobre métodos e
problemas algébricos em que o uso de numerais indo-ardbicos ¢ fortemente
recomendado. O problema original dos nimeros de Fibonacci possui o seguinte
enunciado: “Quantos pares de coelhos serdo produzidos em um ano, comegando com um
sO par, se em cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do

segundo més?”.

No segundo capitulo apresentamos a teoria de parti¢Ses - certos problemas em partigdes
datam da idade média; entretanto, a primeira descoberta de alguma relevancia foi feita
apenas no século XVIII quando L. Euler provou varios teoremas basicos em partigdes.
Euler realmente desenvolveu os fundamentos da teoria de partigdes. Muitos outros
grandes matematicos como Cayley, Gauss, Hardy, Jacobi, Lagrange, Legendre,
Littlewood, Rademacher, Ramanujan, Schur e Silvester contribuiram para o
desenvolvimento da teoria - apresentamos varias definigdes e resultados envolvendo
parti¢des com restrigdes, trazemos também o teorema dos numeros Pentagonais com uma
demonstragdo combinatdria, além de varias identidades analiticas, entre elas o teorema
dos niumeros pentagonais de Euler, que permite a obten¢fo de uma relagdo de recorréncia
para se determinar o numero de partigdes de um inteiro positivo n. A primeira e segunda
identidades de Rogers-Ramanujan e o estudo dos polindmios de Gauss também sio

apresentados.

No terceiro e ultimo capitulo apresentamos as séries hipergeométricas ordinarias e
basicas, com aplicagdes destas ultimas em partigdes. Historicamente, o estudo das séries

hipergeométricas bésicas (também chamadas q-séries hipergeométricas) iniciou-se
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essencialmente em 1748 quando Euler considerou o produto infinito

o0

(¢:9). =T10-¢*")"

k=0 como a fungfo geradora para p(n), o numero de partigdes de um

inteiro positivo n. Mas foi aproximadamente cem anos depois que o assunto adquiriu um

. 1-¢°
lmll 9 -

status independente quando Heine converteu uma simples observagéo que *~ 1-q
()

a

em um estudo sistematico da teoria da série hipergeométrica basica 2
F

1 paralela a teoria

de Gauss da série hipergeométrica 2

1B ¢



Capitulo 1

Funcoes Geradoras

Neste capitulo introduzimos o conceito de fungoes geradoras ordindrias e
exponenciais e apresentamos aplicagoes desta ferramenta para a solugao de
vérios problemas, entre eles alguns envolvendo relacoes de recorréncia. E im-
portante frisar que os resultados apresentados neste capitulo serao essenciais
nos capitulos posteriores.

1.1 Definigoes

Definicao 1.1.1. Uma fun¢do f(z) é uma funcgdo geradora para uma se-
qiéncia (ap,a,aq,...), a, € IR, relativa & seqiéncia de fungdes

(folz), fi(z), fo(z), ...) se:
f(z) = aofo(z) + a1 fi(z) + as fo(z) + ... .

Exemplo 1. z? é a funcio geradora para a seqiiéncia de coeficientes

(4, —4,1), com respeito a seqiiéncia de fungoes ((z + 2)°, (z + 2)!, (z + 2)?),
pois, como podemos verificar: 2 = 4(z +2)° —4(z + 2)' + 1(z + 2)? .

Exemplo 2. Se f(z) = 0+1 exp(z)+2 exp(2z)+3 exp(3z)+..., entdo f(z)
é a fungao geradora para a seqgiiéncia (0,1,2,...,n,...), relativa a seqiiéncia
de funcoes (exp(0),exp(1z), exp(2z), ..., exp(nz), ...).



Propriedade 1.1.1. Dadas as fungoes

f(z) = aouo(z) + a1u1(z) + agua(z) + ...

g(z) = bouo(x) + byus(z) + boug(z) + ... ,

entdo:
i) f(z) = g(z) © an = b, para qualquer n € IN.
i) f(z) + g(z) = (a0 + bo)uo(x) + (a1 + b)ur () + (a2 + bo)ua(z) + ... .

Definigao 1.1.2. Definimos f(z), a func¢io geradora ordindria para a
seqiiéncia (ap,ay,as,...), como sendo a fungdo geradora para a seqiiéncia
(ag,a1,0as,...), relativa & seqiiéncia (1,z!,22%,...,2",...), ou seja,

flx)=ap+ a1z +agz® + ... +apz™ + ... .

Exemplo 3. —1- é afuncéo geradora ordindria para a seqiiéncia (1,1,1,...),
pois:
1
— =14+ +23 4. .
l-—=z

Exemplo 4. (1 + z)" é a fun¢o geradora ordindria para a seqiiéncia

((5)-(3):(5) () v
(”"”)":(3)+(?)w+(;)m2+...+(g)xn.

Propriedade 1.1.2. (Produto de Convolugdo): Dadas as fungdes

f(z) = ag + a1z + apz® + ...

g(z) = bo + bz + box® + ... |

entdo:
f@)g(@) =cot+cz+cr®+..+caz™ + ... ;



onde
Cp = aobn + alb -1+ agbn-2 + ...+ anbo.

Propriedade 1.1.3. Se
o0
h(z) = Z anz"
n=0
entao,
h

¢ a fungdo geradora para a soma parczal dos coeficientes a,’s, isto é:

h* (:l)) =a0+(ag+a1)z+(ao+a1 +a2)x2+...+ (Zan) z + ...

n=0

Isto segue imediatamente da propriedade anterior, bastando tomar

glz)=1+z+2°+..

Definigao 1.1.3. Definimos f(x), a fun¢io geradora exponencial para
a seqiiéncia (ag,ay,as,...), como sendo a fungdo geradora para a seqiiéncia

. o A . 2 .
(ao, a1, az, ...), relativa & segiiéncia (1, z L, .5, .., ou seja,
2 "
f(x)—a0+a1w+a2——+ +an——+

21

Exemplo 5. exp(z) é a fun¢éo geradora exponencial para a seqiiéncia
(1,1,1,...), pois:

Propriedade 1.1.4. Dadas as funcées
2 "
f(z) —ao+a1x+a2§'— + .. +an; + ...
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2 n

T
(.’L’) —b0+b1$+b22' ++bn‘;{"+ 5
entao:
2 "
f(z)g(z) = co +c1m+c22, +o e
onde:

cn=(g)a0bn+(?)a1b _1+...+(:l)a,bn_r+...+(Z)anbo.

1.2 Interpretacao de Problemas com Funcoes
Geradoras.

Nesta secao apresentamos vérios exemplos de modelagem de problemas com
fungoes geradoras.
Comecamos esta segao com o estudo do seguinte problema:

Exemplo 6. Qual o nimero de solucoes para a equagao: z;+x2+z3 = 6,
onde z1, Z,, T3 s40 inteiros ndo negativos?

Uma maneira de solucionar este problema seria determinar todas as solugoes
diretamente, no entanto este nao seria razodvel se no lugar do mimero 6
tivéssemos, por exemplo, 100. Vamos entdao desenvolver um método para
interpretar este problema por meio de fungoes geradoras.

Aqui nés vamos associar cada solucao da seguinte maneira:

Considere a solucao: 1+ 2+ 3 = 6, e associe a x'z%z3 = 21243 = 26,

Agora considere: 0+ 2 + 4 = 6, e associe a 20z2z* = z0+2+4 = 28,

E por dltimo: 1+ 1+ 4 = 6, e associe a z'zlz? = m1+1+4 = 25,

Note que, se fizermos tal associagao para cada solucdo do nosso
problema inicial, estaremos solucionando o problema equivalente de encon-
trar o nimero de solucoes de: % %2z = g%1+%2+23 = 16 onde x,,zy, 23 €
{0,1,2,3,4,5,6}. Observe que se desenvolvermos o produto

(2°+2' +2? + 2% 42 + 2% +2%) (2 + 2" + 2 + 2P + 2t 420+ 1)
(IIIO+(I}1+(E2+.’E3+(L’4+$5+IL’6),

teremos que o coeficiente de z® sers o niimero de solucdes desejadas.



Como \
(2 +z' +2®+ 2+t + 2% +2%) =
=1+ 3z + 212° + 152 + 102% + 622 + 282°% + 3327 + 362® + 372° + 36210+
+33z + 2822 + 212" + 152 + 10z + 621% + 3217 + 28,

teremos entdo que o mimero de solugoes de nossa equacgao serd 28.
Para melhor fixar esta idéia apresentamos mais alguns exemplos:

Exemplo 7. Qual é o mimero de solugoes de z; + 3 + 3+ x4 = 6, onde
Ty, T2, X3, T4 SA0 inteiros nao negativos?

Neste nosso caso z1,z973,24 € {0,1,2,3,4,5,6}, e como no exemplo
anterior, basta encontrar o coeficiente de 2° na expansio de

(2° + ! + 2% + 2% + 2t + 25 +25)".

Quando expandimos este produto nao é necessario determinar os termos
cuja poténcia de z € maior do que 6, pois estes nao trardo contribuicao alguma
ao coeficiente de z°, temos entdo:

(®+a'+2?+2+ 2+ 2+ m6)2 = 14+22+322 +-42® +-52* 4625+ 728 +... ;

(@ + ' + a2+ 2+ 2t 4+ 25 +25)° =
= (w°+w1+m2+z3+z4+m5+m6).
.(1+2w+3w2+4x3+5w4+6x5+7m6+...)

=143z + 622 + 102 + 150 + 212° + 282° + ... ;

(a:°+nvl +m2+x3+m4+x5+x6)4 =
= (2°+2' +2% + 2% +2* + 2% +25)(14-32+ 622 4-102° + 152* +212° + 282° +...)
=1+ 4z + 1022 4 2023 4 352 + 562° + 842% + ... .

Temos portanto que a nossa equagao possui 84 solugoes.
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Exemplo 8. Qual é o nimero de solugdes de z1 + 2 + z3 + 24 = 6,
onde x1, T3, T3, T4 SA0 inteiros ndo negativos?

Note que este exemplo difere do exemplo anterior apenas pelo coeficiente
de z4, neste caso o termo 2z4 ird contribuir com 0,2,4 ou 6, e como para
Z1, T2, T3 N80 temos mudanca alguma, teremos que nossa fungdo geradora
seré: 5

(z° + 2! + 2 + 2 + 2t + 2° + 25)” (e + 2° + 2% 4 2%).

Temos entdao apenas que expandir este produto:

3
(2 +2' +2?+ 2% +2* +2° +2°) =

— 1432+ 622 +102° + 152* + 212° + 2828 + ... ;

(x0+w1+x2+m3+m4+z5+m6)3 (m0+x2+az4+x6)
=143z + 722 + 132% + 2221 + 3425 + 502° + ... .

Vemos, portanto, que existem 50 solugoes para nossa equacao.

Para determinar as fungoes geradoras acima, nés utilizamos o seguinte
critério: Avaliamos a que conjunto cada um de nossos z’s pertence, e colo-
camos no produto o fator correspondente a um polindémio de coeficientes
unitdrios que possue exatamente as poténcias correspondentes ao nosso con-
Jjunto. Fazendo isto com cada z;, teremos entao a nossa fun¢do geradora.

No primeiro exemplo a nossa fun¢éo geradora foi:

(:v°+m1+a:2+z3+x4+m5+x6)3;

Como estamos interessados apenas no coeficiente 2%, nao teriamos alter-
acao alguma no coeficiente que procuramos se completdssemos cada um dos
polinémios com poténcias maiores que 6, pois estes nao irao influenciar no
coeficiente de z°. Poderfamos entdo ter a seguinte funcéo geradora:

(a:0+:1:1 + 2?2 4 28 +...)3;

1

:v0+a:1+a:2+:1:3+...=
1—z

)



temos, portanto, que nossa funcao geradora ser4:

()

Para o exemplo 8 temos a fungéo geradora:

(:I:O—i—zl +x2+m3+x4+m5+x6)3 (m0+x2+:1:4+x6) .
Mas, usando o critério acima, podemos substituir o polindmio
(2° + 2! + 2% + 2 + 2 + 2° + 2°)

por

1
22+ = ;
l1-z

e substituir o polinémio
($0+$2+w4+$6)

por .
L+t a4 = —;
1—22

teremos assim que nossa funcao geradora serd:

1
T—oP(1 - o)

Para resolver o problema mais geral de determinar o niimero de solugoes
inteiras nao negativas de a1x; + ayxs + azxr3 + ... + a,x, = k, para k € IN e
a; € IN,i=1,2,3,...,n; primeiro como cada z; é inteiro nao negativo temos
que o termo a;z; ird gerar o conjunto {0a;, la;, 2a;, 3a;, ...}, € portanto a;z;

ird contribuir com o termo

1
Oa; la; 2a; .
(.'L' +x +z +...)-—-(1_xai>,

portanto a funcao geradora para nosso problema ser4:

(l—lxal) (1 —1ma2) (1 —11;03) (1 —la:an) :ﬁ (1 —lm

i=1

e o niimero de solugOes para nossa equacao serd o coeficiente de z*.
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1.3 Cd&lculo de Coeficientes

Calcular coeficientes de polinémios por cdlculo direto pode nao ser uma tarefa
simples quando se tratar de coeficientes de grau mais elevado; por isso vamos
estudar uma técnica mais eficiente para determinar os coeficientes de uma
dada funcéo geradora.

1.3.1 A expansao binomial

Para a expansdo de (a + z)", vamos observar os casos seguintes:

(e +2)? = (a+z)(a+z) = aa + ax + za + 2.

(a+z)? = (a+z)(a+z)(a+ 1) = aaa + aaz + aza + azz + zaa + razx +
Tzra + rIe.

(a+2)"=(a+2z)(a+z)(a+zx)...(a + z) n fatores.

Note que no primero caso temos que nossa soma consiste de todos os
arranjos de duas letras com repeticao das letras a e x; j4 no segundo caso
temos que a soma consiste de todos os arranjos de trés letras com repeticao
das letras a e x; assim temos que no caso geral, se expandirmos o produto,
este consistird de uma soma de todos os arranjos de n-letras com repeticao
das letras a e z. Assim o coeficiente de a®*z* ser4 a permutacdo de n
elementos, onde temos n — k a’s idénticos e k z’s idénticos. Temos entdao que
o coeficiente de a™ *z* sers ?{:%W que denotamos usualmente por Cj, x.

Observagao: Temos as seguintes notacoes: Cpr = P(n—k, k) = ( Z )

Observagao: Note que Cpx = Cy n—k, pois

n! nl n!

Kln—k)! (n— é)zk! T mn-k)ln-(n-k)

Teremos portanto que: (a+z)" =Y p_, Crnxa™ *2F.

Exemplo 9. Calcule o coeficiente de z%° na expansio de (1 + z)%.
Temos pelo resultado acima que o coeficiente de z2° serd Caz20 = 22—

21201
231.

Exemplo 10. Calcule o coeficiente de % na expansio de (1 + z)??
(14 2z)2



Para determinar o coeficiente de z2° no produto acima vamos expandir
(1+z)? e (1 + 2z)° separadamente, e multiplicar Cpp202?° da primeira ex-
panséo por Cpo(2z)° da segunda, somar com o produto de Cpg1e'® por
C,1(2x)! e somar com o produto de Cy,157™® por Cya(2x)?. Assim temos
que o coeficiente de z?° na expansdo de (1 + z)?2(1 + 2z)? sers:

C22,1002,02° + Ca3.19C2,1 2" + Cp,18C222% =

221 9 , 220 2, 22 2

= 22 = 35651.
5120121012 T 3Meiic T 418l om!

1.3.2 A Expansao Multinomial

A expansio binomial pode ser usada em expressdes um pouco mais com-
plexas, como por exemplo:

+y+2)° [(z+y)+ 2]
= Csolz +9)°2 + Csi(z + y)*2' + Csa(z +y)°2% +

+Cs 3(z + y)223 + Cs4(z + y)lz4 + Css(x + y)Ozs.

Agora se aplicarmos novamente a expansao binomial em (z+y)®, (z+y)*,
(z + )3, (z +y)? e substituirmos na expressao, teremos:

(z+y+2)P°=

= 202%yz + 30222 2 + 302%y2? + 20xy32 + 30z322% + 2° + ° + 2° + bayt+
+5x2* + bty + 5xtz + 1023y? + 102322 + 102y + 102% 2%+
+5y2* + 5ytz + 10y322 + 10y% 23 + 20zy2°.
Temos aqui um procedimento que nos permite efetuar a expansao mas
que, no entanto, nao nos fornece com rapidez o coeficiente de um termo pré

determinado. Imagine se desejdssemos saber qual é o coeficiente de z2y!2z®
na expansdo de (z + y + 2)?°, notamos que o procedimento acima nao é tio
adequado, pois iria exigir muitas operacoes.

Vamos entdo, nesse momento, determinar o coeficiente do termo
P xtx3 ...z * na expansdo de

(z1+ 22+ 23+ ... +28)"

9



onde a; + ay +az + ... + ax = n e a; = 0 para todo i.
Considere primeiramente a expressao:

(1 +zo+ 23+ ... +28)" .

Se expandirmos esta expressao, teremos que cada termo da soma serd uma
combinacdo de n-letras; considere uma parcela qualquer, digamos
x5z, ", temos que este termo consta de exatamente a; z1's, ap 2's,...,ak
xx’s repetidos, assim temos que o coeficiente de z7'z3?z5®...zy* serd a permu-
tacao de n letras onde temos k letras repetidas, e z; o estd repetida a, vézes,
To estd repetida ay vézes, ..., e xj, estd repetida a, vézes; assim o coeficiente
de z{'z3’z3®...x* serd so—"—7 que denotaremos por P(ay, az, ..., ax;n).

Como (z1 + 2 + 23 + ... + %)™ consta de uma soma de todos os termos
do tipo z7'z3*z§*...x.*, onde ay + az + as + ... + ax = n, temos entdo que:

(Z1+z2+z3+ ... +2p)" = E P(ai,ag, ..., ax; n)zP 2. 25k,
320, =1,2,....k

Note que se si,S$9,...,8x for uma permutacao de a;,as,...,ar, entao
P(s1, 89, ...5k;1) = P(ay,ay, ...,ax;n); assim, por exemplo,para expandir (z+
y + z)° basta calcular os coeficientes das seguintes representacdes de 5 como
soma de, no méximo, trés inteiros nao negativos:

5=0304+0+0;
5=441+0;
9=3+4+2+0;
5=3+1+4+1;
5=2+4+2+1.

Onde temos que P(5,0,0;5) = 1, P(4,1,0;5) = 5, P(3,2,0;5) = 10,
P(3,1,1;5) = 20, P(2,2,1;5) = 30; assim:

(x+y+2)°=
= x5+y5+25+5x4y+5x4z+5xy4+5y4z+5a:z4+5yz4+10:1:3y2+10x322+10x2y3+
+10:L'2z3+10y3z2+10y2z3+2Oa:3yz+20my3z+20zyz3+30x2y22+30:1:2yz2+30xy2z2.
Propriedades dos coeficientes multinomiais:
i) P(ay,az,...;ax;n + 1) = P(a; — 1,0y, ag, ..., ax; n)+
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+P(ay, a3 — 1,as,...,ax;n) + ... + P(a1, a2,as,...,ax — 1;n).

Z’L) P(al,az, ceey Qs n+m) = Zbi+c,~:a,~ P(bl, bg, veey bk, m)P(cl, Coy ...y Cky n)
Para demonstrar ) basta multiplicar ambos os lados de

(:131 +xz2+ 73+ ... +$k)n = Z P(bl,bz,...,bk;n)xlfla:gz...a:zk
b;20, i=1,2,....k
por
(1121 +To+Z3+ ... +:ck)

e igualar os coeficientes de z$'z52...z%* onde a; +as + ... + ar = n + 1.
1 Lo eeuTy,

Para demostrar ii) considere

m . b1 b2 by
(T1+zo+z3+...+z)" = E P(by,ba, ..., bg;m)xi a2}
520, i=1,2,....k

n . C1,.C2 Ck
(z1+zo+ 23+ ... +2)" = E P(c1,cy ey Cryn)z o? . zpf
€20, i=1,2,....k
Multiplicando, membro a membro, os lados correspondentes destas igual-
a) a2

dades e igualando os coeficientes de z7'z3%...2%* temos a propriedade.
n

1.3.3 A Expansao em Série Binomial

Tendo em vista o primeiro exemplo, onde desejdvamos calcular o coefi-
ciente de 28 na expanséo de (1 + z! + 22 + 23 + .. + 28)°, que como vimos
era equivalente a calcular o coeficiente na expansao de (1—_17)5 =(1-z)3,
vemos entao a necessidade de generalizar o cdlculo dos coeficientes do binonio
de Newton para poténcias negativas, isto é, determinar uma maneira geral
de determinar a expanséo de (a + z)” para n inteiro.

Vamos provar que:

Teorema 1.3.3.1. Se a for um mimero positivo e se |z| < a, entdo para
qualquer inteiro n temos a igualdade:

n __ n n—1 n(n_l) n—-2_2 n(n-—l)(n—2) n-3_3
(@a+z)" = a"+na x+———1.2 a zt + T 2.3 z° + ...
nn—1)---(n—k+1) ,_, &
+ 1.9.3. & a” Tt + ... .

11



Note que a expans@o acima é exatamente o binémio de Newton se n for
um inteiro positivo, pois o coeficiente de z™** sers 0 para k inteiro positivo.

Prova: Vamos utilizar indugdo nesta prova, mas primeiramente vamos
rearranjar as expressoes:

Como n é inteiro negativo, n = —m onde m € um inteiro positivo. Vejamos
o coeficiente de a~™ *z* na seguinte expansao:

(a+a)™ =
a—-m . ma—m—-lx + m(;n‘ —; 1)a~m—2x2 .
mm+1)(m+2) _, 5,4
12.3 a "+ ...
wmm+1) - (mtk-1) ok
+(-1) T2 3.k a z°+ ... . (1.1)

Este é dado por:

(-1)*m(m+1)- - (m+k—-1) (—=1)* (m + &k - 1)!
1-2-3---k (m — 1)E!
(=1)* (m+k - 1)!
(m+k—~1) — k)l&!
= (“1)k Cm+k-—l,k-

Se multiplicarmos ambos os lados da igualdade 1.1 por a™ teremos:

(1) =1 s (2)  Ouna (2) - Covsa (3

a
T\
. + (—1)k0m+k_1,k (E) + ...
Neste ponto faremos a substituigdo de £ por —t e teremos entdo a igual-
dade:
(1—t)"™ =14 Cmit + Crp12t> + Cryoat® + . + Crpk1 4" + ...

Vamos finalmente utilizar inducao em m.

12



Para m =1, temos que C)1x—1x = Ckx = 1, e portanto:
1
1-t)1= 5= 1+t +22+ 82+t + ... .

que é a expanséo bem conhecida de {15 para |t| < 1 (como temos por hipétese
que |z| < a temos que [¢| = |£| < 1 ). Portanto o primeiro passo da indugao
é verdadeiro.

Vamos assumir que a relagao seja verdadeira para m e vamos mostrar que
ela é véilida para m + 1, ou seja, vamos mostrar que a seguinte expressao é
verdadeira:

(1—=8)"™ ' =14 Cry1at + Cryoot® + Cryast® + oo + Conpi it + ...

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por (1 — £) obtemos:

(1=t)"™ = (1 + Crmi1,1t + Cma2,2t® + Crny33t® + oo + Crsipt™ +...) (1—12).

Nos resta, pois, mostrar que

Cmik-1k = Cmikk — Cmik-14-1,
a qual é verdadeira uma vez que

(m+k)! (m+k-1)
mlkl ml(k —1)!
(m+k)—k)(m+k-1)
mlk!

(m+ k-1
(m — 1)k
= Cmtk-1k-

Cmikk — Cmtk—1-1 =

Temos portanto que a relagio é vdlida para todo inteiro positivo m, ou
seja, que a expansao em série binomial proposta ¢ valida para todo inteiro n.

Exemplo 11. Voltando ao primeiro problema de encontrar o mimero de
solugOes inteiras nao negativas de z; + z3 + z3 = 6, teremos que calcular o
coeficiente de z° na expansdo de (1 — )3 que, pelo resultado acima ser4:
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Csi6-16 = Cgg = 3,% = 28. Portanto existem 28 solucoes para a equagao
como ja havfamos calculado.

Exemplo 12. Encontrar o nimero de solucoes inteiras nao negativas
para a equacio: T; + Ty + z3 + 2r4 = 6. Este niimero é o coeficiente de z8
na expansao de

1

(1—2)3(1 — z2) =(1-z)7(1-2)"".

3 2
Neste caso podemos encontrar 8 como o produto de: z°(z2)” ou z? (z?)

ou z* (22)! ou zf (z2)°; neste caso, a solugéio de nosso problema serd dado
por:

C340-1,0C143-1,3 + C342-12C112-12 + C344-1,4C141-11 + C346-1,6C140-1,0.

1.4 Relacoes de Recorréncia

Definigao 1.4.1. Uma relag¢do de recorréncia é um esquema que permite
determinar um elemento qualquer de uma segiiéncia, a partir de operagées
com 08 termos anteriores.

Exemplo 13. Imagine uma seqiiéncia de mimeros onde temos um termo
inicial, digamos ay, e tal que cada termo da seqiiéncia seja o dobro do termo
anterior.

Se considerarmos um termo geral a, teremos a seguinte relacdo: a, =
2a,_;. Teremos assim que:

Gn = 204_1;
an-1 = 2an-—2;
pn_2 = 20,_3;
ay = 2(10.
Temos, portanto, que:
an = 2(2an-2) = 2%an_y = 2%(2an_3) = 23a,_3
= 23(2(1"_4) = = 2"a"_n = 2"a0.
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isto é:
an = 2"ay.

Exemplo 14. Encontrar uma relagdo de recorréncia para determinar o
nimero de maneiras de arranjar n objetos distintos em fila.
Seja a, o nimero desejado, para uma fila de n objetos podemos escolher

um em 7 opgoes,
O—
n—1

e temos que determinar ainda qual é o nimero de possibilidades de preencher
os n — 1 lugares vagos, ou seja, temos que:

ap = NAp_—1.
Temos, portanto, que:
ap = n!al.
Como
a, = 17
entao,
an, = nl.

Exemplo 15. (Nimeros de Fibonacci) Os niimeros de Fibonacci tiveram
origem histérica no estudo do crescimento da populacao de coelhos. Para
informagGes sobre sua origem recomendamos [21] . Aqui vamos introduzir os
nimeros de Fibonacci por meio de um problema combinatério (onde a,, serd
o n-ésimo nimero de Fibonacci).

Sejam ag = 1, a; = 1; para n > 2 seja a, o nimero de maneiras de
encontrar uma permutacao aiaqsas...a, de 1,2, 3, ..., n tal que para cada i, a;
esteja na i-ésima coluna da tabela:

n—-3 n—2 n-1
n—2 n-1 n
n-—1 n

N =
Lo DN =
e W DN
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Para n = 2 analisando a tabela correspondente

1
1 2
2
vemos que a; = 2; pois as tnicas permutagoes possiveis sao 12 e 21.
Para n = 3 analisando
1 2
1 2 3
2 3

vemos que a3 = 3; pois as permutagOes possiveis sao: 123, 132 e 213.

Para n = 4 a tabela 3
4

N
Lo N
s W N

nos fornece a4 = 5.
Para solucionarmos o caso geral vamos fixar o n na n-ésima ou na (n—1)-
ésima coluna e teremos:

1 2 .. . n-3 n—-2 n-1 1 2 . . . n—-3 n-2
123 .. .n-2n-1 n jJ»123...n-2n-1
2 3 4 . . . n-1 n 2 3 4 . . . n—-1

ou

1 2 .. . n-3 n—-2 n-1 1 2 . . . n-3
1 2 3 . . . n—-2 n-1 n ~ 1 2 3 . . . n-2
2 34 .. . n-1] n ] 2 3 4

Temos assim que o nimero de tais permutacoes do primeiro caso serd
an-1 € do segundo caso a,_s.
Assim temos a relacao de recorréncia: a, = an_1 + Gn_s.

Exemplo 16. (Desarranjo) Um desarranjo de n elementos é uma maneira
de dispor os nimeros 1,2,3,...,n em fila, tal que, o mimero j ndo ocupe a
Jj-ésima posicao, isto para 1 < j < n.

Encontre uma relagao de recorréncia para calcular o nimero de desarran-
jos de n elementos.
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Para calcular tal relacao de recorréncia vamos considerar a tabela:

1 2 3 ... n )
( ay a9 az . . . Qn
onde os elementos da primeira linha indicam a posigao e os da segunda linha
indicam o elemento a; que ocupa a j-ésima posi¢ao.
Queremos que a; # 1. Supondo a; = j teremos duas possibilidades para
aj; a; = 1 ou a; # 1. Note que estas duas possibilidades cobrem todos os

possfveis desarranjos.
Suponha primeiramente que a; = 1. Temos entao

2 3 ...37 ... n
a az . . . 1 . . . a,
e assim esta tabela se reduz ao desarranjo de n — 2 elementos, como a; = j,

1 < j < n; entdo para a; = j e a; = 1 temos (n — 1)a,_5 possibilidades.
Agora se a; # 1 teremos

2 3 .. .4 ... 3 ... n

az a3 . . . 1 . . . a; . . . a,
que se reduz ao desarranjo de n — 1 elementos e a; = j, 1 < 7 < n. Assim
para a; = j e a; # 1 temos (n — 1)a,—; possibilidades.

Como a; = jea; =1oua; =jea; #1 completam todas as possibili-
dades (sem repetic@o de desarranjos) temos que a, = (n—1)ap_1+(n—1)a,_s.

Exemplo 17. A Torre de Hanoy é um jogo que consiste de um tabuleiro
com trés pinos verticais alinhados e de n discos de tamanhos distintos; o
objetivo é fazer com que todas as pegas que estdo em um dos pinos {digamos
o da esquerda), passem para outro pino (digamos o da direita), sendo que
devemos sempre manter um disco menor sobre um maior e devemos mover um
disco de cada vez. Com estas regras determinar uma relacdo de recorréncia
para calcular o menor nimero de movimentos necessirios para mover as n
pecas do pino de esquerda para o pino da direita.

Para resolver este problema vamos primeiro chamar os pinos da direita
para a esquerda de A, B e C (respectivamente); assim temos inicialmente que
os n discos estdo em A. Seja a, o nimero de movimentos para mudar os n
discos de pino.
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Se queremos mudar os discos de A para C temos, em algum momento,
que ter os n— 1 discos menores em B, para que o maior disco mude de A para
C, e para isto temos que mudar os n — 1 discos menores de A para B o que
requer d,_; movimentos. Agora com os n— 1 discos em B, mudamos o maior
disco de A para C o que usa um movimento e finalmente passamos os n — 1
discos de B para C que usa mais a,.; movimentos. Assim para que toda a
torre seja transferida de A para C serao necessérios 2a,_; + 1 movimentos.

Logo a, = 2a,-1 + 1.

1.4.1 Relagoes de Recorréncia e Fungoes Geradoras

Aqui trataremos de alguns exemplos que utilizam fungoes geradoras como
ferramenta para auxiliar a encontrar o termo geral de algumas relagoes de
recorréncias.

Exemplo 18. Considerando a relagao de recorréncia de Fibonacci
Qp = Qp—1 + Apn_2 (12)

determinar a férmula para o termo geral.

Consideremos -
f(z)= Z anz"
n=0

a func@o geradora ordinéria da seqiiéncia {an}.
Multiplicando ambos os lados de a, = a,_1 + a,_2 por 2" obtemos:

AnZ" = Qp 12" + Qp_ox".

Agora somando em n para n > 2 temos

o0 o0 o0
E anz" = E An_1Z" + 5 Op_ox",
n=2 n=2 n=2

ou seja,
f(@)—ao—ariz=z(f () —ao) + 2°f (x).
Como ag = a; = 1 teremos:

1
l1—z—22

flz)=

18



Agora vamos separar f () em fragGes parciais:

]l = _<w+1+2\/")( . 2\/5)
- (59) (o) (59 o 5)-
() ()

Portant
ortanto ) B A B
1_;,;_3;2_1__1—2151. 1i2315$
Dai
{ A+B=1 :>{A:%5—”5—‘
1+v5 1V _ V/5+l
L¥fA+156B=0 B =¥
Como -
1 .7
l—kx_;kx’
entao,
f(z) = \/5~1§: Lo V8 nx"+1+\/5§: L+v5 nm":
2\/5 n=0 2 2\/5 n=0 2
n+1 n+1
o] (1+\/5)+_(1—\/'5) -
ot 5 2 2
e portanto,

=]

Exemplo 19. Definimos por um fountain um arranjo de n moedas em
linhas tal que a primeira linha (linha inferior) consiste de um tinico bloco
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contfnuo e cada moeda da linha contigua superior toca em exatamente 2
moedas da linha inferior. Dentre todas as possibilidades de fountains existe
uma em que todas as linhas sdo constituidas de blocos continuos, este ar-
ranjo € chamado de block fountain. Definimos por k-block fountain ao block
fountain que possuir exatamente k moedas na primeira linha (linha inferior).

exemplo de 11-block fountain

Determine quantos k-block fountains existem.

Seja f (k) o mimero de k-block fountains para k =0,1,2, ...

Se a primeira linha possui £ moedas entao na linha de cima podemos
colocar j moedas agrupadas, 0 < 7 < k£ — 1, o que implica que cada bloco
de 7 moedas é na verdade um j-block fountain, e mais ainda, se um j-block
fountain (1 < j < k~1) estiver na segunda linha, temos ainda k — j posicoes
possiveis para este j-block fountain; e para a possibilidade de j = 0 existe
um unico k-block fountain com nenhum elemento na segunda linha. Assim
temos

k-1
fR) = Y (k=3 f()+1
j=1
k
= > (k=35)F () +1, (k=1,2,3,..).
j=1
Definimos F' (z) como a fung¢éo geradora ordindria da seqiiéncia {f (n)}:
F(z)=) f()a.
j=0
Multiplicando por z* e somando agora em k, para k > 0, temos:

PRIGEEDY (Z(k—j)f(j)H) z*,

k=1 \j=1
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isto &,

F@)-fO) =) (Z(k—j)f(j)ﬂ) a*.

k=1 \j=1
Note que:
i (Z (k—3)f0)+ 1) Tt = (an") (Zf(m)a:m) +Zmn_

Como a fungao geradora ordindria para } .. , nz™ é (1—_”;—)5, eparay ., z"

=z .
é 1= temos que:

FE) = 0= (F@) - FO)+ 1,
Portanto: e
F@) = a1

Agora, vamos expandir esta funcao em série para obtermos uma férmula
fechada para f(z).

22 —3z+4+1= (w—3+\/5) (m~3*\/5>.

2 2
Daf
1—-2z _ 1-2z
z2 -3z +1 (x—%ﬁ) m—3”25)
_ 1—-2z
A ) (A )
_ 1—- 2z
= (1,3‘&2@:1:) 1_3+2 53:)
_ A + B
() )



A+B=1 A~2551
{—ﬂﬁA+—3—?@B-—2=> B =¥l

Como
A 41\ (3-vB\"
(1-—3—35:1:) (2\/5>n§::;( 2 )
B VE-1\<(3+V5
(1—3-312‘@913) (2\/5);( )

temos:

o= i[(”“)( ) (1 ) (57 |-

Vamos agora observar o seguinte termo da sequéncia de Fibonacci:

i \/5_'_1 2n—1
- _
VE+1\"T 156 -
;@2-1»_1 2 N 1—25 2
[ 1 \/5_+1 2n ] 1_\/5 2n
Lﬁ?j-_l 2 _1—25 2

=1 (VB+1\" VE+1[1-v5\"]
2 + 2

apn-1 =

Sl

%IH

Sl

2 2

- -

'_1—\/5(3+\/5)n+\/5+1 (3—\/5)"“
; .

Sl &=

2 2 2
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Temos, com esta observacao, que

f(n) = Q2p—1.

1.4.2 Relagoes de Recorréncias Lineares com Coefi-
cientes Constantes

Definigao 1.4.2.1. Uma relagdo de recorréncia é dita ser linear se o
termo geral for a combinagdo linear de termos de menores tndices.

Exemplo 20. a, = a1 + a,—2 (Seqiiéncia de Fibonacci).
Exemplo 21. a, = 2a,_; + a¢ (Torre de Hanoy para ag = 1).

De modo geral nao existe uma técnica que nos permita resolver qualquer
tipo de relacao de recorréncia, mais ainda, nao sao todas as relacoes de
recorréncia que possuem solug ao, isto é, nem sempre é possivel determinar
uma férmula exata do termo geral; mas em particular para as relagoes de
recorréncia linear com coeficientes constantes existe um procedimento para
o célculo da férmula exata do termo geral.

Teorema 1.4.2.1. Suponha a seqiiéncia ag, a1, ag, ..., ay,, ... satisfazendo
a relacao de recorréncia linear com coeficientes constantes (b;’s)

Qnir = D1@pir_1 +boaniro + ... +bran, n 20,

seja f(z) = " — byz""! — byx' 2 — ... — b, 0 polindmio caracteristico desta

recorréncia e seja f(z) = (x — )% (z — ag)®2...(z — a,)®, e; + €3 + ... +
es = r a fatoragdo de f(z) como o produto de fatores lineares. Entdo a, =
> Pi(n)a?} para todo n, onde P;(n) é um polinémio de grau, no méximo,
e; — i em n. Os coeficientes do polinémio P;(n) sdo determinados por valores
iniciais ayg, a;,...a,—; da seqiiéncia {a,}.

Prova: Suponha que a seqiiéncia a;, ay, ..., an, ... satisfaga a seguinte re-
lagao de recorréncia linear com coeficientes constantes de ordem r :

Ontr = b1Gnir—1 + b2apyp2 + ... + bran,n =0,1,2,... . (1.3)
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Entdo se g(z) ¢ a funcgéo geradora para a seqiiéncia {a,, },isto é:
g(z) = ap 4+ a1z + agx® + ... + apz™ + ..., (1.4)

e se considerarmos k(z) o polindmio

k(z)=1-—byzx — byz® — ... — b2, (1.5)
teremos que
g(@)k(x) = co + 1z + o + ... + cr12” ! = C(w), (1.6)
onde C(z) é um polinémio de grau no mdximo r — 1, pois

Cnir = Qnyr — blan-H‘—l - b2a'n+r—2 — . —ba, =0

paran 2> 0.
Temos entdo que para uma seqiiéncia {a,} satisfazendo tal recorréncia
linear a coeficientes constantes, a fungdo geradora ¢g(z) é wna fungéo racional

Clz)

Com a relagdo de recorréncia linear dada, vamos associar o polinémio
caractertstico f(z) dado por:

flx)=a" —ba™ ' — by 2 — ... —b,. (1.8)

(1.7)

Sem perda de generalidade vamos assumir a, # 0. Se a, = 0 a recorréncia
nao seria vélida para ordem r mas seria para ordens menores. Considere a
fatoracdo de f(z) em fatores lineares:

(@) = (& = a)* (@ - a) .. (2 — )", (L.9)

onde e; +e2+...e, =7 e a; 1 <3 < s 580 rafzes de f(z). Comparando f(x)
com k(z) teremos que

k() = 2" f (%) (1.10)

e com a fatoragdo de f(z) teremos que

0 - o (i-o) (o))

= (1-az)” (1 —02z)®...(1 — a,z)™. (1.11)
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Como

g9(z) = i((;)

podemos entdo expressar g(z) em termos de fragoes parciais

g9(z) = Z Z - a,x) (1.12)

i=1 k=1

onde f3;; sao constantes.
Note que a fungdo geradora g(z) estd sendo expressa acima como soma

de funcoes da forma o) onde

P
(1 - az)"

que pode ser expandida como

51— o)t —ﬁ(z( 1y (k—l—n 1) ax)> Zﬂ<k+n—1) g

entao o coeficiente de z™ serd:
3 k4+n—1 o = 3 kE+n-—1 o".
n k-1

§fm%f+ﬁ Doz = R, (1.13)

onde P;(n) é um polindmio de grau, no méximo, e; — 1 em n, e que qualquer
polinémio P;(n) pode ser obtido usando coeficientes 3, adequados.
Teremos entao que

o) =330 L

=B —az)"

Note que

Z Z Pi(n)alz"

i1 ko1 (1= azx) n=0 i=1
e
o0
g(z) = Eanazn.
n=0
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Portanto .
an =Y _Pin)of (1.14)
=1

onde P;(n) é de grau, no maximo, e; — 1.
n

Exemplo 22. Vamos aplicar o teorema acima para a seguinte relacao de
recorréncia: a, = Gp_1 + Ap_9.
Seja
g(z) =ap+arx +agz + ...,

a funcéo geradora para a seqiiéncia ay, a, az,... . Para este exemplo temos
que
k(z) =1-z — 22

Por 1.6 como C(z) = g(z)k(z), entdo C(z) = 1.
E

n=0n_1+ an o= flx)=2>—2—-1= (:1:—1-\/5> ($_1+\/5>.

Daqui temos que a; = 1—“23@ e que ay = -1-3?@ .
Como por 1.10
1
k(z) = 22f ( ~
@ == (1)
segue de 1.11e 1.12 que

k(z) = (1—1—\/53:) (1~1+\/—5_x): by + By

2 2 1_1—25:6 1_1+25w
ﬂ — ¥5=1
portanto ! _ 25 N
/82 T 2/5

B (D)ot = Pi(n)a} = Py(n) = L2,
B2(}) a3 = Py(n)af => Py(n) = L3t

5+1.
2v5 7
Como a, = P; (n) a} + P, (n) a2, temos finalmente que

an = —\%_5 (1 +2‘/5) — (1 _2‘/‘?’> : (1.15)
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Exemplo 23. Determinar a férmula explicita do termo geral da seguinte
relacao de recorréncia:

an = 4an_1 — 5an_3 + 20,3

ondeagg=a;=1eay =2.
Novamente vamos seguir passo a passo o teorema anterior.

Sejam

g(z)=ap+a1z+ asz? + ...

e
k(z) =1- 4z + 52° — 227,

entao,

g@)k(x) = (ao+aw+aa® +..) (1 - 4z + 52% — 22°)
= ao+ (a1 — 4ag) x + (az — 4a; + 5ap) z*

1 — 3z + 322,

portanto

C(z) =1— 3z + 322
e daf

_ 1 — 3z + 322
T 1—dz + 522 — 273

9(z)
Fatorando f (z) temos

f() = 2*—42* 4+ 52 -2

= (e-1)"(z~2),
portanto
a; = 1, e =2,
ay = 2, eg=1.
Como

k(@) = of (%)

f
=
!
8
~—

no
_
{
b
8
—



Agora vamos separar g (z) em frages parciais. Escrevendo

_ ﬂll ﬂl? ﬁ?l
g@y‘a—xy+u_xf+(y-my

resolvemos a igualdade

1 — 3z + 322 B B2 Ba1

1— 4z + 522 — 223 (1—m)+(1__x)2+(1—2a:)

obtendo:
511 = 1
B = —1;
Bar = 1L

Agora fazemos
1+n-1 n 24+4n-1 n
ﬁll( 1—1 >a1+:612< 2-1 )OZT:PI(TL)QI

temos, portanto, que

Py (n) = —n;
e como
Ba1 ( 1+Z_1 )‘ISZP?(")CVZ
temos
Py (n)=1.
Finalmente

an = Py (n) oy + P (n) ag;

o que nos fornece
a, =2" —n.
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Capitulo 2
Particoes

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de particoes e desenvolver uma
quantidade razodvel de ferramentas visando a demonstragao de varios resul-
tados cldssicos como o Teorema de Euler para particoes, a Identidade de
Euler (que fornece uma férmula recursiva para calcular p(n)), a Primeira e a
Segunda Identidades de Rogers-Ramanujan e o estudo do Polinémio Gaus-
siano.

2.1 Definicoes

Definigao 2.1.1. Uma particdao de um nidmero inteiro positivo n é uma
representacdo de n como soma de inteiros positivos, chamados partes da
parti¢do. Vamos considerar que as partigcoes 2+1+1 e 14-2+1 correspondem a
mesma parti¢do, isto €, consideramos a ordem das partes irrelevante. Sendo
assim, sempre iremos escrever uma dada particdo com as partes em ordem
nao crescente.

Exemplo 24. As particoes de 4 sao:

4

3+1

242
24+1+1
1+1+1+1
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Definicao 2.1.2. A fungdo p(n) denotard o nimero de particdes de n.

Exemplo 25. Temos que p(4) =5, p(5) =7, p(6) = 11,...

Para se ter uma idéia do crescimento da fungao p (n) observe as seguintes
avaliagoes p (1) = 1; p(10) = 42; p(50) = 204.226; p (100) = 190.569.292;
p(200) = 3.972.999.029.388.

2.2 Representacao Grdfica.

A representagao grafica de partigoes fornece uma poderosa ferramenta para
demonstrar combinatoriamente muitas identidades entre particoes. Entre as
demonstracoes combinatérias apresentamos o Teorema dos Nimeros
Pentagonais, que serd posteriomente utilizado como ferramenta para demon-
strar o Teorema dos Nimeros Pentagonais de Euler, sendo que este é a chave
para encontrar uma férmula recursiva para p (n).

Uma parti¢ao de n pode ser representada graficamente por pontos, onde
distribuimos os pontos associados a cada parte na horizontal e distribufmos
as partes na vertical, conforme o seguinte exemplo.

Exemplo 26. A particao 5+3+3+2+ 1+ 1, de 15, possui a seguinte

representacao gréfica:
e & o

Definigao 2.2.1. A particao conjugada de uma particao dada é forma-
da pela leitura de cada parte como sendo o nimero de pontos das colunas
sucessivas da representacao grifica.

Exemplo 27. A particdo conjugada de 5+3+3+2+1+1, é a particao
6+4+3+1+1.
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Teorema 2.2.1. Se p,, (n) denota o nimero de parti¢es de n em no
mdzimo m partes, e mp, (n) denota o nimero de parti¢ées de n em que cada
parte ndo excede m, entdo:

Pm (n) = Tm (n).

Prova: Note que, se considerarmos a particao conjugada de uma particao
de n em no méximo m partes, teremos que esta corresponde a uma particao
de n em que cada parte nao excede m. Temos assim uma
correspondéncia biunfvoca entre os conjuntos enumerados por pr, (n) e 7y, (n).
Portanto py, (n) = 7., (n).

|

Exemplo 28. As partigoes de 6 em no méximo 3 partes sao: 6, 5+ 1,
4+4+2,44+14+1,3+3,3+2+1,2+2+2, temos portanto que p3 (6) = 7; e
as particoes de 6 em que cada parte nao excede 3sao: 1 +1+14+1+4+1+41,
2414+14+14+1,2424+14+1,24+24+2,34+1+1+1,34+24+1,3+3, isto
é, w3 (6) = 7. Podemos fazer as seguintes correspondéncias:

6 « 1+14+14+1+1+41

!

5+1 & 2+1+1+1+1

)

442 & 2424141
)
°
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441+1 « 3+1+1+1

o & o
e & o o

[ ]
® R d

L]
L]

®

3+3 = 24+2+4+2

3+2+1 & 3+2+41

e @ o e o o
o o > o @
L] [ ]

242+2 & 343
o o
* o
o o

Definicao 2.2.2. Uma particdo é dita ser auto-conjugada se ela é igual
a sua parti¢do conjugada.

Exemplo 29. 4+4+3+2 e 5+3+3+1+1 sao partigoes auto-conjugadas
de 13.

Exemplo30. As partigoes de 12 em partes impares distintas sao 11 +1,
943 e 7+ 5, ou seja, sao 3 as partigoes de 12 em partes impares distintas; as
particoes de 12 que sao auto-conjugadas sao 6+2+1+1+14+1, 54+3+2+1+1
e4+4+4+ 2+ 2 logo sao 3 as particoes de 12 auto-conjugadas.

Teorema 2.2.2. O nimero de parti¢coes de n em partes fmpares distintas
é igual ao nimero de parti¢oes auto-conjugadas de n.

Prova: Para cada particao auto-conjugada de n considere sua represen-
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tacao gréafica, e considere a seguinte transformacao:

e o ¢ ¢ o o !

Temos que cada partigao auto-conjugada é transformada em uma par-
ticao em partes fmpares distintas. Se considerarmos uma particdo qualquer
em partes fmpares distintas faremos a seguinte transformacao em sua repre-
sentacao gréfica:

W e e e
® © o o B © o 0 o e o o @
e o 0o 0 0 o o e e ®
O o o

o o

teremos uma particao auto-conjugada de n. E daf segue o resultado.
|

Definigao 2.2.3. Denotaremos por D¢ (n) o nimero de parti¢oes de n
em um niumero par de partes distintas.

Exemplo 31. As particoes de 7, 10 e 12 em nimero par de partes
distintas sao respectivamente:

6+1,5+2 4+3;
9+1,8+2,7+3,6+4,4+3+2+1e
9+43,114+1,10+2,8+4,7+56+3+2+1,5+4+2+1

ou seja, D°(7) = 3, D°(10) = 5 e D*(12) = 7.

Definigao 2.2.4. Denotaremos por D°(n) o mimero de particdes de n
em um numero fmpar de partes distintas.
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Exemplo 32. As partigoes de 7, 10 e 12 em nimero impar de partes
distintas sao respectivamente:

7,442+ 1;
10, 7+24+1,6+3+1,5+4+1,5+3+2¢
12,94+2+1,84+34+1,74+44+1,74+3+2,6+54+1,6+4+2,5+4+3.

, ouseja, D°(7) =2, D°(10) =5 e D°(12) = 8.

Teorema 2.2.3. (Teorema do Numero Pentagonal) Para qualquer inteiro
positivo n temos:

j (351
(=1) se n:ll’z—2

D*(n) — D° (n) = { . (2.1)

caso contrério

Prova: Vamos considerar uma particao qualquer de n em partes distintas
e sua representacao gréfica, denotaremos por A; o iltimo elemento da direita
da linha superior; se na segunda linha o iltimo elemento da direita estiver
exatamente na coluna contigua & esquerda de A;, denotaremos entao este
elemento por A,, caso contrdrio ndo daremos nome a ele. Se temos Ay entdao
passaremos a terceira linha e, se novamente, o iltimo elemento da direita
estiver exatamente na coluna contigua & esquerda de A, denotaremos este
elemento por Ajs, caso contrdrio ndo daremos nome a ele. Continuamos este
processo até o momento em que algum elemento nao receba nome. Seja A; o
ultimo elemento desta seqiiéncia. Denominamos, também, por B;, B, Bs,...,
B, os elementos da dltima linha (da esquerda para direita). Teremos assim
a seguinte representacao da particdo 7+ 6 +4 + 3

° o o o A

® .A2

e o 0o o
e o o o
Lie o ¢ o

B, B, 3

Temos entao A;, B, comt > 1 e s > 1; e podemos separar todas as
partigoes de n em partes distintas com esta notacao em essencialmente trés
classes distintas, sao elas:

Classe 1)t > sout =s e A; # By;
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Classe 2) t<s—lout=s—1e A; # Bs;

Classe 3) A, =B,coms=tout=s~—1.

Agora vamos realizar um tipo de transformacao em cada classe de particao
enumerada acima.

Na classe 1 transferimos cada ponto B; para a direita do elemento A;,
comot > sout =se A # B, teremos uma nova representacao grafica,
ou seja, uma nova particdo que pertence a classe 2. Na classe 2 trasferimos
cada elemento A; para baixo do elemento B;, comot < s—lout=s—1e
A; # B, teremos uma nova rapresentacao gréfica, ou seja, uma nova particao
que pertence a classe 1. Na terceira classe nao efetuamos nenhuma mudanga.
Vejamos o que acontece com as seguintes partigoes:

° ° ° ° o o ° o A
° . ° ° o o o A, e e 0 o 0 o o
) ) ) ° e o A; > ® o o o o o o
. e o 0 o o o
B,
. ° ° o o o A ® o o o o
° e A o o o o o
—
° ° . ® o o o o
B, B, By By Bs o o
° ° ) ) ) . o A
e e o 0o 0o 0 o
° ) ) ) ° e A,
e o 0o o o o
. ° ° ) o A; —
A, ® ¢ 0 o o
* * * ¢ e o o o

B1 BQ Bs B4

Note que as transformacoes aplicadas aos elementos das classes 1 e 2
diminuem ou aumentam em uma parte a partigdo inicial. Assim temos que
estas transformacoes levam as particoes de n em niimero par de partes distin-
tas das classes 1 e 2 (respectivamente) em particoes de n em mimero fmpar
de partes distintas das classes 2 e 1 (respectivamente), e vice-versa. Temos
assim uma bijeg@o entre as particoes de n em nimero par de partes distin-
tas e as partigoes de n em nimero fmpar de partes distintas pertencentes as
classes 1 e 2. Se existe uma parti¢ao de n em partes distintas pertencente &
classe 3, teremos que ela é tnica.
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Assim se n possui uma partigao da classe 3 teremos:

) o ... ) ) ) o A
) * o .- ) ) e A,
e o o .- ° ° Aj
e o o .- oA
B, B, By --- B,

Set = s entdao n = t—(s—tz_—lz
Set=s—1entéon=5(3t2—+ll.
Portanto
_t(3t£1)
2
Se t for um mimero par temos que a particdo de n da classe 3 terd um
nimero par de partes distintas; se ¢ for fmpar teremos uma particao de n da
classe 3 com um mimero fmpar de partes distintas.
Assim

i _J(Bi+1)
De(n)_Do(n):{ (-1) se =

0 caso contréario

Exemplo 33. Note que:
De(7)—D°(7)=3—-2=1e7="2C2 jst0e j=2

D* (10) — D°(10) =5 ~ 5 = 0, pois 3j € IN tal que 2321 = 10,
De(12) - D°(12) =7-8=-1e12 =33 556 j =3.

Este 1ltimo Teorema recebe o nome de Teorema dos Niimeros Pentago-
nais, devido ao fato dos niimeros pentagonais serem de forma ﬁ—l—l Um
nimero pentagonal de ordem n é o nimero de pontos contidos na ﬁgura for-
mada por n pentdgonos regulares de lados inteiros com um vértice comum a
todos e cada lado do pentdgono de lado k& possui k£ + 1 pontos equidistantes.
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O nimero de pontos da figura acima representa o nimero pentagonal de
ordem 4.

O mimero pentagonal de ordem n ser4:

4n — 1 (ndmero de pontos contidos nas retas da figura acima)
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+3(n——2)(21+n-—
da figura acima)

2 N .
) (nimero de pontos nao contidos nas retas

Assim, 0 n-ésimo mimero pentagonal ser4:

n(3n — 1)
—

2.3 Funcoes Geradoras para Partigoes

Nesta secao iremos desenvolver um procedimento para, dada uma parti¢ao
com restrigdo, fornecer sua funcao geradora ordindria; uma vez que tenhamos
em maos as fungoes geradoras de diversas partigoes com restri¢cao, poderemos
manipular algebricamente suas funcgées geradoras e encontrar identidades en-
tre particoes com restricoes.

Temos que uma funcao geradora f(g), para uma certa parti¢do com
restricdo p(n), serd um produto de termos das seguintes formas:

1—-g¢g°
e/ ou
1+ q¢°
Observamos que, como estamos interessados apenas nos coeficientes da
série, nao iremos nos preocupar com a convergéncia de tais séries, embora

tenhamos que elas convergem para |q| < 1.
Pelo capitulo 1 teremos relagoes do tipo:

Y Fn)g" = f(g)

onde podemos calcular os coeficientes p(n) através da expansao de f em série
de poténcias de q.
Se tivermos que

s o] [o o] 1

Y =] —,

n=0 i=1 1—g%
como

[T S LT g
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temos que

o0
H 1 _lqa,. _ H (1 g™ P 4 g+ )
i=1 =1

e daf o coeficiente de ¢" na expansao do produto em série de poténcia em ¢
serd o mimero de maneiras possfveis de gerar n como soma de a;, ag, as, ..., a;
onde a; > 0 para qualquer ¢ € IN. Note que o termo ¢** indica uma
contribuicdo de k a;’s como partes de n. Assim se quisermos determinar a
funcao geradora para as partigoes de n onde as partes de n pertencam ao
conjunto S = {a;, as, as,..., a,} basta fazer o produto de fatores da forma
1.1qa¢ para i = 1,2,3,...,s. Desta maneira temos o seguinte teorema onde
denotamos por p (S,n) o nimero de particoes de n onde as partes pertencem
ao conjunto de inteiros positivos S.

Teorema 2.3.1. A fung¢do geradora para p (S,n) onde
S = {a;, as, as,..., a5}, a; € IN,1=1,2,3,...,8 e |g| <1 serd:

o E-]

Y rSne=]]5 fq,,,.-

n=0 i=1

Prova: Segue do comentdrio feito acima.

Jé se considerarmos produtos da forma:

H(1+<J“")

o coeficiente de ¢™ serd o nimero de maneiras de obter n como soma de a;’s
distintos, pois cada a; ir4 aparecer no miximo uma inica vez como parte de
cada particdo de n. Teremos assim:

Definicao 2.3.1. Denotamos por p® (S,n) o nimero de particées de n
em partes distintas e pertencentes ao conjunto de inteiros positivos S.
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Teorema 2.3.2. A fun¢do geradora para p® (S,n) onde
S ={a1, ag, as,...,as}, a0, €IN,i=1,2,3,...,selq| <1 é&

St Sma = [[a+e.

n=0

Prova: Segue do comentério acima.

Teorema 2.3.3. A fung¢do geradora para p (n) é:

oo n [e o] 1
> p(n)g =_H1_q,-- (22)
n=1 i=1
Prova: Note que, se considerarmos S = {1,2,...,k} temos que
1

-r1l—-q

i=1

serd a fungdo geradora para {p(1),p(2),...,p(k)}, e se n > k o coeficiente
de ¢" nao ird representar p(n), pois tal produto ndo estaria considerando
partes maiores que k.

Para fazer a passagem de

1
Hl——q"

=1

para um produto infinito, necessitamos saber se tal produto existe, assim
estaremos garantindo que

ﬁ 1

L1l —g

i=1
serd a funcé@o geradora de p (n).
Seja
k

Pk(Q)=H1_1

i=1
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para 0 < |g| < 1 temos que == > 1 para qualquer i € IN*. Assim
Pk (g) > 1 para Vk € IN*

e portanto {px (g)} define uma seqiiéncia crescente.

Portanto, para mostrarmos que {px (g)} possui limite, precisamos provar
que ela possui um limitante superior. Para isto fazemos uso da seguinte
propriedade:

Propriedade 2.3.1. Para a > 0 temos:

1+a<e’. (2.3)
Prova: Sejam
f@) = 1+
g(z) = €.
Entao
fillz) = 1
gd(z) = €.

Como f(0) = g (0), f'(0) = ¢ (0) e f'(z) < ¢’ () para z > 0; temos
provada a afirmagcéo.

Suponha agora que m € IN* e que 0 < ¢ < 1. Entéao

" <q
e daf
1 m
= 1412
R 1-qg™
qm
< 14—
+1_q
< et
por 2.3.
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Segue que

k

a

pe(q) < He“’
i=1

m

!q+q2+q3+~--+qk!

= €

= e
< e

1—-q

q! l—qk!
(1-9)

(1-9?

(2.4)

(2.5)

Temos que 2.5 nos fornece um limitante superior para a seqiiéncia {p* (9)}
e isto implica que esta seqiiéncia possui um limite.
Isto implica que a série

> p()q"

converge para 0 < ¢ < 1. Desde que o intervalo de convergéncia da série de
ponténcia é centrada em 0, isto implica que esta série converge para |q| < 1.

Exemplo 34. Na tabela abaixo apresentamos algumas condigoes de
restricOes para as partes de partigoes e as respectivas fungoes geradoras:

partes f(q)
distintas H% (1 +T q')
pares Hi:l (1—¢%)

pares distintas

impares

HZ% (1 "'”1 ‘121)
12 gy

fmpares distintas

H;’il (1 + qu—l)

quadradas

H?il (T_‘%EI

quadradas distintas

I, (1 + qiz)

Definigao 2.3.2. Denotamos por p°(n) o nimero de parti¢ées de n em

partes fmpares.

Definigao 2.3.3. Denotamos por p? (n) o mimero de particées de n em

partes distintas.
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Teorema 2.3.4. (Fuler) Para n € IN temos

p°(n) =p" (n).

Prova: Temos que

> () =

n=0

(1+4)

—

-
Il
—_

(1+¢) 9—?—@

I
3

i (1-¢)
B ﬁl(l - (211~—1)q<21i)— ¢%)

Como -
H 21—1) Zpo (n) qn’
n=0

temos provado o teorema.
|

Definicao 2.3.4. Denotamos por Sy o conjunto dos inteiros positivos
congruentes a 1 ou (d + 2) mddulo (d + 3).

Observagao: Note que S; é o conjunto dos nimeros fmpares; assim
temos que p(S1,n) = p° (n) = p* (n).

Definigao 2.3.5. Denotamos por Q3 (n) o nimero de parti¢oes de n em
partes distintas, onde nenhuma parte é miiltipla de 3.
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Teorema 2.3.5. Para todo n € IN temos que

Q3 (n) = p(Ss3,n).

Prova: Primeiramente observemos que
= {z € IN;z = 1mod 6, ou z = 5mod 6} e portanto:

0o ) 1
p(S37n) qn = i i '
2 U a=ma=—m

Por outro lado

_ 1+ q
ZQ3 (n)q" H L g%
Temos entao que:

H ((11 : ;I;)) (1+¢¥1) (14 ¢%*2)
i=0

(1 + q3i+l) (1 + q3i+2) (1 — q3i+]) (1 —q

3i+2)

—8 L8

-
il
=}

(1 _ q3i+1) (1 _ q3i+2)
(1 - q6i+2) (1 _ q6i+4)
(1 — q3i+1) (1 — q3i+2)

(1 6i+2) (1 6i+4)

—8 L8

i

81

1
o 11(1* @Bi+1) (1 — ¢8i+3)”

Temos assim que Q3 (n) = p (S, n).

=) (=) (L= ¢7) (1= ")

Teorema 2.3.6. O Teorema dos Numeros Pentagonais de Fuler.

Para qualquer n € IN, e para |g| < 1, temos:

= [Ta-¢m
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Prova: Efetuando a partir do lado esquerdo de 2.6 temos:

o

> (gt

n=—oo

1+Z( )" 25 +Z( 1)" g™
n=-—1
1~I~z:(—1)"qna'2l—l

+Z(~
1+Z( 1)"q

n(3n-1) n
+Z( 1)"¢" 2 g

n(3n-+1
2

n=1

n n@n-1) n
C 1Y )

n=1
3 (gt _1+Z(De(m D°(m))q™ por 2.1
Assim resta nos provar que
1+) (D°*(n)—-D°(n))q" = [ (1 - ¢")
n=1 n=1

Note que ]2, (1 — ¢") representa a fungéo geradora para o nimero de
particoes de n em um nimero par de partes distintas menos o mimero de
particoes de n em um mimero fmpar de partes distintas, pois

oo

[Ta-q=

n=1

. (_ 1)a1+a2+a3+...

q

ajl+ag2+a3z3+...

isto &, (—1)* 7% gerg —1 se o niimero de partes for impar; e (—
serd +1 se o mimero de partes for par; e portanto

§ E E ( 1)al+a2+a3+ ayl+az2+az3+...

(1-4")

n=1

Il

al =0 az-O ag=—

1+Z (D° (n) — D° (n)) g*.

n=1
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Temos entao provado:

0 o0
Y e =Tla-q
n=1

n=—oo

Teorema 2.3.7. A Identidade de Fuler
Para qualquer n € IN temos:

p(n) = pn=1)+pn—-2)—p(n—-5)—-pn—-7)+p(n—-12)+p(n—-15) — ...

Z (=1)"*1p (n _J (3j2+ 1)) + Z (—1)* p (n 7 (3j2— 1)) ’

onde cada soma se estende sobre todos inteiros positivos j para o qual o
argumento for ndo negativo.

Prova: Do teorema dos Nimeros Pentagonais de Euler temos 2.6 e daf

Ila- ">—1+Z( 1y (5% 445,

n=1

Zp(n)q —H
entao i
(1+Z( 1 (65 +4™F )) Y pk)d =1,
daf

(1-g-—¢+¢+q - Zp(k)q =1

oo o0 o0

> opk)d=> pk) =D p(k) q"”+§:p (k) q’°+5+§:p (k) g .. =1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
e portanto (igualando os coeficientes de ¢™) teremos:

p(r)=p(n=1)~p(—2) +p(n -5 +p(n—7)—p(n—12) — ... =0

e segue o resultado.
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2.4 Identidades entre Séries e Produtos

Nesta se¢ao iremos apresentar algumas identidades envolvendo séries e pro-
dutos que serao essenciais na prova de algumas identidades sobre particoes.
Destacamos o importante resultado conhecido por Produto Triplo de Jacobi
(Teorema 2.4.4).

Teorema 2.4.1.(Cauchy) Para |g| < 1 e |2| < 1; temos:

(1-a)(1-aq)..(1 —ag™ ) 2" _ = (1 —azq™)
LR Dl s B e wnid | v S

Prova: Consideremos
— azq") had
A,z" 2.9
H Zq") ; ( )

onde A,, depende de a e q. (Note que A, existe desde que o produto infinito
é uniformemente convergente para a fixo e ¢ dentro de |z| < 1 —¢, e portanto
ela define uma fungdo analitica de z dentro de |z| < 1).

Agora
_ 7 (1 —azq")
1-2)F(z) = (1—- z)gm
_ ( az) (1 —azq™)
= oy =
_ as (1 — azq"™)
= )H - 2q")
_ s (1- azq"“)
(1 )H an+l)
= (1 —GZ)F(zq),
portanto,

(1~ 2) ZAnz" = (1 —az2) Z An(29)". (2.10)
n=0 n=0
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Como

F(2) = ZA,,z" segue que F'(0) = A,
n=0

1 n
F(z)= H( _azq ) implica que F (0) =1
temos que
Ag=1.

E comparando os coeficientes de 2" em 2.10 temos que:
Ay — A1 =q"A, —aq" A

Portanto

~_(1=ag" )
A, = Nerou An,. (2.11)

Iterando 2.11 temos que

(1-ag")(1-ag"?)(1-aq"?®) (1-a)
(1-¢q") (A-g1) (1-¢*2) "(1-9q)

Substituindo 2.12 em 2.9 teremos:

A, = Ao. (2.12)

(1—a)(1-ag)..(1—ag"™") , 7 (1-az")
1+Z I-q(1—¢)..(1—¢q") z _J;Io(l—zqn)'

Teorema 2.4.2. (Euler) Para |q| <1 e |z] <1 temos:

= 1
1J“Z(l—q)(lw)..<1—qn):,,I:IO(l—zqn)' (213)

Prova: Considerando a equagdo 2.8 com a = 0 e teremos o resultado
desejado.
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Teorema2.4.3. (Euler) Para |g| <1 e |2| <1 temos:

n n—l

1+Z(1_q)(1_ 2) H(1+zq (2.14)

Prova: Considere a equagéo 2.8 e substitua a por ¢ e z por bz (onde

|bz| < 1) e teremos:

1+21"(1_ 2q) - (1—%q"‘1)(bz)":ﬁw

(1-¢)..(1-q") S (1—bzq™)
isto é
" i (b—a)(b—aq) = (b— aqn-:) 2 ﬁ (1- azq:).
l1-¢)(1-¢%)..(1-q") g (1= bzg™)
Agora fazendo a = —1 e b = 0 nesta tltima igualdade obtém-se
ngn—l! n oo
14 = 1+ 2q¢").
Z<1~q)(1— Fa-g o+
Teorema 2.4.4. O Produto Triplo de Jacobs.
Para z#0 e |q| < 1, temos:
Z qn2zn - H (1 _ q2n+2) (1 + 2q2n+1) (1 + z—1q2n+1) (2_15)
n=-—o00 n=0

Prova: Vamos assumir |z| > |g| em 2.14. Com as substitui¢ées ¢q por ¢°
e z por zq; teremos

oo

z2n+l . q Z
1[0+ 1+§:(1—— A0 -g) (-

n=0

Agora note que

_ 2m+2n+2)

1 _11 -4
(1-g)(1-g¥..(1~ q2") - H (1 — g2m+2)

m=0
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portanto,

o0

H 1+ 2q?H1) =

n=0
00
1 2m+2n+2)

o0
n2 ( -4
= 1+Zq an (1 — gmr2)
n=1

m=0

= 1 = n n = m 143
= 1+ H (1 — g?m+2) Zlq z I——Io(l —gmn) o (2.16)

m=0

Note se n for inteiro negativo, teremos [[oo_, (1 — ¢*™+2"+%) = 0, desde
que para este produto, o termo em que m = n — 1, (1 — g 2*"2t242) =
(1 — q°) = 0. Podemos entéo estender a soma em 2.16 de 0 < n < oo para
—00 < n < 00 que ndo alteramos a soma, assim:

e o]

l:I()(1+zq2n+l H (1— 2m+2) _Z: 7" z I'[O q2m+2n+2).
Agora se em 2.14 substituirmos n por m e qpor ¢° e z = —q*"*?, teremos
00 gm(m=1) (—gi2)™
1— 2m+-2n+-2 — 1+ q
AL =™ Z(1~q'2><1—q4) =)
( l)m m2 +m+2mn
; CEPoICRr ey
Dai o
H (1 +zq2n+l) —
n=0
_ o0 ( 1) q m24+m+-2mn
=) 2m+2)n§_:wq d (”Zu— ) (1= (-
_ o ( 1) g™ m24+m+42mn
H,(l— #7) (,;w“’ i +,,;,°q ’ Z(l— ). (1 ¢)
- g (X 7+ X iy 3 4™
11la- 2m+2) L L (T=¢F).. (1~ gm) &~
— = = n n = 1) qmz.—m m4+n n
- H 2m+2)(zqz+2(1 2m)Zq(+)m+>'
m= n=-—00 1
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Note que para cada m € ZZ temos que m + n e n sao assumidos uma

unica vez, assim
[ o] 0
2 2
§ : q(m+'n) Fmtn § : qn P
n=—oo n=—o00

Portanto,

- 2n+1 (=)™ qmz™
H,(”"q H(l— #m7) > <1+Z(1—q2)...(1—q2'"))

T (2.17)

Substituindo em 2.13 q por ¢* e z por —gz™!, teremos entao

(=1)"g 2"
H L1+ q2n+1z—1) L+ Z I-)1-q)...(1- g (2.18)

Contanto que |z| > |g| substituimos 2.18 em 2.17 e teremos

g (1+2¢™") = H L (1 - q2m+2) n_z_:wq H (1+ q2m+12—-1)
= I-Io(l — gmi2) (1 — g@mHipl) £ Z g
e daf:
oo 0o
H (1 +zq2m+l) (1 — q2m+2) (1 +q2m+lz—1) — Z q"zz"
m=0 n=—o0

para |z| > |g| e |g| < 1.
Agora devemos repetir todo o argumento substituindo z por z~!. Desde
que 2.15 é simétrico em 2 e 27!, nosso resultado final serd o mesmo.
Acompanhando as condicges, teremos que |z71| > |q| e 27! # 0. Desde
que |g| < 1, pelo menos uma das desigualdades |z] > |g| e |27!| > |q| &
satisfeita. Conseqtientemente 2.15 ¢ verificado, para todo 2 # 0 e |g| < |1].
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2.5 A Fungao §; (m,n)

A fungéio 8 (m,n) ird desempenhar um papel essencial para demonstrar a
Primeira e Segunda Identidades de Rogers-Ramanujan. Assim sendo va-
mos desenvolver vdrios resultados envolvendo 6 (m,n) para, em seguida,
demonstrar tais identidades.

Definicao 2.5.1. Denotamos por 8; (m,n) o nimero de parti¢oes de n
em m partes distintas onde 1 aparece no mdzximo i vezes e tal que duas partes
quaisquer diferem de pelo menos 2.

Exemplo 35. 60 (3,12) =1, pois temos: 12 =6+ 4+ 2.
6:1(3,12) =3, pois temos: 12=8+4+3+1=7+4+1=6+4+2.

Teorema 2.5.1. Para m,n € IN temos :

8, (m,n) = 8o (m,n) + 6 (m —1,n—m). (2.19)

Prova: Para demonstrar esta igualdade, vamos dividir é; (m,n) em duas
classes disjuntas e complementares, a primeira classe serd o conjunto das
partigoes que possuem 1 como parte e a segunda seré o conjunto das particoes
que nao contém 1 como parte.

O nuimero de elementos da segunda classe serd 8y (m,n), para contar
quantos elementos existem na primeira classe vamos propor a seguinte trans-
formacao: remova uma unidade de cada parte da parti¢ao, teremos assim
m — 1 partes (pois tfnhamos exatamente uma parte 1), ndo teremos 1 como
parte (pois duas partes quaisquer diferem de pelo menos 2) e a nova soma
serd n — m, assim temos &y (m — 1,n — m). Note que se fizermos o processo
inverso com estes novos elementos teremos todas as parti¢oes da primeira
classe novamente.

Assim

01 (m,n) = 6o (m,n) +6p(m—1,n—m).
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Exemplo 36. Apresentamos, a seguir, uma ilustragao do resultado an-
terior param =3 en = 16

61 (3, 16) = & (3, 16) + 6o (2, 13)
12+3+1 > 1142
11+4+41 “ 1043
10+4-5+1 > 9+4

94641 — 8+5
10+4+2 — 10+4+2

9+5+2 & 94542

8+6+2 & 8+4+6+2

8+54+3 & 84543

Teorema 2.5.2. Para m,n € IN temos

bo(m,n) = 6; (m,n—m). (2.20)

Prova: Se retirarmos uma unidade de cada parte das partigoes
enumeradas por &g (m,n) teremos partigbes de n — m em m partes (pois a
menor parte possivel era 2) e teremos no mdximo uma parte 1 (pois as partes
séo distintas), teremos entao enumerados todos elementos de 8, (m,n — m).

Aplicando o processo inverso, teremos uma bijecdo entre os elementos
enumerados por 6o (m,n) e §; (m,n — m) o que prova o teorema.

]

Exemplo 37. Exemplificamos o teorema anterior para o caso particular
onde m =3 e n = 16.

8o (3, 16) 81 (3,13)
104442 «  943+1
94542 8+4+1
84642 —  TH5+1
845+3 o TH4+2

Definicao 2.5.2. Sejam m,n € ZZ. Definimos:

3 B 1 se m=n=20
81(m,n) = o (m,n) = { 0 se m oun< 0 endoambos forem zero.
(2.21)
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Neste momento vamos procurar encontrar uma funcao geradora para a
funcao 6.

Definicao 2.5.3. Denotamos

(z;9) = Z Z 61 (m,n)z™ (2.22)

m=0 n=0

Go (z;9) = Z Z 8o (m, n) z™q". (2-23)

m=0 n=0
Agora vamos usar 2.19, 2.20 e 2.21 para encontrar relacoes entre Gy e Gy;
de 2.19 e 2.22 temos:

Gi(zig) = Y Y &1(mn)a™g

m=0n=0

= ZZ(&O(m,n)+6o(m~ 1,n—m))z™q

m=0 n=0

= Y Y bo(mn)a™g" +> Y b (m—1,n-m)zmq"

m=0 n=0 m=0n=0

= Gol(z;q) + Z Z 8o (m — 1,n — m) zq (xq)™ ' g™

m=0 n=0

= Go(z;9) +2q Z Z o (m —1,n—m) (zq)™ ' g™

m=0n=0

= Go(z;9) +29Go (zq;q) -
Portanto
G1(z;9) = Go (z;9) + 29Go (2g; q) . (2.24)
De 2.23 e 2.20 temos:

Go(z;9) = D bo(m,n)a™q"

m—=0 n=0

= ZZ(SI (m,n —m)z™q"

m=0 n=0
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= ZZ&I (m,n—m) (zq)" "™

m=0 n=0
00 0o

= > Y &(m,n)(zq)"q"

m=0n=—m

= Gi(zqq)-
Portanto:
Go (z;9) = G1 (zg; q) - (2.25)
E 2.21 implica que
G1(0;9) = Go (0;1) = 1. (2.26)

Neste momento vamos introduzir uma nova funcao f; (z,q) para ¢ inteiro
e lg| <1e|z| <|g|™"; e vamos mostrar que tal f; (z,q) satisfaz 2.24, 2.25 e
2.26. A seguinte func¢do f; (z,q) foi desenvolvida por Rogers e Ramanujan

n 22 M‘in (1 . $i+1q(2n+])(i+l))

fi(=z, 5 —. 2.27
@4 Z B Tiere Ty ot ter S
Note que para n = 0 temos ﬁl%%;%;—) isto se considerarmos
(1-qg)(1—-¢*..(1—-gq") =1 (paran = 0).
E para i = —1 temos
f-1 (w,Q) =0. (228)
Abaixo vamos mostrar que
fi(2,9) — fimr(z,9) = ¢ fio1 (vg5 ) - (2.29)

Observe a semelhanca com 2.24. Se considerarmos i = 1 em 2.29, isto é,
f1(z,q) seria um candidato a G (z; q).

Mas para que G (z; q) possa ser fi (z,q); f1(z, q) e fo (z,q) terdo também
que satisfazer 2.25 e 2.26, isto é,

Jo ((L', q) =fi (:L‘q,q)

fo(0,9) = £1(0,9) = 1.
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Agora vamos mostrar 2.29

filz,q) — fii1(z,q) =

_ i (-1)" m2nqﬁ(5l;'—31 (q—in — giHlgintnditl _ g—(i=n 4 miqin+n+i)
wward (1-¢)(1-g¢*...1—g") ][I0 (1 — z¢%)
_ i (-1)" m2nq2§9-';;—+—31 (g~ (1 = gq*) + aigimtmHi (—ggnt! 4+ 1))
rd 1-¢9(1-¢)..(0-g") [, (1~ z¢f)
n n 1(5_'13). ——m
_ {2 (=1)"a? l-¢”)
n=0 (1 - q) * (1 - n) H'_n+1 (1 mq])
N Z ( n 211. nEn+3) 5'2'+3 .’II qm+n+z (1 qn+l)
(1 - q) (1 - 'n) H_) =n+1 (1 Z‘q]) ’
n(5n+3) ——-m n .
observe que ((1 13) zl = ((11 ;’q,)) = 0 para n = 0, isto &,
fi(z,q) — fiii (z,q) =
f: (= l)n mg"E g (1 q")
~(l-g)..(1- q") 2n (1 —2¢)
+i( '" 2n n(5n+3) 5'5+ Tt m+n+z (1 n+1)
n—0 (1 - q) (1 - 'n,) H] n+1 ( .’L'q])
f: ( 1)"+1 x2(n+1)q§"—“)-(wq—i(n+l) (1 _ q(n+1))
ward (1—gq)... (1 =g ][0 (1 — 2¢F)
P S o Vi ¢ 5 gt (1 — 5g™)
—(1-q)..(1-q")(1—zg") ]2, (1 ~ z¢%)
_ f: (——1)" (mq)% q-'i(bl;—al-—(l—i)n (_1) m2q4n—2in+4—i N
e (1-q)(1-¢%) . (1—q) ]2, (1 - (z9) @)
00 n n!5n+32 —i
+3 (-1)" (wg)™" g™ 5 (1-ingd q
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B io: gt (—1)" (:vq)2n q&@g—*“l—(l—i)n (1 — g2-igin—2in+4-2i)
— (1-q)(1-¢).. (=g IZe (1 = (zg) &)
o (—1)" (zg)™ "2 -(1-n (1 ~ (zg) D q(2n+l)((1—i)+l))

= T g D P (- GO )

n=0
(2.30)
Comparando 2.30 com 2.27 temos
fi(@,q) — fie1 (2,9) = °¢ i (29, 9),
e parat =1
fi(z,9) = fo(z,9) — zqfo(24,9).
Se tomarmos ¢ = 0 teremos
fO(x’Q) :f—l (zaq)+f1 (xq’q)a (231)
por 2.28 temos
fo(z,q) = fi(zq,q) (2.32)
e finalmente para z = 0 em 2.27 temos
fo(0,9) = f1(0,9) = 1. (2.33)

Até o momento mostramos que fy (z, q) e f1 (z, q) como definidas em 2.27
sao fortes candidatos a Gy (z;9) e G1(z;q) (respectivamente). No entanto,
para concluirmos que fy (2,q) = Go(z;9) e fi(z,q) = G (z;q) precisamos
mostrar que existe uma unica G, (z;q) que satisfaz 2.24, 2.25 e 2.26 e que
6; (m,n) é a tnica funcao que satisfaz 2.19, 2.20 e 2.21.

Vamos mostrar que 8g (m,n) e 8; (m,n) sdo as tnicas fungdes que satis-
fazem 2.19, 2.20 e 2.21.

Considere ¢ (m,n) e ¢; (m,n) fungdes que satisfazem

c1 (m,n) =co(m,n) +co(m—1,n—m), (2.34)
co (m,n) = ¢y (m,n —m), (2.35)
e
co(m,n) = ¢; (m,n) = 1 sem=n=0
’ ’ 0 se m ou n < 0 e m,n nao sejam ambos zero.
(2.36)
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Entéo co (m,n) = 8¢ (m,n) e ¢;(m,n) = §; (m,n), provaremos isto por
inducao em n.
Por 2.21 e 2.36 temos que

60 (ma n) = Co (m, n)

e
61 (m,n) =¢; (m,n) paran < 0.
Assuma
6o (m,n) = co (M, n)
e
61 (m,n) = ¢y (m,n) para todo n < k (k > 0) por 2.35, (2.37)

co(m,k+1):cl(m,k+1—m),

sem < 0por22le236c (mk+1—-m)=06(mk+1-—m)

sem>0entdok+1-m<kec,(mk+1—m)=26;(m,k+1—n)por
2.37.

Assim por 2.20

co(mk+1)=cy(mk+1-—m)=6(mk+1—m)=08(mk+1) .
(2.38)
Agora

ci(mk+1)=co(mk+1)+co(m—1,k+1—m) por 2.34

= 6o (m,k+ 1)+ 8 (m — 1,k +1—m) por 2.38
= 6; (m,k + 1) por 2.19

Temos entao
6o (m,n) = ¢ (m,n)

61(m,n) = ¢; (m,n) para qualquer m,n € ZZ.

Assim est4 garantida a unicidade da funcdo que satisfaz 2.19, 2.20 e 2.21.

Suponha que
o0 o0
g1(z;9)=)_> ec1(m,n)a™q"

n=0 m=0

58



go (z;q) = cho(m n)z™q

n=0 m=0

satisfazendo 2.24, 2.25 e 2.26, isto &,

91 (z;9) = 9o (z; 9) + zq90 (z¢; q) (2.39)
g0 (z;9) = g1 (z¢; 9), (2.40)
e
91(0;9) =g0(0;9) =1, (2.41)
de 2.39 temos que
> > er(mn)a™gt =
n=0 m=0

co (m, n):cmq"—i—zzco(m n) (zq)" q"

n=0 m=0

Co (m’ n) e Z Z co (m,n) _,Em+1qm+n+1

n=0 m=0

o0 o0
co (m,n)z™q" +ZZCO (m—1,n—m)z™q"

n=0 m=0

i
M3 20 100

S
i
=}

Ms £ 11 10

I
WL

(co (m,n) +co(m —1,n —m))z™q"

n=0m=0
Portanto
Zch(m,n) :ZZ (co(myn) +co(m —1,n—m))z™q
n=0m=0 n=0 m=0
(2.42)
Assim igualando os coeficientes de 2.42 temos:
¢1(m,n) = co(myn) +co (m — 1,n — m) (2.43)

De 2.40 temos

ZZco(m n = chl (m,n) (zq)™ ¢"

n= 0 m=0 n:O m:o
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= ZZCI (m,n)z™g*™

n=0 m=0
= Z ch (m,n —m)z™q"
n=0m=0
Portanto
ZZco(m n)z™q" —ZZCI m,n —m)z"q (2.44)
n=0m=0 n=0 m=0

igualando os coeficientes de 2.44 temos
co(m,n) = ¢; (m,n —m) (2.45)
e por 2.41 temos

{ ¢1(0,0) = ¢ (0,0) =1

(m,n) = co(m,n) = 0 se m e n ndo forem ambos nulos.

(2.46)

Note que 2.43, 2.45 e 2.46 sao exatamente 2.34, 2.35 e 2.36 respectiva-
mente.
Assim

co(m,n) = §(m,n),
151 (m7n) = 61(m’n)a

e portanto

90 (z;9) = Go (z;9)

91 (z;9) = Gy (z;9).

Por fim as equagoes 2.39, 2.40 e 2.41 sao exatamente as equagoes 2.31,
2.32 e 2.33.

Assim
fo(z,9) = Go(2;9) (2.47)

fi(z,q) = Gi(z;9) (2.48)
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Se examinarmos a parti¢io conjugada, nds temos que a particdo conjuga-
da (6+5+5+4+4+3+2+2+ 242+ 1) possui exatamente duas partes que
sao repetidas. De fato se m é uma parti¢ao do tipo enumerado por 3; (n) na
qual 1 é uma parte, entio #’, a particio conjugada de =, & uma particio de n
na qual a maior parte aparece somente uma vez. Todos os inteiros positivos
nao excedendo a maior parte aparecem e exatamente k — 1 destes aparecem
com repetigao.

Se a condi¢ao que 1 aparece em w for removida, entdo n' serd uma par-
ticao de n no qual a maior parte aparece mais de uma vez, todos os inteiros
positivos nio excedendo a maior parte aparece e exatamente k partes apare-
cem com repeticao.

Desde que a unido destas duas classes descritas acima faz uma relagio
um a um com as parti¢oes enumeradas por 3, (n), nés vemos que

o e ' e N-1
2.2 Bematq" = 143 ag" [] (¢ +¢¥ +ag" +..) (3.7)
k=0 n=0 N=1 =1
o0 N=1
"‘Z {H (¢ + aq” +aq3j+)} (ag®™ +ag® + ...)
N=1 | §=1
o N=1 )
aq: N
- 1+E{Hq’(1+l_q}.)} lﬂqu
= j=1
i T (1-a)ga)y,
Net (g:9)n
=3 - {1_{1-“]]'3&%& {(1“'5}?;?]”&1
- l+§, (#:9)n
_ S ((1-a)igyg" T
:":_., (:9)n

Comparando 3.6 e 3.7, temos que o teorema segue imediatamente da
identidade

N{N 41

= ({1 —a);q)yy g%
Z ([1 }vq}Nq - (—q:';'}m ({1 _a)q;qz}m‘
N=0

(:9)n
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e por 2.22, 2.48 e 2.27 temos

$ S ey - $5 A )
Loy £ 71T £ 1—q)(1—Q) (=) 201 (1 — 2g)
(2.49)

e por 2.23, 2.47 e 2.27 temos

Z 260 (m n) o i ( l)n 2n ._"§5n+3[ (1 _ wq2n+1) .
=0 n=0 n=0 (1 - q) (1 - 2) o0 (]‘ - n) H?o—.-n—+—1 (1 - xq])
(2.50)

2.6 As Identidades de Rogers-Ramanujan

Definigao 2.6.1. Denotamos por D, (n) o numero de parti¢bes de n
onde quaisquer duas partes diferem de pelo menos 2.

Teorema 2.6.1. Primeira identidade de Rogers- Ramanujan.
Para todo n € IN temos

P (SQ,TL) = D2 (n) .

Prova: Primeiramente note que

Dy(n) = _ 61 (m,n)

e, multiplicando por ¢" e somando em n, temos

Y Dy(n)g* = D 6i(m,n)q"

m=0

i

1z 10Ms
WK

61 (m,n) 1™¢"™ por 2.49

3
I
(=]
3
f

0
n 5n+3

(=1)"q
1-9(1-¢)...(0—g")[[Zps (1 —¢)

61

—-n (1 _ q4n+2)

l
gM8



n 5n+1

ZZO:O (*‘1)” (1 4n+2)
[, (1 -¢)
SR (C1) R - (—1)" gt
H;il (1-¢) ’

substitua n por —n — 1 na segunda soma

Y Da(n)q" =

2 oneo (=1)" q - > e (*‘1)—n_1 qﬂ:—lxﬂ#)ﬁ)ﬁuz
H;L (1 - qj)
Sy, (1
H] =1 (1 - q])
En_ﬁo—i (11)— ¢) (2.51)

Agora vamos utilizar o produto triplo de Jacobi 2.15 substituindo ¢ por
g5 e z por —q3

1 (1- ()™") (1+ (=) ()™7) (1+ (-8 " (@)™")
?(Z)rtanto
f: (_l)nqn snth) ﬁ 5(n+1) 1 q5n+3) (1 _ q5n+2) ‘ (2.52)
n=-00 n=0

Substituindo 2.52 em 2.51
Y De(n)q" =
n=0

H;‘O:O (1 . q5n+5) (1 . q5n+3) (1 . q5n+2)

H;il (1- &)
T (1= g 5) (1 — g3 (1 — g°7+2)
- H (1 —

5n+5) (1 _ q5n+1) (1 . q5n+2) (1 — q5n+3) (1 — q5n+4)

= H (1 — q5n+1) (1 — g®n+9) ;p(Sz, n)q".
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Igualando os coeficientes de ¢" temos

Dy (n) = p(52,n)
|

Definigao 2.6.2. Denotamos por Dj (n) o nimero de parti¢coes de n no
qual duas partes quaisquer diferem de pelo menos 2, e a menor parte é maior
do que 1.

Definigao2.6.3. Denotamos por Ty = {z € IN;z = 2mod 5 ou z = 3mod 5}.
Teorema 2.6.2. Segunda Identidade de Rogers-Ramanujan.

Para todo n € IN
Dy (n) = p (Tz,n).

Prova: Note que
D (n) = Zao (m,n)

se multiplicarmos por q" e somarmos em n temos

Y Dy(n)q" =

> 6o (m,n)q" (2.53)

m=0

i

M8

8o (m,n) 1™q" por 2.50

0
n 5n+3

e L0 H0 10
3
i

— ( 1)“ 12" (]_ 2n+1)
1-9(1-) (- ) (1 - 10
_ (-1)"q it (1— &)
n=0 H‘(;OZI (1 - q])
D D GO ) i i D G O i G i

H;; (1-¢7)
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n(5n+43 n+1){(5(n+1)-3

_ 2aw(ED"g + 30, (1) 2
= 0y . (2.54)

trocando n por —n — 1 na segunda soma de 2.54 teremos

n 5n+3

oy a2 (CD"4 +3 e (1"
ZDz(n)q = Hj 1-q)

n 5n+3

n{5n+3
2

Yoo (=1)" ¢
Hj:l (1—¢)

Agora utilizamos o produto triplo de Jacobi 2.15 e substituimos g por ¢
3

€ 2 por —q2
00
> Dy(n)gqr =
n=0

12 (1= (0)) (o () 6)") (1 (o) 0)™)
I, (1 —¢)
— 12,1 =™ (1— ™) (1 — ¢™HY)

Hff o(l— 5"“) (1 —¢*2) (1 —¢*%) (1 - ) (1 - ¢**0)

= H (1 _ q5n+2) (1 . q5n+3) ;P(Tz,n) q".

5
2

Igualando os coeficientes de g™ temos

Dy (n) =p (Tz,n).

2.7 Particoes com Restrigoes

Nesta se¢do vamos introduzir uma nova notagio que tornard os enunciados
dos resultados mais compactos, desenvolver o teorema de Heine (uma identi-
dade entre série e produto) que serd muito til na préxima se¢ao e desenvolver

a funcdo geradora para particoes de n em no méximo M partes, nenhuma
excedendo N.
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Vamos utilizar as seguintes abreviagoes:
(a;q), = (1—a)(1—ag)(1-ag?)...(1-ag"™);
(@:9)0, = lim (a;9),;
(a; Q)o = 1

Desta maneira temos que:

). = 8D
(a, q)n - (Cl,qn; q)oo (255)

Com esta notacdo as equagoes 2.2, 2.8, 2.13, 2.14 passam a ser escritas,
respectivamente, como:

Zp Tl)q __H(l q) (Q1 )oo)

= (3;9), 2" _ (02,9) .

nZ:O @9, (39 (2:56)
> (qf;n = (592 (2.57)
b qﬂnz-_llz"

Z (q, q)n = (_Z;q)oo

Teorema 2.7.1. (Heine) Para |q| <1, |2] <1, |b] < 1,

Z(a W (039)5 2" _ (019)o (3219)o {i(ﬁ;q)n(“‘])nbn}, (2.58)

(09, (9, (6D (25D | (69, (az59),

Prova:

S (490 (922" o= (390 (€67 Do (B Q)0 2"
,,z:;) 9. (e, ; (€ oo (4 9), (b4™; @) o
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(019 = (cq9)o (3:9),, 2
(c; q)oonz0 (4™ 9) o (4:9)

_ O Q)wzz(a 1)y 2" b,q)mbmqm",

D0 == (@9,  (GDn

pois pela equacao 2.56 temos

(g™ 9)e _ (304%9) 5”: (3:9),, (bg; @)™ {Z (5:9) , 07"

0490 4590 = (@Dm = (GDm

C

o o aq £4),, 0" (519),, <= (559),, 0" (a24™; 9),
(c Doo ZZO (4 9)m (€ Qoo ,;, (@ q) (2¢™ @)oo
pois, pela equacao 2.56
Z (2;9), 2""™ f: 3;9), (24" 9)" _ (a24™;9)os

s (q,q) @D (™D

e portanto

(b q)ooz wq b’” (326™ @)oo _ (1:9)c0 (37 @)oo = (590) 1 (2 D O

(X ) e Jm (24™; @)oo (¢ Do (5 Do 5y (D (225 9),y,

)

pois pela equagao 2.55

Comy (@50
(229™;9) oo = (azq).

) (519)
m.y = Ve
(zq 1Q)oo - (Z;Q)m

Definigao 2.7.1. Denotamos por p(N,M,n) o nimero de parti¢ées de
n em no mdrimo M partes, nenhuma parte excedendo N.

Exemplo 38. Temos p (3,4,10) = 2 pois 10 = 3+3+3+1 = 3+3+2+2.
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ep(5,3,10) =5 pois 10 = 5+5 = 5+4+1 = 5+342 = 4+4+42 = 4+3+3.

Note que

{ sen > MN entdo p(N, M,n) =0 (2.59)

esen = MN entdo p(N,M,n) = 1.
Considere a func¢do geradora para p (IV, M, n)

G(N,M;q) =Y p(N,M,n)q".
n=0

Temos por 2.59 que G (N, M;q) é um polinénio de grau M N em g.
Teorema 2.7.2. Para M, N > 0 temos:

GV Mgy == A7) (1-¢"")  (@Dnim

(1-¢")(1-¢"1)..(1—-4q) TGO @D
(2.60)

Prova: Seja

v (@Dnm
9 (N, M;q) = (@ DN (G Dpr

Temos
g(0,M;q) =g (N,0;q) =1 (2.61)

g(N,M;q) —g(N,M - 1;¢q) =

(6D Nins (G D Nirr-1

(G DIN(@GDy  (@GDN (T Dar—,
(;?;)I,)VN(Z?ZSL (=) - (-a")
(q;CI)N+M—1 _ N
(9 n (q;q)Mq(1 )
(Q;Q)N+M—1 M
(@ D1 (T Dur
= ¢Mg(N-1,M;q). (2.62)
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Neste momento vamos mostrar que 2.61 e 2.62 definem uma tnica g (N, M; q).
Seja C (N, M;q) tal que

C(0,M;q) =C(N,0;q) =1 (2.63)

C(N,M;q)=C(N,M ~1;q) + ¢"C (N - 1,M; q) (2.64)

Aplicando 2.64 no primeiro termo do lado direito da igualdade 2.64
obteremos:

C(N,M;q) = C(N,M - 2;¢)+¢"'C (N — 1,M - 1;¢9)+¢"C (N — 1, M3 q).
(2.65)
Aplicando 2.64 novamente no primeiro termo do lado direito de 2.65 e
obteremos

C(N,M;q) = C(N,M—3;q)+¢"?C(N-1,M—2;q) +
+qM_IC’(N— 1,M-1;q9)+
+gMC (N - 1,M;q) (2.66)

repita este procedimento até obter C (N — 1,0; q), isto é, M — 1 vezes; como
C (K,L;q) =0 para K ou L < 0 teremos

M
C(N,M;q) =Y C(N —1,k;q) ¢". (2.67)
k1=0
Agora aplique 2.67 no termo C (N — 1, ky; q) de 2.67, e daf
M ki
C(N,M;q) = (Z C (N -2,k q) q’”) q". (2.68)
k1=0 \k2=0
Aplique 2.67 no termo C (N — 2, kg; q) de 2.68, e ficamos com
M k ko
C(N,M;q)=>_ (Z (ZC'(N — 3,k3; q) q’““) q’”) ¢* (269
k1=0 \k2=0 \ k3
e repita este processo até obter C (0, k;; q), isto &, N — 1 vezes, e teremos

C(N,M;q) =
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— f: (YZ (:Y_j ( (ki C (0, kn; q) qu) qu“...) qka) q’”) g

k1=0 \ko=0 k3 kn=0
M k1 ka2 kn-1

= Z (Z (Z ( (Z qk"’> qu‘l...) qk3) qkz) g, (2.70)
k1=0 \k2=0 \ k3 k=0

Note que 2.70 depende apenas de M e N, ou seja, se g (N, M q) satisfaz
2.63 e 2.64 teremos que C (N, M;q) = g (N, M; q). Logo a funcéo que satisfaz
2.63 e 2.64 é tnica.

Observe que

l1se N=M=n=0

0 caso contrério (27)

p(N,0.m) =p (0.M,m) = {

pois a particdo vazia de zero € a unica parti¢do na qual nio existem partes

positivas e é também a tnica particdo na qual ndo existem partes negativas.
Daf a equagao 2.71 significa que

G(0,M;q) = G(N,0;9) =1. (2.72)

Observe que p (N, M,n)—p (N, M — 1,n) enumera o mimero de particoes
de n em exatamente M partes com nenhuma parte excedendo N. Vamos
propor uma tranformacao para estas particoes.

Considere cada particdo de n em exatamente M partes com nenhuma
excedendo N e retire uma unidade de cada parte, temos assim particoes
de n — M em no mdximo M partes, nenhuma parte excedendo N — 1; se
considerarmos o processo inverso, teremos uma bijecao entre as particoes de
n em exatamente M partes com nenhuma parte excedendo N, e as partigoes
de n— M em no méximo M partes, nenhuma excedendo /N — 1; temos assim:

p(N,M,n)—p(N,M—l,n)zp(N—l,M,n—M). (273)

Agora, multiplicando por ¢" e somando em n temos

Zp(N,M,n)q"-—Zp(N,M— 1,n)¢" = Zp(N— 1,M,n—M)q",
n=0 n=0 n=0

G(N,M,Q)*G(N,M—l,q) = Zp(Nh laM3n_M)qn
n=M
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- ZP(N_ 17M’n)qon

n=0
= qMZp(N_l:Mvn)qn
n=0
= ¢MG(N —-1,M;q), (2.74)

temos assim que 2.72 e 2.74 satisfazem respectivamente, 2.61 e 2.62, como
mostramos existir dnica funcao satisfazendo 2.61 e 2.72 temos que

(BN M
G(N,M;q) = + .
M9 = Gy @)
n
2.8 Propriedades do Polinémio Gaussiano
Definigao 2.8.1. O polinémio Gaussiano [ :z ] é definido por:
(2:9)
[ n ] _ | Gon@o, ¢ 0smsn (2.75)
m 0  caso contrério

N . -
M é a funcao geradora para particoes de n
em no méximo M partes, nenhuma parte excedendo N — M.

Observagao: Note que

Teorema 2.8.1. Sejam 0 < m < n inteiros. O polinémio gaussiano

l: ;:L ] é um polinémio de grav m (n —m) em q que satisfaz:

HEHE

22



BRI E= R
BRE
| o] = () 220)

Prova: Pela definigdo 2.75 temos

3]-12]-+

que prova 2.76 e

[ :L ] T (@ q)S’(Z?Z)n_ (g q)fi’ q)(q, D [ n fm ] ’
que prova 2.78. Note que
[ ’7:‘ } - [n"_ll } T q)fj;(g?g)n-m (g q)S;(Z;);;:_l_m

(6 Dn1(1-¢") (G@p (1-¢"T)
(%9 (45D (% D (D

(4:9)n 4 n _ nem
(5D (6D (A== (1-g""))
( q)n—l

= =g (@ 9)m (590 m
. (4 9) 1
(6D 1 (5D

— n—m n—1
=4 m—1|"

Para mostrar 2.79 substitua m por n — m em 2.78 e teremos

R R F A Py
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e agora aplique 2.77

)=l ]

Para mostrar 2.80 usamos o fato de

n—1

P Gk i I n

g—1 (1 — qm) - q—1 _mqm..l - m’

[ n . (2;9),,
P [ ] = (@D (G Dy
lim 1-g(1-¢)..(1-q")
~1(1-¢q)(1-¢?)..01-gq")(1-q)(1~¢*)..(1 —qg"™)
- g LA - L (1 - )
-1 (1-q)(1-¢¥)..(1~qm) ( )
n—-m+1)(n—m+2) n n! n

1 2 “m ml(n—m) “\m

e por fim como

M

e G(N — M, M;q) é um polinémio de grau (N — M) M, temos mostrado o
teorema.

[N]=G(N—M,M;q)

Observagoes: As identidades do teorema acima podem ser lidas como
identidades entre particoes como se segue:

N N . -
De [ M ] = [ N—M ] temos que, o nimero de partigoes de n em

no méximo M partes, nenhuma excedendo N — M, ¢é igual ao nimero de
particoes de n em no méximo NV — M partes, nenhuma excedendo M.
~ N - N - ]. N—-M N - 1
Arelax;ao[M}-[ M ]+q [M_l]nosfornecequeo
nimero de parti¢oes de n em no méximo M partes, nenhuma excedendo
N —M, éigual ao nimero de parti¢ées de n em M partes, nenhuma excedendo
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N — 1 — M, mais o nimero de parti¢coes de n — N + M em no méximo M —1
partes, nenhuma excedendo N — M.

E por dltimo de [ 1\1\4’ ] = [ ]\]\/_;:11 }-FqM [ NJ\; 1
de particoes de n em no méximo M partes, memhuma excedendo N — M, é
igual ao nimero de particoes de n em no méximo M — 1 partes, nenhuma
excedendo N — M mais o nimero de particoes de N — M em no méximo M
partes, nenhuma excedendo N — 1 — M.

J temos que o nimero

Teorema 2.8.2.

(zg9)n = ]21:% [ J]V ] (~1) "5, (2.81)
(Z;q)&l=§[N+j_1 } ) (2.82)
Prova:
iy = s =
- finets

_ i (q—-N;q) nan f: (1 _ —n+l) (1 . q—N+n—~l) P

—~ (@D CHR

—-N_-N+1
q

—N+n-—l (qN 1) (qN 1_ 1) (qN-'rH—l _ 1) oM Nn

=g Vg g -
- :L:‘o (4D,
_ i D"(1-¢")(1-¢"") .. (1-g

0 (% 9)n
X (1) (g5 q)y 2" T

; (G Dn (G Dy
Dol

_ !—2N+n—l!n
N n+l) znqN'rH- 5




Para mostrar 2.82 considere

&y = =

— (q)N+n—1zn
a ;(Q)n(q)N—1

[ N+n-1 n
- Z[ +n ]z.

n=0
n
Teorema 2.8.3.
- i m| _ [ (9%, se m for par
Z( D [ J ] B { 0 se m for fmpar '’ (2.83)
7=0
=27 [ ] para m,n > 0, (2.84)
[ m + 1 = m
h
n m n— — n-+m
Z[th~k}q< k)(hk):[ h } (2.85)
k=0
i M—-m N+m m+n+r (N—r)(M—r—m) _ m4+n n
rd T m+r M+ N q M N |-
(2.86)
Prova: Seja f (m) o lado esquerdo de 2.75, multiplique por (qf;)' e some

em m, entao

= GO SN CO VO 4
2 - T;j:o (4:9); (6D (G Drm

2. = (69, (€ D
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0 ™ 1) ,m
e

)i (& Do

B o« ( 1)] m+j
B Z,;)(q,q) (4D m
(YA

- 12; (4:9); ,;(q,q)

(—2; q) (2 q) por 2.57

Il

= (= '“’;q?)—1
2n

= ———— por 2.57.
Z (%%,
Comparando os coeficientes da igualdade
2n

N fm)em Xz
,;, (69D m _Z(qQ;(f)n

n=0

temos o resultado.
Vamos provar 2.84 por indugao em n.
Sen =0 temos 1 = 1.
Suponha 2.84 verdadeira para n = k, (k € IN), isto é

k
k+m+1] Z [ m+y
= q][ param,k >0
[ m+1 pard m
e queremos verificar se vale paran =k + 1

E+14+m+1| | k+m+2
m+1 o m+1

m-+1

k+m+42—
) m+1—-1

[ k+m+2-1 } I

1 ] por 2.78

75

I4+2)7"Q+29) .(1—-2)7 (1 -2
(1- zz)_l (1- z2q2)_l (1- z"’q")_1

q9)”!



k4‘ﬂl4‘1 k+1 k—+7n-+1
[ m+1 ]-l—q m

m m

_ Z(f m+j +qk+1{k+m+1] por

hlpétese de 1ndugéo
k+1

J|mri

Para mostrar 2.85 considere 2.81 substituindo N por n +m
MZm { n ] P (~1) g
h=0
= (2 Q)n+m
= (1-2)(1-2q) (1 —2¢%)...(1 — 2¢"™™)
= (1-2)(1~2q9)...(1 — 2¢") (1 — 29"q) (1 — 2¢"¢*) ... (1 - zq"q™)

= (29), (24" O

= Z [ ] —1) zjqﬂ%ﬂl Z [ T } (—1) (2q") qi(i;_ll por 2.81
=0 i=0

— - [ ”; :| [ Tzn' :l (_1)j+i Zj+iqi(j;—ll+i(i;-ll+in

.
il
=3

(_1)j+i Zj+iq11’+i2g2z+i—1) [ ;l ] [ ’f;l :I qi(n—j) por 2.75

Nk EMSEMS

Il
o

M 1>

<
It
[=1

j+i i, GEQGH-D | N m i(n—j
g = 3 e,

2

substitua j por k e ¢ por h — k,

_ = _1\h p, RE=D = [ n m (h—k)(n—k).
“‘hX—;( 1)Zq 2 —O[k][h_k]q ’

k
temos portanto que:

Z[Tl—i”m] h( 1)hq—(ﬁ2—11__2( 1) —(h—;—ll [Z’] [th]q(h—k)(n—-k)’
h=0 k=0
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e comparando os coeficientes desta igualdade temos

n+m | [ n m (h=k)(n—k)
P13 PR Ll
Para mostrar 2.86 vamos mostrar primeiro uma identidade mais geral:
o~ (39)n 519)n (77:9), 0" _ (59w (9w

n=0 (60 (6 9), (9"49;'—”; q) (@ n (59

(2.87)

Para tal demonstracao considere 2.58

= (4,9), (0;9), 2" (h9) (az Do o= (59), (219
; (69,69, (69w (®9w ; (q, » (az; q)
— (59)e (02,9) s = (2D ,,,q
(69w (59e ,ZO (49),, (az; q)
(b; q)oo (azv q)oo (b’ )oo (bz’ q)oo
(6D (210 (8200 (5590
= (249), (h9), (5)"
2 g G, P2
(59 (029)e <= (%259), (0:9), (5)"
(6 9)oo (25 D) oo nzo (4 9), (2b59),,
(5:9) o0 (0% Qoo = (5:0)0 (259), ()"
(6 Do (2 Do ; (q,q) (zb Dn,
(§:9) o (67900 (225 9) o (6D oo
(€ Do (% Deo (25;0)00 (§59)
y & 7, (59, ()" o5

(49, (¢ 9),

temos entao

= (a’q)n(b’q)n . aib’q 00 a’ ’ ) (_ig)n
D P T R Z (q, q) Go, &%

7



temos:

multiplicando ambos os lados por +2 qz}

H
¢ oo

(2, 9)ce Z(aq)n(b;Q)nz f: a,q b»Q) ()"

(259) 2= (@Dn(ca), ) (€ 9)n

Aplicando 2.56 do lado esquerdo de 2.88

i(&m)m (%)mi(a;q)n(b;q)nz f: $9), (59),(%2)"

(@Dm 5 @Da(ca), (q,q) (¢ D

)

m=0

igualando os coeficientes teremos

(2 9)n, (B3 9)s ( q)N _pa N _ (ﬁ;q)N(%;Q)NaNbN
Z (09,60, @Dy " (@Dy(Gay (2.89)

T ()Y
Agora multiplicamos ambos os lados de 2.89 por m

(o ¢]

09, 59, @GOy (HDvon @ (595 (59
Z q’Q) (C,q) ((LQ)N— (;%;(I)N anbn B (c;q)N (ﬁ;q)N' (290)

n=

Note que:
CH q) g _ (1- q-—N) (1 _ q—N+1) (1 g N1y g
(Paq),  (1-9¢7N)(1-2¢4). ( - Seh)
3 q— q——N+l q —N+n—1 n (qN ) ( 1) . (qN—n+1 _ 1)

(atb)"ql—qu ~N+1_ g=N+n (éqN 1 _ )(:bq -2 __ 1) (ﬁqN—n_l)
(1—g" ™). (1-¢" ) (1-¢")c"

(=50 - (1— 509 (1- Ge7 )

(Q»Q)N(ab?Q)N_ "

(6 Do (5:9) y o™

Portanto

'3

(679),a" _ (@Dn (G 9)n-n®
(2¢'-Mq), (G Dn_n(5:9) yab"’
e substituindo 2.91 no lado esquerdo de 2.90 temos mostrado 2.87.

(2.91)
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Agora para obter 2.86 basta substituir a por g~¥*™, b por ™" e c
por ¢! na equacao 2.87 e teremos

i (@™ q), (@™ 9), (0% 9), 7 (@59) v (@™
~ (g:9), (g™ 9), (7M™ Nlg) . (g™ 9)n (@™ ™)y

(2.92)
Para concluir a demonstragdo vamos substituir em 2.92 os termos abaixo:

—Maim , r(=2M42mir-1 (q; Q)M._m
q iq), = (-1)"q 2 P U —
( 19), (% D) pr—rmer
i, = @i
P (% Dmin
(B9 Nn-r
(9. = (g9,
m+-1 (q; q)m—i-'r
q yq = T
( ): (49 m
(qm+n—M—N+1. q) — (q; q>m+n—M-n+r
T (qa Q)m+n—-M—-N
(qMH' q) — (q7 Q)M+N
N (G Du
. N N@=2m-1 (g;q),
g%y = (F1)Tg T <
( I (G Dn-n
(¢™5q), = (% Dmin
: — ~l MmN
N (6@ m
e N(ZM~2m-2n+N~-1) (q; Q) _
(qM n’q)N = g 5 (_I)N - n+m—M
(qv q)n+m—M—N
e teremos
Y7 REMEZmiro) (69 pm (GDmingy  HE2NAZD e (G
f:( 1) q 2 (Q;Q)M—m—r (q;q)m+n q z ( 1) (q;q)N—-rq .
. (@D mir (BDmin—M—nir -
r=0 (q’q)" @Dm  (BDmin-—Mm-nN
(q;q)MiN (__1)N w-_—zzn—:-llﬂ.n_
. (@) pm q (€@ n-nN (2 93)
" (GDmyn  NEM=Imo2niN-1) ()N @Dnim-r '
($9m (Q§‘1)n+m_M_N
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Simplificando 2.93:

r(=2M+2mtr=1) | r{=2N+4r—1)
2 + 3 +r

o0
> (@ Drr-m (G Dminir (GDN T
G D (B Dy (G Drin (T Dv—r (G Dimer (G D mr—nsr

N{N-2n—1) N(ZM—2m—2n4N—1)
2 bl

_ @G Dmn (39 g
(DM (G Dn-n (@D v (G D

i (4D v—m (G D (G Drsnir
(6D, AG Drtems (G Dinir (B Dy (D pgin

r(—2M+2m+4r-— r(—2N+r—
2 2

1), . N(N-2n-1) N@M-2m-2n+N-1)
+r 5 + 5

l)+

q =

(% Dinyn-M—nir

_ (% Dmin (4 D
(@ D (& Drism-nr (G DN (G Dn

q(N—-r)(M—r—m)

w .
5 (4D s (G D v (G Drinr
~ (6D G D rt-mr (G Donir (D Nr (G D prs v (G Dininm—nsr

_ (% Dy (5D
(5D (T Drvm-m (G DN (T D

e temos portanto

f: M-m N+m m+n+7 | (Ner)(M-r-m) _ | M+7 n
r m+r M+nN |1 M N

r=0
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Capitulo 3

Introducao as Séries
Hipergeométricas

Neste 1iltimo Capftulo fazemos uma pequena introducao as Séries Hiperge-
ométricas Ordindrias Generalizadas, denotadas por ,F,;, e alguns
exemplos de aplicacOes destas séries, sendo que os exemplos envolvendo
equagoes diferenciais nao serao resolvidos neste texto, existindo maiores
referéncias a estas demonstragoes em [10]. Apresentaremos também uma in-
trodugao as Séries Hipergeométricas B4sicas mostrando algumas aplicagoes
destas séries & teoria de Partigoes.

Uma fungao hipergeométrica generalizada possui uma representacao em

série
o0
> cn
n=0

tal que a razao de dois termos quaisquer seja uma funcao racional de n. A
razdo <2l pode ser fatorada e escrita usualmente como
n

Crir _ (nta))(ntas)...(ntar)z
Cn (n+b)(n+by)...(n+bs)nl’

(3.1)

Definigao 3.1. (a), = 1;
(@),=a(a+1)(a+2)...(a+n—-1),n>1.
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Assim temos que, se ¢p = 1, a equacao 3.1 resolvida em n fica

c, = (al)n (az)n (a"')n PR
n (bl)n (b2)n (bs)n n!

e daf

ic _ i (81)n (92)p - (ar)n 2"
o — (b1),, (b2),, .- (bs), 1!
Definicao 3.2. Uma série hipergeométrica ordindria generalizada (ou

série hipergeométrica de Gauss) com r pardmetros no numerador a;, as,...,a,
e s parAmetros no denominador b,, bs,...,b; é definida por:

,-Fs (al,ag, veny Oy bl, b2, ceey bs; Z) =

_ a1,09,...,0yp .
- TFS{ b1, bz, -.ey b ’z]
Z(al) (@) - (ar)n 2"
(b1),, (B),, - (bs),, !

Observamos que as séries hipergeométricas contém quase todas as funcoes
introduzidas nos cursos de cédlculo, e para verificar a convergéncia podemos
aplicar o teste da razao.

Exemplo 39. exp (z) =¢ Fp (—;—; 2).
Isto decorre diretamente da definicao acima; pois

oo ,n

oFo (—;—52) = Z — = exp (2).

Exemplo 40. sen(z) = z oF} ( ;3 —54-)
Note que:

3 2° 1 22\"
ol ("’2‘"2) = 2, (—z)




( 1)" 2n+4+1
= Z n|22n

n=0

( 1)"1 2n+1
B ;mﬁﬂg G+1)(32+2)..3+n-1)
oo (_1)‘” 22n+1

= nZ:O nl271.3.5.7...(2n + 1)

i 1)71 2n+1

_ v
=2 (2n + 1)!

1 22 =1 22\"
(44) - Eatn()
01 2" 4 gn!(%)n 4

5 (=1)" 2
Sgnery G+1) (3+2) - (z+n-1)
B i (_1)"2211
— nl22n135 2ol
_ 5 tare
~ 242135 (2n - 1)
_
— (2n)!
= cos(z2)

Como motivacdo citaremos trés exemplos cldssicos (sem demonstré-los)
de solucoes de equacoes diferenciais por Séries Hipergeométricas.

Exemplo 42. A equagao diferencial de Legendre
d
[( ~z)° y] - /\y = Oa
dx
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com || =1e A= —1(l+ 1) possui como solucao os polindmios de Legendre:

1352 -1) [, 1(l-1) ., 10-1)(1-2)(1-3) 4
Pi(z) = I (*“"2(21_1)"’12+ 2.4.(20— 1) (21 — 3) # “)

Podemos expressar P, (x) como a seguinte série hipergeométrica:

Pi(z) = oFy (—l,z+1;1;1—;—?->.

Exemplo 43. A equagio diferencial de Bessel:

Ly 1d 2
—2+——2+(L~%>yzm

para pu € IR possui como solucao a chamada fungao de Bessel de ordem p:

_ - (_1)"1 +2n
JM (x)—ZOR!F(M+Tl+1)2“+2nxu :

onde I'(a) = (a—1)(a—2)...(a~ la] +2) (e — |a] +1)(a— |a}); e |a]
representa a funcao maior inteiro menor ou igual a a.
A expressao de J, (x) como série hipergeométrica seré:

(%VOFHCﬁu+4;-%)
F(p+1)

Ju (z) =

Exemplo 44. A equagao diferencial de Hermite:

dy , dy
2 9.5 (1= Ny =
dx? 2mda: ( )y =0,
para A = 2n + 1, n = 01,2,3,... possui como solugao os polindmios de
Hermite:
d" exp (—z?)
dz™

(féormula de Rodrigues para os polinomio de Hermite).

H, (@) = (~1)" exp (2?)
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A expressao de H, (z) como série hipergeométrica ser4:

nl-n
Ho () = (20" oFy (=5, 25—

Definigdo 3.3. Uma série hipergeométrica bésica (ou g-série hiperge-
ométrica) com r parAmetros no numerador aj, as,...,a, € s pardmetros no
denominador by, bs,...,b, & definida por:

r¢s (al,a2> veey Oy blab2’ reey bs; q, Z) =
1,02, ..+ Qr
= ¢ 14,2
8|: bl,b2,"'7bs 'Y

— = a11q) (a’2’q) ((L,-;Q).n _1\" (g) 2N
- nz—_—: bliQ)n(b% )n"-(bs;(I)n ( 1)"q

onde(g>=ﬂn2—_ll,q;é()er>s+l.

Observe que como

. 1-—-¢°
lim = a,
=1 1—¢q
temos que
(1 9),
lim —=2/n
q];{’l} (1 _ q) (a)n ¥
assim )
*, a,b
hn}2¢l[ c 7Qaz:|_2Fll:c 7:|’
pois

a b b.
. q,q . . : (q q) (q ’q)n n
tlll—rg 2¢1 [ qc 1 s 2] = lim E z

=1~ (§;90), (35 Dn
@0
N ; n!(c),
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Com a defini¢do acima da ¢, temos que 2.56 e 2.58 podem ser escritas
respectivamente como

o ] _ 59,7 _ (059
190 [ - ] ‘g @69, (29 32)

b: . c
0| 0 0s] = Glelsithe  [E2 4]y

A seguir apresentamos alguns resultados que envolvem as g-séries hiper-
geométricas e particoes. Estes resultados foram extrafdos do [5].

Teorema 3.1. Se |b| < 1, g/ < 1, |§| <1, c#q ™, S#qg el #q™,

entao
5 [ a,b ‘ _c_} _ (i;Q)oo (g;q)oo
21 e Tap| T (€ Doo (5:9) 0

(3.4)

Prova: Por 3.3, temos

a,b . (& (b;q)oo (%;Q)oo %a?.cz .
2¢1 l: ¢ 14, El—)] - . A 2¢1 c ’q,b

Teorema 3.2, Se |a| <1, [g] <1, || <1, £ gD, 1 £ (14D ¢
—1 # g™+ entdo

" [ ab q] _ (09 ¢*) oo (4 Do (%;QQ)OO_ 65

-2
L0 b (519) 6 (-%:9)
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Prova:

a,b q b,a q
2¢1[ q ;q,—g] = 2¢’1[ qa ;q,—z}

b
_ (89)e (59 ¢1[9 q“,q’] por 3.3

(b’q) ( b’q)
_ (89 (q,q) i 59)n (890 »

(b’q)oo( b’qoon:O (q’ ”( q’q)n
(@5 oo (~ q,q) (g’} 2)n o
(2;9), (=% 9),, = (6% ),
_ (30 (69 & .2,
R CTNETN | i
~ (259 o0 (=0 @)oo (%‘123;(;2)00 49
(B9 (-%9), (@:0) por=
(92 6%) o (=4 Do (%3 ff)c>c>
(559 (%9

i
Ms

|
Coroldrio 3.1.
- (49)ag 7 q" T
Z E = (0¢;¢") . (-9 oo
—~ (9
Prova: Esta identidade segue de 3.5 ap6s tomarmos b — oo .
|

Finalizamos este trabalho com o seguinte teorema.

Teorema 3.3. Seja Ax (n) o nimero de partigdes de n em partes fm-
pares (repetigOes s@o permitidas) com exatamente k partes diferentes em
cada parti¢do. Seja 3 (n) o mimero de partigoes de n em partes distintas tal
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que exatamente k seqiiéncias de inteiros consecutivos aparecem. Entao para

cada k e n,
A (n) = B (n).

Prova: Note primeiramente que

Z Z Ai (n)aFq" =

k=0 n=0

8

(1+aq2j—-1+aq2(2j—1)aq3(2j-—1)+m)

2j—1
aq

(L+(a—1) g%

<.
&

I
—s

<.
It
-

—;

. n2i—1
o1 (=g¢¥)
Agora como
o0 o0
a-¢m)
(1+4") = -
mI:II ,LI, (l—q )
o0
- Ha

nés temos que:

DD A(n)afq” = (~4:9)s, (1 — ) 4 F), - (3.6)

k=0 n=0

Por outro lado vamos considerar a representacao grafica de uma particao
do tipo enumerado por 3 (n). Por exemplo, 10 +9+5+4+3+1 é uma
particdo do tipo enumerado por 35 (32), e ela possui a seguinte representagao
gréfica:
® & o o o
® o o o
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