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... a graphical description is more easily assimilated and

interpreted than a numerical one and can assist all three junctions

mentioned

e summarizing a large mass of numerical data

« simplifying the aspect of the data by appealing our natural
ability to absorb visual images

« and (hopefully) providing a global view of the information,
thereby stimulating possible explanations

... Tising importance of exploratory data analysis in a world

which grows more complex and varied each day...”

Greenacre (1984)
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RESUMO

Neste trabalho, a técnica de analise multivariada para dados categoricos, Analise de
Correspondéncia (AC) ¢ discutida de forma essencialmente geométrica e descritiva. E feita uma
listagem dos varios tipos de dados que podem ser utilizados como entrada desse algoritmo, sendo
a tabela de contingéncia a forma mais simples. Deste modo, desenvolvemos a Andlise de
Correspondéncia Simples (ACS), que € o estudo da Analise de Correspondéncia para tabelas de
contingéncia simples, com a énfase usual da visdo geométrica.

A Analise de Correspondéncia para tabelas de contingéncia que apresentam uma estrutura
de grupo, que chamamos de Andlise de Correspondéncia em Grupos (ACGr) €, entdo, discutida
como uma extensio da ACS, onde o interesse € o de conhecer as associagdes entre oOs
agrupamentos das categorias nesta estrutura, mas também conhecer as associagdes das categorias
dentro de cada grupo e entre os grupos. Assim, podemos dizer que a ACGr compartilha o
principio da Analise Discriminante Candnica de Fisher: o de maximizar a varnabilidade entre os
grupos, aqui inércia entre grupos. A ACGr pode ser estruturada em trés etapas. A primeira €
definir um representante para cada grupo, aqui definimos o centréide como o representante. A

segunda € maximizar a inércia destes representantes, que € equivalente a desenvolver a ACS para
as tabelas de contingéncias formadas pelos representantes dos grupos. A terceira € colocar todas
“as categorias dos grupos como pontos suplementares na estrutura definida pelos centroides. Para
-validar esta estrutura mostramos as relagdes entre as varias matrizes associadas a uma tabela de
::contingéncia com estrutura de grupo e demonstramos os principais resultados, como enunciados
em Greenacre(1984).

Uma aplicacdo da ACGr ¢ feita trabalhando com dados dos censos de 1970, 1980 e 1991,
onde o interesse € analisar a associagdo entre variaveis descritoras (Instrugdo, Renda e
Localizagdo do Domicilio) e a variavel resposta (Localizagdo Doméstica) controlada pela variavel

Ciclos de Vida.
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1. INTRODUCAO

. 1.1 APRESENTACAO

Muitas vezes torna-se necessario conhecermos mais profundamente alguns fenémenos e,
sem duvida, a estatistica € uma poderosa aliada na busca deste conhecimento; seu potencial em
resumir, simplificar e eventualmente explicar um conjunto de dados ndo pode ser desprezado.
Hoje, tanto na fisica das particulas, quanto na arqueologia, na biologia, na economia, na medicina,

na psicologia, entre outras areas, existe, cada vez mais, a necessidade de se manipular uma imensa

- quantidade de dados, e isso, sem a estatistica € sem os computadores que permitem a realizagao
- rapida de complicados calculos matematicos, seria muito mais dificil.
Utilizando-se tanto das teorias matematicas quanto dos computadores, a estatistica tem
mostrado ser uma ferramenta poderosa para o entendimento dos fendmenos nas diversas areas.
Através da analise multivariada, ela tem apelado aos espagos matematicos, que comportam um
- numero qualquer de dimensdes, para representar, resumir e visualizar o comportamento desses
- fendmenos. Em geral, as técnicas de analise de dados multivariados tém como objetivo fornecer
uma representagdo sucinta de grandes massas de dados, que na maioria das vezes sdo de dificil
interpretagdo.
Existe uma grande variedade de técnicas de analise de dados muitivariados que visam
| reduzir a dimensionalidade dos dados através do calculo dos autovalores e autovetores da matriz

que os representa. Essa redugio € para facilitar a interpretagdo dos dados na sua representagéo
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grafica. Dentre essas técnicas esta a Andlise de Correspondéncia (AC), que ¢é aplicada
principalmente aos dados cujas variaveis sejam categoricas nominais ou ordinais.

O uso desta técnica vem crescendo, com o respaldo da informatica, nas diversas areas da
ciéncia, principalmente nos compliexos problemas das ciéncias sociais. O poder de sintese dos
resultados em termos estatisticos em muito acrescenta ao poder de sintese das areas substantivas
em que se presta como estratégia (Greenacre e Blasius, 1994).

Na manipulacdo de dados categoricos pode-se obter uma tabela de duas entradas que nos
da as frequéncias absolutas dos cruzamentos das categorias de duas variaveis categoricas. Esta
tabela € chamada Tabela de Contingéncia (TC). Quando usamos a TC como ‘entrada’ do

algoritmo da AC, temos a forma mais simples do seu desenvolvimento e ainda obtemos as regras

| basicas para a sua interpretagdo geométrica.

Em algumas tabelas de contingéncia podem existir particdes em suas categorias ou nos
‘individuos que as compdem. Nestes casos as categorias podem ser agrupadas em classes. Para
‘cada parti¢do, estas classes, como as categorias de uma tabela de contingéncia, devem ser
disjuntas, para que nenhuma categoria ou individuo pertenga a mais de uma classe, e exaustivas,
para que todas as categorias ou individuos sejam classificados. Sobre este tipo de tabelas dizemos

que elas possuem uma estrutura de grupo ou tem uma sobre-estruturagdo nas categorias de suas

variaveis. As tabelas com estrutura de grupo podem ter suas categorias agrupadas em classes nas
linhas e/ou colunas, de acordo com os interesses do estudo nas associagdes existentes entre os
agrupamentos dessas categorias. Conforme esses interesses, podemos obter pelo menos trés novas
tabelas a partir de uma tabela com estrutura de grupo. E para dados cujas tabelas de contingéncia
tenham estrutura de grupo que este trabalho se apresenta.

Na proxima se¢do, a se¢do 1.2, damos uma visdo geral do que € a AC, mostrando o quanto
€ ampla a aplicabilidade do seu algoritmo, a nomenclatura que ela recebe quando os varios tipos
de dados sdo tomados como entrada desse algoritmo e um breve historico dessa técnica.

No capitulo 2, mostramos o desenvolvimento do algoritmo da analise de correspondéncia
para tabelas de contingéncia onde nio se considera a estrutura de grupo. Tal desenvolvimento foi
feito como uma generaliza¢do dupla, nas linhas e nas colunas, da técnica Analise de Componentes
Principais. Esse desenvolvimento servira de base tedrica para o estudo das associagdes entre as

categorias que tenham uma estrutura de grupo em suas variaveis.
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No capitulo 3, fazemos este estudo para tabelas com apenas uma partigdo em cada
variavel. Neste caso, ao fazermos o agrupamento das linhas e/ou das colunas, obtemos trés novas
tabelas. Neste estudo, mostramos os resultados que relacionam as analises das quatro diferentes
formas de visualizagdo desta tabela de contingéncia a partir da consideragio da estrutura de grupo.
E ainda mostramos os resultados que relacionam os grupos dentro destas matrizes.

No capitulo 4, apresentamos uma aplica¢ao da analise de correspondéncia para dados que
tenham estrutura de grupo. Tal aplicagdo diz respeito a organizagdo doméstica de pessoas sem
companheiro no estado de S3o Paulo. O conmjunto de dados foi obtido através dos Censos
Demograficos de 1970, 1980 e 1991, e nos traz uma grande quantidade de informagGes que dio
origem a grandes tabelas de contingéncia que podem ser agrupadas em classes. Deste modo, este
| conjunto de dados mostra-se adequado para a aplicagdo do nosso estudo.

i Finalmente, no capitulo 5, fazemos algumas consideragdes sobre a técnica e sobre este
trabalho. Apresentamos ainda algumas sugestdes, para futuros trabalhos, que podem ser
desenvolvidos a partir deste.

A relevancia do presente trabalho esta em colocar ao alcance dos pesquisadores aspectos
mais poderosos da técnica em problemas com sobre-estrutura de linha e/ou coluna. Aos
estatisticos, as derivagdes algébricas permitem o dominio do conteudo da técnica e, aos usuarios
- de outras areas, o exemplo desenvolve-se de forma a ilustrar o valor agregado em sintese nos

problemas deste tipo.
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1.2 ANALISE DE CORRESPONDENCIA

Nesta se¢do, damos uma visdo geral do que é a AC. Falamos sobre a amplitude de
aplicagdo do seu algoritmo em dados categorizados, sobre a nomenclatura que ela recebe quando
os varios tipos de dados s3o tomados como entrada desse algoritmo e um pouco de sua historia. E

com o intuito de introduzir esta técnica que esta se¢do se apresenta.

1.2.1 A TECNICA

A Analise de Correspondéncia (AC) € uma técnica multivariada para analise exploratéria
de dados categorizados. Ela converte uma matriz de dados n3o negativos em um particular tipo de
grafico que exibe as linhas e colunas da matriz como pontos de um espago vetorial de dimensao
menor que a original, de maneira que as relagdes entre as linhas, entre as colunas e entre linhas e
colunas possam ser interpretadas, como colocou Greenacre e Hastie (1987). E exatamente por

| estar interessada em estudar a correspondéncia entre variaveis, que esta técnica recebeu o nome de
|

‘ Analise de Correspondéncia.
; Sua geometria e algebra fazem com que pertenga a uma familia de técnicas de disposigido
grafica que sdo baseadas em aproxima¢do de uma matriz por outra de posto menor, por meio da
- decomposi¢do em valores singulares. Algumas outras técnicas que fazem parte desta familia sdo,
- por exemplo, a Andlise de Componentes Principais, o “Biplot”, a Correlagdo Canonica, entre
outras. E conveniente descrever a AC como uma generalizagio da analise de componentes
~ principais, técnica introduzida por Pearson (1901). Assim podemos dizer que o problema da AC ¢
achar um subespago que “melhor ajuste” a nuvem de pontos no espago euclidiano. Este ajuste €
feito pelo método de quadrado minimo ponderado onde € utilizada a distdncia euclidiana
generalizada (ponderada) em um sistema de massas pontuais.
No contexto deste trabalho, ao discutir a analise de correspondéncia, nos o faremos
tomando por base trés etapas que se originaram das idéias de Pearson acerca da Analise de
Componentes Principais, colocadas por Greenacre e Vrba (1984). Estas etapas sdo: a) defimir duas

nuvens de pontos em correspondéncia num espago multidimencional, b) definir uma estrutura
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métrica em cada nuvem de pontos, ¢) definir o ajuste de cada nuvem de pontos para um subespago
de dimensdo menor que o original, tal que a representagdo dos pontos seja a mais precisa possivel.

A abordagem da AC enfatiza a representagdo geométrica, revelando a estrutura dos dados
de forma otima e sem necessidade de suposi¢do de modelo ou distribui¢do para os dados. Essa
representagdo € de tal maneira que as distancias entre os pontos linha (ou coluna) no espago
euclidiano sdo iguais a distancia qui-quadrado - lembrando que essa representagio geométrica so é
visualizada em espagos vetoriais de dimensGes menores ou iguais a trés.

Podemos entdo dizer que um dos propdsitos da AC € o de reduzir a dimensdo do espaco
vetorial, conservando da melhor forma possivel a configuracgio inicial. Isto significa que podemos
considerar a AC como sendo um algoritmo de redugdo de dados que fornece imagens
simplificadas da realidade multidimensional e busca a melhor representagdo simultdnea dos

- conjuntos de categorias da matriz de dados.

1.2.2 APLICACAO

O algoritmo da AC tem uma aplicagio muito ampla dentre os dados categorizados ja que,
- como podemos observar na defini¢do dada por Greenacre e Hastie (1987) transcrita no primeiro
- paragrafo da se¢do anterior, a Unica restricdo € que os dados sejam n3o negativos. Como exemplo
- de dados onde podemos aplicar esse algoritmo estdo aqueles contidos nas Tabelas de Codigos
Condensados, denominagio encontrada em Prado (1996) referente as tabelas provenientes de
resumos codificados de respostas a uma enquete. Estas tabelas sdo compostas de linhas por
individuos e colunas por caracteristica observada, onde cada linha contém todos os codigos
correspondentes as modalidades atribuidas a um individuo para cada uma das caracteristicas
observadas. Na intersegio da i-ésima linha com a j-ésima coluna aparece o valor k; que
corresponde ao codigo numérico que foi dado a modalidade atribuida ao i-ésimo individuo com
relagdo a j-ésima caracteristica observada. Este tipo de tabela €, também, muito comum em
“estudos de preferéncia , onde também se aplica este algoritmo, como podemos observar em
Moisés Ortega (1997).

| Quando se faz a justaposi¢do de uma tabela de codigos condensados, onde estes codigos

tém uma ordenagdo, com uma outra em cujas caselas correspondentes estdo os codigos numeéricos
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complementares, obtemos a chamada Tabela Dobrada (Doubled Table, Greenacre(1993)) que
também € usada como entrada do algoritmo.

Um outro exemplo € a chamada Tabela Logica ou Tabela Disjuntiva Completa. Ela é
correspondente 3 tabela de codigos condensados onde o valor do codigo numeérico assume apenas
1 (um) ou O (zero) para indicar se o individuo tem ou ndo aquela caracteristica.

O algoritmo € aplicado também as tabelas de duas entradas, as tabelas de mais de duas
entradas e as tabelas de Burt. As tabelas de duas entradas sdo as chamadas Tabelas de
Contingéncia. As tabelas de trés ou mais entradas nos ddo as freqiiéncias absolutas dos
cruzamentos das categorias de trés ou mais variaveis (conjunto de caracteristicas ou de

categorias), da tabela disjuntiva completa. Estas sdo chamadas de Tabelas de Multi-entrada. A

- Tabela de Burt é o cruzamento entre varias variaveis categoricas duas a duas. De outro modo, a

tabela de Burt € constituida de um mosaico de tabelas onde as tabelas sobre a diagonal principal
- s3o matrizes diagonais e as demais sdo tabelas de contingéncia que sdo representadas por matrizes
retangulares. A tabela de Burt € analoga a matriz de variancias e covariancias para o caso
continuo. Esse algoritmo ainda pode ser aplicado as variaveis continuas desde que seja feita a
devida categorizagdo. Mas o que mais nos interessa neste trabalho € que esse algoritmo também

pode ser aplicado a tabelas de contingéncia com estrutura de grupo.

i
i
‘
|
|
‘
{
|
i
|
i
|
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O estudo da AC, ou seja, a aplicagdo desse algoritmo as diferentes tabelas de entrada,
 recebe denominagdes distintas. Por exemplo, o estudo da AC em tabelas de contingéncia simples ¢
denominado Andlise de Correspondéncia Simples (ACS). Olhando ACS como uma técnica que

estuda as TC, podemos dizer que ela trabalha com a diferenga entre as observagoes de uma tabela
de contingéncia e a esperanga sob a hipotese de independéncia entre as variaveis categoricas. Sob
esta Otica, o estudo da AC em tabelas de contingéncia onde se trabalha com a diferenca entre as
observagdes e a esperanga sob algum modelo geral é denominado Andlise de Correspondéncia
Generalizada (ACG). Por outro lado, o estudo da AC em tabelas de contingéncia onde existe uma
estrutura de grupo nas variaveis, é¢ denominado Andlise de Correspondéncia em Grupos (ACGr),
aqui a Otica é a da analise discriminante. Ainda o estudo da AC em tabelas de contingéncia
Justapostas, onde uma das variaveis € igual, ¢ denominado Andlise de Correspondéncia Conjunta
i(ACC). O estudo da AC em tabela de Burt ou em tabelas logicas ¢ denominado Andlise de

Correspondéncia Multipla (ACM). Todas estas analises investigam as associagdes entre as
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variaveis categoricas duas a duas. A investigagdo das associagdes entre trés ou mais variaveis
categoricas € discutida rapidamente por Greenacre (1993) quando se estuda a AC em tabelas de

multi-entrada.

1.2.3 UM BREVE HISTORICO

A AC ¢ conhecida, algebricamente, ha mais de 60 anos; ela teve seus primeiros calculos
matematicos feitos por Hirschfeld em 1935 e Fisher em 1940, como € ressaltado em Hill (1974).
Por algum tempo o mesmo procedimento algébrico foi utilizado em diferentes contextos,
recebendo diferentes denominagdes - Ponderagdo Reciproca, ‘Dual ou Optimal Scaling’,

Correlagdo Canodnica, Regressdo Linear Simultidnea, Analise de Homogeneidade, entre outras -

dependendo da area de onde os dados eram originarios.

| Esta técnica, por muito tempo negligenciada, foi retomada na Franga por um grupo de
peAsquisadores liderado por Jean-Paul Benzécri, em meados da década de 60, como uma técnica
] grafica de analise de dados. Inicialmente teve a denominagido Analise Fatorial de Correspondéncia

le depois simplesmente Analise de Correspondéncia. A partir dai uma extensa quantidade de
literatura sobre o assunto vem sendo gerada.

Hoje a técnica esta difundida pelo mundo todo, sendo a Aftica do Sul, Europa e Japdo seus
‘principais centros de pesquisa. Na Europa, principalmente na Franga, destacam-se varios
_colaboradores do grupo de J-P Benzecri. Na Africa do Sul destaca-se o M. J. Greenacre, que foi

orientado no seu doutorado na Franga por J-P Benzecri. E no Japdo destaca-se S. Nishisato que
vem de uma outra escola. Esta técnica tem hoje aplicagdes em diversas areas de pesquisa tais
‘como: sociologia, ecologia, paleontologia, arqueologia, geologia, educag¢do, medicina, lingiistica,
pesquisa de mercado, ciéncias agrarias, estudos religiosos, arte, musica, epidemiologia e outras,

‘mediante grupos interdisciplinares em universidades e/ou unidades de pesquisa.
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2.1 INTRODUCAO

A Analise de Correspondéncia Simples (ACS) € o nome que se da ao estudo da AC

‘ quando os dados sdo apresentados sob a forma de tabela de contingéncia. Esse estudo nos mostra,
%de forma mais simples, o desenvolvimento do algoritmo da AC e, além disso, sua geometria
i L. . -
‘ fornece as regras basicas para a interpretagdo. Todas as outras formas de analise de
?correspondéncia sdo aplicagdes do mesmo algoritmo em outros tipos de matriz de dados, com
‘uma consequente adaptagdo da interpretagio. A ACS nos fornece a melhor representagdo
'simultanea das duas variaveis categoricas que sdo constituidas pelas linhas e colunas da matriz de
dados, apresentando graficos onde aparecem as nuvens dos pontos linha e dos pontos coluna no
espago projecdo de dimensdao desejavel menor ou igual a trés. Isso é o que apresentamos nesse
capitulo.

Para desenvolvermos a ACS, na se¢do 2.2, mostramos como os dados sdo apresentados e
as matrizes que Os representam.

Na se¢do 2.3, a partir da representa¢do das linhas da matriz de dados, definimos uma
nuvem de pontos no espago vetorial, a massa de cada ponto dessa nuvem e o centro de gravidade
da nuvem com sua respectiva massa. Definimos a métrica qui-quadrado como a adequada para a
AC A partir dai, definimos a inércia dos pontos e a transformagdo desses pontos para melhor
compreensdo do grafico. Definimos ainda o ajuste da nuvem a um subespago 6timo, dando as

coordenadas dos pontos nesse espago.
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Na secdo 2.4 mostramos as relagdes entre os pontos, vindas da representa¢do das colunas
da matriz de dados, através de um estudo analogo ao da se¢do anterior, passando pelas mesmas
etapas mas, agora, apresentando apenas os resultados.

Apos termos mostrado as relagdes entre os pontos linha (secido 2.3) e as relagdes entre os
pontos coluna (se¢do 2.4), mostramos na se¢do 2.5, as relagdes entre os pontos linha e os pontos
coluna, bem como a correspondéncia entre as duas nuvens de pontos. Ao representarmos as duas
nuvens num mesmo sistema de eixos, observamos as associagdes entre as linhas e as colunas da
matriz de dados, através das formulas de transi¢ao.

Alguns autores -ver Villalobos Aguaio (1993)- consideram, arte, uma parte da
interpretacdo da Analise de Correspondéncia. Neste trabalho, procuramos facilitar o caminho aos
necessarios “insights”, com o intuito de socializar o uso da técnica. Para tanto, recuperamos e
aprimoramos um roteiro que podera ser utilizado na grande maioria dos casos de aplicagdo da AC.
Assim, na se¢do 2.6, que finaliza este capitulo, apresentamos algumas consideragdes para
interpretar os graficos cujos pontos sdo as projegdes dos perfis sobre o subespago 6timo. Também
nesta se¢do apresentamos os pontos suplementares e sua caracterizagdo. Estes pontos tém um

papel muito importante na analise dos dados com estrutura de grupo.
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2.2 OS DADOS

Uma etapa indispensavel do tratamento de um conjunto de dados de um problema € a sua
transcricdo numeérica, e ai temos varias possibilidades de codificagdo a partir dos quais podemos
construir diferentes tipos de tabelas. Uma delas é a tabela de fregiiéncias absolutas chamada
Tabela de Contingéncia. Os dados onde se aplicam a ACS sdo apresentados em uma tabela de
contingéncia onde, nas linhas, figuram / categorias de uma variavel categorica A e, nas colunas, J
categorias de uma outra variavel categorica B. Na interse¢do das linhas e colunas, o nimero #,,
i=1,..,lej=1,.,J,éonumero de casos observados da i-ésima categoria da primeira variavel A
e da j-ésima categoria da segunda variavel B.

A cada tabela associamos uma matriz, através da qual representamos os dados e aplicamos
- as teorias matematicas. Assim, no caso de uma tabela de contingéncia (Tabela 1), associamos a
- matriz Ny, dada em (2.2.1), denominada Matriz de Dados. Assumindo-as como sinnimas,

quando nos referirmos a matriz N estaremos falando da tabela 1 e vise versa.

TABELA 1: Modelo de Tabela de Contingéncia Simples.

Variavel Categorica B
Categoria 1 Categoria J Total
Variavel Categoria 1 n,, n,, n,
Categorica

A Categoria / ny, - ny, n,

Total n,, e n,, n,,
n, - om,

N=|: 2 = [nyl, 1y 20. (2.2.1)

n, n,

| Denotaremos as marginais das linhas e das colunas de N, respectivamente, por

J
me=3n,>0,i=1,.1I (2.2.2)
J=1
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ny=n,>0,j=1,.,J (2.2.3)

i=1

] 2. ANALISE DE CORRESPONDENCIA SIMPLES 2.2 0S5 DADOS
4

i

; e o total geral por
‘ I J

M= 221, =1
‘1 i=1j=1

ﬁ Obs.1: Nos casos em que #;, ou n,, forem nulos, as categorias correspondentes devem ser retiradas
1‘ da analise.

1‘ A partir da Matriz de Dados, matriz de frequiéncias absolutas, podemos construir uma
% outra matriz, uma matriz de frequéncias relativas. O uso desta matriz no desenvolvimento da AC
tem como objetivo simplificar a notagdo nas expressdes matematicas que nos ddo a
correspondéncia entre linhas e colunas da matriz de dados. Transformemos a matriz N, mantendo
as relagdes proporcionais entre as linhas e as colunas, dividindo cada elemento »; pelo total geral »

‘; Hyj . .
- e denotando seus elementos por p, = —, . Assim temos a matriz
| n

1
= ; N= [p,'j]]g_] , OSp,j <1 (224)

| denominada Matriz de Correspondéncia. As marginais das linhas e colunas da matriz P sdo
{

' denotadas, respectivamente, por

1
¢ = Z‘;py J=1,... .

Note que as marginais das linhas e das colunas da matriz P sdo iguais as respectivas marginais das

linhas e das colunas de N divididas pelo total geral, isto €,

¢ o total geral de P é 1. Assim os vetores marginais de P nos ddo as frequéncias relativas das
jlinhas e das colunas. E os vetores marginais sdo dados, respectivamente, por:
r= (1‘1, ey r,)’,

c=(cy, ..., ci).

11
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2.2 08 DADOS
Matricialmente esses vetores sdo expressos por
r="P1,, (2.2.5)
c=P1, (2.2.6)

onde 1, e 1, s3o vetores com j € / componentes todos iguais a um (1).

Feita a apresentagdo dos dados, passemos a estudar as associagdes entre as categorias das

variaveis em questao.
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2.3 RELACOES ENTRE AS LINHAS

Nesta secdo mostramos como as linhas da matriz N se relacionam. Para isso, estas linhas
foram representadas como pontos, num espago vetorial, por seus perfis ao longo das colunas. Isto
foi feito segundo as idéias de Pearson, isto €, definimos uma nuvem de pontos, a métrica para esta
nuvem e o ajuste do subespaco 6timo. Isto € analogo a aplicar a técnica Analise de Componentes
Principais a um conjunto de / observagdes e .J variaveis, com uma generalizagdo simples no uso de

uma meétrica generalizada e na ponderagdo das observagdes.

' 2.3.1 A NUVEM DE PONTOS NO ESPACO VETORIAL R’

Ao se analisar um conjunto de dados e utilizar a Analise de Correspondéncia como
| instrumento, faz-se uso de graficos para visualizar as relagdes entre as variaveis que se deseja
analisar. Ao fazé-lo, parte-se da representa¢do multidimensional, onde se encontra uma nuvem de
pontos. Essa nuvem de / pontos ¢é definida no espago J-dimensional, R’, proveniente das / linhas
da matriz de dados N. Ao representa-la ndo nos interessa ver as frequiéncias absolutas de cada
~ linha, mas sim o perfil de uma linha ao longo das categorias das colunas. Assim representamos a i-
- éstma linha de N no espago R’ por seu perfil ao longo das colunas, que é o ponto do espago R’
dado por

n; ny

Ri=(—— e —)’, Izl,,l (231)

", M
. denominado o i-ésimo perfil linha de N, onde n,. # 0 conforme restri¢do de (2.2.2) e Obs. 1.

Mas ao introduzir os perfis, padronizamos os pontos, perdendo assim a informag¢do da
propor¢do de individuos em cada linha. Dai a necessidade de atribuir uma massa a cada ponto.
Essa massa ¢ a frequéncia relativa de cada linha da matriz N. Portanto, a massa do i-ésimo perfil
linha é dada por

n

i®

n

i=1,...,7. (2.3.2)

r’. =

Essas massas estdo intimamente ligadas aos perfis, ndo podendo analisar os perfis sem deixar de

considera-las. E comum encontrar estudos, principalmente em tabelas pequenas, em que o
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pesquisador transforma os dados em perfis (percentis com relagdo as marginais) e as vezes tira
conclusdes erroneas, dando-as como corretas. Isto acontece quando as proporgdes de individuos
nas linhas ou colunas sio diferentes.

Na figura | abaixo, mostramos a representagdo da i-ésima linha de N e de seu perfil no

espago R’

Figura 1: Representacdo do Perfil Linha R, no e Espago R’

O fato de existir uma dependéncia linear entre as coordenadas dos perfis -isto €, de a soma
das coordenadas ser igual a 1- significa geometricamente que esses pontos estdo contidos numa
regido do espago R delimitada pelos segmentos de retas que ligam os pontos unitarios de cada
um dos eixos coordenados. Esta regido ¢ denominada “simplex” regular ou espaco dos perfis
linha. Como se pode observar na figura 1 acima, para J=3, o “simplex” ¢ um tridngulo fechado
pelos segmentos de retas que unem os trés vértices unitarios sobre os eixos perpendiculares.

Voltando ao caso do R’, percebemos que cada linha da matriz N pode ser representada por
um ponto do “simplex”. Assim, ao representar todas estas linhas, ¢ formada uma nuvem de /

pontos no “simplex”. Essa nuvem de pontos sera, entdo, expressa por uma matriz /x.J dada por

n, n,
R= =[R{]...[R’T=D'P (2.3.3)

| n,, n

Ie |
denominada matriz dos perfis linha. Como cada ponto tem associada uma massa, a nuvem de
pontos, representada pela matriz R, tera associado um vetor de massas, que nos da as freqii€ncias

relativas das linhas de N. Ele € dado por
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= (”l' ”"j’ (2.3.4)

H H

e € denominado vetor de massas dos perfis linha. Assim, o vetor marginal r definido em (2.2.5) é
0 vetor cujas coordenadas sdo as massas dos pontos da nuvem R.
Um aspecto importante, no estudo das associagdes entre as categorias da variavel (A) das

linhas, € a dispersdao dos pontos da nuvem R. Essa dispersdo é medida em rela¢gdo a um ponto

| central da nuvem. Esse ponto ¢ denominado centréide dos perfis linha ou centro de gravidade da

nuvem dos perfis linha. Ele nos mostra o perfil da nuvem em relagdo as colunas, isto ¢, ele € o

perfil da linha formado pela soma de todas as linhas de N. Denotado por R, ele € dado por

ﬁz(”-l ”_J) (2.3.5)

n I

e sua massa € igual a soma das massas de todos os pontos da nuvem, que sera denotada por 7, e

- dada por

F=}ir,. (2.3.6)

O centrdide € um ponto que pode ndo ser um componente da nuvem dos perfis linha, mas

com certeza € o candidato natural a representante desta nuvem; a qualidade desta representagio
dependera obviamente da homogeneidade dos perfis linha. O centroide € o perfil médio da nuvem,

mas uma média em que cada ponto R, é ponderado por sua massa r;. Isso € uma generalizagio da

-bem conhecida- nogdo de média, isto €,

_— !
Rzlj >rR,=R’r. (2.3.7)
7

Para tabelas de contingéncia simples (como a tabela 1) temos que 7 =1, assim o centroide € igual a

soma dos pontos R;, i=1,..../, ponderada pelas suas respectivas massas 7.
Desta forma, definimos uma das nuvem de pontos com as suas respectivas massas; na

proxima subsec¢do vamos definir a métrica para essa nuvem de pontos.
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2.3.2 A METRICA DA NUVEM NO ESPACO R’

O formato da nuvem ou o aparecimento de pontos isolados pode indicar a existéncia ou
ndo de associagdo entre os pontos. Essas associagdes sdo medidas atraves das distancias entre os
pontos. Dai a necessidade de se definir uma estrutura métrica para medir essas distancias.
Estruturaremos, entdo, o espaco R’, isto é, a nuvem dos perfis linha, de forma a podermos calcular
distancias entre os pontos dessa nuvem e também medir a dispersdo da nuvem. Em Analise de
Correspondéncia o estudo das nuvens é feito tomando como base o seu centroide ou o seu
representante, dai a introdug¢do de uma distincia peculiar a esta técnica. Ela é uma distancia

euclidiana ponderada, onde a matriz que define a pondera¢io, D', é uma matriz diagonal em que,

na diagonal, aparece o inverso dos elementos (coordenadas) do centréide. Esta distancia €

expressa por:

n,,

dz(Ri s ﬁ) = Xi;(;i - " j L =(R;- E)’ D?il (R;- ﬁ) (2.3.8)

i® n..,

' e ¢ chamada de Distdncia Qui-quadrado (x*). Assim nuvens que tém o mesmo centroide tém
| definida a mesma distancia. Esta métrica procura dar uma estabilidade aos pontos, ja que cada

- termo do somatorio que estd ao quadrado em (2.3.8) € a contribui¢do da coluna j ao valor da

Al = . n . i -
. distancia entre os pontos R, ¢ R, e¢ o termo de ponderagdo — ¢ introduzido para eliminar a

A,

.7
influéncia das colunas que possuem marginais com valores absolutos muito altos com relagao as
outras.
Essa distincia recebe este nome por ser proporcional a estatistica qui-quadrado que testa a
hipotese de independéncia entre linhas e colunas de uma tabela de contingéncia. Isso pode ser

observado ao escrevermos a expressao da estatistica 2, dada por

2
. n.n,,
1 J i n

i= 239
X =22 (239

i e

h

e ao multiplicar e dividir dentro do somatdrio por 7. e realizar operag¢des adequadas, obtemos
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I p J(n n Y
=n 3l Z(i - _,J o (2.3.10)
i=1 B j=1\H,, n R

.7

Uma outra justificativa para se usar a distancia qui-quadrado € que ela satisfaz a uma
propriedade que € chamada de Principio da Equivaléncia Distribucional. Este principio
estabelece que se dois perfis linha sdo idénticos (ou equivalentes distributivamente), entdo essas
duas linhas da tabela de contingéncia podem ser somadas para gerar uma unica linha. Esta nova
linha terd o mesmo perfil e a massa igual a soma das massas das linhas somadas, sem que isso
altere a distdncia entre os perfis coluna. Geometricamente, isso significa que se podem unir dois
pontos de uma nuvem, que ocupam a mesma posi¢do no “simplex”, sem afetar a geometria da
outra nuvem. Esse resultado € particular a geometria da analise de correspondéncia. Lembrando
que, quando unimos dois pontos de uma nuvem que ocupam posi¢des distintas no “simplex”, as
distdncias dos pontos da outra nuvem séo alteradas. Esta propriedade € a que nos permite agrupar
as linhas ou colunas de N que sdo linearmente dependentes.

Assim, definimos a distancia para a nuvem dos perfis linha e -antes de definir o ajuste do
subespago- definiremos o quantificador que nos da o quao a nuvem de pontos esta dispersa no
espago R’ e a transformacio dos pontos para facilitar a compreensdo da representagio geométrica

- da nuvem de pontos.

2.3.2.1 A INERCIA

De acordo com a natureza dos dados a analisar, a nuvem tera maior ou menor dispersdo
em relagdo ao centroide. A dispersdo podera ser calculada como a média dos desvios dos varios
pontos ao centroide. E natural medir o desvio entre dois pontos como a distancia entre eles. Um

“quantificador da dispersdo dos pontos dessa nuvem no espago R’ ¢ chamado de inércia total dos
perfis linha. Porém, antes de tratarmos disto, fagamos um paralelo com os conceitos da fisica.

A nogdo de inércia, na mecanica, desempenha para os movimentos circulares 0 mesmo

‘ papel que a massa para os movimentos retilineos. Um corpo apresenta tanta inércia em torno de

um eixo quanta energia for necessaria para coloca-lo em rotagdo em torno deste eixo. De maneira
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‘ mais precisa, a inércia elementar de um ponto que tem associada uma massa, em relagdo a um
ponto qualquer, € o produto dessa massa pelo quadrado da distancia entre os pontos.

Agora considerando a nuvem dos perfis linha como um sistema de massas pontuais,
podemos calcular a inércia elementar de cada um dos perfis linha, em relagdo ao centroide. Assim,

definimos a inércia do i-ésimo perfil linha com relacdo ao centrdide de R, como o produto da

massa r; pelo quadrado da distancia entre R, e R, dado por

mr(R)=r,dR,, R) (2.3.11)

 Caracterizamos, entdo, a dispersio da nuvem R, em relagdo ao centroide, como a soma das

inércias de cada ponto em relagdo ao centroide, dada por
i
Ink (R) =X Ing(R,) (2.3.12)
i=t

. e denominada inércia total dos perfis linha em relagdo ao centroide de R.

A dispersdo de uma nuvem de pontos pode ser caracterizada ndo s6 em rela¢do ao desvio
do centroide, mas em relagdo a um ponto qualquer do mesmo espago da nuvem. Assim podemos
definir a inércia do i-ésimo perfil linha em relagido a um ponto qualquer yeR’, como o produto
da massa r; pelo quadrado da distancia entre R; ¢ y, dado por
| In(R) = r,d’(R; y). (2.3.13)

‘Portanto, a dispersdo da nuvem R em rela¢do a y € dada por

In(R) = é In,(R;) (2.3.14)
i=1

e denominada inércia total dos perfis linha em relacdo a um ponto qualquer yeR’.

A inércia total da nuvem R em relagdo a R e a inércia em relagdo a um ponto qualquer

yeR’ estio relacionadas pelo seguinte resultado que diz: a inércia total da nuvem R em relagéo a
um ponto qualquer yeR’ é igual a inércia total de R em relagdo ao centroide, R, mais a inércia do

ponto R em relagdo ao ponto y, dado por

In(R) = Ing (R) + Iny(R). (2.3.15)
Esse resultado €, as vezes, denominado Teorema de Huyghens, sua demonstra¢do € simples € a
faremos agora. Usando a definicio de inércia dada em (2.3.11) e (2.3.12) e a definicdo de
distancia, em termos dos elementos de N, dada em (2.3.8) temos que a inércia total da nuvem R,

em relagdo ao centroide, pode ser expressa por
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d (:J Hy n, o
e @= o s [0 T

i=1 ]=1 ’lf. n

Para simplificar a notag¢do, vamos reescrever a expressio acima, em termos dos elementos da
matriz R e do vetor ¢, onde representamos os elementos de R por R, . Desta forma a expressdo
acima € dada por
I J 2 ]
ng(R)= Z'{ZI(RU - ¢ ) —}
p=

= ¢

. Com esta notagdo, vamos demonstrar a expressio (2.3.15) de forma direta.

7 J 2 ]
Iny(R) = Zr,L 1(le el ) c_}

i=1 i

= Z/:L irz(RU -, )ZJ

il i=1 i=1
I I J
"B o) gzl o) g
I J
= Izirijé(Ry - 01)2617+7 /Z::l(cj - yl)zj—]

= Ing (R) + Iny(R).
A inércia total dos perfis linha em relagdo ao centroide € definida, por alguns autores,
como a soma do quadrado das distdncias dos perfis linha ao centroide, ponderada pelas

respectivas massas. Ela € obtida substituindo (2.3.11) em (2.3.12), dada por
Lo,
Ing(R)=2rd*(R,.R). (2.3.16)
i=1

Substituindo a expressio da distancia (2.3.8) e a das massas (2.3.2), dadas em termos dos

'elementos de N, obtemos uma nova expressio da inércia total de R. Comparando-a com a
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expressdo da estatistica Qui-quadrado, dada em (2.3.10), obtemos a relagdo entre esses dois

conceitos, relagdo esta dada por

2
Ing(R) = X’—I 23.17)
Podemos obter, ainda, uma nova expressdo para a inércia total de R, substituindo a
distancia dada em (2.3.8) em termos vetoriais, na expressio da inércia total de R dada em
(2.3.16), que pode ser expressa em termos matriciais por
Ing(R)=tr[D; (R- ,R)DR '(R- 1,R")’] (2.3.18)
onde D, € a matriz diagonal cuja diagonal é o vetor das massas.
| A inércia total dada em (2.3.18) € o paralelo & varidncia total no caso continuo e
S=D,(R-1L,R)Drx (R-LLR’Y (2.3.19)
'€ a matriz que tem como paralelo a matriz de varidncias e covaridncias. A matriz S também pode
1ser vista como o produto interno ponderado dos vetores da matriz dos residuos que € dada por
| R-IR’ (2.3.20)
ie o produto interno € o definido pela métrica qui-quadrado.
| Faremos, a seguir, um paralelo entre a Analise de Correspondéncia (AC) e a Analise de
i;Componen’[es Principais (ACP). Observamos que enquanto nesta ultima temos P variaveis nas
colunas, na primeira temos, nas colunas, J categorias de uma variavel. Observamos também que,
na ACP, temos a matriz dos produtos internos entre as variaveis - a chamada Matriz de Variancias
e Covarancias- que apresenta, na diagonal principal, as variancias entre as P variaveis. Por sua
vez, na AC, quando trabalhando com os perfis linha, temos a matriz S que nos da os produtos
internos entre as ./ categorias. Esta matriz, expressa em (2.3.19), apresenta na diagonal principal as
inércias destas ./ categorias. Como aqui ndo faz sentido falar em co-inércias, a matriz S sera

chamada apenas de Matriz de Inércias.

2.3.2.2 0 ESPACO TRANSFORMADO

Como a pondera¢do da distancia fica camuflada na representacdo geométrica, vamos,

|
entdo, transformar os perfis mudando a distincia euclidiana ponderada para distancia euclidiana

ordinaria, tal que
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&(R.R)=(R,-R)D7 (R, -R)
=(R,-R)Dr "’ Dr "*(R,-R)
:( DE -1:‘2Rl _ DE -1 ZR/)’ (DE —L2R’ _ Dﬁ-lﬂRl)

Assim cada eixo coordenado fica estendido na propor¢do de 1/c; e tendo, portanto, uma escala

diferente, como podemos observar, na figura 2 abaixo, a representa¢do do i-ésimo perfil linha € o

| seu correspondente perfil transformado, no espago R’.
? R
1/6'3

1} JDRR,

1/ Cy
Figura 2: Representagio do Perfil Linha transformado no Espago R’

Devido a essa transformagdo a matriz S pode ser expressa por

S=X’X (2.3.21)

% onde
X=D,"*R-1,R’) Dz ™"? (2.3.22)

¢ a matriz dos residuos -ponderados- dos perfis linha com relagdo ao centréide no espago
transformado, pois de (2.3.19) temos
S=(R-LR’YD,(R-1,R)Dg""
=R-1L,R’yYD/D,/*R- LR")Dz "* D "?
=Dr "R - L,R’yYD,’D,"(R - 1,R*)D7 7]
=[D"%R - ,R)Dr "*J'[D/*R - 1,R*)Dr "7
=[D,"(R - 1,R")Dz "*'[D,/*R - ,R)D7 "7].
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| 2.3.3 O AJUSTE DO SUBESPACO

Ate o0 momento definimos uma nuvem de pontos e suas massas, em um espa¢o estruturado

por uma meétrica euclidiana generalizada. Mas lembremos que a Analise de Correspondéncia
Simples tem como objetivo mostrar as possiveis associagdes, heterogeneidade ou dependéncia

entre as linhas e colunas da tabela de contingéncia, em um espago vetorial de dimensdo menor que

1 a original. Assim, ajustar um subespago de menor dimensdo a uma nuvem de pontos significa

 rotacionar os eixos de modo que seja possivel ver a nuvem de um dngulo diferente, que nos
mostre as projecdes dos pontos com a maior dispersio. Os novos eixos que definem esse
1 subespaco indicam as dire¢des de maior inércia dos dados, e sdo perpendiculares entre si.

| Para a nuvem dos perfis linha, buscaremos inicialmente o subespaco que denominamos de
Subespaco Ajustado e cuja dimensdo ¢ K = min{/,/}-1. Este subespago nos da o ajuste perfeito
dos / pontos de R, no sentido de que a soma -ponderada pela massa- do quadrado das distancias
édos pontos ao subespago ajustado seja minima. Em seguida, para fazer a andlise, buscaremos o
ésubespaqzo vetorial de dimensdo K* < 3 onde sdo considerados apenas os primeiros eixos. Este
1subespaco ¢ denominado Subespaco Otimo e nos permite visualizar a representagio dos pontos
%de R. Quando afirmamos, acima, que o espago ajustado tem dimensdo K, estamos considerando
‘que N ndo tem nenhuma das linhas ou colunas linearmente dependente de outra. Caso isso ocorra,
‘a dimensdo do espago ajustado sera menor do que K.

Para obter estes subespagos, comegaremos por buscar um subespago unidimensional, ou
seja, buscaremos uma linha que melhor se ajuste a nuvem de pontos por quadrados minimos
ponderados, usando as massas das linhas r, como pesos dos pontos. O problema do ajuste por
‘quadrados minimos pode ser delineado de duas maneiras: encontrar um minimo para o quadrado
das distancias dos pontos a reta ou determinar a distdncia maxima entre as projegoes dos pontos
sobre a reta e a origem. Depois, buscaremos um segundo subespago unidimensional, que seja
ortogonal ao primeiro, mas que tenha as mesmas caracteristicas que o anterior e assim por diante.
O problema ¢ analogo ao de achar as componentes principais de um conjunto de / observagdes e .J
variaveis, com uma generalizagdo simples no uso de uma métrica generalizada e na ponderagao

i ~
das observagoes.
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Para resolver este problema, vamos comegar por relembrar o que foi feito até agora.
Primeiramente, definimos a matriz R, em (2.3.3), que nos da as coordenadas dos / pontos no
espaco R’ estruturados pela métrica qui-quadrado. Depois a matriz R-1 ,-E’, em (2.3.20), nos da as
coordenadas centralizadas desses pontos, no mesmo espago. Ao fazer a transformagdo dos pontos,
a matriz (R - l,ﬁ’) Dr™"? = D/ X, onde X ¢é dado em (2.3.22), nos da as coordenadas
centralizadas dos pontos, no espago R’-transformado, isto é, a métrica foi a euclidiana simples,
mas cada ponto tem uma massa a considerar. E nesse espago transformado que vamos, a partir de
agora, encontrar os vetores direcionais dos eixos principais.

Seja v € R’ 0 vetor que queremos encontrar, unitario e cuja dire¢do nos mostre a maior
“vanabilidade” dos pontos da nuvem, ou seja, queremos encontrar um vetor direcional v , tal que
as “projegdes” dos pontos sobre esse vetor tenha distincia maxima a origem. Como cada ponto
tem uma massa, quando falamos em “variabilidade” e “projecdo”, devemos considera-la. Assim,
queremos encontrar uma dire¢do em que os pontos projetados tenham as maiores inércias.

Cada linha de D> X é um ponto do espago R’-transformado e o produto

D, "? Xv (2.3.23)
€ um ponto com / componentes onde as componentes sdo os produtos escalares das linhas de
; D, "X por v, que sdo as coordenadas das projegdes dos / pontos da nuvem sobre o eixo v.
Assim a inércia das projegdes dos pontos da nuvem sobre v € dada por
(D72 Xv) D(D, ™ Xv) = vX’Xv = v’Sy (2.3.24)
que € a expressdo a ser maximizada em v, com a restri¢do de que v seja unitario.
Vamos, entdo, encontrar vetores vy, v, . . . , v, tal que
v1’S v, seja maxima e v;’v; = 1

»’S vy sejamaximae v, v, =1, vy, =0

v/Sy;sejamaximae v, v, =1, v v2=0, .., v v=0
Isso € equivalente a encontrar uma base ortonormal do espago R’, com a restrigio de que as
projegdes dos perfis, em cada eixo, tenham inércia maxima.
Esse problema esta resolvido, de forma mais geral e detalhada, em varios textos, por
exemplo, Lebart, Morineau e Warwick (1984). Aqui utilizamos as ferramentas matematicas

necessarias, no contexto do espago vetorial dos perfis linha.
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Como esse problema é de maximizag¢do sujeita a uma restri¢do, utilizemos o método de
multiplicadores de Lagrange. A equagdo de Lagrange para esse problema ¢
L(x,A) =x"Sx - Li(x’x - 1),
onde A, € o multiplicador de Lagrange. Como x’Sx e x’x sido formas quadraticas, temos que

V[ x’Sx]= 2 Sx

Vix’x]=2 x.

Portanto, o gradiente da equagdo de Lagrange € dado por
VILx,A1)]=2Sx-2M x
assim, obtemos o ponto critico quando igualamos as derivadas a zero, isto €,
| V[LOA)]=2S v -2X; v = 0.
' Dai obtemos
Svi=i v (2.3.25)

| Portanto temos que vy, o vetor que faz com que v,’S v, tenha o valor maximo, € o autovetor da
matriz S associado ao autovalor A;. Quando pré-multiplicamos a equa¢do (2.3.25) por v’ e
‘ levando em consideragio que v, 'v; = 1, temos que

| S v = A (2.3.26)

portanto A; sera o maior autovalor de S.

Procuremos, entdo, o vetor v; que maximize a forma quadratica v,’Sv, tal que seja
ortogonal a v, (v,’v; = 0) e unitario (v,’v, = 1). Analogamente, aplicando o método de Lagrange,
obtemos a seguinte equagao

L(x, A2, ) =x’Sx - A(x’x - 1) - n(x’w)
onde A, e n sdo os multiplicadores de Lagrange. A solugdo otima ¢ encontrada quando igualamos
as derivadas da equagdo a zero,
VIL(v2,A2, )] =2S v, -2, v, - 21w, = 0.
Se pré-multiplicarmos a equagdo acima por v;’, levando em consideragdo v,’vy = 0 e v,’v; =1,
obteremos
'S v, =4, (2.3.27)
‘Se pos-multiplicarmos a mesma equagao por v,’, vemos que 1 = 0 e se escrevermos

vl’S V) = )\,2V1’V2 =0
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teremos

S v, =2, (2.3.28)
e portanto v, sera autovetor de S e estara associado ao seu segundo maior autovalor. Esta prova €
extensivel ao caso do k-ésimo vetor v; (k=1,.....J), que maximize a forma quadratica v,’S v; com
vive=1levi vy, =0,v.'v,=0, ..., v'v, =0. Entdo obteremos

V'S v = A (2.3.29)

S Vi = kkvk . (2330)
Assim, vemos que a solugdo do problema esta nos autovalores e autovetores de S e, portanto,
podemos dizer que S é a matriz que define o ajuste do subespago procurado.

Escrevendo este resultado em forma de matrizes temos

SV =VD; tal que V'V =1 (2.3.31)
Ay 0
onde V=[ v{ | ... | v, ] e Dy =
0 Ay
- 0 que implica
S=VD,V comV'V =1 (2.3.32)

que € a chamada Decomposicdo Espectral de S. Assim os vetores direcionais procurados sdo
~ exatamente 0s autovetores da matriz S e cada um destes vetores (eixos) tem associado uma inércia
dada pelo autovalor A, que indica o quanto a nuvem estd dispersa nessa dire¢do. Desta forma,
podemos dizer que S é a matriz que define o ajuste do subespaco.
As coordenadas das projegdes dos pontos da nuvem dos perfis linha nos eixos
considerados sdo dadas como expresso em (2.3.23) pela matriz
F =D/ ’XV (2.3.33)
que é chamada Matriz das Coordenadas Principais dos perfis linha, onde V € a matriz dos
autovetores de S.
Havera situagdes em que a interpretagdo sera facilitada se cada eixo tiver inércia igual a 1
/(um). Isso ¢ feito dividindo as componentes da inércia dos pontos em cada eixo por sua inércia
| principal. As coordenadas nestes eixos sdo denominadas de coordenadas padronizadas e sdo dadas

pela seguinte matriz
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|
| &=FD,"” (2.3.34)
que € chamada matriz das coordenadas padronizadas dos perfis linha. Na se¢do 2.6.1, ao
definirmos a contribui¢io absoluta, justificamos esta definigio.

| Veremos, na proxima se¢do, algumas relagdes que nos permitem simplificar a expressdo

' das coordenadas principais e padronizadas.

| 2.3.3.1 ESPACO VETORIAL NAO CENTRALIZADO

O ajuste do subespago otimo foi feito em um espago vetorial onde a origem do sistema era
o centroide da nuvem, isto €, em um espago centralizado. Assim, a matriz a ser diagonalizada € a
matriz S = X’X onde X ¢ a matriz dos perfis centralizados, ponderados e transformados, dada em
(2.3.22). Com o intuito de simplificar a expressdo das coordenadas principais vamos mostrar
algumas relagdes entre o espago vetorial centralizado e o ndo centralizado. Para isso definiremos a
-matriz dos perfis ponderados, transformados porém nio centralizados, dada por
‘ X*=D," RDyg . (2.3.35)
Assim, a matriz a ser diagonalizada é entdo dada por
S* = X*’X* (2.3.36)

A seguir, veremos duas relagdes entre estes dois espagos.

’
ey L —12q 4 .
1) O vetor v, = p cee p = Dg “1 é autovetor de S associado ao autovalor

0 e é autovetor de S* associado ao autovalor 1, pois

i) X v,= [D/AR - 1R)Dg "] v,
— [Drl/Z(R _ IE,)DE -1/2] Di 1/21
_ [Drl/z(R _ lﬁ’)Dﬁ -172 DR 1/21]
= [D."A(R - 1R")1]
= [D."%R1 - 1R"1)]
= [D.*(1-1)]
=0.
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| Portanto v, S v, =v,’X’ X v, =(X v,) (X v,) = 0’0 = 0, implicando
Sv.=0v, (2.3.37)
| i) X* v, = [D;*R Dz v,
=D,?RDy "Dy "l
=D/”R 1
| =D/ 1
| Logo, va” S* v, = v,’X*” X* v, = (X* v,)(X* v,) = v’ v, = | concluindo-se que
S*vy,=1v, (2.3.38)
E 6bvio, portanto, que os autovalores zero ou um dados em (2.3.37) e (2.3.38), conforme

. os dados tenham sido ou ndo centralizados, s3o triviais pois associam-se a um autovetor que é a

diagonal do espago ou transformagio linear dele. A projecdo sobre esta direcdo € nula, no caso

centralizado, e um, no caso ndo centralizado.

2) Todos os autovetores de S distintos de v, sdo também autovetores de S* associados aos

mesmos autovalores.

Pois, usando o fato de que v, € ortogonal a todos os autovetores de S, isto €, v,’v, = 0,
v v =0, ..., v, v =0 temos, que
X v =[D/*R - 1R)D7 "] »
= [DMR-1R”)Dr ™ w]
= [D/*R Dz " - IR’Dx * w)]
=D, (RDr"* v - (DR *1) w)]
= [D/*R D7 "% v - 1(ra)'wo)]
=D/?RD7z "y,
=X* v
e portanto v;” S v, = v’ X'X v, = v X* X*v, = v,” §* v, = S v = S* v, = A, v de forma matricial
SV=8*Ve
XV =X*V, (2.3.39)
| Vemos entdo que a decomposi¢do da matriz S*, contém a decomposi¢do da matriz S, isto €,

S*V=VD, talque V'V =1
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0 0
0 A 0
“onde V=[ v, | (| .| v:1 ] e D; = b

0 0 A

SV=VD, talque V'’V =1

Ay 0 0
§0nde V=[ 1 41 | vee | Vi I vﬂ] € D}* - }\'J—l 0
0 U

Vemos, portanto, que podemos trabalhar tanto no espago centralizado como no espago
nao centralizado, desde que consideremos apenas os autovetores ndo triviais, ou seja, no espago
centralizado desprezamos o autovetor associado ao autovalor zero (0) e no espago ndo
centralizado desprezamos o autovetor associado ao autovalor 1 (um).

A partir da relacdo (2.3.39) podemos reescrever as coordenadas principais em temos dos
%perﬁs. Ao substitui-la em F dado em (2.3.33), obtemos

F =D/ ?X*V. (2.3.40)
Substituindo, na igualdade acima, o X* dado em (2.3.35), temos uma outra expressio das
coordenadas principais em temos dos perfis dada por

F=RDz V. (2.3.41)
Assim o subespago K-dimensional, que melhor se ajusta aos dados em termos dos quadrados
minimos ponderados, esta definido pelos K autovetores v, 4=1,...K, correspondentes aos K
maiores autovalores A;, &=1,... K, de S. Para ndo sobrecarregar em notagdes, expressamos as
coordenadas dos subespagos ajustado e 6timo através da expressao dada em (2.3.33) e (2.3.41),
sendo as dimensdes das matrizes definidas pelo contexto.

Estudadas as relagbes entre os pontos-linha, dediquemo-nos ao estudo das relagdes entre

0s pontos coluna.
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2.4 RELACOES ENTRE AS COLUNAS

O estudo que sera apresentado nesta se¢do € o dual do realizado na segido anterior.

Estaremos procedendo de forma analoga e simétrica ao caso das relagdes entre linhas no espago
J .
R’. Contudo, agora, estaremos representando as colunas da matriz de dados no espago dos perfis

coluna para obter uma nuvem de J pontos no espago R’. A analogia é total ¢ poderiamos omitir

esta se¢@0, mantida apenas por razao das notagdes que serao necessarias posteriormente.

2.4.1 ANUVEM DE PONTOS NO ESPACO R’

Os pontos, que representam as colunas da matriz N, formam uma nuvem de J pontos no
espaco R’ onde cada ponto s3o os perfis das colunas ao longo das linhas. Dado por

. n,.
C = [’L JL) =1

n,; n,,

(2.4.1)

‘ que ¢ denominado o j-ésimo perfil coluna de N onde n,; # 0 conforme restrigdio em (2.2.3) e

- obs.:1, na pagina 11. As massas associadas a esses perfis sdo dadas por

==L j=1 .. (24.2)

A matriz que nos da a nuvem dos J perfis coluna no espago R’ é dada por

P P

11
n,,

n,,

n,,

n,

=[C/l..IC’T=D'P

(2.4.3)

|, n,; |

e denominada matriz dos perfis coluna. O vetor de massas associado a nuvem C, dos perfis

coluna, que nos da as freqiiéncias relativas das colunas de N é dado por

cz(";l "-_J)’
n n

' Portanto as massas dos perfis sdo as marginais ¢;, dadas pelo vetor ¢ em (2.2.6).

244
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O centroide dos perfis coluna, o ponto que nos mostra o perfil da nuvem em relagdo as

linhas, ¢ denotado por C e dado por

E=("" ""j’. (2.4.5)

n n

Sua massa € dada por

J
c=Yc,. (2.4.6)
J=1

Aqui também temos que o centroide € o perfil médio da nuvem, isto €, € a média dos perfis coluna

ponderada pelas suas respectivas massas

—_ 1 2
C=- C =C’c. 2.4.7
= Z (SN ( )

Como em tabelas de contingéncia simples (como a tabela 1) temos que ¢ =1, decorre que o

centroide € igual 4 soma dos pontos C;, j=1,...,J, ponderada pelas suas respectivas massas c;.

242A METRICA DA NUVEM NO ESPACO R’

Apos definirmos a nuvem de pontos em (2.4.1), vamos agora estruturar o espago dos
perfis coluna R’, com a distancia qui-quadrado que ¢ definida tomando como base o centroide da
nuvem. Assim a distdncia qui-quadrado para a nuvem dos perfis coluna € expressa por

LG, E)=i("i - 1] ’:—’=(Cj- CyDe™(C;- C) (24.8)

i=1 n.] n

o
onde D¢ "'é a matriz diagonal em que na diagonal temos o inverso dos elementos do centroide.
Aqui o Principio da Equivaléncia Distribucional estabelece que se dois perfis coluna sdo
idénticos (ou equivalentes distributivamente), entdo essas duas colunas da tabela de contingéncia
podem ser somadas para gerar uma unica coluna. Esta nova coluna terd o mesmo perfil € a massa
igual & soma das massas das colunas somadas, sem que isso altere a distancia entre os perfis linha.
Geometricamente, isso significa que se podem unir dois pontos da nuvem dos perfis coluna, que

| . . e A .
ocupam a mesma posi¢do no “simplex”, sem alterar as distancias dos pontos da nuvem dos perfis

linha.
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Assim definimos a distancia para a nuvem de pontos dos perfis coluna e antes de definir o
ajuste do subespaco, definiremos o quantificador, que nos da o qudo a nuvem de pontos esta
dispersa no espaco R’ e a transformagio dos pontos, para compreensio da representa¢io

geometrica.

2.4.2.1 INERCIA TOTAL E ESPACO TRANSFORMADO

Da mesma forma que na se¢do (2.3.2.1), considerando a nuvem dos perfis coluna como um
sistema de massas pontuais, vamos calcular a inércia elementar de cada um dos perfis coluna, em

relacdo ao centroide. Assim, a inércia do j-ésimo perfil coluna com relagdo ao centroide de C, é
o produto da massa ¢, pelo quadrado da distancia entre C, e C, dada por

Ing(C)=c¢ d&(C;,C). (2.4.9)
. Portanto, a dispersao da nuvem C, em relagdo ao centroide, ¢ definida como a soma das inércias
~de cada ponto em relagdo ao centroide, dada por
| J

Ing (C) =Z Ins(C)) (2.4.10)

j=1

e denominada inércia total dos perfis coluna em relacdo ao centroide de C.

A dispersdo de uma nuvem de pontos pode ser caracterizada ndo so em relagdo ao desvio
do centroide, mas em relagdo a um ponto qualquer do mesmo espago da nuvem. Assim a inércia
do j-ésimo perfil coluna em relagcido a um ponto qualquer yeR', ¢ dado por

Iny(C)) = ¢, &(C, ,y). (2.4.11)

Portanto, a dispersdo da nuvem C em relagio a y € dada por

J
In/(C) =Zlny(Cj) (2.4.12)
j=1

e denominada inércia total dos perfis coluna em relacio a um ponto qualquer yeR'

Da mesma forma que para a nuvem dos perfis linha, temos que a inércia total da nuvem
‘dos perfis coluna C, em relagdo a um ponto qualquer yeR’ é igual  inércia total da nuvem C em
‘relagdo ao centroide C , mais a inércia do ponto C em relagdo ao ponto y dado por

Iny(C) = In(C) + In(C). (2.4.13)
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A inércia total dos perfis coluna em relagio ao centroide é apresentada, as vezes, como a
soma do quadrado das distdncias dos perfis linha ao centréide, ponderada pelas respectivas
massas, dada por

J
Ing(C)=>c¢,d*(C,,C). (2.4.14)
=1

A relagdo entre a estatistica Qui-quadrado e a inércia total de C, € dada por

2

Ine(C) = X,—; (2.4.15)
Uma nova expressio para a inércia total de C é dada em termos matriciais por
Ine(C) =tr[D, (C - 1,C)Ds ' (C-1,C) ] (2.4.16)

onde D, ¢ a matriz diagonal cuja diagonal é o vetor das massas.

A inércia total dada em (2.4.16) é o paralelo a varidncia total no caso continuo e

Z=D.(C-1,C)Ds"(C-1,C") (2.4.17)

- € a matriz que tem como paralelo a matriz de variancias e covariancias.

A distancia no espago transformado € dada por

dz(C,,C,) =( DE-UZC, - DE'WC})’ (DE-IQCI _ D—C—-IQC/)

e, portanto, com essa transformag¢do Z também pode ser expressa por

Z=YY (2.4.18)
onde

Y =D.'%(C- 1,C )De ™" (2.4.19)

‘é a matriz dos residuos, ponderados, dos perfis coluna com relagdo ao centroide no espago

transformado.
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2.4.3 O AJUSTE DO SUBESPACO

Como no caso das linhas, queremos encontrar vetores u, ... , 4;, que nos ddo uma base
ortonormal do espago vetorial R'. Sendo que os K primeiros eixos definem os eixos principais do
subespago ajustado. Vimos na seg¢do 2.3.3 que isso € dado pelos autovetores de uma matriz
simétrica, que aqui é dada pela matriz Z, dada em (2.4.17), quando maximizada a forma
' quadratica
| wZlu

tal que u seja unitario. Os vetores u,, ... , #;, sdo dados pela decomposi¢do espectral de Z que €

_expressa por

ZU =UD, com U'U=1 (2.4.20)
ou
Z=UD,U comUU=1 (2.4.21)
| M 0
ionde U=[ u, | ... | u; ] é a matriz dos autovetores de Z e D,, = ¢ a matriz diagonal
| 0 n,

dos autovalores associado aos autovetores de Z. Assim, Z ¢ a matriz que nos da o ajuste do
subespago R’ .
Desta forma, a matriz das coordenadas principais dos perfis coluna €, entdo, dada por
G =D."*YU (2.4.22)
e a matriz das coordenadas padronizadas dos perfis linha € dada por
r=GD," (2.4.23)
Veremos, na proxima subsegdo, algumas relages que nos permitem simplificar a expressao

das coordenadas principais € padronizadas.

2.4.4.1 ESPACO VETORIAL NAO CENTRALIZADO

Analogamente a se¢do 2.3.4, a matriz que define o ajuste do subespago no espago nio
centralizado € dada por

Z* = Y*Y* (2.4.24)
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!onde

Y*=(D.”’CD¢ ") (2.4.25)

,

\ ~ . ~ , m, n]. -12

1 As relagdes também sdo analogas para o vetor u, = | .[—, ..., J—=| = D¢ 1e,
n ]

portanto, as coordenadas principais dos perfis coluna podem, agora, ser expressas por
G =D."?Y*U (2.4.26)
ou
G =CDz"U. (2..4.27)
O subespago que melhor se ajusta aos dados, em termos dos quadrados minimos ponderados, ¢

definido pelos k autovetores uy, 1< k < K, correspondentes aos £ maiores autovalores ny de Z.

Para n3o sobrecarregar em notagdes, expressaremos as coordenadas dos subespagos ajustado e
}étimo pela mesma expressio dada em (2.4.22) e (2.4.27), ficando portanto as dimensdes das
‘matrizes definidas pelo contexto.

Estudadas as relagdes entre as linhas e entre as colunas, dediquemo-nos ao estudo das

relages entre linhas e colunas.
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? 5 RELACOES ENTRE LINHAS E COLUNAS

1
|

1 Vimos, até aqui, as coordenadas dos perfis linha e dos perfis coluna nos seus respectivos

|
spbespacos otimos. Para isso, definimos: duas nuvens de pontos (uma em cada espago), a métrica
il

ei encontramos 0s subespagos Otimos. Agora vamos ver as relagdes existentes entre estes dois
sbbespagos, mostrando, assim, a correspondéncia entre as duas nuvens de pontos. Para mostrar a
correspondéncia entre a nuvem R em R’ e a nuvem C em R’ mostramos, nesta se¢do, que sao
b%sicamente duas as relagdes entre elas: a relagdo entre o centroide e o vetor de massas e a relagio

entre as bases dos seus respectivos espagos vetoriais.

2.5.1 MASSAS E CENTROIDES

Primeiramente, vamos verificar que o centroide da nuvem dos pertis linha coincide com o
vetor de massas dos perfis coluna e que o centroide da nuvem dos perfis coluna coincide com o
vétor de massas dos perfis linha, isto €:

| R=ce C=r. (2.5.1)
Vamos verificar entdo que R= ¢, pois, como dado em (2.3.7) e (2.2.6) temos que
R =Rrec=P1,
assim, substituindo a expressio matricial de R dada em (2.3.3) em R = R’r temos que
R = P’D,'r, mas como D, r = 1,, temos R = P’1, e portanto R = ¢. De forma analoga verifica-
seque C =r.

Conforme observagdo feita ao definir a matriz de correspondéncia em (2.2.4), ao
expressarmos matematicamente as rela¢cGes entre as nuvens, em termos da matriz da
correspondéncia, temos as simplificagdes que nos facilitam a observagdo dessas relagdes. Assim,
expressando as matrizes X e Y dadas em (2.3.22) e (2.4.19) em termos da matriz de
correspondéncia, isto €, substituindo R e C pelas expressdes matriciais dadas em (2.3.3) e (2.4.3)
e u;lsando as relacdes dadas em (2.5.1), temos

| X =D, "(P - re’) D2, (2.5.2)
Y =D, (P - cr’) DM . (2.5.3)
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2
the que, agora, podemos observar diretamente que Y é exatamente a matriz transposta da matriz
Xf isto €,

Y=X (2.5.4)

e # matriz Z é, portanto, a transposta da matrizes S, pots de (2.5.4) temos que

1

| S=XXeZ=XX". (2.5.5)
C#}m esta relagdo podemos, entdo, verificar a relagdo entre as bases dos espagos vetoriais. Temos
aiﬁda que a inércia total das linhas dada em (2.3.18) € igual a inércia total das colunas dada em
(2T4. 16), isto €,

| Ing (R)=tr[X’X] =tr[XX’]|=1In¢c (C). (2.5.6)

Uma outra relagdo interessante para se colocar aqui € que sendo S a matriz dos produtos
innjemos entre as colunas de N, como expresso em (2.3.19), temos, na diagonal principal, as
inércias das categorias das colunas. E a matriz Z tem, na diagonal principal, a inércia das
cafegodas das linhas. Mas a expressdo acima, a (2.5.6), nos mostra que a soma das inércias das
linPas ¢ igual a soma das inércias das colunas. Desta forma, as matrizes S e Z sdo, as vezes,

ch?madas de Matrizes de Inércias das colunas e das linhas, respectivamente.

Passamos a discutir a rela¢do entre as coordenadas dos espagos vetoriais.

2.5.2 ESPACOS VETORIAIS

Vimos em (2.5.5) a relagdo entre as matrizes que definem os ajustes e 0s vetores
direcionais que geram os dois subespacos; e em (2.3.31) e (2.4.20) as decomposigdes espectrais
dessas matrizes. Reescrevendo-as temos

X’XV =VD; com V’V=I (2.5.7)
XX’U = UD,, com U’U=1 (2.5.8)
onde V e U sdo as matrizes em cujas colunas estdo os vetores direcionais que formam as bases dos
espagos R’ e R, respectivamente. Fazendo operagdes de pré e pos-multiplicagdes nas expressdes
acima, encontramos a relagdo entre U e V. Esta relagdo pode ser obtida de duas maneiras.
| Primeiramente, considerando a analise dos perfis linha, fazendo pré-multiplicagdes de X

em (2.5.7) e comparando com (2.5.8) temos que D, = D"’ e XV sdo os autovetores de XX’

'V ver Lebart. Morineau e Warwick(1984) pp 7.
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:Lissociados aos autovalores Ay, ..., A,. Se os Ay para k£ =1, ..., K (A # 0) sdo todos distintos, entdo
*a dire¢do dos autovalores de XX’ € definida de forma unica, e portanto XV ¢é proporcional a U,
}sto ¢, existe D, tal que

XVD,=U. (2.5.9)
Fazendo operagdes sobre (2.5.9) de pré-multiplicagio por U’, pré e pos-multiplicagdo por D,”,
pre-multiplicagdo por V e comparando com (2.5.8) temos

D.=D,"?. (2.5.10)

li"ortanto, de (2.5.9) temos a relagio entre os dois subespago vetoriais dados por
i X = U D2V’ com UU=V’V=1 2.5.11)
que € a decomposi¢do em valores singulares da matriz X.

Por outro lado este resuitado também pode ser obtido considerando a analise dos perfis
¢oluna, fazendo operagdes analogas e simétricas. A expressdo (2.5.11) nos da a relagdo entre os
espagos dos perfis linha e dos perfis coluna. Essa relagio nos mostra que so precisamos fazer uma
analise, obtendo assim as bases dos dois espagos e, consequentemente, as suas coordenadas.

| A expressio da decomposi¢cdo em valores singulares de X nos da a relagdo entre as
dpordenadas dos pontos nas duas analises, as chamadas formulas de transi¢do. A seguir veremos

como obter as formulas de transi¢io em coordenadas principais e em coordenadas padronizadas.

2.5.3 FORMULAS DE TRANSICAO

Vamos verificar agora como as coordenadas desses dois subespacos estdo relacionadas;

pos-multiplicando (2.5.11) por V e pré-multiplicando por D, temos
D."’XV =D, "*U D;'"?
que, substituindo pela expressdo das coordenadas principais dos perfis linha em (2.3.33) e isolando
U, resulta em
U=D,?FD,". (2.5.12)

Da mesma forma, pré-multiplicando (2.5.11) por U’, pos-multiplicando por D.? | substituindo
p?la expressdo das coordenadas principais dos perfis coluna em (2.4.26) e isolando V, temos

V =D/"*G D,"? (2.5.13)
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Substituindo as expressoes de U e V obtidas em (2.5.12) e (2.5.13), respectivamente em (2.3.41) e
(2.4.27), resulta

F=RGD,"? (2.5.14)
G=CFD," (2.5.15)
que s3o chamadas de formulas de transi¢do. Elas nos ddo as relagdes entre as coordenadas
principais dos dois espagos.

Substituindo as coordenadas padronizadas em (2.3.41) e (2.4.27) em (2.5.14) e (2.5.15)

respectivamente temos
| F=RI (2.5.16)
G=Co (2.5.17)
que sdo as formulas de transigdo entre espagos com coordenadas principais e padronizadas.
Obtidas as expressdes das Coordenadas Principais e Padronizadas e também as formulas de
transi¢do que nos dio a relagdo entre as duas nuvens, vamos entdo ver como se faz a interpretagio
ddsses pontos no subespaco 6timo. Ou melhor, veremos as regras basicas para a interpretagdo dos

graficos da Analise de Correspondéncia.
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2.6 INTERPRETACAO

Ao aplicarmos o algoritmo da AC em tabelas de contingéncias, obtemos as coordenadas
dos perfis linha e dos perfis coluna em coordenadas principais € em coordenadas padronizadas.
Assim, de acordo com o interesse do estudo, aloca-se estas coordenadas no subespago 6timo para
interpretar graficamente as associagdes entre as linhas e as colunas desta tabela. Nesses graficos
sao alocadas, conjuntamente, as coordenadas dos perfis linha e dos perfis coluna, que podem ser
de trés formas: a) os perfis linha em coordenadas principais e os perfis coluna também em
coordenadas principais; b) os perfis linha em coordenadas principais e os perfis coluna em
coordenadas padronizadas e c) os perfis coluna em coordenadas principais e os perfis linha em
coordenadas padronizadas.

Para a obtengdo dos eixos a serem analisados, observamos os percentuais acumulados das
inércias principais e definimos quantos eixos (dimensdes) sdo necessarios para a representagdo dos
pontos com uma precisdo considerada satisfatoria e que seja possivel de ser visualizada, isto é,
uma, duas ou trés dimensdes.

Tradicionalmente a interpretagdo era feita no plano; quando eram necessarios mais €ixos,
faziam-se varios planos, por exemplo, dim1 x dim2, dim2 x dim3 e dim1 x dim3. Mas hoje, com a
evolugdo dos programas graficos, podemos, quando necessario, analisar o grafico tridimensional,
que nos mostra com mais precisdo as posi¢des relativas dos pontos no espago.

Para interpretar esses graficos, primeiramente estudamos os pontos em cada eixo
separadamente e depois estudamos os pontos no conjunto dos eixos. No estudo de cada eixo,
estudamos a contribuigido de cada ponto para a determinag@o desse eixo e a representabilidade de
cada ponto neste eixo. No estudo do grafico -o conjunto dos eixos- estudamos a proximidade dos

pontos de uma mesma nuvem e as relagdes dadas pelas formulas de transigdo.

2.6.1 INTERPRETACAO DOS EIXOS

Para a interpretac¢do dos eixos, vamos verificar como a inércia dos pontos se decompde em
cada eixo. Isto € importante, pois sdo as componentes da inércia que formam os coeficientes que

indicam o quanto cada ponto contribuiu para a determinagdo da diregio dos eixos e o quanto cada
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ponto esta representado em cada eixo. Estes coeficientes foram denominados por Greenacre
(1984) de contribuigdo absoluta e contribuigio relativa de cada ponto.

Observe na figura 3 abaixo, por exemplo, um ponto no “simplex” transformado dos perfis
linha (para J=3</). Suponha que v, € v, sejam os eixos que indicam as diregdes de maior inércia da
nuvem do ponto R; e portanto f;; e f, sdo as proje¢des desse ponto nos respectivos eixos, pois sdo
elementos da matriz F dada em (2.3.33). Entdo, a inércia de cada uma destas projegdes € dada por
r{f1)’ e r(f)’, que sio as componentes da inércia desse ponto nesses eixos. Elas sdo denotadas
por [/n(R)]: e [/[n(R,)],. Se este é o espago ajustado, entdo, pelo Teorema de Pitagoras, a inércia
deste ponto € a soma de suas componentes, isto €,

[nR)L: + [In(R)]2 = rilfa)” + rif)’ = rl(fa)* + (f2)’]= 7 (R, €)= Ing(R.).

dim2 (v) § "1/cs

ﬁ2 v/—: Ri \\\\\
dT 6 R
/// c fﬁ “\dim r (V])

;

ler /e,
Figura 3: Decomposicdo da distincia.

Desta forma, para um subespago ajustado de dimensédo K, a decomposi¢do da inércia para
o conjunto de pontos que representam as linhas da matriz de dados € mostrada na tabela 2 e a
decomposi¢do da inércia para o conjunto de pontos que representam as colunas € mostrada na
‘tabela 3. Temos, nas linhas dessas tabelas, a inércia de cada ponto decomposta sobre cada eixo.
Na ultima coluna de cada tabela, temos as somas, com respeito aos eixos, das componentes da
inércia de cada ponto. Estas somas, em cada linha, nos ddo a inércia do ponto. Na ultima linha,
temos a soma das componentes da inércia de todos os pontos, num mesmo eixo. Aqui estas somas
nos ddo a inércia principal de cada eixo. Lembramos que estas inércias principais sdo também
dadas pelos autovalores da matriz que definem o ajuste das nuvens. A soma dos elementos da

‘ultima linha ou os da ultima coluna nos da a inércia total das nuvens de pontos.
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TABELA 2: Decomposi¢do da Inércia dos perfis linha sobre os eixos principais.

Eixos
Vi Vg Total
R; i r i In{(R,)
Perfis linha
R/ rfu rfi’ In(Ry)
Total Al .. Ax In(R)
onde A = ir,f,,f , .Keln(R) = i fii

i=1 k=1

TABELA 3: Decomposic¢do da Inércia dos perfis coluna sobre os eixos principais.

Eixos
u, .. Uy Total
C, crgn’ c1 g In(Cy)
Perfis coluna
C, cign’ .. s gk’ IndCy)
Total A ... Ak In/(C)

‘onde A; = ch/k,,—l ,Kefﬂr(Cj)—CZg’k,J_l ).

Para interpretar as relagdes entre lmhas e entre colunas de uma tabela de contingéncia

-sobre os subespagos gerados pelos eixos obtidos pela analise de correspondéncia € necessario
-analisar dois conjuntos de coeficientes para cada um dos perfis analisados em cada eixo:

1) A Contribuigido Absoluta, que exprime o quanto um perfil contribui para a

inércia principal do eixo em estudo, € o quociente entre a componente da inércia do perfil no eixo

e a inércia principal do eixo, dado por

ca[R )i = (R} / Zie [Ine(R)e = ri fu /| M (2.6.1)
=, ¢ik

ou ca[CLi = [IndCH / Tk IndC)li = ¢, g° / M (2.6.2)
| =¢ Vi,
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Observe que ¢é a partir da contribuigdo absoluta (quociente entre a componente da inércia
dos pontos em cada eixo e a sua inércia principal) que definimos as coordenadas padronizadas,
como expresso em (2.3.34), pois quando dividimos, por exemplo, [/1#(R,)]. / Ax obtemos 7, f,;,z ! Ak
=r, (fx /A'?Y e portanto £y /A" = ¢, é o que chamamos de coordenada padronizada.

2) A Contribui¢do Relativa, que exprime o quanto o perfil esta representado neste
eixo, € 0 quociente entre a componente da inércia do perfil no eixo e a inércia do perfil. Dai o
' nome contribui¢do relativa, pois ela € a contribui¢do da inércia do perfil ao eixo, em relagio a

inércia do perfil, que mede a qualidade de representagdo do perfis pelo eixo, dado por

cr[R.Ji = [I(R) e/ IndR) = £ | Tu S (2.6.3)
= ¢1k2/ 2k ¢ik2
ou cr[Cle = [IndCH e/ Ind(C)) = gi* | Ta g (2.6.4)

=yl Tk v

Observe que a contribuigio relativa € equivalente a tomar o quadrado do coseno do angulo
.entre o vetor direcional do ponto € o eixo, pois, ao dividirmos a componente da inércia do perfil
pela sua inércia, temos o cancelamento da massa, resultando no quadrado do quociente entre a
?coordenada desse ponto no eixo e a distancia do ponto ao centro, isto €,

[IndR)/ IneR) =1, fi2 1 1. S0 fi2 =fi | T fii =1 1B R,¢) = (fi 1d(R,,))* = (cos())
onde & ¢ o angulo entre o vetor direcional do ponto R, € o eixo v;, como podemos observar na
figura 3, para K=2.

A interpreta¢do dos eixos € fundamental, uma vez que a visdo direta do grafico pode
induzir a erros. Para evitar esses erros, sera necessario levar em conta as contribui¢des absolutas e
relativas dos pontos. A seguir apresentamos um roteiro para a interpretacdo em cada eixo:
a) Buscam-se os pontos que apresentam maior contribuigdo absoluta (ca) no eixo considerado.
b) Destacam-se, entre estes pontos, aqueles que estdo em oposi¢do com relagio a origem.
c) Estuda-se a qualidade de representagdo destes pontos. Se um ponto tem uma contribui¢do
relativa (cr) pequena, é de se supor que tenha um papel importante sobre outro €ixo; assim, para
seu estudo, sera necessario considerar o conjunto dos eixos; buscam-se, entdo, aqueles pontos que
f:stejam bem representados, isto €, que tém uma contribui¢do relativa (cr) alta. Estes pontos s@o

ilustrativos da significagdo do eixo.
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i Desde que o eixo ¢ uma nova dimensdo que condensa e resume critérios inter-
|

| . \ . . , . ;o ,
| relacionados, pode-se, as vezes, dar significado a eles. Isso € relativamente facil quando ha
1 . : . :

. elementos muito bem representados sobre o eixo e opostos entre si. Em geral se interpretam os

eixos por oposi¢do de adjetivos.

1 2.6.2 INTERPRETACAO DOS PONTOS NO CONJUNTO DOS EIXOS

Interpretados cada eixo, vamos ver como se interpretam os pontos no grafico

. propriamente dito que € formado pelo conjunto dos eixos que foram considerados. Esses eixos so

0s mais representativos da analise, isto é, os de maiores inércias principais de cada nuvem. Eles

. sdo superpostos para a representagdo conjunta das duas nuvens de pontos, que podem estar ambas

em coordenadas principais ou uma em coordenadas principais € a outra em coordenadas

- padronizadas. Para qualquer dos trés casos, primeiramente estuda-se a qualidade de representagado
" dos pontos no subespago considerado.

A qualidade de representacdo (qr) é o coeficiente que nos da o quanto cada ponto esta ou

ndo bem representado nesse subespago (subespaco otimo). Tal coeficiente € dado pela soma das

contribuigdes relativas do ponto em cada eixo que, por sua vez, € dada por

gr(Ri] =§1 cr[R ]« (2.6.5)
ou gr[C] = KZ*: cr[Clk (2.6.6)

k=1
onde K* é a dimensdo do subespago 6timo. Lembrando que, se o subespago 6timo coincide com o
subespago ajustado, temos todos os pontos com gr = 1, ou seja , todos os pontos estardo 100%
representados no subespago otimo.

Depois de estudar a qualidade de representacdo dos pontos, estuda-se a massa desses
pontos para compreender o seu deslocamento em relagdo a origem. Ai entdo partimos para o
estudo da proximidade entre eles.

Nio € possivel interpretar a proximidade entre dois pontos de nuvens diferentes, uma vez
ique ndo foi estabelecida nenhuma medida de distincia entre estes pontos. A analise de pontos

entre nuvens diferentes se da através da interpretagido das formulas de transigdo.
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! Quando representamos os pontos em coordenadas principais, temos alguns resultados com
( relacdo as posigdes entre eles, como apresentado em Villalobos Aguayo (1993) e que serdo
colocados a seguir.

1) Se duas linhas tém uma estrutura semelhante, isto €, se seus perfis sdo similares,
| entdo ambas as linhas relacionam-se de modo similar com as colunas. Portanto, no grafico, seus
pontos estardo localizados proximos um do outro. Mas cabe advertir que a inversa ndo € sempre

verdadeira; isto dependera da qualidade de representagdo dos pontos. Para as colunas, o resultado

2) Quando dois pontos linha estio muito distanciados, entdo, suas linhas estdo
relacionadas de modos diferentes com as colunas. Quando dois pontos linha estdo em diregdes
opostas do centro, eles desviam-se de formas opostas do perfil médio. Para as colunas, o resultado
¢ analogo.

‘ Quando representamos as linhas e colunas simultaneamente, sobre o mesmo grafico, em
‘termos das coordenadas principais, devemos considerar as formulas de transicdo dadas em

(2.5.14) e (2.5.15). Reescrevendo a primeira delas, temos

F =RGD, "’
_ 1 J 1 J 1 / ’ -12 4
L =1 A7 = Ag =1 J=l

A partir desta formula, podemos interpretar as posi¢des das linhas com relagdo as posi¢des das
colunas, da seguinte forma:

1) Uma linha i estara mais atraida na dire¢do de uma coluna j, quanto maior for o j-
ésimo elemento do perfil linha i. Isto ocorre porque as coordenadas do ponto que representa a
linha 7, o vetor F, é resultante de uma soma ponderada das coordenadas dos pontos que
representam as colunas, onde os elementos ponderadores das j colunas sdo os elementos do perfil
linha i, e portanto se j-ésimo elemento do perfil linha / é maior, o vetor F, apresenta uma
propor¢ao maior do vetor D;,'IQG,, como podemos observar em (2.6.7).

2) A proximidade de uma linha / a uma coluna j s6 pode ser interpretada como uma
associagdo entre elas, se ambos os pontos estiverem longe da origem, na periferia da nuvem. Caso
bontrério, duas situagdes podem acontecer sem que exista associagdo: a) Quando uma linha tem

um perfil proximo ao perfil médio, se encontra proxima a origem; de modo que a linha ndo
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desempenha um papel importante para nenhuma das colunas, ja que se distribuem sem uma
tendéncia particular, tal como o faz o total do grupo observado. b) A proximidade entre um ponto
que representa uma linha / e um ponto que representa uma coluna j poderia dever-se ndo ao fato
de que a coluna j tenha uma importancia sobre a linha /. Mas sim ao fato de que mais de uma
coluna que tem importancia sobre a linha / se encontra muito longe da coluna j e em extremos
OpoOstos.
3) A posicdo de um ponto linha deve ser interpretada sempre com relagdo as

posi¢des de todos os pontos coluna.

A interpretagdo das posi¢des das colunas com relagdo as linhas € feita com base na formula
de transi¢do (2.5.15) e os resultados serdo analogos aos anteriores.

A relagdo entre os dois tipos de coordenadas € expressa pelas formulas de transi¢do dadas

- em (2.5.16) € (2.5.17), que reescrevemos a seguir.

F=RI'eG=C®

A primeira formula nos diz que a projecdo do ponto que representa uma linha i sobre o eixo & €

- exatamente o baricentro das projegdes das j colunas, I';, sobre o mesmo eixo. Cada coluna esta

afetada por um peso que € a sua importancia relativa na linha 7. A segunda formula nos da, de
forma analoga e simétrica, 0 mesmo resultado para as colunas.

Quando representarmos, nos graficos, uma nuvem de pontos em coordenadas principais € a

outra em coordenadas padronizadas, nossa interpreta¢io pode ser grandemente facilitada. Por

exemplo, num grafico onde as linhas estdo representadas pelas coordenadas principais e as colunas

. estdo representadas pelas coordenadas padronizadas, a leitura fica bem mais direta, pois cada

_perfil linha é exatamente o baricentro dos pontos coluna, onde os pesos sdo os elementos do

respectivo perfil linha. Como podemos observar ao reescrevermos um vetor da matriz dada em

(2.5.16).

Neste caso veremos que, quanto maior for o j-ésimo elemento do perfil linha 7, R;, havera
‘uma maior proximidade do ponto que representa a linha 7 a0 ponto que representa a coluna j. Isto

lacontece porque o vetor resultante F; contém uma por¢do maior do vetor I',, Também podemos

45



2. ANALISE DE CORRESPONDENCIA SIMPLES 2.6 INTERPRETACAO

concluir que, devido a ponderagdo do espago feita no inicio, quanto menor a massa da coluna j,
mais longe se encontrara o ponto I'; do centroide.

No caso em que as linhas estdo representadas em coordenadas padronizadas e as colunas
em coordenadas principais, o resultado € analogo.

Desta forma, interpretados os pontos que contribuiram para a determinag@o dos eixos,

podemos entdo interpretar os pontos suplementares, se for o caso.

2.6.3 PONTOS SUPLEMENTARES

Uma vez que os eixos principais das nuvens de pontos foram estabelecidos, € possivel

' representar pontos adicionais no espago definido pelos perfis. O conceito de ponto suplementar ¢

muito importante na analise de correspondéncia. Esses pontos adicionais podem ser vistos como
pontos com massa igual a zero, uma vez que eles ndo participam da defini¢do da distancia, nem na
determinagdo dos eixos principais.

As coordenadas de uma linha (ou coluna) suplementar s, de valores ny (n,)i=1, .., 1, ¢

Jj=1,..,J, sdo obtidas por meio das formulas de transigéo:

F,=R,’GD,"’ (2.6.8)
ou

G,=C,FD;" (2.6.9)

~onde R, e G, sdo, respectivamente, o perfil linha e o perfil coluna de uma linha e de uma coluna

suplementar.

Uma vantagem de se mostrar tais pontos € que eles podem melhorar a interpretagdo dos
eixos principais e dos padrdes ou estruturas observadas nos perfis. O uso dos pontos
suplementares € muito util e as vezes, em alguns casos, necessario. Geralmente s3o utilizados para:
a) representar os centrdides de algumas classes, ou, ao contrario, representar os elementos da
classe, quando os eixos sdo determinados pelos centroides; b) representar a caracterizagio de
distintos grupos de individuos; ¢) representar um elemento que perturba a analise anterior, por ser
muito diferente, impedindo a interpretagdo clara da analise.

Finalizando, assim, o estudo da Analise de Correspondéncia Simples, no proximo capitulo

discutiremos a Analise de Correspondéncia em Grupos.
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3.1 INTRODUCAO

Com muita frequiéncia, encontramos dados onde se pode considerar uma estrutura de
grupo nas categorias das variaveis e o interesse do estudo esta voltado para as diferengas entre os
grupos. Essas diferengas sdo observaveis através da investigagdo das associagdes existentes entre
as categorias dentro de cada grupo e/ou entre as categorias de diferentes grupos. Podemos citar,
como exemplo de onde se tem este interesse, o estudo feito por Greenacre e Vrba (1984) e,
também, estudos envolvendo dados censitarios, pelo interesse em diferengas regionais e temporais.

Existem diferentes maneiras de investigar associagdes como as acima colocadas. Uma
op¢do € aplicarmos a analise de correspondéncia em cada um dos grupos separadamente e entdo
compara-los. Deste modo, faz-se uma Analise de Correspondéncia Simples em cada grupo.
Ocorre que, neste caso, os graficos onde os pontos sio representados ndo tém escalas
necessariamente iguais, 0 que torna imprecisa esta comparagdo. O problema da diferenga de
escalas pode ser contornado ao se justapor as tabelas de contingéncia nas quais foi feita a analise
de correspondéncia simples, efetuando assim a Analise de Correspondéncia Conjunta. Deste
modo, todos os grupos terdo os pontos dispostos num mesmo grafico, e portanto em uma mesma
escala. Mas, neste caso, surge um novo problema: os eixos direcionais nos mostram a dire¢éo de
'maior inércia da nuvem como um todo, ndo realgando as diferengas entre os grupos, podendo até

mascara-las. Assim sendo, consideramos que a melhor opgdo para comparar os resultados entre os
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grupos € tomar um ponto como representante de cada grupo e maximizar as suas inércias; deste
modo estamos maximizando as diferengas entre os grupos. E, assim, estamos efetuando a Analise
de Correspondéncia em Grupos.
Greenacre (1984), ao tomar um ponto como representante do grupo, escolhe o centroide.
Neste trabalho nao entramos na questdo da escolha do representante de cada grupo. Em estudos
de Analise Discriminante procuram encontrar um ponto ideal para esta representagdo, como faz
Takane (1989). Aqui, estamos seguindo a sugestdo de Greenacre, tomamos o centroide como
sendo o representante de seu grupo. A partir da maximizagdo das inércias dos centroides,
' maximizamos as diferengas entre os grupos e, neste caso, os eixos direcionais nos mostram a
direcdo de maior inércia dos grupos. Com essa estrutura, e colocando os pontos de cada nuvem
como pontos suplementares, podemos investigar as associagdes entre categorias dos diferentes
grupos ou, ainda, comparar os resultados obtidos dentro de cada grupo.

Para estudar as associagdes entre categorias dos diferentes grupos e comparar 0s
resultados obtidos dentro destes grupos, nesse capitulo desenvolvemos a AC para dados de uma
tabela de contingéncia que apresente estrutura de grupo nas categorias das duas variaveis
categoricas e mostramos alguns resultados que relacionam as analises das quatro matrizes
associadas a esta tabela. Em cada uma delas, o desenvolvimento do algoritmo da AC ¢ feito como
no capitulo anterior. Porém, como cada linha ou coluna agora representa um grupo, esta analise
fica equivalente a Analise Discriminante. Assim podemos dizer que a Analise de Correspondéncia

em Grupos ¢ uma dupla Analise Discriminante para dados categoricos, pois € feita uma analise nas
- linhas e outra nas colunas da tabela.

Na se¢do 3.2, mostramos como os dados de uma tabela de contingéncia com estrutura de
grupo sdo apresentados. A esta tabela, € associada a matriz N, que € a mesma matriz de dados
onde agora € real¢ada a estrutura de grupo. A partir da matriz N, obtemos trés outras matrizes nas
quais € feito o agrupamento das categorias em cada grupo das linhas e/ou colunas. Na se¢do 3.3,
estudamos as matrizes que nos ddo as associagdes existentes entre as linhas e os agrupamentos das
colunas, entre as colunas e os agrupamentos das linhas, e entre os agrupamentos das linhas e das
colunas. Neste estudo, aplicamos o algoritmo da AC nas tabelas acima e apresentamos os

'resultados que as relacionam.
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3.2 OS DADOS

Na Analise de Correspondéncia em Grupos, consideramos a Analise de Correspondéncia
como a técnica que exibe os perfis das / categorias da variavel das linhas e das ./ categorias da
variavel das colunas da tabela 1, com respeito a um espago 6timo, mas com a ateng¢do voltada para
as parti¢des das categorias ou dos individuos de cada variavel categorica.

Neste capitulo estamos considerando apenas uma particdo em cada uma das variaveis.
Portanto, assumiremos que as categorias 7 = 1, ... ./, estdo agrupadas em H classes disjuntas e

H
- exaustivas, tais que / = > I, , onde [, é o numero de categorias no A-ésimo grupo das linhas, o
h=1

mesmo ocorrendo com as categorias j = 1, ... , J, que sdo agrupadas em L classes disjuntas e

L
exaustivas, tais que J = » J, ondeJ, é o nimero de categorias no /-ésimo grupo das colunas.
t=1

Assim, os dados em estudo neste capitulo sdo apresentados em uma tabela de contingéncia

na qual a estrutura de grupos € como a da tabela 4.

Tabela 4: Modelo de tabela de contingéncia com estrutura de grupos nas duas variaveis

Variavel Categorica B
Grupo 1 Grupo L
cat 1l ;... :cat., | total cat 1 i ... ' cat.J, | total | Total
o S B 11 1L ' 1L 1L le
cat. | hy vy, n, [ ny o vy, n, m,
Varia- | Grupo : ; : P : :
---------------- A RRE R L AR e SRR ELEEl: EEhEba] CEE RSl E AL EEAAREEE EEAEhhbbd shh bbbl
i ’ N 1] 1 1L ) 1L 1Z le
vel l cat /; Hyy oo By My Py yeeen Mg, n,. n.
total | py o) | o my e iy |oml |
: : /i ' : I
Cate- : ; .’
3 H1 o v HI H1 HL & . HL HL He
gornca cat 1| pnff : Lomy | A A I n/
Grupo | 5 bl : Lo : :
"""""""" i D e ittt Saindtiiil fafiatiadi il Bt et Al Sttt
Hl LHI H1 HL ¢ v HL HL He
A H cat /i M s 1, e P R e e
total | »7" oy ol 7 IO R VB I
o] ' ol ol ol ‘I ol ol .
Total ny o Pon, n, AT (¥ n, n..
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onde:

hé .

ni;~ € o numero de individuos na /-ésima categoria do A-ésimo grupo da variavel categorica

A e na j-categoria do /-ésimo grupo da variavel categorica B.

1y,
i’]‘ = Vn,lj’ ¢ o numero total de individuos do A-ésimo grupo da variavel categorica A, na
i=1

J-ésima categoria do ¢-ésimo grupo da variavel categorica B.

- J
n,{’,‘ =Y n,-’}-e ¢ o numero total de individuos do ¢-ésimo grupo da variavel categorica B,
J=1

na i-esima categoria do A-ésimo grupo da variavel categorica A.

H
n:jé =Y nf’j‘ ¢ o numero total de individuos da variavel categorica A, na j-ésima categoria
h 1
do ¢-ésimo grupo da variavel categorica B.

L
/1,-/’:: Zn,—l’,“ ¢ o numero total de individuos da variavel categorica B, na i-€sima categoria
t=1
do A-ésimo g grupo da variavel categorica A.
, /
nht = Zn,h,e =Y pl Je ¢ o numero total de individuos do A-ésimo grupo da variavel
i=1 Jj=1

categorica A, no ¢-ésimo grupo da variavel categorica B.

L ,
nﬁ’,' = Enf’f ¢ o numero total de individuos do A-ésimo grupo da variavel categorica A, na
=1
variavel categérica B.

nt= Zn.. € o numero total de individuos do /-ésimo grupo da variavel categorica B, na
h=1
variavel categ()rica A

H
Hee = Y net = \“nf’, = n € o numero total de individuos da tabela.
=1 h=1

¢

Associada a tabela 4, temos a matriz N, dada em (3.2.1), onde 1t ¢ a interse¢do da i-

ésima linha do A-€simo grupo das linhas com a j-ésima coluna do ¢-ésimo grupo das colunas.

Da matriz de dados N, podemos obter trés matrizes de onde fazemos as analises de acordo
com interesse do problema. Sejam N, -a matriz das frequéncias das / linhas nos L grupos das
colunas; N, -a matnz das freqiiéncias dos H grupos das linhas nas ./ colunas e N1 -a matriz das

freqiiéncias dos A grupos das linhas nos L grupos das colunas, dadas em (3.2.2), (3.2.3) e (3.2.4).
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3. ANALISE DE CORRESPONDENCIA EM GRUPOS 3.2 OS DADOS

As frequéncias dos grupos das linhas e das colunas sdo obtidas quando se faz o
agrupamento das linhas ou colunas destes grupos, em uma unica linha ou coluna. Aqui, este

agrupamento ¢ feito somando-se as linhas ou colunas de cada grupo.

r.n 1t 1L 1L
ny ooy N 1
1 1 1L 1L
myyooee By [
N= : : (3.2.1)
HI H1 HL HL
Hyy oo By Py By
H1 HI HL HL
Myt My My oo Mg
11 i
i, n,
1 1L
., n
N; = : (3.2.2)
m ot
,,]”‘. I“&
L H H
1 11 1L 1L
Ry cong Hy e My
N.=| : Do : (3.2.3)
HI HI HL HL
Py o Mgy Hy ot Ry
p ol
N;=| : : 324)
HI Hi.
A, e A N

Algebricamente, essas matrizes podem ser obtidas ao definir uma matriz indicadora Lx./
- representada por Z,, cuja j-ésima coluna € um vetor de zeros, exceto por um “1” (um) na linha

apropriada para indicar o grupo ao qual a coluna pertence e uma outra matriz indicadora /xH

representada por Z,, cujas linhas classificam, de forma similar, as linhas de N. Assim a matriz N,
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3. ANALISE DE CORRESPONDENCIA EM GRUPOS

3.2 OS DADOS

¢ dada por N, = NZ,”, N, € dada por N> = Z,, 'NeN;= Zo ’N Z,’. Todas essas matrizes estio

representadas esquematicamente na figura 4 abaixo:

L Z,

I Zo N N,

Hy [N | [N

[ N — [S—)

H J L

Figura 4 :Representagdo esquematica
das matrizes N. N;. N-e N,

Apresentados os dados, passemos a estudar as associagdes entre as categorias € entre as

classes das variaveis em questio.
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3. ANALISE DE CORRESPONDENCIA EM GRUPOS

3.3 RELACOES ENTRE AS MATRIZES N, N,, N, EN;

Nesta se¢do, apresentamos as relagdes existentes entre as analises de correspondéncia das
matrizes N, Ny, N> e N3 Salientando que a maioria dessas relagdes foram enunciadas, e algumas
demonstradas, em Greenacre (1984) na segdo 7.1, aqui elas serdo desenvolvidas algebricamente,
dentro de um contexto mais detalhado. Para isso, colocamos os resultados das analises dessas

quatro matrizes e mostramos as relagdes entre elas.

3.3.1 AS NUVENS DE PONTOS E SUAS RELACOES

Quando a AC foi desenvolvida, no capitulo 2, apresentamos os perfis linha da matriz N na
expressdo (2.3.1). Tomando agora tal expressio e considerando a estrutura de grupo, ela €

reescrita da seguinte maneira:

hl hL
hl 1. hl .
hy _ 1] iJq ] oo _
(Ri )_( e he 7 he "’ he ) I'l,...,]},Gh“‘l,...,H, (331)

Hig Hie Hig Hig
Assim, (Rf’ ) representa a i-ésima linha do A-ésimo grupo de N como um ponto no espago R’

Considerar estrutura de grupo na matriz N nio muda a necessidade de se atribuir massa
aos pontos, para que a informagdo sobre a propor¢ao de individuos em cada linha seja conhecida.

Deste modo, para a matriz N, temos que as massas desses pontos sao:
nlt
(rfy=21 i=1,.. . leh=1,.H (3.3.2)
n
No caso das matrizes obtidas a partir do agrupamento das linhas e/ou colunas de N, os perfis linha
e suas massas sdo escritos de forma similar.

Assim, os perfis linha de N; sdo dados por:

} il itk
(Rfn=(Z%,..., =y i=1, . Lieh=1. H (3.3.3)
Hiq Hiq

onde (R,’-’ )1 representa o perfil linha da i-ésima linha do A-ésimo grupo de N, como um ponto no

espago R". As massas dos perfis linha de N, s3o dadas por
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he

(rfy=tie =1 Leh=1,..H (3.3.4)

b
H

Da mesma forma, os pontos do espago R’, que representam os perfis linha de N,, sdo

- dados por

|

| hl hL

1 hl n hl n

| H oJ i o)

(R7), = ;1‘., h.l 'hl.,... Ly h=1...H (3.3.5)
‘ Hee ”00 ”oo ”oc

‘ sendo que (Ri’ )> representa o perfil da A-ésima linha de N», enquanto que as massas desses perfis

Y- Te)
J nlie
(r))2=—"> h=1,.,H (3.3.6)
n
Finalmente, escreveremos a expressao que nos da os perfis linha de N, que sdo pontos do
espaco R
hl hL
(R”)«—(”“ ey h=1, L H (3.3.7)
’..
As massas destes pontos s3o:
he
(riy =" p=1.  H (3.3.8)

n

Comparando os perfis linha das matrizes N e N,, podemos observar que cada perfil linha

de N, € realmente o centroide dos respectivos grupos dos perfis linha de N. Tomemos, entdo, a
defini¢do de centroide dada em (2.3.7), e substituindo os perfis e suas massas como descrito

acima, estabelecemos a seguinte relagcdo

(RU)= }: ("R (33.9)

1
(r')2 12
A veracidade desta relag¢do pode ser verificada ao efetuarmos a multiplicagdo entre (r.h e (Rf )2,

quando, entdo, obtemos

hl hL
hl hL
R RS I /R (3.3.10)
n n n n

Por outro lado, para cada / = 1,..../; , a0 multiplicarmos 1 " por Rf’ , obtemos
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hl n./ 1 hil nhL

H i Hj iJ

(4. ..., e, — LY h=1,. . H

H H I H

Ao efetuar o somatorio em /, obtemos a mesma expressdo de (3.2.10).
Tomando os perfis linha de N, e N, também, podemos mostrar que os perfis linha de N:

sdo os centroides dos grupos de perfis linha de Ny, isto €, que

1 Vi
> (R (33.11)

h

(RE); =

Na matriz N com estrutura de grupo, os perfis linha sdo representados por uma nuvem
composta de varias outras nuvens, onde cada uma delas corresponde aos grupos desta matriz. A
partir desta nuvem podemos obter trés outras nuvens que representam os perfis linha das matrizes
Ni. N>e Ns.

Assim, da matriz N, temos uma nuvem no espago R’, formado por A nuvens compostas de

I, pontos. Tal nuvem pode ser expressa por

R=[(R') ... (R}1 y ... (RITy .. (RZ)’]’=D;1P (3.3.12)

: L
No caso da matriz N,, como as colunas foram agrupadas, temos uma nuvem no espago R",
que também € composta por /=2_/, pontos, formando / nuvens, e pode ser escrita como:

Ri= (R (R (R (RZ W1 = D; Py (3.3.13)

No caso em que a matriz foi construida a partir do agrupamento de linhas, isto €, para N,
temos uma nuvem no espago R’ formada pelos A centroides dos grupos de N, expressa por
R:=[(R!) ... (R )= D.'P; (3.3.14)
Quando agrupamos as linhas e as colunas, obtemos a matriz N:. Esta matriz esta
representada por uma nuvem no espago R°. Esta nuvem é formada pelos A centroides dos grupos
de Ny, e € expressa por:

R;=[(R!)s ... (R¥)y7=D_'Py. (3.3.15)

Como cada perfil linha tem uma massa, cada uma destas nuvens de perfis linha tera um

- vetor de massa. Assim, os vetores de massa das nuvens R, Ry, R: e R3 sdo, respectivamente,
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le He
le n He n
n,. Le n I,
R (Rt L L L At L
n n n n
o le He
_om, Nie nil® Mo
rl_(n 7 R " on ),
1
(3.3.16)
. nat
r.=( e — ),
n n
e Mg
r3=( yern o ) .

n 7

Comparando os vetores de massas acima, percebemos que r = r; € que r» = ri3. Estes
resultados se justificam devido a dois fatos: Primeiro porque as nuvens R e R; tém a mesma
quantidade de pontos, o mesmo acontecendo com R, ¢ R:. Em segundo lugar, a operagio de
somar as frequéncias das colunas, ao fazer o agrupamento, ndo altera a propor¢do das linhas.
Como a massa foi definida como a proporgdo de individuos em cada linha em relagdo ao total de
individuos da matriz, temos, portanto, que as massas dos pontos de R sdo iguais as de R, o
mesmo acontecendo para R; e Ra.

No capitulo 2, fizemos um comentario a respeito do fato de que, em analise de
correspondéncia, o estudo das nuvens ¢ feito tomando como base o seu centroide ou
representante. Isto acontece porque ele, além de compor a diagonal do inverso da matriz que
define a métrica em cada nuvem, é tomado como referéncia para a medida de dispersdo da nuvem.
Assim, definimos ¢, ¢, €2 ¢ ¢; como sendo os centrdides das nuvens de perfis linha de N, Ny, N e

N, dados respectivamente por:

.l o] L
o on ",y ", Ry o
c=(—,..., y ey Ty ey ™)
n n n n
ol L
— ’Il. ’I:. 3
Cy —( s oeee s —)
n n 3.3.17)
) . oL oL
_ . n, Ly, n, Ry o,
cl_ ( > 2 > "t b b4 )
n n n n
1 oL
— ’ll. 'Iil 2
G=(—",...,—)
n n

Aqui, novos resultados aparecem ao se comparar o centroide das nuvens dos perfis linha
das matrizes N e N,, e os das matrizes N; e N:. Observa-se, entdo, que ¢ = ¢z € ¢; = ¢3. Da forma

como foi definido em (2.3.5), o centrdide de uma nuvem ¢€ o perfil da linha formada pela soma de
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todas as linhas da matriz. Deste modo, como as linhas de N, sdo agrupamentos das de N, a soma
das linhas dessas duas matrizes sdo iguais. Além disso, os espagos vetoriais dos perfis linha dessas
duas matrizes tém a mesma dimensdo. A partir destes fatos, percebemos que o centréide da nuvem
dos perfis linha de N € igual ao da nuvem dos perfis linha de N;. O mesmo argumento vale para os
perfis linha de N; e Ns.

No caso das colunas, os perfis sdo andlogos e simétricos ao perfis linha (ver apéndice A) e
suas relagbes também sdo analogas. Assim temos que os perfis coluna de N; (N;) séo os

centrdides dos grupos dos perfis coluna de N (N,), estabelecendo as seguintes igualdades:

1 J
(Con= = (c(CH) (3.3.18)
° /]
€
£ 1 J 4 4
(Co)= ) Z (Gn(Cp (3.3.19)
/3 -

As nuvens dos perfis coluna, seus vetores de massas e centroides também sdo similares,
bem como as relagdes entre os vetores de massas e entre os centrdides. Esta similaridade deve-se
ao fato de as massas dos perfis linha serem os centréides dos perfis coluna e vice-versa.

Visto, entdo, as nuvens dos perfis linha e dos perfis coluna e suas relagdes, vamos

apresentar as métricas e suas relagdes.

3.3.2 AS METRICAS E SUAS RELACOES

No caso em que a estrutura de grupo € considerada, também € a disténcia entre os pontos
que nos mostra se existe ou ndo uma associacdo entre eles; contudo, agora, € possivel
estabelecermos algumas relages entre as estruturas métricas das diferentes nuvens. Para isso,
vamos definir a estrutura métrica de cada uma das nuvem. Tais métricas sdo dadas por distancia
euclidiana generalizada, definida pelas matrizes diagonais onde, na diagonal, temos o inverso dos

| . .
elementos dos seus respectivos centrdides.
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As métricas definidas para as nuvens dos perfis linha nos espagos R’, R, R’ e R’

referentes as matrizes N, Ny, N; e Nz, sdo dadas, respectivamente, por

hf ”ilz’f ) )
FRDY, (R = 7o) == (R - (R DI (RY) - (RY))
i=1j=1 1,. e He;
5 h( n/z'!‘ 5 i | A W
(R, (R )) = z(’,,, ) (Ri ) D (R - (RY))
hF h’f, ’ ,
d*(R)):, (R ))— o) == (RD:- (RO D ((RD:2- (R)):)
ht e |

(R, (RY)s) = Z/ S = (RDs - (R D (RDs - (RY)y)

As metricas definidas para os perfis coluna nos espagos R, R, R' e R”, referentes as
matrizes N, Ny, N, e N: sdo analogas as dos perfis linha.
Para estudar as relages existentes entre estas estruturas meétricas, lembremo-nos
primeiramente que, no item anterior, ao definirmos os centroides, foram estabelecidas as seguintes
f relagdes: ¢ =¢a, ¢y =¢3 r =71y € r» = r3 . E também que as matrizes diagonais que definem as
distancias tém como elementos o inverso dos elementos de seus respectivos centroides. Assim,
percebe-se que nuvens que tém centrdides iguais tém métricas iguais. Portanto as métricas
definidas em R e R., sdo iguais e estas nuvens estio no mesmo espago vetorial R”. O mesmo
acontece com as métricas definidas em R; e Rz, que estdo no espago vetorial R" Por sua vez, as

métricas definidas em C e C; sdo iguais e estas nuvens estio no mesmo espago R’ O mesmo

acontece com C, e C: no espago R

Para estudar as diferengas entre os grupos, tomamos os seus centroides como seus
representantes e com eles calculamos os eixos direcionais. Mas, estes centroides sdo os pontos da
nuvem R,, enquanto que todos os outros pontos da nuvem sdo os pontos de R. Ora, vimos acima
que R e R, estdo no mesmo espago e tém a mesma métrica. Nuvens com meétricas iguais
possibilitam a representagdo dos pontos de uma delas como pontos suplementares na outra.
Assim, podemos expressar os pontos da nuvem R como pontos suplementares, junto com os
 pontos de R, Da mesma forma, podemos expressar os pontos de R,, C ¢ C; como pontos

suplementares em Ri, C, e Cs
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Antes de calculamos os eixos direcionais, vamos discutir as relagdes entre as inércias totais

das nuvens.

3.3.2.1 RELACOES ENTRE AS INERCIAS TOTAIS DAS NUVENS

As inércias das nuvens R e R,, Ry e R;, C e C; e C; e C; sdo comparaveis, ja que cada
duas delas estdo no mesmo espago vetorial e tém definida a mesma meétrica. E de se esperar que a
inércia de R seja maior que a de R, 0 mesmo acontecendo com R; e R;,com Ce CiecomCy e
Cs, ja que as nuvens R,, R;, C, e C; surgem da condensagdo dos grupos das nuvens R, R, C e
C,, respectivamente. De fato, com respeito a qualquer subespaco, temos o resultado classico de
que a inércia total de uma nuvem ¢ igual a soma das inércias entre os grupos mais a soma das
inércias dentro do grupo. Vamos enunciar mais formalmente e demostrar este resultado apenas
para o caso das nuvens R e R,.

Sejam R e R’ h=1,..,H, as nuvens compostas pelos pontos R,', i=1,...1y R,z, =1, ..

H

; H . . ho. .

; Ry, i=1,..,1y; com as respectivas massas 7; ,i=1,..0, e ~=1,..,/{. R € a nuvem dos / = 21,
h=1

perfis linha no espago euclidiano ./-dimencional ponderado e estruturado pela métrica definida pela

matriz simétrica positiva-definida D! ER" h=1,.. H, sdo as H nuvens que formam a nuvem R.

. 1 { 1 & .
Sejam R/ = —2 r/’ R,/', h=1. H ec=—2 r"R! os centroides das nuvens R e o
Fo i=i I =1

centroide geral da nuvem R, respectivamente, onde r./'=z r,-h sdo as massas dos centroides das

=1

H
} — ) - I
nuvens R" e 7 =2 r./' a massa do centroide da nuvem R. Vamos mostrar que a inércia total da
=1

nuvem R, com respeito ao centroide geral ¢, ¢ igual a soma das inércias totais das A nuvens R”,

com respeito aos seus respectivos centroides R/.', mais a soma das inércia individuais dos

. J N ..
centroides R, , em relagdo ao centroide geral c.

Conforme a notagdo da inércia, definida a partir de (2.3.11), podemos escrever a afirmagio

|acima como sendo a seguinte igualdade:

H H
In(R) =;§1 Ings (R +;§1 In(RY) (3.3.21)
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Para demostrar esta igualdade, comecemos observando a expressdo da inércia dada em
(2.3.12). Esta expressdo nos diz que a inércia total de uma nuvem € formada pela soma das
inércias individuais dos pontos dessa nuvem. Inércias estas calculadas em relagdo a um mesmo

ponto. Assim, para a nuvem R, temos

H [
Ind(R) =2 3 In (RM). (3.3.22)

h=1i=1

/
h h . , . . . . . . ..
Mas como \ZIHC(R, )=In.(R") isto €, a soma das inércias individuais dos I, pontos da h-ésima
=1

' nuvem ¢ a inércia total desta nuvem, entdo podemos considerar o segundo membro da expressdo

~acima como a soma das inércias totais de cada uma das / nuvens, em relagdo ao centroide geral c.

Assim, temos que
H 4
n(R) =2 In(R"). (3.3.23)
h=1

Mas, neste caso, as inércias totais das nuvens R* ndo estdo calculadas em relagio aos seus
centroides, e sim em relacio ao centroide geral. Para expressar a relagdo entre as inércias
calculadas entre estes dois pontos, tomemos o Teorema de Huyghens dado pela expressdo
(2.3.15) que reescrevemos a seguir

Iny(R) = Ing (R) + Iny(R).
Esta expressio nos da a relagdo entre a inércia de cada nuvem, calculada em relagdo ao seu
respectivo centroide, € a inércia destas nuvens, calculada em relagdo a um ponto qualquer. Ao

utilizar este resultado para as nuvens R*, h=1,...H, o ponto qualquer y ¢ substituido pelo
centroide geral ¢ ¢ R pelos centroides Rf de cada nuvem. Estas expressdes tém a seguinte forma
Ind(R* = Ingx (R + In(RM), (3.3.24)
Assim, substituindo esta relagdo, dada em (3.3.24), na expressdo da inércia total de R, dada em
(3.3.23), e desenvolvendo o somatério em A, temos o que queriamos demostrar, isto €, temos que

H H
n(R) =2 Ingr (RN +Y In(RY).
h=1 h=1

A nuvem formada pelos centréides Rl.’ ,h=1,. H, ¢ a que representamos por R,, formada

 pelos perfis das linhas de N,. Portanto, esse resultado nos mostra a relagdo existente entre as

inércias da matrizes formadas pelos perfis linha de N e N; e expressa por
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In(R) =§ Ing» (R*) + In.(Ry). (3.3.25)
[sto nos mostra que a soma das inércias dos centroides € também sempre menor que a
soma das inércia individuais, por um decréscimo igual a soma das inércias dentro dos grupos.
Como c, o centroide da nuvem dos perfis linha de N, € igual a ¢», o centroide da nuvem dos perfis
linha de N», podemos dizer que a inércia total da nuvem R, em relagdo ao seu centroide, ¢ maior
ou igual a inércia total da nuvem R,, em relagdo ao seu centroide, isto €,
nc(R) = In., (R3). (3.3.26)
Resultados analogos a estes, sdo validos:

para o caso das nuvens R, e R;, isto €,

H
e (Ry)= 2 Ingr (R™) + In (Rs) (3.3.27)
h=1
Ine (R)) = In, (R3) (3.3.28)
para os casos das nuvens C e Cy, isto €,
L
Ine (C)= 2 Inct (C") + Iny, (Cy) (3.3.29)
f=1
Ine (C) 2 In, (C1) (3.3.30)
e para os casos das nuvens C; e Cs, isto €,
L
In, (C2)= 2 Inc: (C2) + In, (C3) (3.3.31)
’ f=1 '
In, (C2) = In, (Cs). (3.3.32)

Desta forma, isto nos mostra que a condensagdo dos grupos em pontos reduz a inércia total de
todas as nuvens.

Estabelecidas estas relagdes, vamos discutir o ajuste das nuvens e suas relagdes

3.3.3 OS AJUSTES DAS NUVENS E SUAS RELACOES

Nos haviamos colocado, no capitulo 2, que ajustar uma nuvem a um subespago significa
-encontrar um subespago na qual os vetores de sua base s3o as diregdes em que os pontos, nela
projetados, tém as maiores inércias. Isto foi feito para cada dire¢do, através da expressio (2.3.24)

que reescrevemos a seguir:
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(D72 Xv) D(D;"* Xv) = v X’ Xy = v’Sy

Agora estamos considerando a estrutura de grupo e estamos interessados em estudar as diferencas

entre eles. Por isto, interessa-nos maximizar a inércia, ndo mais de todos os pontos da nuvem, mas

apenas dos representantes de cada grupo. Desta forma, tomemos apenas as matrizes que tém os

centroides como elementos; ou seja, maximizaremos as expressoes das matrizes que definem o

ajuste das nuvens R. , R;, C; e Cs.

A matriz que define o ajuste da nuvem Ra no espago R’, é semelhante a matriz S definida

em (2.3.21), e ¢ a seguinte:
S: = (P2 - r:¢2’)Dy, (P2 - r2¢2’)” D}
S, = XX, onde (3.3.33)
X>=D; *(Pa-rey) D 7.
Por sua vez, a matriz que define o ajuste da nuvem R; no espago R” é dada por:
Ss3 = (Ps - r3c3’) Dy, (Ps - rs¢s”)” D
S; = X3°X; onde (3.3.34)
X;= Dy *(Ps- rs¢5) D%,
a matriz que define o ajuste da nuvem C, no espago R’ ¢ dada por
Z,=(Py - ciry’)y D (P - eiry’) Dy
Z, =YY, onde (3.3.35)
Y, =DM (P - e’y D2
e a matriz que define o ajuste da nuvem Cs no espago R” ¢ dada por
Zs = (Py - cary’)’ D (P3 - cary’) Dy,
Z;=Y5Y; onde (3.3.36)
Y;= D22 (Py - ery’) D2

A partir da decomposi¢do em valores singulares das matrizes que as compdem, obtém-se

os vetores direcionais de cada nuvem de centrdides e, portanto, as coordenadas desses ponto (ver

apéndice A).

Para analisar os pontos de R, usaremos a estrutura de R», colocando os pontos de R como

pontos suplementares. Da mesma forma, para a analise dos pontos de R;, C e C, usaremos as

estruturas de Rs, C, e C;, respectivamente, colocando os seus pontos como pontos suplementares.
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Ao fazé-lo, estamos maximizando a inércia entre e mantendo a inércia dentro dos grupos, o que €
equivalente a fazer a Analise Discriminante dos grupos. Desta forma, percebe-se a veracidade da
afirmagdo de Greenacre a respeito das relagdes entre estes dois tipos de analise. Ele coloca que “a
Analise de Correspondéncia em N;, N, e em N € efetivamente uma Analise Discriminante” e que
“a Analise de Correspondéncia em N também pode ser vista como uma Analise Discriminante se
consideramos cada linha como um grupo, onde os grupos ndo tem variabilidade dentro”.

Os resultados da analise de correspondéncia de cada uma das quatro matrizes, obtidas a

partir de uma tabela de contingéncia com estrutura de grupo, ¢ dada separadamente no apéndice

“A. Agora veremos como as inércias principais dos eixos das nuvens de centréides estdo

relacionadas com as dos eixos das nuvens de perfis.

3.3.3.1 RELACOES ENTRE AS INERCIAS DOS EIXOS

Vimos, na se¢do 3.3.2.1, que a condensagdo dos grupos em pontos reduz a inércia total da
nuvem. Agora vamos mostrar um outro resultado, que € uma conseqii€ncia desse, € nos mostra a
redugdo da inércia, agora nos eixos principais definidos pelo ajuste. Na investigagdo das analises
de Re Ry, Ry e R;, C e Cy, C; e Cs € sempre interessante comparar as inércias de seus eixos
principais. Em termos das inércias principais, temos que, em qualquer subespago, as inércias
principais dos eixos das nuvens agrupadas € sempre menor que as inércias principais dos eixos das
nuvens ndo agrupadas. A segir, enunciaremos mais formalmente este resultado para R e R..

Sejam R, i=1,.. .1, e h=1,.. . H e RY, h=1,. .H, os pontos das nuvens R e Ry,
respectivamente, com as respectivas massas 1 e rl' . Estes pontos estdo em um espago euclidiano
J-dimencional ponderado e estruturado por uma métrica definida pela matriz simétrica positiva-
definida D' Sejam vy, vo, ..., v e v’ ¥, ..., ¥¢’ 0s eixos que nos dio as dimensdes do espago

vetorial em que se encontra a nuvem R e R,, respectivamente. Sejam ainda Ay, Az, ... Ax e 4;, 45,

Ay as inércias principais dos eixos da nuvem R e R,. Essas inércias principais dadas em

termos das inércias dos perfis, sdo as somas das projecdes das inércias de todos os perfis linha

'sobre cada eixo. Assim temos que
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/

>

H
k= Z

h=li=1

N

[In(R])], , k=1,..K (3.3.37)

onde [ /n_(R") ] esta representando a componente da inércia dos pontos R i=1,..1,e h=1,  H

k
sobre o eixo v.. Lembramos que as inéréias principais sdo dadas pelos autovalores associados aos
autovetores da matriz que define o ajuste do subespago otimo e que os autovetores nos ddo as
diregOes desses eixos. Desta forma, devemos mostrar que as inércias principais A, A,, ... dos eixos
da nuvem dos perfis linha de R sdo maiores ou iguais as respectivas inércias principais /"1'1 ,/1'2 N
dos eixos da nuvem dos perfis linha de R, isto €, devemos mostrar que

M Ay, A2 A,

Para demonstrar este resultado, observe que K° < K, ja que estamos supondo que a
dimensionalidade dos / pontos de R seja K e a dos A centroides de R; seja K°. O resultado ¢
trivialmente verdadeiro para k > K, tendo neste caso A, = 0. Para k < K’, considere os seguintes
dois subespacos do espago K-dimensional, onde estdo representados todos os perfis linha. Este € o

subespago que denominamos de Subespago Ajustado. O primeiro subespago & € formado pelos

H I
€IXos ¥, que tenham inércias principais A, = [Ziln‘»(R, )L, =1,.. .k menor ou igual a A; =
h=li=1

[/n(R) ]vk , 1sto €,
A={ v tal que Av = [In(R) ], , para r=1,...k }. (3.3.38)

O segundo subespago B ¢ formado pelos eixos v, que tenham inércias principais A,=
" ,
[S . (RY) Iy, = [/n(Ry) ], , maiores ou iguaisa A .
h=1
B ={ v/, tal que = [[n(R2) ], =i, = k,.. K}, (3.3.39)
O primeiro subespago exclui os primeiros -1 eixos principais dos / perfis linha e tem dimensio K-

(k-1)=K-k+1 enquanto o segundo subespago inclui os & eixos principais dos H centroides e sua

dimensdo € k. Assim a soma dessas dimensdes é K-k+1+k=K+1 e, portanto, a intersecdo desses

dots subespagos deve ter dimensdo maior ou igual a 1 (um). Podemos assim assumir a existéncia

de um eixo u que € comum aos dois subespagos. O resultado da se¢do 3.3.2.1, dado em (3.3.21),

€ aplicavel as componentes de todos os perfis linha de R e de R, em relagdo a esse eixo, e,
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portanto, a soma das componentes das inércia de todos os perfis linha da nuvem R sobre o eixo u
€ maior ou igual a soma das proje¢des das inércias de todos os perfis linha da nuvem R, dos
centroides, isto €
[In(R)]y = [[n(R2)]a. (3.3.40)
Por defini¢ao dos dois subespagos aos quais u pertence temos
M. = [In(R)]a € [/n(R2)]u = X
0 que implica
A= Ap k=1, 0K (3.3.41)
[sto nos mostra que o processo de condensagdo dos pontos dentro dos grupos reduz o
momento de inércia em todas as diregoes.
Visto, entdo. as relacdes entre as varias matrizes proveniente de uma tabela de

contingéncia com estrutura de grupos, passamos a aplicacao.
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4. APLICAGAO DA ANALISE DE
CORRESPONDENCIA EM GRUPOS

4.1 INTRODUCAO

Esta aplicagdo faz parte de um projeto maior que vem sendo desenvolvido sob a
coordenagdo da pesquisadora Dra. Maria Coleta F. A. de Oliveira, do Nucleo de Estudos de
Populagdo da Universidade Estadual de Campinas (NEPO/UNICAMP) e que tem por objetivo
conhecer as circunstancias em que vivem as pessoas de familias cujo nacleo nao € o casal. Nos
dados desta aplicagdo sdo observadas partigdes na populagdo e o interesse de analise esta na
comparacdo das caracteristicas da populagdo dentro e entre as classes desta partigdo. Assim, a
analise estatistica destes dados recaiu na utilizagdo da Analise de Correspondéncia em Grupos.
Neste capitulo, apresentamos a obtengdo dos resultados de forma detalhada, visando facilitar a
compreensdo da correspondéncia entre a teoria e a pratica.

Para isso, na segdo 4.2, apresentamos os dados a serem analisados, descrevendo as
variaveis e a populagdo em estudo. Na se¢do 4.3, apresentamos os resultados da analise de
correspondéncia, como exposto no capitulos 2 e 3. E na se¢do 4.4, apresentamos os graficos, a
descricdo dos pontos representantes de cada grupo e a dos pontos suplementares. Nesta fase
apresentamos varias observagdes, muitas delas creditadas a Dra. Maria Coleta F. A. de Oliveira,
que por serem preliminares e obtidas por comunica¢do oral, devo enfatizar que nenhuma delas
nécessariamente estardo de acordo com a forma ou conteudo final das analises, a serem publicadas

conjuntamente.
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4.2 OS DADOS

Os dados analisados neste trabalho foram obtidos a partir dos censos demograficos de
1970, 1980 e 1991. Inicialmente, a populagdo em estudo era a de homens sem companheiras no
Estado de Sdo Paulo e o objetivo do estudo, verificar a influéncia de variaveis descritoras na
localizacdo domestica dos individuos da populagdo. Desta forma, foi tomada como variavel

resposta a Localizagdo Doméstica dentro de um domicilio onde o individuo em estudo ndo tem

conjuge. Esta variavel caracteriza as alternativas de organizagdo do domicilio dos homens sem
:companheiras. Suas categorias foram construidas com base na composi¢do do domicilio, segundo
as relagdes de parentesco entre seus componentes . Assim, a categoria em que foram agrupados os
individuos que vivem em grupos de pessoas sem lagos de parentesco, chamamos de Localizac¢io
1 (L1); a dos que vivem sos, chamamos Localiza¢do 2 (L2); a categoria dos que vivem como
chefe de familia monoparental®, chamamos Localizacio 3 (L3); a dos que vivem em grupos
aparentados, chamamos Localiza¢do 4 (L4) e a dos individuos que vivem em familia chefiada
por outro, chamamos de Localiza¢io 5 (L5).

Para uma melhor compreensio da variavel resposta, foram consideradas algumas
caracteristicas dos individuos desta populagdo. Uma destas caracteristicas é a idade, que foi
categorizada em: individuos jovens de 15(quinze) a 24(vinte e quatro) anos; individuos maduros
'de 25 (vinte e cinco) a 59 (cinqiienta e nove) anos e individuos idosos aqueles com 60 (sessenta)
anos ou mais. Uma outra caracteristica de interesse € a situa¢do conjugal, que divide a populagdo
em individuos solteiros, separados ou divorciados e vitivos. Em um estudo preliminar observou-se
uma forte associagdo entre as categorias jovens e solteiros, maduros e separados ou divorciados e
idosos e viuvos. A categoria maduros foi originada da jun¢do das categorias dos individuos de 25
a 39 anos e dos de 40 a 59 anos que neste mesmo estudo observou-se uma homogeneidade nos
resultados destas categorias. Conforme relatério técnico entregue pela Dra Maria Coleta F. A. de
Oliveira a PAEP ( Pinho, A. et all 1997).

Assim, foi definida uma nova variavel denominada de Etapas do Ciclo de Vida. Suas
categorias sdo denominadas de: 1* etapa de vida (E1) para os individuos solteiros de 15 a 24

anos; 2* etapa de vida (E2) para os separados ou divorciados de 25 a 39 anos e 3® etapa de

) Familia Monoparental ¢ aquela constituida por apenas um dos conjuges € os filhos.
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vida (E3) para os vitivos de 60 anos ou mais.

Desta forma a populagdo em estudo passou a ser apenas os homens solteiros de 15 a 24
anos, os separados ou divorciados de 25 a 59 anos e os viuvos de 60 anos ou mais, no Estado de
Sdo Paulo. E a variavel resposta Localizagdo Doméstica sera estudada mantendo controle das
etapas de vida, que geram, portanto, as partigdes da populacdo nas categorias da variavel
Localizagdo Domeéstica em cada censo.

As variaveis descritoras consideradas neste estudo sao a Instrucéio, a Renda Familiar per

~ Capita e a Localizagio de Domicilio, pois foram levantadas como possiveis explanatorias da
variavel Localizagdo Doméstica.

A Instrugdo ¢ categorizada em anos de estudo, considerando também os dados onde os
individuos ndo declararam sua instru¢do. Assim, Instrucio nio declarada (In) € o nome da
categoria em que foram agrupados os individuos que ndo declararam instrugdo. Chamamos: de
Instruciio 0 (I0) a categoria em que os individuos ndo tém instrugdo, de Instrucio 1 (I1) a
categoria em que os individuos tém de [ a 4 anos de estudo, de Instrucio 2 (I12) a categoria em
que os individuos tém de 5 a 8 anos de estudo, de Instrugao 3 (I3) a categoria em que os
individuos tém de 9 a 11 anos de estudo e de Instrugio 4 (I4) a categoria em que os individuos
tém 12 ou mais anos de estudo.

As categorias da renda, por sua vez, foram definidas a partir da divisdo da populagdo em
~ decis de renda"™’. Temos assim 12 (doze) categorias, dez das quais -as chamadas de Renda 1 (R1)
at¢ Renda 10 (R10)- sdo compostas pelos individuos do primeiro ao décimo decil. As outras sio

aquelas composta pelos individuos sem rendimentos, chamada Renda 0 (R0) e a dos que ndo
declararam rendimento, chamada Renda nido declarada (Rn).

A localizagdo de domicilio foi categorizada em apenas Zona urbana (Zu) e Zona rural
(Zr).

Desta forma, o problema permite considerar a variavel Localizagdo Doméstica -controlada
pelas etapas de vida- como a variavel a ser descrita, variavel dependente ou resposta, enquanto
que as outras sdo variaveis descritoras, independentes e ‘candidatas’ a explanatorias. Entdo, a

tabula¢do cruzada da variavel Localizagdo Doméstica com cada uma das outras € de interesse, e

além disso ¢ possivel enfocar essas relagdes de forma reduzida a uma unica analise.

' Mais detalhes sobre estas categorias pode ser encontrada em Pinho (1997)
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Para isso, os dados a analisar sdo apresentados através da representacdo, em tabelas de
dupla entrada, determinada pela especificidade do problema:
- as linhas da tabela estdo estruturadas conforme as categorias da variavel
Localizagao Domeéstica nas etapas de vida, para os trés censos considerados.
- as colunas estdo estruturadas pela justaposi¢do das categorias de cada uma das
variaveis descritoras consideradas. Esta justaposi¢do se justifica, pois temos o interesse em

analisar a influéncia de cada uma das variaveis descritoras na presenga das outras.

A tabela 5, denominada de Tabela de Dados, apresentada na pagina seguinte, €, entdo,
~construida pela concatenagdo, por coluna, de trés tabelas correspondentes ao cruzamentos da
variavel Localizagdo Doméstica, controlada pelas etapas de vida, com cada uma das descritoras (
Instrucdo, Renda e Localizagio de Domicilio). E da concatenagdo. na estrutura das linhas, de
cada uma das tabelas acima descritas, por ano dos censos.
Desta forma, a tabela 5, comparada a tabela 4, tem a estrutura de grupo apenas nas linhas,
determinada pelo interesse em examinar o comportamento da Localizagdo Doméstica, associado a

cada descritora, simultaneamente, nos trés censos.
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TABELA 5: Tabela de dados
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4.2 OS DADOS

Associadas a tabela 5 temos, entdo. a matriz de dados, N, e a matriz dos centroides dos

grupos, N>. A matriz de dados, apresentada a seguir, € a matriz cujos perfis linha foram tomados

como pontos suplementares representando os elementos dos grupos, onde os eixos sdo

variavel definida nas colunas.

ey
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10090
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A matriz dos centroides dos grupos, Na,
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. determinados pelos centroides destes grupos. Os elementos desta matriz nos dio, para cada

localizagdo domeéstica, o numero de individuos em cada etapa de vida e sua distribui¢do para cada

175

como enfatizado no capitulo anterior, € a matriz

cujos perfis linha sdo os representantes dos grupos na nuvem e sdo usados para determinar as

dire¢des dos eixos. Desta forma, foi aplicado o algoritmo da AC, como descrito no capitulo 2, na

matriz N,. Esta matriz é apresentada a seguir e cada um de seus elementos nos da o numero de

individuos em cada localizagdo doméstica, desconsiderando as etapas de vida, distribuidos

|
segundo cada variavel definida nas colunas.
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Na proxima se¢do, descrevemos como, a partir destes dados, obtemos as coordenadas dos

pontos a serem analisados.
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4.3 TRANSFORMACAO DOS DADOS

Na se¢do anterior apresentamos a tabela 5, que € a tabela de dados a qual associamos as
matrizes N e N>. A matriz N € a matriz em cujas categorias nao foi feito qualquer agrupamento. A
matriz N, ¢ a matriz obtida a partir do agrupamento das linhas. Como o nosso interesse aqui € o
de analisar a variavel Localizagdo Doméstica, como descrita em cada categoria, pelas variaveis
descritoras, o algoritmo da AC foi aplicado na matriz N, e os perfis linha de N, colocados como
pontos suplementares. Nesta se¢do mostramos, a partir dessas matrizes, a transformacdo desses

dados até a obtengao das coordenadas dos pontos.

4.3.1 APLICACAO DO ALGORITMO DA AC

Inicialmente, transformamos as matrizes de freqiiéncias absolutas em matrizes de perfis.
| Deste modo, de N obtemos os perfis das etapas de vida ao longo das variaveis descritoras, que
| serdo tratadas como pontos suplementares. De N, obtemos, através da expressdo (2.3.3), os perfis

das localizagdes domésticas ao longo das variaveis descritoras, que sdo as linhas de R,, dada a

seguir.

| K2 0 0.7078 0.0118 2,012 > 0. . o 0 ; 20 0.0308 0 oo’a
‘ ‘ : . 0.0382 0. 1 .0154 0 : 05 0.05 0. 0.0229 0.0049 0.2
f ‘ ReOANR L0005 0. %61 0. 0.4299 0.0032
0.0336 0.0304 0.0123 0
5 0.0454 0.0867 0.0050 0. 3041 00291
. 0.0 0.0407 0,0372 0.0085 0.3164 0.0162

10,0232 0.0343 6 0.0346 0.0271 0.0137 0.3125 0.0208
1 0.0337 0.0343 0.0322 0.C297 0.0233 0.0124 0.2086 0.0246_|

. 2005 0.0029 0.0204 0.0054 0.6327 0.
| L0187 £.0601 0.1488 00880 0.0160 0.0004 0.0008 0.0075 0.0036 0.0342 0.0352 0361

Esta matriz nos mostra, por linhas, 15 (quinze) pontos do espago R*’, que sdo as 5 (cinco)
localizagdes domésticas nos 3 (trés) censos. Também de N,, obtemos os perfis das variaveis
descritoras ao longo destas localizagdes domésticas, que sdo as colunas da matriz C,’, apresentada
ga seguir. A nota¢do () em C,  indica que a matriz abaixo esta transposta, com relagdo a

lapresentada no desenvolvimento tedrico.
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— -

Esta matriz nos mostra, por colunas, 20 (vinte) pontos do espaco R", sendo que os 6 (seis)
p p p q

primeiros representam as categorias de instrugdo, os 12 (doze) seguintes representam as

categorias de renda e os 2 (dois) ultimos, as localiza¢des do domicilio.

? A partir dessas matrizes, centralizando, ponderando e transformando os perfis, obtemos a

ﬂmatriz X3, como dada em (2.3.22). Como comentamos no capitulo 2, podemos trabalhar apenas
com os perfis linha, pois assim obtemos as coordenadas dos perfis linha e também as coordenadas
“dos perfis coluna, no subespago ajustado. Isso acontece quando fazemos a decomposi¢do em
valores singulares da matriz X,, como dado em (2.5.11). Esta decomposi¢do nos da, na matriz V,
‘uma base do subespago ajustado dos perfis linha, e em U, uma base do subespaco ajustado dos
%perﬁs coluna. A partir destas bases obtemos, através da expressdo (2.3.33), as coordenadas
%pn’ncipais das localizagdes domésticas dadas em F, a seguir.
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Atraves da expressdo (2.4.23), obtemos as coordenadas padronizadas das categorias das variaveis
descritoras, dadas logo abaixo em I',. Os perfis linha estdo em coordenadas principais € os perfis
coluna em coordenadas padronizadas, pois nos interessa ver os perfis linha como centroides dos
perfis coluna, para que possamos ver a influéncia (ou pesos) das varidveis descritoras nas

localizagdes domésticas,
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1 vida, como pontos suplementares. Para melhor compreender o exposto acima, ¢ dado, no

Quadro 1, o diagrama de fluxo dos dados.

QUADRO 1: Diagrama de Fluxo dos Dados

TABELA
DE DADOS

MATRIZ DE DADOS
SUPLEMENTARES (N)

MATRIZ DOS PERFIS
LINHA
SUPLEMENTARES (R)

MATRIZ DE DADOS P/
DETERMINACAO DOS
EIXOS (N-)

MATRIZ DOS PERFIS
LINHA (Ry)

MATRIZ DOS PERFIS
COLUNA (Cy)

MATRIZ DOS PERFIS LINHA
CENTRALIZADOS. PONDERADOS
E TRANSFORMADOS (X3)

|

DECOMPOSICAO EM
VALORES SINGULARES
DA MATRIZ X,

L\

MATRIZ DAS
COORDENADAS PRINCIPAIS
DOS PONTOS
SUPLEMENTARES (F)

MATRIZ DAS
COORDENADAS
PRINCIPAIS DOS

PERFIS LINHA (F»)

MATRIZ DAS
COORDENADAS
PADRONIZADAS DOS
PERFIS COLUNA (TI5)

O Quadro 1 nos mostra, de modo bastante simplificado, o algoritmo da AC. Contudo, no

apéndice B apresentamos uma descri¢do completa deste algoritmo de tal forma que se possa fazer
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um programa, em qualquer linguagem computacional, para obter as informag¢des necessarias a
analise de correspondéncia de uma matriz de dados. Nesse apéndice ainda apresentamos um
programa feito no IML/SAS, seguindo a nomenclatura dessa descri¢do e os resultados deste
programa tendo como entrada a matriz N».

Depois de obtida as coordenadas dos perfis linha, dos perfis coluna e dos pontos
suplementares no espago ajustado, vamos verificar as inércias principais dos eixos para
determina¢do do subespaco oOtimo. Estas inércias sdo dadas pelos quadrados dos valores
singulares obtidos na decomposi¢do de X,. Mas o PROC CORRESP do SAS nos da uma saida
apropriada para isso, que apresentamos no Quadro 2 abaixo.

QUADRO 2: Inércias Principais dos Eixos

s
JGl06 PRS2
062 TLBR4E
L2001 9 1.28%

Nesse quadro podemos observar que o primeiro eixo tem inércia de 0,04317, o que
corresponde a 58,65% da inércia total e o segundo eixo tem inércia de 0,01741 correspondendo a
23,65% da inércia total, sendo a inércia total de 0,07350. O terceiro eixo representa apenas

7,27% da inércia total e, portanto, podemos considerar apenas os 2 (dois) primeiros eixos que

contribuem com 82,30% da inércia total, e podem ser considerados suficientes para representar os

pontos.

As coordenadas dos pontos no subespago o6timo sdao dadas pelas duas primeiras colunas
das matrizes F, e I',, apresentadas anteriormente. Representando estas coordenadas em um
mesmo sistema de eixos, temos o grafico da analise de correspondéncia, as vezes chamado de
Frnapa da analise de correspondéncia.

I
|
1

Na secdo seguinte, apresentamos as interpretagdes destes graficos.
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Para descrever os graficos da Analise de Correspondéncia sobre a aplicagdo que estamos
apresentando, vamos seguir o roteiro dado na se¢do 2.6. Deste modo, inicialmente, descrevemos
os dois primeiros eixos. Para fazer esta descri¢do, podemos observar como se decompde a inércia
das variaveis descritoras e das localizagdes domesticas; essa decomposi¢do pode ser vista no
apéndice B, se¢do B.3. Uma outra possibilidade para a realizagdo da descrigdo ¢ observarmos na
se¢do B.4, na saida do proc corresp, os pontos que mais contribuiram para a determinagdo de cada
eixo e sua representatividade nestes eixos. Assim, estudamos os eixos considerando primeiramente
as variaveis descritoras, ja que o nosso interesse € examinar a influéncia destas variaveis nas
localizagdes domeésticas. Ao conseguirmos dar significado aos eixos e neles definir oposigdes,
descrevemos as localizagdes domésticas sobre esta estrutura. Feito isto, estudamos a disposi¢ao
dos pontos no plano formado pelos eixos considerados. Este estudo no plano tem dois momentos,
primeiro, descrevemos os graficos dos centroides dos grupos em termos das variaveis descritoras

e, depois, os graficos dos pontos suplementares sdo descritos em termos destas mesmas variaveis.
4.4.1 DESCRICAO DO PRIMEIRO EIXO

O primeiro elemento da analise deste eixo €, obviamente, a sua inércia principal, que €
igual a 0,04317, o que corresponde a 58,65% da inércia total do espago ajustado.

Para facilitar a descrigdo desse eixo, ou para que possamos verificar a possibilidade de dar-
lhe significado, construimos o Quadro 3. Este quadro nos mostra as categorias das variaveis
descritoras que mais contribuiram para a determinagdo do primeiro eixo, ordenadas em termos das
contribuigdes absolutas. Ele mostra também a contribuigdo relativa destes pontos. Constam ainda,
neste quadro, os pontos, dentre os analisados, que estdo em oposi¢ao no eixo.

Assim, observando o Quadro 3, percebemos que as categorias das variaveis descritoras
que mais contribuem para a determinagdo do eixo 1 sdo 12, I1, 10, Zr, I3, Rn e Zu, sendo que I0

tem contribuigdo absoluta (c.a.) ainda maior no eixo 2. Por sua vez, o Grafico 1 nos permite
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QUADRO 3: Auxilio a descrigdo do eixo |.

constatar que 10 e I1 estdo projetadas no lado oposto a I2 e 13; e que Zr também tem sua projegio

DIMENSAO !

or oposigdes
| 2 TRl (1) 10. 11
| . £71121 63 x
l 0@ (89 12.13
J Zr E T
] I3 “
1 C.3TTTSI 08 x
ﬁ 7u DO0LGI3E | 1.TI0408 (4] Zu

- no lado oposto ao de Zu. Ao estudar a qualidade de representag@o destes pontos, observamos que

todos eles estdo bem representados, isto €, que todos tém contribuigdo relativa alta.

| O numero que aparece a direita na coluna das contribuigdes relativas (c.r.), no Quadro 3

~acima, indica a posi¢do da categoria no rol destas contribuig¢des. Logo, podemos dizer que o etxo
1, ou dimensio 1, caracteriza a instru¢do dos individuos da populagdo e a localizagdo de seu

- domicilio. Desta forma, os individuos das categorias projetadas no lado direito (+) do eixo tendem

' a localizar-se, em maior propor¢do, na zona rural e a ter instrugdo com menos anos de estudo. Por

sua vez, aquelas categorias projetadas no lado esquerdo (-) tendem a ter mais anos de estudo -ndo

| Mais que onze anos- € a ter uma maior propor¢do na zona urbana.

| Tendo dado significado ao primeiro eixo, podemos estudar, sob esta estrutura, as

localizagdes domésticas. Agora, segundo Greenacre (1984) -“apelando para nossa habilidade

_visual de observar imagens e esperando ter uma visdo global da informagdo, para que possamos
estimular possiveis explicagdes”- passamos a examinar as localizagdes domésticas ao longo dos

- trés momentos do tempo, isto €, nos censos demograficos de 1970, 1980 e 1991.

Focalizando o “zoom” do Grafico 1, podemos distinguir que as categorias da variavel
localizagdo doméstica se projetam da direita para a esquerda, ao longo dos censos. Isto €, que
todas as localizagdes domésticas se projetam neste sentido, primeiro as do censo de 1970, depois
as de 1980 e 1991. Os pontos nos trés censos das localizagdes L1, L4 e L5 estdo projetados mais
a esquerda (-) que os de L2 e L3. Assim, podemos concluir que as pessoas que vivem sOs € as que

'sdo chefes de familia monoparental formam grupos com menor instru¢do na populagao.
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GRAFICO 1: Mapa da AC dos Centroides dos Grupos e as variaveis descritoras
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Oliveira. M. C. F. A, nos revela que estudos populacionais tém mostrado uma ampla
urbanizacao da populagdo a partir de 1960. Porém, o grafico | mostra que o grupo de pessoas que
vivem sos e o dos chefes de familia monoparental sio menos urbanizados. Isto mostra a existéncia

de uma forte associagdo entre estes tipos de localizagdes domésticas e a residéncia rural, o que

monoparental esta na zona rural. Tambem, podemos dizer que existe uma forte associagdo entre

|
|
l
\ ndo significa que a maior propor¢do dos que vivem sos e dos que sdo chefes de familia
\ viver so, ser chefe de familia monoparental e ter nivel de instrugdo baixa.

Este eixo contribui com 23,65% da inércia total e as variaveis descritoras que mais
contribuem para a sua formacdo sdo 10, R10, RO, Zr, I1, R1, R9, 14, R3, R8, R2, R7 e R4, como
pode ser observado no Quadro 4. Embora Zr e Il tenham altas contribuigdes absolutas na

- determinagdo da diregdo deste eixo, elas s3o maiores no eixo 1. Observando agora o Grafico I,

‘ percebemos que as categorias de renda estdo dispostas em ordem crescente de baixo para cima.

\ Desta forma, temos a oposi¢do entre as renda menores (R1, R2, R3 e R4) em baixo e maiores
| (R7, R8,R9 e R10) em cima, ja que estas sdo as categorias que estdo melhor representadas neste

~eixo, como apresentamos no quadro abaixo. Assim, a dimensdo 2 -eixo 2- € caracterizada pela

varavel renda.

| 4.4.2 DESCRICAO DO SEGUNDO EIXO

QUADRO 4: Auxilio a descri¢ao do eixo 2.

DIMENSAO 2

c.a. c.r. oposigoes
0 RET e 0.314728 (11) R1.,R2,
R10 154801 .704%44 () R3.R4
RO 114246 I.547030 (5] «
Zr (1) 202686 1.191966 (13) R7.R8,
I1(H 53830 TL09H469 (17) ROR10
R1 967541 0.774555 (1)
RY 699654 13 | emmmann
14 315362 (10)
R3 69TE25 (4]
RS N.51%811 (G}
R2 0.451835 (7}
R7 016340 464301 ()
R4 012587 153355 (9)
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Considerando as variaveis descritoras nesse eixo e observando as localizagdes domésticas,
percebemos que as localizagdes L5, L4 e L3, consideradas cada uma ao longo dos censos, estdo
dispostas em padrdao de paralelismo e em deslocamento na dire¢do de menores para maiores
rendas. Ou seja, cada uma destas localizagdes, ao longo dos censos, estdo associadas a patamares
de renda semelhantes. A localizagdo L2 apresenta um padrdo diferente ao longo dos censos: o
movimento entre o censo de 1970 e o de 1980 se da no sentido contrario e com amplitude maior
que a das localizagoes domeésticas anteriormente comentadas. A L1 se dispde mais transversal no
grafico, isto €, cai o patamar de renda desta categoria, ja que os individuos que vivem sem lagos
de parentesco, em 1970, tendem a ter renda mais alta do que os individuos que compdem esta
categoria em 1991. Assim, o padrao de quem vive em grupo de pessoas sem lagos de parentesco
- em 1970 ndo € o mesmo que em 1991.

Observamos ainda que a renda discrimina as localizagbes em todos os momentos,
| agrupando-as de maneiras diferentes, mas ndo modificando o tipo de influéncia que exerce ao

longo dos tempos. Isto €, a renda distingue mais o tipo de localizagdo doméstica, do que os censos

dentro de uma mesma localizagdo.

Descritos os dois eixos, vamos agora descrever a posi¢do dos pontos no plano.

4.4.3 A DESCRICAO DO GRAFICO DOS CENTROIDES

Estudando o Gréfico 1, percebemos que as variaveis descritoras estdo mais distantes da

origem do sistema. Isso ocorre porque elas estdo representadas em coordenadas padronizadas,

~enquanto as localizagdes domésticas estio em coordenadas principais. Olhemos, com mais detalhe,
a nuvem das variaveis descritoras.

Percebemos, que os pontos Zr e Rn estdo proximos entre si, observando a matriz de perfis
coluna, percebemos que seus perfis sio semelhante. Assim, somado ao fato da contribui¢do
relativa destes pontos ser mais ou menos proxima, podemos dizer que Zr e Rn estdo associados de

‘ forma semelhante a todas as localizagdes domésticas. [sso sugere que a maior propor¢do de rendas
%nﬁo declaradas refere-se a zona rural. Uma outra observagdo que podemos fazer, neste grafico, €

1 T i .
'que o ponto RO esta muito distante da origem. Isto se deve a sua pouca massa, que corresponde a

0,2% da massa total da nuvem. O ponto de maior massa € o Zu com 29,33% da massa total da
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nuvem, seguida do 12 com 11,64% e I1 com 11.55% da massa total.

O fato de uma nuvem estar em coordenadas principais e a outra em coordenadas
padronizadas, nos possibilita ver as localizagdes domeésticas como centroides (baricentros) das
variaveis descritoras, como dadas pela formula de transi¢do descrita em (2.6.8). Assim podemos
perceber a influéncia destas variaveis sobre as localizagdes domésticas.

No nosso caso, ¢ interessante notar que a renda e a instru¢do se relacionam de forma
quadratica na sua influéncia sobre as localizagoes domésticas. Esta relagdo ¢ mais patente no
censo de 70, como pode ser observada no grafico 2. Ela também ocorre no censo de 80, porém
com uma curva mais fechada. No censo de 91, a relagdo quadratica da renda e instrugdo na
influéncia sobre as localizagdes domésticas se fecha. Esta relagdo, discutida em Van Rijckevorsel
(1986), € denominada efeito ferradura.

GRAFICO 2: Efeito Ferradura B
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No Grafico 2 é possivel perceber que, inicialmente, renda e instrugdo tinham um tipo de
interagdo. Esta interagdo foi alterada ao mudar de censo, com a modificag@o no nivel de instrugdo
e renda da populagdo. Na verdade, a curva vai se fechando para mostrar a diminuig@o da diferenga
das localizagdes domésticas ao longo do tempo. Tomando os extremos da ferradura e obsevando

a0 longo dos censos, vemos que L5 move-se de menor para maior instrugdo e renda; ja L1 move-

| se de menor para maior instrugdo e de maior para menor renda.
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|
‘ ,
1 GRAFICO 3: Mapa da AC com os Pontos Suplementares incluidos
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4.4.4 DESCRICAO DOS PONTOS SUPLEMENTARES

Observado o comportamento da localizacdo doméstica em termos das variaveis descritoras
entre elas e ao longo do tempo, vamos agora considerar uma particdo da populagdo dentro de
cada localizagdo. Ou, de outro modo, vamos considerar as etapas de vida em cada localizagdo, o
que nos permite observar o comportamento dos individuos com relagdo as etapas de vida.
Lembramos que a 1* etapa de vida (E1) refere-se aos individuos jovens solteiros, a 2* etapa de
vida (E2) aos maduros separados ou divorciados e a 3* etapa de vida (E3) aos idosos vitivos.

Ao colocar nos graficos as etapas de vida, tomamos como referéncia os seus centroides, no

caso, as localizagdes domeésticas, como podemos observar no Grafico 3. Mas observar essa

- imagem visual neste grafico. mesmo em “zoom”, ¢ uma tarefa dificil. Para melhorar as condigoes

-

de observagdo, apresentamos a parte em “zoom” do Gréfico 3 em cinco graficos, cada um
considerando apenas uma localizagdo e seus pontos suplementares nos trés censos.

GRAFICO 4: Localizagio 5
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No Grafico 4, apresentamos as etapas do ciclo de vida que se referem aos individuos que
vivem em familias chefiadas por outros. Neles, podemos observar que a norma da localizagdo 5
sdo os individuos da primeira etapa de vida. Estes individuos representam os jovens solteiros que

correspondem a 95% daqueles que vivem em familia chefiada por outros, e 87% de toda a

populagdo em estudo.

O afastamento com relagdo a norma se da ao longo dos trés momentos do ciclo de vida.
Isto é verdade em cada um dos censos, ou seja, em 1970, 1980 e 1991. Este afastamento parece

resultar da influéncia do ponto 10 (Grafico 3). Ou seja, a auséncia de instru¢do associada a vida
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daqueles que vivem em familia chefiada por outros, afeta mais especialmente o grupo de idosos. e
menos o grupo de maduros. Os jovens, isto €, a norma, € pouco afetada.

Outra observagido, ¢ que as trés etapas de vida encontram-se quase em linha reta
transversal no grafico. Isto significa que além do nivel de instrug¢do estar associado as etapas de
vida, a renda também tem uma relagdo com estas etapas. Mas esta relagdo tem um sentido oposto.,
visto que os individuos mais velhos tendem a ter mais renda e menos instru¢ao e os individuos
mais jovens tendem a ter menos renda e mais instrugio.

O que se observa no Grafico 4 € que ao longo dos censos o diferencial de renda nas etapas
de vida parece diminuir de 1970 para 1991. Em contrapartida, a instru¢do move-se em dire¢do aos
maiores niveis, dos censos de 1970 para 1991. Como ja haviamos dito isto é, provavelmente,
decorrente da ampliagdo do patamar de instru¢do da populagdo brasileira. Portanto, considerando
a ordem entre as etapas, os mais jovens tendem a ter mais instru¢do e menos renda,
comparativamente aos individuos das outras etapas de vida.

Como podemos observar, a nuvem dos pontos suplementares referentes ao censo de 1970

- € quase que paralela a dos pontos referentes ao censo de 1980. Por sua vez, esta nuvem € cortada
por aquela formada pelos pontos referentes ao censo de 1991. Isto significa que houve uma

modificagdo no nivel de renda dos individuos idosos e dos jovens - a renda dos idosos, de 1980

para 1991, tende a diminuir € a dos jovens a aumentar. Os individuos da segunda etapa de vida
quase ndo tém variagio na renda.

Ao longo dos censos, observamos que os pontos relativos aos jovens vao se aproximando
do ponto referente a zona urbana e dos pontos das rendas acima do sétimo percentil. Isto pode
estar refletindo uma tendéncia no Pais, pois os jovens solteiros tém uma tendéncia a serem mais
instruidos e a serem atraidos pela zona urbana e pelas rendas mais elevadas. Por sua vez, os idosos
viuvos de 1991 sdo mais instruidos que os dos censos anteriores, contudo, apesar disto, houve
uma queda na renda.

No Grafico 5, colocamos em “zoom” a localizagdo L4, dos individuos que vivem em
grupos aparentados. Este grafico tem o mesmo aspecto do grafico anterior, e sua norma também

€ a categoria dos jovens solteiros. Nele podemos observar, mais uma vez que o movimento, ao
‘ longo das etapas de vidas e ao longa dos censos, € mais visivel em diregao as instru¢des mais altas.

Observa-se também uma semelhanga com os individuos que vivem em familias chefiadas por
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outros. Contudo, os jovens que vivem em grupos aparentados apresentam um aumento no poder

aquisitivo nos trés censos.

GRAFICO 3: Localizagiio 4. ) GRAFICO 6: Localizagdo 3.
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O Grafico 6 apre;enta 0 “zoom” da localizagdo 3, ou seja, dos individuos que chefiam
- familias monoparentais. Nao se observa uma predominancia deste tipo de localizagdo doméstica
~em nenhuma das etapas do ciclo de vida, embora haja uma concentragdo relativamente maior e
%equilibrada na segunda e terceira etapas, no que se refere aos individuos maduros e idosos,
|
iespecialmente no censo de 1970. No censo de 1991, a predominancia relativa esta na segunda
};etapa do ciclo de vida, ou seja, parece haver, ao longo dos censos, um rejuvenescimento dos
individuos que chefiam familias monoparentais.

Ao que parece, neste censo, os homens que chefiam familias monoparentais tém alguma
semelhanga com aqueles que vivem em familias chefiadas por outros ou em grupos aparentados;
‘embora eles sejam mais urbanos que os demais e tendam a ter rendas superiores -pelo menos 0s
‘mais jovens e os maduros. Com relagdo aos idosos, em todos os censos, 0 comportamento €
exatamente igual ao das localizagGes anteriores. Isto quer dizer que o homem chefe de familia
monoparental -além de ndo optar, escolher, ou ser levado a morar em grupos aparentados ou
morar em familia chefiada por outros- tém filhos, sdo mais urbanos e tém condi¢des financeiras
melhores. Nos censos de 1970 e 1980, observa-se o mesmo comportamento das duas localiza¢Ges
anteriores.

O Grafico 7 coloca em “zoom” a categoria dos individuos que vivem sOs, ou seja, a

Pocalizacio 2. Nele percebemos a auséncia da norma, ja que as etapas com maiores proporgoes

estdo entre os dois ciclos de vida mais altos. Nesta categoria, em cada censo, ha um arranjo

diferente quanto a influéncia das variaveis descritoras. Assim, no censo de 1970, os individuos do
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primeiro e segundo ciclo estdo proximos, se opondo aos do terceiro. Ja no censo de 80, a norma €
o segundo ciclo, sendo que os individuos do primeiro e terceiro ciclo estdo em posigdes opostas.
No censo de 91, ha uma mudanga na posi¢cdo em relagdo a renda e instrugdo: os individuos do
terceiro ciclo tendem a ter menos renda e menos instrugdo que os do primeiro e segundo ciclo.

Esta € uma situagdo contraria a dos censos anteriores para os individuos que vivem sos.

GRAFICO 7: Localizagio 2. GRAFICO 8: Localizagio 1.
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O Gréfico 8, da localizagdo 1, do grupo de individuos sem lagos de parentesco, apresenta
outro padrdo. Aqui a norma si3o os individuos do primeiro ciclo e ha uma diferenciagdo maior dos
trés censos pela renda. O de 1991 tem a diferenciagdo, entre as etapas de vida, realgada
principalmente pela instru¢do, a renda tem uma participagdo menor. Quanto a instru¢do, vemos
um acréscimo linear a medida que evolui o ciclo de vida. Em 1980 e 1970, ha uma influéncia
maior da variavel renda na diferenciagdo entre as trés etapas de vida. Em termos de instrugdo, a
ordem ¢ alterada no censo de 1970. Entdo, temos os individuos do primeiro ciclo com maior renda
e maior instru¢do, os do segundo ciclo com renda intermediaria e menor instru¢do e os do
terceiro ciclo com menor renda e instru¢do maior que o do segundo. As pessoas que vivem em
grupos de pessoas sem lagco de parentesco, em 1970 sio predominantemente jovens, nos trés
censos em estudo.

No Grafico 8, no censo de 1970, é interessante observar que os jovens tém menos
instrugdo - o que € compativel com o fato de serem jovens-, mas tém renda alta.
Comparativamente, estes jovens que vivem em grupos sem lagos de parentesco parecem ter
condigdes de instrugao piores do que os outros jovens; eles estdo atraidos pelo ponto 10. Ao longo
dos trés censos, os jovens: em 1970 tém maior renda e maior instrugdo, em 1980, tém maior

instrugdo e renda comparavel aos idosos, mas menor que os do maduros: em 1991, tém menor
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\ renda e maior instru¢o.

Se compararmos este grafico com os demais, notamos que os pontos da localiza¢do | e da
localizagdo 2 estdo bem acima do eixo renda; eles representam os grupos de individuos que
tendem a estar num patamar de renda melhor do que os outros. Isto faz sentido, pois segundo
Oliveira M. C. F. A. (comunicag¢do pessoal), o fato de se ter maior independéncia econdmica
\ permite criar arranjos domeésticos por conta propria, sem estar vinculado a lagos de parentesco que

podem implicar um mecanismo de redistribui¢do de recursos. Segundo ela, a renda parece estar

associada a uma maior ou menor independéncia em relagdo ao mecanismo de protec¢do social que

¢ a familia.

Essa melhoria da renda das pessoas que vivem sOs € em grupos ndo aparentados, nas
diversas etapas de vida e nos diversos censos destes grupos, se altera em 1991. O censo deste ano
reflete o padrdo que se observa nas outras localizagdes domésticas. O grupo dos individuos viivos

idosos tem uma renda ligeiramente maior e, certamente, pior instrugdo. O grupo das pessoas
~maduras e divorciadas ou separadas tem melhor condi¢do de instrugdo, mas renda relativamente
imenor que a dos idosos viuvos. De fato, segundo a pesquisadora acima citada, isto pode ser efeito
ldo ciclo de vida profissional, até porque as pessoas maduras e divorciadas ou separadas formam
\um grupo grande e heterogéneo.

Os jovens sdo a norma e, em relagdo aos demais individuos do mesmo censo, tém melhores
condi¢des de instru¢do e menor renda. Ndo que sua renda seja muito ruim, pois eles sdo atraidos
pelas rendas intermediarias (R5 e R6), mas, de qualquer forma, afastam-se de R7 e R8. Assim,
eles parecem formar uma outra populagdo, ou seja, de censo para censo os jovens mudam. Para
Oliveira, provavelmente, isto esta relacionado a processos em curso no Pais. Segundo ela, é
possivel que esta mudanga esteja relacionada a alteragées de aspecto educacional, ou a mudangas
na distribuicdo de renda do Pais -porque ha uma piora relativa nos patamares de renda- e ¢
possivel ainda que esteja relacionada a politicas habitacionais que permitiram as pessoas fazerem
arranjos domésticos independentes. Oliveira acredita que mudangas deste tipo podem estar
alterando o perfil das pessoas que escolhem, ou sdo levadas a morar em grupos sem lagos de
parentesco. Deste modo, observamos no Grafico 8, que os jovens foram os diferenciadores do
comportamento dos individuos ao longo dos censos.

Os graficos 7 e 8 -que contemplam, respectivamente, a categoria dos individuos que vivem

sOs e a dos ndo aparentados- parecem apresentar um padrdo completamente diferente dos outros
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trés. Em primeiro lugar, ndo se observa nestes graficos, o paralelismo entre os feixes constituidos
pelas trés etapas de ciclo de vida, em cada um dos censos. Em segundo lugar, no senso de 1970,
em ambos os graficos, os individuos tendem a rendas mais altas. Analisando o grupo dos idosos ao
longo dos trés censos, e sempre em relagdo aos seus companheiros de outras etapas no mesmo
censo, temos que eles tém menor instrugdo e maior renda. No censo de 1980, os idosos continuam
a ter menor instru¢do, porém a renda € equivalente a dos individuos da segunda etapa de vida. Em
1991 eles tém menor instru¢io e menor renda.

Tanto a localizagdo 2 quanto a localizagdo 1 apresentam padrdes diferentes entre si e das
demais localizagdes; elas tém as formas de arranjo que mais se afastam do conceito de familia.
Aqueles que vivem em familia chefiada por outros, sdo filhos, agregados, sogros ou pais de um
dos membro do casal. Os que vivem em grupos aparentados, que ndo tem como nucleo central o
casal, também sdo pessoas que mantém relagdes de parentesco. Os chefes de familia monoparental
se aproximam mais de um modelo de familia -alguns até chamam de familia incompleta- mas € um
tipo de familia que esta crescendo no Brasil. Por sua vez, os individuos das localizagdes 2 e 1 sdo
pessoas que, ou estdo vivendo isoladas de um nucleo famihar, vivendo sds, ou vivem com outras
pessoas com as quais ndo tém relagdes de parentesco. Os dados mostram que, pelo menos no caso
dos homens, as pessoas que ndo vivem em arranjos domésticos do tipo familiar, ou que envolvem
relagdes de parentesco, sdo diferentes daquelas que vivem em arranjos domésticos que se

aproximam de alguma forma da nog¢ao de familia, por se manter em relagdo de parentesco.

As localizagdes 5, 4 e 3 revelam uma ordem ao longo das etapas de vida: os mais jovens
tendem a uma maior instru¢do e menos renda. Ressalta-se que no censo de 1991, na localizagao 3,
a influéncia da renda nio parece estar presente e a ordem das etapas apresenta-se ao longo das
instrugdes. O diferencial, ao longo dos censos, € acentuado devido & instrugdo.

Finda a descrigdo dos graficos, acreditamos que a técnica utilizada foi capaz de fornecer
varias e interessantes informagdes, mostrando-se, realmente, uma poderosa ferramenta para a
analise dos dados. Deste modo, acreditamos que, por um lado, os dados foram capazes de levar-

nos a uma melhor compreensdo da utilizagao pratica da Analise de Correspondéncia em Grupo.

. Por outro lado, sem duvida, as informagdes aqui apresentadas constituem uma parte importante do

estudo sobre a localizagdo doméstica dos homens sem companheiras no Estado de Sio Paulo. E
claro que estas informagdes serdo posteriormente analisadas por pesquisadores da area de estudos

populacionais.
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5.1 SOBRE O TRABALHO

O objetivo deste trabalho foi o de apresentar o desenvolvimento a Andlise de
3(7 orrespondéncia para dados que tenham estrutura de grupo, e cujo interesse fosse real¢ar a
1}a'yerenciavgdo entre os grupos. Para tanto, utilizamos especialmente as idéias de M. J. Greenacre.
J‘No capitulo 2, mostramos o desenvolvimento do algoritmo da Analise de Correspondéncia para
13'[abelas de contingéncia onde ndo se considera a estrutura de grupo. Foi sobre este pilar que, no
capitulo 3, apresentamos a Analise de Correspondéncia para dados com estrutura de grupo.

Contudo, ndo bastava desenvolver a técnica, era necessario experienciar seu poder no trato
de uma tabela mais complexa. Isto foi feito no capitulo 4, por meio do estudo sobre as
localizagdes domésticas de homens sem companheiras do Estado de Sao Paulo.

Obviamente, ao longo deste trabalho, ndo colocamos idéias originais, visto que em
Greenacre (1984) ja se vislumbra a origem da Analise de Correspondéncia em Grupo, € em
Greenacre e Blasius (1994) ja se discute a aplica¢do de tabelas concatenadas. Contudo, tanto estas
como outras publicagdes, ndo desenvolvem algebricamente a técnica, a ponto de um estatistico
tomar posse e intimidade com seu conteudo. Por esta razdo, tentamos colocar, ao alcance do
estatistico o desenvolvimento algébrico detalhado das idéias plantadas em 1984. Estas id¢ias eram
privilégio daqueles que estavam familiarizados com a Analise de Correspondéncia Simples e que

Passavam para a Analise de Correspondéncia em Grupos sem a explicita¢@o da estrutura inerente a

esta nova visao e sem detalhar algébrica e geometricamente.
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Mas o principiante da Analise de Correspondéncia ndo tem acesso a esta visdo. Entdo ele
teria que, praticamente, percorrer o caminho das aplicagdes para adquirir esta sensibilidade. Este
trabalho permite encurtar o caminho de intimidade com a técnica, do seu uso diferenciado em
situagdes mais complexas de sobre-estrutura, tanto de linhas quanto de colunas. Neste sentido
justifica-se o nivel do detalhamento algebrico e a presenca dos apéndices; estes ultimos
objetivando um possivel acompanhamento detalhado da analise. bem como facilitando ao leitor

interessado a reexecugdo destas e a execug¢do de novas analises.

5.2 SOBRE A TECNICA

A tecnica de Analise de Correspondéncia, como uma técnica de dados multivaniados,
permite que os dados falem por si s0, sem uma hipotese de modelagem ou uma distribui¢do de
probabilidade. Neste contexto, esta técnica pode ser suficiente em st mesma, como fizemos neste

‘ trabalho, ou pode ser complementar a outros tipos de modelagem. Para entender o significado de
\ um modelo pode ser necessario o auxilio grafico ou, ao contrario, uma visdo grafica pode levar a
} necessidade de se criarem hipoteses de modelos para serem confirmadas. Estas duas maneiras de
tratar os dados tém uma dindmica de comunicagao.

A assimilagdo da estrutura de grupo modifica a otica do objetivo da propria analise, que
passa a ser ndo uma associagdo de linhas e de colunas, mas sim o entendimento dos padrdes de
diferenciagdo ao longo dos grupos, seja por comportamento linha, seja por comportamento
‘coluna. Dai, podemos dizer que, na realidade, a analise de correspondéncia em grupos € uma
‘Andlise Discriminante para dados categoricos.

Finalmente, gostariamos ainda de relembrar que a Analise de Correspondéncia em Grupo ¢
desenvolvida em trés etapas: a) definir um representante para cada grupo, b) maximizar a inércia
destes representantes e c) colocar todas as categorias como pontos suplementares. Em Analise
Discriminante ha estudos sobre a definigdo ou escolha de um representante ideal para os grupos
(Takane 1989). Fica, portanto, como sugestdo de investigagdes futuras, a implementagdo desta

ideia para o caso da Analise da Correspondéncia em Grupos.
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APENDICE A

A.1 ACS DA MATRIZN

Aqui apresentaremos conceitos e resultados analogos aos do estudo feitos no capitulo 2.
Mas, considerando a estrutura de grupos na matriz de dados. as notagdes para os seus elementos
serdo modificadas e eles terdo dois novos indices que representardo os grupos.

Portanto a matriz de dados,

1 11 1L 1L
Ny, - Ny Iy, My
11 1 1L I
Ny 1], Ny 17,
N = :
i1 H1 HL HL
Ny oo My I T U
QiU QHL L pHE
— IHl IHJl l!ll lH‘IL -
Matriz de Correspondéncia
P =1/nN
enquanto o vetor de massas dos perfis linhas e centroide dos perfis colunas serdo denotados por
. 1e . He
n ny, Ry m.
r=(—,...,—/—, ..., —, ..., =)
" n n n
Por sua vez, o vetor de massas dos perfis colunas e centroide dos perfis linhas serdo dados como
. ol . oL
o n.;, ny ny
c=(—, ..., )
# 1 n n
e o 1-ésino perfil linha do h-ésimo grupo por
hi h1 bl hL
ho_ My Hy; ny, n, . _
Ri=(=r, - .=5F s = o =) 1= Lo heh=1,.. .H
n, i, n, n,

A notagdo utilizada para a matriz dos perfis linhas sera

R =[(R:)’...(R'[X)’... (R}) ... (RZ)’]’

e para o j-ésimo pertil coluna do /-ésimo grupo, teremos

1¢ 14 H1 H¢
n,. H, . n,. ..
o 1j 1,j 1j Tnd yo b — —
C_i—(T"‘" R .‘,,...,—;l,—)J—l,...,J,_;ef—l,...,L.
n,; ", N n,

Finalmente, a matriz dos perfis colunas sera colocada como

C =[(C!)...(CL)Y ... (CV)y ... (CL)T.
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| . . . . . . . « g
A distancia definida para a nuvem dos pontos-linhas no espago R’ é dada pela distancia euclidiana

generalizada, definida pela matriz diagonal D, onde na diagonal temos os elementos do centroide,

e dada por

hf hf
; . Lol ng ny n
n h 7, 1] 2
d((RM), (RE)) = X S~ =5

== Mo Mo Hey

= ((R/) - (R}))” DI((R) - (R}"))

£

e distancia definida para a nuvem dos pontos-colunas no espago R’ é dada pela distancia euclidiana

generalizada. definida pela matriz diagonal D, onde na diagonal temos os elementos do centroide,

¢ dada por

- - id g: ,n,’,ﬂ' n,/;f ' ., N
d(CH, (CoN=22(———)

h=li=l Me; ey Hie

=((CH)-(C)y D,'(C)) -(C}))

- A Matriz que define o ajuste da nuvem do espago R’ ¢ dada por
| S=(P-rc’) Dy (P-rc’)DY
S =X’X onde
X=D;"*P-rc) D}’
e a Matriz que define o ajuste da nuvem do espago R’ ¢ dada por
Z=(P"-cr’yD (P - er)D;!
Z =YY onde
Y= D/*(P -cr)yD;'?
Inércia Total
InT =In. (R) = (S)
=In, (C)=t(Z)
Os passos algébricos para resolver o problema do ajuste sdo similares aos desenvolvidos na
se¢do 2.3.3 e recaem na decomposigao em valores singulares de X ou Y, dados por
X=UD.V
Y =V DU’

-~ . . - oL /
onde V e U sdo as matrizes cujas colunas nos dio as base do subespago 6timo de R’ e R
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A.1 ACS DA MATRIZ N

respectivamente

Coordenadas Principais

| Coordenadas Padronizadas

Formulas de Transi¢do
em coordenadas principais

em coordenadas padronizadas

F=D;'?XV
F=D.?UD,
G=D.’Xx'U
G=D!*vD,
®=FD,"'
r=Gn,"
F=RGD,!
G=CFD,"
F=RT
G=C®
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' A.2 ACS DA MATRIZ N,

! Tomemos agora a matriz cujas colunas foram agrupadas, ou seja, a matriz N;. E, para ela,

apresentaremos, como foi feito na se¢do anterior, alguns conceitos e resultados. Neste caso, a

i matriz de dados € dada por:

\ falooalt
| . .
i
|
! 11 1L
‘i‘ III]. .- ”I,-
N| = B
H1 HL
H, ey,
Hi HL
”ln‘ ’I]H'J

e a matriz de correspondéncia pode, entdo, ser colocada como

P, = I/nN;,
- O vetor de massas dos perfis linhas e centroide dos perfis colunas de grupos €
| le le He He
| s . n, Mye
l']z( s e ey T T e, )
n n n n

O vetor de massas dos perfis colunas de grupos e centroide dos perfis linhas serdo dados por

", nyo,
G = ( 5t s ) >
n n
enquanto o i-€sino perfil linha do h-ésimo grupo sera

h1 hL
h

(RPy =L Mo yi= | Leh=1..H
n n

Colocaremos a Matriz dos perfis linhas como sendo
Ri =[(RDr .. (R .. (R .. (REWT =D'P,
o ¢-ésimo perfil coluna de grupo como

14 H#
H.

¢ HI1
(CHy = (2 . m, Mty
N n.[,...,’.[,..., w7 >t o7

(1] (1] .o ’luo

e a matriz dos perfis colunas de grupo sera dada por
Ci =[(Cl) ... (CX)T =D P

A distancia definida para a nuvem dos pontos-linhas no espago R’ ¢ dada pela distancia euclidiana

Yy ¢=1,..L.

ey

generalizada, definida pela matriz diagonal D, onde na diagonal temos os elementos do centroide,

¢ dada por

97



APENDICE A A.2 ACS DA MATRIZ N,

, A W L %: nf,” nﬁf 2 N
(R, (RPN = 22— ——52) o

=hi=1 He  Hre e

/

= (R - (RO)) DT (R - (RY )

e distancia definida para a nuvem dos pontos-colunas no espago R’ é dada pela distancia euclidiana
generalizada, definida pela matriz diagonal D,, onde na diagonal temos os elementos do centroide,

¢ dada por

y hf h'e

d((Cf)l,(Cf'),):E_l(”l' Hie o H

of o he
Hee  Hee = Mie

=((COH - (€)' D ((Ca)i - (CO)
A Matriz que define o ajuste da nuvem do espago R” é dada por
Si= (P - ri¢;”)Dy (Py - riey’)’ D
S: = X;’X, onde
X; =D;" *(P; - rie;’) D2
e a Matriz que define o ajuste da nuvem do espago R’ é dada por
Z,= (P - ary’)’ Dy, (Py - ary’) D
Z, =Y, Y, onde
Y,= D7 (P - i) D2
Inércia Total
InT = In, (Ry) = 1tr(S:)
=In, (Ci)=1tr(Z;)

Os passos algébricos para resolver o problema do ajuste sdo similares aos desenvolvidos na
se¢do 2.3.3 e recaem na decomposi¢do em valores singulares de X, ou Y}, dados por
X =U; Dy VY’
Y, =V, D, U/’
onde V, e U, sdo as matrizes cujas colunas nos dio as base do subespago otimo de R" e R’

respectivamente
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A.2 ACS DA MATRIZ N,

|

\ Coordenadas Principais

|

' Coordenadas Padronizadas

Formulas de Transi¢do
em coordenadas principais

em coordenadas padronizadas

F,=D; X, V,

F, =D, U, Dy,

G = D,’Xy’U;
G,=D.’V, D,

(Dl = F1 D—l

™

r= G, D,

Fi =R, G, D;/
G =C F D;ll

Flz R] (Dl
G1:C1 I‘,

99



APENDICE A

A.3 ACS DA MATRIZ N,

Tomemos agora a matriz oriunda do agrupamento das linhas, ou seja, tomemos a matriz
que chamamos de matriz N-.

Neste caso, a matriz de dados é colocada como

11 11 1L 1L
n,), n; nyooceony
Ng = : : :
H1 H1 HL
n,, my, n, ",
e a matriz de correspondéncia é
Pz = l/nNg.
O vetor de massas dos perfis linhas de grupos e centroide dos perfis colunas sera denotado por
_ N
rn=(—..., ),
n 7
~enquanto o vetor de massas dos perfis colunas e centroide dos pertis linhas de grupos sera
. ol . oL
_on ny, ny o
Cx= (—-, e T e T, e ,'—) .
17 n n n
Continuando, temos que o h-ésimo perfil linha de grupo é dado por
hi hi hL kL
n H,y A, H,y
(REya=(=, .., =, . =L ..., ~2yh=1,_.H
I b o oak

€ a matriz dos perfis linhas de grupo por
R.=[(R})y ... (R!')T =D P,

O j-ésimo perfil coluna do /-ésimo grupo é

n nt

£ J J 2

(Cj):z(HT,..., v ) JZI,...,J,{e({zl,...,L
*j o

e a matriz dos perfis colunas é dada por
C:=[(C}) ... (C} )2 . (C1) o (C1 )T =D Py,

A distancia definida para a nuvem dos pontos-linhas no espago R’ ¢ dada pela distancia

euclidiana generalizada, definida pela matriz diagonal D, onde na diagonal temos os elementos do

centroide, ¢ dada por

20 h " L ”ff "-h;g 2 N
d(R")z, (R ):)=/Zlil(,—h'. S
== (1] (] (¥

=((R2)2- (RY)2)’ D ((RI):- (RY):)
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e distancia definida para a nuvem dos pontos-colunas no espago R” ¢ dada pela distancia

euclidiana generalizada, definida pela matriz diagonal D, onde na diagonal temos os elementos do

centroide. Esta distancia € dada por

hi e
Il.j Hey o R
o

A o he
H

. . ..

, H
(€ (€)= 2(

=((C))2-(CL)2) DL ((C))2 - (CL))

A Matriz que define o ajuste da nuvem do espago R’ ¢ dada por

1 S:=(P: - l‘zcz’)D;zl(Pl - e’y Dfl

S, = X5’X. onde
X, = Dl_-zl 2(P2 - rac2’) DLI ?
e a Matriz que define o ajuste da nuvem do espago R” ¢ dada por
‘ Z,=(Py - cary’) D, (P2’ - cary’) D
Z,=Y,Y,onde
Y:= D? (P - car’)’ D)7
Inércia Total
InT =In, (R2) = tr(S»)
=1In, (Cs) = tr(Z>)
Os passos algébricos para resolver o problema do ajuste sdo similares aos desenvolvidos na
se¢do 2.3.3 e recaem na decomposi¢do em valores singulares de X ou Ys, dados por
X,=U.D,, V>
Y.=V, D, Uy
onde V. e U, sdo as matrizes cujas colunas nos ddo as base do subespago otimo de R e RH,

respectivamente.

Coordenadas Principais
F»=D; ’X, V.

F,=D,.’U: D,,
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(;2 = Dizz V: DT’]
Coordenadas Padronizadas
®.=F, D}/
r: = Gg DT_LI
Formulas de Transi¢do
em coordenadas principais
F:=R> G, D},
G.=C,F, D}
em coordenadas padronizadas
F.= R, ©
G.=C, I
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A.4 ACS DA MATRIZ N;

Finalmente, ao tomarmos agora a matriz N; cujas linhas e colunas estio agrupadas,
desenvolvermos a ACS.

Notemos que, neste caso, a matriz de dados € dada por

. nt
N3 =
At
e a matriz de Correspondéncia €
P; = 1/nN;.
O vetor de massas dos perfis linha de grupos e centroide dos perfis coluna de grupos €
le He
”.. 'I.. >
r3 = ( bR ] ) b
n n
O vetor de massas dos perfis coluna de grupos e centroide dos perfis linha de grupos ¢é
ol oL
’I.. ,ll. >
G=(—,...,—/)
n n
O h-ésimo perfil linha de grupo, para a matriz Ns, €
nhl nhL
(R1)3=(=%,....==)Yh=1._H
n,. ",

e a matriz dos perfis linha de grupo
Ry =[(R})y ... (RO)ST=DPs
Denotaremos o ¢-ésimo pertfil coluna de grupo por
. ey

(Cin=(B By e=1L

enquanto a matriz dos perfis coluna de grupo sera colocada como
Cs =[(C)5" ... (C1)’T =D Py
A distancia definida para a nuvem dos pontos-linhas no espago R” é dada pela distancia

euclidiana generalizada, definida pela matriz diagonal D, onde na diagonal temos os elementos

do centroide. Esta distancia € dada por

R RE
Hee Mee o N

, L
(RN, (RV)) = (=== )"
=1 Hee Hee

= ((R1)3- (R))3)’ D (RY)s- (RY)3)
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e distincia definida para a nuvem dos pontos-colunas no espago R” ¢é dada pela distancia
euclidiana generalizada. definida pela matriz diagonal D,, onde na diagonal temos os elementos do

| centroide, que ¢ dada por

o ; Home w5 o
d((Co)s, (C, )3) = ’:( o) T

of -
h=1 Hee Hee Hee

| = ((C)3-(C)s) D (€3 - (CL)s).

A Matriz que define o ajuste da nuvem do espago R” ¢ dada por

S3 = (Ps - r3¢3") Dy (Ps - r3¢3°)” D)
S; = X3°X; onde
X; =Dy, (P;-rses) D,
e a Matriz que define o ajuste da nuvem do espago R” ¢ dada por
Z;=(Py - cor5)’ D, (P’ - cars’) Dy
Z:=Y5Y3onde
Y3= D’ (Py - cars’)’ D/
Inércia Total
InT =1In., (Rs) = tr(S;3)
=1In, (C5) = tr(Z3)
Os passos algébricos para resolver o problema do ajuste sdo similares aos desenvolvidos na
se¢do 2.3.3 e recaem na decomposi¢do em valores singulares de X3 ou Y3, dados por
X3=Us D, V5
Y;=V3; D, Uy
onde V3 e Us sdo as matrizes cujas colunas nos ddo as base do subespago 6timo de R” e R,

respectivamente.

Coordenadas Principais
Fs=D; *X3V;

F;=D,,’U; D,
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A4 ACS DA MATRIZ N;

Coordenadas Padronizadas

Formulas de Transi¢do
em coordenadas principais

em coordenadas padronizadas

Gs= D(I‘VJZXS’ Us

G3 = D:sz_} Dﬂs

®;=F; D,
I';= G, D;
F3 = R3 G3 Dr_]l
G3 = C3 F3 D:]j
F3 = R3 (D3
G3 = C3 F3
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APENDICE B

B.1 DESCRIGAO PARA O ALGORITMO DA AC

|

| A Analise de Correspondéncia (AC) € uma técnica multivariada para analise exploratoria

( de dados categorizados. Ela converte uma matriz de dados ndo negativos em um particular tipo de
grafico que exibe as linhas e colunas da matriz como pontos de um espago vetorial de dimensao
menor que a original, de maneira que as associagdes entre as linhas, entre as colunas e entre linhas e
colunas possam ser interpretadas. Podemos considerar a AC como sendo um algoritmo de redugao
de dados que fornece imagens simplificadas da realidade muitidimensional e busca a melhor
representagdo simultanea dos conjuntos de categorias da matriz de dados. A seguir descrevemos
as expressdes que nos possibilita montar o algoritmo da AC.

| - PROCEDIMENTO PARA DETERMINACAO DOS EIXOS
' 1- ENTRADA DOS DADOS

N dim(IxJ)
I: n” de linhas
J: n°de colunas

N ¢é qualquer matriz de dados ndo negativos de dimensao IxJ, sendo que I € o
namero de linhas e J ¢ o numero de colunas. Os casos mais comuns sdo: contagens
| relativas ao cruzamento de duas multinomiais (ou tabela de contingéncia), ou as
freqiiéncias relativas a uma multinomial em grupos representados por uma das
entradas. N=[n;].

2 - DEFINICAO DE VETORES AUXILIARES
HI=(L,.., D" dim(Ix1)

HI ¢é um vetor de dimensido Ix1 com todos os elementos iguais a 1 (um).(1;)

HI=(1,.., D'  dim(Jx1)

HJ é um vetor de dimensédo Jx1 com todos os elementos iguais a 1 (um).(1;)
HK=(1,... ,1)'  dim(Kx1)

HK € um vetor de dimensdo Kx1 com todos os elementos iguais a 1 (um).(1x)

3 - CALCULO DOS DE ELEMENTOS MARGINAIS E TOTAL DA MATRIZ DE DADOS

NT = (HI)"sN+HJ escalar

NT € o numero de elementos da matriz de dados. (n)
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CM = N=HJ dim(Ix1)

CM ¢ o vetor de dimensdo Ix1 que nos da a coluna marginal da matriz de dados,
| cada elemento desse vetor € a soma das colunas em cada linha. (n;)

LM = (HI)'sN dim(Jx1)

| LM é o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a linha marginal da matriz de dados,
onde cada elemento desse vetor € a soma das linha em cada colunas.(n;)

' 4-CALCULO DA MATRIZ DE CORRESPONDENCIA

P = (1/NT)«Ndim(ixJ)

P é uma matriz de dimensao [xJ com os elementos p;=n;/n. Quando N € uma tabela
de contingéncia, P ¢ uma matriz de frequiéncias relativas.

' 5-CALCULO DO VETOR DE MASSAS DAS LINHAS

R=P«HJ dim(Ix1)
R é um vetor de dimensao Ix] com os elementos r;=n;/n. R na analise da linhas é o

} vetor de massas dos perfis linha e na analise das colunas ele é o centroide da
} nuvem de perfis coluna. E o vetor r = (ry,...,17).

6 -CALCULO DO VETOR DE MASSAS DAS COLUNAS

C=P's«HI dim(Jx1)

C ¢ um vetor de dimensdo JxI com os elementos ¢j=n;/n. C na analise da linhas ¢ o
centroide da nuvem de perfis linha e na analise das colunas ele € o vetor de massas
dos perfis coluna. E o vetor ¢ = (cy,...,c)).

7 - CALCULO DA MATRIZ DOS VALORES ESPERADOS

E = NT*R«CT dim(IxJ)

E=[E1|...|EJ] é uma matriz de dimensdo [xJ com os elementos e; = (n;n;)/n. Seus
elementos sdo os valores esperados segundo a distribuigao Qui-quadrado.
No SAS é o valor esperado da estatistica qui-quadrado (chi-sguare sratiseis

Expected Yalues |
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8 - CALCULO DA MATRIZ DOS VALORES OBSERVADOS MENOS OS VALORES
ESPERADOS

OE=N-E dim(IxJ)

O é uma matriz de dimensdo IxJ com os elementos oej = n - (nin;)/n. Seus
elementos sdo os valores observados da matriz N, menos os valores esperados da
matriz E. No SAS ¢é o valor observado menos valor esperado (vtcerved Minus

Lupected Valuss)

QOE =[QOE1l]... |QOEJ]

QOKE ¢ a matriz onde cada elemento € o quadrado do correspondente elemento de
OE.

9 - CALCULO DA MATRIZ DAS CONTRIBUICOES TOTAIS DO QUI-QUADRADO

Q1 = inv(diag(E1))»QOE1

Q1 € o vetor de dimensao Ix1 onde cada elemento € o quociente entre o
correspondente elemento da primetra coluna de QOE e os da primeira coluna de
E1. No SAS ¢ a contribuigdo total a estatistica qui-quadrado (contricutinons to
“re Ttzal Thi-Sguare Statiszic)

QJ = inv(diag(EJ))*QOEJ

QK € o vetor de dimensdo Ix1 onde cada elemento € o quociente entre o
correspondente elemento da j-ésima coluna de QOE e os da j-ésima coluna de E1.

Q=1QI...|1QJ]

Q ¢ a matriz de dimensdo IxJ onde cada elemento € o quociente entre o
correspondente elemento de QOE e os de E1.

10 - DEFINICAO DE MATRIZES DIAGONAIS

DR = diag(R) dim(IxI)

DR ¢ uma matriz diagonal de dimensdo IxI com os elementos da diagonal iguais
aos elementos do vetor margmal R. D,

DIR = inv(DR) dim(IxI)

DIR ¢ a matriz diagonal de dimensao IxI com os elementos da diagonal iguais ao
inverso dos elementos do vetor marginal R. D,
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DRIR = sqrt(DIR) dim(IxI)

DRIR ¢ a matriz diagonal de dimensdo IxI com os elementos da diagonal iguais a
raiz quadrada do inverso dos elementos do vetor marginal R. D, °

DC = diag(C) dim(JxJ)

DC € uma matriz diagonal de dimensdo JxJ com os elementos da diagonal iguais
aos elementos do vetor marginal C. D.

DIC = inv(DC) dim(JxJ)

DIC ¢ a matriz diagonal de dimensao JxJ com os elementos da diagonal iguais ao
inverso dos elementos do vetor marginal C. D,

DRIC = sqrt(DIC) dim(JxJ)

DRIC ¢ a matriz diagonal de dimensdo JxJ com os elementos da diagonal iguais a
raiz quadrada do inverso dos elementos do vetor marginal C. D"

11 - CALCULO DA MATRIZ DOS PERFIS LINHA

RR = DIR«P dim(IxJ)
RR é uma matriz dos perfis linha de dimenséo IxJ. R =D,'P. No SAS ¢ o perfis
das linhas (-« pr-ziies)

12 - CALCULO DA MATRIZ DOS PERFIS COLUNA

CC = DICxP! dim(IxJ)

CC ¢é uma matriz dos perfis coluna de dimenséo IxJ. C =D.'P’. No SAS é o perfis
das colunas (C‘: lurn Frofiles)

13 - CALCULO DA MATRIZ DE CENTRALIZAGCAO, PONDERADA E
TRANSFORMADA

X = DRIR#[P - R#C"] «DRIC  dim(IxJ)

X € a matriz de centralizagido dos perfis coluna onde foi feita uma transformagio e
a ponderagdo. Esta matriz de dimensdo IxJ, € onde se aplica a sub-rotina da
decomposi¢do em valores singulares (SVD), transformando em X=UD,V’. X = D,
1.2 s -1:2

[P-rc’]D,
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14 - DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES DA MATRIZ X

[V.A,U] = svd(X.0)

svd(X,0) é a decomposi¢do em valores singulares de forma que sio mostrados
apenas os K valores singulares diferente de zero dado em A em ordem decrescente
e os seus vetores associados das linhas V e das colunas U.

V=[Vl|..|VK] dim(JxK)

K: n® de valores singulares nio nulos.

V é uma matriz de dimensdo JxK onde nas colunas estdo os autovetores das linhas
associados aos K valores singulares diferentes de zeros. Estes vetores nos dio as
direcdes de maior inércia, em ordem decrescente, da nuvem de perfis linha. Se as
linhas e as colunas da matnz de dados forem lincarmente independente o
numero de valores singulares ndo nulos coincide com o minimo entre I ¢ J menos
um. K=mun{l J}-1

Vi dim(Jx1)
V1 ¢ o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a diregdo do eixo de maior inércia da
nuvem de perfis linha. vy = (vy, ..., vi1)

VK dim(Jx1)
VK ¢ o vetor de dimensdo Jxl que nos da a diregdo do eixo de menor inércia
(diregdo do K-ésimo eixo de maior inércia) da nuvem de perfis linha. vy, = (vy, ...,
ViR

U=[Ul]|..|UK] dim(IxK)
U ¢é uma matriz de dimensdo IxK onde nas colunas estdo os autovetores das
colunas associados aos K valores singulares diferentes de zeros. Estes vetores nos
ddo as diregdes de maiores inércias, em ordem decrescente, da nuvem de perfis
coluna.

Ul dim(Ix1)
U1 é o vetor de dimensdo Ix]1 que nos da a dire¢do do eixo de maior inércia da
nuvem de perfis coluna. u; = (44, ..., u5)

UK dim(Ix1)

UK ¢ o vetor de dimensdo Ix]l que nos da a dire¢do do eixo de menor inércia
(dire¢do do K-ésimo eixo de maior inércia) da nuvem de perfis coluna. uy = (uy, ...,
Zl]k)
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!‘ A =(Al,..., AK) dim(Kx1)

i A ¢é o vetor de dimensdo Kx1 que nos da os valores singulares da matriz X em
‘1 ordem decrescente. A=(a;, ..., o) No SAS sdo os valores singulares (::rauls:
1 z_uzz; dados em inércia e decomposigao da estatistica qui-quadrado {T::rtia and
“ Thi-Fguare Tecompositiond

\

1‘ DA = diag(A) dim(KxK)

DA ¢ uma matriz diagonal de dimensdo KxK onde na diagonal principal estdo os
valores singulares dados pelo vetor A. D,

\
} 15 - CALCULO DAS COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS LINHA
\

F = DRIR«U*DA dim(IxK)

F =[F1| ... | FK] é uma matriz de dimensdo [xK onde nas colunas temos K vetores
que nos ddo as coordenadas principais dos I perfis linha em cada eixo.

F1 dim(Ix1)

F1 ¢ o vetor de dimensdo Ix1 que nos da as coordenadas (ou projegdes) dos 1 perfis
linha no eixo de maior inércia da nuvem. F, = (f,, .., fi1)

FK dim(Ix1)

FK ¢ o vetor de dimensdo Ixl que nos da as coordenadas (ou proje¢des) dos I
perfis linha no eixo de menor inércia (K-ésimo eixo) da nuvem. gk=(fi, ..., fix)

16 - CALCULO DE VETORES COM ELEMENTOS AO QUADRADO

DF1 = diag(F1) dim(IxI)
DQF1 = DF1«DF1 dim(IxI)
QF1 = DQFI1«HI dim(Ix1)

QF1 ¢ o vetor de dimensdo Ix! que nos da o quadrado de cada componente do
vetor de coordenadas F1. F,> = (£, ..., fu?)

DFK = diag(FK) dim(IxI)
DQFK = DFK *DFKdim(IxI)
QFK = DQFK*HI dim(Ix1)

QFK ¢ o vetor de dimensdo Ixl que nos da o quadrado de cada componente do
vetor de coordenadas FK. Fi’ = (fi, ..., fub)
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DL = DA*DA dim(KxK)

L =DL»HK

L1

LK

dim(Ix1)

L ¢ o vetor de dimensdo Kx1 que nos da o quadrado de cada componente do vetor
A dos valores singulares. L= (L1, ..., LK)" é o vetor cujas componentes sio os
autovalores. Estes autovalores sdo os quantificadores das componentes da inércia
total da nuvem dos perfis linha, em cada eixo; L=(A,, ..., A"

escalar

L1 € o escalar que nos da a componente da inércia total da nuvem de perfis linha na
direcdo do primeiro eixo. Esta componente ¢é chamada de inércia principal do
primeiro eixo: Aj=a.;’.

escalar

LK € o escalar que nos da a inércia da nuvem de perfis linha na diregao do K-
ésimo eixo. Esta componente € chamada de inércia principal do K-ésimo eixo;
kk:ak{

17 - CALCULO DA COMPONENTE DA INERCIA DE CADA PERFIL LINHA EM CADA

DIRECAO
CIR1 = DR=*QF1 dim(Ix1)
CIR1 ¢ o vetor de dimensdo Ix1 que nos da a componente da inércia de todos os
perfis na dire¢do do primeiro eixo; [/n(R)].1 = D,F 2
CIRK = DR*QFK dim(Ix1)

CIRK ¢ o vetor de dimensdo Ix1 que nos da a componente da inércia de todos os
perfis na dire¢do do K-ésimo eixo; [/n(R)]w= ([/n.(R)]ix, ..., [[n(R)]w)” [In(R)]

)
::ﬂFkﬁ.

18 - CALCULO DA INERCIA DOS PERFIS LINHA

IR = DR*YQFK dim(Ix1)

IR é o vetor de dimensdo Ixl que nos da a inércia de todos os perfis linha na
nuvem. /ng(R;) = 3 [In(R)]w = riZiFu’ No SAS as inércias dos pontos sdo dadas
em termos percentuais, fazendo o quociente entre a inécia de cada ponto e a inécia
total da nuvem. Dada no resumo estatistico para os pontos-linha (c.omary

Statigtizs for the Row Points).

DIR = diag(IR) dim(IxI)
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19 - CALCULO DA CONTRIBUICAO RELATIVA DOS PERFIS LINHA EM CADA EIXO

CRRI1 = inv(DIR)*CIR1 dim(Ix1)

CRR1 ¢ o vetor de dimensdo Ix1 que nos da a contribuigdo relativa dos perfis
linhas no primeiro eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto cada
perfil linha esta contribuindo para a inércia do primeiro eixo comparada com a
inércia de cada perfil em todo o espago. cr, = (cryy, ..., cry)

cry =[n(RI] /ZInR)Lk = (R, / IndR)= (iFir” Y(ZiriF ).

CRRK = inv(DIR)*CIRK dim(Ix1)

CRRK ¢ o vetor de dimensdo Ix]1 que nos da a contribuigdo relativa dos perfis
linhas no K-ésimo eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto cada
perfil linhas contribui da sua inércia individual, para a composi¢do da inércia
principal deste eixo. Isso mostra o quao bem representado esta cada ponto, neste
e1Xo. cry = (¢ry, ..., cry).

cry =P (SriFy)) =Fu /Fi = cos’0 onde 6 € o angulo formado entre o eixo k e
0 vetor que aponta para o 1-ésimo perfil linha.

20 - CALCULO DA CONTRIBUICAO ABSOLUTA DOS PERFIS LINHA EM CADA
EIXO

CARI = (I/L1)*CIR1 dim(Ix1)

CAR1 ¢ o vetor de dimensdo Ix]1 que nos da a contribuigdo absoluta dos perfis
linhas no primeiro eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto as
componentes de cada perfil linha neste eixo, representam na inércia principal do
primeiro eixo. Isso mostra o quanto cada perfil linha contribui para a inércia
principal do eixo. ca; = (cay, ..., can) cay = In(R)] /Z[In(R)) = [In(R)] / Ay
= (ranz)/( ).

CARK = (I/LK)*CIRK dim(Ix1)

CARK ¢ o vetor de dimensdo Ix1 que nos da a contribuigdo absoluta dos perfis
linhas no K-ésimo eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto as
componentes de cada perfil linha neste eixo, representam na inércia principal do K-
ésimo eixo. Isso mostra o quanto cada perfil linha contribui para a inércia principal
do eixo. cay = (cay, ..., cay) cax = [In(R)) /Zi{In(R)]x = [In(Ry)]i / A = (l’lFlk2
YA .

No SAS ¢ dado em contribuigdo parqial a inércia dos pontos-linha (rarcial

Contrikfuticons to Inertia for the Kow bPolints)

Aqui sugiro que na saida seja apresentado um vetor cujos elementos seja os nomes
dados as linhas na ordem decrescente dos valores das contribuigdes absolutas. No
SAS é apresentado os indices das coordenadas que mais contribuem com a inércia
das pontoslhﬂla (Ir.si-es -f the Coordinates that Jonvtribute Most t: Irertia

for the =ow Pointa)

Aparecendo o numero da dimensdo em que o ponto contribui muito e zero na que
contribui pouco, se aparecer zero nas duas colunas € porque 0 ponto contribui
pouco nestas duas dimensoes, se aparecer o numero da dimensdo que mais

contribui
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nas duas colunas € porque o ponto contribul muito nas duas dimensdes, mas
contribui mais na especificada.

21- CALCULO DAS COORDENADAS PADRONIZADAS DOS PERFIS LINHA

FP = Fx inv(DA)

22 - CALCULO DAS COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS COLUNA

G = DRIC#*VxsDA dim(JxK)

G = [G1] ... | GK] é uma matriz de dimensdo JxK onde nas colunas temos K
vetores que nos ddo as coordenadas principais dos J perfis coluna em cada eixo.

Gl dim(Jx1)
G1 € o vetor de dimensdo JxI que nos da as coordenadas (ou projegdes) dos J
perfis coluna no eixo de maior inércia da nuvem.

GK dim(Ix1)

GK ¢ o vetor de dimensdo Jx1 que nos da as coordenadas (ou proje¢oes) dos J
perfis coluna no eixo de menor inércia (K-ésimo eixo) da nuvem.

- 23- CALCULO DE VETORES COM ELEMENTOS AO QUADRADO

DG1 = diag(G1) dim(JxJ)
DQG1 = DG1xDG1 dim(JxJ)
QG1=DQGI1xHJ dim(Jx1)

QG1 ¢ o vetor de dimensdo Jx1 que nos da o quadrado de cada componente do
vetor de coordenadas G1.

DGK = diag(GK) dim(JxJ)
DQGK = DGK*DGK dim(JxJ)

QGK =DQGK=*HJ dim(Jx1)
QGK ¢ o vetor de dimensao Jx1 que nos da o quadrado de cada componente do
vetor de coordenadas GK.

24- CALCULO DA COMPONENTE DA INERCIA DE CADA PERFIL COLUNA EM
| CADA DIRECAO

CIC1 = DC*QG1 dim(Jx1)
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CIC1 é o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a componente da inércia de todos os
perfis coluna na direcao do primeiro eixo.

CICK = DC*QGK dim(Jx1)

CICK ¢ o vetor de dimensdo Jx| que nos da a componente da inércia de todos os
perfis coluna na dire¢do do K-ésimo eixo.

25 - CALCULO DA INERCIA DOS PERFIS COLUNA

IC= DC*XxQGK dim(Jxl)

IC € o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a inércia de todos os perfis coluna na
nuvem.

DIC = diag(IC) dim(JxJ)

26 - CALCULO DA CONTRIBUICAO RELATIVA DOS PERFIS COLUNA EM CADA

EIXO
CRC1 = inv(DIC)»CIC1 dim(Jx1)
CRCI1 ¢é o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a contribuigdo relativa dos perfis
colunas no primeiro eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto cada
perfil colunas esta contribuindo para a inércia do primetro eixo comparada com a
inércia de cada perfil em todo o espago.
CRCK = inv(DIC)*CICK dim(Jx1)

CRC1 ¢ o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a contribuigdo relativa dos perfis
colunas no K-ésimo eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto cada
perfil coluna contribui da sua inércia individual, para a composi¢do da inércia

principal deste eixo. Isso mostra o qudo bem representado esta cada ponto, neste
eixo.

26 - CALCULO DA CONTRIBUICAO ABSOLUTA DOS PERFIS COLUNA EM CADA

EIXO

CAC1 = (1/L1)=CIC1 dim(Jx1)
CAC1 € o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a contribuigdo absoluta dos perfis
colunas no prnimeiro eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto as
componentes de cada perfil coluna neste eixo, representa na inércia principal do
primeiro eixo. Isso mostra o quanto cada perfil coluna contribui para a inércia
principal do eixo.

CACK = (I/LK)*CICK dim(Jx1)

ACK ¢ o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a contribuicdo absoluta dos perfis
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‘ coluna no K-ésimo eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto as
“ componentes de cada perfil coluna neste eixo, representa na inércia principal do K-

‘ ésimo eixo. Isso mostra o quanto cada perfil coluna contribui para a inércia
principal do eixo.

\ 27 - CALCULO DAS COORDENADAS PADRONIZADAS DOS PERFIS COLUNA

\ GP =G#inv(DA) dim(JxK)

Ji Il - PROCEDIMENTO PARA INCLUIR PONTOS-LINHAS SUPLEMENTARES

. 1- ENTRADA DOS DADOS

NSR dim(SxJ)
S: n” de linhas
J: n°de colunas

NSR ¢é qualquer matriz de dados ndo negativos de dimensao SxJ, sendo que S € o
numero de linhas que esta sendo considerada como ponto suplementares e J é o
numero de colunas. NSR=[ng;].

| 2- DEFINICAO DE VETORES AUXILIARES

HS=(1,..,1)" dim(Sx1)

HS ¢é um vetor de dimensdo Sx1 com todos os elementos iguais a | (um).(1s)

3-CALCULO DOS DE ELEMENTOS MARGINAIS E TOTAL DA MATRIZ DE DADOS

NTRS = (HS) ' *N«HJ escalar

NTRS € o numero de elementos da matriz de dados. (ns)

CMRS = NRS*HJ dim(Sx1)

CMRS ¢ o vetor de dimensdo Ixl que nos da a coluna marginal da matriz de
dados, cada elementos desse vetor € a soma das colunas em cada linha. (ns)

LMRS = (HS)'«N dim(Jx1)

LMRS ¢ o vetor de dimensdo Jx1 que nos da a linha marginal da matriz de dados,
onde cada elemento desse vetor € a soma das linha em cada colunas.(ns;)

4 - CALCULO DA MATRIZ DE CORRESPONDENCIA

PRS = (I/NTRS)*NRS  dim(SxJ)
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\ P é uma matriz de dimensao IxJ com os elementos p;=n;/n. Quando N € uma tabela
\‘ de contingéncia, P ¢ uma matriz de freqiiéncias relativas.

t 5- CALCULO DO VETOR DE MASSAS DAS LINHAS

l RS = PRS*HJ dim(Sx1)

j RS é um vetor de dimensdo [x1 com os elementos rs;=n./ns. rs = (rsy,...,1sy).

10 - DEFINICAO DE MATRIZES DIAGONAIS

| DR = diag(RS) dim(SxI)

| DRS ¢ uma matriz diagonal de dimensdo IxI com os elementos da diagonal iguais
aos elementos do vetor margmal R. D,

DIRS = inv(DRS)  dim(SxI)

DIRS ¢ a matriz diagonal de dimenséo IxI com os elementos da diagonal iguats ao
inverso dos elementos do vetor marginal RS. D,

11- CALCULO DA MATRIZ DOS PERFIS LINHA

RRS = DIRS*PRS dim(SxJ)
RR ¢ uma matriz dos perfis linha de dimensdo IxJ. RS =D,'PRS

28 - %MH?ER ORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS LINHA

FS = RRS*GP dim(SxK)

FS = [FS1| ... | FSK] € uma matriz de dimensdo SxK onde nas colunas temos K
vetores que nos dio as coordenadas principais dos S perfis linha suplementares em
cada eixo.
FS1 dim(Sx1)
FS1 ¢ o vetor de dimensdo Sx1 que nos da as coordenadas (ou projegdes) dos S
perfis linha suplementares no eixo de maior mércia da nuvem. F, = (fi, ..., fiy)
FSK dim(Sx1)

FSK ¢ o vetor de dimensdo Sx1 que nos da as coordenadas (ou projecdes) dos S

perfis linha suplementares no eixo de menor inércia (K-ésimo eixo) da nuvem.
Fk=(fy, ..., fu)
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16 - CALCULO DE VETORES COM ELEMENTOS AO QUADRADO

DFS1 = diag(FS1) dim(SxS)
DQFS1 = DFS1+DFSI dim(SxS)
QFS1 = DQFS1sHS dim(Sx1)

QFS1 ¢ o vetor de dimensdo Sx1 que nos da o quadrado de cada componente do
vetor de coordenadas FS1. FS,® = (fs1%, ..., fsn?)

DFSK = diag(FSK) dim(SxS)
DQFSK = DFSK#DFSK  dim(SxS)

QFSK = DQFSK=«HS dim(Sx1)
QFSK ¢ o vetor de dimensdo Sx1 que nos da o quadrado de cada componente do
vetor de coordenadas FSK. FS,” = (fs\.2, ..., fsi’)

SQFS = QFS1 + ... +QFSK dim(Sx1)

DSQFS = diag(SQFS) dim(SxS)

' 30- CALCULO DA CONTRIBUICAO RELATIVA DOS PERFIS LINHA
SUPLEMENTARES EM CADA EIXO

CRRSI1 = inv(DSQFS)*QFS1 dim(Sx1)
CRRSI1 ¢ o vetor de dimensdo Sx1 que nos da a contribuigio relativa dos perfis
linhas suplementares no primeiro eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o
quanto cada perfil linha suplementar esta bem representado no primeiro eixo; cr,

= (CI'”, cees CI'[]).
criy =[Ind(R)]: /EIn(R) L = [In(R)]; / In(R)= (riF® Y(E,riFy).

CRRSK = inv(DSQFS)*QFSK dim(Ix1)

CRRK ¢ o vetor de dimensdo Ix] que nos da a contribuicio relativa dos perfis
linhas no K-ésimo eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto cada
perfil linhas contribui da sua inércia individual, para a composi¢do da inércia
principal deste eixo. Isso mostra o qudo bem representado esta cada ponto, neste
eixo; cry = (¢ry, ..., cry).

cri =(riFi Y(SiFyd) =Fi’ /F;” = cos’0 onde 0 é o angulo formado entro o eixo k e
o vetor que aponta para o i-ésimo perfil linha.
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!

21- CALCULO DAS COORDENADAS PADRONIZADAS DOS PERFIS LINHA
SUPLEMENTARES

FPS = FS*DA dim(SxK)

Il - PROCEDIMENTO PARA INCLUIR PONTOS-COLUNAS SUPLEMENTARES
1- ENTRADA DOS DADOS

NSC dim(IxZ)
1\ I: n® de linhas
Z: n°de colunas

NSC ¢ a matriz de dados suplementares de dimensdo IxZ, sendo que [ € o numero

de linhas e Z ¢ o numero de colunas que esta sendo considerada como ponto
suplementar. NSC=[n;,].

2 - DEFINICAO DE VETORES AUXILIARES

HZ=(,.., 1) dim(Zx1)

HZ € um vetor de dimensdo Zx1 com todos os elementos iguais a 1 (um); (1z)
|

. 3- CALCULO DOS DE ELEMENTOS MARGINAIS E TOTAL DA MATRIZ DE DADOS
SUPLEMENTARES

NTCS = (HI)' *sNSCsHZ  escalar
NTCS ¢ o numero de elementos da matniz de dados; (nz).

CMCS = NCS*HZ dim(Ix1)

CMCS é€ o vetor de dimensdo Ix1 que nos da a coluna marginal da matriz de dados
suplementares, cada elemento desse vetor € a soma das colunas em cada linha; (ns)

LMCS = (HI)'+NCS dim(Zx1)
LMCS é o vetor de dimensdo Zx1 que nos da a linha marginal da matriz de dados,

onde cada elemento desse vetor ¢ a soma das linha em cada colunas; (ns;)

\4 - CALCULO DA MATRIZ DE CORRESPONDENCIA

\ PCS = (1/NTCS)»=NCS dim(IxZ)

PCS ¢ uma matriz de dimensdo IxZ com os elementos py=n;/n. Quando N é uma
tabela de contingéncia, P é uma matriz de freqiéncias relativas.
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6 - CALCULO DO VETOR DE MASSAS DAS COLUNAS

CS = PCS*HZ dim(Ix1)

RS é um vetor de dimensdo Ix1 com os elementos rs;=n,/ns. rs = (rsy,...,Isy).

10 - DEFINICAO DE MATRIZES DIAGONAIS

DCS = diag(CS) dim(IxI)

DCS ¢é uma matriz diagonal de dimensado IxI com os elementos da diagonal iguais
aos elementos do vetor marginal CS; D,

DICS = inv(DCS)  dim(IxI)

DICS ¢ a matriz diagonal de dimensao IxI com os elementos da diagonal iguais ao
inverso dos elementos do vetor marginal RS: D,

12 - CALCULO DA MATRIZ DOS PERFIS COLUNA

CCS = DICS+PCS dim(IxZ)

CC é uma matriz dos perfis coluna de dimensio IxZ. CS =D, 'PCS.

1 22 - CALCULO DOS COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS COLUNA
‘? SUPLEMENTARES

GS = CCS»FP dim(ZxK)

GS1

GSK

GS =[GS1] ... | GSK] € uma matriz de dimensdo ZxK onde nas colunas temos K

vetores que nos ddo as coordenadas principais dos Z perfis coluna suplementares
em cada eixo.

dim(Zx1)

GS1 é o vetor de dimensdo Zx1 que nos da as coordenadas (ou projecdes) dos Z

perfis coluna suplementares no eixo de maior inércia da nuvem. GS, = (gs1y, ...,
gsin).

dim(Zx1)

GSK ¢ o vetor de dimensdo Zx1 que nos da as coordenadas (ou proje¢des) dos S

perfis coluna suplementares no eixo de menor inércia (K-ésimo eixo) da nuvem.
Gk=(gsu, ..., gsw).
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23 - CALCULO DE VETORES COM ELEMENTOS AO QUADRADO

DGSI1 = diag(GS1) dim(ZxZ)

DQGSI1 = DGS1+DGSI1 dim(ZxZ)

QGS1 =DQGS1+HZ dim(Zx1)
QGST1 ¢é o vetor de dimensdo Zx1 que nos da o quadrado de cada componente do
vetor de coordenadas GS1. GS,” = (gsi’, ..., gsu’).

DGSK = diag(GSK) dim(ZxZ)

DQGSK = DGSK*DGSK dim(ZxZ)

QGSK = DQGSK=#*HZ dim(Zx1)

QGSK ¢ o vetor de dimensdo Zx1 que nos da o quadrado de cada componente do
vetor de coordenadas GSK. GS\” = (gsi’, ..., g51’)

SQGS = QGS1 + ... +QGSK dim(Zx1)

DSQGS = diag(SQGS) dim(ZxZ)

“ 26 - CALCULO DA CONTRIBUICAO RELATIVA DOS PERFIS COLUNA

SUPLEMENTARES EM CADA EIXO

CRCS1 = inv(DSQGS)*=QGS1 dim(Zx1)

CRCSI1 ¢ o vetor de dimensao Zx1 que nos da a contribuicao relativa dos perfis
coluna suplementares no primeiro eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o
quanto cada perfil coluna suolementar esta bem representado no primetro eixo. cr;
=(crn, ..., cru).

cra =[In(R)]: /E[In(R)) = [IndR)]: / InR)= (iFi Y(EuriFi).

CRCSK = inv(DSQGS)*QGSK dim(Zx1)

CRCK ¢ o vetor de dimensdo Zx1 que nos da a contribuigdo relativa dos perfis
colunas no K-ésimo eixo. Cada componente deste vetor nos mostra o quanto cada
perfil coluna contribui da sua inércia individual, para a composi¢ido da inércia
principal deste eixo. Isso mostra o qudo bem representado esta cada ponto, neste
eixo. ¢cry = (cry, ..., Cry).

cry =(riFu’ )/(Zkr.Flk ) =Fa’/F;” = cos® onde 8 é o angulo formado entro o eixo k e
0 vetor que aponta para o i-ésimo perfil linha.

k27 CALCULO DAS COORDENADAS PADRONIZADAS DOS PERFIS COLUNA
SUPLEMENTARES

GPS = GS+DA dim(ZxK)
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/* 1 - ENTRADA DOS DADOS*/

/*TABELA DE CONTINGENCIA*
data datal;

input local $ i0 il i2 i3 14 in r0 rl r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 rl0 rn zu zr;

cards;
L71 1376 2937 347 924
217 843 1119 1075 1738
L72 17412 17308 1887 2314
3107 2711 7398 7491 6314
L73 12804 17420 895 1101
3186 3002 3610 3404 3700
L74 11134 34332 6388 4131
4967 5002 7166 8912 7334

L75 138196 773127 300640 165657

141287 143983 124585 125458 119540

L81 5239
1389
L82 1772%
5557
L83 17032
4987
L84 17343 66950

12972 17379
L85 113980 679286

13379
3602

28753
6042

21996
4723

7469 6490
6050 7315
7948 3899
8093 8176
3851 1646
4404 4743
36209 16647
22104 21933
787356 387996

L91 10344
19530

42139
19049
39459
6489
8830
1660
21918
10200

79224 40694
18426 16976
17612 12457
9840 11184
4685 2711
2248 2726
45982 22336
10509 11233

9659

2096
L94 5632
11469

.
’

run;

7956
8164
4556
185889
95207 9731
223176 224880 206609 185872 165652 130123
18554
13906
2599
10610

L95 132670 567576 1053442 482949 119372 3323
256136 238735 242994 229091 210788 165260

1362 117 0 520 235
644 8854 106l
2599 102 1510 1105 1193
1500 31047 11462

396 1802 3815 2704 3203
2700 28324 5400

306 2760 3676 3906 4892
6561 50127 9481

5779 141192 147193 156616 143004

88849 123874 1152049 311694

16 344 181 556 1284
232 34593 1817
1033 663 5213 2113 5233
506 55341 8525
348 4739 4613 4074 4165
530 40577 5573
479 6611 7812 10535 12001
2136 133178 9641

3411 209603 218893 246437 238130
20770 1833664 239892

1917 14187 15282 17956 17983
7065 170980 12760
3411 2373 8705 3634 4710
1554 93086 83929
436 1452 1535 1731 1874
549 20204 1080
913 6887 8102 10040 9644
4202 95749 6379

18593 195481 209893 247226 249694
95442 2184566 174766

/* I - Andlise de Correspondéncia da Tabela de Contingéncia N */

proc iml;

‘use datal;

read all var {i0 il i2 i3 i4 in r0 rl r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 rl0 rn zu zr}

into N:

title ' TABELA DE CONTINGENCIA ';
print N;

/* 2 - DEFINIGAO DE VETORES AUXILIARES*/
HI = J(15,1,1);

EJ = J(20,1,1);

K= J(14,1,1);

/* 3 - CALCULO DOS ELEMENTOS MARGINAIS E TOTAL DA MATRIZ DE DADOS*/

title ' COLUNA MARGINAL ';
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CM = N*HJ;

title ' LINHA MARGINAL ';
LM = t(N)*HI;

title ' NUMERO TOTAL ';
NT = t(HI)*N*HJ;

print NT,CM, LM;

/* 4 - CALCULO DA MATRIZ DE CORRESPONDENCIA*/
title ' MATRIZ DE CORRESPONDENCIA ';

P = (1/NT)*N;
print P;

/* 5 - CALCULO DO VETOR DE MASSAS DAS LINHAS*/
title ' VETOR DE MASSAS DAS LINHAS ';

R = P*HJ;
print R;

/* 6 - CALCULO DO VETOR DE MASSAS DAS COLUNAS*/
title ' VETOR DE MASSAS DAS COLUNAS ';

C = T(P)*HI;
print C;

/* 10 ~ DEFINIGCAO DE MATRIZES DIAGONAIS*/

DR = diag(R):
DIR = inv(DR):
DRIR = sqrt (DIR);
DC = diag(C);
DIC = inv(DC);
DRIC = sqrt (DIC);

/* 11 - CALCULO DA MATRIZ DOS PERFIS LINHAS*/
title ' MATRIZ DE PERFIS DAS LINHA ';

RR = DIR*P;
print RR;

/* 12 ~ CALCULO DA MATRIZ DOS PERFIS COLUNAS*/
title ' MATRIZ DE PERFIS DAS COLUNA ';

CC = DIC*t(P);
TCC =t (CC);
print TCC;

/* 13 - CALCULO DA MATRIZ DOS PERFIS LINHAS CENTRALIZADO, PONDERADO E
TRANSFORMADO* /

iX = DRIR* (P - R*t(C))*DRIC;

| print X;

|

| /* 14 - CALCULO DA MATRIZ DAS SOMAS DE QUADRADOS*/

S = t(X)*X;
print S;
2 = X*t(X);
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print Z;

/* 14 - DECOMPOSIGCAO EM VALORES SINGULARES DE X */
title ' DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES ';

call svd (U,A,V,X);
print U,A,V;
rank = 14;

Uu =

ul,11}1ul, 2} |ul, 311U, 4010, 51H1Ul, 60 11U, 7]}IUL,8]11UL,9]11IU[,10})1U[,11]]|

lul,12]11U[,13111U0(,14});
print UU;

VvV =

VLT HIVE 21 1V 3TV AT VST LIV 61 IV, 7 VL8] IV, 91 1 IVIL,10T 1 [V, 11T

IVI,12]1IVI[,13111VI[,14];
print Vvv;

AA = All:rank,];
print AA;

DA = diag(AA);

/* 15 -~ CALCULO DAS COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS LINHAS*/

title '

F = DRIR*UU*DA;
print F;

COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS LINHA ';

/* 21 - CALCULO DAS COORDENADAS PADRONIZADAS DOS PERFIS LINHAS*/

title '

FP = F*inv(DA);
print FP;

COORDENADAS PADRONIZADAS DOS PERFIS LINHA ';

/* 16 ~ CALCULO DE VETORES COM ELEMENTOS AO QUADRADO*/

DF1 = diag(F[,1]):
DQF1 = DF1*DF1;
QF1 = DQF1*HI;
DF2 = diag(F[,2]):
DQF2 = DF2*DF2;
QF2 = DQF2*HI;
DF3 = diag(F[,3]):
- DQF3 = DF3*DF3;
. QF3 = DQF3*HI;
. DF4 = diag(F[,4]);
. DQF4 = DF4*DF4;
| QF4 = DQF4*HI;
DF5 = diag(F[,51);
DQF5 = DF5*DF5;
QF5 = DQF5*HI;
DF6 = diag(F[,6]);
DQF6 = DF6*DF6;
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QF6 = DQF6*HI;

DF7 = diag(F[,7]):
DQF7 = DF7*DF7;
QF7 = DQF7*HI;

DF8 = diag(F[,8]):
DQF8 = DF8*DF8;
QF8 = DQF8*HI;

DF9 = diag(F[,9]1):
DQF9 = DFS*DF9;
QF9 = DQF9*HI;

DF10 = diag(F[,10]);

DQF10 = DF10*DF10;
QF10 = DQFL0*HI;

DF1l1 = diag(F[,11]);

DQF11 = DF11*DF11;
QF11 = DQF11*HI;

DFl2 = diag(F[,12]);

DQFl2 = DF12*DF12;
QFlz = DQF12*HI;

DF13 = diag(F[,13]):

DQF13 = DF13*DF13;
QF13 = DQF13*HI;

DF14 = diag(F[,14]);

DQFl4 = DF14*DF14;
QFl14 = DQF14*HI;

DL = DA*DA;
L = DL*HK;
print L;

/* 17 - CALCULO DA COMPONENTE DE INERCIA DE CADA PERFIL LINHA EM CADA EIXO*/
title ' DECOMPOSICAO DA INERCIA DCS PERFIS LINHA ';

CIR1||CIR2||CIR3|[CIR4||CIR5||CIR6||CIR7|}CIR8]||CIR9||[CIR10|]|CIR11]||CIR12]|CIR

CIR1 = DR*QF1;
CIR2 = DR*QF2;
CIR3 = DR*QF3;
CIR4 = DR*QF4;
CIR5 = DR*QF5;
CIR6 = DR*QF6;
CIR7 = DR*QF7;
CIR8 = DR*QF8;
CIR9 = DR*QF9;
CIR10 = DR*QF10;
CIR11 = DR*QF11;
CIR12 = DR*QF12;
{ CIR13 = DR*QF13;
. CIR14 = DR*QF14;
| CIR =
13] |CIR14;
print CIR;

/* 19 - CALCULO DA CONTRIBUIGAC RELATIVA DOS PERFIS LINHA EM CADA EIXO*/
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title ' CONTRIBUIGCAOQ RELATIVA DOS PERFIS LINHA ';

CRR1 = inv(DIR)*CIR1;

( )
CRR2 = inv(DIR)*CIR2;
CRR3 = inv(DIR)*CIR3;
CRR4 = inv(DIR)*CIR4;
CRR5 = inv(DIR)*CIR5;
CRR6 = inv (DIR)*CIRG6;
CRR7 = inv(DIR)*CIR7;
CRR8 = inv(DIR)*CIRS;

CRRY = inv(DIR)*CIR9;
CRR10 = inv(DIR)*CIR10;

CRR11 = inv(DIR)*CIR11l;
CRR12 = inv(DIR)*CIR12;
CRR13 = inv(DIR)*CIR13;
CRR14 = inv(DIR)*CIR1l4;
CRR =

CRR1 | |{CRR2| |CRR3| |CRR4| |CRR5| |CRR6]| |CRR7| |CRR8| |CRR9| |CRR10| |CRR11}|CRR12]| |CRR
13| ICRR14;
print CRR;

/* 20 - CALCULO DA CONTRIBUICAO ABSOLUTA DE CADA PERFIL LINHA EM CADA EIXO*/
title ' CONTRIBUICAO ABSOLUTA DOS PERFIS LINHA ';

CAR1 =(1/L{1])*CIR1;
CAR2 =(1/L[2])*CIR2;
CAR3 =(1/L[3])*CIR3;
CAR4 =(1/L[4])*CIR4;
CAR5 =(1/L[5])*CIR5;
CAR6 =(1/L[6]})*CIR6;
CAR7 =(1/L[7])*CIR7;
CAR8 =(1/L[8]) *CIRS;
CARS =(1/L[8])*CIRY;
CAR1O =(1/L[10])*CIR10;
CAR11 =(1/L[11])*CIR11;
CAR12 =(1/L[12])*CIR12;
CAR13 =(1/L[13])*CIR13;
CAR14 =(1/L[14])*CIR14;
CAR =

CAR1| |CAR2| |CAR3} |CAR4| |CARS5| |CARG| |CAR7| |CARS8| |CARY| |CAR1O[ |CARL11]| |CARL12]| |CAR
13| |CAR14;
print CAR;

/* 22 - CALCULO DAS COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS COLUNAS*/
title ' COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS COLUNA ';

G = DRIC*VV*DA;
print G;

/* 28 - CALCULO DAS COORDENADAS PADRONIZADAS DOS PERFIS COLUNAS*/
title ' COORDENADAS PADRONIZADAS DOS PERFIS COLUNA';

GP = G*inv (DA);
print GP;
/* 22 - CALCULO DE VETORES COM ELEMENTOS AQO QUADRADO*/

DGl = diag(G{[,1])
DQGl = DG1*DG1l;
QGl = DQGl*HJ;

DG2 = diag(G{,2])
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DQG2 = DG2*DG2;
QG2 = DQG2*HJ;

DG3 = diag(G[,3]):

DQG3 = DG3*DG3;
QG3 = DQG3*HJ:;

DG4 = diag(G[,4]1):

DOG4 = DG4*DG4;
QG4 = DQG4*HJ;

DG5 = diag(G[,5]);

DQG5 = DG5*DG5;
QG5 = DQGS5*HJ;

DG6 = diag(G[,6]):

DQG6 = DG6*DG6;
QG6 = DQG6*HJ;

DG7 = diag(G[,7]);

DQG7 = DG7*DG7;
QG7 = DQGT*HJ;

DG8 = diag(G[,8]):

DQG8 = DG8*DGS8;
QG8 = DQGB8*HJ;

DGS = diag(G[,%]):

DQGY9 = DG9*DGY;
QG9 = DQGO*HJ;

DG10 = diag(G[,10]);
DQG10 = DG10*DG10;

QG1l0 = DQGlO*HJ;

DGll = diag(G[,11]);
DQG11l = DG11*DGl1;

QGll = DQGL1*HJ;

DG12 = diag(G[,12]);
DQG1l2 = DG12*DGl2;

QGl2 = DQGl2*HJ;

DG13 = diag(G[,13]);
DQG13 = DG13*DG13;

QG13 = DQGL3*HJ;

DG1l4 = diag(G[,14]):;
DQGl4 = DG14*DG1l4;

QGl4 = DQGl4*HJ;

/* 24 - CALCULO DA COMPONENTE DE INERCIA DE CADA PERFIL COLUNA EM CADA EIXO*/
title ' DECOMPOSICAO DA INERCIA DOS PERFIS COLUNA';

CICl = DC*QG1;
CIC2 = DC*QG2;
CIC3 = DC*QG3;
CIC4 = DC*QG4;
CIC5 = DC*QG5;
CIC6 = DC*QG6;
CIC7 = DC*QG7;
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CIC8 = DC*QGS8;
CICY9 = DC*QG9Y;
CIC10 = DC*QG10;

CICll = DC*QG1ll;

CIC1l2 = DC*QGl2:

CIC13 = DC*QG1l3;

CICl4 = DC*QGl4;

CIC =
CIC1l||CIC2]|CIC3||CIC4||[CIC5|]|CIC6E}|CICT||ICIC8]}|CICS||CIC10]]|CIC11]|]|CIC12]|CIC
13]|CIC14;

print CIC;

/* 26 - CALCULO DA CONTRIBUICAO RELATIVA DOS PERFIS COLUNA EM CADA EIXO*/
title ' CONTRIBUIGAC RELATIVA DOS PERFIS COLUNA';

CRC6 = inv(DIC)*CIC6;
CRC7 inv(DIC)*CIC7;
CRC8 inv(DIC)*CICS8;
CRCY = inv(DIC)*CIC9;
CRC10 = inv(DIC)*CIC1l0;
CRC1l1l = inv(DIC)*CIC1l1;

I

CRC1 = inv(DIC)*CIC1;
CRC2 = inv(DIC)*CIC2;
CRC3 = inv(DIC)*CIC3;
CRC4 = inv(DIC)*CIC4;
CRCS5 = inv(DIC)*CIC5;

( )

( )

(

|

(
CRC12 = inv(DIC)*CIC1l2;
CRC13 = inv(DIC)*CICl3;
CRC14 = inv(DIC)*CIC1l4;
CRC =
CRC1| |CRC2| |CRC3}|{CRC4||CRC5]|CRC6E|}CRC7| |CRC8||JCRCI||CRC10||CRC11]|[CRC12||CRC
13} ICRC14;
print CRC;

/* 27 - CALCULO DA CONTRIBUICAO ABSOLUTA DOS PERFIS COLUNA EM CADA EIXO*/
title ' CONTRIBUIGAO ABSOLUTA DOS PERFIS COLUNA';

CACl = (1/L[1l])*CICl;
CAC2 = (1/L[2])*CIC2;
CAC3 = (1/L[3])*CIC3;
CAC4 = (1/L[4])*CIC4;
CAC5 = (1/L[5])*CIC5;
CAC6 = (1/L[6])*CIC6;
CAC7 = (1/L[7])*CIC7;
CAC8 = (1/L[8])*CICS;
CACY9 = (1/L[9])*CIC9;
CAC1l0 = (1/LI[10])*CIC10;
CACll = (1/L[111)*CIC1l1;
CACl2 = (l1/L{12]1)*CICl2;
CAC13 = (1/L[13])*CIC13;
CACl4 = (1/L[14])*CIC14;
CAC =

CAC1| {CAC2| |CAC3||CAC4||CAC5||CAC6| |CACT!||CACS8}| |CACY}||CACL10]|CACL1||CAC12]|CAC
13| |CAC14;
print CAC;
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TABELA DE CONTINGENCIA
N
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CENTROIDE DAS LINHAS OU VETOR DE MASSAS DAS COLUNAS
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MATRIZ DAS SOMAS DE QUADRADOS DAS COLUNAS
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00084 -0.000157 -0.(01918  ~0.00082 0.0056% -0.00097 0,062 -0.001967 -0.000857 -0.00A -0.00L772 -0,000471 -0.G00al1 0.000a4t  0.00122 0.00dE 0.004433 -0.00I38 0.0006413 00085
0.00E32 0.0056483 0.0 -0.02777 0000852 -0.001271 0.000647 - 0.0008 -0.000083 -0.000866 -0.000631  =0.0004 -0.000621. ~0.(00eed -0.000406 =0.00CRLS -0.008.088 0.Q067868 -0.00178 0.0048a
00038 -0.0542 0.009R15 0,005 0.5 0,006 0.000156 -0.00XB%6  -0.0000 ~0.000083 0.0001712 0.01248 0.000122% 0.000868 0.0 0.0008a. 0.0003413 000178 0.001371 00083
0.003755 0.008581 —0.077560 —0.004507 0000418 —0.A0615 ~0.0004S 00008356 0.0007/867 0.0001464 —0.000465 =0.00083 -0.00083 -0.0008 -0.000A2  ~0.00071 ~0.0008S 0.0088d. -0.0001 0.0B10%

MATRIZ DAS SOMAS DE QUADRADOCS DAS LINHAS

o

0.002m8 0.004314 0.008578 0.000p422 0.00048% 0.00002%8 0.001448) 0.0 C.000L768 —0.CaLeeR O.Q0paes C.0e728 0.Q008ERS 000012 —0.000444
0.00p4314 0.0064671  0.0B4SB 00025339 0.0041465 0.0018908 0.004383 0.0C3E0EB 0.0016748 -0.003746 -0.000E19 0.0043641 0.Q010774 -0.000/3 -0.004106
00068 0.0 0.0r98 00001463 0.0045277 00080 0.00638 Q.08 0,003 -0.002379 ~0.QUl0Eb 0.0UL71% 0.0U0a#2 ~0.0008aL -0.003712
0.000p422 0.005339 0.0021463 0.0023183 0.0064773 0.0008422 0.00L9113 0.00497 0.0013°73 -0.0C3AL2 ~0.001086 0.0013185 0.00049%E3 -0.000797 -0.005731
0.00048% 0.0041465 0.0045277 0.0064773 0023265 ~0.000819 0.002518 0.0B883 0.0007LAL ~0.006750 -0.004336 0.000888 00024239 -0.003a11 -0.a14071
00008 0.0015909 0,006 0.0008422 ~0.000ELS 0.0020728  0.0019655 O.000EEE6 0.(143% -0.0UZ14 0,006 0.0SA18 O.UBL 0.0Uidil6 0,009
0.0014450 0.004383% 0.000® 0:.0019113 0.00508  0.00%0 0.0038786 0.0009%664 0.0017064 ~0.00p400 -0.000612 0:0039998 0.0000441 0000857 -0.003364
0.000431 0.0033008  0.00P989 0.0M8497 0.00BBE3 0.0008EE6 0.002%4 0.(034183 0.0014117 -0.001704 -0.001004 0.0CA119 0.40073%B -0.00084 -0.08388
0.7 0.0016748 0.002123 0.0013273 0.000710L 0001438 00017064 0.0014117 0.00L3%5 -0.000758 ~0.00442 0.0 % 0.U0Ceed7 .02 0,009
-0.00%R -0.008746 -0.002379 -0.00al2 -0.006752 0001214 -0.002409 -0.001704 -0.000798 0.0CA1F39 0.0004473 0.0 -0.0007 0.00328 Q.04438
0.0026% -0.000819 -0.00ES -0.0008s -0.00433 0. 0002263 -0.000aL2 -0.001004 -0.C00442 0.0004473 - 0.001073 0.(001635 -0.00006L 00008578 Q.00B1HAL
0.002978 0.0043641 0.0071%8 0.0uL3186 0,008 0.05418 0.0 0.0018  0.021% -0.0085 0.000es 0.0 0.0011437 0,000 -0.00400%
0,005 0.000774 000063 000093 000430 0.0008821 0.00004d1 0.00073% 0.0006607  -0.0007 -0.000041 00011437 0.0003¥%6 -0.000067 -0.000683
0.00q2P -0.0007CB -0.000851 -0.000797 -0.003L1 0.6 ~0.000867 -0.00084 -0.00m6a2 0. 00(E2E8 0.0008678 -0.0000%6 -0.000067 0.0007449 0.007166
-0.00444 ~0.002106 -0.003712 -0.003731 ~0.(14071 —-0.0004%L —-0.00364 ~0.00338 ~0.0C1708 0.00p4438 0.0081%41 ~0.00006 —0.000863 0.0027166 0.0410%14

BASE DO SUBESPACO AJUSTADO DOS PERFIS COLUNA
uu

0.06p4389 0.2396032 0.3757467 —0.28%612 0.2133207 0.5453326 0.476E002  0.2011 —0.004201 -0.2%6549  —0.06904 0.067801 0.00046%4 —0.(14666
0.2502673 0.3%68974 ~0.(W5899 0.158B047 0.3697963 0.4331755 -0.53881 -0.0%069 -0.02639 0.229671 0.0126085 -0.(32 -0.0%234 -0.0044%
0.2078379 0.138%6 -0.180699 0.3574363 0183806 -0.108779 0.2579963 0.2142547 0.33B603 ~0.135465 0.4697H4 -0.474878 -0.0a3% ~0.17514
0.2067676  0,061578 00072608 0.23199% -0.287734 00950149 01216068 0.099R 0,483183% 0,2604672 -0.31719 0, 36323% -0.066787 0.031893
0.6648683 -0.462279 0.288508] -0.03438 -0.0497 -0.071404 -0.084e2 -0.010712 ~0.167119 -0.043%62 0.Ce8754 003638 0.47H41 0.0130625
0.0442385 0.261088 -0.040617 -0.118586 -0.513751 -0.0L5413 -0. 286044 0.67FME 018085 ~0.09737 ~0.112836 -0.181213 -0.0%B462 -0.081906
0.1906759  0.33824 -0.180777 -0.0613(1 ~0.001806 -0.270614 -0.125647 -0.251245 0.1310643 -0.68349 -0.156046 0.1113699 -0.000366 0.36334%8
0.1882082 0.187818 -0.363755 0.2810161 0.2603079 -0.208247 0.3388367 0.2270121 -0.460987 ©.14(B406 -0.233163 0.3471476 0.13809% -0.09.346
0.08L7978 0.151897 -0.284148 0.1034(6 -0.5722% 0.39190%6 0.2062372 -0.444%4 -0, 28660 -0. 0168 0.2425249 0.0161% 0.06602% ~0.144%
—0.224757 -0.190622 ~0.564431 -0.4360(2 0.1875461 0.1544128 -0.(513 0.1076224 0.1863%06  0.044125 -0.C07813 0. (06336 0.0023819 0.0064753
=0.130%6  0.1(1486 0.14%67B 0.Q6B9 -0.(0%4 -0.086891 -0.046358 0.1743369 ~0.CE1846 0.0537904 C.658726 0.5433666 -0.247215 0.2911564
0.1444911 0.4735381 0.1744806 -0.49845 ~0.017817 -0.472487 0.1071144 0.8 O.0T6808 0.3541253 0.0671568 -0.08E6%3 0.0316264 -0.287734
0.04001% 0.1078734 -0.(20687 -0.006284 -0.047464 0.(L31362 0.2522701 ~0.(9Z71 -0.122808 0.356833 -0.119%659 -0.39719 ~0.223074 0.745%6769
=0.109743 0.0796(5 0.1160099 0.0721965 -0.069%66 -0.014911 -0.067337 0.1061842 0.0780%61 0.0743671 0.1389743 -0.047899 0.9108728 0.2563257
-0.467229 0.144377T7  0.34781 0.3%6326l 0.0U5768 —0.09422 0.00B416  ~0.11& -0.072639 -0.07201 -0.22141 -0.114671 -0.130% -0.143647

BASE DO SUBESPACO AJUSTADO DOS PERFIS LINHA
vV

0.3920218 0.469%812 -0.33775 0.493875 0.36214%8 —0.138678 0.0207894 0.17/0122  0.006307 —0.056355 -0.018%84 0.(254735 0.0304656 -0.015L7
0.5038405 -0.252863 -0.123749 -0.207487 ~0.319931 0.0553168 0.2207822 -0.277888 -0.107791 0.1198466 0.059668 -0.Q14666 -0.005642 0.0R74398
-0.507918 -0.039149 0.1122281 0.1676012 0.1044655 -0.01841 ~0.1%45%67 -0.221551 ~0.0483 -0.165178 -0.280126 0.0508759 0.0635303 -0.1938
-0.290973 -0.012462 0.0BU0457 ~0.033554 0.52401 -0.011471 -0.240475 0.3644385 0.0632867 0.2526239 0.4659377 -0.046654 -0.124787 0.2749938
0.0728282 0.2005444 0.3391753 -0.41176 0.0761916 0.0497247 0.325P03 0.3801786 0.1051159 -0.305101 -0.240095 -0.137807 0.2847297 -0.104441
-0.033624 -0.013B3  -0.21556 -0.108646 -0.050547 0.203%276 0.0648026 0.1351229 0.7616011 0.1677417 ~0.012882 0.4395462 -0.085095 -0.202598
0.082331 0.33%0376  0.362653 -0.099556 0.4197224 0.5168274 0.1440613 -0.324579 -0.046723 0.2077829 0.1396283 0.060123 -0.181243 0.1010448
-0.032816 -0.246052 -0.093259 -0.066744 0.2393619 -0.029765 0.1528258 0.344218 -0.37881 0.3605474 -0.3368 0.2549373 -0.30a85 -0.202127
~0.004073 0136733 ~0. 100501 ~0.10886 0.2616636 -0.270673  0.10623 -0.139706  0.274302 -0.007576 0.1977303 ~0.497405 0.0030863 -0. 342609
-0.061815 -0.19778 -0.066M -0.(L66a32 0.1976741 0.0732612 0.1297648 0.1155363 -0.03276 0.0976254 0.(482451 -0.174428 0.1571409 Q.75
-0.069151 -0.126874 -0.107372 0.0210767 0.1153243 ~0.029B15 0.114042 -0.054729 0.241%5 -0.38047 -0.206832 -0.051379 -0.368046 0.6491789
-0.0564837 ~0.038314 -0.031577 0.0418573 0.1132539 ~0.135337 0.0837729 -0.307067 0.C3IB18Z 0.2773677 0.1304604 0.1889972 0.5633414 0.1580307
=0.032043 -0.050705 -0.098062 -0.00255 -0.056173 0.136317 0.0836718 0.0263092 -0.228843 -0.520006 0.318626 0.4909577 0.182X24 -0.09084
-0.018712 0.1278263 -0.103288 0.08523%2 -0.1%312 0.3281952 -0.1%4574 -0.156912 0.0051414 -0.146725 0.0556211 -0.181259 -0.32209 ~0.409%
.0182882 0.1614618 -0.056724 0.1086%44 -0.319568 0.273492 -0.193526 0.0217364 0.0632361 0.222131 -0.475335 -0.155804 0.2913408 0.1632008
9259 0.2011631 0.0315%87 0.0076049 -0.30178 0.10959%4 -0.070444 0.3636561 ~0.10229 0.(261218 0.2667196 -0.170511 0.0303178 0.0511856
1262 0.4296517 0.1128846 -0.416363 ~0.08917 ~0.336808 -0.289548 -0.150703 -0.006041 0.057219 -0.063516 0.2337134 -0.1903%2 -0.008I15
2431864 -0.215864 0.6824157 0.4963357 —0.14485 -0.12688 0.0456882 0.0624677 0.1999766 0.0160181 0.0086669 0.1226809 -0.093337 -0.09327
.138705 0.111846 -0.(R3311 0.0649883 -0.118277 -0.05%244 0.2405704 ~0.031306 -~0.01708 0.0485108 0.0179379 ~0.008731 -0.045253 00641
3710791 -0.304444 0.0648112 -0.176289 0.3200341 0.1595479 -0.652646 0.0844664 0.0396385 -0.133448 -0.04621 0.01954% 0.125334 0.010753
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APENDICE B B.3 SAIDA DO PROGRMA NO IML/SAS DO ALGORITMO DA AC

VALORES SINGULARES

X 07247
7.0081797
J.00520998
0.0033584
J.0030205
0.0024687

MATRIZ DAS COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS LINHA

E

1.3544965 0.8242045 0.7164671 -0.43703 0.2667015 0.4622801 0.3089%1 0.0745622 -0.C0L175 —0.06308 -0.00954 0.0059868 0.0024552 -0.000%44
0.6783117 0.6593659 ~0.(2385 0.11498H 0.2229701  0.177333 -0.186303 ~0.016348 -0. 004408 0.0236556 0.0008414 —0.C009%6 -0.001254  -0.00014
0.al04882  0.2508334 -0.186721 0.28%6064 0.1240713 ~0.049997  (.090714 0.0413644 0.0515282 ~0.015665 0.Q351997 0. (22546 -0.0793 -0.00a108
0.4346182 0.0723604 0.0056465 0.1414158 ~0.1439%3 0.0331935 0.0321612 0.0140714 0.0782367 0.0226552 -0.017876 0.0131508 -0.001866 0.0008372
0.2968126 -0.130912 0.0452888 -0.003%91 -0.04142 ~0. 004983 -0. 003228 -0.000314 0. (3847 -0.000772 0.0003285 0. 00022 0.0001645 0.00006%2
2.1250681 0.4686141 —C. 40316 ~0.092489 <. 334709 -0.006818 0. 09578 0.1262176 —2.(06X17 ~0.C(10836 -0.008136 -0.008224 -0.004014 -0.0278
3.4069893 0.4534361 ~0.136817 -0.080211 <5.000888 -0.090332 -0.Q32103 —0.(35107 0.0144399 -0.06784 -0.0084%  0.003842 -0.000012 0.00e% 11
4725719 0.2989886 ~0. X140 0.1H6771  0.150636 -0.081034 ©.1018439 0.0374653 -0.¢69747 0.0139222 ~0.(14934 0.01408%2 0.0061579 -0.002725
0.1167536  0.136215 ~0.145758 0.0408925 . 188256 0.0875304 0.0350666 =0. 41743 0. (016913 ~0.00090 0.0CE83(L 0.00B19 0.00L2315 . 0484
=3.084193 -0.045318 0. 77313 -0.04508L  2.C1619L 0.0090509 -0.001L127 0.06498  1).003604 0.0008507 ~0.000075 -0.000CE2 0.0000133 0.0000244
-0.164771 0.081095 0.06a251 0.00B5686 ~.006068  ~0.01711 -0.006983 0.01441% -0.003388 0.026e648 0.C211817 0.0L1062 -0.004627 00043633
0.244235 0.5078197 0.1027201 -0.232AP -0.006936 -0.111647 0.0216544 -0.024623 0.0067717 0.0235447 0.028931 -0.001816 0.0007H5 -0. 006673

0.14797 0.2537717 0. 694 -0.00639 -0.040446 0.0133851 0.11165H4 -0.007114 -0.(23438 0.0519199 -0.011286 -0.(3411 -0.012269 0.0377585
-0.185236 0.0853183 0.0639239 0.(33a212 5. (L7213 -0.003938 -0.0115685 0.01178(2  0.C06804 0.004%417 0.0069836 ~0. 001307 0.0228691 0.00612H

-0.16408 0.Q321954 0.0429%656 0.0383028 0.0010179 -0.006079  0.000275 -0.02807 ~0. 001317 -0.0009% ~0. 001983 ~0.000aal ~0.0006e8]1 -0.000699

INERCIAS PRINCIPAIS

e

.0431702
.0174067
.0053485
.0032861
.0022929
.0D01057

.000618¢6
. 0001865
.00C115

.0000669
.0o000281
.0000113
2.5514E-6
5.0943E-6

DD

(=)

e

s

D DS D O

DECOMPOSICAO DA INERCIA DOS PERFIS LINHA

CIR

0.0001849 0.0009993 0.0007551 0.0002754 0.0001046 0.0003144 0.0001405 8.1784F+6 2.0303E9 5.844F+6 1.338%7 5.184%8 8.8674E9 1.3107E9
0.0029018 0.002742 3.587656 0.0000834 0.0003136 0.0001983 0.0002189 1.6856-6 1.22537 3.520936 4.466658 6.23%9 9.24559 1.231K10
0.0018648 0.0003262 0.0001744 0.0004198 0.000077 0.0000125 0.0000412 8.5611E-6 0.0000133 1.227865-6 6. 1996 2. M43ME©S 3. 028 1.866%E7
0.0018278 0.0000463 2.8197E+7 0.0001763 0.0001833 9.7443F6 9. 14776 1751156 0.0000541 4.539%-6 2.6261E6 1.5294F-6 3.0801E8 6,199
0.0190834 0.0037198 0.0004452 3.457756 3.7233F6 5.380F6 2.2014F-6 2.139%8 3.2123F-6 1292557 2.3421E8 1.051888 5.8717E9 1.03839
0.0000845 0.0011863 8.780556 0.0000462 0.0006052 2.510F=7 0.0000496 0.0000861 3.7413F-6 6.3434F7 3.5763E-7 3.63E-7 8.7042F-8 4.0884E-8
0.00156% 0.0019914 0.0001748 8.6483F6 7.474E-8 0.0000774 9.76572-6 0.0000117 1. 975866 0.0000317 6.683%E-7 1.39W7E-7 1.271812  7.60%-7
0.0015291 0.0006121 0.0007077 0.00025%5 0.0001554 0.000045 0.000071 9.611F-6 0.0000244 1.3272E-6 1.5271E-6 1.3508-6 1.82167 5.0851E8
0.0002888 0.0003982 0.0004318 0.0000354 0.000751 0.0001623 0.0000261 0.0000369 6.0613F6 1.716885-8 1.6627E6 2.061559 3. 215758 1.307%7
0.0021808 0.0006318 0.0016441 0.0006247 0.0000807 0.0000252 3.9078E~7 2.1601E6 3.996%6 1.302787 1.714659 3.212810 5.41%-11 1.827E-10
0.0007401 0.0001793 0.0001197 8.4534F-7 1.003%F6 7.B0FE6 1.2HUFE6 5.668%F-6 3.0917E-7 1. B5HE 0.0000122 3.32996 5.83746-7 5.1663057
0.0009013 0.0039032 0.0001628 0.000821 7.2787E=7 0.0001887 7.0974E-6 9.1765:6 6. HOG-T 8.3%0F6 126687 3.4782E8 9.56369 4.97175-7
0.0000681 0.0002026 2.28%6 9.174F5-8 5,165556 5.6574F-7 0.0000394 1.597%-7 1.734756 8.512256 4.021%7 1.7308+6 4.753F7 3.388a56
0.0005199 0.0001103  0.000072 0.0000171 0.0000112 2,3501E-7 2.033@6 2.10286-6 7.01486-7 3.70037 5.4251F7 2.5877E8 7. 24766 3.912%-
0.00%4242 0.0003628 0.0006459 0.0005136 3.6265E-7 9.(267E6 2.6471E-8 2.758556 6.068%-7 3.46%657 1.377E6 1.4831E-7 1.6221F-7 1.25586-7
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APENDICE B B.3 SAIDA DO PROGRMA NO IML/SAS DO ALGORITMO DA AC

INERCIA DOS PERFIS LINHA
IR

3.0027884

0.0064671

5.002948

23193

1232666

3020721

3.0038786

£.003418B%3

CONTRIBUICAO RELATIVA DOS PERFIS LINHAS
R
0.0662975 0.356837% 0.2708106 0.08TI63 0.0575753 0.1127414 0.08036%6  0.C02983 7.2€11k-7 0.002089  0.000048 0.0000186 3.1801E6 4.700a7
12.4487172 0.4240011 0.00058547 0.0128952  0.048485 0.0306686 0.(0338497 0.0002606 0.0000189 0.0005457 6.90F7 9.647467 1.534a56 1.904%F8
0.6325573 0.110828  0.069174 0.1424104 0.(P61269 0.0042425 0.013%67  0.002904 0.C045065 0.0004165 0.02129 0.0008628 0. 0000132 0. 0000633
0.7884419 0.0199746 0.0001216 0.0762908 0.0790634 0.0042032 0.003HM59 0.0007554 0.(2338506  0.0019%68 0.001219 0.0006697 0.000033 2.6738-6
0.820203 0.1598783 0.0191345 0.0001486  0.00016 0.0002316 0.0000972 9.19748=7 0.0001361 5.5657K6 1.00646 4.52088-7 2.52376-7 4.4624E8
0.0407739 0.5725183 0.0042376 0.002301% 0.2900737 0.0001212  0.(23917 0.0415335 0.0018066 0.000304L 0.0001726 0.0001768  0.000042 0.00001L97
0.4046733 C.8134476 0045066 0.00022%  1.907E-6 0.01%9572 0.0CCAL79 .00 0.00080%4 0.0GBL771 0.0001763 0.0000361 3.296-10 0.0001962
11,.4473397 0.1790681 0.2070346 0.0759157 0.¢454521 0.0131534 0.007765 0.0022116 0.0071506 0.0003863 0.0004467 0.0003976 0.0000633 0.0000149
3.1353863 0.1842824 0.2004099 0.0166081 0.3019967 0.0760%43 C.C10213 0.0173055  0.002241 8.066786 0.0007744 9.6625 7 0.00001581 00000613
0.4198686 0.12164% 0.3165449 0.1202711 0.C155278 0.0048523 0.0000752 0.0004152 0.0007693 0.000025L 3.301%7 6.183%8 1.0433-8 3.5179%8
0.889738 0.1670758 0.1115089 0.0007878 0.0009355 0.0074371 0.Q012389 0.0062324 0.0002281 0.0001804 C.0113%84 0.00310%2 0.000644 0.0004815
0.1501216 0.6501279 0.(27121 0.1367497 0.0001212 0.C14251 0.0011822 0.0015285 0.0001156 0.00L3975 0.C0011 5. 7934F-6 1.5913-6 0.0000811
0.2060086 0.6036067 0.006321 0.0002734  0.015393 0.0016859 0.1173113 0.0004762 0.00616% 0.(253658 0.0011985 0.0061572 0.0014164 00100979
1.6979675 0.148075%6 0.0966357 0.(0229945 0.0150643 0.0003155 0.0L7301  0.002823 0.000%417 0.0004968 0.0007283 0.0000347 0.0106389 0.0005334
0.859738 0.0Q331017 0.056955 0.0468515 0.000033L 0.0008237 2.414%-6 0.00517 0.0000654 0.0000317 0.0001256 0.00001.35 0.0000148 0.00)00115

CONTRIBUICAO ABSOLUTA DOS PERFIS LINHA
R
0.0042823 0.0574097 0.1411856 0.0838171 0.0456346 0.2974203 0.207CR24 0.0438529 C.0000L77 0.087349L 0.0047665 0.0045971 0.0009284 0.00Q21AL
0.06721% 0.1575276 0.0006708  0.025378 0.1367493 0.187641 0.3338333 0.0090381 0.0010653 0.0627488  0.000159 0.0006632 0.001C391 0.000022
0.043196 0.0187404 0.036159 0.1777604 0.0335918 0.01183°8 0.0665621 0.0459061  C.115606 0.(183507 0.2207068 0.2258096 0.0040857 0.(B306a3%
0.0423403 0.0026603 0.0000627 0.0638222 0.0799363 0.0092189  0.014788 0.00938% 0.47064%8 0.0678431 0.1006109 0.1356001 0.0032247 0.001A171
0.4420499 0.2137014  0.083237 0.001CE22 0.0016238 0.0060986 0.0036557 0.0001147 0.0Z79788 0.00L9318 00008338 0.0009326 0.0006147 0.0001704
0.001957 0.0681513 0.0016417 0.0140626 0.263%Q2 0.0002375 0.0B01139  0.461455 0.C325776 0.C0X808 0.(127319 0.C324768  0.009113 0.0067086
0.C363573 0.1144063 0.(6303 0.006318 3.259@6 0.0732317 0.0157971 0.0626226 0.C171779 0.4740186 0.(p43503  0.C12401 1.330028-7 0.1248561
0.(34712 0.0351644 0.1323177  0.07897 0.067760C 0.0425379 0.1148103 0.C815345 0.2125086 0.019834A1 0.0543649 0.1206115 0.0190714 0.0083441
0.0066909 0.0228587  0.08074 0.0107822 0.3775248  0.153593 0.0421223 C.1979841 0.CE26987 0.0002569 0.0588183 0.0001828 0.0083667 0.(214619
0.CE0EL55 00362985 0.3073M2 0.1900979 0.0361736 0.0238433 0.0006317 0.0115826 0.0347414  0.001947 0.000061 0.C00es5 5.6734E6 .00
0.0171442 0.CLC9 0.0C23713 0.000572 0.00378  0.00755 0.01491  0.03(33 000688 0.0028934 0.4354318 0.2962353 0.0611153 0.084772
2L.Q20B777 0.2242355 0.0304434 0.2496447 0.0003174 0.1784%65 0.0114735 0.0492046 0.0060343 0.1254048  0.00451 0.0CB0E39 0.00100(2 0.0799387
0.C016015 C.0116367  0.000428 0.000(L79 0.0022528 0.0008352 0.063642 0.0008568 0.0150618  0.127223 0.0143163 0.1534439 0.049762  0.556034
0.0120435 0.0063366 0.0134583 0.0062123 0.0048938 0.0002223 0.00326875 0.0112741 0.00609%8 0. 0085306 0.0193139 0.0022%43 0.8298% 0.0601912
0.21830p6 0.0P08449 0.1207632 0.1562827 0.0001522 0.0085419 0.0000428 0.0147914 0.0052765 0.0061855 0.0490225 0.01314% 0.0169834 0.C0s0E2

MATRIZ DAS COORDENADAS PADRONIZADAS DAS PERFIS LINHA
@
2.4384912 2.9234217 -2.100903 3.0883627 2.2526783 —0.862305 0.1293159 1.1010679 0.0554041 ~0.35043 -0.118086 0.158453 0.1896305 -0.09347
1.4825296 —0.744035 -0.364124 -0.61082 -0.94138 0.1627666 0.6496397 -0.817669 —0.317169 0.3526423 0.17556%8 ~0.043155 -0.281423 0.1985652
-1.48844 -0.114727 0.3288818 0.4911513 0.3061337 -0.053951 -0.570173 -0.64WR51 ~0.1416Q2  —0.48405 -0.8202 0.1490907 0.186174 -0.567574
-1.219065 -0.052211 0.33536(R -0.140577 0.1057463 -0.04806 ~1.007495 1.5268549 0.2851467 1.0583952 1.9520965 -0.195503 -0.522809 1.15211%4
0.545362 1.5017472 2.5398641 -3.08342 0.570549% 0.3723564 2.4338663 2.8469111 0.7871445 —2.284707 ~1.797914 -1.031949 2.1321564 -0.78209
-1.205962 -0.46742 =7.731199 -3.896642 ~1.812913 7.313%76 2.3241851 4.84622% 27.315287 6.0161588 -0.462016 15.764663 -1.976028 -7.266311
1.16&21522 7.529522 8.4978509 -2.210907 9.3210789 11.477561 3.1997186 ~7.208154 -1.037615 4.614385 3.1008263 1.3347359 —4.(24967 2.243974
~0.1238  -1.44249 -0.%46737 -0.391293 1.4032709 -0.174499 0.895:85 2.0179%46 —2.220791 2.1137266 —1.969979 1.4M5822 ~1.774508 -1.184%&2
~0.Q22957 0. 770708 -0.566487 -0.596691 1.4748949 ~1.525676 0.60R26831 -0.787468 1.5462454  -0.0427 1.11453% -2.803679 0.01739%64 -1.931132
=0.330074 ~1.061426 —0.3560% -0.142527 1.08568296 0.3911963 0.692911 0.6169347 -0.174928 0.5212932 0.2576165 -0.931401 0.8320928 0.1536273
-0.37233 -0.683228 -0.57208 0.1135003 0.6210344 -0.160557 0.6140334 -0.29722 1.3(2012 ~2.04%291 -1.113813 -0.276684 ~1.981971  3.4959(2
~0.2%78 -0.205953 -0.169746 0.2250065 0.6088033 -0.72751 0.2890595 -1.650659 0.2140451 1.4910073 0.7012979 1.015%62 3.0282768 0.8495036
~0.1736&2 -0.274804 ~0.5314&2 —0.017641 ~0.304435 0.7387889 0.4534711 0.1425863 ~1.24(246 —2.818243 1.7268374 2.6608127 0.96747(8 -0.492319
-0.102403 0.6995347 ~0.565248 0.4664748 -1.06338 1.7360611 -1.064817 -0.858709 0.02681367 -0.8(2959 0.3043886 ~0.991947 -1.722355 2.243415
0.1@34% 0.9036131 -0.328644 0.6083026 -1.788447 1.5305841 ~1.083056 0.1216465 0.3538975 1.243145 -2.660189 ~0.8719%2 1.6304743 0.913453
0.18533%2 1.1677864 0.1834359 0.0441479 -1.751885 0.6362198 —0.408941 2.1110977 -0.593812 0.1516416 1.5483533 -0.989847 0.176 0.2971414
0.438022 2.7624&27 0.7257962 -2.68024 -0.573323 -3.45143 -1.861661 -0.968953 ~0.038839 0.3666242 -0.446956 1.5006693 -1.22375 -0.05732
2.11129 -1.874085 5.9245617 4.309076 -1.257552 ~1.672872 0.39%66552 0.5423309 1.7361525 0.13930657 0.0752437 1.0650887 ~0.810331 -0.809372
-0.256076 0.20648% -0.043037 0.119961 -0.2183& -0.109376  0.44414 -0.057797 -0.031533 0.0895605 0.0331169 -0.01612 -0.083545 -0.004877
1.885795 -1.522541 0.3241241 -0.88163 1.6005071 0.7979072 ~3.263918 0.4224211 0.198234 -0.667382 -0.231097 0.0977683 0.6268491 0.0537763
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APENDICE B B.3 SAIDA DO PROGRMA NO IML/SAS DO ALGORITMO DA AC

DECOMPOSICAC DA INERCIA DOS PERFIS COLUNA

Ladis

0.0038448 0.000A10% 0.00079% 0.0003007 ©.000C2038 2.673F-7 5.8436-6 9.124%9 2.124%7 1.0123F8 7.3876-9 8.876%-9 1.3761E9
0,003 0.0000819 0.0001415 €.0002347 3.2243-6 0,000 0.0000144 1.33645-6 9.61C1F-7 1.0001E-7 2.4261E9 8.7371E-3 2. T/5%8
0.0000267 0.0000674 0.0000%22  ©.J00025 3.56255-7 00003 9.1%7F6 2.68007 130506 2.2047656 2.919F8  3.858 2.25618
2.703F6 0.0000343 3.6997E-6 1480756 1.390%7 0.0000388 0.0000248 4.606757  1.J76-6 6.081E6 2.455%-8 1.48737 4.6086-7
0.0007001 C.C00ALS3 0.0006571 C.0000L33 2.613%6 0.0000663  C.O00E7 1.270%6 6.206286 1.619086 2. 1417 7.743457 6.647%F8
.0000488 2.9563H6 0.0002485 0.0000368 £.858F 6 0.000044 2.597756  S.40F6 0.0000667 1.38265+6 4.66178-9 2.179156 2.699F6 2. 000
0.0001182 00020008 0.0007832 0.0000326 0.0004039 0.0002823 0.0000128 0.0000L% 2.510%:-7 2.8886456 5.476F7 4.07428 3.137557 6.222F8
0.0000465 0.0010633 0.0000465 0.0000146 C.C001314 9.36455-7 0.0000144 0.0000r21 0.0C00L65 8.697&-6 3.171766 7.33045-7 8.750885-7 2. 48967
TLUIAlET 0.000334 0.000054 0.0000888  2.000L57 0.0000774 .16 3.64E6 8.6554E-6 2.E397E0 1.08E6 2.79056 9.098E-11 7.1
12.000L65 0.0008878 0.0000238 2.3417E-6 C.00008%6 5.6731E-6 0.0000104 2.4895-6 1.234457 6.37687 6.5538 3.4313F+7 2,358 5.0443+9
U.0002064 0.0002802 0.0000617 1.4508E-6 0.0000306  9.39&7 B.04266 5.5861E7 6.73%F6 9.6893F6 1.200&-6 2.977458 1.293856 2.58F6
0.00012% 0.000256 5.3337F6 5.7573F6 0.000EM 0.00001%4 1.78876-6 0.0000L76 1.8236-7 5.14746-6 47807 40977 3.(EL66  1.527%7
1.0000443 0.0000448 0. 14 3.48188  7.23F+6 0.000019%6 4.33075-6 1.20%7 6.(2345-6 0.0000181 2.8517E6 2.718&6 3.170867 5.(28%E8
0.0000L5L 0.0002844 0.C000E71 0.0000239 2.0000866 0.0001139 0.000(234 4.5915-6 3.0404E0 1.4404B-6  8.6%E8 3.706a57 9.7934E~7 1.(L41E6
3.0000L44 0.0004538 0.0000184 0.0000388 0.C0E342 0.000079L C.000L32 8.611458 4.5904B-7 330146 6.34636 2.737%-7 8.1078-7 1.637%-7
0.000044 0.0007044 5.2404F+6 1. 20057 ©.0002088 0.0000127 3.0697E-6 0.000047 1.2035%6 4.5654E-8 1.98F6 3.279% 8.7719F9 1.5%75-8
000004 0.0052133 0.0000662  0.C0CE71 0.0000L82 0.0003046 0.0000819 4.23566  4.19780 2.17557 1.35746-7 6.160a~7 3.460157 4.844EH0
D.02S53] 00008111 0.0Ce4908 0.00060% 0.C000461 0.0000392 1.291F-6 7.27757 4.59975-6 1.71676-8 2.109%9 1.697%7 8.X1E-8 5.29648
.0008306 0.0002178 2. 2064E+6 0.C000L39 0.000032 3.709%-6 0.0000858 1.62788-7 3.3563F8 1.5MF7 9.(38F9 8.5840 1.965%8 4.200841
0.0081383 0.0016134 0.000Q225 0.0001021 0.0CR348 C.0000E69 0.00(0635 1.330856 1.8078-7 1.1915%-6  5.99858 4.310550 1.500657 7.047640

INERCIA DOS PERFIS COLUNA
Ic

7.0122164

CL1IB304

i.GUs06h76
0.0013606
2.0006754
1. 0009885
| 0.0006113
[ 0.000244

| 0.0002019
| 0.0006128
I 0.0008733
| 05.0010068
I 0.0044331
U.0067588
7.0011371
0.0084044

CONTRIBUICAO RELATIVA DOS PERFIS COLUNA

RC

230764 0.2147276 0.0499438 00654576 C. 246162 0.0016628 0.C000219 0.0004783 7.46HE-7 0.0000174 8.2865E-7 5. 990F-T 7.2664E-7 112647
S.8711211 0.088469 00065106 0.0112452 €.0186555 0.002571 0.00239%63 0.0011448 0.0001062 0.0000764 7. MBE6 1. L84E-T 6. M4F-6 2.206F-6
0.9781399 0.0023431 0.0059166 0.C0E1071 C.01977 0.0000315 0.0020567  0.000804 0.0000236 0.C00L603 0.0001B6  2.564F-6 3.3858-6 0.000020L
0.9696823 0.0007172 0.0090918 0.0009615 0.0003875 0.0000369 0.00H A3 0.0056714 0.000122 0.C011328 0.0016178 6.5157E-6 0.000(B% 0.0001223
1.1031465 0.3153624 0.2771755 0.25097% 0.00599%62 0.0011773  0.(29437 0.0121428 0.0005725 0.0028057 0.00072%4 0.00009%65 0.0003488 0.0000299
0.1047486 0.006345 0.5333662 0.0832448 0.(12573 0.0943361 0.0065749 0.0073076 0.1431779 0.00404C3  C.0000L 0.0046765 0.0000622 00006368
0.0323271 0.54702%  0.214113 0.00B9045 0.1104361 0.0771901 0.0035109 0.0063717 0.0000686 0.00078% 0.000L497 0.0000111 0.00008%8  0.0000L7
0.0341704 0.7745883 0.0341902 0.010759%6 0.0966565 0.0006883 0.0106188 0.0162413 0.0121309 0.0063927 0.0023312 0.0006388 0.00064%2  0.000183
0.0010608  0.481835 0.0799864 0.0545229 0.23°4409 0.1146565 0.0104708 0.00638H 0.0128152 5.6851F-6 0.CO16261 0.0041316 1.3471E~7 0.001CE9L
0.1668822 0.6966248 0.240588 0.0023685 0.0206427 0.00573%  0.0L0538 0.0025186 0.0001249 0.0006451 0.0000641 0.0003472 0.002386 5.1(34E-6
10.3376985 0.4583555 01008689  0.0(R383 0.0498854  0.001537 0.013154 0.0009138 0.011014 0.01585(R 0.0019657 0.0000487 0.0021165 0.0042014
0.532039 0.1047248 0.Q218577 0.(235%61  0.120536 0.0793452 0.0073307 0.07207C3 0.0007474 0.Q2109%2 0.0019%5% 0.0016512 0.0124231 0.0006238
0.2196037 0.2216206 0.2516979 0.0001724 0.03568281 0.0972657 0.021446 0.00063% 0.0296284 0.08%6%39 0.(0141218 0.0L4677 0.00L57@  0.000249
0.(246663 0.4641211 0.0931127 0.(389%611 0.1412736 0.1857848 0.(B8216L  0.0074% 4.9615E-6 0.0023506 0.0001418 0.0006047 0.0015981 0.0016712
0.C166329 0.5196106 0.Q211194 0.0444544 0.2681247 0.0906279 0.Q265Z77 0.000L003 0.0006266 0.00378(2 0.0072671 0.0008135 00009283 0.0001859
0.0437067 0.699%6536 0.0063045 C.C001888 0.2074145 0.0126103  0.003049 0.0044978 0.0011964 0.0000453 0.Q0L9848 0.0003257 8.72036 0.0000159
0.0451967 0.7248435 0.0153744 0.1288133 0.0041126 0.0687076 0.0L16967 0.0009555 9.4673F-7 0.000049L 0.0000806 0.000139 0.000078L 1.0927E-7
0.3777419 0.1200083 0.3685239 0.1197741 0.007118 0.0088065 0.0C00L9L 0.C00L077 0.0006806  2.54E-6 3.1217E-7 0.0000251 0.0000123 7.83675-6
0.7304263 0.1915004  0.0(R556 0.0122066 0.0082098 0.0030627 0.0314845 0.000L607 0.00002% 0.000L385 7. HETE-6 7.561%F7 0.0000172 3.73%4E-8
0.7303668 0.19196&2 0.000672 0.0121513  0.027%43 0.0032014 0.0313508 0.0001563 0.0000215 0.0001418 7.1367E6 5.128%-7 0.0000179 8.3844E-8
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APENDICE B B.3 SAIDA DO PROGRMA NO IML/SAS DO ALGORITMO DA AC

CONTRIBUICAO ABSOLUTADOS PERFIS COLUNA
xC
0.1536811 0.2008824 0.1140748 0.2433777 712158 0.0192176 0.000432 0.C313333 0.0000793 0.0G31759 ©.003604 0.C006489 0.00092%4 0.0012se
£.2538573 0.06393% C.CL33138 0.0430509 J.203556 0.0030599 0.0487448 0.0772215 0.0116189 0.(1L43632 0.0035603 0.0002181 0.0091475 0.0045549
2579804 0.0015377 0.CAZ5982 0.(0s0Ae 0913 C.O00B389 0.0378563  0.049085 0.0CE3349 0.CE72838 0.07847(6 0.0C25884 0.0040361 0.C375118
5. (846655 0.000L553 C.0064073 0.00L1258 C.C00e371 0.0001L316 C.CE78281 0.1328155 0.0C40062 0.0638188 0.2170979 0.0(21775 0.0155718 0.0756216
. O0E3039 0.0400181 0.11503% 0.16%461 S, 00B8062 0.0024726 0.1066382 0.1445358 0.0110493 00930869 0.0576455 0.0189908 0.081071 0.0109079
0.0011306 0.000169%8 0.(4646a2 0.01183%  C.ULSEE 0.0415865 0.004199 0.CLEC579 0.5800362 0.CE8L373 0.0001659 0.1932(26 0.0030366 0.041046l
007385 0.1149465 0.1464233 0.0090114 0.1781669 0.2671106 0.02075% 0.1063513 0.0021831 0.(431737 O.01%%L 0.036123 0.038489  0.0L(2L
5.0010769 0.0606414 0.0086973 0.0044548 C.0572%1  C.000836 0.(233557 0.118486 0.1434938 0.1299%4 0.1129147 0.06499 0.0916184 00408555
000166 00186968 C.C101006 0.0112063 C.064678 00732638 0.0114205 0.C1%178 0.0752526 0.0000574 0.(320%1 0.2474122 9.5254F-6 0.1173809
003821 0.03%6128 0.0044463 0.0007124 2. C.OCE3672 0.0188389 0.0133486 0.CCL0732 0.0096307 0.0023776 0.0304251 0.CR46933 00008277
0.0047819 0.(1609%69 0.C115287 0.0004442 0.C132997 1.0008889 0.0L300LS 0.00P99%3 0.0685374 0.1448164 0.04277%4 0.0263B  0.136458 0.42143%
J.0030071 0.001468 0.0002971  0.001752 0.0108264  0.(18316 0.0028915 0.0%42903 0.0015855 0.0769328 0.0170199 0.(357199 0.317353% 0.(49737
D.L0268  0.002571 0.00%6162 0.0000106 2. 003156 6.0185823  0.00700L 0.0006922 0.C623631 0.2704061 0.1015225 0.24103% 0.C331977 0.0082519
2. 0008501 0.01633% 0.0106684 0.0072657 2.C377571 0.2077121 0.0378592 0.CR46215 0.0000264 0.0215283 0.0030937 0.0328%48 0.1(05337 0.16805812
2.0003345 0.02606%9 00034485 0.0118145 C.1C01238 0.(747979 0.(374522 0.0004725 0.0(39%8 0.0493422 02253435 0.(24275 0.08487% 0.(266345
2001018 0.0404666 0.0009985 0.0000578 0.291L0712 0.CL2011L 0.004%24 0.132°472 0.0104633 0.0006823 0.07113% 0.(20741 0.00091%2  0.00262
2.0046412 0,1846006 0.0127429 0.1737752 C.U079513 G.28381631 0.083836L 0.C227115 0.0000365 0.0032515 0.0048325 0.0846219 0.0362264 0.00007%
0.CEIL3% 0.0465973 0.4656912 0.2463491 0.°009814 0.0371286 0.0000874 00039022 0.(399906 0. 00RS66 0.0000751 0.0L50806 0.0087118 0.0086912
0.0192389 0.0125066 0.0006434 0.0042235 G.01398% 0.035099 0.0679741 0.000960L 0.0002917 0.023633 0.0003218 0.C000762 0.0020478  6.977E-6
0.1421887 0.0926863 00042006 0.0310779 9.1024218 0254565 0.4259471 0.0071346 0.0015712 0.0178084 0.0021333 0.0003822 0.015711 0.00011%
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APENDICE B

B.4 PROGAMA DE AC COM O PROC CORRESP

(AMOSTRA

TITLEZ ' BRASIL: CENSO DEMOGRAFICO DE 1970, 1980 E 1991
15%) ',

TITLE3 ' LOCALIZACAO DE HOMENS,

TITLE4 ' LOCALIZACAQO, SEGUNDO RENDA, INSTRUCAO E ZONA';

Data hLG2T;

input locals iseminst 1l 4anos 15 _8anos 19 llano 112 17an
rsemred decill decil2 decil3 decild4 decilb
decil9 decill0 rsemdec zurb Zrur;

DE 1,3 E

SEM CONSIDERAR ETAPA DE VIDA, EM SAO PAULO';

isemdec

decil6é decil7 decils8

label iseminst='i0' il 4anos='il' i5 Banos='i2' i9 1lano='i3' 2 17an='i4’
isemdec='in' rsemred='r0' decill='rl' decil2='r2' decil3='r3"
decild="'rd4' decil5='r5' decilé='re6' decil7='r7' decil8='r8"
decil9='r9"' decillO='rl10' rsemdec='rn' zurb='zu' zrur='zr';
cards;
L71 1376 2937 947 924 3731 0 1362 117 0 520 235
217 943 1119 1075 1738 1945 644 8854
L72 17412 17308 1887 2314 3588 0 2599 102 1510 1105 1193
3107 2711 7398 7491 6314 7479 1500 31047
L73 12804 17426 895 1101 1398 100 396 1802 3815 2704 3203
3186 3002 3610 3404 3700 2202 2700 28324
L74 11134 34332 6388 4131 3212 411 306 2760 3676 3906 4892
4967 5002 7166 8912 7334 4126 6561 50127
L75 139196 773127 300640 165657 84383 740 5779 141192 147193 156616 143004
141287 143983 124585 125458 119540 88849 123874 1152049
L81 5239 13379 7469 6490 3717 116 16 344 181 556 1284
1389 3602 6050 7315 7856 7485 232 34593
L82 17729 28753 7948 3899 5447 S0 1033 663 5213 2113 5233
5557 6042 8093 8176 8164 13073 506 55341
L83 17032 21996 3851 1646 1597 28 348 4739 4613 4074 4165
4987 4723 4404 4743 4556 4268 530 40577
L84 17343 66950 36209 16647 43854 716 479 6611 7812 10535 12001
12972 17379 22104 21933 18589 10268 2136 133178
L85 113980 679286 787356 387996 95207 9731 3411 209603 218893 246437 238130
223176 224880 206609 185872 165652 130123 20770 1833664
L91 10344 42139 79224 40694 11066 271 1817 14187 15282 17956 17993
19530 19049 18426 16976 18554 16804 7065 170980
L92 17367 38459 17612 12457 15109 10 3411 2373 8705 3634 4710
9659 6489 9840 11184 13906 26550 1554 93086
L93 3330 8830 4685 2711 1706 21 436 1452 1535 1731 1874
20%6 1660 2248 2726 2599 2376 549 20204
L94 5632 21918 45982 22336 6099 162 913 6887 8102 10040 9644
11469 10200 10509 11233 10610 8319 4202 95749

L95 132670 567576 1053442 482949 119372 3323 18593 195481 209893

256136 238735 242994 229091 210788 165260

’

proc corresp data=HLG2T out=SHLGZ2T ALL profile=row;

95442 2184566

247226 249694

VAR iseminst il_4anos i5_8anos 19 llano il2 l17an isemdec rsemred
decill decil2 decil3 decild decil5 decil6 decil7 decil8 decil9
decill0 rsemdec zurb zrur;

ID LOCAL;

RUN;

DATA GHLG2T;
SET SHLG2T;
X=DIM1;
Y=DIM2;
X3Ys='2";
YSys='2"';
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TEXT= LOCAL;

SIZE=1.5;

LABEL X='DIMENSAO 1'
Y="DIMENSAO 2';

KEEP X Y TEXT XSYS YSYS SIZE;

proc print data=gHLG2T;
RUN;

FILENAME FIG 'C:\USERS\ADMUR\tese3\GHLG2TS.GRF';
GOPTIONS DEVICE=CGMWPWA GSFNAME=FIG GSFMODE=REPLACE;

PROC GPLOT DATA=GHLG2T;
SYMBOL VALUE=NONE;
AXIS1l ORDER=-2 TO 8 BY 1;
PLOT Y*X=1 / ANNOTATE=GHLG2T
VAXIS=AXIS1 HAXIS=AXIS1
VREF=0 HREF=0
FRAME;
RUN;

GOPTIONS DEVICE=WIN;
QUIT;

FILENAME FIG 'C:\USERS\ADMUR\tese3\GHLG2TZ.GRF';
GOPTIONS DEVICE=CGMWPWA GSFNAME=FIG GSFMODE=REPLACE;

PROC GPLOT DATA=GHLGZ2T;
SYMBOL VALUE=NONE;
AXIS1 ORDER=-0.5 TO 1 BY 0.5;
PLOT Y*X=1 / ANNOTATE=GHLG2T
VAXIS=AXIS1 HAXIS=AXIS1l
VREF=0 HREF=0
FRAME ;
RUN;

GOPTIONS DEVICE=WIN;
QUIT;
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B.5 SAIDA DO PROC CORRESP/SAS

The SAS System
The Correspondence Analysis Prccedure

Zontingency Table

i il i2 i3 id in r0
L7l 1376 2937 947 224 3731 il 1362
L7z 17412 17308 1887 2314 3588 J 2599
L7323 12804 17426 595 1101 1398 100 396
L74d 11134 34332 5388 4131 3212 411 306
L75 139196 773127 200640 165657 894383 740 5779
Lg1 5239 13376 7469 6490 3717 116 16
s 17729 28753 7948 2899 5447 30 1033
L83 17032 21996 3851 1646 1597 z8 348
L34 17343 566350 36209 16647 4954 716 479
L85 113980 679286 787356 387996 95207 9731 3411
Lol 10344 42139 79224 40694 11066 271 1917
192 17367 59459 17612 12457 15109 10 3411
L923 5330 8830 4685 2711 1706 21 436
194 5632 2191#8 45982 20336 5099 162 913
195 132670 267576 1753442 482949 118372 3322 18593
Jum 52258¢ 23354145 2254535 1151952 260586 15719 40999

rl r2 r3 rd 5 ré6 r7
71 117 0 520 235 217 943 1119
72 102 1510 11G5 1193 3107 2711 7398
173 1802 815 2704 3203 3186 3002 3610
L74 2760 3676 3906 4892 4967 5002 7166
L75 141192 147193 156616 143004 141287 143983 124585
L8l 344 181 556 1284 1389 3602 6050
g2 663 5213 2113 5233 5557 6042 8093
L83 4739 4613 4074 4165 4987 4723 4404
184 6611 7812 10535 12001 12972 17379 22104
L85 209603 218893 246437 238130 223176 224880 206609
L9l 14187 15282 17956 17993 19530 19049 18426
Loz 2373 5705 3634 4710 9659 6489 9840
L93 1452 1535 1731 1874 2096 1660 2248
L94 6887 8102 10040 9644 11469 10200 10509
L95 1925481 209893 247226 249694 256136 238735 242994
Sum 588313 636423 709153 597255 599735 588400 675155

rs r9 rlo rn zu Ir Sum
171 1075 1738 1945 644 3854 1061 29745
L72 7491 6314 7479 1500 31047 11462 127527
L73 3404 3700 2202 2700 28324 5400 101172
L7 8912 7334 4126 6561 50127 9481 178824
L75 125458 119540 38849 123874 1152049 311694 4388846
L31 7315 7956 7485 232 34593 1817 109230
L2 8176 8164 13073 506 55341 8525 191598
L83 4743 4556 4268 530 40577 5573 138450
L84 21933 18589 10268 2136 133178 9641 428457
L85 185872 165652 130123 20770 1833664 239892 6220668
Lo1 16976 18554 16804 7065 170980 12760 551217
L32 11184 13906 26550 1554 93086 8929 306044
L93 2726 2599 2376 549 20204 1080 63849
L94 11233 10610 8319 4202 95749 6379 306385
L35 229091 210788 165260 95442 2184566 174766 7077997
Sum 645589 600000 489127 268265 5932339 308460 20220009
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0 il iz i3 i4 in r0
171 3.046260 2.09873% 0.031837 0.031064 3.1295433 1. 000000 0.045789
L7z 0.136536 3.13%720 3.014737 2.018145 .028135 2. 000000 0.020380
L73 2.126557 0.172241 2.008846 5.010882 2,0138l8 7.,000988 0.003914
L74 7.062262 0.191988 0.035722 D.023101 2.017962 3.002298 0.001711
175 2.031716 2.176157 2. 068501 3.037745 5.019227 2.000168 0.001317
L2l 2.047963 D.12248¢8 3. 068379 1.059416 .034029 73.001062 0.000146
52 0.092532 1.1500649 5.041482 2.020350 7.000470 0.005391
L83 2.123019 2.158873 0.027815 3.011889 3.000202 0.002514
L34 $5.040478 1.156258 ©.084510 2.038853 0.001671 0.001118
L85 0.018323 0.10919¢ 3.126571 0.062372 { 2.001564 0.000548
L9l J.018766 J.076447 3.14372¢6 3.0738Z26 2.020076 2.000492 0.003478
132 2.056747 J.128932 2.057547 2.040703 0.049369 2.000033 0.011145
133 2.052154 T.13829%8 2.073376 0.042460 T.226719 5.000329 0.006829
L94 2.018382 0.071537 2.150079 3.072902 7.013906 5.00052¢8 0.002980
L95 0.018744 7.080189 0.148833 2.068232 7.016865 2.000469 0.002627
ri 2 r3 rd rs 45 r7
L71 0.003933 1.000000 5.017482 3.007900 5.031703 0.037620
L7z 2.000800 7.011841 0.008665 7.009355 7.021258 0.058011
173 G.017811 D.037708 2.026727 5.031659 0.02867C 3.035682
L74 3.015434 5.020557 3.021843 0.02735%7 0.0274672 0.040073
175 ».032171 3.033538 3.3035685 s.032584 3.032807 0.028387
21 2.003149 2.00le6E7 2.005090 211755 . 3.032976 0.055388
L8z 0.003460 3.027208 0.011028 0.027312 7.028003 3.031535 0.042239
L83 .034229 0.033319 0.029426 5.030083 0.036020 2.034113 0.031809
L&4 2.015430 3.018233 0.024588 0.028010 .030276 5.040562 0.051590
L85 0.033695 0.035188 ¢.039%616 3.038280 0.035877 3.036150 0.033213
Le1 0.025738 0.027724 0.032575 0.032642 5.035431 .034558 0.033428
192 0.007754 0.028444 2.011874 0.015390 0.031561 3.021203 0.032152
L33 0.022741 0.024041 0.027111 0.029350 0.032827 0.025999 0.035208
L94 0.022478 0.026444 0.032769 0.031477 0.037433 5,033291 0.034300
L35 0.027618 0.029654 0.034929 0.035277 $.036188 5,033729 0.034331

r8 r9 rlo rn Zu zr

L71 0.036141 5.058430 0.065389 0.021651 0.297663 7.035670

L72 0.058741 0.049511 7.058646 0.011762 0.243454 3.089879

L73 0.033646 0.,036571 3.021765 2.026687 0.279959 J.053374

L74 0.049837 0.041012 0.023073 0.036690 0.280315 2.053019

L75 0.028586 3.027237 0.020244 0.02822% 0.262495 2.071020

L3l J.066969 2.072837 7.068525 0.002124 0.316699 5.016635

Ls2 0.042673 2.342610 0.068231 1.002641 .288839 T.044494

L83 5.034258 0.032907 3.030827 5.003828 293081 2.040253

L84 0.051191 0.043386 2.023965 11.00498% £.310832 2.022502

L85 3.029880 0.026629 0.020918 3.003338 0.2%4770 2.038564

Lol 0.030797 3.033660 .030485 0.012817 0.310186 3.023149

L92 0.036544 0.045438 3.086752 0.005078 0.304159 $.029176

193 0.042694 0.040705 0.037213 0.008598 0.316434 2.016915

L34 1.036663 0.034630 0.027152 0.01371% 0.312512 0.020820

L95 0.032367 0.029781 0.023348 0.013484 0.308642 0.024691

Column Profiles

i0 il iz i3 iq in r0
L71 J.002633 0.001258 0.000402 0.000802 0.010347 0.000000 05.033220
L72 0.033319 0.007411 0.000801 0.002009 0.009950 0.000000 0.063392
L73 0.024501 0.007462 0.000380 0.000956 0.003877 0.006362 0.009659
L74 0.021306 0.014701 0.002713 0.003586 0.008808 0.026147 0.007464
L7% 1.266359 0.331045 0.127686 0.143805 0.234016 0.047077 0.140955
L8l 0.010025 0.005729 0.003172 0.005634 0.010308 0.007380 0.000390
L8z 0.033925 0.012312 0.003376 0.003385 0.015106 0.005726 0.025196
183 0.032592 0.009418 0.001636 0.001429 0.004429 3.001781 0.008488
L84 0.033187 0.028667 0.015378 0.014451 0.013739 0.045550 0.011683
L85 0.218107 0.290863 0.334400 0.336816 0.264034 0.613060 0.083197
L9l 0.019794 0.018043 0.033647 2.035326 3.030689 0.017240 0.046757
Loz 0.033233 0.016896 0.007480 0.010814 0.041901 0.000636 0.083197
L93 3.006372 0.003781 0.001990 0.002353 5.004731 0.001336 0.010634
L94 0.010777 0.009385 0.019529 0.019390 3.016314 0.010306 0.022269
L95 0.253871 0.243030 0.447410 0.419244 0.331050 0.211400 0.453499
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rl r2 r3 rd rs r6 r7
L71 0.000199 J.000000 J.000733 D.000337 J.000310 J.001370 0.001657
L7z 5.000173 O 7.001558 2.001711 0.004440 3.003938 N.010957
L73 5.003063 5.003813 0.304594 2.004553 05.004361 G.005347
74 2.004691 5.005508 0.00701¢ 5.007098 2.007266 0.010614
175 0.239995 2.220849 2.205096 0.201915 2.209156 0.184528
L8l 2.000585 2.000784 .001842 . 001985 0.005232 0.008961
82 2.001127 0.002980 0.007505 .007942 0.008777 0.011987
183 3.008055 2.005745 0.005973 0.007127 0.006861 0.006523
L84 0.011237 0.014856 J.,017212 2.018538 0.025245 0.032739
L85 3.356278 2.347509 3.341525 0.318344 3.326671 0.306017
Lol 0.024115 0.025320 0.025805 2.027811 0.027671 0.027292
Ls2 3.004034 s 2.005124 0.006758 5.013804 2.00942¢6 0.014574
.93 1.002468 0.002412 5.002441 H.0026¢€8 0.002995 0.002411 0.003330
.94 7.011706 GL012731 $.014158 J.013831 3.016390 3.014817 0.015565
L35 2.332274 3.3229801 0.3248622 0.358110 2.366047 0.346797 0.359908
r3 ro rio rn zu zr
L71 0.001665 0.002887 2.003976 0.002401 0.001492 3.001312
L7z 0.011603 3.010523 0.015291 0.005591 3.005234 7.014178
L73 0.005273 3.006167 1.004502 0.010065 0.004775 3.006679
L74 0.013804 0.01222 0.008435 0.024457 5.008450 0.011727
L75 2.194331 2.199233 0.181648 J.461760 0.194198 5.385540
L81 0.011331 2.013260 0.015303 0.000365 7.005831 5.002247
L32 2.012664 2.012607 ¢.026727 2.001886 5.009329 0.010545
L33 0.0C7347 5.307593 .008726 5.001876 1L006840 0.006893
L34 0.033974 3.030982 3.020993 2.007962 0.022449 0.011925
.85 0.287911 T.276087 0.266031 0.077423 7.309096 0.296727
L9l 0.026295 2.030923 0.034355 0.026336 e.028822 5.015783
L92 0.017324 2.023177 0.054280 0.005793 3.015691 7.011044
193 0.004223 5.004332 0.004858 0.002046 2.003406 0.001336
L94 0.017400 0.017683 J.017008 0.015664 0.016140 3.007890
L95 0.354856 0.351313 0.337867 J.355775 0.368247 0D.216171
Inertia and Chi-Sguare Decomposition
Singular Principal Chi-
Values Inertias Sguares Percents 12 24 36 48 60
g
0.20777 3.04317 %72901 BB.65% *HxFddkkrhkkhxkdkk ok khkkhkk bt
0.13193 53.01741 351964 23.65% *kFxhaakaw
0.07313 0.00535 108147 7.27% wvx
0.05732 5.00328 56444.7 4.46% **
0.04788 0.00229 46362.9 3.12% ~*
0.03251 0.00106 21372.4 1.44% *
0.02487 > 12507.8 0.84%
0.01366 5.00019 3770.96 0.25%
0.01072 S.00012 2325.67 0.16%
0.00818 2.300007 1352.87 J.09%
0.00530 7.00003 567.9367 0.04%
0.00336 0.00001 228.055 0.02%
0.00309 3.00001 193.129 0.01%

[

.00247 7.00001 123.226 0.01%

0.07360 1488263 (Degrees of Freedom = Z66)

Row Coordinates (COORDENADAS PRINCIPAIS)

Diml Dim2
L71 0.35449¢6 0.824205
L72 0.678312 0.659366
L73 0.610488 0.255334
L74 0.454618 0.072360
L75 0.296513 -.130912
L8l 0.125058 0.468614
182 0.406989 0.45843¢6
183 0.472572 0.298989
L34 0.116754 0.136215
L85 -.084193 -.045318
Lol -.164771 0.081095
La2 0.244024 0.507820
L33 0.147970 0.253272
L94 -.185236 0.085318
L95 -.164080 0.032195
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Summary Statistics for the Row Points

Mass Inertia
L71 0.001471 0.0376884
172 { 3.006307 2.0878623
L73 3.743210 2.005004 0.040053
174 0.808417 0.008844 0.031497
L75 J.9880082 0.217055 0.316108
L8l 0.613292 0.00%402 0.028152
Laz 0.918121 0.009476 0.052695
L83 0.626405 0.006847 0.046442
184 7.31%669 0.021190 5.028986
185 0.541518 0.307649 0.070566
L91 0.856814 J.027261 23.014579
L22 0.800250 0.015136 0.081569
1583 3.809634 0.003158 0.004559
L94 03.846063 0.015153 £.010120
L95 0.892860 3.350049 3.148925

Partial Contripbutions to Inertia for the Row Points (CONTRIBUIGCAO ABSOLUTA)

Diml Dim2
71 0.004282 0.057410
172 0.067220 0.157528
73 0.043197 0.018740
L74 0.042340 1.002660
75 0.442050 ’
Tal 0.001957
.32 2.036357
183 0.035421
L34 0.006691
a5 0.050516 0.036298
191 0.017144 0.010299
LI2 0.020878 0.224236
193 0.001602 0.011637
194 0.012043 0.006337
195 0.218303 0.020845

Indices of the Coordinates that Contribute Most to Inertia for the Row Points

Diml Dim2 Best
L71 0 2 2
L72 2 2 2
173 1 0 1
L74 0 0 1
L7 1 1 1
L8l 0 2 2
L8z ) 2 o
183 0 0 1
L84 8} 0 2
L85 1 0 1
191 0 0 1
L9392 ¢} 2 2
L93 0 0 2
La4 0 ¢ 1
L95 1 0 1

Sguared Cosines for the Row Peoints (CONTRIBUICAQ RELATIVA)

Diml Dim2
L71 0.066297 0.358380
L72 0.448717 0.424001
L73 0.632557 0.110653
L74 0.788442 0.019975
L75 0.820203 0.158879
L31 0.040774 0.572518
L82 0.404673 0.513448
183 0.447340 0.1739065
184 0.135386 0.184282
L85 0.419869 0.121649
L9l 0.689738 0.167076
L32 0.150122 0.650128
193 0.206029 0.603606
194 0.69798¢8 0.148076
L35 0.859758 0.033102
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io
iz
i3
id4
in
ro
rl
r2
r3
r4
r5
ré
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rs
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Fummary Statistics for the Column Point

Contri

i0
il
i2
i3
i4
in
r0
rl
r2
r3
r4
rd
ré
r7
r8
r9
rio
rn
zZu
zr

Column Coordinates

Quality

. 857804
. 959590
.980483
.370399
.418509
.111094
.579352
.80872

.482895
.862707
.796054
.636764
.441124
.488787
.536143
. 743359
.770040

0.497750

.921927
.922333

butions

[oNoNoNoNeoNeNw]

O

OO OO0OOCOIOTCOOOO

Diml

.43849
.48253
.48844
.21908
.54536
.2059%6
.162158
.19239
.02296
.33007
372329
.29478
.17366
.10240
.10235
.18534
.43802
.11129
.25608
.88579
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)

200000

Mass

.025845
.115500
.116446
. 056971
.017833
.000777
.002028
.029096
.031475
.035072
.034483
.034606
.034045
.033390
.031928
.029674
.024190
.013267
3.293390
0.039983
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Inertia

0.165976
0.1709%922
0.154693
0.051211
0.030160
0.006331
0.049694
J.018485
0.009176
0.013429
0.008305
0.003315
0.002744
3.0083zZ6
05.011865
5.013678
0.060229
1.091827
0.015449
J

.114185

to Inertia for the Column Points (CONTRIBUIGAO ABSOLUTA)

Diml

.153681
.253857
.257980
.084666
.005304
.001131
.002739
.001077
.000017
.003821
.004782
.003007
.001027
.000350
.000334
.001019
.004641
.059140
.01%8239
.142189

Dimz2

.220882
.063939
.0015323
.000155
.040218
.000170
.114946
. 060541
.018696
.039513
.016097
.001468
.002571
.016340
.026070
.040467
.184601
-046597
.012510
.092686
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Indices of the Ccordinates
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that Centribute Most to

0.543076
0.871121
0.978140
0.969682
0.103147
0.104749
0.032322
0.034170
0.001060
0.166882
0.337699
0.532039
0.218504
0.024666
.016533
043706
.045197
377742
.73042¢6
0.7303867

iGN wNeNe)

()

Dim2

[N AN e B R el D]
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Inertia for the Column Points

Eest

sy

S U R S B B i

S O I R I

S

lumn Pcints {(CONTRIBUIGAO RELATIVA!

Dim2

.314728
.088462
.002343
. 000717
.315362
.006345
.547030
. 774555
.481835
.695825
.458355
.104725
.221621
.464121
.519611
.699654
724844
.120008
.191:500C
0.191966
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APENDICE B

B.6 PROGRAMA DO SAS (PROC CORRESP) PARA OS PONTOS

SUPLEMENTARES

TITLE2 ' RRASIL: CENSO DEMOGRAFICO DE 1970, 1980 E 1991 {(AMOSTRA DE 1, 2 E

TITLE3 ' LOCALIZAGAO DOMESTICA SEM CONSIDERAR AS ETAPAS DE VIDA, DE HOMENS

PAULO';

TITLE4 ' LOCALIZACAO, SEGUNDO RENDA, INSTRUCAO E ZONA';

TITLES ' ©OBS: FAZENDO ESTAS LCCALIZAGOES COMO GRUPOS E AS DENTRO DAS

SUPLEMENTARES';

data HLS2T;

input lccal$
10 i1 12 i3 14 in r0 rl r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 rlO rn zu zr;

cards;

L711 752 1822 347 924 3413 0 1362 1.7 9] 420
626 254 1838 1271 527 7100 758

721 503 597 o 0 218 0 0 Dl 8] 100
392 8] s} 574 17 1315 303

L731 121 418 0 0 100 D 0 i O o]
101 121 100 100 0 539 8]

L71 1376 2937 247 924 3731 1362 117 ) 520
1119 1075 1738 1945 544 2854 1061

Lri2 8200 2394 1289 1105 1489 J 332 vl 308 305
3703 2288 2298 2485 198 11759 5518

L7222 5398 7208 198 1108 1800 D 198 03 598
2303 3099 2z1l 1196 a0l 12185 3827

L732 5814 2906 100 01 za9 ) 2009 Loz 399 202
1392 1104 1005 748 401 7103 4117

L72 17412 17308 1887 2314 3988 0 2569 102 1510 1108
7398 7491 5314 7479 1500 31047 11462

L713 401 1205 100 0 297 0 0 403 105 a9
302 100 198 > 0 1700 303

L723 2802 6021 598 301 700 o] a9 503 1213 1204
1202 799 1404 500 396 2409 1513

L733 29601 10200 197 300 401 100 za7 896 2197 1401
2106 2505 2098 1702 1804 17215 3534

L73 12804 17426 395 1101 1398 100 396 1802 3815 2704
3610 3404 3700 zno2 2700 28324 5400

L714 8142 292688 5953 3644 2859 411 208 2568 2908 3084
5628 7349 5478 2319 5343 43096 7601

L724 1038 2709 300 387 218 o] o] aq 397 410
296 730 294 208 534 3968 684

L734 1954 1935 135 100 135 0 98 28 371 412
242 773 562 399 h84 3063 1196

174 11134 34332 6388 3131 3212 411 306 2760 2676 33906
7166 2912 7334 4126 5561 50127 %481

L1715 112765 747477 39427 164185 82080 Z30 5357 135499 140880 151355
120606 120254 114680 84553 116978 1105370 3201204

L7725 5520 12769 258 1096 280 110 258 753 1508 1589
264 2704 2137 1720 3360 18714 2719

L735 20911 12881 2585 366 1323 o] 164 4540 4805 3672
3715 2500 2723 2576 3536 27965 7771

L75 139196 773127 300640 165657 84383 740 5779 141192 147193 156616
124585 125458 119540 88849 123874 1152049 31169%4

1811 3882 11401 5835 5848 2704 54 16 150 30 343
5605 6665 5864 5571 138 29429 1305

g2l 877 1320 401 601 705 52 0 27 0 131
388 497 834 1454 94 3679 277

L831 480 558 233 41 308 0 Q 167 151 82
57 153 258 460 0 1485 235

L81 5239 13379 7469 6490 3717 116 16 344 181 556
6050 7315 7656 7485 232 34593 1817

L8112 3485 10892 4555 2063 1296 20 290 203 183 472
4448 3788 3505 2951 a3 19803 2578

1822 5052 11533 2582 1389 3405 8] 364 150 594 738
2219 2957 3351 7621 173 20775 3186

L83z 2192 6328 811 447 746 0 379 310 4326 903
1426 1431 1308 2501 240 14763 2761

L82 17729 28753 7348 3899 5447 30 1033 663 5213 2113
8093 3176 8164 13073 506 55341 8525

L8l3 145 523 341 50 120 0 0 168 145 83
47 124 116 84 0 1059 120

1823 3653 9668 1846 306 880 28 318 1460 2246 1499
1726 1766 1178 1502 169 15268 1613

)i

15
SEM COMPANHERAS

%
M

ETAPAS COMO PONTOS

o} 0
235 0
0 217
235 217
398 495
199 1399
96 1213
1193 3107
199 297
1501 598
1503 2291
3203 3186
4299 4211
491 334
102 422
1892 4367
138544 138316 13
1271 1005
3189 1966
143004 141287 14

365 1144
220 117
199 128
1284 1389
1092 2446
1916 2056
2225 1055
5233 5557
172 148
1493 1862

EM SAO

Xe}
o>
(oY)

1003

1999

3002

4702

204

w
<
(e}
N

9552

2481

1950

3983

3343

194

65

3602

2300

1420

6042

92

1662
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il 2222 2492 2500 2877 2969

1739 4613 4074 4165 4987 4723

Tz 5750 9302 10227 11938 15631

241 170 62 262 505 1105
=37 592 471 212 528 643
561l 7812 10535 12001 12972 17379

22104 21933 18589 12268 2136 133178 2641
L8155 28619 641006 779697 383738 92467 9540 3393 Z02330 212046 238489 230004 215452 217239
198121 1778532 157598 120810 20053 1762342 232725
LSZ25 5454 23195 6857 3501 2203 191 18 2419 2776 3877 4267 4497 4565
5208 4658 4759 2395 38918 2483
L8835 19907 1E9085 202 757 7 J & 2254 4071 4071 3859 3227 3076
3280 3682 3295 2418
L85 113980 679226 787356 387996

7 9731 3411 209603 218893 246437 138130 223176 224880
206609 185872 165652 130123 )

q
2 271 1687 12854 13957 16244 16309 17893 17417

§) 75958 38539

16572 § 16389 14241 153093 11866

L9zl 209 2907 1962 1454 8} 178 256 743 1115 1131 981 10z
1179 i 1374 1331 456 11713 469

La31 2439 359 133 230 i 52 367 582 597 553 556 530
678 S c 247 2174 32

Lal 13344 TA224 40694 11066 710 1917 14187 15282 17956 179893 19530 19049
Is4z2e 1 18554 12304 T065 170880 12760

L81Z 012 > 4164 1542 zevs8 10 1362 130 703 556 1195 2285 2091
3375 4371 1743 356 21757 2299

822 2775 3026 5986 11251 0 1613 £46 2394 1704 1927 3938 2847
4504 '513 19484 944 49042 3835

1,932 3580 11 1422 929 1280 o] 436 1597 5608 1274 1588 3436 1551
1361 2022 3323 254 22287 2795

L9z 17367 17612 12457 15109 10 3411 2373 3705 3634 4710 9659 6489
9840 11184 13906 26550 1554 93086 8929

LI13 419 1803 2751 1209 498 21 254 199 388 653 567 643 600
928 1154 255 186 174 5729 .7z

L923 388 3724 i500 39z 998 0 154 590 654 471 715 897 558
772 820 211 1162 198 7614 388

L933 023 3303 4134 310 210 0 28 563 493 507 592 556 502
548 752 733 7z8 177 5861 420

L93 3330 2830 4685 2711 1706 21 436 1452 1535 1731 1874 2096 1660
2248 272 2599 2376 549 20204 1080

L914 35382 17664 44286 21392 5080 162 548 5145 7236 9303 2910 10524 9316
2414 10291 9325 7083 3780 36331 5844

Lo24 585 2438 1572 786 589 o 62 431 543 418 433 611 534
565 500 345 T35 243 5994 276

1934 1455 1216 124 158 130 5] 3 311 323 319 301 334 250
430 342 440 +51 179 3424 258

194 3632 21918 45982 12336 6099 162 213 5387 8102 10040 9644 11469 10200

10509 11233 10610 3319 4202 95749 8379
L915 90571 469510 1017229 461993 103592 3264 17414 178307 192848 228002 229907 234517 218549
221890 206399 187612 143175 87540 1983937 162222

L925 11806 61900 32513 18777 13655 59 1023 9654 9709 11875 12982 14584 13587
14192 15188 15603 14624 5679 132451 6259

L935 30293 36166 3700 2179 2125 8] 156 7520 7336 7349 6795 7035 5599
6912 7504 7573 7461 2223 68178 6285

L95 132670 567576 1053442 482949 119372 3323 18593 195481 209893 247226 249694 256136 238735
242994 229091 210788 165260 95442 2184566 174766

’

RUN;

proc transpose data=HLS2T out=HLs2TT;
VAR i0 i1 12 i3 14 in r0 rl r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10 rn zu zr;
ID LOCAL;

RUN;

proc corresp data=HLS2TT out=SHLS2TT ALL profile=column;
VAR L711 L721 L731 L71 L7i2 L722 L1732 L72 L713 L723 1723 L73 L714 L724 L734 L74 L715 L725 L73%
L75
L8811 L8Z1 L831 LB81 L812 Lg22 Le832 L82 L813 L823 L8833 L83 L814 L824 LB34 L8B4 LB15 L8B2S LS3S
L85
L9911 L9521 L931 1L91 L9912 L922 L1932 L92 LS13 L9923 L9332 LS3 1914 1L924 1934 L94 LS15 L925 L93S
L95;
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supplemen

L711 1715 1721 L7202 1703 L704 LTCE L1731 L7322 L733 L734 L736

L811 1615 Le21l L822 L823 1824 L1825 L831 L832 L833 L834 L335

1911 L3515 1921 L922 L2903 1924 L925 L931 L932 L533 L34 L93S5;
IDNAME ;

DIMENSAG 11
Y='DIMENSAO 2°';

KEEP X Y TEXT X5YS YSYS5 SIZE;
RUN;

PROC PRINT DATA=GHLS2TT;
:\, .

FILENAME

FIG "C:\USERS\ADMUR\pasta\GHLSIZTS.GRFE';
SOPTIONS DE

VITE=CGMWPWA GSENAME=FIG GSEMODE=REPLACE;

ZROC GFLOT DAT HLSITT;
STMBOL VALUE ;
AXI31 ORDER= BY 15
PLOT Y¥X=1 / ANNOTATE=GHLSZ2TT
VAXIS=AXI3Zl HAXIS=AXI3L
VREF=0 HREEF=U
FRAME ;
RUN;

GOPTICNS DEVICE=WIN;
QUIT;

FILENAME FIG 'C:\USERS\ADMUR\pasta\GHLS2TZ.GRF';
GOPTIONS DEVICE=CGMWPWA GSENAME=FIG GSFMCDE=REPLACE;

PROC GPLOT DATA=GHLS2TT;
3YMBOL VALUE=NONE;
AXIS1 CRDER=-0U.4 TO 1.2 BY 0.4;
PLOT Y*¥X=1 / ANNOTATE=GHLS2TT
VAXIS=AXIS1 HAXIS=AXIS1
TREF=0 HREF=U
T“RAME;

RUN;

GOPTIONS DEVICE=WIN;
QUIT;
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APENDICE B

B.7 SAIDA DO PROGRAMA/SAS PARA OS PONTOS SUPLEMENTARES

The SAS System

The Correspondence Analysis Procedure
Contingency Table

L71 L72 L73 L74 175 L31 L82 183
I0 1376 17412 12804 11134 139186 3239 7729 17032
I1 2937 17368 17426 34332 Tr3127 13379 28753 21996
Iz 347 1587 395 5388 00640 7468 7348 3851
I3 G24 2314 1101 4131 165657 5490 >899 1646
I4 2731 1988 1398 3212 34383 1717 447 1597
It 3 o} 100 411 740 116 20 28
RO 1362 2599 396 306 5779 16 1033 348
Rl 117 102 15802 2760 141192 244 663 4739
22 0 1210 815 3676 147193 181 5213 4613
R2 52 1105 2704 33906 156616 %56 2113 4074
R4 235 1133 203 4892 143004 1284 5233 4165
RS 217 2107 3186 4967 141287 1289 5557 4987
R6 943 2711 2002 5002 143983 3602 5042 4723
R7 1119 7338 3910 7166 124585 5050 3093 4404
R8 1075 7491 1404 3912 125458 7215 3176 4743
R& 1738 5314 3700 7334 119540 7356 8164 4556
R10 1945 7479 2202 4126 88849 7485 13073 4268
RN 544 1500 2700 5561 123874 232 506 530
ou 8854 21047 23324 50127 1152049 24593 5341 40577
IR 1061 11482 5400 2481 311694 1817 3525 £573
Sunm 23745 127827 51172 178824 4388846 79230 121598 138450
184 g5 31 .52 L93 .54 L35 Sum
10 17343 113980 10344 17367 3330 5632 132670 522588
Il 66950 573286 42139 39459 3830 21918 567576 2335416
12 36209 737356 Ta224 17612 1685 45382 1053442 2354535
I3 16647 387996 40694 12457 2711 22336 482949 1151952
14 4554 25207 11066 15109 1706 5099 118272 360586
IN 716 3731 271 10 2 162 332 15719
RO 4793 3411 1917 3411 436 313 18593 40999
R1 6611 209603 14187 2373 1452 6887 1835481 88313
R2 7812 218893 15282 8705 1535 8102 209893 536423
R3 10535 246437 17956 3634 1731 10040 247226 709153
R4 12001 228130 17393 4710 1874 9644 249694 597255
R5 12972 223176 19530 3659 2096 11469 256136 699735
R6 17379 224880 19049 6489 1660 10200 238735 688400
R7 22104 206609 18426 2840 2248 10509 242994 5675155
R8 21933 185872 16976 11184 2726 11233 229091 545589
R9 18589 165652 18554 13906 2599 10610 210788 600000
R10 10268 120123 16804 26550 2376 2319 165260 489127
RN 2136 20770 7065 1554 549 4202 35442 268265
U 133178 1833664 170980 33086 20204 25749 2184566 5932339
ZR 2641 239892 12760 8929 1080 5379 174766 208460
Sum 428457 2220668 51217 306044 52849 36385 7077997 20220009
Supplementary Columns
L711 1721 1731 L712 L7122 L732 L713 L723 L1733
I0 752 503 12 5200 5398 5814 401 2802 3601
Il 1822 697 418 6194 7208 2506 1205 6021 10200
12 947 0 ¢ 1289 498 100 100 598 197
I3 924 9 0 1105 1108 101 0 801 300
I4 3413 218 100 1489 1800 299 297 700 401
IN 0 0 0 ¢] o] 0 0 [¢] 100
RO 1362 0 0 392 198 2009 0 29 297
R1 117 0 0 o] o] 102 403 503 896
R2 0 0 0 308 303 893 405 1213 2197
R3 420 100 0 305 598 202 29 1204 1401
R4 0 235 0 398 139 596 199 1501 1503
R5 0 0 217 495 1399 1213 297 598 22091
R6 943 0 0 707 505 1499 o] 1003 1999
R? 626 392 101 2703 2303 1392 302 1202 2106
R8 954 0 121 3288 3099 1104 100 799 2505
R9 1638 0 100 2998 2311 1005 198 1404 2098
R10 1271 574 100 2485 4196 798 0 500 1702
RN 527 117 0 198 301 401 ¢ 396 1804
2Uu 7100 1115 639 11759 12185 7103 1700 2409 17215
ZR 758 303 0 3518 3827 4117 303 1513 3584
L714 L724 1734 L715 L725 L7353 L8111 1821 1831
I0 8142 1038 1954 112765 5520 20911 3882 877 480
Il 29688 2709 1935 747477 12769 12881 11401 1320 658
12 5953 300 135 299427 958 255 £835 401 233
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iz 3644 387 oe 154195 1096 366 2848 501 41
4 2859 218 135 32080 80 1323 2704 705 308
IN 411 9] 3 630 110 0 54 52 0
RO 208 o] 28 5357 z 164 i6 0 0
388 2568 94 8 1325499 +940 150 27 167
RZ 2308 337 371 140880 4805 30 0 131
R2 3084 410 112 3672 243 131 82
P4 4299 191 102 2189 865 220 199
RS 4211 334 422 1966 1144 117 128
R6 4702 204 26 1950 3343 194 65
R7 6628 296 232 3715 605 388 57
RE 7349 730 "3 120254 2500 5665 497 153
R9 6478 294 62 114680 2723 5864 834 258
R10 2919 508 139 34553 2576 571 1454 460
BN 5343 534 584 116978 3536 138 34 0
U 13096 1968 2063 1105370 27965 253429 2679 1485
IR 7601 »84 1126 101204 7771 1305 277 235

1812 822 1§32 813 1823 1833 1814 1824 1834
10 1485 5052 2192 145 2653 12234 12963 1426 2954
Il 10892 11533 5328 523 2668 11805 %8515 5607 2828
12 4555 2582 311 341 1846 1664 14431 1295 483
I3 2063 1389 447 50 806 730 5838 590 219
4 1286 3405 46 12 880 597 4188 606 160
IN 30 0 0 0 28 3 689 27 Q
RO 250 164 79 0 318 30 433 0 46
Rl 203 15 i) 168 1460 111 5973 341 697
r2 193 534 4326 145 2248 2222 5750 470 592
R3 i72 202 82 1429 2492 3302 752 471
R4 1092 5 172 1493 2500 o227 362 312
R5 2446 5 148 1362 2977 11938 05 29
R& 2300 9 32 1662 2969 15631 1105 643
E7 4448 6 47 1726 2631 20180 1298 626
R8 3788 1 124 1766 28583 20487 1053 393
R9 2505 8 116 1178 1262 15422 1618 549
R10 2351 34 1502 2682 7693 1314 1261
R 93 0 169 361 1988 123 2
2 19803 1059 15268 24250 118485 3031 5662
ZR 2578 120 1613 3840 3138 52 982

L8l1s 1825 Lg35 1911 Lo21 L331 1912 L3922 1932
10 88619 454 12907 £996 209 2439 2012 5775 2580
I1 641006 23195 15085 313812 4950 3377 6749 20839 11871
12 779637 5857 302 75958 2207 359 8164 58026 1422
I3 383738 3501 757 38539 1962 193 4542 6986 929
I4 92467 2203 537 2382 1454 230 2578 11251 1280
IN 3540 191 g} 271 o] 0 10 0 0
RO 3393 18 0 1687 178 52 1362 1613 436
Rr1 202330 2419 4854 12854 666 667 130 646 1597
R2 212046 2776 4071 13957 743 582 703 2394 5608
R2 238489 877 4071 16244 11153 597 656 1704 1274
R4 230004 1267 59 16309 1131 553 1195 1927 1588
RS 215452 1437 ; 27893 281 656 2285 538 3436
F6 217239 4565 076 17417 1102 530 2091 2847 1551
R7 198121 5208 3280 16572 1179 675 3375 4504 1961
R8 177532 4658 1682 15033 1424 519 3789 5363 2032
R9 157598 4759 1295 16389 1374 791 4371 7513 2022
R10 122810 3895 3418 14241 1831 732 3743 19484 3323
RN 20053 462 25 6362 45 247 356 544 254
Ay 1762342 38918 32404 153093 11713 6174 21757 49042 22287
ZR 232725 2483 4684 11866 469 425 2299 2835 2795

L913 L923 L933 L914 L1924 1934 L915 L925 L1935
I0 419 888 2023 3592 585 1455 30571 11806 30293
Il 1803 3724 3203 17664 2438 1816 469510 61900 316166
12 2751 1500 434 44286 1572 124 1017229 32513 3700
I3 1509 892 210 21392 786 158 161993 18777 2179
I4 498 998 210 5080 389 130 103592 13655 2125
IN 21 o} 0 162 0 Q 3264 59 Q
RO 254 154 28 848 62 3 17414 1023 156
R1 199 690 563 56145 431 311 178307 3654 7520
R2 188 654 493 7236 543 323 192848 3709 7336
R3 653 471 507 3303 418 319 228002 11875 7349
R4 567 713 592 8910 433 301 229907 12992 6795
RS 643 897 556 10524 611 334 234517 14584 7035
R6 600 558 502 9316 634 250 218549 13587 6599
R7 928 772 548 2414 665 430 221890 14192 5912
R8 1154 820 752 10291 600 342 206399 15188 7504
R9 955 911 733 2323 845 440 187612 15603 7573
R10 486 1162 728 7083 785 451 143175 14624 7461
RN 174 198 177 3780 243 179 87540 5679 2223
Z 6729 7614 5861 86331 5994 3424 1983937 132451 58178
ZR 272 388 420 5844 276 259 162222 5259 62895
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Fow Profiles

L71 L72 73 174 L7S L8l La2 183
% 0.002633 2.033312 2.024501 7.021306 0.266359 0.010025% 0.033925 0.032592
I 2.001238 L.a07411 T.C07462 0.014701 J.331045 0.005729 3.012312 0.009418
Iz 2.000402 7.000801 200380 J.002713 0.127686 0.503172 0.003376 0.001636
12 $.000802 %.002009 00956 0.003586 0.143805 0.005634 0.003385 0.001429
14 5.010347 £.009950 2.003877 0.008908 0.234016 0.010308 0.015106 7.004429
IN 3.000000 3.000000 3.006362 0.026147 0.047077 0.007380 0.005726 0.001781
R 4.033220 0.063392 0.009659 2.007464 0.000390 0.025186 0.008488
Fi 7.000199 7.000173 1.003063 0.004691 0.000585 0.001127 10.008055
B2 0.000000 2.002373 7.005994 0.005776 } 0.000284 0.008191 0.007248
R3 0.000733 ©.001558 ¢.003813 0.005508 0.220849 0.000784 0.002980 0.005745
R4 3.000337 2.001711 0.004594 7.007016 0.205096 0.C01842 0.00750% .005973
.5 5.000310 1.004440 $.004553 0.007098 0.201915 0.001985 7.007942 0.007127
R6 3.001370 2.0032938 T.004361 ©.007266 0.209156 0.005232 0.008777 0.006861
R 3.001657 0.010857 2.005347 7.010614 2.184528 7.008961 3.011987 0.006523
£8 0.001665 2.011603 0.005273 9.013804 0.194331 .011331 0.012664 0.007347

RS 5.002897 .013260 0.013607 0.007593

0
2 3.010523 2.006167 0.012223 0.199233 0

R10 0.003976 J.015291 2.004502 7.008435 0.181648 0.015303 0.026727 0.00872¢6
RN 0.002401 0.005591 0.01006% 0.024457 0.461760 0.000865 0.001886 0.001976
U 0.001492 5.005224 0.004775 0.008450 0.124198 0.005831 0.009329 0.006840
ZR 1.001312 7.014178 0.006679 0.011727 (.385540 0.002247 0.010545 .006893

La4 185 91 192 193 L94 L35

0 7.033187 0.218107 0.019794 ©.033233 0.006372 9.010777 9.253871

Tl 0.0286867 5.250863 7.018043 2.016896 0.003781 3.00938% 5.243030

Iz 0.015378 0. 334400 N.0323647 0.007480 71.001390 1.013%29 5.447410

12 71.014431 2.336816 0.035326 0.010814 3.002353 3.019330 1.419244

T4 2.013729 0.264034 0.320689 0.041901 0.004731 0.016914 0.231050

IN 0.045550 0.619060 £.017240 .000636 0.001336 0.010306 0.211400

RO 0.011683 0.083197 2.046757 0.083197 0.010634 0.022269 0.45349%9

Rl 0.011237 0.356278 0.024115 0.004034 0.002468 0.011706 0.332274

R2 0.01227% 5.343943 0.024012 0.013678 0.002412 0.012731 0.328801

R3 0.014856 (1.347509 0.025320 0.005124 0.002441 0.014158 0.348622

R4 0.017212 0.341525 0.025805 0.006755 0.002688 0.013831 0.358110

RS 0.018538 0.318944 0.027911 0.013804 0.002995 0.01635%0 0.366047

R6 0.025245 0.326671 0.027671 0.009426 0.002411 0.014817 0.346797

R7 0.032739 0.306017 0.027292 0.014574 0.003330 0.015565 0.353908

R8 0.033974 0.287911 0.026235% 0.017324 0.004223 0.017400 1.354856

g9 0.030982 0.276087 0.030923 0.023177 0.004332 0.017683 7.351313

R10 0.020993 0.266031 0.034355 0.054280 0.004858 0.017008 0.337867

PN 0.007%62 0.077423 0.026336 0.005793 0.002046 0.015664 G.355775

Zu 0.022449 0.30909¢6 0.028822 0.015691 0.003406 0.016140 0.3268247

ZR 0.011925 0.296727 0.015783 0.011044 06.001336 0.007890 0.216171

Column Profiles

L71 L72 173 L74 L75 L81 .82 L83
0 0.046260 .136536 2.126557 0.062262 0.031716 3.047963 0.092532 0.123019
1 0.098739 7.135720 0.172241 7.191988 G.176157 0.122485 0.150069 0.158873
12 2.031837 1.014797 7.008846 4.035722 7.068501 0.06837% 0.041483 0.027815
73 7.031064 2.018145 0.010882 0.023101 0.037745 0.059416 0.020350 0.011889%
i4 0.125433 0.02813% 0.013818 0.017962 0.019227 0.034029 0.028429 0.011535
IN 0.000000 0.000000 0.000988 0.002298 0.00016% 0.001062 0.000470 0.000202
RO 0.045789 0.020380 0.003914 0.001711 0.001317 0.000146 0.005391 0.002514
R1 0.003933 £.000800 0.017811 0.015434 0.032171 0.003149 0.003460 0.034229
R2 0.000000 0.011841 0.037708 3.020557 0.033538 0.001657 0.027208 0.033319
R3 0.017482 0.008665 0.026727 0.021843 0.035685 0.005090 0.011028 0.029426
R4 0.007900 0.009355 G.031659 0.027357 0.032584 0.011755 0.027312 0.030083
R5 0.007295 3.024363 0.031491 0.027776 0.032192 0.012716 0.029003 0.036020
R6 0.031703 0.021258 0.029672 0.027972 0.032807 0.032976 0.031535 0.034113
R7 0.037620 0.058011 0.035682 0.040073 0.028387 0.055388 0.042239 0.031809
R8 0.036141 0.058741 0.033646 0.049837 0.028586 0.066969 0.042673 0.034258
R9 0.058430 0.049511 0.036571 0.041012 0.027237 0.072837 0.042610 0.032907
R10 0.065389 0.058646 0.0621765 0.023073 0.020244 0.068525 0.068231 0.030827
RN 0.021651 2.011762 0.026687 0.036690 0.028225 0.002124 0.002641 0.003828
Zu 0.297663 0.243454 0.279959 0.280315 0.262495 0.316699 0.288839 0.293081
2 0.035670 0.089879 0.053374 0.053019 0.071020 0.016635 0.044494 0.040253

L84 L8s L9l L92 L93 L94 L35

10 0.040478 0.018323 0.018766 0.056747 0.052154 0.018382 0.018744

I1 0.156258 0.109198 0.076447 0.128932 0.138295 0.071537 7.080189

I2 0.084510 0.126571 0.143726 0.057547 0.073376 0.150079 0.148833

I3 0.038853 0.062372 0.073826 0.040703 0.042460 0.072902 0.068232

I4 0.011562 G.015305 0.020076 0.049369 0.026719 0.019906 0.016865

I 0.001671 0.001564 0.000492 0.000033 0.000329 0.000529 0.000469

RO 0.001118 0.000548 0.003478 0.011145% 0.006829 0.002980 0.002627

R1 0.015430 0.033695 0.025738 0.007754 0.022741 0.022478 0.027618

R2 0.018233 0.035188 0.027724 0.028444 0.024041 0.026444 0.029654

R3 0.024588 0.039616 0.032575 0.011874 ¢.027111 0.032769 0.034929
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2.028010 1.038280 0.232642 2.015390 0.029350 3.031477 0.035277

3.23027 o 2.035431 T.031561 2.032827 2.037432 0.036188

3.340562 0.034558 7.021203 .025992 0.033291 0.033729

27 0.051530 0.033428 0.032152 3.035208 e 0.034331

£.8 .051191 0.030797 0.036544 0.042694 23 5.032267

R3 2.043386 0.033660 2.045438 0.3540705 0.034630 3.029781

F10 0.02329365 2.020485 0.086752 0.037212 05.027152 0.023348

EN .004985 2.012817 70.305078 7.008598 %.01371% 7.013484

U 7 0.210186 0.304159 3.316434 0.2312512 0.208642

ZR 7.022502 0.023149 5.023176 2.016915 0.020820 0.024691

Supplementary Column Profiles

1711 1721 1731 1712 722 1732 1713 1723 1733
0 3.031900 ©0.118242 0.113460 0.112374 0.202436 0.066733 0.08551% 0.152870
Ii 0.077282 0.163846 0.135149 0.150054 0.116043 0.200533 0.183758 0.163469
I2 0.3G40171 5.300000 0.028125 0.010367 0.002971 0.016642 0.018251 0.003157
13 0.03919%6 0.200000 0.024110 0.023066 0.003001 0.000000 0.024446 0.004808
T4 D.144778 0.051246 0.032489 0.037472 0.008883 0.04%426 0.021364 0.006427
IN G.000000 ¢.000000 0.000000 0.000000 (©.000000 ©.000000 0.000000 0.001603
RO 0.057776 0.000000 0.008553 0.004122 0.059685 0.000000 0.003021 0.004760
R1 ©.004963 ©0.000000 0.000000 0.000000 0.003030 0.067066 0.015351 0.014360
R2 0.000000 G.200000 0.006720 {$.006308 0.026708 0.06673%9 0.037020 0.035210
3 0.017816 0.023507 0.006655 0.012443 0.006001 0.016475 0.036745 0.022453
R4 0.000000 0.055242 0.008684 0.004143 0.017706 0.033117 0.045810 0.024088
RS 5.000000 0.C00000 0.010801 0.029124 0.036037 0.049426 0.018251 3.036717
B2 7.3040002 T.000000 0.01S426 0.010513 0.044534 0.000000 0.030611 0.032037
R7 s 0.092149 0.080797 0.047943 ©0.041355 (0.050258 0.036684 0.033752
=8 0.300000 0.071742 ©.064514 0.022739 0.016642 0.024385 0.040146
£ 0.000000 0.065414 0.048110 0,029857 0.032951 0.042842 0.033623
=10 5 0.134932 0.0 0.05422 0.087351  0.023708 0.000000 0.015260 0.027277
RN 'L022355 ©.027504 G.200000 £.004320  0.018757  ©.011913  0.200000 ©.027345 0.028912
U .301179 2.262106 0.333333 0.256573 0.253664 0.211022 0.282909 0.287157 0.275895
Z ©.032154 0.071227 0.000000 0.076760 0.079669 0.122311 0.050424 0.046176 0.057439
L714 L724 L734 L715 L7258 L735 Lsll L8211 L831
I0 0.053534 0.074377 0.152931 0.026723 0.089153 0.195051 0.042103 0.073896 0.093023
Il 0.185199 0.194110 0.151444 0.177139 0.206231 0.120150 0.123652 0.111223 0.127519
I2 0.039141 0.021496 0.010566 0.070959 0.015473 0.002379 0.074131 0.033788 0.045155
I3 0.023959 0.027730 0.007827 0.038911 0.017701 0.003414 0.063426 0.050640 0.007946
14 0.0187988 0.015621 ©.010566 0.01945%2 ©.015828 0.012340 0.029327 0.059403 0.059690
IN 0.002702 0.000000 ©.000000 0.000149% 0.001777 0.000000 0.0006%94 0.004382 0.000000
RO 0.001368 0.000000 0.007670 0.001270 0.004167 0.001530 0.000174 0.000000 0.000000
R1 0.016885 0.006735 0.007670 0.032111 0.012162 0.046079 0.001627 0.002275 0.032364
R2 0.019120 0.028447 0.023027 0.033386 0.024356 0.044812 0.000325 0.000000 0.029264
R3 0.020277 0.029378 (.032245 0.035868 0.025664 0.034251 0.003720 0.011038 0.015891
R4 0.028266 0.035182 0.007983 0.032832 0.,020528 0.029746 0.009382 0.018537 0.038566
RS 0.027687 0.023932 0.033028 0.032778 0.016232 0.018338 0.012408 0.009858 0.024806
R6 0.030916 0.014617 0.007514 0.033071 0.040070 0.01818% 0.036257 0.016346 0.012597
R7 0.043579 ($.021210 0©.018940 0.028582 0.004264 0.034652 0.060790 0.032693 0.011047
R 0.048320 0.056606 0.060493 0.028498 0.043672 0.023319 0.072287 0.041877 0.029651
R9 0.042593 0.021066 0.043985 0.027177 0.034515 0.025399 0.074445 0.070273 0.050000
R10 0.019192 2.05789%6 0.031228 (©.020038 0.027780 0.024028 3.060422 0.122514 0.089147
=N 5.035130 0.038263 05.053534 0.027722 0.054267 0.032983 0.001497 0.007920 0.000000
zu 0.283357 0.284322 0.233728 0.261953 0.302248 0.260848 0.319180 0.2099%3 0.287791
ZR 0.049977 0.049011 0.093606 0.071380 0.043914 0.072485 0.014154 0.023340 0.045543
1812 1822 1832 L813 1823 1833 1814 1824 1834
10 0.051904 0.070281 0.174846 0.040995 0.072132 0.157043 0.034125 0.049768 0.148204
Il 0.162221 0.160441 0.120368 0.147865 0.190905 0.140085 0.154039 0.195686 0.141882
I2 0.067840 0.035919 0.015426 0.096409 0.036451 0.019746 0.0%0638 0.045196 0.024232
I 0.030725 0.019323 0.008503 0.014136 0.015915 0.009375 0.041693 0.020591 0.010987
I4 0.019302 0.047369 0.014190 0.033927 0.017377 0.007084 0.011025 0.021150 0.008027
IN 0.001340 0.000000 0.000000 ©0.000000 0.000553 0.000000 0.001814 0.000942 0.000000
RO 0.00431% 0.005064 0.007209 0.000000 0.006279 0.000356 0.001140 0.000000 0.002308
R1 0.003023 0.002087 0.005897 0.047498 0.02882% 0.036917 0.014671 0.011901 0.034969
R2 0.002874 0.009655 0.082287 0.040995 0.044350 0.026368 0.01776% 0.016403 0.029701
R3 0.007030 0.010267 0.017176 0.023466 0.029599 0.029572 0.024487 0.026594 0.023630
R4 0.016264 0.026654 0.042323 0.048629 0.029481 0.029667 0.026922 0.033574 0.040739
RS 0.036430 0.028602 0.020068 0.041843 0.038767 0.035327 0.031426 0.017625 0.026540
R6 0.043191 0.023956 0.027011 0.026011 0.032818 0.035232 0.041148 0.038565 0.032260
R7 0.066247 0.030870 0.027125 0.013288 0.034082 0.031221 0.053123 0.045301 0.031407
R8 0.056417 0.041136 0.027220 0.035058 0.034872 0.033855 0.053931 0.036750 0.019717
RS 0.052202 0.046617 0.024880 0.032796 0.023261 0.038709 0.043230 0.056469 0.027544
R10 0.043951 0.106020 0.047573 0.023749 0.029659 0.031826 0.020252 0.045859 0.063265
RN 0.001385 0.002407 0.004565 0.000000 0.003337 0.004284 0.005233 0.004293 0.001254
U 0.294938 0.289011 0.280815 0.299406 0.301483 0.287766 0.311908 0.315185 0.284066
ZR 0.038396 0.044322 0.052518 0.033927 0.031850 0.045568 0.021426 0.018148 0.049268
Le1s 1825 L1835 1911 L9521 L1931 L1912 L3922 1932
I0 0.014806 0.043912 0.178%17 0.014137 0.024874 0.123194 0.027880 0.036405 0.127316
I1 0.107098 0.186751 0.135578 0.068324 0.135%453 0.170573 0.093519 0.131368 0.157763
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Iz 0.130271 0.055208 0.00720% 0.253489% 0.079548 $.018133 0.11312 0.050595 0.018898
I3 0.064114 0.028188 0.0068C4 0.377876 0.053689 0.009748 (C.062937 0.044039 0.012346
4 0.015449 0.017737 0.004826 ©0.018958 0.039788 0.011617 0.035723 0.070926 0.017011
IN 0.0015%4 0.,001538 0.000000 0.000548 0.000000 0.000000 0.000139 0.000000 0.000000
RO 0.000567 0.00014% 0.000000 0.00340% 0.004871 C.002627 0.018872 0.010168 0.005794
sl 0.033805 0.012476 0.043626 0.025274 0.018225 0.033690 0.001801 0.004072 0.021224
R2 0.035428 0.022351 0.03658%9 0.028203 ¢.£20332 0.029397 0.009741 0.015092 0.074529
R3 0.039846 0.03121% 0.036%82 0.032824 (0.030511 ©2.030155 0.00908%0 0.010742 0.016931
F4 0.038429 0.034355 0.034683 0.0329%6 0.030949 0.027932 0.0165592 0.012148 0.021104
5 0.035997 0.036207 0.02%003 0.036157 0.026844 0.033135 0.031663 0.024825 0.045664
R5 0.036296 0.036754 0.027646 0.0351%% 0.030155% 0.02677C 0.028974 0.0179%47 0.020612
R7 0.033102 0.041931 0.029473 0.033487 0.022262 0.034094 0.046767 0.028393 0.026061
R8 0.029662 (0.037503 0.033092 0.030377 0.038967 0.026215 ©.052503 0.033808 0.027005
F3 0.026331 0.038316 0.029614 0.033117 0.037599 0.039954 0.060568 0.047361 0.026872
R10 0.020519 0.031360 0.0630720 0.028777 0.050104 0.036973 0.051866 0.122826 0.044162
FM 0.003350 0.003720 0.0022%2 0.012856 0.012478 0.012476 0.004933 0.005951 0.003376
U 0.29445C 0.3213342 0.2921232% 0.3209357 0.320518 ©0.311850 0.301481 0.309158 0.236189
ZR 0.028883 0.019991 ©$.042098 0.023%78 0.012834 0.021467 0.031857 0.024176 0.037145
1913 L3523 1233 1914 1924 L93{ 915 325 935
10 0.019950 0.036991 0.107378 0.012990 0.931100 0.131686 0.014067 0.028371 0.135606
I1 0.085845 0.155128 0.175318 0.063878 0.129612 0.164359 0.072923 0.148752 0.161897
2 0.130981 0.062484 0.023036 0.160151 0.083573 0.011223 0.157992 0.078132 0.016563
I3 0.071847 0.03715% 0.016454 0.077360 0.041786 0.014300 0.071755 0.045123 0.009754
I4 0.023711 0.041572 0.011146 0.018371 0.047262 0.011766 0.0160%0 0.032814 0.009513
IN 0.001000 0.000000 ©0.0000CC 0.000586 0.000000 ©.000000 0.000507 0.000142 0.000000
RO 0.012094 0.306415 0.001486 0.003067 0.003296 0.000272 £.002705 0.002458 0.000698
R1 0.009475 90.028743 6.0292883 ©.022222 0.022913 (.028147 0.0276%94 0.023123 0.033663
R2 .018474 0.027243 0.026148 0.026168 0.028868 0.029233 ©0,029952 ©2.023332 0.032840
F3 ©.031091 0.0139620 0.032212 0.033642 0.022222 0.028871 0.035412 0.028537 0.032898
=4 1.026996 0.029784 0.0 0.032221 0.023020 0.027242 0.035708 0.021221 0.030418
RS 0.030615 0.037366 O 0.538058 0.032483 0.030229 0.0536424 0.035047 17.031492
F6 2.028567 0.023244 0.026645 0.033689 0.033705 0.022626 0.033%44 0.032651 0.029540
R7 0.044184 0.03215% (0.029087 0.034044 0.035354 0.038918 0.034463 0.024105 0.030942
R8 0.054945 0.034158 0.03991% 0.037215 0.031898 0.030953 ©0.032057 0.036498 0.033592
R9 0.045470 0.037949 0.038907 0.033722 0.044923 0.039823 0.029139 0.037495 0.033901
R10 0.023140 0.048405 0.038641 0.025614 0.041733 0.040818 0.022237 0.035143 0.033399
RN 0.008285 (0.008248 0.009395 0.013670 ©0.01291%9 0.016201 0.013596 0.013647 0.009951
2 0.320383 0.317171 0.311093 0.312198 0.318660 0.309892 0.308138 0.318292 0.305199
ZR 0.012951 0.016163 0.022293 0.021134 0.014673 0.023441 0.0251%96 0.015041 0.028135
Inertia and Chi-Square Decomposition
Singular Principal Chi-
Values Inertias Squares Percents 12 24 36 48 60
B T e
0.20777 0.04317 972901 5865% kAT kA Kk Ak F kA Fkh ko dk*hkkhk
0.13193 0.01741 351964 Z3.65% *xxxakakak
0.07313 0.00535 108147 T.2T% rxx
0.05732 0.0032¢ 656444.7 4.46% x>
0.04788 0.00229 46362.9 3.12% >
0.03251 0.00106 21272.4 1.44% =
0.02487 3.00062 12507.8 3.84%
0.01366 2.00019 770,96 0.25%
0.01072 2.00012 2325.67 2.16%
0.00818 7.00007 1352.87 0.09%
n.00530 0.00003 567.967 0.04%
0.003386 0.00001 228.055 0.02%
6.00309 0.00001 123.12 0.01%
0.00247 0.00001 123.226 0.01%

0.07360 1488263 (Degrees of Freedom = 266)

Row Coordinates

Diml Dim2
0 2.43849 2.92342
Il 1.48253 -0.74403
12 -1.48844 -0.11473
I3 ~1.21906 -0.05221
I4 0.54536 1.50175
IiN -1.20596 -0.46742
RO 1.16215 7.52925
R1 -0.19239 -1.44249
RZ -0.0229¢6 -0.77071
R3 -0.33007 -1.06143
R4 -0.37239 -0.68323
RS -3.29478 -0.2058%6
RE -0.17366 ~0.27480
R7 -0.10240 0.69953
2.3 3.10235 0.90361
R9Y 0.18534 1.16779
R10 0.43802 2.76246
RN 2.11129 -1.87408
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zu -0.25608 3.20649
IR 1.88573 -1.522%4

Sumnary Statistics for the Row Peints

Quality Mass Inertia
o J.857804 3.025845 0.165976
1 3.958590 0.115500 5.170922
Il 0.980483 0.116446 3.154693
I3 0.970399 2.056971 0.051211
T4 0.418509 2.017833 0.030160
IN 7.111094 23.000777 2.006331
20 0.579352 0.002028 0.049694
R1 0.808726 0.029096 3.018485
R2 0.482895 0.031475 5.009176
R3 0.862707 0.035072 0.013429
R4 3.796054 0.034483 {.008305
RS 0.636764 0.034606 0.003315
R6 0.441124 0.034045 3.002744
RrR7 0.488787 0.033390 0.008326
F8 0.536143 0.031928 0.011865
RO 0.743359 N0.029674 0.013678
R10 0.770040 0.024190 0.060229
RN 0.497750 5.013267 0.091827
pts 0.921927 0.293390 0.015449
4 0.922333 0.039983 0.114185

Fartial Centributions to Inertia for the Row Points

Diml Dim2
0 $5.153681 0.220882
Il 0.253857 0.063339
12 0.257980 2.001533
I3 0.084666 0.000155
I4 0.005304 0.040218
IN 0.001131 0.000170
RO 0.002739 0.114946
R1 0.001077 0.060541
R2 0.000017 0.018696
R3 0.003821 0.039513
R4 0.004782 0.016097
RS 0.003007 0.001468
R6 0.001027 0.002571
R7 0.000350 0.016340
R3 0.000334 0.026070
R9 0.001019 0.040467
R10 0.004641 0.184601
RN 0.059140 0.046597
U 3.019239 0.012510
ZR 0.142189 0.092686

Indices of the Coordinates that Contribute Most to Inertia for the Row Points

Dim2

It
3
[
w
®
Ui
ot

Di

ool
w
HODOOCOCOOOOOOOOOOD RN
HOEFNMNMOOODOQQCOMRMN OO DI
[ B e B S IS BN S BRI SORN ol SO T S T 06 I S T BN TS N R )

Squared Cosines for the Row Points

Diml Dim2
I0 0.543076 0.314728
Il 0.871121 0.088469
12 0.978140 0.002343
I3 0.969682 0.000717
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FIR R R YR S

]

S|

N
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!
5
3
1
g
5
7
3
3
1

0

1

ol

=
W
(R

-

.103147
.104749
.032322

024170
001660
166882

2.337623
.532029

3.219504

1.024666

3165232

.043706

7.045197

.377742
.730426
.730367

Zolumn Cocr

Diml

0.254496

7.678312

610488

3.454618

.296513
G.125008

. 406989

2.472572

11 4
.0B84193
L164771
244024

7.147970

.185236
.164080

0.315362
0.006345
0.547030
7.774555
0.48183%
2.695825
0.458355
N.10472%
J.221621
2.464121
3.519%611
7.699654
0.724844
2.120008
7.191500
.121366

dinates

P R
@

(e}
@
-
)
w
oA
o

[we|
S
S
@
o
s
S

71.2938989
N.136215
-.045318
2.081092%
0.507820
©.253272
0.085318
3.032195

Supplementary Column Coordinates
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,
0

L6831
L812
Lg22
L832
L813
1823
Le33
L1814
1824
1834
L1815
L3825
1835
L2311
L321
L9231
1912
L9322
L3232
1913
1923
L1933
1914
1924
L934
L915
1925
L1935

<

Diml

.285739
.705789
.420485%
.545106
.635707
.320485

0.440726

(el

)

. 480107
.695303
.419247
.510806
.814291
.280073
. 601694
L767321
.088243
.252426
.397945
.243019
.408189
.614765
.130183
.364804
.551707
.081789
.285905
.539962
.103198
.216677
. 602280
.207948
.064326
.491631
.006485
.227516
.506643
.137865

0.168347

. 440657
.231918
.085452

1.522272

.204344
.095201
.513412

Dim2

J.901023
0.569365
0.445055
0.5390733
D.557240
0.898558
-.010460
0.10%9222
0.357657
0.042151
0.159652
D.336612
~.147246
0.120208
0.3669932
0.442062
0.674577
0.469346
0.317552
0.531951
0.537849
0.030019
0.164970
0.390818
0.114142
0.216683
0.441208
~.057264
0.111035
0.422723
.061343
.210482
.336005
.444457
.597300
.379951
0.236851
0.233448
J.296838
0.065648
0.208489
0.367926
0.015756
0.124361
0.334324

D oo

<

O O
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Summary Statistics for the Column Points

Quality Mass Inertia
L71 7.424677 0.001471 0.037884
L7z 7.872718 0.006307 2.087863
L73 7.743210 0.005004 0.040053
L74 0.808417 0.008844 0.031497
L75 2.980082 0.21705% 0.315108
L3l 3.613292 3.005402 0.028152
g2 3.218121 3.00%476 0.052695
L33 2.626405 0.006847 0.046442
L84 0.319669 0.021130 0.028986
L85 0.541518 0.307649 3.07056%
Lol 0.856814 $.027261 2.014572
L92 1.800250 0.015136 0.081569
193 0.809634 0.00315¢8 5.00455¢
L34 1.846063 0.015152 2,.010120
L3S 7.892860 0.350049 0.148925

Quality of Representation for the Supplementary Coclumn Points

L711 0.326278
721 0.567150
L731 0.42625

L7112 0.829044
L2 0.880026
173z C.506422
713 0.269347
722 J.738964
_733 0.70272%
L714 0.751678
L724 2.724492
734 0.708232
L715 3.964941
L725% 72.70555%
L735 0.529536
L8111 0.537327
821 0.643696
1831 0.622628
L8122 0.615711
1822 0.760730
Lg32 0.576542
813 0.142155
1823 0.654531
L8233 0.55961%
1814 0.201718
L824 5.527648
1834 0.614561
1815 0.657018
L1825 0.428351
1835 0.496385
L211 0.858751
L321 5.437343
3931 0.652130
L1312 0.611301
1922 J.556062
1932 0.617486
L3913 7.537166
L9323 0.557436
L333 0.666998
L914 (0.848543
L924 0.440251
L934 0.661518
L915 0.895282
L92% 0.358863
L935 0.599071

Partial Contributions to Inertia for the Column Points

Diml Dim2
L71 0.004282 0.057410
L72 0.067220 0.157528
L73 9.043197 0.018740
n7 0.042340 0.002660
L75 0.442050 0.213701
Lgl 0.001957 0.068151
L82 0.036357 0.114406
L83 0.035421 0.035164
L34 0.006691 0.022587
L85 0.050516 0.036298
Lol 0.017144 0.010299
L32 0.020878 0.224236
L33 0.001602 0.011637
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0.012043 D.006337
0.218303 0.020845%5

£t e
o
S

Indices of the Coordinates that Contribute Most to Inertia for the Column Points

Diml Dim2 Best
w71 3 2 2
L7z 2 2 o
L73 1 2 I
L74 0 0 1
L75 1 1 1
L3l 4l z z
L82 0 z z
L33 0 0 1
L34 s 0 2
L8s 1 0 1
L21 0 3 1
L3z 0 2 o
L93 0 0 2
194 0 0 1
L35 1 0 1

Squared Cosines for the Column Points

Diml Dim2
2.066297 ©.358380
7.448717 3.424001
L TLBAZEET 5
74 7.788442
L7E 3.B2C2C3
151 2.040774
L3z 0.4046732
L33 0.447340
L34 0.135386
LES 0.419869
Lol 0.683738
L32 0.150122 ).650128
L33 0.206029 1.603606
Lo4 0.697988 3.148076
L35 0.859758 0.033102

Squared Cosines for the Supplementary Column Points

Diml Dim2
1.029815 7.296463
0.343566 0.,223584
2.201034 0.22521%
0.381272 9.447772
0.497648 0.382378
0.253314 7.247107
7.36913% 1.000208
2.702601 5.036363
2.55574% 7.147042
7.7441585 0.007522
0.660017 2.064475
3.604870 0.103363
0.755984 0.208957
0.678475 $.027080
0.430955 0.098581
0.020590 7.516736
7.101827 12.541868
J.260400 .362228
0.227414 5.388297
0.281927 N.478803
0.326574 0.249968
0.134978 3.007177
0.543405 0.111126
0.372629 1.186986
0.068434 0.133283
0.335144 0.192504
0.368515 0.246046
0.502344 0.154675
0.3392¢61 0.089091
0.332559 0.163826
.790006 0.068745
0.037358 0.399984
0.444502 0.207628
0.000130 0.611171
0.070457 0.485605
0.395215 G.222272
0.135940 0.401226
0.190711 0.366726
0.458805 0.208193
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1314 0.785596 2.062947
1924 0.063320 5.376931
La34 9.442108 2.219410
7315 0.889991 2.005201
L325 2.132596 0.226265
1935 2.420686 3.178386
2 I
i N C = 3 ]
T N a = o 2 o) Q B B
¥ A L M ] D D N N o c EEB
ol M 1 A T I I T T o) 0 s SE
zE E T s z M M R B} S S TTS
s ¥ 3 A 1 2 1 2 1 2 127
1 INERTIA . . 2.07360 . . 0.04317 0.01741 . . -
> OBS TO 0.85780 0.02585 0.16598 2.43849 2.%2342 0.15368 0.22088 0.54308 0.31473 2 2 2
: OBS I1 0.95959 0.11550 0.17092 1.48253 -0.74403 0.25386 0.06394 0.87112 0.08847 1 1 1
4 OBS I2 0.98048 0.11645 0.15469 -1.48844 -0.11473 0.25798 0.00153 0.97814 0.00234 1 0 1
% OBS I3 0.97040 0.05697 0.05121 -1.21906 ~0.05221 0.08467 0.00016 0.96968 0.00072 0 0 1
5 OBS I4 0.41851 0.01783 0.02016 0.54536 1.50175 0.00530 0.04022 0.10315 0.31536 0 0 2
7 OBS IN  0.11109 0.00078 0.00633 -1.20596 -0.46742 0.00113 ©.00017 0.10475 0.00634 0 0 1
8 OBS RO 0.57935 0.00203 0.04969 1.16215 7.52925 0.00274 0.11495 0.03232 0.54703 0 2 2
3 OBS A1 0.80873 0.02910 0.01848 -0.19239 -1.44249 0.00108 0.06054 0.03417 0.77456 0 2 2
10 OBS R2  0.48290 0.03147 (.20918 -0.02296 -0.77071 0.00002 0.01870 0.00106 0.48183 0 0 2
11 OBS F3 0.86271 0.03507 0.01343 -0.33007 -1.06143 0.00282 0.03951 0.16688 0.69582 0 0 2
12 0BS P4 0.79605 0.03448 0.00831 -0.37239 -0.68323 0.00478 0.01610 0.23770 0.45836 0 0 2
13 0BS R5 0.63676 0.03461 0.00332 -0.29478 -0.20596 0.00301 0.00147 0.53204 0.10472 0 0 1
14 OBS R6  0.44112 0.03405 0.00274 -0.17366 -0.27480 0.00103 0.00257 0.21950 0.22162 0 0 2
15 0BS R7 0.48873 0.02339 0.50833 -0.10240 0.69953 0.00035 0.01634 0.02467 0.46412 0 0 2
16 OBS RE 0.53614 0.03193 0.01187 0.10235 0.90361 0.00033 0.02607 0.01653 0.51961 0 0 2
17 0BS 23 0.74336 0.02967 0.01368 0.18534 1.16779 0.00102 G.G4047 0.04371 0.69965 0 2 2
13 OBS R10 0.77004 0.02419 0.06022 0.43802 2.76246 0.00464 0.12460 0.04520 0.72484 0 2 2
15 OBS BN 0.4277% 0.01327 0£.09183 2.11129 -1.87408 0.05914 0.04660 0.37774 0.12001 0 1 1
20 OBS U 0.%2193 0.29339 0.01545 -0.25608 0.20649 0.01924 0.01251 0.73043 0.19150 0 0 1
21 OBS R 0.92233 0.03998 0.11419 1.88579 -1.52254 0.14219 0.09269 0.73637 0.19197 1 1 1
22 VAR L71 0.42468 0.00147 ©.03788 0.35450 0.82420 0.00428 0.05741 0.06630 0.35838 0 2 2
23 VAR L72 0.87272 0.00631 G.08786 0.67831 0.65937 0.06722 0.15753 0.44872 0.42400 2 2 2
24 VAR L73 ©0.74321 0.00500 0.04005 0.61049 0.25533 0.04320 0.01874 0.63256 0.11065 1 0 1
25 VAR L74 0.80842 0.00884 0.03150 0.45462 0.07236 0.04234 0.00266 0.78844 0.01997 0 0 1
26 VAR L75 0.98008 0.21705 0.31611 0.29651 -0.13091 0.44205 0.21370 0.82020 0.15988 1 1 1
27 VAR L81 0.61329 0.00540 0.02815 0.12506 0.46861 0.00196 0.06815 0.04077 0.57252 0 2 2
28 VAR L82 0.91812 0.00948 0.05270 0,40699 0.45844 0.03636 0.11441 0.40467 0.51345 0 2 2
29 VAR L83 0.62640 0.00685 0.04644 0.47257 0.29899 0.03542 0.03516 0.44734 0.17907 0 0 1
30 VAR L84 0.21967 0.02119 0.02899 0.11675 0.13622 0.00669 0.02255 0.13520 0.18428 0 0 2
31 VAR L85 0.54152 0.30765 0.07057 -0.08419 -0.04532 0.05052 0.03630 0.41987 0.12165 1 0 1
32 VAR L91 0.85681 0.02726 0.01458 -0.16477 ©0.08110 0.01714 0.01030 0.68974 0.16708 0 0 1
23 VAR 192 0.80025 0.01514 0.08157 0.24402 0.50782 0.02088 0.22424 0.15012 0.65013 0 2 2
34 VAR L23 0.80963 0.00316 0.00456 0.14797 0.25327 0.00160 0.01164 0.20603 0.60361 0 0 2
35 VAR L94 0.84606 0.01515 0.01012 -0.18524 0.08532 0.01204 0.00634 0.69799 0.14808 O 0 1
36 VAR L35 0.89286 0.35005 0.14893 -0.16408 0.03220 0.21830 0.02084 0.85976 0.03310 1 0 1
37 SUPVAR L711 0.32628 0.28574 0.90102 0.02982 0.29646
38 SUPVAR L721 0.56715 0.70579 0.56936 0.34357 0.22358
39 SUPVAR L731 0.42625 0.42048 0.44506 0.20103 0.22522
40 SUPVAR L1712 0.82904 0.54511 0.59072 . . 0.38127 0.44777
41 SUPVAR L722 0.88003 0.63571 0.55724 . . 0.49765 0.38238
42 SUPVAR L732 0.50642 7.92048 0.89856 0.25931 0.24711
43 SUPVAR L713 0.36935 2.44073 -0.01046 0.36914 0.00021
44 SUPVAR L723 0.73896 0.48011 0.10922 0.70260 0.03636
45 SUPVAR L733 0.70278 0.69530 0.35766 0.55575 0.14705
46 SUPVAR L714 0.75168 . . 0.41925 0.04215 . . 0.74416 0.00752
47 SUPVAR L724 0.72449 . . 0.51081 0.15965 . . 0.66002 0.06447
48 SUPVAR L734 0.70823 . . 0.81429 0.33661 . . 0.60487 0.10336
49 SUPVAR L715 0.96494 . .  0.28007 -0.14725 . . 0.75598 0.20896
50 SUPVAR L1725 0.70555 . . 0.60169 0.12021 . . 0.67847 0.02708
51 SUPVAR L1735 0.52954 . . 0.76732 0.36699 . . 0.43096 0.09858
52 SUPVAR L&l1 0.53733 . .  0.08824 0.44206 . . 0.02059 0.51674
53 SUPVAR L821 (0.64370 . .  0.29243 0.67458 . . 0.10183 0.54187
54 SUPVAR L1831 0.62263 . . 0.39794 0.46935 . . 0.26040 0.36223
55 SUPVAR L1812 0.61571 . .  0.24302 0.31755 . . 0.22741 0.38830
56 SUPVAR L322 0.76073 . .  0.40819 0.53195 . . 0.28193 0.47880
57 SUPVAR L1832 0.57654 . . 0.61476 0.53785 . . 0.32657 0.24997
58 SUPVAR L813 0.14216 . . 0.13018 0.03002 . . 0.13498 0.00718
59 SUPVAR L823 0.65453 . .  0.36480 0.16497 . . 0.54341 ©0.11113
60 SUPVAR 1L833 0.55961 . . 0.55171 0.39082 . . 0.37263 0.18699
61 SUPVAR L1814 0.20172 . . 0.08179 0.11414 . . 0.06843 0.13328
62 SUPVAR 1824 0.52765 . . 0.28591 0.21668 . . 0.33514 0.19250
63 SUPVAR 1834 0.61456 . . 0.53996 0.44121 . . 0.36852 0.24605
64 SUPVAR L815 0.65702 . . =-0.10320 -0.05726 . . 0.50234 0.15467
65 SUPVAR L825 0.42835 . . 0.21668 0.111064 . . 0.33926 0.08909
66 SUPVAR L835 0.49638 . . 0.60228 0.42272 . . 0.33256 0.16383
67 SUPVAR L911 0.85875 . . =-0.20795 0.06134 . . 0.79001 0.06875
68 SUPVAR L921 0.43734 . . 0.06433 0.21048 . . 0.03736 0.39998
69 SUPVAR 1931 0.65213 . . 0.49163 0.33600 . . 0.44450 0.20763
70 SUPVAR L912 0.61130 . .  0.00648 0.44446 . . 0.00013 0.61117
71 SUPVAR 1L922 0.55606 . .  0.22752 0.59730 . . 0.07046 0.48560
72 SUPVAR L1932 0.61749 . . 0.50664 0.37995 . . 0.39521 0.22227
73 SUPVAR 1913 0.53717 . . -0.13787 0.23685 . . 0.13594 0.40123
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74 SUPVAR L2913 0.55744 . . 0.16835 0.23345 0.19071 0.36673
75 SUPVAR L3233 0.686700 . . 7.44066 0.256894 0.45881 0.20819
76 SUPVAR L1314 0.84854 . . -0.23192 0.06565 0.78560 0.06295
77 SUPVAR L324 0.44025 . . 0.0BS545 0.208493 2.06332 0.37693
78 SUPVAR L1334 0.866152 . . 0.52227  2.26793 0.44211 0.21241
79 SUPVAR L315 0.89528 . . -0.20434 0.01576 C.88999 (0.00529
S0 SUBVAR 122% 0.35886 . . 0.08520 0.12436 0.13260 0.22627
81 SUFVAR L3335 {0.523%07 . . 0.51341 0.323432 ©.42062 0.17839
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