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RESUNO 

A partir de alguns métodos de resolução de problemas 

de Programação Linear com estrutura angular, adaptamos os méto 

dos primal-simplex, dual-simplex e Rosen para resolver um' mode 

lo de Programação Linear para planejamento .flores·tal, 

rando a sua estrutura matricial. 

conside 
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IN'rRODUÇÃO 



·- 2 

Uma empresa florestal tem a necc~·;sidade de avaliar 

dentro de um horizonte de planejamen·to, diqamos 20 .:mos, os e 

feitos de suas decisões quanto às implantações de projetos,co~ 

pras ou vendas de terras, determinações dos anos de corte dos 

diferentes p.rqjetos florestais, etc. - para poder definir a p~ 

liticu de atuação da empresa em cada ano do horizonte. 

Procurando atender a esta necessidade, foi criado um 

modelo matem<it"ico de programação linear, o Sistema PLANFLOH 

Planejamento Florestal Otimizado. Es-te sistema gera, a partir 

dos dados de entrada, os vários planos florestais possíveis 

montando um problema de progr<'l!nação linear a ser resolvido p~ 

lo pacote de programação NPSX, da IBH. 

A finaLLdade desta dissertação de mestrado é es-tudar 

alguns métodos de resolução de problemus de progro.maçào linear 

e adaptá-los para resolver o modelo de planejamento flores·to.l, 

levando em con-ta sua estrutura matricial particular. 

Nos dois primeiros capítulos, apresentaremos o mode 

lo matemático desenvolvido e as adaptações dos mé·todos primal

simplex, dual-simplex e Rosen para problemas que possuem ma 

triz de restrições com estrutura semelhante ao do modelo .t:lo 

restal. Em seguida, no terceiro capítulo, adaptaremos os méto 

dos mencionados acima para resolver o problema de planejamento 

florestal. O quarto capitulo apresenta um exemplo numérico da 

aplicação do mé-todo primnl-simplex. 

Não é objetivo deste trabalho a programaçao dos alg~ 

ritmos desenvolvidos, pois trata-se de um trabalho adicional 

complexo devido aos problemas numéricos envolvidos, 

constituem, em si, objet.o de novas investigações~ 

os qua1s 
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CAPÍTULO 1 
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O modelo de programação linear para planejamento flo . -
restal possui restríçêes determinadas pelas condições de merc~1elo 

e pelo sis·tema administrativo. Nôs examinaremos estas condiç<Ses 

separadamente. 

1 . 1 • C0Ii_J?IÇ0ES DE MERCADO 

Uma empresa florestal possui várias areas de plantio, 

denom:Lnadas de projetos florest_ats, que podem estar em di f e 

rentes estados de desenvolvimE.mto. De um ano pura outro,os prQ 

jetos florestais mudam de estado, seguindo algumas regras de 

sucessão. A 'l'ab. 1 fornece os vários estados para uma floresta 

de eucaliptos e os possíveis estados no ano seguinte" 

Assim, para cada projeto florestal, podemos construir 1 

a partir de um es·tado inicial, várias seqüências de estados ao 

longo de um horizonte de planejamento de H anos, seqêlências cs 

tas que sao denominadas de planos florestais. 

Para cada plano florestal, podemos determinar o seu 

custo t.otal e a produção anual de madeira - dado em volume de 

madeirv. - caso o plano q seja implantado em toda a área do pr.":?: 

jeto p. Ou seja, temos os seguintes coeficientes: 

d cus·to ·total do plano q do projeto p 
pq 

apq(h): produção to·tal de madei.ra no ano h do plano 

q do projeto p, se ·toda a area de _plan-tio 

for ocupada pelo plano q 

E;m um projeto florestal, podemos implantar um o.u mais 

planos florestais. Por isso, definimos as variáveis X que r~ 
pq 

presentam a fração de área do projeto p em crue o plano q será 

implan·tado. É claro que devemos te:r:: 

Q(p) 
1: xpq ~ 1 

q;:;1 
para todo p (1) 
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Venda da terra logo após o corte. 

Primeiro corte após plantio seguido pela 
primeira rcgeneraçao (prim8ira rcbrota)" 

Segundo corte após plantio seguido pela 
segunda regeneração {segunda rebrota). 

Heforma: novo plantio em área cortada; o 
plantio pode ocorrer no mesmo ano do cor 
te ou até três cmos após o corte. 

Implantação: plantio em terreno nativo. 

19 ano apos I ou R. 

29 ano apos I ou R. 

39 ano após I ou R. 

49 ano após I ou R. 

59 ano apos I ou R. 

69 ano após I oú R. 

79 ano após I ou R. 

89 ano após I ou R. 

19 ano após B1. 

29 ano apos B1. 

39 ano após B1. 

49 ano apos B1. 

59 ano apos B1. 

69 ano após B1. 

79 ano upós B1. 

89 ano apos B1. 

19 ano •?.!.pÓs B2. 

29 ano após B2. 

39 ano após B2. 

49 ano após B2. 

59 ano após B2. 

69 ano após B2. 

79 ano apos B2. 

89 ano <Ol.pós B2. 

Aguardando _implantação. 

Projeto vendido (descartado). 

Corte sem plantio no mesmo ano. 

Um ano após C aguardando R. 

Dois anos apos C aguardando R. 

Três anos apos C aguardando R. 

Projeto potencial aguardando 
compra. 

eventual 

5 

21 

31 

11 

11 

12 

1 3 

14 

15,R,C,V,B1 

16,R,C,V1 B1 

17,R 1 C,V,B1 

18,R,C,V,B1 

R,C,V,B1 

22 

23 

24 

25,R,C,V,B2 

26,R,C,V,B2 

27,R 1 C,V 1 B2 

28,R 1 C,V,B2 

R,C,V,B2 

32 

33 

34 

35,R,C,V 

36, R, C, V 

37 ,R,C,V 

38,R,C,V 

R, C, V 

O,I,V 

5 

R, 41 

42 ,R 

43 ,R 

R 

6,I 

Tabela 1 -Estados de uma floresta de eucaliptos 

Fonte: Taube Netto,M. [8], pp. 23-24. 
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onde Q{p) e o numero to·tal de planos poss.i:veis do projeto p. 

Considerando que em cada ano a empresa deve satisfa 

zer uma determinada demanda de madeira b(h), o objetivo da em 

presa consiste em determinar quais os planos florestais que de 

vem ser implan·tados, de modo que o custo total seja mínimo e 

as demandas anuais sejam satisfeitas. 

Assim, queremos minimizar a função obje·tivo: 

p 
z ::; t 

p=1 

Q[p) 
E 

q=1 
d .x 

pq pq 

onde P e o numero total de projetos, sujeito as res·tr:Lções: 

Q[p) 
z; 

q=1 
a [h) 

pq 
X = b [h) 
pq 

[h=1, .•• ,H) 

[ 2) 

[ 3) 

No caso em que a utilização de estoques seja possível, 

a expressão (3) será modificada para: 

p Q [p) 

>: >: 
p=1 q=1 

a [hl • x +X
0

th-1) = b[hl + x
0

thl 
pq pq 

[ 4) 

{h=1, .•. ~H) 

onde x
0

(h-1) e x 0 {h) sao os estoques de madeira transferidos 

do ano h-1 para o ano h e do ano h para o ano h+1, respectiva 

mente. 

É claro que devemos considerar as despesas com arma 

zenumento na função objetivo, ou seja, sendo ct0 (h) o custo de 

armazenamento por volume de madeira no ano h, temos: 

H 
z = l: 

h=1 

p 

+ J: 
p=1 

Q[p) 
E 

q=1 
d .X 

pq pq 
[5) 

Note que x 0 (0) -quantidade de madeira em estoque an 

tes do horizonte de planejamento - e um dado do problema e 
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que x 0 {h), h= 1 1 ••• ,H são variáveis de decisão do problema. 

Ainda devernos considerar o f a to de que o tempo de 

estoc:agem de madeira nao pode ser superior a um ano e, por is 

so, acrescen·tamos as seguint>:~s restrições: 

(h =2, ••• ,H) ( G I 

Finalmente, devemos ressalt.ar que as recei·tas pr.::?_ 

venien·tes do. ·venda de terras devem ser levadas em conta nos cál 

culos de d como uma parcela com sinal negativo. pq 

Agora, podemos formular o problema de planejznnent.o 

florestal, para o caso em que é possível a ut.ilização de esto 

ques, do seguinte modo: 

s.a 

nün 

p 

r 
p=1 

Q(p) 
I 

p~1 

X pq 
> . 

H 
z = :E 

h~1 

p 

+ l: 
p~1 

Q(p) 
l: 

q~1 

d .X 
pq pq 

Q(p) 
1: 

q~1 

a (hl.x +X
0

(h-1) ~ b(hi + x
0

(hi 
pq pq 

para h= 1, ... ,H 

X ;} 1 
pq 

para p = 1, ... ,P 

o para p = 1, ... ,P 

q- 1,. . .,Q(p) 

para h= 2, ... ,u 

1.2. ,ÇONDIÇDES ADMINISTRATIVAS 

Além das restrições acima, podemos construir outras 

restrições para satisfazer certas condições administrativas 

Normalmente, a empresa floreHtal divide seus projetos por uni 

dades de produção, formando núcleos aos quais são especificados, 
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a cada ano, as cotas inferior e superior de po.rtíci:paç3o na prQ_ 

dução -to-tal ela empresa e os limites máx.imos de crescimento e 

queda de produção de um ano para outro. Assim, temos: 

CFI{s,h) ::;;; 
K ( s) 

I 
p=1 

Q (p) 
L 

q=1 
a (h) • X ~ CFS(s,h) 

pq pq 
(7) 

s::::: 1, ... ,s 
h-- 1, ... ,H 

onde 

e 

S numero total de núcleos; 

K(s) : numero total de projetos pertencentes ao núcleo 

CFI(s,h) 

CFS(s,h) 

s; 

cota fixa inferior de produção do núcleo s no 

ano h; 

cota fixa superior de produção do núcleo s no 

ano h 

K ( s) 
-QI1(s,h) ;O L 

Q (p) 
); 

q=l 
[a (h)-a (h-1) ]X ;S CM(s,h) 

pq pq pq 
(8) 

p=1 

s -" 1, ... ,5 

h-- 1 1 ... ,H 

onde: 

CN(s,h) 

queda máxima de produção do núcleo 5 1 do ano h-1 

para o ano h 

crescimento máximo de produção do núcleo 5 1 

ano h-1 para o ano h 

do 

produção do proje·to p no primeiro ano anterior 

ao horizonte de planejamento. 

As restrições {8) podem ser apresenta_das em termos 

percentuais~ ou seja: 



onde: 

e 

onde 

Q(p) . 
): ( 

q=1 
'100 u (h}- [100 +U(s,h}]a (h-1)1- ·x ;;í O 

pq pq . lXI 

s -- 1 1 ••• ,s 

h"" 1, ••• ,H 

9 

( 9) 

a ( s, h) porcentasrem máxima de crescimento da prod~ 

cão do núcleo s, do ano h-1 para o ano h 

K(s) 
E 

p=1 

f3(s,h) 

h=1, •. .,H 

porcentagem m~lxima da queda de produção 

núcleo s, do ano h-1 para o ano h. 

( 1 o) 

do 

Acrescentando as restrições (7), ( 8,, { g) e (10) ao 

problema de planejamento florestal, obtemos um problema de pr~ 

gramação linear que representado na forma ma-tricial, será do 

sequin-te tipo: 

s.a 

B1 x1 = b1 

82 x2 = b2 

B s xs = bs 

X
5 

~ O (s = 1, •• ~,S) 

onde: 



r cs1 
c c b,,o s2 ... sK(s} ,, 

= l1 1 
Bs 1 b ,, 

1 s 

. 1 
1 

s=1, ... ,s 
• 

e sendo: 

X0 vetor cujos elementDs sao as variáveis de estoque 

X vetores cujos elementos sao as variáveis que representam s 

A s 

fração de área;, s = 1 1 ••• S 

matrizes relativas as restrições (4) s o, 1 ... s 

C5p matrizes relativas ás restriç6es (7), [8), {9), {10), 

p "'~ l, ... K(s), 

1 -vetores linhas,cujos elementos sao iguais a l,que sao 

relativos ãs restriç6es dadas por (1) .. 



Cl\PÍ'l'ULO 2 

Nf:'I'ODOS DE RESOLUÇÃO DE PROBLEHl\.S COM 

ES'fRUTURl\. ANGULAR 

-. 
1 1 
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O problema de planejamento flo:r.rest,;:ll obtido no Cap. 1 

nos remete à classe de problemas de Programação Linear com es 

tx:-utura angular. Neste capitulo~ apresentaremos alguns mêtodos 

existentes para resolvê-los. 

2.1. MÉTODO G.U.B. (Generalized Upper Bounding) 

Este método, desenvolvido por Dantzig e Vnn Slyke [3], 

e uma adaptação do método simplex revisado aos problemas com es 

Lrutura linha-angular, ou seja, problemas do seguinte tipo: 

P1 

onde 

nas cujas 

min d1 x1 + d2 x2 + ... + ds xs 

s.a 

1 
A1 x1 + A2 x2 + + As xs = b o 

. 1 x1 = 1 

1. x2 = 1 

I 
1 xs = 1 

I x1,x2, ... ,xs ::: o l 

d vetores linha com n elementos i 
s s 

A matrizes de dünensÕC:o> m X ns s s 

b o vetor coluna com m elementos 

1 ' vetor linha cujos elementos sao 

Seja R, s = 1, ... 1 Sro conjunto dos s 
variáveis corresponden·tes pertençam 

s = 1 f • • • 1 s 

= 1 f ••• ' s 

iguais a 1 . 

indices das 

ao vetor X . 
s 

( 1 ) 

( 2) 

( 3) 

( 4) 

co lu 

Para que uma base do problema P1 tenha posto completo, 

e necessário que cada conjunto R, s = 1, ... ,s, 
s 

possua pelo 
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menos t~m índice cuja coluna pertença à base. 

De futo, se a base nao tivesse uma coluna de um con 

juJYto, digamos Rk' então a (m+k)-ési.ma linha da base teria to 

dos os elementos iguais a zero e o posto n5.o seria completo. 

Desse modo, uma base do problema P1 pode ser pa!_ 

t.ic ionada da seguinte forma: ' 

onde 

AL 
I 

AI 
~li 

I 
I ____ ..L, ____ 

( 5) -· I 

D 
I 

E I 
I 

I conjunt.o de Índices das colunas chaves, Mto e ' 
das S colunas, escolhidas de cada um dos S con 

juntos Hk, que garantem que a matriz bás:Lca seja 

nõ.o singular:; 

L conjunto de :Índices das colunas não chaves; 

H-L!fii; 

AL matriz de d:ünonsões m x m; 

A I matriz de dimensões rn x S ; 

D matriz de dimensão S x m, onde cada coluna tem um 

elemento igual a 1 e os demais iguais u zero; 

E matriz identidade de dimensões S x S . 

.As rcs·trições dadas por (3) nos permite escrever as 

variáveis correspondentes às colunas chaves em relação ãs de 

mais variáveis, ou seja: 

(s" 1, ... ,8) (6) 

onde x! e a variável do vetor X
5 

cujo índice pertence ao conju~ 

to I. 
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Note que cada vetor- Xs, s. = 1, ... , S, ·tem apenas uma 

variável com Indice no conjunto I. 

Subs-ti tu:Lndo v. expressão { 6) 

o seguinte problema reduzido: 

em { 1) e (2} ,obtemos 

onde 

sendo 

PR 
J x2 + ... + 

s.a 

\ 

Ã1 X~ + A 2 X~ + ••• + Ã5 

J J ,J x
1 

,x
2

, ••• ,x
5 

> o 

J conjunto dos lndices das colunas da matriz de res 

trições que na0 pertencem ao conjunto I. 

- di d o I I d I . J lds)i (ds) i s s J s 
p/i s J 

[lÃ ) j l lÃ ) i (As) i I A - o - A s s s s p/i E J 

XJ o [(Xs).] s . J 
; p/i E J 

s 
AI bo " bo - E 

S=1 
s 

d 1 coef1ciente de custo cujo índice pertence ao con 
s 

junto R
5 

e ao conjunto I 

I 
!'. coluna da matrtz A cujo .índice pertence ao con 

s s 

XI 
s 

junto I 

variável cujo indice pertence ao conjunto R5 
ao conjunto I. 

e 

NÓs podemos. obter urna base para o problema· reduzido a 

partir de uma base do problema Pl. 

De fato, seja: 



1 5 

( 7) 

onde E 1 e a matriz idcnti.clude com dimensão m x m. 

Pós-·multiplicando a matriz básica pela matriz V,temos: 

= [ -~~-t--~=-] 
0 I E 

' 

-I 
onde A~ é dada por: 

Logo, det 

, B 
Corno vimos, a ma·t.riz Ql e dada por: 

;:;abcmos que c1et ~ B /: O e 

f- O, o que intplica em det 

podemos 
-L 
A f, O. 

( 8) 

ve.r que det V=1. 

. -L 
Este resultado nos most-.ra que a matrlz A c uma base 

do problema reduzido. 

. -L A matrlz A e chamada de base de trabalho do problema 

P1 e podemos u·til.izii-la para calcular todos os 

s.Lmplex, com a vantagem ele que a matriz ÃL tem 

que a mutJ:iz básica )à B. 

passos do método 

dimens5.o menor 

Não apresentaremos aqui todas as opc.raçoes do método 

simplex utilizando a base ele trabalho, remetendo o lei·tor a Las 

don [4]. Para nosso propósito, que é resolver o problema de pl~ 

nejamento florestal, apenas mostraremos a representação de uma 

coluna em relação à base. 

Sejam%{ j uma coluna tal que j f: Rk e %{ B uma base do 

problema P1. NÓs queremos calcular: 



que e equivulente a 

Seja 

V Zj . 

onde V e a matriz dada por (7}. 

Substituindo ( 11) em ( 1 O) 1 temos: 

ou seja, 

;(B zj j 
)é;t • -~ 

que e idêntico a 

zi 
1 

i z 1 ffi+ 

o 

1 

o 

Do.s S últimas equaçoes, temos: 

zi 
m+i " o ;; i ,)_ s ' i 

i 2
m+k " 1 

posição Jc 

# k 

16 

( 1 o I 

( 111 

( I 2) 

( 13) 

Substituindo estes valores nas primeiras m equaçoes 1 

temos: 
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zi 
-L 1 

1\I Aj A . + -
zi k 

m 

Definindo 

da expJ:essao acima obtemos: 

~ 1 ~ -r 1 .J~ AI] :r " (A "l- [A - k ( 14) 

Combinztndo este resultado com <'l expressao ( 11) ,podemos 

calculu.r.: 

r -i I (_::J A~ 

1 
,~~ 

' I I 
! Ãj I E1 o i o 

,.. j ' __ :;: ___ I , 
:;!l " " 

-=~-~~-~ 
(I 5) 

I ~;+ 1 I !-k-posição k 

J 
I :. j o . A J L ·m+S_ ~ J 

Sabendo que o :índice da t-ésima coluna da matriz D pe~ 

tence ao conjunto Rr(t), então a t-ésima coluna da 

su.L um elemento igual a -1 na posição r (-t) e zeros 

matriz -D po_§_ 

nas de.mais 

posições. Assim, ao fazermos o produto escalar da i-ésima 

da matriz -D com Zj, ·teremos um valor diferente de zero 

que r{t) for igual a i. 

Portanto, se dcfi.nirmos o conjunto: 

~(i)" lt/t c (1,2, .. Jl1);r(t) "il 

os elementos do vetor ~j serão dados por: 

li.nha 

sempre 

( 16) 



teríamos 

onde 

M,i " -zi 
;étl ~ 

i= 1, ... ,m 

E -i p/ i 1 , .•• J s zt " 
tE<V(i) 

;ili " m+i -j 
1 - E zt p/ i " k 

te~ (i) 

De muneira án.&loga para o vetor b igual a 

b " 

1 

b . ;;;;:; 
ffi-1-l 

1 - z: 
tc1p(i) 

18 

( l 7) 

i ;I k 

( 18) 

( 19) 

( 2 o) 

2.2. METODO G.G.U.B. (Generalized Generalized Upper Dounding) 

O problema a ser resolvido e do seguinte tipo: 



P2: min d1 x1 + d2 xz + ... + ds xs ( I I 

s.a 

A1 A2 ... As 

j:~ 1 
bo 

B1 - bl 

B2 ~2 l ~s J ' .. 
Bs L bs 

( 2) 

x1 ' x2 1 ••• ' X"'~ w 
o ( 3) 

onde: 

d vetor linha com n 
s s elernen tos; s " 1, ..• , s 

As matriz de dimensões mo X n s "" 1 ' ••• , s s 

l3 s 
matriz de dimensões ms X n s 1 , •.. f s s 

bs vetor coluna com m s elenr..ntos s " 0,1, ... ,s 

s 
n " l: n 

s=1 
s 

O método G.G.U.B. é uma adaptação do método simplex 

revisado par21. problemas cuja matriz de restrições possui a cs 

trutura dada acima, istO é, possui estrutura bloco-angular. 

Pura representarmos este método, segu.iremos o procedi 

menta adotado por Ribeiro em sua tese de doutorado [7]. 

O principio deste método é semelhante ao do rn6·todo 

G.U.B"~ ou seja, a partir de um conjunto de colunas chaves, Ü->o 
I 

lamas as variáveis X 5 , s = 1, ... ,S, onde I é o conjm1to de in 
s s -

dices das colunas chaves que pertencem ao bloco s, e construi 

mos um problema reduzido, obtendo uma base de trabalho Ãr.... 

A segu.ir, descreveremos este processo mais detalhada 

mente. 
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Para que a matriz de restrições s-eja n5.<)-SÜlt]tüar 1 e 

necessário supor que 

completo. Assirnr nos 

as matrizes B 1 s "' 1, ... ,S, t.enham posto s 
podemos formar bases para o problema P2 que p 

particionadas em colunas chaves (conjur)'to I) e colunas não cha 

ves (conjun-to L), são do tipo: 

i!!' ~ 1-''-~ _,, J ( 4) 

BL ! BI ' 

onde 
I . I2 I 

AI = [A 1 Az A 
5 1 (5} 

1 s 

I. ~ 

I I 1 
B1 

BI 12 
(6) - ll 

2 . 

L rs 

J B s 

Uma vez que a ma-triz básica e nao singular, e sempre 
I 

possivel ordenar as suas colunas de modo que as matr:ize::; B 5 
I s 

s = 1, ... ,S, t.cnham posto completo. Com isso, a milt.riz D é nao 

singular. 

Reescrevendo o problema P2 com a matriz de rest:rições 

particionadas em colunas nao chaves 1 chaves c não básica~·;,l~cmos: 

min 

s.a 

[ALIAIIAB 
____ ..!. ____ ..!. ___ _ 

BL !li I BB m 

onde 
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b ~ 

e B e o conjunto de índices das colunas rwo básicas. 

l\s primeiras m
0 

res·trições sao chwnadas de restrições 

globais ou de acoplamento c as demais 1 de red'Lrições locais. 

Do conjunto de restrições locais, nós temos: 

I I 1 L L B B 
X ~ (B ) - (b- B X - B X ) ( 7) 

que, substib..ündo no conjunto de restrições globais e na função 

objetivo, nos fornece o seguinte problema reduzido: 

PR: 

onde 

da em: 

dL XL -U H 
min + d X 

s.a 

ÃL XL - ll ll 
+ A X 

L 1l 
X ,X >,; o 

-L é cli(BI)-1 cl ~ -

-s dB di(BI)-1 d ~ -

ÃL 
~ 

AL - AI(IJI)-1 

ÃTJ ~ AB - AI(BI)-1 

- AI(BI)-1 bo - bo -

Com esta operação, 

[
-L: 

= -~·--}--2-
ÊL: E 

' I 

~ bo 

BL 

B B 

BL (8) 

BB 

b 

- 1"'1 B a matriz basica .i::t foi transforma 

( 9) 
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onde 

E e a matri-z identidade de o.rdem m. 

Como a matriz %18 foi obtida por transformações de 

pivotamcnto a partir da matriz %[6 que tem pos-to complcto,entâo 
,...B -I 

a matriz%{ tem posto completo, o que implica em posto (A') = 
-L m0 . Ou .seja, A é uma base do problema reduzido. 

I -L 
u-tilizando as matrizes lY o B s 

s ' 
s = 1, ... , S, podemos 

desenvolver t.odos os passos do método primal-simplex, cujos de 

talhes podem ser vistos em [7]. é 

2. 3. HÊ:'l'ODO DUl\L-SIHPLEX PAH.A RESOI.NER PROBLEMAS CON ESTH\J'l'URA 

BUX~O ANGULAR 

Ribeiro [7] desenvolveu o mét.odo dual-simplex para r~ 

solver problemas com estrutura bloco-angular, como o problema 

P2 da seção an-terior. 

Como nas seções anteriores, apresentaremos o princ.::~ 

pio básico do método, indicando a tese de doutorado de Ribeiro 

[7] pura maiores detalhes. 

Seja 1T 
0 

o vetor cujos elementos sao as variáveis duais 

correspondentes às restriçOes de acoplamento. 

Do problema t'2 1 para um valor arbit:cário de Tr
0

, pod~ 

mos construir o seguinte problema: 

min d' X 

s.a 

f:~ 
X ~ b 

o 



onde 

Este problema pode ser particionado nos seguintes pro 

blemas auxiliares: 

min d' X 
s s 

' s.a 
{PAP) 

f:: 
X bs s 1, .. ~,S s o = s 

?. o 

Dos problemas auxiliares, nós podemor; obter o conju!:!:. 
ls to I de colunas chaves e as bases B , s = 1, ... ,S, duais- facti 
s 

veis. 

Com estas matrizcs 1 podemos construir o problema re 

duzido: 

PR: 

s.a 

onde 

J conjunto dos indices das colunas da matriz de 

restrições que na o pertencem ao conjunto I. 

-J dJ di(BI)-1 BJ d o 

-J AJ AI(BI)-1 BJ A o 

bo = bo - AI(BI)-1 b 

Note que no problema reduzido nós relaxamos a restri 

çao 

Do problema reduzido, obtemos uma base dual-fa.ctível 
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ÃL e um conjunto L de colunas nao chaves que, junto com as col~~ 

nas chaves, formam uma base dual-factível para o problema o:cig2-. 

nal. 

UU .. lizando a rnatriz de trabalho 
I , 

Il s 
,., f ,, 

s = 1, ... ,S, ~odemos calcular os valores dils vari.J.vcis básicas. 

Se tivennos X ;;:: O, então a solução é ó·tima; caso contrário, d~ 

terminamos as colunas a saír e a entrar na base, obt.cndo um.:t 

nova base dual-fac~ivel. 

2 , 4 , Mf;TODO DE ROSEN 

Assim como o método anterior, es·te método trabalha com 

bases duais--factíveis. 

os 

A partir de um vetor 11
0 

axbitrá.rio, podemos construir 

problemas auxiliares cuja resolução nos fornece as bases u
15 

ls Is ~1 s 
s " 1, ... ,S, e as soluções X = {B ) b ;;: O; s = 1, ... ,5. s s s 

Com isso, construímos o problema reduzido de onde 

obtemo~:; a - L soluçao X "' 

Has das restrições locais, temos: 

I s 
X 

s 

L 
(b - B 

5 

s s 

L 
X s) 

s 

onde L e o conjunto de índices do conjunto I, cuja coluna pe.!::_ 
s 

t.ence ao bloco s. 

Substituindo o 

obtemos os novos valores 

colunas chaves. 
I' 

Se X s ~ 
s 

,1 L.::: . valor ue X "" nas equaçoes ac1.ma, nós 
Ii s -

X s das variaveis correspondentes às 
s 

O para todo s,então a solução é Ótima 

porque os conjuntos de colunas chaves e não chaves formam uma 

base dual-factlvel para o problema original e temos x 8 ~ O,onde 

B "L$ L 
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I' 
Se X 5 

f. O para algum s, podemos construir as segui~ s 
tes problemas: 

min 

s.a I B :s . 
l x:s?: o 

para s = 1, .•. ,s e s tal que 

onde 

I' 
X s 

s ~ o, 

( 1 ) 

( 2) 

( 3) 

E possível provar {ver I,asdon [3]) que a partir da 
Is 

matxiz B ·· , podemos permutar as colunas do conjunto B obten 
s s 

do novas bases para o problema P
5

. Assim, resolvendo estes pr.::?_ 
Is 

blernas, obtemos novas matrizes B com as quais const_ruimos 
s 

outro problema reduzido, iniciando uma nova 1teração. 
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CAPÍTULO 3 

RESOLUÇÃO DO PROBLEMA DE PLANEJAMENTO FLORESTAl', 
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Ne~3tc capitulo 1 os método prima.l-simplex , du.::ü- sim 

plex e o método de Rosen, descritos no capítulo anterior, serao 

adaptados para resolver o problema de programaÇão lineur decor 

rente do modelo de planejamento florestal, apresentado no pr_! 

meiro capitulo. 

A descrição dos dois primeiros métodos seguirá, basi 

cumente, u. ordem de exposição de Ribeiro 

s~io das v ar iãvej.s de estoque, 

[7J; sendo que a inclu 

das matrizes x 0 ,_e a estrutura 

bloco-angulares, exigirão um tratamento específico em cc.rtas pas 

sagens, principalmente no processo de atualização das baseso 

Quanto ao método de Rosen, apenas chamaremos a atenção 

para algumas purticularidades que surgem quando utilizamos o me 

todo para re~;olver o problema florestaL 

3. 1. HÊTODO PIUMAL-SHIPLEX 

Acrescentando as variáveis de folga ao problema de 

planejamento florestal, obtemos um problema do seguinte tipo: 

PF: min 1t0 J 
( 1 ) 

s.a 
%11 X o I =u 

X 

( 2) 

o xo ;;; ~ ( 3) 

X ~ o (4) 

sendo 



b= [d o d1 d2 ... dsl 

-

onde 

Ao A1 

B1 

%I = 

L 
x1 

xz 

X = 

xs 

d vetor 
s 

A s 
matriz 

BC matriz 
= 

b 
s 

vetor 

s 
!TI = l: 

s.=1 

Az ... As 

B2 

Bs 

linha com ns 

de di,'nensões 

de d.imensÕ<2s 

coluna com m s 

n 

e ainda 

B = s 

1 

c 2 ••. c () s . sK s 

t 

1 

b= 

elementos 

mo X n s 

ms X n s 

elerrentos 

s 
= L n 

s"~o 
s 

; b = s 

28 

bo 

b1 

b2 

bs 

s = Ú t 1 1 • .. ( s 

s = o f "l ' . . . 's 

s - 1 ' . . • 1 s 

s = Q 1 1 I • •• f s 

b 
sO 

1 

1 

1 



onde 

c ' 
SJ 

matriz de dJ.mensões m x n , 
S SJ 

j=1, ... ,K(s} 

b 
50 

vetor coluna com m5 elemen-tos 

1 vetor linha cujos elementos sao iguais a 1 

ms o m + K ( s) 
s 

K ( s) 

ns o >: n 
sj i= 1 

Agora, definiremos os seguintes conjuntos: 

conjunto dos índices das colunas da matriz 

que pertecem à subrna tr .i z ~1 5 dada por 

A 's 

o 

B 
s 

o 

s=·l, ... ,s 

H cOnJ·unto dos indices CJUC nertc:;ncem iJO con sj ~ 

junto u
5 

e cujas colunas Lenham um 

elemento igu<ü a 1 na (iJ\
5 

+ j) -ésirnu posição 

da matriz B5 , s = 1, ... ,s e j = ·I, ... ,K{s). 

29 

Para que a matriz %{-tenha posto completo, é neces:::;ário 

que as matrizes B5 , s = "1 , ... 1 S sejam não-singulares. 

esta hipótese, o que nos permite construir uma ma·triz 

para o problema (PF) • 

Admitamos 

b - , PrB aslca ,Çt 

Sejam: 
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B
5 

conjunto dos índices d.:1.s colunas bá;.:;icas que pe!: 

tencem ao conjunto u ; s = 1, •.. ,s. s 

B
5 

conjunto complementar de B
5 

em relação ao conju_!!. 

to u
5 

(colunas não básicas); s = 1, ... ,s. 

part.ição s submatriz formada por m linhüs da mdtJ:iz 
s 

básica 

que cont.êro1 todos os c.Lc~nH.ontos da submatL·iz 

Not.e que os elementos diferentes de zero da 

partição s necessariamente pertencem as 

com .índices no conjunto 8
5

• 

partiçáo s : 
• • B • 

lo . . s. "O] ••... B .•••• 
. s . . 

colunas 

Com as definições acima, podemos demonstrar os seguin 

tcs teoremas: 

'l'eorema 1 : 

Dem. 

Teorema 2; 

Dern. 

'l'oda matriz bií:üca ~l 8 
do problcmü 

Bs 
(PF) e tal que po~ 

to [B ] ~ m •. r s = 1, ... ,S. s ,';> 

Dada uma pa:ctição s, os únicos elementos 
Bs 

B 

diferentes 

de ze.ro serão os elementos da matriz 
Bs 

que o posto ele B seJ· a inferior a m · s B sI 
que as 1 inhas de %{ na partição s sao 

pendentes, o que e impossível, uma vez 

base. 

s Suponhamos 

isto implica 

linearmente de 
B -

que )à. e uma 

Toda rna triz 

coluna cujo 

Bc 
B 5 ~~ s = 1, .•• 1 5, possui pelo menos uma 

índice pertence ao conjunto R . 1 para 
SJ 

do j = 1, ••• ,K(s}" 

nao possua colunas com 

to 

ín Suponhamos que a matriz 

dices no conjunto R5k; isto significa que a linha 
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m
5 

+k possui todos os elementos iguais a zero, o que e .impossí

vel, di.ldO que o posto da matriz B;Sé igual a m5 . 

si c a 

sendo 

Os '.reoremas 1 e 2 nos peL-nütem particionar a matriz bá 

da seguinte forma: 

L 1 L 1 I 1 1 2 1 S 
Ao/ A } A1 A2 AS 
---+---~------------------

I 

1 I I 
I I 1 
: I B1 
I I 
I I 
I I I 
I J3 J I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

" 

AL I A.L I AI 
0 I I 

I I 
I I 

----r----~----

1 I 
I L I I 
I B I I3 

%li 

B 5 : matriz de ordem m x m_; s = 1, .•. ,S 
s s s 

L conjunto dos índices das coluna da matriz 

[ mL : (?1L] (colunas não chaves _da matriz 
):;lO • ,et 

básica) . 

I : conjun-to dos indices das colunas da matriz 

%{.1 {colunas chaves danKltriz básica). 

conjunto dos índices da::3 colunas chaves 

que pertencem ao conjunto U5 ; s"' 1, ... ,S. 

Além d.isso, as submatrizes dadas por: 



I 
<' 

A " 
s 

o 
--y--

8 s 
s 

o 
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;s=1, ... ,s 

estão com as colunas ordenadas de modo que os elernentos da ma 
I 

-triz B
5 

5 apresentem a 9eguinte disposição: 

onde: 

juntos: 

I s 
Bs = 

I" I I ) I I I I ) 
c s I c s 

I s I s 
--------+---------- s = 1 f ••• 's 

I 
D I E 

s I s 

conjunto dos índices das colunas nao chaves de 
I 

matriz B 
5

5 , s = 1 , .•• , S 

conjunto dos indices das colunas chaves da ma 
I 

·triz B 5 ; s = 1, ... ,s 
s 

I
5 

= LII
5

) ID I(I 5 ) 5- 1, ... ,8 

LII ) 
c s 

s 
III ) 

c s 
s 

matri.z de dimensões m5 x m5 

ma·triz de dimensões m x K (s) s 

D
5 

matriz de dünensÕes K(s) x ffi 5 ~ onde cada coluna 

possui um elemento igual a 1 e os demais iguais 

a zero 

E
5 

: matriz identidade de ordem K(s) x K(s_). 

Antes de prosseguirmos, definiremos os seguintes con 
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r..
0 

conjuntos dos indices das colunas da matriz bási 

ca correspondentes às variáveis x0 

L
5 

conjunto de indices das colunas da matriz básica 

que pertencem ao conjunto L e ao conjunto u
5

, S= 

1 1 • • • , S 

'B" conjun-to dos índices das colunas nao básicas cu o 
jas variáveis pertencem ao vetor x 0 

L Lo (jJ L1 @ • Ls 

B Lo • B1 & • Bs 

B L ID I ; s " 1 1 • • • 1 s s s s 

B Bo • 81 ID . .. • Bs 

Para um.:t 

~particionada em 

dada matriz básica, podemos escrever a matriz 

colunas não chaves, chaves e não b~ísicas e 

dividir o sistema (2) em um sistema de restrições globais e um 

sistema de restrições locais. 

'l'emos en·tão, para as res·trições globais: 

--dL I dL I di B I B XL 
o I I do I d o z 

I I I I 
-----1------v-----1-----1----

XL " ( 5) 
I I I I 

AL 
I 

AL I AI I I 
AB bo I I I AB I o I I I o I 

XI 

xB o 
xB 

e para as restrições locais: 

( 6) 



O Teorema 1 garan·te que a matriz 
L 

- [B s 
s 

I 
B S) 

s 
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; 

' 't' s = 1, ... ,S, tem posto lgual a m5 . Portanto, é sempre possivel 
I 

particionar a matriz básica de modo que a matriz B s seja não -
s 

singular, o que significa que B1 é não-singular. 

Pré-multiplicando (6) por (BI)- 1 , temos: 

-L 
[B E Êlll xL = b (7) 

XI 

XB 

onde: 
-L (BI)-1 BL B = 

-73 
B = (BI) -1 Bll 

b = (BI)-1 b 

De (7) obtemos: 

I -r I -F ll X" = b - B" X' - B X (8) 

que, substituindo em {5), fornece o seguinte problema reduzido: 

PR' 
,L ! d_L I o d)j I d l3" XL 

[~:-] 
"o I I o I o 

I I I I 
----~----~----r----~---- = 

I I I I 
-l3" 

XL 
AL I -L I l AE I 

I A I o I I A o I l l o I 
XI 

lx! 
xB 

onde: 



~L 

d = 
-B d = 
-L 
A = 

-B 
A = 

z = 

bo = 

Seja 

dL 

dB 

AL 

AB 

z 

bo 

-· A~ 

o 

-

35 

I ÊI' -· d 

di ~s - n 

AI -L - B 
( 9) 

I -6 - A B 

di b 

- AI b 

•reorcma 3 A matriz nâ8-singular" 

Dem. 

triz 

A matriz básica :tJ: 8 sofreu transformações d(~ pivot.§: 

mcnto que não modificam o posto da matriz. l\. nova 

matriz que tem posto iqual a m0 + m, pode ser escri 

ta na forma: 

Como a matriz iclent.idade tem posto igual a m, a ma 

tem posto igual a m
0

, sendo, portanto, não singular. 

Pré-multiplicando as restrições do problema reduzido 
-L -1 por (A0 ) 1 obtemos: 

L ' I I I -
xr' I -L I o I dE I - B 

t~:-J 
do I d I I o ld o I I I I 
----L----~---~------~--- = I I I XL 

I I -B I -8 
I o I I -

E o I I Ao ,A 
I I I I .X 

xB o 
73 

X 
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de onde tir·amos 

r:n 
~ -il 0,; 

~- .}-- Ãs = bo - Ao ( 1 o) 

sendo: 
-il <Ã~I- 1 Aif Ao = o 

::f3 
(Ã~I- 1 -il ( 1 1 I A = A 

- (ÃL) -1 bo Go o 

Sejam: 

F conjunto dos índices das linhas do vet.or dado o 
XL ( 1 o} correspondentes . -por as varJ.aveis o 

F conjunto dos índices das linhas do vetor dado 
1 

XL por ( 1 o} correspondentes as variiiveis 

Com isso 1 podemos particionar a expressao < 1 o I da se 

guintc maneira: 

XL riiol F 
-B xB â,BJ XB ( 1 O ai = - [i\O]F o o F o o o 

XL " .p; if tff,BJ XB = fb 0 J F - [AO]F ( 1 o b I o F 
1 1 1 

Substituindo (10a) e (10b} na função objetivo de (PR) 1 

encontramos: 

( 1 2) 
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onde 
-1l = d1l dL [Â 1ll -L -1l 
do o o o F0 

d [A0 J P 
1 

OB ;:;rr dL "B <hÃ8 J { 13) do = - [ 1\ J F -o o F1 

- L o -L : -z = z - dO[bO]F - d [bO]F 
o 1 

E substituindo { 1 Ob) em { 7) ' temos: 

[O E iJB ="E 
B XL = b { 1 4) 

XI 

xB o 

xB 

onde 
-1l _fiL [ÂBJ B = O F 1 

=Ti - B íir'rK"EJ { 1 5) B = B -
F1 

b 5 -L " = - B [bO J F 
1 

De (14) 1 tiramos: 

{ 1 6) 

Utilizando as expressoes obtidas acima, calculamos to 

das as operações do método primal-simplex. 

3.1.1. SOLUÇÃO BÁSICA 

Das expressoes (10) e (16), podemos deduzir: 
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I:~] 
o 

[Âsl i = b ~ 
~j ( 17) 

o i<~ 
o 

I 
b - ~ r ih i X = ~j (18) 

js~ 

onde o conjun·to cp é dado por 

A partir das expressoes acimaT podemos determinar a 

inversa da matriz básica. De fato, sabendo que: 

XB r,yB -1 lJ . 
= lçl ) . - ~ 

jE~ 

de (17) e {18}, obtemos: 

-· (J,~)-1 i -1)\j'l-1 AI(BI)-Í 

-----------------~------------------------------------
-IBI)-·1 BJ"(Y,L)-1 i (BI)-1 + (BI)-1 BL(ÃL)-1 AI(BI)-1 

O F 1 O F 1 1 I 

( 1 9) 

3. 1 . 2. VETOR I!UL1"IPLICADOR P = ( rr
0 

rr) 

Os valores das variáveis duais são obtidos pela cxpre..§_ 

sao: 

que e equivalente a 

(20) 
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Sabendo que 

-L dL di -L 
d = - B 

-L AL AI -r, 
e A = - B " 

de (20) temos: 

' 

(21) 

3. 1. 3. CUS'l'O RELl\.'l'IVO DAS VARIÁVEIS NÃO BÁSICAS 

o custo relativo e dado por: 

"'-

[-~oq 
dB = é - (H TI) = dB - "o AB o o o o o 

"'-

[-~;-l 
dB = dB - in 0 

TI) = dB - "o AB - 11 BB 

Substituindo os valores de TIO e <T dados por (21) nas 

expressões acima e comparando o resultado com (13), concluimos 

que: 

12 2) 
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3.1.4. CRITÉRIO DE OTIMALIDADE 

Sendo um problema de mini111ização, devemos ter: 

-B 
[dO]j " o se B [XO]j = o 

-B 
[dO]j ~ o se B rxo l j = ~j ( 23) 

' 

r~r 13 1 . ~ o para todo j s (jj Bol 
J 

3. 1 • 5. EXPRESSÃO DAS COLUN1\S )Z.]Y e Ú EH RELAÇÃO À BASE 

NÕs :1ueremos calcular a expressao: 

Mas, de ( 12) e ( 14) 1 sabemos que: 

Port~nto 1 se a coluna ~~r corresponde a uma variável 

do vetor x
0

, :tly será dado por: 

(24) 

E se a coluna ~y corresponde a uma variável de ve 

to r X, temos: 

(25) 



41 

1\nalogamente, para o vetor lJ temos: 

A expressão do vetor b em relação R base é utilizada 

para o cálculo das variáveis básicas como mostram as exp~essões 

(17) e (18). 

3. 1 • 6. DE'l'ERMINAÇÀO DA COLUNA A SAIR DE BASE 

A atualização das variáveis básicas pode ser feita a 

través da scquinte equaçao; 

B' X . = 
] 

•y 
@ . 

J 
j < B I 26) 

onde X e él variável a entrar na base e 
y 

"" X' y 
X 

y 

Nós iremos atribuir um valor para !:>X de modo que uma 
. • . XB' . B t. . d l" y t D d var.1.aVe1.s , . , J c , a lDJa um e seus 1nu· es. esse mo o, 

J 
considerando os casos em que X = O ou x,

1 
= ~y (para y s 8

0
) 

•y y 
sinal de *lj e o fato de j E L

0 
ou j s B, podemos calcular o 

das 

' o 
v a 

lor de LI.X para cada variável bás.i.ca. O menor valor obtido, 
y 

em 

módulo, será o escolhido. 

Assim, temos: 

= o 

min para j t: B (27) 

j/ ~j > o 



min 
·y í/%!'j <o 
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( 2 8) 

( 3 I ) 

A coluna a sair da base sera aquela cuja variável cor 

respondente nos forneceu o valor y~ 

3. 1. 7. Cm·1ENT1\.RIOS SOBRE A ESTRUTURA DA HNrRIZ BI 

Pa.ra a determínação das expressoes anteriores, part . .:!_ 

mos da mat.riz {B 1) - 1 , ou seja, do cálculo de (B 1 ) -: 1b 1 (B1 ) - 1 . BL 

e (BI)-1.BJl. 

Estas multiplicações podem ser feitas considerando a 

estrutura da ~atriz {BI)-1 que e bloco-angular 1 desde que esta 

matriz é a inversa de uma matriz bloco-angular. 

Desse modo, a multiplicação (B1 )
1 ~1?, por exemplo, ser a 

dada por: 
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' 
I 

Agora, para calcular (B5 
8)- 1 .b

5
F s ~ 1 , .. • 1 S, pod~ 

Is 
mos considerar a estrutura da matriz B

5 
e utilizar as bases de 

trabalho 

L (I ) 
= c s 

s 

I(I ) 
c s 

s 
D 

s ( 3 2) 

como vimos na apresentação do método G.U.B. no capitulo anterior. 

Dessa forma, ·todas as expressões do método , simplex 

podem ser obtidas através das bases do trabalho 
__ _LII) 

A~ e C5 ; s = 

1, ... ,8. 

3. 1 • 8. A'l'UALIZAÇÃO Dl\8 BASES DE TRABALHO 

Antes de iniciarmos, queremos avisar que as posições 

das colunas são dadas em relação ao conjunto a que pertence o 

indice da coluna, ou seja, em relação aos conjuntos L e Ih' que 

têm os seus elementos ordenados de acordo com u posição das colu 

nas na matriz básica. 

' "'p ' -SeJam ~ , na poslçao i 1 a coluna a sair da base e 

Qly a coluna a entrar na base. 

Dependendo dos conjuntos a que pertencem os ·r.ndices 

p e y , temos os segllintes casos: 
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Caso 1: p s L 

NÓs podemos permutar as colunas ~f) e @y atualizando 

b d t b lh (A-r
0
.l-1. a ase e ra a o 

Caso 2: 

Caso 2a: 

1\ substituição da coluna .§0 pela coluna RI Y f ar ia com 
-~ 

I' 
:1t1e a nutriz l3hh(Ih =Ih- {p} + {y}} ficasse com uma coluna com 

todos os elementos iguais a ze.ro. aas, o 'l'eorcma 1 garante que a 
B' 

ma:tr.iz Bh h { Bh ""Bh - { p} + { y}) tem posto comple I.: o e, portanto, 

existe uma coluna T %{ , com T s Lh e na posição t., tal que a 

coluna [BL]T e linearmente independentP. das colunas da 
I h 

matriz 

Bh h (Ih " Ih { P) ) . 

Dessa forma, podemos permutar as colunas ~( e QJY. En 

tretanto, para que a estrutura bloco-angular da matriz básica se 

ja mantida, nós 

matrizes 

Caso 2b: 

-L -1 
(Ao) 

p T 
permutamos as colunas ~ e %{ , atualizando 

L(Ih) 
e (C ) - 1 ,e aplicamos o Caso 1. ,. ,, 

NÓs devemos considerar duas situações: 

as 

Caso 2b1: Existe urna coluna da matriz BL com elementos diferen 

tes de zero na partição h, ou seja, existe T s Lh4 

É claro que nos poderíamos 

atualizando as matrizes 

permutar as colunas 
_L(Ih) -1 

e (C
5 

) , desde que 

e 

a 
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I' 
nova matriz B h (I' 

h h 
- .{pl + (y}) tenha posto completo. 

Entretanto, preferimos aplicar o Caso 2a em vez de trabalhar cem 

mais um caso no método. 

Note que neste caso, nos consideramos que a simples ~ 

xistência da coluna Q:l_T é condição suficiente para que a coluna 

seja linearmente independente das colunas da matriz 
I 

B h 
h 

Caso 2b2: A partição h da matriz BL tem todos os elementos i 

guais a zero, ou seja, não exis·te c t. L tal que 

Agora, devemos trocar a coluna QIP pela coluna .§_y d1: 

rotamente, e como 
L 

temos Bh = 0 1 a matriz 

sendo necessário, apenas, a-tualizar a matriz 

Caso 3' 

Caso 3a: 

!?I' ' Como provamos no Caso 2a, existe uma coluna ~ com 

T c Lh e na posição t, tal que 

pendente das colunas da ma·triz 

L T -
a_coluna [Bh] e linearmente inde 

I 

Bhh (Ih = Ih- (p}). 

Além disso, devemos considerar as seguintes situaçõ~s: 

Caso 3a1: Não existe T c Lh, tal que T c Rhk" 

N t l r?IT e !9tp , nos este caso, se permu armos as co unas ~ ~ 

I 
destruir1amos a estrutura linha-angular da matriz Bhh~ Portanto, 

I 
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devemos permutar a coluna QIP com uma coluna ' Qf ,comt' c: L(~) 

e na posição T' 1 tal que T' s. lbk· A existência desta co 

luna é garantida pelo 'l'eorema 2f uma vez que a inexistência da 

coluna T' :@ faria com que a nova matriz básica tivesse nenhuma 

coluna com índice no conjunto Rhk' o que contradiz o teorema. 

Assim, podemos permutar as colunas ~P e 
L (I ) 

atua-

lizando a matr·iz {C h ) - 1 e aplicar o Caso 2a. 
h 

subrna triz 

Note que nao precisamos atualizar a matriz 
.. Lh 
A e dada por 

onde a 

De fato, as permutarmos as colunas QIP e %{T 
1 

da ma 

triz básica, 
I, 

matriz l\hn e 

nós permu·taremos as colunas das posições 9, e t' 
I 

as Linhas das posições Z e t' da matr.iz (Bhh) -·
1 

nao alterando, portanto, a matriz 

Caso 3a2: Existe T s Lh tal que T .c Rhk. 

Nós temos as seguin·tes situações: 

Caso 3a2a: Existe T' s J_,(Ih) tal que -r' s Rhk. 

da 

É claro que poderiamos permutar as colunas Qlp e :El1 
1 

mas preferimos aplicar o caso 3a 1, em vez de ·termos mais um caso 

a considerar no mé·todo~ 

Caso 3a2b; Não existe T' E L { r
11

) tal que T 1 s ~k. 

NÓs poderíamos trocar as colunas lfp por. l{y diretamen 
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I 
te, mas para manter a estrutura linha-~ngular d<J. matriz n 11

11 p.r~, 

ferimos permutar as colunas §p e gl, atualizando a matriz 

( ;Lol-1 l. c 1 :~ e ap. lCar o aso • 

Desde que o conjunto 'L{I11 ) nao possui elementos no 
_L (Ih) 

con·J·unto R a matriz Ch nao e modificada. hk' 

Caso 3b: 

Caso 3b1: Existe uma coluna 
T .@ , L c: L, tal que 

Este caso é semelhante ao caso 3a 1 podendo ser dividi 

do nos seguin·tes casos: 

Caso 3b1a: Existe uma coluna tal que T ' s R. k ~ 
l1 

NÕs aplicamos o Caso 3a1 permutando as colunas ;.t{p e 

~T' • 

Caso 3b1b: Não existe T' c L(Ih} tal que t' c lbk· 

!'T por ""1 ~ 

Nós temos as seguintes si·tuações: 

NÓs aplicamos o Caso 3a2b, permutando as colunas ~p 

Caso 3b1b2:Não existe T s Lh tal que T E Rhk" 

Agora 1 devemos ter 'Y s ~k para que a nova base seja 
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factível; caso contrário, a nova base teria nenhuma coluna cujo 

Índice pertencesse ao conjunto que contraria o Teorema 2. 

~ claro que a matriz nao e modificada porque 

não existe T' E: L(Ih) tal ·que -r' E: Rwc· 

Agora, verificaremos se e necessário atualizar a ma 

triz 

A inversa da nova base e dada por: 

( 3 3) 

sendo HP.3 ( p 1 y) a matriz de pivotamento que possui a seguinte for 

ma: 

MP
3

(p,y} = 

1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

1 : vmo 
------~------------

1 

: 1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

. . . 

n m 
1 

= [ -~-~-~=-------] 
O : NP

4 
(p,y) 

t . -
pOSlÇaO 9., ( 34) 

De (19), (33) e (34), temos 

( A~ -1 {~-E~:~:~~~J (35) 



de onde deduzimos 

"m o 

Seja T s Lh. Nós podemos escrever a coluna 
Ih 

combinação linear das colunas da matriz B. , uma vez 
n 

matriz tem posto comple·to. Assim, temos: 

onde 

Nas, por hipótese, temo3: 

[BL]T 
h ~ 

= o 

Ih . 
[B ] J = o 

h ~ 
para j € Ih 

I 
[B h]p = 1 'h ~ 

o que implica em À "" O. 
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(36) 

como 

que esta 

(37) 

I 
Pré-multiplicando (37} por (Bhh)~ 1 

__ e sabendo que 

(B~h}~ 1 . [B~h]j =O para j € Ih, obtemos: 

para todo T E Lh 

o que implica em: 

'L 
B~ = O 
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Substituindo o resultado anterior em {36) 
1 

concluimos 

que: 

Portant.o 1 nao o necessário at.u<.llizar a matriz 

C<1.so 3b2: Não exístt::-: t c L tul que IBL]T , O 
h r • 

Nós ·temos os seg-uintes casos: 

Caso 3b2a; Existe T' f-~ L (Ih) t.al que 1' c Hhk. 

NÓs poderíamos trocar as 
o 

colunas _d · e '3 y diretamente, ... 
mas preferimos aplicur o Caso 3a1. para manter a estrutura linha 

I 
-angular du matJ:.i.z n

11
11 e, depois, o Caso 2b2. 

Caso 3b2b: Não existe T' 

Neste caso, elevemos Ler 1 é: Rhk e corro rklo exist.c elc:rncntos 

diferentes de 7::cro nzt p<-'rt:i_çJ.o h da DEtt.üz BL e no.lo existe T' E L(I
11

) tc.l.l que 

T' c Rhk' as matrizes de trah::üho não serão modificudas. 

3. 1. 9. OPER-1\ÇÕES REAf__,IZADl\S EM CADA Cl\SO 

Na secçao anterior, analisamos -todas us situuções que 

poUem ocorrer no processo de atualização da base e como pod~ 

mos perceber, est.as situações podem ser reduzidas a :;;eis casos 

a suber! 1 K ?.a, 2b2 
1 

3a 1, 3a2b e 3b1b2. 

!HJOra iremos desenvolver v. operaçao de atualização das 

bases de trabalho para cada um dos casos citados. 
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Caso 1 : p E L. Trocar a coluna § 9 por Qly 

A inversa da nova base é dada por: 

mB')-1 __ B -1 
!'1 HP 1 I p, Y).l )!{ ) (38) 

que e equivalente a 

' 
B' rnB :t{ . !1P

1 
I p,y) ";çt (39) 

onde r-1P 1 {p,y) é a matriz de pivotamentó que possui a seguinte 

forma: 

1 

1 

v 
1 

1 

I 
I 
I 
1 
I 
1 
I 
1 
1 
I 
I 
I 
1 
1 
I 
I 
I 
1 
1 

Vm 1 1 
= ----------D--------1-------

~.1 

n 
m 

t . - " pos1çao _., 

\ 1 
1 
I 
I 
I 
1 

1 

As matrizes básicas sao dadas por: 

dB 

De (39), (40) e (41) 1 podemos deduzir 

. m 
v . • rnJ + '" .mY + E ~-
. J ..<:1 "' ,;;:1 j=1 J 

I 40 l 

I 4 1 l 

m +] 
l{ o 
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Substituindo 
y B r...y 
~ = ~ • § na expressão anterior, te 

mos: 

m +j 
\Ão 

' 

A condição de igualdade e satisfeita quanto tivermos: 
' 

•y 
J t v. + vt . %1j " o para j " 1 •.• m0 ; j 

J 

·y 
1 

v~ ;:!h " para j " i 

• y 
nj + vi . 

®:mo+j " o para j " 1 ••• 1)1 

A partir do resultado acima, e considerando o fa-t:o do 

índice y pertencer ao conjunto 8
0 

ou ao conjun·to B:.: 8
0 

r nos 

-temos o seguinte resultado: 

- Situação 1 ' y s Bo 

v, = 1 I [Â8 I y o 9. 

v. " - [Âg I; I [ÂB I y j " 1 •.• m0 j t ~ ( 4 2) 
J o z 

n. " J 
-IíillJY 

J 
i [Â6 l y o t j " 1. .. m 

- Situação 2 ' y s (jf - ilo) 

·-
v~ " 1/[ÀBJ'Y 

t 

v. " -ô . .i30 I IÀBJ y j " 1 ••• m0 j # ~ ( 43 I 
J J t 

11. = - [ÊBJ y I â.81 I ; j " 'L .• m 
J J 
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Mas, sabemos da scçao anterior, que é necessário atua 

lizar apenas a inversa da base de trabalho Ã~. Assim, de (19} , 

(38) e (40) temos: 

de onde deduzimos 

HP
2

{p,y) . ( 4 4) 

Caso 2.a: p s L(Ih). Permutar as colu,nas ~ P e~ 1 . 

Representando a coluna [B~] 1 como combinação linear 
Ih 

das colunas da :tn<:>-triz Bh , temos: 

onde 

0, 
J 

( 45) 

L T Desde que a s::_oluna [Bh} e linearmente ind.~pendente 

I 
das colUnas da matriz Bhh 1 temos À # O. 

Pré-multiplicando {45) por 

ríh T = 
h 9., 

t-ias, sabemos que: 

I 
[Bih]j (B h) -1 = h ~ h 

I I 
(B h) -1 [B h] p = h ~ h 

o para 

1 

I 
(B h) - 1 obtemos: 

h t 

11 ' 
[B l J J 

h 

j o Ih 

I 
[B h] p 

h 
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Logo; temos: 

A permutação das colunas § T e ~ P implica em perm~ 

tar as linhas t e Q. da inversa da matriz Ldsica. Lembrando que 

t está situado __ entre as m
0 

primeiras linhas g::. que R. está en 

tre as últimas m linhas 1 de {19) temos: 

onde 

1 

1 

G = 

1 

" G . 

' . - t poslçao 

linha t 

1 

(46) 

( 4 7) 

Note que todos os elementos da linha J1, da partição h 
•L estão no vetor [Bhl~r ou sêja, a este vetor foram incluídos os 

elementos das colunas- com indices no conjunto L0 • 

- A L Uma vez que o t-esimo elemento do vetor (Bhlt da ma 

triz G e diferente de zero, então a matriz G é não-singular& 
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triz 

As expressoes (46) e (47) nos permite atualizar a 
(ÀL) -1 

o 

ma 

Devemos, ainda# atualizar a matriz 

isso 1 seja a coluna: 

_L(Ih) -1 
(c ) 

h Para 

(48) 

onde c e s pertecem ao conjunto ~k e E é uma coluna chave. 

Aplicando o método simplex revisado ã matriz 
_r, ( Il ) -1 

(c 1 ) 
h 

utilizando o Q.-ésimo elemento do vetor Z como pivô, nós obtemos 

o inversa da nova base de trabalho~ 

Caso 2b2: p s L(Ih). Trocar )ti p por :l{ y 

-L -1 
Como vimos, a matriz (A

0
) não sofre alteração, sendo 

_L(Ih) -1 
necessário atualizar 1 apen<.ts 1 a matriz (Ch ) aplicando o me 

todo simplex revisado utilizando como pivô o t-ésimo elemento da 

coluna 

I (I ) 
[C h ] E) 

h 
( 4 9) 

onde y e c pertencem ao conjunto ~lk e s e uma coluna chave. 

Cas~ 3a 1: p E I (Ih) . Permutar as colunas ~ p e 

NÓs sabemos que os Índices p e T
1 pertecem ao conjunto 

_L (Ih) 
Rhk" Portanto, as colunas da matriz Ch cujos índices perte~ 

cem ao conjunto ~k são dadas por: 

I (Ih) P 
[Ch ] para j {:. T' 

e 
I (Ih) p 

- [Ch ] 
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,. p 
Permutando as colunas § e § as colunas da base 

de trabalho sao modificadas por: 

L (Ih) . I (I, ) ,. 
[c • l J - [c ·' l para j " p h h 

L(I ) I(Ih) 
T' e [C h ] P - [Ch ] h 

onde, agorar 1 

Esta operação é equivalente a pôs-multiplicar a ma 

triz de trabalho pela matriz. T dada por: 

1 

1 

T " 0 ..• -1. .. 0-1 . . . -1. .. o linha t' (50) 

1 

1 

As colunas com elementos iguais a - l ocupam, na matriz T 1 a.s 

mesmas posições em que ccuparn, na base de trabalho, as colunas cujos 

ces pertencem ao conjun·to Rhk. 

Desse modo, temos: 

L' (I!) . l 
c h • T 

Has como T- 1 "" T, então: 

Índi 

(51 ) 
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Caso 3a2b: p t: I (Ih}. Permutar%{ p e ~ T 

A permutação dessas colunas implica em permutar as 

linhas 9, e t da inversa da matriz básica~ Este caso é semelhan 

te ao caso 2a e portanto 1 nós podemos utilizar as expressões (46) 
-L -1 e (47) para atualizar a matriz (Aõ) ó 

Caso Jb1b2: p E I(Ih) ~ Trocar QI P por }tl Y 

Como vimos, as bases de trabalho não sofrem modifica 

çoes. 

3.2. MÉTODO DUAL-SIHPLEX 

Agora, iremos desenvolver o método dual-simplex para 

resolver o problema PF. 

O problema dual e definido por: 

max ~<pl (52) 

onde <)l ( p ) e a função dual dada por: 

~ ( p) = min L(x0,x,pl (53) 

o ~ xo $ w 

X ?,; o 

p E ,; 

sendo W o conjunto de multiplicadores de Lagrange para os quais 

o mínimo da função existe e L(X0 ,x,. p) é a função Lagrangeana 1 

definida por: 

L(X0 ,X,Jll =do x 0 +dX + p{{J -· @ (-~~-) l (54) 
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TI)~ Com isso, podemos escrever a cxpre_?., 

são acima do seguinte modo: 

L(X0 ,X, P) " "o b 0 + Tib +(dO- n 0 A0 )XO + (d- "o A -1r B)X 

(55) 

Substituindo (55) em (53) 1 obtemos: 

rp(pl =no b 0 +nb+min.(d0 -n0 A0 JX0 +(d-rr0 A-rr B)X 

x0GO 

xo~1-l 

x ;;;-o 

(lr
0

:n)cH 
(56) 

O conjunto w e obtido aplicado as condições de Kuhn -

•rucker para (jarantir a existência da otimalidade da função La 

grangeana. Desse modo, sejam À, 8 e w os vetores das variáveis 

duais correspondentes às restrições x0 ~ o, x 0 5 1..1 e X 2: O, res 

pectivo.mente~ 

Assim, temos: 

Condição 1: o < X <J.l,X>O o --

Condição 2: 

do - 1[0 Ao - H + SI " o A ;, o e ~ o 

d - "o A - TIB - wi " o ' w ;;; o 

Condição 3: 

AXO " o ; e <~ - xol = o ; wx " o 

Das duas Últimas condições, obtemos o seguinte resul 

tado: 



1. 

2. 

3. 

4. 

se 

se 

= o Aj ;S 
o 

Aj ~ o 

se O < XOj < lJ j + 1fO A~ = dOj 

se 

Portanto~ o conjunto tJ e dado por: 

59 

(57) 

(58) 

Considerando as expressões dadas por {57), o mínimo 

valor da função Lagrangeana para um dado p E W será igual a: 

~* ( p ) = "o bo + Tib + I [dOj - "o A6J"i 
jsH0 

(59) 

onde 11 o = li I" o Aj 
o > düj} 

Note que a segunda condição de Kuhn-Tucker é sempr~e 

respeitada. Dessa forma , se uma base~ B do sistema (2) satis 

faz a segunda condição, dizemos que11 B e uma base dual-factl

vel. Além disso, se o problema dual não for degenerado, exiSte 

m
0

+m restrições ativas, dadas por (57) e n- (m
0

+rn) res-trições i 

nativas. 

O método dual-simplex proaura 1 a partir de uma base 

dual-factível, encontrar uma solução pr.imal-factível (primeira 

condição de Kuhn-Tucker) garantindo, em cada iteração, a facti 

bilidade dual. 

Portanto, precisamos obter, primeiro 1 uma base dual 

factivel inicial~ 
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3.2.1. DETERMINAÇAO DEu;~ BASE DUAL-FACTÍVEL INICIAL 

Primeiro, iremos procurar um conjunto I de colunas cha 

ves e, depois, um conjunto L de colunas não-chaves para 

tar a construção da base. 

compl~ 

Seja TI 0 um vetor qualquer e façamos dQ = d 0 -11 0 A0 , 

d • = d -TI 
0 

A e K = rr 
0 

b 0 , transformando a expressão (56) em: 

~ ( p ) = K + nb + 

de onde tiramos o problema: 

min dt XO + (d 1 
- TTB)X 

o:;; x
0

:::ã11 ° 
1@0 

pcw 

Como somente nos interessa obter uma ba.se dual-facti 

vel, podemos eliminar o termo K da função objetivo e também p~ 

demos 1 devido à estru·tura bloco-angular da matriz de restrições 

e à linearidade da função objetivo 1 dividir o problema acima nos 

seguintes problemas auxiliares: 

(PAP) O 

(PAP) 
5 

rin dQ xo 
s.a 

o ~ x0 

min d' X s s 

s. a ~ B X s s 
X ;;; O 

s 

~ v 

para s = 1, .• ~,S 

A resolução dos problemas {PAP)s' s = 1, ... ,s, nos 



I 
fornece um conJ'unto de !·,ases B 

5 
-~ = 1 S e urr1 v to s'- , ... ,~" er 

t.iplicador 1f = (Tr
1

, ... ,n
8
), tais que: 

I I 
d' s 

TI B 
s 

s s s 

J J 
d' s lf B 

s - = s s s 

-

= 

I I I 
ds 

s no A s TI B 
s 

= 
5 5 5 

I 
~ 

I 
d 

5 -P s 
= s s 

• 
,._I 

= d s = o para s = 1 ' ••• , s s 

J J 
d 

s 
"o - A s 

J 
n B 5 

s s 5 s 

J J 
d 

5 -p ~ s 
s s 

o-. J ·-d ., s o 
s 

para s = 1 , ••. , S 

61 

mul 

(60) 

(61 ) 

onde J e o con·.J·unto dos indices das colunas da matriz de :restri 
s 

çoes que não per t"encem a I, mas pertencem a U 
5

• 

As expressoes (60) e (61} nos dizem que p== (TI
0

:n) euma 

solução factível para o problema dual. 

Note que não e necessário otimizar os problemas auxili~ 

res porque as expressões {60) e {61) são válidas para qua.lgue.r 

c._onjunto de bases dua.is-factíveis. Entretanto, se um dos probl~ 

mas (PAP) 
5

, 1 :;;; s i S, for infactivel, o problema original {PF} 

nao tem solução. 

De fato, sejam: 

A
0 

={XIX= (X
1

, ••• ,X5);A0 x0 +AX= b 0 ; O,; x0 "~, 

X ~ O) 

As " !xln
5 xs = b • 

s' xs ~ o } 
' 

s = 1,~ .. ,s 

s 
A = n \ s=O 



--- G 2 

Se LJ.lgum problünl<1 cmx:Uiar nao for factível, o conju~ 

Lo A
5 

cor-respondente c, consc:quentemenb2 1 c conjunto A c·;e:rao va 

z.tos. 

1\ssi_m, 

l.L:u:e:-1 pzu~a ·test~aL a factibilidndc elo problema (PF). 

Devemos obse.r:var ainda 

S 1 po;:;sncm cstrutur<-l l:Lnh,J.··-Llxtgular, o que pc.x:mit0 -L"csolvcl': O!--->pr~~ 

blema s aux:i.J.. i are:·.:; u tLLi.zando o método GUB. 

1\qora, iremos delcrnünar o conjunLo de colunas nao -

chaves. 

De (60), ternos: 

quer subst.Ltu:Lndo em {Sr)), fornece: 

onde 

b -

bo -

·J 
d -

7\'J .. 

I -
-- d b 

(OII-1 b 

bo -
I 

/\ b 

d'J - di (llii--1 

í\J - i\I(BI)--1 

BJ 

o J 

Subr:J-Lit.tündo {GJ) em (53} obtemos: 

I-
i)l(_p) = d b + 1(0 

-
b 0 + _..mi:_: (d0 o ,,x

0 
·' ~ 

x'1 ::.:o 

de onde podemos deduzir o problema 1~eduzido: 

( 6 21 

í 6 3) 

( 6 4) 

{ 6 s) 



63 

PR: min 

s.a 

X ;; O 

l . - 1 Note que rc. axamos a rcstrJ.ç:ao x· ~'- O. 

i\ resolução de (f'R) nos fornece uma b<:1se dual-factível 
~-L 

(1\
0

) e o conjunto L de índices das colunas l:ais que as colunas 

corTcsponck:mtes aos Indi.ces do conjuato B = L 0 I fornecem uma 

base dui:ü-~factlve.L paca o prob.Lemil original. 

De fato, de ( PR) nos ob t.cmo~; no to.l que: 

ctL dT~ I\ L O: r, o - - ·rrot o - "o .. o o 

e: L ~I 
c1 :::: d ' 

- ·11 A:L- ·rr o . . 

/À- I B - [dg J J > o para lxo J :i -o 

I < o para l xil 1 . -· \(. o J J 

- Yr
0 

A í3 o 
= c1 - o 

Qualquer base dual-fac·ttve.l do problema reduzido satis 

faz as expressocs acima, nElo sendo necessário, por:t:an·to, obter 

a soluçõ.o 6t.íma deste p.roblema. 

1\ part .. ir da base dada pelos conjunt:os L e I 1 

resolver o pxoblema dual. 

podemos 
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1\trav(~S das expn;~:;sõcs (17) c (18}, podemos c.::.lculu.r 

0;3 valores dus variáveis básicas. 

?\ TJ.rL:ivel X a o;,:Lir dzt bJ.sc .'3Cra c1qnc1a cujo 
p 

e ic;ual il o dado por: 

c:mdc 

o, 

o 2 

De; 

X' 
f) 

X' 
p 

onde 

-

" 

rnin 

. I /''<I,] ]C ~[) [. () j ' 

rn Ln 
, . [XL J JL:LÜ/ "'0 , ,< 

] 

min 
. ,, . g 
](ü/[X]:i < o 

[ Xb'i j 

o 

LI 11 -rx
0 J 

llj 

13 
[X ] . 

J 

j 

l 1 o I c I 16 I ' obtemos: 

·' B j ~XI.) - X - I: IA0 I f - o j p p 
jcB· 

X L riíll li B 
" AXOj-p p 

jeF 

)) [~\6 '! j if AX. 
p J 

jc/3 

para p s L 

1: rfi81 i Ax~ 
p J 

jcB 
para p € I 

valor 

( 6 G) 

( (-) 7) 

168 I 

[691 



"· 

E H• 7r 
6x 0 i - rxo J i rxo J i 

'Xg [X (i] : B 
f\ j ·- [X J j . :J 

!\gora, dev(;;mos considerar os ser;u inte,<o; ca~:;os: 

Co.::->o 1: X < O 
p 

Nós devemos a.umentar o valor de X .i\ssi:n, de (63) te 
p 

mos: 

a) Se < o -;-

Para (_{UQ o v0Jor da vaci.iivcl pos~;a di.rn.inu i. r, 

necessário que seu v<tlor SE;ja igual ao limJtc supcri.(YC, ou scju, 

f.X~
3
lj "·' pj. 

b) > o _,.. 

o que implica ern 

c) Se 

o que ô Jmp~ssivc·l, desde que o Único valor ac1mis.s.ívc1 po.ra a 

var_i iivcl c zero. 

d) o -> 

o que implica em 

B nx, > 
] 

> [XB] . 
J 
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Portanto, as var:Liive:i.s candülatas a entrax na base 

sao aquelas que sCttis_fazcm as seguintes condiçÕes: 

g o [xo 1 i = e [ÂB]j 
o p 

< o 

B [1\g]i (70) lx0 J i = p. c > o 
J 

B o [X I i -- e [;(li li 
p 

< o 

Caso '\b~ p c I 

De mnneira anfilorJa, ela expressao (G9) tiramos que as 

variávc~ü; candido.t.a~.; a cntro,_r na base sEio t.lada;.; por: 

[ '[13] -· o e [Íjlfl i < o ··o i p 

[X~] = p. e [ ii 81 i > o (71) 
.l J p 

[ xg J . 
:::s .· 

- o e [B l J < o 
.l p 

U-t:.ilizwndo a c:xprcSSClü {68) 1 podemo~3 ver que üo3 vari.ii. 

vcis Ci:Hl.di.daLas u_ entrar n<-t b~t.se são cL.1das por·: 

[X/3] . o J 
'~ o r f, H l j , ·o P > o 

[X~] i -· p~, 

J 
e uJj ] J 

p 
< o ( 72) 

lx6 1 . = o e lN' I j > o 
J p 

Nas expressocs obtidas acima, podemos util:Lz.J.r os va 

lores dos coeficientes de custo relativo dados por ( 13) .r..cr0bra!!. 

do que a base é dual-fac·tível e surx5ndo que o problema dual nzto é de 

gcnero.do, temos: 
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ll o [éi~]j o [XO]j -- +> > 

[X~] . "C ... )J , -:-r [dô] j < o ( 7 3) 
\ J J 

_, __ 
[XB] . ~ o *+ [dl1] . > o 

J J 

j\qoru, preci~;cunoE; escolher qual a variável en"t:xc as 

candidatas, que entrará na base. 

Separo.ndo ~H; Vi::trüiveis CTL básicao..> c nao básicas, cons.i 

clerando (22) e sabendo que ag ''"' O c d13 c~ O, podemos e. sere ver 

a fun1;êio dual., dada por (~)6}, da ser;uinte mane:i..ra: 

<P I p I + íib + rnJn + dJ3 

/l () ( j.ll ~ l: [Zt/31 ·\ '\B + :: âl 15 J. \,A) ( 7 (1 ) 
jcv7

1 
o j J •. Oj 

j -- \'f 
. J /.Aj 

'· 1 

onde w
1 

e o conjunt:.o dos Índices. das vari.:ívc~is no.o b;]:ôico.o3 que 

::.:;ai~ü>fo.zem (70), (71) ou (72). 

(74) o_;ao po!>l.livos e,po1:·_t.a.nto, 

te de zero püriJ. algum AX~j ou 

cera. 

ao atribltlrmos um Vdlor di.b:::ren 

!JX~, o vcüor da ftlllç[l.o dual crc~; 
] 

Para um dado vetor p"" (-:r
0 

-~r) ,nos cnlculamos o me 

nor valor du função L.::~qro.nqcarlil, {r> ( p)}, obtendo uma soluç3.o 

pr.i.mal infactivcl. 

Agora, para o mesmo vetor p iremos aumentar o va 

lor de rp ( p) até que tc~nhamos uJ:rta .cwlução primai factível. Ou 

seja, nós quercmos,parn um dado p , o minimo valor da função La 

grangcana de modo que a solução p:rünal scjw. f.:1ctlvel. Por isso, 

escolhemos o menor valor posslvel para fl.,p ( p) . 
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Dessa forma,, a variúvel X a entrar na base será a 
y 

queL:1 com a qual obtlvcrmos o valor y dac1o por: 

y = mtn { y 1 ' y2} (75) 

onde 

y1 - m.in { (t(l] I x13 
cO j"L Oj ' para j s H1} l 76 I 

min ( 
~ 13 G 

y2 ~~ [d ]i./1Xj ' para i E H 1} (77) 

Os vúloccs ele podem o3er obtidos por (68) 

e {69), De fato, temos: 

C.:.1::;os ·1a c 2: 

(78) 

B 
r\ X. -

J 

CO!,;O 1b: 
-1\ X -~--~--- s 

AXOj -
~. __ P ___ 

1íi8J g 
( 79) 

i\ xB 
-1\X 

·~ 

__ ______Q_ ____ 

J 
[~gl i 

p 

Combinando as exprcssoes (76), {77), (7B) c {79) e sa 

bendo que AX
0 

é con~>tante porque a varlávcl a sair da base já 

está determinada, temos que a variável X será cli:lda por: (75} ,o~ 
y 

de: 



C0so '!a: 

Caso ·1b: 

Caso 2: 

Y = min . 1 
j 

y 2 = min 
j 

y 1 - m.in 
J 

y - min 
2 

j 

y 
1 

.. min 

j 

Yz - min 
j 

G9 

para j 
J~ 

l:al 'fUC [x~Jj sa\~_Jsf~<ça (70) 

I o o l 

puxa j tul que [x"Ei] j szü:i.sfaça (70) 

para ~j to.J que [;-;.~ j sc.ctisfa<,;a (71) 

I 81 l 

para j tal quo 
!' 

[x~j satisfaça 172) 

' 
I 82) 

ri(ilJj 
·-----

lxsl j 
p 

para j tal y:ue c i\ sat.ü:ifaça 172) 
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uma vez élc>:te:rmin.J.das as varidveis a sa i.r e a entrar 

na base, podemos atualizctr as bases de t::.ra:balho, conforme vi 

mos no de~;cmvolvimcn·to do método primul-~;implcx. 

3 . 3. Mf:'rODO DE ROSEN 

Resolvendo o problema de planc:jamento florestal pelo 

método de Eosen, ao:; ma-trizes B,. dos ~;:robJ.Qn:k.ts auxiLiares e as 
B~ ~ 

matrizes l:l _, dos pro!Jleme1s {P ) tcrCto estrutura 1-Lnha--an')ular, 
5 s 

o que vcnni te utilizar o mé tocl() GUB a.prcscn t~1do no Cap. 2. 

rnatriZQS 

Além di:3so, nós podemos considerar a (;st.rutur:a 
I 

B 5 na construção elo problemi.l reduzido. 
s 

das 
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Ci\PÍTULO 4 

EX_GHPI,O NlHI8rnCO 
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l\ título de i_ lu.s-t:radio do m6 to elo pr lm~ü--:.::> ünplex i1cbJ2 

Lado .:to p:r:oblemet de plzmejamc;nto floreBt.<ü, resolveremos o pr:2 

blcmd de~ m.Lnünizaç.J.o indicudo abcüxo: 

Exemplo: 

colunas: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 lO li 12 13 14 

nün [ 1 I 10 1 I 1 I 1 o 1 5 1 1 I ] ' X 

s.a 

1 1 2 o o 4 5 o 2 3 5 5 3 2 r- 9 
4 o 3 5 J 5 3 2 1 2 o o 1 I _ _ê_ 

-------·-·-----------~-----------------~--------------------

2 1 3 2 3 o 2 4 

'I 3 2 o 5 3 o 4 

1 1 

I 1 1 I " ... _L . ·' -------~-----------------·--·---···-----------.------------------

2 1 o 2 2 2 2 3 

o 6 2 2 I 7 3 
I 

6 

1 -
I 

1 

1 1 I ' 1 ' 

J:,'sco.lhcmos um cxc~mp..Lo sl::!m variúvei.s cano.l.i.zadas (va 

rió.veis de cs-l:OcJue) com o objetivo de) f,.lcil"i.Un:- .:1 apre~~cntaçiio 

do mé·todo. 

A base inicial scorii dada por: 

c::unjun tos: 

colunas: 1 

custos : 1 

L 

5 

1 

I O 
4 3 

2 
1 
1 

3 
5 

1 

2 

1 

'I 
o 

7 

5 
3 

3 

10 

2 
3 

6 

4 
5 

~---~ 

1 2 I 3 0 
3 0 I 2 3 

--1---::--j---T---:-

1 : 1 

8 

1 

o 
2 

9 

10 

2 
1 

10 

1 

3 
2 

I 4 

10 

2 
1 

-------··-···----·----

-------
2 1 I 0 2 
0 6 I 2 3 --·----·--+---------1 1 1 -

I 1 



- Cii.lculo de 
.. L(I ) 

1 (C s ) -
s 

De (32), -temos: 

~ r 2l- r o J _ [ 1 .. 1 = [2 2] 
~ o_ ~ 3 _ - 1-' 1 -3 

., 

C.l l de.. ;lL - Ja. cu. o '- .r: 

coluna 1: 

Sabemos que: 

z "" 

' z .. f3 I 4 
~1 /4 

1 

6 

[4/1 o 

~/10 

-2/4J 
-2/4 

-I /1 ol 
21 1 o_j 

O conjunto ~~ (i) e dado pel<1 exp.rcssao ( 16) da seçao 

2.1 1 ou seja: 

73 



1/!(1) = (1\ 

'i' (2) - (2] 

Através da expressào {17) da scçao 2.1r obtemos: 

5/4 5/4 

I DL) 1 
3/4 3/4 

= -1 
1-5/4 -1 /4 

-3/4 -3/4 

1\nalog<J.mente, p<:.u:-a a coluna 5, temos: 

-13/4 

- 7/4 

13/4 

11 I 4 

De~3sa forma 1 temos: 

S/•1 -13/4 

3/4 - 7/4 
ÊL -1 -1/4 13/4 

-3/4 1 I I 4 

,.-1 l d•• (1;
0
L)- 1 

- "-·a cu .o "· ,. 

De (9), sabemos que: 

o que nos conduz a~ 

DL -· o 
2 

74 



~L 
' o = 

G 

fz I 4 

l:zs14 

~] 
-

G 

-2214l 

-61IJ 

5 2 

3 3 

+ 

l 5/4 
,. 

314 " 
-114 

-314 

22l168l 

-21168 J 

·~Cálculo do vulor dct~i varüivcis bás.icas: 

- -- 75 

--1314 

- 714 

1314 

11 I 4 

Da~> expr-es~3Õ(-::'S {í9) c (20), da seçao 2.1, temo~-;: 

-214l. 

-21,:1 

+ b1 -· -114 l = -114 

114 J 114 

1-(-114) 514 

1-1/4 3/4 

l\nalogcunente: 

-
3/10 

b2 - 411 o 

3/1 o 

1 

De (9} temos a expressão de b 0 : 



76 

bo " 

~l ~ 
5 2 •I o 2 3 

~ 
-114 + . 

3 3 5 2 1 2 114 

5/4 

314 
---~--

3110 

4110 

3110 

1 

+ bo c[ 48I40J 
-114140 

() valor de: bo e dado por ( 11 ) . 

. -
[~61 I 168 bo " 22I168J ~- 4BI40 J - l 05/1680 J . 
-25/168 -21168 -114140 357/1680 

- .. 

E de (15}, temos: 

-114 5/4 -13/4 609/'1680 
1 I 4 314 - 714 966/1680 
S/4 -1/4 1314 

Los;H;sol 966/1680 

b " -~L~- =~L~----~J.L:I_ 
. 357/H)80J 

- 35'//1680 

3/10 o o --3710--

4/1 o o o 4/1 o I 
311 o o o 3/10 J 1 o o 

. -
Os valores de b 0 e b nos fornecem os valores das va 

d.5.veis básicas, como mostram as expressões (17) e (18). 



- Determinação da coluna a entrar n.ot base 

coluna 11: 

-L 
De forma análoga ao cálculo de B , -temos: 

1/1 o 
-·2/10 

1/1 o 
1 

Das expre~~soes dadas por {9) e {1'1}, obtcrnos: 

77 

O valor dos coef_Lcientes de custo relativo e dado por 

(9) e (13). 

JL 
" I 1 11 - I 1 1 10 1 I 5/4 -13/4 - [ 9/4 -117/41 

3/4 - 7 I 4 

-1/4 13/4 

-3/4 11/4 

(d13) 11 
" 5- [1 10 1 1 o I 1/1 o " -3,2 

-2/10 

1/10 

1 



-3,2- [9/1 

=: -·13,4 <o 

-117/1] l-2155/1680] 

L- 751/1680 

Portanto, a coluna ·11 (:f ~ 11) entra na base. 

- Expressão da coluna 11 em termos da ba::,,e: 

' 78 

A oxpressu.o de coluna em relação à base é dada (Jor {25) 

onde ( :ljl 11 .- - . l l l (c B 11 - 1 d 1\ )a J:o:t. ca cu .aLO~~ B } e cd o por (15), ou seja, 

5/4 --13/4 253/'!680 

(E,~) 11 
3/4 - 7/4 [-2155/1680 J 302/16BO 

o = 
= -

1/4 13/4 - 751/.1680 1902/1680 

3/4 1 1 I 4 _,149 11680 

1 I 1 o 1 I 1 o 

<rs1 11 
-2110 (/\si I 1 -2/10 

= 1 I 1 o - o . - 1 I I o 2 

1 1 

- Determinação da coluna a sair da base 

l\ coluna a sair da base c do.da prlas expresso8s (27) 

e (31)o 

min )- , 
609 966 966 357 

3 • l I --- ·---, -··-, ------- -

I 
. 

' ' J ' 253 302 1902 449 

1902 

Portanto, a coluna 3 {p "' 3), que per·tcnce ao conjunto 

I(I
1
), sai da base. 
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C<:tso 3a 1: Permutar as colun2.\S 3 e 2 (T 1 "" 2) 

- l\tuo.liznçâo de 

De (50) , temos: 

I -1 o
1 

J 
'f to 
E de (51 ) : 

_L(I1) -1 [: l [3/4 -2/4J " [3/4 2/4-j 
(c 1 ) _, 

-1/4 --2/4 -1/4 -2/4 

- i\tual:Lzução dE; 

A pcrmn tação da primeira coluna com a t.erccLr-Ct coluna 
I 

da matriz B 1 , implica em permutar as prilmüra e terceira linhas 

I1 1 -L 
da matriz (B,

1 
)- . LOÇfO, para at:ualizar B_

1
, ba~:;tu permutar as 

linhas 1 e 3: 

-1/4 

3/4 

5/4 

-3/4 

13/4 

- 7/4 

-13/4 

"11/4 

Aplicando o caso 3a1 

a seguinte disposiçâo: 

L 

[ 1 5 3 7 2 

, as colunas da base ficarão com 

6 8 9 10 14 J 

Caso 2a: Permutar as colunas 3 e 1 (t = 1) 
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- Atualizaçiio de {Í\~) -
1 

Sabendo que Q. = 1 {posição do. coluna 3 no conjunto 

L(I 1 )) c que t"" 1 (posição da coluna 1 no conjunto L}, c1e {47) 

tentos: 

li. nova mat:ciz (AL)-1 
o e dada por ( 46 I : 

[~4 
~ 

.l61/168 (Í\~1-1 -1 :/j 22/168J 
= . ·> 

-25/168 -2/168 

-L 1 l66/168 12/168j ·> (Ao)- -

-25/168 -2/168 

- l\t:uali.zaç2io de 

A coluna a cnt:car nes·ta base de ·trabalho é a col1.1na 

dada por (48), onde a~; colunas T e c corrospondem as colunas 1 

e 2, respect_ivamcnte. Com isso, temos: 

3/4 

-1/4 

Aplicando o simplex revisado u-tilizando o primeiro e 

lcmento { t ~" 1) da coluna acima como pivô, obtemos: 



- AtuaLização de (~8) 11 : 

fie ações 

valor de 

posição: 

Caso 1: 

Uma vez que a coluna 

no bloco 1 não alteram =s 11 _ 
(A ) scru dado por: 

- c [902/1680J d(ll) 11 c 

-751/1680 

'11 pe:r t:ence no bloco 2, us 
-[~ 11 

(A:.) b Dessa forma, o 

[

215'5/1680 J 
- 751/1680 

modi 

povo 

Agora,as coltmas da b0.sc apresent.Qm a seguintes cUs 

L 

[3 5 

~í.'rocCtr a coluna 3 pela coluna 11. 

Atuc.üização de 

A partir da coluna (-B) 11 l. d A atua lZa a, nos podemos d~ 

terminur u matriz de pivot.,1mcnto MP 2 ( P, Y} cujos elementos ó;;ao 

llados por (43). Assim, ·temos: 

( 4 4) • 

L 
680/1902 

MP (p,y) " 2 751/1902 

A nova base de trabalho (AL) - 1 e obtida através o de 



conjuntos: 

colunas: 

custos: 

= 1!680/1902 

L 751/1902 

o]. [ 66/168 

1 _-25/168 

12/168] 

-2/168~ 

= [660/1902 

!2/1902 

120/1902] 

31/1902 

Desse modo, obtemos iJ. nova base do problema: 

L L (I 1) I (I 
1

) I, (I 
2

) I(I
2

) 

1 1 5 1 7 2 6 g 9,' 10 14 

·5 1 1 1 1 1 10 1 10 

5 o 1 5 1 4 o 2 3 ~ 
o 3 4 3 o 5 2 1 2 1 

-- -----------------
3 2 2 I 1 o 

I 

5 1 o I 
3 3 I --------t--·-----

1 I 1 
I 

1 
I 

1 I 
1-------- L---- --------· 

2 2 1 I o 2 
I 

2 o 6 
I 

2 3 I -------j--"-------
1 1 I 1 I 

1 
I 1 I 

-----···· ----- -·----

- Bases de trabalho 
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Os processos de atualização ant.:eriores, nos forncceL·am 

as seguintes b;:1ses de trabalho: 

r/10 

= L/10 

-1/10 J 
2/10 



- cálculo 

Cálculo 

= [ GG0/1902 uh -1 
-o 

12/1902 

de BL 

o -13 

o 8 -L 
]31 = 

o 13 

o -7 

das variáveis básicas 

= [966/1902 J 
bo = 

836/1902' 

1358/1902 

~ 920/1902 

b1 = 544/1902 

'!46/'!902 

20_ iteração: 

120/1902] 

31/1902 

1/1 o o 

-2/10" o 
·L 
]32 = l/10 o 

1 o 

474/1902 

= 954/1902 
b2 = 474/1902 

936/1902 

- Determ.Lnação da coluna a entrar na base 

Coluna 4' 

o 

p;Ii1 4 
1 

lÃ8J 4 t: J = = 
l o 

o 

(~B)4 L3060 /1902 J 
= 

2/1902 

' ·- 83 
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dL -- [-32/10 O] 

-5,2 < o 

Port.anto, a coluna 4 (y = 4) entro. na base. 

- Expressó.o da coluna 4 em relaçiio a base. 

A cxpresso.o ela coluna 4 e dada por (_AB) 4 e por {~ 6) 4 

cujo valor é igual R: 

26/1902 

ui"ti1 4 '18SG /1902 ;:;:b 4 
= IB 2 J = 1 -26/"1'102 

14/1902 

- Determinação da coluna a sair da base: 

min 1358 836 

2 
; ---

26 

936 

3060 

920 

1886 

146 
-;---; 

14 

306/1902 

-612/1902 

306/1902 

3060/1902 

4 74 -4 74 

306 306 

Logo, a coluna 14 ( p"" 14), per:tcncentc ao conjunto 

I(I
2
), sai.rá da base. 

Caso 3a2b: Permutar as colunas ·14 e 11 ( 'I = 11} 

A coluna l1 ocupa a primeira posição no conjunto L 
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(t ""1) e a coluna 14 é o quarto elemento (9.-oo4) do conjunto r
2

= 

L(I 2 ) <D I{I 2). Desse modo, de (47} obtemos: 

E de (46) obtemos: 

= [~660/1902 

12/1902 

t 1 . - l (A=fi)4 - f\. -_uo. 1.zaçao c e 

no 

t.e: 

caso 1 : 

A permutação elas colunas 11 e 14 
. . (_lJ)4 -

bloco 1, AssJ.m, a coluna A nao 

nao provoca modific~ 

sofre alt-eração. 

Portanto, para utualiz.::xr {A.8 ) 4
1 

bast_a fazer: 

= r::-1 L e 
ol. [-3060/1902 J 
J 2/1902 

_13060/1902l rl\751 4 = 

- 2/1902-

Agora, a disposição das colunas da base scra a segu.i.~ 

L I(I2 ) 

[ 14 5 1 o 11] 

Substituir a coluna 14 pela coluna 4. 

- Atualização de d\~) - 1 ~ 



A matriz de pivotamento é igual a; 

[902/3060 

~] MP 2 (p,y) = 
-2/3060 

o que nos fornece a nova base de trabalho: 

-660/3060 

20/3060 

-120/3060J 

50/3060 

Agora 1 a nova base de t-rabalho sera: 

conjuntos: L I (I1) L(I
2

) 

colunas: 4 5 1 7 2 6 8 9 

I (I ) 
2 

10 11 

custos: 1 1 1 1 1 1 1 10 1 5 

------,----------,--------------
0 o 1 5 I 4 

5 

2 

o 

3 

3 

5 

4 

2 

3 o 
I 

2 I 1 
I 

5 

o 
1 o ! 3 3 

--------~--------

1 I 1 
I 
I 

o 2 3 5 

2 1 2 o 
----

I 
----~------~---~--~---~----

2 1 1 o 2 

1 1 1 1 

I 

o 6 l 2 2 
-------~---------
1 1 I 1 

I 
I 
I 1 

----"-----------+-----------1------' 

-· Bases ele trabalho 
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No processo de atualização anterior 1 ob"ti.:v.ernos as se 

gu.intes bases de tro.balho: 

_L(I 2 ) -l 
(c ) 

2 
= [4/10 

2/1 o 

-1/1~ 

2/1 ~j 



Cálculo de 
-L 

-- B 

o 

-L 1 
B1 -- o 

o 

= 1:_66/306 

L 2/306 

-13 

8 

13 

-7 

-12/306 J-
5/306 

-L 
B = o 2 

-Cálculo do valor das variáveis básicas 

- ~--936/3060J 

bo -[1344/3060 

2172/3060 2/10 

552/3060 6/1 o 
b1 = 888/3060 52 = 2/10 

228/3060 1 

- Determinação da coluna a entrar na base. 

Coluna 12: 

1 /1 o 
-2/10 

1 /1 o 
1 

_ = t42/3060 J (ÂB) 12 
- 8/3060 

!Ã8l1z = [1/1o J 
-2/10 

87 
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O] 

Portanto, a coluna 12 ( y = 12) entrará na base. 

- Expressão da coluna 12 em relação a base: 
' 

A expressao 

(já calculado) 

da coluna 12 em termos de base é dada po.r 
À- 12 

e por {B 8 } 1 que tem o scguint.e valor: 

-104/3060 I I 1 o 

I"El 12 
106/3060 

1fíti112 
-2/10 

Bl ~ 

104/3060 -
1/10 2 

- 56/]060 1 

- Determinação do. coluna a sair da base: 

min I_._._. 552__ 

1 · · · 106 

888 ·-·2·-·2·1 I ""'\ - 1 
104 

.Portan-to a coluna 11 (p = ·1 I), na sequnda posição do 

conjunto I(I2 ), saiiá da base. 

Ca,5o 3b1b2: Substituir a coluna 11 pela coluna 12: 

As bases de -trabalho nao se alteram. 

A nova base do problema será igual a: 



conjun·tos: 

colunas: 4 

custos: 1 

o 
5 

L 

5 

1 

o 
3 

1 

1 

1 

4 

7 

1 

5 

3 

2 

1 

1 

o 

G 

1 

4 

5 

8 9 

1 1 o 

o 
2 

2 

1 

10 

1 

3 

2 

12 

1 

5 

o 
----------;------- ------~---~----1 

2 : 2 3 2 1 o 
I 

o 5 _l ___ Q __ L __ L_L 
1 - l 1 -

I 
1 1 - 1 I -I 

f-------1-------'------ +---
2 1 l 

1 

- Bo.ses de trabalho~ 

o 2 
I o 6 ! 2 '1 -----------!----------

1 "] l 1 
I 
I 
I 

1 

89 

.-
-3 

2 

-L(I ) -i r-4/10 
(c

2 
2 ) " 

- 2/1 o 
-1/10 l 

2/10 

- Ci.Ílculo 

uh- 1 
o 

de 
-L B • 

·L 
B1 " 

o 
1 

o 
o 

"l--66/306 

2/306 

-13 

8 

13 

- 7 

-12/306 

5/306 

·L Bz 

- Cálculo do valor das variáveis básicas: 

J 

- o 



[ J 
' 97813060 

5o " 
~ 35213060 

227613060 1/10 

- <14613060 - 8/1 o 
b1 = 78413060 b2 " 1/10 

284/3060 1 
"-

4Zl iterac;5.o: 

- Oct.crminação da coluna a entrar na base 

Coluna 13 : 

-~6 I lO 
12110 

-6 I 1 o 
1 

c l-:1452/3060] 
(;03)13-

SfJ/3060 

O] 

(Í\13) 13 - r:-261 lO] 
L 2211 o 

- 90 

Portanto, a =lurH a entrur na base sera a coluna 13 

(Y=13). 

- Expressão da coluna 13 em relação a base 
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Nós já temos o valor de (i\B} 13 e o valor de (~6-) 13 e 1 

gual a: 

754/3060 -6/10 

-s -1916/3060 :;7l 13 12/10 
(ÍJ)13 

" 7:S4/3060 (B2) " -6/1 o 1 

406/3060 1 

Detcrm.inaç5.o.da coluna a sair da base: 

. { 978 
mln ~s;,- ;----

1352 2276 

58 754 
; 

284 

406 

8 
; ; 

12 

8 

12 

Co.so 2b2: 

Lo0o, a coluna a ~o:air da base sera a coluna 9 (p "' 9}. 

Suhst:L tu ir a coluna 9 pela coluna 13 

- htuaLLzação de 
_L(I2) -1 

(C2 ) 

A coluna a entrar na bZ~.se de trabalho é dada por (49), 

ou ~;eja, é a coluna formada pelos dois primeiros elementos de 

(JJ~)13. 

Portan-to, nos atualizaremos a base de t.rabalho 

através do método simplex revisado, utiliza.ndo corno pivô o segu~ 

do elemento { 9, = 2) da coluna: 

[ ~6/10 J 
12/10 

Dc~ssa forma, a nova base de trabalho e igual a: 



A nova base do problema é dada por: 

conjuntos: L 

colunas: 4 5 1 7 2 6 

cust.os: 1 1 1 1 1 1 

---
o o I 5 1 4 

5 3 4 3 o 5 
--f---

2 3 2 2 I 1 o I 
I 

o 5 1 o ! 3 3 ---·------1---------
1 I 1 - - - I -

I 
1 1 - 1 I -

I 
1 

- ---

, 
8 

1 

----
o 
2 

2 

o 

13 

1 

3 

1 

2 I 
I 

I(I2 ) 

1 o 1 2 

1 1 

-----
3 5 

2 o 

o 2 

7 : 2 1 ----------r---------
1 

-
--

1 

1 1 
I 
I 

---"'"~~---

92 

A solução do problema r:elativa a esta base e igual a: 

o = [ 6/1836] 
bo 788/1836 

1064/1836 5/10 

- 1034/1836 - 4/6 
b1 - 772/1836 62 = 5/10 

8/18 36 2/6 

Calculando os coeficientes de custo :relativo das va 

riáveis não básicas 1 obtemos: 
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(;j_ll) 3 = 9 > o 

1zn) 9 = 9 > o 

I âE) 11 4 > o = 

(,ill) 14 = 9 > o 

Assim, a solução acima e a solução Ótimap 
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CONCLUSÃO 
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A vantaÇJem dos métodos apresentados no terceiro cap! 

tulo é função do número de projetos da empresa florestal. Para. 

uma empressa com 5 núcleos e 250 projetos nc~ total e para um 

horizonte de planejamento de 15 anos, teríamos uma matriz bãs.i 

ca de dimensão 700 x 700 aproximadamente. Utilizando os 

dos desenvolvidos neste trabalho, terlamos uma base de 

méto 

traba 

lho de dimensão 15 x 15 e 5 bases de dimensões 90 x 90 aprox_i: 

madamentcr reduzindo o número de posições de memória necessa 

rio para. armazenar a base em mais de 400.000. 

Quanto maior for o numero de projetos por núcleo 

muior será. a vantagem de utilizar os métodos adaptados ao 

blema florestal. 

' 
pr.::: 

Quanto aos métodos em s.i, o método dual-simplex apre 

senta vantagem na obtenção de bases iniciais {ver .Bazaraa [1], 

pg. 265) dos p:coblcmas auxiliaxes e do problema reduzido, eli 

minando a fase I do método simplex. A vantagem do método de Ro 

sen está baseado na possibj_lidade de reduzir o número de i-tera 

ções, uma vez que podemos substituir mais de urna coluna da 

triz básica em cada iteração. E'stas questões computacionais 

entretanto, não constituem objeto deste trabalho. 

ma 

' 

A consti-tuição deste trabalho se situa no plano teó 

rico, onde realizamos um esforço de concatenar conhecimentos 

de u.lgoritmos especificas para as es·trutura.s bloco-angular e 

linha-anqular, no sentido de compor algoritmos específicos p~ 

ra o problema florestal. Desta maneira, tornam-se viáveis as 

implemen-tações computacionais em microcomputadores do tipo XT 

ou AT com processadores de ponto flu·tuante~ Os desenvolvimen 

tos ainda necessários para permitir implementações confiáveis 

dependem de cuidados especiais com os aspectos numéricos.Inve~ 

tigações neste sen·tJ.do certamente ensejarão o aparecimento de 

sistemas comerciais, os quais deverão também dispor de recursos 
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para gercncüunento de dados e resultados, além de facilidades 

para preparação de diferentes cenários de planejamen·to~ 
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