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RESUMO

A partir de alguns métodos de rescluciao de problemas
de Programagdco Linear com estrutura angular, adaptamos os métg
dos primal-simplex, dual-simplex e Rosen para resolver um mode
lo de Programacao Linear para planejamento florestal, conside

rando a sua estrutura matricial,



A meus pais.
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INTRODUCAO




Uma empresa florestal tem a necessidade de avaliar ,
dentro de um horizonte de planejamento, digamos 20 ancos, os e
feitos de suas decisbes guanto as implantacdes de projetos,conm
pras ou vendas de terras, determinacoes dos anos de corte dos
diferentes projetos florestais, etc. - para poder definir a po

litica de atuacaoc da empresa em cada ano do horizonte,

Procurando atender a esta necessidade, foi criado um
modelo matematico de programagac linear, o Sistema PLANFLOR -
Planejamento Florestal Otimizado. Este sistema gera, a pavtir
dos dados de entrada, 05 varios planos florestails possiveis
montando um problema de programacao linear a ser resolvido pe

lo pacote de programagao MPSX, da IBM.

A& finalidade desta dissertacao de mestrado e estudar
alguns métodos de resclucio de problemas de programagico linear
e adapta-los para resclver o nodelo de planejamento florestal,

levando em conta sua estrutura matricial particular.

Nos dois primeiros capitulos, apresentaremos o mode
lo matematico desenvolvido e as adaptacoes dos métodos primal-
simplex, dual-simplex e Rosen para problemas que possuem ma
triz de restricgoes com estrutura semelhante ao do medelo flo
restal. Em seguida, no terceiro capitulo, adaptaremos os méto
dos mencionados acima para resolver © problema de planejamento
florestal. O qgquarto capitulo apresenta um exemplo numérico da

aplicacao do metodo primalwgimpléx.

Nao & objetivo deste trabalhe a programagac dos algo
ritmos desenvolvidos, pois trata-se de um trabalbo adicional
complexeo devido acs problemas numeéricos envolvidos, os quais

constituem, em si, objeto de novas investigacdes.



CApITULO 1

MODELO  MATEMATICO



0 nodelo de programagdo linear para planejamento flo
restal possul restricfes determinadas pelas condicgdes de mercado
e pelo sistema administrativo. Nos examinaremos estas condi¢des

separadamente.

1.1. CONDICOES DE MERCADO

Uma empresa florestal possul varias areas de plantio,
denominadas de projetés florestais, gue podem estar em dife
rentes estados de desenvolvimento. De um ano para oukro,0s pro
jetos florestais mudam de estado, seguindo algumas regras de
sucessao. A Tab. 1 fornece os varios estados para uma floresta

de eucaliptos e 0% possiveis estados no ano seguinte.

Assim, para cada projeto florestal, podemos construir,
a partir de um estado inicial, varias segfiénclas de estados ao
longo de um horizonte de planejamento de H anos, segliencias es
tas que sdao denominadas de plancos florestais,

Para cada plano florestal, podemos determinar o seu
custo total & a produgadaoc anual de madeira -~ dado em volume de
madeira ~ caso o plano ¢ seja implantado em toda a area do pPro

jeto p. Ou seija, temos oS seguintes coeficientes:

custo total do plano g do projeto p

an

d
pgq

apqﬁﬂ: producac total de madeira no ano h deo plano
g do projeto p, se toda a area de _plantio

for ocupada pelc planc g

#m um projeto florestal, podemos implantar um oumais
planos florestais. Por isso, definimos as varidvels qu gque re
presentam a fracao de area do projeto p em que o planc g sera
implantado. E claro que devemos ter:

O {p)

I oX 53 para todo {1}
g=1 P9 ¥



(%]

ESTADOS POSSIVELS
ﬂ?_ CADIED DESCRIQﬁO NO ANO SEGUINTE
v venda da terra logo apds o corte. 5
2 B1 Primeiro ¢orte apdbs plantio seguido pela
primeira regeneragio (primeira rebrota). 21
.3 B2 Segundo corte apég'plantio seguido pela _ .
- segunda regeneragao {segunda rebrotal. 31
4 R Reforma: nove plahtio em Area cortada; o '
plantio pode OCOXTEr No MEsMO ano do cor
te opu ate tres anos apos o corte, 11
i} I Implantagéo: plantio em terreno nativo. i1
6 11 19 ane apds I ou R. ' 12
7 12 29 anc apds I ou R, 13
g 13 3% ano apds I éu R, 14
9 14 49 ano apés I ou R, 15,R,C,V,B1
10 15 59 ano apés I ou R. 16,R,C,V,B1
1 16 62 anc apts T ou R, 17.%,C,v,81
12 17 72 ano apds I ou R. 18,R,C,V,B13
13 18 89 ano apds I ou R. "R,C,v,B1
14 24 19 ano apos B1. 22
15 29 2% anoc apds B, 23
18 23 3¢ anc apds Bi. 24
17 24 49 ano apds B1l. 25,R,C,v,B2
18 25 5¢ ano apds B1. 26 ,R,C,v,B2
19 26 62 ano apds Bl. 27,R,C,V,B2
20 27 79 ano apés B1. 28,R,C,V,B2
21 28 89 ano apds B, R,C,v,B2
22 a9 12 ano apds B2. 32
23 32 29 ano apds BZ. 33
24 33 32 ano apds B2. 34
25 34 49 ano apds B2. i5,R,C,V
26 35 59 ano apds B2. 36,R,C,V
27 36 6% anc apds B2, 37,R,C,V
28 17 79 anoc apds B2. 38 ,R,0,V
25 ag 82 ano apGs B2. R,C,V
30 'y Aguardando implantagao. G,L,v
31 5 projeto vendido (descartado). 5
32 C Corte sem plantio no mesmo ano, B, 4%
33 41 Um ano apds ¢ aguardando R. 42,1
34 42 Dois ance apds ¢ aguardando R. 43 ,R
35 43 Trés anos apds C aguardéndo R, - R
36 6 Projete potencial aguardande eventual
COMPra., ' 6,1 ]
Tabela 1 ~Estados de unma floresta de eucaliptos
Fonte: | ' ‘

Taube Netto,M. (8], pp. é3~24.=




onde Q{p} e o nimero total de planos possiveis do projeto p.

Considerando que em cada ano a empresa deve satisfa
zer uma determinada demanda de madeira bih), o objetivo da em
presa consiste em determinar quais os planos florestais gue de
vem ser implantados, de modo que ¢ custo total seja minimo e

as demandas anuais sejam satisfeitas.
R

Assim, queremos minimizar a fungao objetivo:

P Qlp)
2 = 5 % d X (2}
pel ga1 P9 Pd
onde P @ o numero total de projetos, sujeito as restricdes:
P Oipl
5 5 a (h} . X = b(h} th =1,...,H} {3)
p=1  g=1 &= P

No caso em gque a utilizacgldo de estoques seja possivel,

a expressao (3) sera modificada para:

2 0ip)

¥ b apq(h) ,qu-+KG(hn1)-: bi{h) + KO{h) {4}

{h =1,...,H)}

onde XO{hm1} e Xoih} san os estogues de madeira transferidos
do ano h-1 para o ano h e do ano h para ¢ ano h+1, respectiva

mente.

E claro que devenos considerar as despesas com  arma
zenamento na fungao objetive, ou seia, sendo dO(h} o custo de

armazenamento por volume de madeira no ano h, temos:

H P Qip)
z = L d,{hY.X.{h) + Z Sk d_ X (31}
Note que XOiO) -~ quantidade de madelra em estogue an

tes do horizonte de planejamento -~ & um dado do problema e



que Xo{h), h = 1,...,H sdc variaveis de decisdas do problema.

Ainda devewmoes considerar o fato de que © tempo de
estocagem de madeira nao pode ser superior a um ano e, por is

80, acrescentamos as seguintes restricdes:

{h~1} £ b{h} (h=2,...,H} (6}

Finalmente, devemos ressaltar gue as receitas pPro
venientes da venda de terras devem ser levadas em conta noscal

culos de d como uma parcela com sinal negativo,

Agora, podemos formular o problema de planejamento
florestal, para © ©aso em que & possivel a utilizag¢de de esto

gques, do seguinte modo:

H ( ? Q(p)
min z = & d.{h) . ¥, (h} + Z ) d_ X
h=1 0 0 p=1 =1 P9 P4
S.a P 0lp)
E Loa_  {h).Xx +X {h-1} = b({h) + X,{h)
p=1 g=1 P4 pg O 0
para h = 1,...,8
Q{p}
z X 201 para p = 1;...,P
p=1 Pg
b 00 ara zm 1, ..., P
Py P P
= 1?«-*:@(?’
Xo(hmi} 2 bih) para h = 2,...,H4

1.2. COHNDICOES ADMINISTRATIVAS

Além das restricdes acima, podemos construir outras
restrigdes para satisfazer certas condigbes administrativas .
Normalmente, a empresa florestal divide seus projetos por uni
dades de producdo, formande nicleos acs guais sio especificados,



a cada ano, as cotas inferior e superior de participagdo napro
dugao total da empresa e os limites maximos de crescimento 2

queda de producao de um ano para outro. Assim, temos:

K{s} () _
CFPI{s,t it X b2 F; hy . X 2 CFs{s,!
{s,h) oot o1 qu{ ) -~ {s,h) {7}
g = 1,...,8

T, H

]

onde

8 « nimero total de ntcleos;

Kis} numero total de projetos pertencentes ao nicleo

a

55
crPI(s,h) : cota fixa inferior de producae do nucleoc s no
ano hj;

CFPS(s,h) : cota fixa superior de produgac do nlcleo s no

ano h
(=4
Ki{s} Q(p)
~OM{s,h} 5= L L h)-a h—-1} 1% % CM{s,h 8
DM (s, h) 2 L [apq( ) qu 31 g {s,h) (8}
p= g=1
S = 3,..»,5
h = 1,...,H
onde s

OM{s,h) : gqueda maxima de produgidc do ntcleo &, do ano h-1

para 0 anoc h

CHM{s,h) : crescimento maximo de produ¢aoc do nicleo s, do

ano h-1 para © ano h

a_ &)

pg produgao do projeto p no primeiro ano anterior

ao horizonte de planejamento.

As restrigdes (8) podem ser apresentadas em termos

percentuais, ou seja:



Kis) Q{p){ :
z z 100 2 h} - {100 s,hlla__(th-1}} X 50 8
P ‘1pq(1) i\ +ad }hpq{l ) - {8}

5 = t,00.,8 F
ho= 1,...,.H

onde s

wis,h} parcentaqém méxiﬁa de crescimento da produ
. ¢ho do ntcleo s, do ano h~1 para o anc h
e
K{s) Qlp) . }
L L {[100 -Bi(s,hil.a__(h-1}- 100.a (h)}X < O
p=1  g=T - P M M
{10}
g8 = 1,c0.0,;5
h - ‘i:o 1;}{
onde B{s,h) : porcentagem méxima da queda de produgao do

nacleo 8, do ano h-1 para o ano h.

Acrescentando as restrigdes (7),( 8,,( 9) e (10) ao
problema de planejamento florestal, obtemos um problema de pro
gramacio linear que representado na forma matricial, sera do

seguinte tipo:

min do XO +d1 X +d2 X2-¥a.‘~¥ds XS

1
5.4
AQ XO~&A1 X1-+A2 Xz-b...-+AS XS = bG
B, X, = b,
By 4 = by
o By Xg = QS
0 5 X, § by
X z 0 {8 = T,...,8)

onde:



f'cs1 CSE.HCSK{S) Pso
1 1
By = 1 ¢ bs 11
1 1

531?‘&'#{8

& sendd:

LY3

»x

vetor cujos elementos gac as varidveis de estoque

vetores cujos elementos sio as varidvels que representam

fragao de drea;. s =.1,...8.
natrizes relativas as restricSes (4); s = 0, 1...8

matrizes relativas as restricoes (7}, (8), (9, (10),
p o= 1,...K{s), s =1,...8

vetores linhas,cujos elementos sac iguais a 1,que sao

relativos ds rest;ig%es dadas por (1}.

o



CAPITULO 2

METODOS DE RESOLUCAC DE PROBLEMAS COM

ESTRUTURA ANGULAR

11
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O problema de planejamento flowestal obtide no Cap.
nos remete 3 classe de problemas de Programacic Linear com eg
trutura angular. Neste capitulo, apresentaremos alguns métodos

existentes para resolvée-los..

2.1. METODO G.U.B. {Generalized Upper Bounding)

Este wmétodo, desenvolvide por Dantzig e Van Slyvke {3},
& uma adaptacac do metodo simplex revisado aocs problemas com es
trutura linha-angular, ou selja, problemas do sequinte tipo:
Pl oz min d, X, + 4

Xo # oo+ dg X {1}

S

5.a
"A1 Xy By X 4 ou. + Ay Ko = By (2)
1 X4 =
{ 1%, = 1: {3)
- ’1}{8 = 1
KyrKgreeor¥g2 0 ' (4)
onde
ds : vetores linha com n elementos; 8 = 1,...,;5
A, @ matrizes de dimensces m x ng i s =1,...,8

b. : vetor ceoluna com m elementos

1_ : vetor linha cujos elementos sao iguais a 1.

Seja R_, 8 = 1,...,58,0 conjunto dos indices das colu
3 a

nas cujas variavels correspondentes pertencgam ao vetor xs,

Para que uma base do problema P1 tenha posto completo,

& necessario gque cada conjunto Ro¢ 8 = 1,e02,8, possua pelo



menos um indice cuja coluna pertenga a base.

De fato, se a base nao tivesse uma coluna de un con
junto, digamog R_, enti&o a {m+k)-€sima linha da base teria to

dos os elementos iguais a Zerc e © posto nao seria completo,

B
Desse modo, uma base gg do prohlema P1 pode ser pax

ticionada da seguinte forma: ' ®
Lo}
@IH Ay A
B e (5)
D | E
i
onde
T : conjunto de Indices dasg colunas chaves, isto é |
das S5 colunas, escolhidas de cada um dos 8 con
Juntos Rk’ que garantem gue a matriz basica seia
nao singular;
I : conjunte de indices das colunas nao chaves;
B=19a I ;
L . e
A7 r matriz de dimensoes m x m;
I . , ~
AT matriz de dimensoces m x 5;
D : nmatriz de dimensao § % m, onde cada coluna tem. um
elemento igual a 1 e os demais ilguais a zero:
E : matriz identidade de dimenstes S % S.
As restrigoes dadas por (3} nos permite escrever as
variaveis correspondentes as colunas chaves em relagldo as de

mais variavels, ou seja:

B 5

XKoo= 1 - E {X)Y.; g = T,...,8) i&)
171 J

I
s

onde X
to I,

& a variavel do vetor Xy cujo indice pertence ao conjun



Note gue cada vetor XS, g = 1,...,8, tem apenasg una

variavel com indice no conjunto I.

Substituindo a expressae {6} -em (1) e {2} ,obtemos

0 sequinte problema reduzido:

LT J p J 3 J
IR . . 3 3 s X
PR : min d1 Kl + dz.ﬁz + + dS &
S.a
-~ F LT s S
A1 &1 + Az.xz taa.t AS KS = bo
x‘g,xg,” ,x‘;‘; > 0
onde
J : conjunto dos indices das colunas da matriz de reg
trigdes gue nan pertencem ao conjunto I. '
a - a . (a = ~- ar i e
dg = (1) ) 5 &y = @)y - df & p/j e
A e TUA 3T - (R D . B I S _—
Ay = LADT] 5 (Aa)7 = (A)) Ay o op/ied
X2 = 1x) .l ;plie S
Xq s) 5
S
- I
= - L
bO bO Ag
s=1
sendo
dz : coeficiente de custo cujo indice pertence ac con
junto R, & ao conjunto I
Aé : coluna da matriz A_ cujo indice pertence ao con
junto T
Xi : variavel cujo indice pertence ao conjunto RS e

ao conjunto I,

NOs podemos. obter uma base para ¢ problema- reduzido g

partir de uma base do problema PL.-

De fato, selja:



e - (7)

onde E1 & a matriz identidade com dimensio m X m.

POg-multiplicande a matriz basica pela matriz V,temos:

R

o8 L1 1
I |
A A
4 RS O S N (8)
E .
o o1 E
onde AT & dada por:
a¥ = al _at .o (9)

Fal
B
Como vimos, a matriz Q{ e dada pox:
B B |
{7y L ’
< A

Mas sabemos que det:glfg # 0 e podemos ver gue det v=1.

Logo, det.gib £ 0, 0o que implica em det Al £ 0.

3

_ g T
Este resultado nos mostra gque a matriz A5 @ uma base

do problema reduzido.

A matriz AL & chamada de base de trabalho do problena

Pl e podemos utiliza-la para calcular todos os passos do método
. ., I , -

gimplex, com a vantagem de gue a matriz AY tem dimensio manor

que a matriz basica QEB.

Hip apresentaremos aqul todas as operag¢des do método
simplex utilizando a base de trabalho, remetendo o leltor a Las
don [4]. Para nosso propdsito, que & resolver o problena de pla
nejamente florestal, apenas mostraremos a representacac de uma

coluna em relacao a base.

Sejan1§13 uma coluna tal que j € Rk e ﬁgﬁ uma base do

vroblema Pl1. NOs queremos calcular:

L
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gque & eguivalente a

As &5 _ g

. (10}
Seia
‘A.‘ %
@l =v .z (1)
onde V & a matriz dada por {(7}.
Subgstituindo {11} em (10}, temgs:
B 73 J
" .ovi ozd =G
ou seja,
Yy .
B 3. e
g .4 -q
gque & idéntico a
-y | - s - IR
ALI'AI— zf AJ
e e e . e
i :
0 ; E. " 0
7. .
m o=
3 s "
21 1 pogigan k {(12)
3
zm+8 " L 0 N
Das 8§ Gltimas equagdes, temos:
73 =0 121456, 14k
m+ 1
{13}
3 -
zm+k =1

Substituindo estes

temnos:

valores nas primeiras m equagoes,



“ L I ~ _j
A . + Ak = A
Definindo
]
. %5
7l = : ;
z]
m

da expressao acima obtemos:

G ML TN s BEEEY

Combinando este resultado com a expressao {11} ,podemos

calcular:

A 7
Al M7 ]
: AU B
. ‘E‘Ijn E1 505 I 0
R R s e (15)
- ~3 | ; e
Am+? -D 1 E | #POSigao kK
. . o .
A3 0
m+S . .

Sabendo gque o indice da t-&sima coluna da matriz D per
tence ao conjunto R gy entao a t-eésima coluna da  matriz -Dpos
sul um elemento igual a -1 na posicao rit) e zeros nas denals
posigdes., Assim, ac fazermos o produto escalar da i-ésima  linha
da matriz -D com 23, teremos um valeor diferente de zero sempre

gue ri{t) for igual a i.

Portanteo, se definirmos o conijunto:
Ppli) = {t/e e (1,2, . hr{t) = i (16}

os elementos do vetor glj serao dados por:



33 _ w3 -
gﬁi = éi P2 .., m
{17}
- T zi p/ i= 1,...,8 ; i £k
ey {i}
m\-}.l o
1 - ¢ zg p/ i =k
ted (1)
De maneira analoga para o vetor b igual a
=
bO
h = 3
1
. ]
teriamos
o]
R VS (18)
bm+8
onde - -
~ g IR s 1
by = a™ gy = Z Aé} {19)
5=1
Bm+i =1 - 3 (1’:30)t ;1= 1,...,9 {(20)
' tey{i) '

2.2. METODO G.G.U.B. {Generalized Generalized Upper Bounding)

O problema a ser resolvide & do seduinte tipos:



P2: min d1 X1 + dZ Xz Fomaw dS XS {1
5.4
— ™ e ] — "
A1 AZ .o AS X1 ho
By x| = | P (2)
) : 55
. BS XS g
X1 ; Kz yeveg KSE 0 {3)
onde:
dq : vetor linha com ng elementos; s = 1,...,8
A, ¢+ matriz de dimensoes my XDy 78 = T,.0..,8
B, : matriz de dimensoes mo®xng ;s =1,...,8
b, @ vetor coluna com m, elementos ; 5 = 0,%1,...,8

™0
vt

Ti n =

i
H
—r
in
1k

0 método G.G.U.B. & uma adaptacio do método simplex
revisado para problemas cuja matriz de restrigdes possul a 28

trutura dada acima, isto é, possui estrutura bloco-angular.

Para representarmos este método, seguiremos o procedi

mento adotado por Ribeiro em sua tese de doutorado [71.

O principio deste método & semelhante ao do netodo
G.U.B., ou seja, a partir de um conjunto de colunas chaves, iso
lanos as varidveis XSS, s =1,...,5, onde I_ & o conjunto de in
dices dasg colunas chaves que pertencem a0 bloco s, e construl
mos um problema reduzido, obtendo uma base de trabalho iﬁ.

A seqguir, descreveremos este processo mais detalhada

mente .
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Para que a matriz de restrigdes seda nido-singular, &
necessario supor gue as matrizes B, s = 1,...,8, tenham posto
completo. Assim, nos podemos formar bases para o problema PZ que,
particicnadas em colunas chaves {conjuntec I} e colunas nao <cha

ves {conjunte L), sao do tipo:

B 7
2 (Y s S . (4)
sl . Bt
onde .
I T I
al = £A11 AZ .. A% (51
T
1
By
_
T 5 2 _
BT = Bz ’ (&)
Tg
L s |

Uma vez que a matriz basica & nao singular, & semnpre
1
s . TS
pogsivel ordenar as suas colunas de medo que as matrizes B ;
e
. . I - o
g = 1,...,5, tenham posto completo. Com isso, a matriz B~ & nao

singularxr.

Reescrevendo o problema P2 com a matriz de restrigdes

particionadas em colunas nao chaves, chaves e nao bagsicas,temos:

pin  a® xP ¢ at xF 4 af %8B
S.a - 7 " ]
! i E‘" ik b
A Al v oa o My
m___Lﬁm__im#%m S T
o 3 .
B I Bt B B b m
X AR
L I B - -

onde



o

e o

S

e B & o conjunto de indices das colunas nao basicas.

As primeiras mo restricdoes sido chamadas de restricdes

globalis ou de acoplamento e as demais, de restricdes locais.

Do conjunto de restricoes locais, nos temos:

I I,~1

t = (B84 LoD

B
(b-B~ X' -B X} {7}

que, substituindo no conjunto de restrigdes gleobais e na funcgao
chietive, nos fornece o seguinte problema reduzido:

-1, oL ~B B

PR: min 47 X + 4 X
5.a& o
e ~.B B -
AP L AT x = bO
B
xM,% 2 0
onde
al - & - gttt e
af - a® - atshTl BB
g ¥ 3 . - L
Ao Al . ateh T s (8)
B AB _ AI(Bi}mi BB
- T, L, -1
bo = bg - AT{B7} b
. N s B .
Com esta operagac, a matriz basica ﬁg fol transforma
da G 1
o~ P
B 0
R b (9)
fg‘[“



onde
il

Y - Tyl pl

B : & a nmatriz identidade de ordem m.

P,
Como a matriz ggg foi obtida por transformacdes de

pivotamento a partiyr da matriz g;B gque tem posto completo,entdo
N1

a matriz glb tem postc completo, o que Implica €m  posto (iL) -
m Ou seja, 3L & uma base do problema reduzido.

I
Utilizando as matrizes hL @ BSS, 5 = 1,0..,.3, podenos

0"

desenvolver todos os passos do método primal-simplex, cujos de

talhes podem zer vistos em [7]. &

2.3, METODO DUAL-STMPLEX PARA RESOLVER PROBLEMAS COM ESTRUTURA

BLOCO ANGULAR

Ribeiro [7] desenvolveu o método dual-simplex para re
solver problemas com estrutura bloco-angular, come o problema

P2 da segao anterior.

Como nas secOes anteriores, apresentaremos o princi
pic basico do método, indicande a tese de doutorado de Ribeiro

[7] para maiores detalhes.

Seija WO o vetor cujos elementos sdao as varidveis duais

correspondentes as restrigoes de acoplamento.

Do problema P2, para um valor arbitrario de w pode

Of
mos construir o seguinte problema:

min 4" X
s.aiB X =250

Xz 0



onde

Este problema pode ser particionado nos

segquintes pro

hlemas auxiliares:

" min 4! X%
s s
L
s.a
nie
(?AI-)S B X xb S:‘ifa n;S
s s s
X 20
s
Dos problemas auxiliares, nds podemos obter o conjun
I, "
o T de colunas chaves e as bases B °, s =1,...,5, duais- factl
5 =
vels.
Com estas matrizes, podemos construir o problema e
duzido:
PR: (min &7 x7
S.4a
a7 %7 - by
l. XJZ &
onde
J : conjunto dos indices das colunas da matriz de
restricdes que nao pertencem ao conjunto I.
at - ad - atwht e
a¥ = ad - ateht eY
- I, 5,1
bO = bo - BAT{BRT) &)
Note gue no problema reduzido nés relaxamoes a restri
cio X% 2 0.

Do problema reduzido, obtemos uma base dual-factivel
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~ L

87 e um conjunto L de colunas nao chaves que, junto com as colu
nas chaves, formam uma base dual-factivel para o problema origi

nal.
I.

Utilizando a matriz de trabalho A" e as matrizes B;&,

s
S = 1,...,5, %odemos calcular os valores das varidveis basicas.
Se tivermos ¥ 2 0, entio a solucdo & Gtima: caso Coﬁtréria, de
terminamos  as ¢golunas a salir e a entrar na base, obtendo uma

nova base dual-factivel,

2.4. METODO DE ROSEN

Aszim como © metodo anterior, este metodo trabalhacom

hases duaisg~factivels.

A partir de um vetor Mg arbitrario, podemos construir

. . - . Is
og problemas auxiliares cuija resclugao nos fornece as bases BS v
. s g, -1
5 = 1,...,8, e as splucgdes X_ "= {BS } bS 20 ; 58 =1,...,5.
P}

Com isso, construimos @ o problema reduzido de onde
1 PR
To= ()

b, z 0.

obtemos a solugao X 0

Mas das restrictes locais, temos:

I, I, Lo L
x,© o= (B.5) (b, - 8,° x5 s =1,...,8
onde L_ &€ o conjunto de indices do conjunto I cuja coluna per

Pl

tence ao bloco s.

Substituindo o valor de XES nas equagoes acima, nos
obtemos os novos valores X 3 das variaveis correspondentes Jds
colunas chaves. Be XSS 2 0 para todo s,entdo a solugdo & otima
porgque os conjuntos de colunas chaves e nao chaves formam uma
base dual~factivel para o problema original e temos X7 2 0,onde

B =% eI,



I 7 .
8 . .
Se XS Z 0 para algum s, podemos construlr as seguin

tes problemas:

B
[ min ) by (XS?% {1)
jevg
s.a
BS - X = bs {2}
R )
lxssz 0 {3)
L

E!
para s = 1,...,5 e 5 tal que Xcs i 0,

onde
= {4 BS <
vg = (3/(xg%) < 0)

E possivel provar {ver Lasdon [3]) qgue a partir da

o Is
matriz B °
g

, podemos permutar as colunas do conjunto BS obten

do novas bases para o problema Ps” Assim, resolvendo estes pro

lemas, obtemos novas matrizes B 5 com as gquais construimos
s

cutro problema reduzido, iniclando uma nova lteragaoc.
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CAPITULO 3

RESOLUGAO DO PROBLEMA DE PLANEJAMENTO FLORESTAL
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Neste capitulo, os método primal-simplex , dual -sim
plex e o método de Rosen, descritos no capitulo anterior, serao
adaptados para resclver o problema.de programagao linear decoxr
rente do modelo de planejamento florestal, apresentado no pri

meiro capitulo.

A descricaoc dos dois primeitos métodos seguira, basi
camente, a ordem de exposicgac de Ribeiro [7}? sendo que a inclu
sao das variavels de estoque, XO; e a astrutura das. matrizes
bloco-angulares, exigirao um tratamento especifico em certas pas

sagens, principalmente no processo de atualizacao das bases.

Manto ao méetodo de Rosen, apenas chamaremos a atencio
para algumas particularidades que surgem quando utilizamos o mné

todo para resolver o problema florestal.

3.1. METODOQ PRIMAL-SIMPLEY

Acrescentando as variaveis de folga ao problema de

planejamento florestal, obtemos um problema do seguinte tipo:

PF: min E[XO] : {1)

S.a ﬁl‘xo" mh {2)
X
ofxogu {3)
X z 0 {4)

sando



= fa, 4, d, ... dg]
AG AT Az “ o AS
By

onde

A : vetor linha com n, elementos

A+ matriz de dimensdes Ry X n

5

=

matriz de dimensces mg X oD

Iy vetor colunaimmxmseﬂemamos

s 5
m o= I om n= I n
S;.:'i 5 5_;;:0 5
e ainda
Csi Cs2 Tt CsK(s]
1 = 1' 7 b =
s i =

Lt

ot

il

it

—




onde
C_ . : matriz de dimensbes m_ xn_. 3 3 = 1,...,K{s)
373 S 573
bsé': vetor coluna com HS elementos
1 : vetor linha cujos elementos sio iguails a 1
:--- 4 =
mg = m, Kis)
CK{s)
= ) no_ .
fg g s3
j=1
Agora, definiremos os seguintes conjuntos:
. e - G|
U, » conjunteo dos indices das colunas da matriz &%
P
que peviecem a submatriz §£S dada pox
s
G
(QS: e s o e ; S:‘ifaulgs
B
=}
0
st : conjunte dos Indices qgue pertencem ao con
' Jjunte U, ®© ‘cujas  colunas tenham wn
elemento igual a 1 na (ﬁs + j)-2gima posicao
da matriz BS, g = 1,...,8 e 31 = 1,...,K(s}.
Fara que a matriz Qﬁ-henha posto completo, & necessario
que as matrizes B,, s = 1,...,8 sejam nao-singulares. Admitamos

esta hipOtese, © gue nos permite construlr uma matriz basica ng

para © problema (PF).

Sejam:



£}

g ¢ conjunto dos indices das colunas basicas que per
tencen ao conjunto U, ¢ 8 = T,e04s3,
g ° conjunto complementar de BS 2m relagao ao conjun
to U, {colunas nao basicas); 8 = 1,....:5.
.0 T " - ] .
5 = bs & BS sy 8 = 1,...,8 .

parti¢ac s : submatriz formada pox mg linhas da matriz basica

C

B - - . . .
Ql gque contém todeos os  elementos da submatriz
7
pBs |
s
Note que os elementos diferentes de zero da

particaoc s necessariamente pertencem as colunas
com indices no conjunto B
: 852

ie. B e
. 5 .

oA ow
a w3

particdao s : {0 0]

om as definicoes acima, podemos demonstrar os seguin

feg teoramas:

Taorama

Dam.,

1:

21

Teorema

Dem.

L]

. . A ay
Toda matriz bhasica ;:F do preblema (PF) e tal gue pos

to {BSS} =m , 8 = 1,...,5.

Dada uma particiao g, os unicos elementos diferentes
de zero serao os_elementos da matriz BSS. Suponhamos
que o posto de BSS seja inferior a m.; isto implica
gque as linhas de Q{ na particio s s3o linearmente de

pendentes, o gue & lmpossivel, uma vez que g} & uma

base.

B
Toda matriz Bsq, s = 1,...,5, possui pelo mencs uma

coluna cujo indice pertence ao conjunto st, para to
de :‘1;"9;}((5}0

By .
Suponhamos que a matriz BSS nac possua colunas com in

dices no conjunto Rsk; isto significa gque a linha



m5»+k possul todos os elementos: lgdals a zero, © gque & impossie

vel, dado que o poste da matriz B 50 igual a M

Gs Teoremas 1 e 2 nos permitem particionar a matriz ba

B
sica Q} da seguinte forma:

T T T
| 1 :
SN R R PO i 2 . D
AGi A i AT AZ - AS
MHWT—“M.E. __________________
I L L i
t ! S G
] P B AO S P A
gf.l o L
1= i I R e Iy
T L b | t2 Lo
: )i ; Bz H BL !Bl
. ’
s L 2l I
i } -B glg gl Ql
sendo
I . "
(2, « A7l : matriz dg ordem My X W,
IS
B : matriz de ordem n_ x m. ; 5 = 1,...,5
S 5 5
I, : conjunto dos indices das coluna da matriz

PR - . .
[g}a :gl 1 (colunas nao chaves da matrig

basical.

T : conjunto dos indices das colunas damatriz

ﬁf {colunas chaves damatriz basica).

I, conijunto dos indices das colunas chaves

que pertencem a0 conjunto US: s = T,...,8.

I = I {BIZQBI

Além disso, as submatrizes Qﬁ % dadas pPor:



£§I$ )
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estac com as colunas ordenadas de modo gque ¢s elementos da ma

I

triz BSS apresentem a seguinte disposigao:

onde :

L(IS)

I{IS} :

CL(IS) ! CI{IS}
S : 5
““““““““ ':"”‘“"“'"_""""”"’__" HE-S S Ji s L] S
D R -
— 5 &

conjunte dos Indices das colunas nao chaves de
I
. s
makbriz BS r 5 = 1,...,8

cgonjunto dos indices das colunas chaves da ma
I
cL o B
triz BS ;S = 1,...,8

L{IS) e LT i 8= 1,...,8

5!

!
[

matriz de dimenstes mg, X om
matriz de dimensoss _m..s ® Kis)

matriz de dimensdes Kis} x Es’ onde cada coeluna
possul um elementoe igual a 1 e os demais lguals

& Zero

matriz identidade de ordem Xis) x Kis).

Antes de prosseguirmos, definiremos os seguintes con

juntos:




L conjuntos dos indices das ¢olunas da matriz basi

ca corregpondentes as variiveis X

L : conjunto de indices das colunas da matriz basica
gue pertencem ao conjunte L e ao conjunto QS, Ha
Tieea 8 ' ‘

8. : conjunto dos indices das colunas ndo basicas cu

jas varidveils pertencem ao vetor Xy

& ... » Lo

L 1 L, & L. 5

0 1

53
o
o
e
s
e
®
D
o
w

Para uma dada matriz basica, podemos escrever amatriz
giparticionada em colunas ndo chaves, chaves e nio bisicas &
dividir o sistema {2} em um sistema de restrigdes globais e um

sistema de restricoes locails.

Temos entdo, para as restrigoes globails:

Lot sl 3 2L 1 48 148 1 [ o5
a; (a* fat 14a 1a X z
| H ] f .
----- BSOS SR SN S N (5)
AN B R B S
al 1% P aT 148 1 aB by
R ; 1 B i .
X
B
%5
——v—«x ——
e para as restrigdes locais:
s 28T 1B (kP ] - n (6)
- . T



=1

i

particionar a matriz basica de modo gue a matriz B

; e T S ;
singular, © gue significa gque B” ¢ nao-singular.

onde:

1;--

0 Teorsma 1 garante que a matriz BSS

B

N N -
.+S, tem posto igual a m . Portanto, & sem

Pré-multiplicande (6) por iBI}"1; temog:

TR 7] = b
s
XE

A SE

ﬁE - {BI)"1 g@

b= (857" b

e {7} obtemos:

I

- ~ ~B
= A # <5

X -~ B

®

(7}

{8}

gque, substituindo em (5}, fornece o saquinte problema reduzido:

PR

onde s

1 Q—
i
i
t
|
SRR S
|
|
i
i
4
i
]
H
i
———
[
|
!
i

]

o] oo

ix



Teorema 3

Dem.

et ~ L
triz AO

Ry
Por {&U)

éL - dL ~ &l ﬁL

B - aB - o 3B
al o Al o al g
B . a8 _ AT 3B

zZ =z - dI b
50:}30—-&]:“5
Seda Ag = [A é AL]

: A matriz ﬁg

Como a matriz identidade tem postc igual a m,

Pré-multiplicando as restrigdes do problema

1

z

. - B N . .
A matriz basica @~ sofreu transformacdes de
mento gque nao modificam o poste da matriz. A

matyriz que tem poste igual a My + T,

& nic-singular.

ta na forma:

tem posto igual a My s

obhtemos:

R e

A st i 2 s fous v e s
_.__.——r-n.-mm—u

Sl

i
e

ol

pode ser

{9}

pivota
nova

escri

4 na

sende, portanto, nao singular.

reduzido



de onde tiramos

L 2 5§ =B
b, -8 B LF
XL
gendo: _ _
=B ~L.~1 B
g = (&) Ay
if:) - (‘ig)—l 2‘1}3
2 T ]
bO = {AQ} bO
Sejam:
Fy conjunto dos indices das linhas do vetor dado
por {10} correspondentes s variaveis Xg
F? : conjunto dos indices das linhas do vetor dado

- . - . I
por (10) correspondentes as variaveis X7

Com isso, podemos particionar a expressaoc (10) da

guinte maneira:

36

(10}

(11)

se

I, 2 =B B 2B B
XG {bO]F - £AG]F XO - A ]F X t10a)
8] 0 G
L 2 -5 B AB B
K™ = {bOEFT - [-O]F1 XO - | ]F1 X {10b}

Substituindo (10a) e {10b) na funcao obijetivo de (PR},

enconbramos:
— . o Sl Nl -
ot o} o} a3k X z
i i i 0 3 I
e e SR
1 ] S =
i 1 =8 1 %8B I b
B i 0 A X 0
0 { poo e -
o
L. xB

{12}



onde _ . _
R o= B L. ~ B L.~R
4 1
B ~B L .= ~T., =B
dy = ~ dy (B71, -~ VAT, (13)
o 1
s - .= w1y :
1
£ substituindo {(10b) em (7}, temos:
R R LR LR eI (14)
XI
B
X5
onde . —
""B =~ "“B
= —B [AO}F
1
88 . 5B L aby (15)
Fy
= . AL el
bh = b -~ B {bG]F

xf - § - g8 xg - BB B (16)

Utilizando as expressdes obtidas acima, calculamos to

das as operag¢des do método primal-simplex.

3.1.1. S0LUCA0 BASICA

Das expressées {(10) e (16), podemos deduzir:



{17}

[
i
oo
t
[
=,
2
(-
=

s
i
ool
!
i~
ey
oo
dd
=

(18)

onde © conjunto $ & dado por

..__, -B- .'# .
¢ = {J/ixo }j = uj}

A partir das expressoes acima, podemos determinar a

inversa da matriz basica. De fate, sabendc que:

£ oaght b- B @ gl
je =

3
de {(17) e (18}, obtemos:
. 1 . :
B 1 (?‘%‘)"’1 i ~zbky T Al et !

(z7) R A e T ot e e
- ~eht ghaEh Tt b o eht e weh T ekt At
» 01‘1 E OF'i

(19}

3.1.2. VETOR MULTIPLICADOR p = {m 7)

LR

0

0s valores das variaveis duais s3o obtidos pela expres
a -

que & equivalente a

SAQ:

Cooa
-

L I

A

ol
R R
b

T} A§ I\ a*i {20)

|
n_“mﬁm__“ﬁq__ﬂ
; BL g BI

[d

jof

I

{7

s .



Sabendo que

gt = ab - af g%
o ZKL:ALHAIIEL

a8

de {20} temos

39

{21)

3.1.3. CUSTO RELATIVO DAS VARTAVEIS NAO BASICAS

O custo relativo & dado por:

s N —

B _ 4B _
dy = dg (7
o, T —

e B )

)

T}

8 1. 4B _ 3
AO = do WG AO
. 0
AB = dB - Ty AY — ¥ BB
pB

Substituindoe os valores de Ty € 7 dados por (21} nas

expressdes acima e comparando o resultado com (13), concluimos

gques
'?‘**; . A
[dg - a®y

a

it

B
[do

ERE IS

{22}

i)



3.1.4. CRITERIO DE OTIMALIDADE

Sendo um problema de minimizacao, devemos ter:

2By - ‘ By _

{dalj z 0 se [Xo}j 0

{'“g}. < 0 se {xgz. = U, (23)
073 07 j .

{éB]j 2 0 para todc j (B - §03

3.7.5. ExpggssﬁolﬂﬁiCOLUNﬁsqu e ﬁ EM RELACAO A& BASE

NGs jgueremos caloular a expressao:
Y By -1 oy
A =-gH 4

Mas, de (12) e (14), sabemos que:

Portanto, se a coluna gﬂf corresponde a uma variavel

do vetor X,, qu sera dado por:

v

Yo
g =l {24}

E se a coluna qu corresponde a uma variavel de ve

Lor ¥, temos:

gqy R DU | (25}



Analogamente, para o vetor h temosg:

A expressac do vetor 13 em relagac a base € utilizada
para @ calculo das wvariavels basicas comc mostram as expressdes
(17) e (18). '

3.1.6. DETERMINACAO DA COLUNA A SAIR DE BASE

A atualizacao das variaveis basicas pode ser feita a

través da segquinte equagao:

xB - xB - al - MK P 3 e B | (26)

nde XY & a variavel a entrar na hase e

AX, = X! - X
¥ Y A

N6s iremos atribuir um valor para AXY de modo que uma

s . it . . .o
das varlaveis X; ; 3 £ B, atinja um de seus limites. Desse modo,

considerando os casos em‘que XY = 0 ou XY = MY (para ¥y ¢ EO} PR
sinal de f?ﬁ e o fato de ] ¢ L, ou 7 € B, podemos calcular o -va
lor de &XY para cada variavel basica. O menor valor obtido, em
mGduleo, sera © esceolhido.

Assim, temos:
1. X =0

Y

x5
(kaY}'1 = min *;%w ; para j e B {273



(AXY}2 o min S S ; para 3} € LQ : {28)
A ‘“,\{ Fe 0 ‘(Y

2. Xy = U, (Y ¢ 88}

i

min —_— ; para j £ B {29}

(5%,) 4
ey A

U, - X, :
(8X,) , = min —dJ_; para i € L, (30)
LAY 5y
J/gj >0 g]
seja y = min {{2X ), ; (AXY)E} (31

A coluna a sair da base sera aguela cuja variavel cor

regpondente nos forneceu o valor y.

3.1.7. COMENTARIOS SOBRE A ESTRUTURA DA MATRIZ BI

Para a determinacio das expressoes anteriores, parti

mos da matriz {BE)WT, ou seja, do cdlculo de {BJ:}M.T};),,(BI}M‘i .BL
& (BI)“E.BB.

Estas maltiplicagoes podem ser feltas considerande a

1

estrutura da ﬁatriz {BI)“ gue & bloco-angular, desde que esta

matriz & a inversa de uma matriz bloco-angular.

e e -1, .
Desse modo, a multiplicagao (BI) B, por exemplo, sera

dada por:



T —
r T, -1
(131 } - b,
I
2,1
(82 ) . bz
I
S -1
_(BS } . waI
k]
Iq -1
Agera, para calcular (BS"} 'bs’ s = 1,...,8, pode
T
T8
mos considerar a estrutura da matriz BS e utilizar as bases de
trabalho
LT} L{L ) I{r 3
e 3 . a _ s . -
(,S ucs C:S - Dy i S = 1,...,8 (32)

como vimos na apresentacao do metodo G.U.B. no capitule anterior.

Degsa forma, todas as expressoes do métode .. simplex
' - RASI N
poden ser obtidas através Gas bases do trabalho Aj e C_ 58 =

1;».-;8.

3.1.8. ATUALIZACAO DAS BASES DE TRABALHO

Antes de inicilarmos, queremos avisar que as posigoes
das colunas sao dadas em relagao ao conjunte a que pertence a
indice da coluna, ou seija, em relacgao aos conjuntos L e I, due
tem os seus elementos ordenades de acordo com a posigdo das coly
nas na matriz basica.

Sejam Qﬂp, na posicaoc £ , a coluna a sair da base e

QqY a cocoluna a entrar na base.

bDependendo dos conjuntos a que pertencem og indices

p e v , temos S seguintes casos:



Caso 1: o & L

[

NOs podemos permutar as colunas N@i‘ip e gy atualizande

a base de trabalho (ﬁg}"1,

A substituicao da coluna Qp pela coluna qY faria oom
. ! . i

It
. h ;
gque a matrigz BLl (Iﬂ :“Ih - {p} + {v}) ficasse com uma coluna com
i
todos o5 elementos iguais a zero. Mas, o Teorema | garante que a
BF

matriz th (Bﬁ :Bh - {p} + {y})} tem posto comwpleto e, portanto,

: T - P .
existe uma coluna @, com T € L, e na posi¢ao t, tal que a

coluna {Bg] & linearmente independente das colunas da matrig
T
h —

B, (L, = Iy - {pl).

Dessa forma, podemos permutar as colunas gp @ ‘@Y. En
tretanto, para que a estrutura bloco-angular da matriz basica se

. - - T .
ja mantida, nds permutamos as colunas gﬁp e gg , atualizando as

T ~L{Ih} - _
matrizes (ae) e (C_ 7)) ¢ aplicamos o Caso 1.

Caso 2b: vy & B

Nos devemos considerar duas situagdes:

Caso 2b1: Existe uma coluna da matrxiz BL com elementos diferen

tes de zero na particgdo h, ou seja, existe T ¢ Lh’

£ claro que nds poderiamos permutar as cclunas glp 2
L{X, }
p h”, -1

ggy, atualizando as matrizes (iO}MT @ (Cs } 7, desde que a



Ih

nova matriz B © (I} = T - {pt + {vh tenha posto completo.

h

Entretanto, preferimos aplicar o Caso 2a enm vez de trabalhar com

mais um ¢ase no método.

Note gue neste caso, nds consideramos gue a simples e

- . T . ;o .,
xisténeia da coluna @& € condigdo suficiente para gue a coluna

Ih

Lyt seja linesarmente independente das colunas da matriz Bh

[Bh}

(Ih = I, = {ph).

L

Caso 2b2: A partigdac h da matriz B~ tem todos os elementos i
guais a zero, ou seja, nao existe 1 & L tal que

LLey T
{Bh] £ 0.

Agora, devemos trocar a coluna QZO pela coluna E@f di
L ) S TR . ) -
retamente, © como temos Bh = 0, a matriz A7 nac scofre alteragao,

. L JERPEL RS S
sendo necessario, apenas, atualizar a matriz (Ch )

Caso 3: oo I{Ih} ;oD e th

Caso 3a: Y f B

T
Como provamos no Caso 2a, existe uma coluna gﬁ ., Ccom

- TSP o
T & Lh = na posigao t, tal que a coluna EBQI e linearmente inde
I
pendente das colunas da matriz th (Th = Ih - {p}}u

- . . . . o
Alem dissco, devemos considerar as seguintes situagdes:
Cago 3al: Nao existe T E-Lh’ tal que T € Ry g

T .
Neste caso, se permutarmos as colunas gi ezgf), nos

destruiriames a estrutura linha-angular da matriz th. Portanto,



devemos permutar a coluna gf)cam.uma coluna g?ﬂ,C@nT'.ﬁ L(L,)
2 na posicao T' , tal gue T' = Ry - A existéncia desta co
luna € garantida pelo Teorema 2, uma vez gque a inexisténcia da
coluna qu’ faria com gue a nova matriz basica tivesse nenhuma

coluna com indice no conjunto th, o gue contradiz o teorema.

k]
Assim, podemos permutar as colunas ggp & QgT . atua- -
LRI '
lizando a matriz (Ch h } ! e aplicar o Caso 2a.

. - . ; g ¥
Note gue nao precisamos atualizar a matriz AG onde a
L

submatriz A ©* & dada por
L L I I L
-“h . h h h, -1 n
A = A - Ah . (_Bh y L. B

. Tt
De fato, as permutarmos as colunas g_p e @ da ma

triz basica, nos permutaremos as colunas das posigdes L e t' da

I, I
matriz Ahn £ as linhas das posigdes L e t' da matriz {th) !

- ) . =L
nao alterando, portanto, a matriz AO.

as a2: Ewiste T £ T E ;
Caso 3aZ: Existe Lh tal que th

NOs temos as seguintes situagdes:
a5 o Exd T € IL{: " T € .
Caso 3aZa: Existe 3 I(th tal gue th

- o 0 '
B claro que poderiamos permutar as colunas g; a2 ggr ;
mas preferimos aplicar o caso 3al, em vez de termos mais um Caso

a considerar no método.

= = a ~ 1 ¥ ]
Caso 3ladhbs Nao existe 1! € L{Ih} tal que 1° ¢ thu

Nos poderiamos trocar as colunas ap por. .gy diretamen



I
h

te, mas parva manter a estrutura linha-angular da matriz B b

pre:
ferimos permutar as colunas @fjsa Cf, atualizande a matriz
(iﬁ}“1 e aplicar o Caso 1.

Desde que o conjunto 'L(Ih) nao possui elementos no

~L(Ih}

conjunto R a matriz C. nao & meodificada.

hk’
Caso 3b: v € Eﬁ

Caso 3b1: Existe uma coluna gf} T & L, tal que {Bﬁ}T # 0.

Este caso e semelhante ac caso 3a, podendo ser dividi

do nes seguintes casos:

¥

. . Toep - T e 1 -t e
Caso 3bla: Existe uma coluna EQ ; T o€ L(Ih) tal gue 1' € th.

Nos aplicamos o Caso 3al permutando as colunas gqp 2

T i

a

. . o - : - ¥ - ]
Cazo 3blb: Nao existe 17 € L{Ih} tal que 1! € B

Nos temos as seguintes situagoes:

Caso 3bibl:Existe 7 € Lh tal que T € th,

Nés aplicamos o Caso 3a2b, permutande as colunas Qgp

T
por I .

Caso 3bib2:Nao existe 7 eth tal que T ¢ tha

Agera, devemos ter Y £ th para gue a nova base seja



factivel; casoc contradrio, a nova base teria nenhuma coluna cujo
indice pertencesse ao conjunto th, ¢ que contraria ¢ Teorema 2.

L)
E claro gque a matriz Cp b hio 8 modificada porgue

nao existe t' € L(Ih) tal que 1 ¢ thb

Agora, verificaremos Se & necessario atualizar a ma

triz {ﬁi)”1,
A inversa da nova base & dada por:

(ﬁf’”}"’1 = MP,(p, Y) (g5 _{33)

sendo MPg(p,y} a matriz de pivotamento que possul a seguinte for

ha s
- ! -
-1 } \)1
. { :
11 Vg B,
B T o

| |
! 1 n, 0 MP4(Q:Y3
§ L
' -
% y
§
g :

L e

4 .
posigao % (34)
Da {19), (33} e {34}, temos
B H (At
%_1 | 2 0 i
A o | e
0 MPéip,y) 70 F? ]



de onde deduzimos

v].
G TR TR S X AL T -]
(AD ) e {AO} - : - Bﬁ (AG)F‘}-
Mo

Seja 1t ¢ Lh °

: ~ . ' N 1
combinagao linear das colunas da matriz Bh ; Uma vez que

matriz tem posto completo. Assim, temos:

I, . I
857 - M3 aas e

h g.. 1

L B
je, 3tk

onde

Ih = Ih - {D}

Mas, por hipOtese, temos:

para j € Ih

w
jua
"
i
]

it
-

Oﬁ

s
1

o gue implica em

I
Pré-multiplicande {37} por (th)

1 I

-1 hy,j _ . = .
h }R "{Bh 1Y = 0 para 3 ¢ Lps obtemnos:

;1 & sabendo
{B

Al T
IBh]i = 0 pa:a todo T ¢ Lh

o gque implica em:

- I
. MNos pedemos escrever a coluna {Bﬁ}T

49

(36}

COomG

esta

{37}

que



Substituindo o resultado anterior em {36}, concluimos

e s

o

! Ly -1
} = iAOB

- -, . T T
Portanto, nao € nacessario atualizar a matriz Aé.

Caso 3bh2: Ndo existe T & L tal que IBi}T £ 0.

Mos temos os seguintes casos:

Qe MaTas Pwiare T oo ] . 1
Caso 3b2Za: Existe 1% ¢ L(Ih} tal que 1! € th.

~ . o : :
Nos poderiamos Lrocar as colunasfj @ ﬁ%Y diretamente,

ok

mag preferimos aplicar o Caso 3al. para manter a estrutura linha
Ih

~angular da matriz Bb e, depols, o Caso 2b2.
4 .

Caso 3p2b: Wac existe 1! € L{ly) tal que 7 ¢ Ry

Neste caso, devemos ter Y € th 2 como ndo existe elementos
. . . L ~ .
diferentes de zero na particac h da matriz B~ & niao existe 1' € L(Ih)tal, que

T ¢ R as matrizes de btrabalho nao serio modificadas.

hic’

3.1.9. OPERACOES REALIZADAS EM CADA CASO

Na seccao anterior, analisamos todas as situacdes que
podem ocorrer no processo de atualizagao da base e como pode
mos perceber, estas situagoes podem ser reduzidas a seis casos

a saber: 1, 2a, 2b2, 3al, 3a2b e 3blb2..

Agora iremos desenvolver a operagao de atualizacic das

bases de trabalho para cada um dos casos ¢ltados.



Caso 1: p € L. Trocar a coluna _Cv)por QQY

4 inversa da nova base € dada por:

O I T 18 W (38)

que € eguivalente a

) 8
qs MP, (P, ) - & ' (39)

mnde MPq(p,Y} & a matriz de pivotamento gque possui a seguinte

formas
. i —
DR |
. i
- . i
' %
1 7 1
E
vy ;
3 !
i
. . ;
P ;
- ] { [fIPZ(p, «f); 0
MP‘}{D”Y} R b T .Q mmmmmmmm -; ——————— 2 ] e i e s e trim }—-H.—--.w
1 1
1 H 5
Y . SR ; |
: : .
"o P (40)
+ e
posigao £
As matrizes basicas sidc dadas por:
. ; m X gfb+l n,+
af-g...gt @’ 4d? .. g°
: (41)
\ Y m, b mg+1 Mgy +101
a° =1@...g.d°:d4°% . g’
De (3g), {40} e {41), podemos deduzir
LN s oom m }j
& 3 Y 3]
= 5 V.. R + L M. ﬁi :
3£2



B 2 _
Substituindo gf(x §q . §§7 na expressao anterior, te

oS3

[
E]

o 5 P
(o v AN v, Ly A

48]
™
+ i
Ll s
B d el s 5
o

m. +3
Y o
{ﬂj + \)2 ® §m0+3} g

&

L
—

A condigao de igualdade e satisfeita quanto tivermos:
Ay - 7 o= s
Uj VY, g% = 0 para j Toomg: 3 £ 2

-~y .

vi, ggg =

nj vy - gq;é+j = 0 para i

para 3 = 32

]

To.o.m

A partir do resultado acima, e considerando o fato do

indice y pertencer ao conjunto go ou ac conjunto B - BG y nés

temos ¢ geguinte resultado:

-~ Bituacac 1: v € §0_

“B Y
ve = kgl
4B Y 2By Y . o o )
Vi = [ Olj /otagly i 3 = Teeamg i 3 4 R (42)
L rBLY aByY L s
ﬂj = -{B }j / [AOER i T I

- Situacgao 2: v {8 -~ ge)

- B¢ Y
v o= 1/ 1A }g

_ 5B, Y *E . .
vy [A ]j /A b, # 3= te.umy g3 £ L {43}
ny = =851 /%) 75 - .m



Mas, sabemos da segdo anterior, que & necessario atua
lizar apenas a inversa da base de trabalho 3@- Asgim, de {19} ,
{38) « (40} temos:

sz(pm

H-z E . a a
de onde deduzimos
~It, ~1 ~1L, -1
(ag ) = MPz(p,Y} - AL} (44}
Caso 2.a: o £ L{Ih) . Permutar as colunas f_‘_‘i P e qT .
Representando a coluna [Bﬁ}T como combinacao linear

I
das ¢olunas da matriz th, temos:

I . I
oo, . B P13 4 an(e P (45)
JEAy

onde

Desde gue a coluna {Bi]T € linearmente independente

. £
das colilnas da matriz Bh- , temos X #£ 0.
Ty =1
Pré-multiplicando {45} por {Bh }R ohtemos:
~Te I 1 X T T
.1, = T h, -1 h,j h, -1 h.p
h' g jeT, oy - (B, }g < [B ET A {Eh } - By ]

Mas, sabemos gue:

¥ I, .
h, ~1 h,3 CoLw
(Bh }g '{Bh 17 = Q para 3 ¢ Ih
I I
h, ~1 h,p _
(Bh )g - [ 1T =



Logo,

T T

temos:

A#ED

A permutacac das colunas QIT e g&p implica em permu

tar as

linhas t e ¢ da inversa da matriz bLasica.

Lembrando gque

t esta situadeo. entre as L primeiras linhas g que & esta en
tre as Gltimas m linhas, de {19) temos:
L -1 -
rETTN
0
LY, -1 AT w1, -1 = Ly o
(AO ) = M[Bh]ﬁ.{ﬁo} = G o (AO) (486}
X -
posigao t
(aby 1
0" ¢+l
LT, -
(AL}
0 Ty B
onde
'i £
1
- = L -
G = M[Bh] linha t {47}
1.
@ Jj i
Note gque todos os elementos da linha £ da partigaoc h

L s . .
hIR’ oun s€ja, a este vetor foram incluldos os

elementos das colunas com Iindices no conjunto LO’

egtio no vetor [B

Uma vez gue o t-2simo elemento do vetor iﬁijﬂ da ma

triz G & diferente de zero, entao a matriz G € ndo-singular.



As expressdes {46} e (47} nos permite atualizar a ma

triz (ﬁ?)w1.

L{I 3
Devemos, ainda, atualizar a natriz {Lh )"1, Para
igso, seja a coluna:
L{z }.w L I T
R R N -t Ui (48)

onde T e ¢ pertecem ao conjunto R, e € & uma coluna chave.

L(I }

Aplicande o método simplex revisado d matriz (C11 ) =

utilizando o g-ésimo elemento do vetor Z como pivd, nbs obtemos

‘o inversa da nova base de trabalho.

- : P ¥
Caso 2b2: p ¢ L{Ih§, Trocar ggl por gz

Como vimos, a matriz {ﬁg}_1 nao sofre alteracgao, sendo
CUL(T )

. . . h', -1 , -
necessaric atualizar, apenas, a matriz {Ch ) aplicando o me

todo simplex revisade utilizando como pivd 0 L~ésimo elemento da

coluna

L{1. } Eh I(Ih}

~ noy -1 E
A (ch ) {[c 17 - {Ch 17} {49}

onde Y € € pertencem ao conjunto th e ¢ & uma coluna chave.

. 2
Caso 3al: p g I{Iy). Permutar as colunas le a g;T .

Nos sabemos gue os indices p e 1' pertecem -an conjunto
JL{T)

Portanto, as colunas da matriz Ch h cujos indices perten

th,

cem ao conjunto th sao dadas por:

Lty . I(I }
iCh h 14 - [cy, h para 3 £ 1°
Lir )y I(l )



i

Permutando as colunas ng e gggﬂ as colunas da base

de trabalho sao modificadas por:

LT, } . {r,.) .
e, Y17 -ae, M1 para g £ o
LT } I{r, )
x h p h T’
& (c, T ey ]

onde, agora, 1 ¢ I{Ihj e p = L{Ih).

Esta operacado é equivalente a pos-multiplicar

triz de trabalho pela matriz T dada por:

T = Ovee=1...0-1 .. =1,..0 linha ¢

& ma

{50)

As colunas com elementos iguais a — 1 ocupam, na matriz T, as

TesmAs pPosicoes em que ocupam, Tia base de trabalho, as colunas cujos

ceg pertencem ac conjunto th.

Desse modo, Ltemog:

5L (1) i 6L{Ih) .
h T Th )
Mag como T = T, entio:
3

indi

{51}



Caso 3a2b: I(I,). “e g’
aso 3a p € {h) Permutar_g. e g

A permutacao dessas colunas implica em permutar as
linhas 2 e t da inversa da matriz basica. Este caso & semelhan
te ao caso 2a e portanto, noés podemos utilizar as expreaboesiéﬁ)

@ {47) para atualizar a matriz (AQ)

, _ . ' B e Y
Caso 3bib2: p ¢ I{Ih)“ ‘I‘rocarg _po; @

JE S

Come vimos, as bases de trabalho ndoc sofrem modifica

coes.

3.2. METODO DUAL-SIMPLEX

Agora, lremos desenvolver o nétodo dual-simplex para

ragolver o problema PF.

0 problema dual & definido por:
max  ${P) _ {52)

onde ${P} & a fungdo dual dada por:

{ﬁ{p} = min L(XO,X,p-) {53)
0 = XO £y
¥z 0

Q £ W

sendo W © conjunto de multiplicadores de Lagrange para 05 gquais
o minimo da fungdo existe e L(XO,X ;}) & a fungao Lagrangeana ,

definida por:

%o

LXK = dg Xg+ax + Potb- B {—] | (50)
| X



Seia b= {“0 }. Com isso, podemos escrever a expres

.ow
sdo acima do seguinte modo:

L(onxfﬂ } S bo-rﬁp'étdo—«ﬂe AO)XOAF(d-me A-7 B}X
| {55)

Substituindo (55) em (53}, obtemos:

¢{£}) = Ty bO + 7D + min ido-—wo AD}XO +(d-—ﬁ0 A-~q BYX
xozo
<
XQmU
Xz

{ﬁozﬁ}ﬁw

It

{56}

O conjunto W & obtido aplicado as condigdes de Kuhn -
Tucker para garantir a existencla da cotimalidade da fungao La
grangeana. Desse modo, sejam i, 8 e w 05 vetores das variaveis
duais correspondentes as restrigées Xg 2 0, X, s ue Xz 0, res

pectivamente.

Assim, temnos:

Condigao 1: 0 ¢ X5 21, X2 0

Condicao 2:

o7
i
=
o
H
o)
-
+
vy
—
H
L]
~
e
i
L]
-
@
i
]

e
i
EY
e
I
o
|
>4
H
1]
i
-
£
(%
I

condicao 3:

Das duas ultimas condigdes, obtemos © seguinte resul

tado:



= ., = T :]
1. @& X03 4] -+ Ty AO < de
* ) j .
2. se Xﬁj u} > Ty AO 2 d03
' i {57}
.. Y . < =
3 ge 0 < XOJ Iij > T AO dDj
> - J . 3
4. se Kj z 0 > ﬂo AY + 1w BT 8 dj
Portanto, o conjunto W é dado por: -
= = i : 1 -§ X
W ,{p (TO : ﬂ)f70 A + 18 ¢ 4} {58}

Considerando as expressdes dadas por (57}, o minimo

valeor da funcao Lagrangeana para um dado pew sera igual a:

, . - 3
¢*(33) = My bg + Th + jiw {do. Ty Ao]uj {59)
0

i o ; .
onde Wy = {3/n0 AO » d(}j}

Note que a sequnda condicdac de Kuhn-Tucker & sempre
respeitada. Dessa forma , se uma basergg B do sistema (2} satis
faz a sequnda condigdo, dizemos<@k§glg & uma base dual-factl -
vel. Além disso, se o problema dual nao for degenerado, existe

m.+N restrigoes ativas, dadas por (57} e n—(m0+m) restricdes i

0
nativas.

0 método dual-simplex proeura, a partir de uma base
dual~factivel, encontrar uma solugdo primal-factivel {primeira
condicio de Kuhn~Tucker) garantinde, em cada iteragaoc, a facti

hilidade dual.

Portanto, precisamos obter, primeiro, uma base dual

factivel inicial.



3.2.1. DETERMINACAO DE UMA BASE QEALMFACQIYEL_EEICIAL

Primeirc, iremos procurar um conjunto I de colunas cha
ves e, depois, um conjunto L de colunas nao-chaves para comple
tar a construcao da base. '

Seja Ty Um vetor gualquer e fagamos dé = dg-wﬂo AO ;
d' = dﬁ—ﬁo A e K = ﬂG bo, transformando a expressao (56} em:
¢{P) = K + Th + min &’ X4 + (A - TRIX
Géxoéu '
pERY

pew

de conde tiramos o problema:

K + min dé XQ + d'x

1

Come somente nos interessa obter uma base dual-factl
vel, podemos eliminar o termo X da fungao objetivo e também po
demos, devido a estrutura bloco-angular da matriz de restricOes
e a linearidade da funcao objetive, dividir o problema acima nos

seguintes problemas auxiliares:

r .
(PAP)Q min do XO

18.a

< <

4 08 X, £u

. :

min ds Xs
(PAP)S {s-2 B X, = b para 8 = 1,...,8

¥ 2z 0
L a2

A resolucac dos problemas {PAP)S, 5 = 1,...,;8, nos



I
. . 5
fornece wm conjunto de bases Bs y S o=

tiplicador T = {W1,..,,ﬂs), tais ques

1,0'&’8{

IS Iq IS IS I
i - T - - - T
d =) Bs Czs 0 Z“s S Bs
I I
s - g
= dy - B g; 8
N
&Is
=d "~ =0 para
J J Je J J
A* P e w p®.ag®% .01 . A% "
8 g & 8 8 g
g J
2 3
= ds '"g g%s
5“J5
= dq z 0 para s =

onde J% & o conjunto dos

P

coes

As expressoes (60} e {61) nos dizem due p: {7

solugdo factivel para o problema dual.

gque nao pertencem a I, mas pertencem a US,

£ um vetorn

0

61

ml

(60}

(61)

indices das colunas da matriz de restri

LT} & uma

Note gque nao € necessario otimizar os problemas auxilia

res
conjunto de bases duais-factiveis.
PAP

{ Yot

nao tem salucac.

mas 1 2 s

e fato, sejam:
Ry = {X[X = (Xq,.00s%g)iBy Xy #+AX= D
X % 0}
Ay = {x]B X, = b, X, 20}, 8 =
8
A = i AS

porque as expressdes {60) e {61) sdo validas para

Entretanto,

0;

se um dos

£ 8, for infactivel, © problema original

qualguer

prokle

{PF)



. 62

Se algunm problema auxiliar nao for fackivel, o c¢onjun
Lo ﬂs correspondante e, conseguentemente, ¢ conjunto A seraoc va

wios.,

Assim, podemos resolver todos oz nroblemas Aauxi

liares para testar a factibilidade do problema (PF) ..

Devenes observar ainda que as watrizes B, 8 = 1,...,
P
,possuen estrutura Linha-angular, o que permite resolvew o8 pra

Llemas suxiliares utilizando o matodo GUB.

Agora, iremos determinar o conjunto de colunas nao -~

chaves.

De (60), temos:
v qat - wy ahysh ! | (621

gue, substituindo em {55}, fornece:

4 _ 1 'A E i : i h - . i J T ::'J 'J
L(AO,X,ii} = 47 b o« HGQOA-{dO-«AO AO}RO + {dl “”O B X
{63
onde
b o= 7 b
- r -
Py o= by - A b
0 0 {64)
al - @t -oatehyt e

. a7 o oAty ed

Substituinde {63} em {52} obtomosn:

b)Y = als 4 Ty Bot  min (dg-my AGIX, v {Z};‘f-»vssa Aty xd
0&x  =d

x‘jga | (6%)

Pey

de onde podemos deduzir o problema reduzido:



PR min dyX, arxd
S.a ono o 2 oxd o QQ
9 < 1‘{0 £ on
Xz 0

. R P
Note que relaxanocs a restricgao X7 2 0.

A resolugao de (PR} nos fornece uma base dual-factivel
F\'IJ

{ﬂﬂ} e o conjunto L de indices das colunas tals gue as colunas
correspondantes aos Indices do conjunto B = L 9 I fornszcem 1ina

base dual-factivel para o problema original.

De fato, de (PR} ndés obtemos Tq tal que:

=1 . _\E.i \ 1s . 0:}:] .
do — do - HOAO = GO = 0
ar L =1 ] U U AR N \ T I B
Y S (T L L R B T S I A T
abow Al ot ow ahyh Tt R -
0 0
: . s
= &L-ﬂo AL-uﬁ BL = at - 0
[ﬂojj o [da]j - ﬁGEAO] =
A ey
S > oy B —
- itioj j g B O }?(ArCn [}{0] j = O
i £ 0 para [XE]‘ = M.
63 ]
Pl 1 -3 e = T SR
db = dF - ﬁO RB = db - Ty AB - i BE e dﬁ a0

Qualquer base dual~factivel do problema reduzido sabis
faz as expressoes acima, ndo sendo necessirio, porktanto, obter

a solugao Otima deste problema.

A partir da base dada pelos conjuntos L e T, podemos

resclver o problema dual.,



3.2.2. OTIMIZAGAO DO PROBLEMNA DUAL

3.2.2.1. Determinagho éadyaraﬁyal a sair da bhasge

Através das expressdes (17) e (18), podemos calcularn

ng valores das variaveis basicas.

A wvariavel XJ a salr da base sera agusla cujo valor
f
e¢-ilgual a ¢ dado por:
. - oy f ‘. 66
g min { O‘.} 7 02 ’ 03} ( }
onde

G, = min {5{0]

[
M}t;"’{}/r[ﬂ‘({}]j 3 O

L -
i - ] 1.‘ i o < a E~ 7
o5 %L?. iy {KO]E {67}
35LG/[X01ja"uj

= min (%]

& 3 .
SELVACS IR

3.2.2.2. PDeterminagio da variavel a entrar na base

De {10) e (10}, obtemos:
L o 2Bed B e (5B, 3 L E 6
X=X~ 7 [AO}D By L_ ZEN ﬂXj (68)

{69)

para £ € I

ondea



e e z

AX . = [Xg

0l

I

{Xy]

4

G- X—gthf{.
3 { 13 LX ]3

Avora, devemos considerar os seyuintes casos:

Cazo taz:

Mos devemos auwnentar o valor de Xa. Asgim, de (68) te
mos :
TS LB LB 5.
S > 0o ARY L < 0 - T¥ R ¢ .
a) se [Ag)) Ko (g1, < IxXgly
. . s B e )
Para gue o valor da wvarliavel {ﬁu]j possa diminuir, €
ﬂegwssﬁrio gue seu valor seia igual ao limite SURErior, ou sala,
B
(s A i -
LQJ]J uj
9 Sa (A SO ST v Ao ¢ IR B g B &
o B
o gue ilmplica em [Xo}j = Q.
L " N 23
ol Se {\B}j w0 ﬂx@ a0 - {XB}. < EXB},
P 3 3 3
o que £ topossivel, desde que o unico valor admissivel para a

variavel {Kbij & Tero.

| SE
d} Se [A }D

o gue implica em {xﬁlj

> AX? > 0 - (X

1

Bi. > [xB7.
3 ]



Gh

Portanto, as varidavels candidatas a entrar na base

sa0 agquelas que satisfazem as seguintes condigdes:

B ~ N By

[Xo}j = O @ L&O}p < 0

{x_g}. = N, & [E{E’:}‘j > 0 {70)
073 3 0

B =8, 7

X . o= 0 @ A < 0

[ 13 [ lp

Caso 1Tb: p e ¥

De maneira analoga, da expressic {69) tiramos que as

variaveis candidatas a entrar na base sac dadas por:

B “BLi
“ .= O =3 B < 0
{ O}j [ lp
" =B, 1 -
K21, = u. e B > 0 {71}
: 0]3 "3 R
HH}“& =0 e [B°;7 <o
Caso 23 X vu = p e L
e P D

Jtilizande a expressac {(68), podemos ver gue as varia

vails candidatas a enlrar na base sdo dadas por:

B =B .3
e = T >
Ixa}j 0 @ ‘LO}D 0
R i
[Xolj 22 pj e {a jﬂ < 0 $72)

[XB] = 0 & {53}3 > 0

Nas expressoes obtidas acima, podemos utilizar os va
lores dos coeficientes de custo relativo dados por (13} .Lembran
do gue a base & dual-factivel e supondo que o problema dual nao & de

genarado, temos:



B -0 o 5B N
(X231, = 0 {dﬁlj > 0

By o e 4B '
LXOjj = “j‘}[do}j < 0 {73}
B : B
(K71, = 0 [d¥], > 0
b (a1
Ahgora, precisamos escolher gqual a variavel entre a4

candidatas, que entrara na base.

Sepavando as variavels embasicas e nao basicas, consi
R & -
derando {22} e sabendo que dg =0 & ab

a Funcao dual, dada por (56}, da seguinte maneira:

= 0, podemos ascerever

L

i) = s hO + Ah o+ min ﬁg Xg + aB KD

Da expressac acima, nes obtemos o sequinte resultado:

- bﬂ =, B . - A.’" !:; ‘!g A
i - : d21. ax + ) d LD 7
(R o= o ldgly aXgy e, Ly Ay L)

. - . k3 L . b - R ot s oy g o -
orce WT & o conjunteo dos indices das variavels nao basicas  gue

gatisfarem (70}, {71} ou (72}.

Fodenos very facllmente gue os termos  da BUPTEERR0

{74} wao positivos e,portanto, ac atribulirmos um valor diferen
te de zero para alguh ﬁxgj o ﬁxﬁ, o valor da fungao dual cres

cera.

para um dado vetor B= £ . %},nés calculamos o me
nor valor da fungace Lagrangeana, VJ p}}, Lendo uma solugao
primal infactivel.

Agora, para o mesmo vetor I¥ , iremos aumentar o va
lor de ${j}} até que tenhamos uma solucdo primal factivel. Ou

seta, nds gqueremos,para um dado y , © minimo valor da Funcdo La
grangeana de modo que a solucgdo primal sedja factivel. Por isso,

xseolhencs 0 menor valor possivel para &${;§}.
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Dessa forma,, a variavel X a entrar na hase sera a

quela com a gqual obtivermos o valor y dado por:

y = min {y, , vy} {75)
onde ' . N ’
u B o ‘
yq, = min {[d%]j.ﬂx%j . para j € W1} {76}
Y., o= min {{ﬁgi &Xg para 3 & W,}b {77}
Yo ) gARy 2y

Qs valores de Axgj e AX

7S

podem ser obtidos por (68)

[

2 {69}, De fato, tenmos:

. —~D¥
w B _J
(Aglg
{78)
— e
A X? O
oE j
(A7) 5
gﬁiig)_l?. : 7 .
[ G ——
03 ~E .5
(871 o
{79)
z —AK
wd o b
P
B
£ ]p

Combinande as expressoes (76), (77}, {(78) e (79} e sa
bendo que AXQ & constante porque a variavel a sair da base ja
gsta determinada, temos que a variavel KY sera dada por {75} ,on

flexs



Caso

y, = min

Y1

b

= min

= min

min

i

= min

-~ 69

~i
“hdgly

B,
i.ﬁ(}}p

I
para 3 tal que {\{;]J satisfaca (70}
{80}

para 7 tal gue [?\:b[;] satisfaca (71)
(81}

3 e .
para 3 tal gue FVL}j sabistaga (71}

i
para j tal gue. [}(S]J satisfaca (72)

(382)

para 7§ tal gue Dgﬁj. satisfaga (72}
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Uma vez determinadas as variavels a sair e a entrar
na base, podemos atualizar as bases de trabalho, conforne vi

mos no desonvolvimento do metodoe primal-simplex.

3.3. METODO DE ROSEMN

Resolvendo o problema de planejamento florestal pelo
netodo de Rosen, as matrizes B dos problemas auxiliares e  as
B -

matrizes BF“ dos problemnas {PS} terace estrutura Linha-angular,
o X

o que permite utilizar o método GUB apresentado no Cap. 2.

Além disso, ads podemos considerar a estrutura das

E
. L8 ” .
matrizes Bs na construcao do problema reduzido.
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A titulo de flustragio do metodo primal-simplex adap
tade ao problema de planejamento florestal, resolversmos o pro

hlema de minimizagio indicado abaixo:

Exemplo:

colunas: 1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

min [1 B ¢ B T 1 1 10 1 5 1 1 11 . X

S.a
T1 1 2 0 0 4 5 0 2 5 3 2 9
183 s 3 s 32 20 0 L _B.
2 13 230 2 T
3 2 0 5 3 0 4
L R 1
T e | XL
T »wu; 1W d‘ 2 5 2 2 %
6 b6 2 2 1 7 3 6
11 = - - - - 1
- 1 1 1 i 1 o
£ » 0
Escolhemos um exemplo sem variavels canalizadas {va

riaveis de estoque) com o ohjetivo de facilitar a apresentagao

do méatoda.

A base inicial sera dada por:

conjuantos: L. L(I1) I(II} L{IZ} 1(12)
colunas: 1 5 2 7003 6 8 9 T 10 14
custos 1 1 . 1 1 .10 1 . 1 10 1 10

— N

1 3! i 5 2 4 0 3 2

4 3 ] 3 3 5] A 1 A 1

2 3 1 2 . 3 0

T 5 B8 2 3

1 - 1 - i ] -

-1 -t -
2 3 1 & 2

AN S S S

F I T R R
S 1




Wi )
~ CAlculo de (CS

13

& }m?

De {32}, temos:

WL{I$I 1 2 3 (3 1 - -3 2
CT = - Ex -
3 0 2 3_ — 11 1 =3
AT ~3/4  -2/4
-3 al —
((v»'{ } -
-~ - A - ™ I“‘( 1
(1) 2 1 8! P 1 1 2 1
C 2 = — = -
9 -
0 Qw 13 3 |~ - - 4
- - _
L(T.) L/10 1/10
IR L
2 5 =z
2710 2/10
- =T
~ Caleulo de B
coluna 1:
Sahenos que:
N LTy L o
7. (&, 7w - et -
1 1 1
~3/4 -2/4 21 f's
s ﬁ ol i =
~1/4 -2/4 }J {2 i

O condjunto

ou sedjas

(i) & dado pela expressfio (16} da segao



3]

{11
{2}

W {1}

b (2)

Através da expressac {17} da segac 2.1, obtemos:

[ 574 7] " o5/4 7]
i 3/4 374 ¢
foll PR
{E?’T} = ' - :“"
1-5/4 ~1/4
| -3/4 ] | =374 ]

by

Analogamente, para a c¢oluna b, temos:

[ ~13/4 1
. - 774
(B?)S . /
13/4

| 1174

Dessa forma, temos:

574 ~13/4 |

N 3/4 - /4 .

B'l'—; Feo B;’ - G
~1/4 13/4
-3/4 11/4
- : and

. . ﬁi; “"’I}
- Maloulo de (A7)

0

De (91, sabemos que:

PCI T e

o gue nos conduz a:



~ 1, :
AP /4 -13/4

- 3/4 - 7/4
-1/4 13/4
~3/4 1174

AE - {224 ~22/41 >
{2574 . -61/4 '
. ~61/168 22/168 l

-1
~r {E\-‘O } =

~25/168 m2/168“J

~Caloulo do valor das vavidvels basicas:

Das expresstes (19) e (20}, da segao 2.1, temos:

SRR Ak

> by o= =174 e jS1/a
1/4 1/4
= {~1/4} 5/4
1-1/4 | | 3/4

Analogamente:

13/10]
4710
3/10
1

o]
n

De (9) temos a expressdo de by:
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- 50 =]~ .48/40
~114/40

G valor de by ¢ dado por {11).

. “61/168  22/168] [~ asza0 ] = [105/1680
~25/168  -2/168 114740 357/1680
i

E ode {157, telmos:

o
]

~1/4 S/4 0 ~13/4 509 /1680
1/4 3/4 - 7/4- 966 /1680
S B ) i R
b o= |-2L8. S = AR S N g _J = [357/1680
3/10 0 0 35771680 *"*5_?"{6“—

4710 0 0 4/10

3/10 0 0 3/10
1 | 0 0| L B

Oz valores de bQ e b nos fornecem cos valores das va

rifveis basicas, como mostram as expressoes (171 e {18).
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12 iteracao:

- Determinacac da coluna a entrar na base
coluna 11:

- . -1
De Forma analoga ao caleulo de BT, temos:

1/10

T AT

2 1710
1

Das expresstes dadas por {9) & {11}, obtemos:

. /10
=811
{}.\ff)} -
~:12/TD
- C 51/168  22/168 31710 | -
(hb}TT _ < .
-25/168 ~27168 ~12/10

i

S 215571680
~GE L
~ 751/1680 |

0 valor dos coeficientes de custo relativo é dado por

{9y e {13}).

A 1 11 -1 1 10 11 sza ~1374 | = toga -117/4)
3/4 — F/4
~1/4  13/4
~3/4 ¢ 11/4
@™ o s.qp1 1001 101 [az10 ] = -3,2
~2/10
1/10
1




By ~3,2-10/4 ~117/4] [ -2155/1680
tm" 751 /1680

ol
:

~13,4 <0

K

Portante, a coluna 11 {y = 11) entra na base.

- Expressac da coluna 11 em termes da basze:

A expressiao de colune em relacao a base £ dada por {25)

onde {Eni?)H ja foi calculado @ {ﬁg}H & dado por {15}, ou seja,
574 -13/4 25371680
] 3/4 - 7/4 ~2155 /1680 302/1680
{38}11 = 0 - . =
1 h 1/4 13/4 - 751/1680 1902/1680
3/4 11/4 | 449 /1680
1710 : 1/10
{}:;{_5}11 3 ~-2/10 5 (}.i"é) 1 ~-2/10
2 1 1/10 - M B 1710
1 1

-~ Determinacac da coluna a salr da bhase

A coluna a sair da base © dada prlas aexpressoes (27)

e {31): .

ming-—,—, ' ’

609 966 966 357 . : .
- ¥ P 3, =y 3 ;L =
253 302 1902 449 S

966

1902

il

Portanto, a coluna 3 {p = 3), que pertence ao conjunto

I(Il}‘ sal da base.



Caso 3al: Permutar as colunas 3 e 2 ({11

~ Atualizacgio de iC]

Da (50), temos:

rhi 0

rl\:l—' :
0 1

B de (51):

——
H

- Atualizacao de ﬁ%

}

-1

~3/4

~1/4

2}

~2/4

~2/4

o 79

3/4

~1/4

274

-2/4

A permiutbtagac da primeira coluna com a terceira coluna

I3
da matriz B T, implica em permutar as primelra e terceira linhas
. I1 o . ~T.
da matriz (B1 3 . Logo, para atualizar qu bhasta permutar as

linhas 1 2 3:

~1/74 13/4
.1, 3/4 - 7/4
By = 5/4  ~13/4
~3/4  11/4

Aplicando o caso 3al

a zegquinte disposicaoc:

L LfIi}

Caso 2a:

cF

T(I,)

Permutar as golunas 3 e

as colunas da base ficarao com

o Fx

L{IQ)

I(IZ}

14}



~ Atualizacao de {ig}"1

Sabendo que & = 1 {posicac da coluna 3 no conjunto

L(Iq}} e que t = 1 {posigdo da coluna 1 no c¢onjunto LY, de [47)

1/4  ~13/4
G =
0 1
1

A nova matriz {ﬁg)“ e dada por {46}

temos

. /4 -13/4 -61/168 227168
L, =1
(AO) = “ 5
0 1 ~25/168 ~2/168
L 66/168 12/168
I VAP L
0
~25/168 ~2/168
LT
- Atualizagdo de (C1 }

A coluna a entrar nesta base de trabalho & a coluna
dada por (48}, onde as colunas t e & correspondem as colunas 1
e 2, respectivamente. Com isso, temos:

= w1/4

3/4 2/4 S 2] - [1
-1/4  -2/4 ‘ 1 3 S 3/4

Aplicandce o simplex revisadeo utilizando o primeire e

lemento {4 = 1) da coluna acima como pivd, obtemos:

HIJ(I } -3 .
17, ~1
(c, } :[i ]
_ 2 1



- Atualizacio de (AS)?iz

Uma vez que a coluna 11 pertence ao bloco 2, as modi

. - - TR, 1
ficacgoes no _blocoe 1 nao alteram {A5} .. Pessa forma, o novo

valor de (35}?? serd dado por:

@By L L BB
174 -1374 f-2155/1680
0 1 ~ 751/1680
e 1902/1680
EB 11
~751/1680

Agora,as colunas da base apresentam a seguintes dig

posicao:

L LiT,) 1(r,) L{L,) £{L,)
E3 5 11 702 6 . 8 5 7 106 141
Casa 1: Trocar a coluna 3 pela coluna 11,

- Atualizacgio de (ﬁg)“1

. ""H; ’11 - - - .
A partir da coluna (AL) atualizada, nos podemos de

terminar a matriz de pivotalento MP?{Q,Y} cujos elementos 220

dados por {43). Assim, temos:

1680/1902 0

Mpz{f}f\') =
751/1902 1.

A nova base de irabalho (Ag}”? & obtida através de

(44} .



B 1680/19062 0O 66/168 12/168
L o751/1902 1 L-25/168  -2/168.
L | 660/1902 120/1902
ST =]
12/1902 31/1902

Desse modo, obtemos a nova bhase do problema:

con;untos: L _L{E?) I(Ii> L{Iz} I(Iz}
aolunas: 11 5 +« 1 7o 2 & -« 8 9« 10 14
custos: -5 1 < 1 1 1 1 -1 10 - 1 10
3 D 5 1 2 2
0 3 4 0 5 1
3 |2 Lo
5 i 3
wwwwwww ,_‘i_-..wm»-u—._
- 1 - | 1 -
1 -~ I 1
; {
2 2 1 } 4] Z
y 5 6 1 2
mmmmmmm i-mﬂ-u—w—r-_—-—-ﬁ-—.
- 1 i 1 -
1 - -] - 1
1

- Bages de trabhalho

Os processos de atualizagao anteriores, nos forneceram

as seguintes bases de trabalho:

RS I -3 -2 LT, 4/10 ~1/10
(L1 } = (c, } -
2 1 2/10 2710



e 66071902 120/1902
w Ty ol
12/1802 31719902
- =1
-~ Calculo de B
o -13 T /100 07
- 0 3 . -2/1¢
1 0 13 2 -
o =7 ! 0

- Calculo das varidveis basicas

- 566/1902
b —
635/1902

(1358/1902 47471902
- 92071902 . 95471902
Py =1 54471902 P2 = 47471902
| 146/1902 936/1902

28 iteragdo:

~ Determinacao da coluna a entrar na base

Coluna 4@

0
T 1 e -~
(1315)4 =1y (3534 =
2
_ﬁ
= ~3060/1902
(a5t
271802

83



L....

d [~32/10

(a°31% = =5,2

Portanto, a

- Eupressao da coluna

84

01 @5H?t =0
< §
coluna 4 {y = 4} entra na hase.

4 em relagac a base.

A expressao da coluna 4 & dada por (;&B)4 e por {}EB}4
cujo valor & lgual a:
26/1902 | 306/1902 |
2B 4 1886 /1902 <B4 -512/1902
{B"I} = . . B,} 7 = .
~-26/1802 2 306/1902
14/1902 3060/1902
— Determinacao da ¢olona a sair da base:
min | -, 336 . 1358 ’ 920 A 148 ; 4?4W_’_#;_&7Q ’ 936
2 26 1886 14 306 3086 3060
o 338
2060
Logo, a coluna 14 {(p= 14), pertencente a0 conjunto
I{IZ}, saira da base.
Caso 3azb: Permutar as celunas 14 e 11 (1= 11}

— Atualizacao de (A

A ¢oluna 11 ocupa a primeira posigao no conjunto

e

Ly -1,
0} -

I



{t =1} e a coluna 14 & o quarto elemento {2 =4) do conjunto I,=
L(Iz) & I{Iz}. Degse modo, de (47} obtemos:

B de {48} obtemos:

~660/1902  -120/1902
(A~ -
' 12/1902 11/1902

- Atualizacao de (38)4

A permutacdo das colunas 11 e 14 nao provoca modifica

. , ~B.4 . -
goes no bloco 1, Assim, a coluna (A} nao sofre alteragaoc.

. =5 4 .
Portanto, para atualizar (A7), basta fazer:

B
At

. G
1?1 i} [:MBGGOJTQGB:}
0 | 271902

e 3060/1902
| 271902

it

Agora, a disposigao das colunas da base seria a seguin

te:
L L(Iﬁ} o HI LiIz) {5}
[14 5 01 7 2 6. 8 9 : 10 111
Caso i Substituir a coluna 14 pela coluna 4.

-~ Atualizacdo de {331_1:



A matriz de pivetamento € igual as

1902/3060 0
MP,{p,y) =
~2/3060 1

o que nos fornece a nova base de trabalho:

~660/3060 ~120/3060

2073060 ©50/30860

L.

Agora, a nova base de trabalho seri:

conjuntos: L L(Ii) 1(11} L{Iz) 1‘(12)
colunas: 4 5 . 1 T2 & -+ 8 g9 10 11
custos: 1 1 1 1 » 1 1 - 110 1 5
0 i ] 4 2 5
3 4 G 5 1 2 0
2 2 2 E 10
1 o 1 3 3
SN SO VS
- - 1 -1 1 -
1 1 S D
1 1 2 ]
i
6 1 2 2
_______ oS-t
1 1 ; 1 -
i
- - - 1
] | 4

-~ Bases de trabalbio

No processo de atualizagao anterior, obtivemoes as s5e
guintes bases de trabalho:
L{1,} -3 -2 _LEx) 4710 ~1/10
= 1 2 awi

{C | {C
! 21 2 2/10  2/10

i



Lo -1 ~667/306
iﬁa) = _
2 /306
- 3leculo de ﬁL
Q -13
e 1 8
gL _
1 B 13
0 -7

~12/306
5/306

~Calculo do valor das variaveis basicas

936/3060J

O M344/3060
" 2172/3060

. 552 /3060

17 848 /3060
22873060

i
Il

38 iteragao:

-~ Determinacao da coluna a entrar na base.

Coluna 12:
1 /10
(éﬁ)iz ) -2 /10
2 Ty 1/10
1

- ~42/3060
BBy 12 .
~ §/3060

2/10
6/10
2/10

87



i =0 0l (@%1% . 2,2
@52 . 2.2 o

Portanto, a coluna 12 (y = 12} entrara na base.
- Expressac da coluna 12 em relagdo & base:

I expressio da coluna 12 em termos de base ¢ dada por

{ﬁ 312 {ja calculado) e por {ﬁ8}12, que tem o seguinte valor:
~-104/73060 1/10
<H. 12 10673060 “F. 12 ~2/10
(B =1 10473060 Byr 7= 110
-~ 56/3060 1 ]

- Determinagao da coluna a salr da base:

minsw:—;w; 222, 888 ;-:2:~;2;‘i) = ]
106 104
Portanto a coluna 11 {p = 11}, na segunda posicio do

conjunto I{Iz)f saira da base.

Caso 3bib2: Substituir a coluna 11 pela coluna 12:

As bases de trabalho nao se alteram.

A nova base do problema serd igual a:



89

conjuntos: L L(zz) Iifi) L{I2) I{Iz)
colunas: 4 5 1 7T . 2 G g 5 10 12
custos: 1 1 . 1 1 1 1 1 10 . 1 1
1 5 2 5
5 3 4 3 o 5 2
3 2 2 E 1
0 A8 33
- - T - o o
i
1 1 ~ 1 b -
201 2
~ i
L S S-S
T 1 11 -
|
- - | - 1
- Bases de trabalho:
e -3 -2 ENTRUEEE I VAT BSS VAT
{c%(i13) - _{c?{ 2y
2 1] - | 2/10 2/10 |
o -66/306  ~12/306
{3\5)' =
2/306 5/306
) N
- Caleulo de B
0 —-13 |
1 8 .
=T ab
By =1 13 By = 0
0 - 7

- Célculo

do valor das variidveis basicas:



2

1% jtevagao:

- Determinacao da

978/3060

276/3060
446 /3060
78473060
28473060

1352/3060

coluna a entrar na baze

Cexluna 13 =
-6 /10
2 T -6/10
1
AT 1452 /3060
{AB)13 =
L 5A8/3060
a“ = 10 o3
@ L L10,8 < 0

Portanto, a coluna a entrar na base sera a cocluna

{ Y= 13},

(&8)

(385

- Expressioc da coluna 13 em relagdo a base

1 /10
8/10
1/10

13 ~26/10

22710

30 0,8

90

13



Nos ja temos o valor de (ﬁg}13 e o valor de (ﬁB}13 é i
gqual a: '
754 /3060 - ~6/10
(Byd 7 = 95473060 (B} =1 6/10
406/3060 1
~ Determinacaoc .da coluna a sair da base:
min | 278 . 1352 . 2276 .. 284 . B . _ ;1}
1452 58 754 4086 12
_ 8
12
Logo, a coluna a sair da bhase sera a coluna 9 {(p = 9}.

Caso 2b2: Substituilr a goluna % pela coluna 13

A coluna a entrar na base de trabalho ¢ dada por {49},
ou seija, 2 a coluna formada pelosdois primeiros elementos de
(B5) 3.

L{X o)

Portanto, nos atualizarenos a base de trabalho{ég jMi

atraves do método simplex revisado, utilizando como pive o segun

4o elementoe {2 = 2) da colung:

-6 /10
12710

Dessa forma, a nova base de trabalho & igual a:
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5/10 0
S F T 1/6

A nova base do problema e dada por:

conjuntos: L L{Iz} 3(113 L(Izi I{IZ)
k]
colunas: 4 5 1 7 2 6 +« 8 13 s 10 12
custos: 1 T T 1 1T - 1 T 1 1
0 1 5 1 4 3
4 0 5 2
2 2 0
i
0 5 e R
- - 1 - : -
i
i 1 - 1 ; - 1
- E
: 2
3] i 1
mmmmmmmmmm ;-«wa-«w_—.—.——
1 - 1o -
: i
- 1 i - 1
]

A soluciao do problema relativa a esta base € igual a:

. [; 6/1836
55 = 178871836

{1064/1836 | 5710 ]
~ 1034/1836 ~ 4/86
By = 772/1836 |. 62 Sl 5/10
8/1836 - 2/6 ]

Calculando os coeficientes de custo relativo das va

riaveis nao basicas, obtemos:



(d }T =9 ¥ 0
{3339 =9 > 0
{»17”)11 > 0
(@50 5 0

Assim, a solugdo acima € a solucido otima.
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A vantagem dos métodos apresentados no terceiro capi
tule € funcao do numero de projetos da empresa florestal. Para
uma empressa com 5 niicleos e 250 projetbs nee Lotal e para um
horizonte de planejamento de 15 anos, teriamos uma matriz basi
ca de dimensao 700 x 700 aproximadamente. Utilizando os meto
dos desenvolvidos neste trabalho, teriamos uma hase de traba
1ho de dimensdoc 15 x 15 e 5 bases de dimensoes 90 x 80 aproxi
madamente, reduzindo o nimerc de posigdes de memoria  necessa

rio para armazenar a base em maig de 400.000.

Ouanto nmaior for o numers de projetos por nacleo ;
malor sera a vantagem de utilizar os métodeos adaptados ao pro

hlema florestal.

Guante acs métodes em s5i, o método dual-simplex apre
senta vantagem na obtengao de bases iniciais {ver Bazaraa [11,
pg. 265) dos problemas auxiliares e do problema reduzido, eli
minando a fase I do método simplex. A vantagem do méetodo de Ro
sen esta baseado na possibilidade de reduzir o numero de itera
goes, uma vez gue podemos substituir mais de uma coluna da ma
triz basica em cada iteracac. BEstas gquestoes computacionals

entretanto, ndo constituem objeto deste trabalho.

A constituigdo deste trabalho se situa no plano ted
rico, onde realizamos ﬁm esforgo de concatenar conhecimentos
de algoritmos especificos para as estruturas bloco~angular e
linha-angular, no sentido de compor algoritmos especificos pa
ra © problema florestal. Desta maneira, tornam-se viaveis aAS
implementa¢des computacionals em microcomputadores do tipo XT
ou AT com processadores de ponto flutuante. Gs desenvolvimen
tos ainda necessarios para permitir implementagdes confidveis
dependem de cuidados especials com o8 aspectos ﬁuméricos.IRVEg
tigacbes neste sentido certamente enseijardo o aparecimento de

sistemas comerciais, os quals deverdo também dispor de recursos



para gerenciamento de dadeos e resultados, além de facilidades

para preparacgao de diferentes cenirios de plansiamento,
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