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Resumo

A dissertagao consiste essencialmente do estudo de casos particulares de Analise de Clif-
ford. Inicialmente revisamos a Anéalise Quaternidnica de Fueter comparando com abor-
dagens alternativas e, neste contexto, pesquisamos uma aplicacdo das correspondentes
relagOes de dispersdo em fenomenologia de particulas elementares. Empregando a mesma
sistematica investigamos a teoria de fungdes resultante no caso da algebra naoc divisora
dos biquatérnios, onde os principais resultados dizem respeito a formulacao rigorosa da
Férmula Integral e a relagdes com o eletromagnetismo. Situamos estes e outros casos
no escopo das Anélises de Clifford, chamando a atencao para aspectos de cardter geral.
Tendo em vista os vinculos algébricos entre quatérnios e Instantons da Teoria de Yang-
Mills 5U(2), chamamos a atengio, também, para relacoes analiticas entre os Instantons e

a teoria de IPueter.

vi



Abstract

This thesis refers essentially to the study of particular cases of Clifford analysis. First
we review Fueter’s quaternionic analysis and compare it with alternative theories. In this
context we have inquired a possible application of the corresponding dispersion relations
in fenomenoclogy of elementary particles. Making use of the the same approach, we have
investigated the function theory resulting in the case of the non-division biquaternion
algebra. Concerning that the most important results are the rigorous formulation of the
Integral Formula and the relations with eletromagnetism. We have situated these and
others cases in the picture of the Clifford analysis, paying attention to general features.
Mindful of the algebraic links between quaternions and Instantons of the SU(2) Yang-

Mills Theory, we call attention again to analytical relations between Instantons and the

Fueter’s theory.
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INTRODUCAO

No final do século passado, quando da auséncia da dlgebra vetorial, os quatérnios foram
uma ferramenta notacional muito dtil para varios fisicos. Basta ver que J.C. Maxwell os
empregou para escrever o seu tratado sobre a teoria eletromagnética. Depois, porém, com
o advento da algebra vetorial e em virtude do seu cardter ndo comutative, os quatérnios
cairam em desuso, assitn permanecendo por mais de meijo século. A formulagio de teorias
fisicas modernas baseadas na no¢ao de grupo de simetria trouxe novamente & tona os
quatérnios bem como uma série de outras algebra, principalmente a partir da década de
sessenta. A idéia é expressar as teorias através de estruturas mateméaticas que ji possuam
elementos caracteristicos da propria teoria.

Tendo em vista o sucesso da teoria de fungdes complexas e o crescente uso das
estruturas hipercomplexas em fisica, & natural o interesse em pesquisar as correspondentes
analises no contexto das fungdes hipercomplexas a fim de generalizar os resultados classicos
da anélise complexa. Comecando com a prépria anélise quaterniénica, apresentamos neste
trabalho os resultados da nossa pesquisa relativa i teoria de funcfes sobre as ilgebras de
Clifford de mais baixa dimensdo, buscando também aplicaches que justifiquem seun estudo.
Estas dlgebras, além de apresentarem grande interesse do ponto de vista matematico, vém
sendo muito usadas na fisica devido is suas propriedades geométricas.

Em todos os casos estudados a questio fundamental é definir uma classe néao trivial
de fungdes para desempenhar um papel andlogo ao das fungdes analiticas em variaveis
complexas, a qual pode ser resolvida se nos restringimos ao nicleo de certos operadores
diferenciais que generalizam as equagdes de Cauchy-Riemann.

O trabalho esta dividido da seguinte forma. No capitulo 1 apresentamos uma revisao
da analise quaternidnica de Fueter, dirigindo nossos resultados a uma possivel aplicagao
a relagdes de dispersdo. Os quatérnios bem como os complexos, apresentam um cardter
eliptico, e a teoria de fung¢des quaternidnica surge como extensio 4-dimensional natural da
andlise complexa. Existe, no entanto, uma estrutura 2-dimensional hiperbdlica, os pseu-
docomplexos, cuja teoria de fungdes é discutida no apéndice A. Tratamos, no apéndice B,
dos pseudoquatérnios, candidato natural para generalizar a algebra e a analise pseudo-

complexa. Acrescentamos um tltimo apéndice onde sio expostas abordagems alternativas



aquelas que pesquisamos. (Sugerimos ac leitor que proceda a leitura nesta ordem, consul-
tando os apéndices antes do capitulo 2).

Estendendo as nogdes do capitulo 1, dedicamos o capitulo 2 ao estudo de fungdes
sobre os biquatérnios (quatérnios complexificados). FEstes chamam a atencio devido a
relacdo que tem com o espago-tempo de Minkowski, eletromagnetismo e equagio de Dirac.
No que diz respeito a teoria de fungoes propriamente dita o ponto principal se refere a
Fdrmula Integral de Cauchy, que constitui um elemento nao trivial da teoria devido a
propriedade néo divisora da algebra.

No capitulo 3 situamos os casos particulares estudados no contexto geral das anélises
de Clifford. O altimo capitulo se refere a uma aplicacio especifica da anélise quaterniénica,
tratando de suas relages com a formulagio euclideana da Teoria de Yang-Mills ST7(2) no
ansatz de *t Hooft,

Quanto ao estilo pelo qual esta dissertacao foi escrita, cabe ohservar que optamos
por uma apresentacio tao elementar quanto possivel. Esperamos com isto que um bom

aluno em final de graduacgao, em matematica ou fisica, possa 18-la sem dificuldades!.

!Embora, por uma questio de comodidade, escrita em primeira pessoa do plural, este trabalho é de
inteira responsabilidade do autor.
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1
ANALISE QUATERNIONICA

Dedicamos este primeiro capitulo ao estudo da teoria de funcdes quaternidénicas iniciada
pela escola de R. Fueter ([fueter]), a andlise quaternidonica. Além do seu valor intrinseco,
por estar associada & algebra com mais propriedades depois dos complexos, esta teoria
serve também de referéncia para o restante da disserta¢ao como protétipo de andlise

hipercomplexa.

1.1 Introducio

Na década de trinta Fueter e seus colaboradores desenvolveram a anilise associada 3
algebra dos quatérnios, a qual surge em quatro dimensdes de forma similar a jd bem co-
nhecida analise complexa em duas dimensdes. A idéia central baseia-se essencialmente na
escolha (defini¢do) adequada das funcbes quaternionicas regulares, que neste caso dese-
penham o papel que as funcGes diferenciaveis (no sentido complexo} ocupam na anilise
complexa.

Aos trabalhos originais de Fueter! seguiram-se outros que levaram a novos resultados
e a formalizagdo dos mesmos. Baseando-se nestes ultimos, particularmente em [sudbery],
apresentamos uma abordagem precisa e completa da analise Quaternianica, utilizando para
tanto a linguagem das formas diferenciais quaternidnicas. Estabelecemos também alguns
resultados ausentes na liferatura, dos quais talvez os mais importantes sejam aqueles que

dizem respeito a uma aplicagio as rela¢bes de dispersao quaternionicas.

1.2 Quatérnios

Um resultado algébrico ja bem conhecido (cuja demonstra¢do pode ser encontrada em
[kantor]) é o Teorema de Frobenius, segundo o qual existem apenas trés dlgebras reais
associativas de divisio, a saber, reais (IR), complexos ( 4}, e quatérnios (JH). Assim,

estes Giltimos, inventados por W.R. Hamilton em 1843 ([hamilton]), surgem como a tinica

! A publicagio dos artigos em alemio e a guerra adiaram em quase quarenta anos a efetiva divulgagio
da obra de Fueter, que se fez principalmente através de [deavonrs).



possibilidade 4-dimensional de dlgebra real associativa de divisio?.
Os quatérnios podem ser convenientemente definidos como o conjunto de todas as
quéadruplas reais ordenadas, ou seja {(f,®1,22,23); ¥,%1,%2,23 € IR}, com as operagtes

de soma e produto:

(tier, 22, 23) + (W, 1,92, 93) = E+w, 20 +y1,%2 + ¥2, 23 + 43) (1.1)

at, ey, 22, 23) = (of, axq, g, az3), « € R (1.2)

(fa &1y, :1:3)(10, s Yz, 3’3) = (T? Xl: XZ? X3)
T =1tw—21y1 — Tl — L343
X1 =ty + 21w + 2203 — T3y (1.3)
Xo = tys — T1y3 + Taw + T3 )
X3 =1tys + 21y — Tap1 + E3w
onde (1.1) e (1.2) s&o a soma e produto por escalar usuais de IR?, e (1.3) é o produto

quaternionico®.
Introduzindo a base 1=1(1,0,0,0), e =1(0,1,0,0), e3=1(0,0,1,0),

ez = (0,0,0,1) de JH, um elemento genérico ¢ = (¢, 21, 22, 2a) pode ser reescrito como
g =1+ ex;, (1.4)

onde soma-se sobre os indices repetidos segundo a convencio de Einstein?.
Em termos do delta de Kronecker (6;;) e do tensor de Levi-Civita (e;;1) o produto

entre os elementos da base torna-se
€;€; = —653' + &ijkCh- (1.5)

Os elementos €7, €5, ex podem ser identificados com a base candnica de IR3, ¢ IH
1,€2,€3 P ?

(enquanto espago vetorial) com a soma direta IR @ R3. Usando entéo a notagdo vetorial

q = t4+ 7 (ﬁ: Bg&g), (16)

2Um aspecto histérico interessante pode ser encontrade em [bork], onde o autor escreve “A facet of the
development of electromagnetic theory was the choice of a proper notation. This seemingly minor problem
generated a large dispute from about 1880 to 1900, reaching a climax in a series of letters in Nature arguing
about the relative meriis of quaternion formulation, due to Hamilton and supported by Tait, and the never
vector analysis of Gibbs and Heaviside. This quarrel was carried on at a violent level in many letters in
Nature.”

®Da definigic vemos que os reais podem ser identificados com os quatérnics do tipo («,0,0,0). Os
quatérnios possuem estrutura de espaco vetorial real e de corpo nio comutativo.

4(s {ndices latines sempre indicario que a soma se faz de 1 a 3, e os indices gregos serao usados quando

a soma se faz de 0 a 3.



tendo em vista (1.5},
1?11}.2 = “T_)’]'T‘}’g + ’1?1 X T}'z
(- denota o produto escalar e x o produto vetorial usual de IR?). Com isto, paraq = 1+

e ¢y = t3 + T2, 0 produto quaterniénico toma a forma
q1Gs = tity — Tyt + 1P + o¥y + U1 X T, (1.7)

E adequado introduzir a seguinte notagdo:

7=1-e1; (conjuga,d'o) (1.8)

l¢| = \/ag (médulo) (1.9)
1

Reg = §(q +79) (parte escalar) (1.10)

Pu(q) = %(g —q)  (parte vetorial) (1.11)

Pui(q) = ; (i-ésima componente) (1.12)

donde, tendo em vista (1.7), surge

g l= E‘% para ¢# (0  (inversa) (1.13)
2= 0 (1.14)
(ng2) ' =@t para @, #0 (1.15)
l1gz| = a1 |gl (1.16)
e o produto interno usual de R4,
{q1,22) = Re(mT2)- (1.17)

Sempre que dois elementos forem ditos ortogonais serd no sentido de (1.17).
Um aspecto notavel dos quatérnios é a conexio dos mesmos com rotagdes em trés e

quatro dimensdes, o que pode ser apreciado pela proposigdo abaixo.

Proposigao-1.1:
(i) Para IH visto como IR @ R®, e r € I tal que Pu(r) # 0, a aplicacéo

Pu(g) — — Pu(r)Pu(g)(Pu(r))™* (1.18)



é uma reflexdo em JR® com relagéo ao plano ortogonal a Pu(r).

(ii) Toda rotagao em JR® pode ser escrita na forma
Pu(q) — sPulq)s™!, (1.19)

para algum 0 # s € [, e toda transformacgdo linear desse tipo € uma rotacéo.

(iii) Tdentificando IH com IR*, para w e » unitarios (Ju| = |v] = 1) a aplicacdo
q — ugo (1.20)

é uma rotagio em IR2.

(iv) Toda rotacio em IR?* pode ser expressa na forma (1.20).

Dem.(i): (1.7) fornece que —Pu(r)Pu(¢)(Pu(r))~! é um quatérnio puramente ve-
torial, portanto pertence a IR®, e que Pu(u)LlPu(r) implica —Pu(r)Pu(u)(Pu(r))™"
= Pu(u). Observamos ainda que —Pu(r)Pu(r)(Pu(r))™! = —Pu(r). Assim, (i) segue
da linearidade da aplicagaoc e do fato de que todo gquatérnio é a soma de nma, parte para-
lela e outra ortogonal a Pu(r).

(ii): Inicialmente observamos que (1.19) se trata de fato de uma rotacio. Para ¢
um quatérnio puramente vetorial orfogonal a parte vetorial de s, o produto s¢; é pura-
mente vetorial, e portanto s sempre pode ser decomposto no produto de dois quatérnios
puramente vetoriais. Tendo em vista (i), (1.19) é o produto de duas reflexdes, o que im-
plica ser uma rotacio. Por outro lado toda rotacio em IR> pode ser obtida pela seqiiéncia
de duas reflexdes planas e, novamente por (i), adquire a forma (1.19).

(iii): Embora esta demonstragdo possa ser feita diretamente, uma maneira mais
interessante de fazé-la é por meio de um isomorfismo que pode ser estabelecido entre os

quatérnios e um subconjunto das matrizes R**4, a saber,

i T Ty T3

— _ —&] i T3 Lo
gedy=| T TR (1.21)

—rg —3 ol i

pelo qual vemos que as matrizes associadas a quatérnios unitirios sdo ortogonais com



determinante +1, e portanto séo matrizes de rota¢@o®. Segue entdo que uq (& M,M,) e
gv (= MM, = (MEM?)) sdo rotagdes de ¢, e por conseqiiéncia ugv também o é.

(iv): Seja p uma rotagio qualquer em IR*%, e seja 7 = p(1). Por (iii), ¢ — r1p(g) é
uma rotacao a qual mantém todos os quatérnios puramente escalares fixos, donde é uma
rotagio em IR3. Agora por (ii), existe um quatérnio unitirio s tal que para todo ¢ temos

r~1p(q) = sgs™1, donde p(g) = (rs)g(s™1) e isto encerra a demonstragao®.

Portanto os quatérnios estio associades a roto-homotetias em IR? (e IR?) assim como
os complexos estio associados a roto-homotetias no plano. A analogia entre IH e @' se

torna ainda mais evidente quando empregamos a forma polar quaternionica,

q=1q|{i+( ciri )V"’*""”k} ~ lal{cosd + (Fsend} = [gle.  (1.22)
lg] VZiT; gl

Esta expressio pode ser vista como a definicao da exponencial de 78, a qual & feita pro-

positadamente desta forma para ser consistente com a jé bem conhecida exponencial da
matriz My, ([apostol]), isomorfa a 78 por (1.21).
Os quatérnios proporcionam uma maneira muito pratica e elegante de fazer rotagao

de vetores em IR3, a qual surge do seguinte resultado.

Proposigao-1.2: Para s ¢ ¢, quatérnios com parte vetorial ndo nula, sendo s = cos ¢/2 +
Feseng/2,

g — sgs ! (1.23)
& uma rotacio que mantém fixa a parte escalar de ¢ e roda Pu(g) do angulo ¢ em relagao

a diregao 7.

Dem.: Segue da Proposi¢io-1.1 que (1.23) é uma rotagio em IR3, a qual obviamente

conserva a parte escalar de ¢. Por outro lado Pu{g) sempre pode ser escrito como ¢ + ¢p,

®No caso geral detM, = |q|*.
eNem todas as rotagbes em IR' podem ser colocadas na forma ¢ — ug, para u unitdric. Isto porque
em (1.21} os quatérnios unitirios sio isomorfos a apenas um subeconjunto das matrizes de rotagho, e nio

a todas.



onde g1 L¥; e g2/ /F,. De (1.7)

I

sqs? Re(gq) + (cos ¢/2 4 7T,send/2) (1 + q2)(cos §/2 — Tyseng/2)
Re(g) + G2 + g1 cos ‘;b + Fst[Sel'l(}ﬁ",

1

onde em notacio vetorial ¥5¢; = ¥, X §1, e portanto obtivemos exatamente a expressao para

rotacio de ¢ de um vetor em relacic a outro que se obtém da dlgebra vetorial elementar.

As propriedades de rotagao dos quatérnios tém conseqiiéncias na Mecanica Quantica

onde e?“[“ﬂ, a menos de constantes, pode ser identificado com o operador de rotagio
D(¢) = e~ k50

para o caso de particulas de spin 1/2 ([sakurai])’. Para tanto basta observar a relagéo

existente entre os quatérnios e as matrizes de Pauli ([porteons])®,

Loy oy 1fo-dy o 1f1 0
Talo P T AN o) T A G 0) T AN -1

Do mesmo modo que o0s reais podem ser vistos como e subconjunto de I gerado por

{1}, os complexos podem ser tomados como o subconjunto de JH gerado por {1,e;}. Com

isto JH pode ser equivalentemente introduzido sob o corpo dos complexos, ainda como
dlgebra real, fazendo

g = 21 + %62 (z1,2 € 0'), (1.24)

onde, por comparagao com (1.4}, z; = t+e1x1 € 22 = wp+e123. Por im, destas observagdes

segue o isomorfismo

do qual & claro que os quatéraios unitdrios sdo isomorfos ao grupo de Lie SU(2) ¢ que os

quatérnios puramente vetoriais sio isomorfos & dlgebra de Lie su(2) ([sattinger]).

==, . - + - a -
'S é o operador de spin, A a constante de Plank e n o versor que determina a diregio de rotagao.
#Aqui ¢ é a unidade imaginaria complexa.



1.3 Formas Diferenciais Quaternidnicas

Denotando por fH, o espaco tangente a IH no ponto ¢, & natural definir uma k-forma
quaternionica como uma aplicagao que para cada ponto de I fornece nma transformacgao
maultilinear alternada com respeito aos reais

we i My X - X H, — H. (1.25)

——
k VCZes

Obviamente, JH, € um espago vetorial isomorfo a JH (IR} & isomorfo a IRY).
No caso de 1-formas (1.25) reduz-se as transformaqoes lineares JH, — IH. Em

particular, para f : JH — HH uma funcéo diferencidvel {no sentido real®), o diferencial
i af
dfy = E(q)dﬁ + 3—%-((17)(&3 (1.26)

é uma 1-forma quaternionica.
O produto exterior é definido da forma usual. Para w uma k-forma e p uma I-forma,

1
wAn(hy, . .. hrae) = T Z sgn(p)w(hptl), N )L/ LT TS TR Ty ) (1.27)
" pEC

onde sgn(p) é a paridade da permutacdo p, e o é 0 conjunto de todas as permutagdes de
(1,...,k+¢£). Tendo em vista, no entanto, que o produto quaterniénico é nio comutativo,
em geral ndo é vélido que w A = (—1)¥g5 A w. O que temos é TA 7 = (—1)%7 A 1.
Definindo o determinante de uma matriz com enfradas quaternidnicas pela formnla
usual, surge de (1.27) que o produto exterior entre as 1-formas ay,ey,...,a; pode ser

expresso por

a1(f) ai(he) .. ari(he)
ay Aog A c(hs base .y i) = det 02(:}“) az(:h'z) al(_hk) (1.28)
ak(.hl) ak(’hg) “es Q’k(-hk)

Cabe observar que, novarmente devido a ndo comutatividade do produto, ao contrario do

que ocorre ne caso usual, o determinante acima pode ser nao nulo para matrizes de posto

incompleto. Por isto podemos ter a A a # 0.

®Diferenciivel, sem outros adjetivos, serd usado sempre neste sentido,



Por um momento, denotando dt por dzg, em termos das 1-formas reais dz,, (u =

0,1,2,3), as k-formas podem ser expressas como

Wy = Z By e D2y A A dy (1.29)
f1 el

Assumiremos sempre que &, .. ,, : 4 — JH sejam diferencidveis, e por isto estas formas
podem ser apropriadamente denominadas formas diferenciais quaterniénicas.

A derivada exterior surge também da maneira usual,

dw = Z day, . Adz, AL ondey,,, {1.30)

1 o e

donde é JH-linear (no espago vetorial das formas), e para a derivada do produto ainda é
valida a expressao

d(w A 1) = dw An+ (—1)Fw A dy. (1.31)

As tinicas formas ndo nulas sao 0,1,2,3 e 4-formas. Dentre estas algumas sio de

particular importancia, as quais serdo mais freqiientemente usadas nos desenvolvimentos

posteriores. O diferencial da funcéo identidade (0-forma), a 1-forma
dg = dt + e;dzy, (1.32)

é identidade quando vista como transformacédo linear (dg(h) = k). O produto exterior

dg A dg,
dg A dg = gijpedz; A dog, (1.33)

é uma 2-forma associada ao produto vetorial em IR® ( dgAdg(ty + 71,12 +¥2) = 201 X 72 ),

e portanto esta associado & projecao da drea em R?. A 4-forma de volume definida por
v=dt Adey Adey Ades, (1.34)

ao agir em (hy, hy, ha, hy) fornece, a menos de um eventual sinal, o volume 4-dimensional
do paralelepipedo definido pelas arestas hi, ho, ha e by ( v(1, €, €5, 85) = £¢;1 ). Definimos

ainda a 3-forma Dg por

(Dq(hl,h;;, h3),h4) = v(h4,h1,f?«2,fl3), (135)



para todo hy, hg, hs, hy € IH, donde Dy(e1,ez,e3) = 1 e Dy(1,e;,€;) = —2451€x, e portanto
1
Dy =dey Adzg Adas — §€éjk€s‘d?f Adzj A day. (1.36)

Da defini¢do vemos que Dy( k1, b2, kz) € um quatérnio ortogonal a Ay, Az e hz cujo médulo
& o volume 3-dimensional do paralelepipedo definido pelas arestas hy, bz e ha.

A forma de volume promove uma partigdo disjunta no conjunto das hases de IH,:
bases positivamente orientadas (v(%1, ke, hs, fa) > 0) e bases negativamente orientadas
(v(h1, ke, ha, hy) < 0). Quando k4, ha, ha e hy forem linearmente dependentes (caso dege-
nerado), v{h1, hg, ks, he) = 0.

A k-forma dada por (1.29) pode ser convenientemente escrita como

Wy = Z Re{ay, . pp (@) dz Ao Adzy,
g U

+e; Z Pui{ay,, . (@)}dey Ao Adey,

JILR L T 73

wg + e?;'w;, (1.37)

Hl

1 2 3

onde w?, wl, w? e w? sdo k-formas reais.
Para IH identificado com IR*, seja A/ uma variedade orientdvel k-dimensional em

I (mergulhada no R*), e w uma k-forma definida em M, definimos a integral de w em

M por
/ wE/ wo—l—e,'f w', (1.38)
M M M

onde as integrais que aparecem do lado direito sdo as integrais usuais de k-formas em
k-variedades. Tal como a derivagio exterior, a integragae de formas quaterniénicas é
JH -linear.

As variedades que estaremos considerando, bem como as respectivas fronteiras, serdo
sempre continuamente diferenciaveis por pedacos, ou seja, constam da unido finita de
variedades continuamente diferencidveis.

As formas quaternionicas admitem também uma formula¢ido do Teorema de Stokes,

a qual pode ser feita do seguinte modo.



Teorema-1.3: Seja M uma variedade orientavel compacta k-dimensional com fronteira

8M e w uma (k — 1)-forma continuamente diferenciivel definida em M, entao

fde:/éM w. (1.39)

Dem.: Este resultado segue imediatamente da JH-linearidade das operacdes derivagao

/dw:/ dw0+eg/ dw’,

W = w+e$/w

exterior e integracdo,

aM

e do Teorema de Stokes para formas reais em variedades mergulhadas no IR* ([spivak]).

1.4 Funcgdes Quaternidnicas Regulares

As fungdes que possuem série de poténcia ou, equivalentemente, diferencidveis (no sentido
complexo) ocupam papel central na teoria de fungbes complexas. J& é bem conhecido que
estas formam um conjunto no trivial de fun¢des com propriedades interessantes!®

No caso quaternionico, no entanto, as fungdes f : IH — I que possuem série de
poténcia quaternionica sio exatamente as mesmas que possnem série de poténcias quando
vistas como fungdes de [R* em R*. Assim, a exigéncia de série de poténcia quaternidnica
é muito fraca, pois a teoria desenvolvida com estas funcbes & a mesma das fungoes reais
analiticas em IR!. Por outro lado as tinicas funcdes que possuem derivadas quaternionicas
sdo algumas funcdes lineares, o que trivializa o trabalho sobre tal conjunto ([sudbery] para
demonstragées).

Surge entac a necessidade de encontrar uma maneira adequada de definir o con-
junto das fungdes, que chamaremos regulares, sobre o qual se possa desenvolver a teoria
de fungdes quaternidnicas de forma andloga a teoria de fungdes complexas. Esta questao
foi resolvida por Fueter ([fueter]) e na linguagem que estamos usando pode ser apresentada

comae segue,

1"Denominaremos estas fungdes por complexas regulares.
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Definicdo: Uma funcdo f: [H — JH (real) diferencidvel em ¢ € IH é
(1) f-regular em ¢ se existe f{¢) € H tal que

dg A dg A df, = D, fi(g); (1.40)
{ii) r-regular em q se existe f/(q) € H tal que
dfy Adg Adg = f(g) D, (1.41)
Obviamente que f(g) (f/(¢)), denominada derivada a esquerda (direita} de f em g¢, se
existe & dnica.
Agora, a fim de simplificar a notacio, & conveniente introdunzir alguns operadores.

Para f: IH — IH diferencidvel, usaremos a seguinte notacao:

_1(3f  BFf _

aff — 5 (E 63 axz) (1.42)
_1/9f 8f _

& f = 2 (E - a—mgez) (1.43)
aa _uma O 0

Af —_ 46.;'67- == 4(9(?5‘5 — (9? + 6@-6@ (144)

onde em (1.44) assumimos f duas vezes continuamente diferencidvel. Com esta hipdtese

8y, 0p, 8y € By comutam!l,
Tendo em vista (1.26), (1.33) e (1.36), em coordenadas locais (1.40) e (1.41) tornam-

se respectivamente
gijreidt A dz; A da:k%(q) + 2dxy Adra A dxgegg—;:(q) =
(— ‘;—Eg‘jkeidt Adz; Adzy + dzy A deg A d:t?g) filg), (1.45)
E;;—{(Q)E{jkeidt Ada; Adxy + Zg—ai(q)egdm_ Adig Adrs =
Fle (— %smegdﬁ Adz; Adzy + dzy Adeg A dfb"3) , (1.46)

Tomando come argumento (e;,¢;, ex),

filg) = 261‘86—4(&)} (1.47)
)= 2§i(Q)ef- (1.48)

118, e &; sio os operadores conjugados.

11



Enquanto que tomando (1, ¢;, e;) resulta
3}
felg) = —Qa—{(rz), (1.49)
oy o0f
flg) = —22(q)- (1.50)
Agora, da unicidade de fj(¢) e de fI(q),

filg) = —%{(Q) + ea%(@) = —20,f(q)

' 3 (1.51)
%(‘I) + ei(%'i(q) =28,f(¢) =0
frla) = “%(9) + %(?)ei = —28, f(q)
0 y+ 2L . (1.52)
Bt q)+ %(Q)ei =28, f(¢) =0

Com isto encontramos equagdes diferenciais que determinam uma condicio ne-
cessaria e suficiente de regularidade para a fun¢do, da mesma maneira que as equacdes de

Cauchy-Riemann no caso complexo!2,

Proposigdo-1.4: Uma funcio f: IH — I diferencidvel em g € IH é
(1) £-regular em ¢ se e somente se J; f{q) = 0, sendo fi(q) = —28: f(q);
(ii) r-regular em ¢ se e somente se 3, f(¢) = 0, sendo f/(q) = —28, f(q).

Dem.: Que estas condigoes sdo necessirias ja estd provado com o estabelecimento de
(1.51) e (1.52). Que sho suficientes decorre imediatamente da substituigao em (1.45) e

(1.46).

Aqui 8¢f =0 (8,f =0) consta de quatro equacdes reais as quais serio chamadas
L-equagdes (r-equagbes) de Cauchy-Riemann-Fueter. Empregando a nota¢éo vetorial com

f = &+ 1, obtemos de (1.7) que estas equacdes podem ser expressas comol®

= = V-, (1.53)

!E interessante observar como o procedimento empregado na obtengio destas equagdes lembra agquele
usado para se chegar is equacdes de Canchy-Riemann na anilise complexa.
—
12¢ age da forma usual nas coordenadas z,, 52, T3.
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- M . -
qu:_a_'jtbiszp, (1.54)

onde em (1.54) temos + para {-regular ¢ — para r-regular. Portanto as fun¢des simulta-
neamente {- e r-regulares devem necessariamente apresentar V x4 = 0. Embora o conjunto
das fungdes {-regulares seja obviamente distinto do conjunte das fungdes r-regulares, a
teoria de fungdes desenvolvida sobre estes conjuntos & equivalente no sentido de que cada
resultado estabelecido para um conjunto possui uma vers&o simétrica (com mudanca de
operadores e ordem dos produtos quaterniénicos) vélida para o outro conjuntol!?.

Para demonstrar os proximos teoremas é importante observar que, com f e g dife-
renciaveis,

d(gDyf) = dg A Dof ~ gDy N df = 2{(0rg)f + g{ef)}v. (1.55)

Assim, temos um teorema tipo Cauchy generalizado:

Teorema-1.5: Seja g r-regular e f f-regular continuamente diferencidveis em U, um
dominio simplesmente conexo {3-conexo, x5 trivial)'®. Para todo subdominio D tal que
D C U, e cuja fronteira 9D é uma superficie (3-dimensional) fechada continuamente

diferenciavel por pedagos, temos

f gD,f = 0. (1.56)
an

Dem.: Estamos nas condi¢des do Teorema de Stokes {(Teorema-1.3). Assim, tendo em

vista (1.53), este resultado segue imediatamente da aplicacdo desse teorema.

Em virtude da equivaléncia existente entre as teorias de funcoes r- e f-regulares, ja
acima mencionada, passaremos a trabalhar apenas com funcoes £-regulares, exceto quando
fizermos ressalva em contrario, e para simplificar a notacdo omitiremos o identificador “£”.

Tomande ¢ = 1 no Teorema-1.5, segue como coroldrio aquilo que seria o
Teorema de Cauchy para o caso quaternionico. Cumpre lembrar que para tanto € ne-

cessdrio exigir que f seja continuamente diferencidvel. Mas analogamente ao que se faz no

"1sto pode ser verificado diretamente, construindo as duas teorias em paralelo.
3 Dominios simplesmente conexos sempre serio considerados abertos.
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caso complexo a diferenciabilidade continua pode ser omitida das hipéteses do Teorema-
1.5, empregando para isto o argumento de dissecgio de Goursat. Como conseqiiéncia

obtemos a seguinte formulacio para o Teorema de Cauchy-Goursat quaternionico:

Teorema-1.6: Seja f uma fungdo regular num dominio simplesmente conexo /. Para

todo subdominio D tal que D C U, e cuja fronteira D é uma superficie fechada conti-
nuamente diferenciavel por pedagos, temos

Dyf=0. 1.57
[ Duf (1.57)

Qutro importante resultado que pode agora ser estabelecido é a Férmula Integral

de Cauchy-Fueter!®,

Teorema-1.7: Seja f regular num dominio simplesmente conexo U, ¢ D um subdominio
(D C U) cuja fronteira 9D é uma superficie continuamente diferencidvel por pedagos.
Para todo ponto gy interior a D, temos

“1_ (¢g—go)t
272 Jap g — qol?

fa) = Dq f(g)- (1.58)

Aqui @D é positivamente orientada (elementos de volume 3-dimensionais orientados para
fora de D}.

a1
Dem.: Observamos que, exceto em gop, % é infinitamente dilerencidvel, e
— o

s o) _gof 1)
g { =l |-\ wP

— a1
Tomando entdo G(¢ — go) = %’
g - g0l

renciabilidade continua) podemos trocar a superficie de integragdo @D por uma 3-esfera

pelo Teorema-1.5 (relaxada a hipdtese de dife-

18 Talver melhor fosse chamé-la de Férmula Integral de Canchy-Funeter-Moisl! em homenagem a C. Motsil

porT suas contribnicdes a esta drea.
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S C D centrada em gp:

— g1 R
. (Iqq _q;—jF Dqf(q) = fS%—_q—q‘)—JFDqﬂq). (1.59)

Da continuidade de f em g¢q, para & de raio arbitrariamente pequeno,

(¢—q0)7" (¢—q)?
_— [ = —tP . 1.60
|q_q0|2 qf(@') S |Q—Q'0|2 Q‘f(qo) ( )
Na 3-esfera temos
D, < 4= %) 0 (1.61)
|9‘ ol

onde d5 é o elemento de volume (3-dimensional) euclideano em §, e assim

/s(m_qgjﬁ f = q0|a= x’ (1.62)

é o volume da 3-esfera unitaria ([courant]). Substituindo (1.62) em (1.60), e (1.60) em

(1.59):
(¢—q) "

5D |4 — do|? D, fl) = 2?"2.)(({-’0)?

¢ 0 teorema, esti demonstradol”

Portanto, analogamente ac que se tem para func¢des complexas regulares, as funcdes
gquaterniémicas regulares sao completamente determinadas no interior de uma regido a
partir dos valores assumidos na fronteira.

Mostraremos agora que toda funcio regular € infinitamente diferencidvel. Este re-
sultado, gue também possni andlogo em anélise complexa, facilita muito a manipulagio
destas fungdes permitindo a omissdo de hipdteses em teoremas (como a de diferenciabili-

dade continua no Tecrema-1.5, por exemplo).

Teorema-1.8: Se f é regular num aberto I/, entdo f éinfinitamente diferencidvel em 7.

1A referéncia [sudbery] apresenta formulacées do Teorema-1.6 e -1.7 validas para superficies de inte-

gra¢io menos regulares.

15



Dem.: Tomando go um ponto arbitrario de U, como U é aberto sempre existe uma 3-
esfera § centrada em ¢g tal que S C U. Denotaremos por E o raio de 5. Assim, para
|h| < R,
1 flg—q—h)"
O IS S A/ 5
22 Js |g— g0 — A2 /1)
1 fg—g0-h)" (¢ q)
= 53 dSf
212 Js lg—q—h* g /9)
1
= m]sg(qjqoah)dsf(@ (1-63)

flaa + R)

Para (g,q0 + R) € SxIntB, onde B é a hola de fronteira S5, g(g,q0,R) =
(4—g0—H)" (¢ )

lg — g0 — hI* |g — gof
Denotandn

& infinitamente diferencidavel.

Jrotnitnatng
= Tig Tl na T3
Ot O gt O3 0253

onde ng, n1, 2 € na 830 inteiros nao negativos, mostraremos que se 8* f(go) existe e é dada

8?.-'

porl® 1
0" fao) = 5.7 [ 9°9(0, 20)dS S(a), (1.64)
[
entdo 3%8”]‘(9‘0) também existe e & dada por
0
Flao) = 5g [ e89(, 00)dS (0) (1.65)
P0) = 55 < 51,0 9@ % q 65,

(para as demais derivadas a demonstragio é analoga). Tendo em vista que (1.64) é valida
para ng = 1y = ng = nz = 0, com isto teremos estahelecido por indug¢do que f é infinita-

mente diferencidvel em gg.
De (1.63), (1.64) e (1.65), para todo escalar h, |k] < R, temos

8 flgo+h)— 8" flao) _ ! f g(q,qu, h) — Pglg,q0) 8 o
1 6ﬂ9(?3@03h‘) - 8v9(9!@0) o a v :
< 577 ; % (73};—06 g(g, g0} dslf(‘f”
3 8 g(g, g0, h) —8°g(g,90) _ @ o
< MRmax - %B 9(¢, qo)l, {1.66)

18para simplificar a notagio fazemos g(g, gu) = y(¢, 20,0}
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onde M é o méximo de f em 5. Na tltima passagem usamos a continuidade das fungdes
do integrando e a compacidade de 5, o que garante a existéncia dos maximos.
Agora, posto que a%a”g(q,qg) existe para cada ¢ € 5, dado ¢ > 0 existe 8(g) tal
a
que

"9(q,q0, ) — "g(q,0) &
7 - 3—%8 9(¢, o) < e (1.67)

Uma. vez que a funcao que figura do lado esquerdo desta dltima desigualdade €

Ih| < 6(q) = MR

continua, todo ¢ € § possui uma vizinhanca V;, tal que para |h| < 6(¢) a desigualdade
(1.67) é satisfeita ¥gq' € V. Mas, devido a compacidade, 5 admite uma cobertura formada
por um niimero finito de tais vizinhangas, digamos V,, V,,, ..., ¥},. Segue, entéo, que
existe § tal que 0 < § < 8(g;) V5 € {1,2,...,k}. Este resultado juntamente com (1.66)
fornece que, dado ¢ > 0 existe 6 para o qual

0" flgo + h) — 8" f(4g0)
h

- F(qa)| < ¢ sempre que |h| < 6. (1.68)

Pela definicio de derivada parcial, a—f»@”f(qg) existe e € ignal a F(gn), ou seja,
0

d ., 1 3
5_{-{;8 flq0) = 772 /g a_tna 9(4,90)d5 f(q)-

Isto encerra a demonstracao.

Como conseqiiéncia do Teorema-1.8 obtemos, sem o uso de hipoteses adicionais, que

as fungGes regulares sao harmoénicas.

Teorema-1.9: Seja f uma func¢ao regular num aberto /. Entao f é harmonica, on seja

Af=0,e f regular em U.

Em virtude do carater analftico das funcdes harmoénicas, este teorema nos proporci-
ona um resultado mais forte do que Teorema-1.8: toda fungdo regular é necessariamente

real analitica. E interessante notar que para se chegar a esta conclusao foi necessario o

uso da Férmula Integral,
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Existe numa maneira alternativa de apresentar as equagdes de Cauchy-Riemann-

Tueter e de caracterizar a derivada como o limite de um guociente.

Proposigao-1.10: Uma funcao diferenciavel f é regular em ¢y se € somente se
Dy Adfg, = 0. (1.69)

Se ainda f ¢ continuamente diferencidvel em alguma vizinhanga V' de gg, 0 que € necessa-

riamente satisfeito se f for regular em V', temos

fita) =iy ([ D) - ([ daandar), (1.70)

onde € é um 3-cubo de aresta ¢ centrado em gp.

Dem.: A condigio (1.69) segue de (1.55) com ¢ = 1, e a férmula (1.70) do Teorema de
Stokes.

Agora estabelecemos a reciproca do Teorema de Cauchy-Goursat, o Teorema de Mo-

rera, com a hipétese adicional de diferenciabilidade continua.

Teorema-1.11: Seja f uma func¢io continuamente diferencidavel num dominio simples-
mente conexo I/. Se para todo subdominio D (D C U), cuja fronteira D é uma superficie

fechada continnamente diferenciavel por pedagos, temos
Def =0, (1.71)

entio f éregular em U 1°,

Dem.: O Teorema de Stokes em (1.71) fornece

/Dq/\df:U.
J0

12 A referéncia [schuler] demonstra este teorema sem exigir diferenciabilidade continua. Para tanto o
autor emprega argumentos de disseccio.
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Da continuidade do integrando e da arbitrariedade de D surge
D, Adfy, =0 paratodo ¢p €U,

e portanto f é regular em U, pela proposigao anterior.

O Teorema de Morera pode ser usado para definir as fungoes regulares, tal como no
caso complexo. Este procedimento quando adotado, embora apresente-se menos adequado
sob outros aspectos, permite nma maior analogia com a andlise complexa donde as funcoes
regulares surgem de modo mais natural. Esta idéia é empregada por C.A. Deavours em
[deavours].

Outros resultados relevantes que podem ser obtidos em virtude da Férmula Integral
de Cauchy-Tueter, e que se torna oportuno abordar, sio a Férmula Integral de Poisson, o
Teorema do Médulo Maximo e o Teorema de Liouville.

Como j& discutimos (Teorema-1.9) as componentes de uma fun¢o regular necessa-
riamente satisfazem a equagdo de Laplace a quatro dimensdes. A férmula integral (1.58)
exprime cada uma destas funcoes componentes no interior de um domfnio em termos da in-
tegral de todas as quatro funcdes componentes na fronteira deste dominio. A idéia béasica
do préximo teorema consiste entio em tomar uwm dominio com fronteira adequada (no
caso serda uma 3-esfera), tal que cada fung¢do componente possa ser expressa no interior
exclusivamente em termos da integral dela prépria na fronteira. Teremos obtido com isto
uma solu¢ho harmonica explicita para o Problema de Dirichlet no dominio considerado, a

Férmula Integral de Poisson, j& conhecida da Teoria do Potencial ([courant]).

Teorema-1.12: Consideremos a bola B = {¢' € IH/ |¢| £ R} cuja fronteira &, eviden-
temente, a 3-esfera S de raio R centrado na origem, e f uma funcéo regular em B com
parte escalar ¢ = R.(f). Para ¢y € IntB, denotando || por », temos

_(RE-rF) Pq)dS
#(a0) = 27ZR /3 (R? + r2 — 2rRcos )%’ (1.72)

onde # é o angulo entre gy e ¢ quando vistos como vetores de IR*

(g0} gl cosé = {g, qo)) 20,

20 A parentemente a Férmula Integral de Polsson assim eslabelecida ndo seria valida para tedas as fungées
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2
Dem.: Tomando o lado direito de {1.58) com g¢o € IntB substituido por R—Qq(] (a sua
r

inversdo em relagao a J-esfera 5), para 8D = § obtemos

2
1 (g — %Q{J)_l

=53 Dqf(q), (1.73)
22 Js g - %—QDF

(¢ — B go)?

¢ r-regular em B (Teorema-1.5). Ainda de (1.58):
lg — f—;Q‘DP

pois

o) = 5 [0 b0 (1.74)

Asgim, para uma constante qualquer v € I, (1.74) pode ser reescrita como

. -1 R v
fla) = 1/5{(q w1 Faw) }qu(q)

272 lg — qof? g — B gl

L/ {Iq— 200l *(@ — %) — 7la — qol(7 — %i%)}idgf( )
2r2 Js lg — qol4lg — Fgolt ] /M
1 {Iq ~ Bl (R? ~ Go0) - Yla — @l *(R? - %@oq)} Fa)as
27 Js 2= ol'lg — BaolE e

2 -
Tomando v = ‘?—2 a fungao entre chaves torna-se escalar:

2 52
7o) = 55 || {(R - ) v _lqol4}f(q)d5'- (1.75)

O teorema segue de tomar a parte real em (1.75), observando que

lg — go|* = (R* + r® — 2rRcos §)%.

Obviamente que este teorema também é valido para as demais fungdes componentes

de f. Embora a demonstracio tenha sido feita para f tendo como dominio uma hola

harménicas, mas apenas para aquelas que fossem componente escalar de uma fun¢io regular, Cumpre
observar no entanto que, como seri estabelecido na Proposicio-1.16, em geral ioda fungic harménica a
valores reais é componente escalar de alguma fungio regular. Este teorema é apresentado em [deavours],
porém tante a formulagio quante demonstragac encontradas neste artigo estio erradas.
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centrada na origem, no caso do dominio estar centrado noutro ponto basta fazer nma
translagio nas coordenadas para obter a férmula integral correspondente.

A Férmula Integral de Poisson tem infimeras conseqiiéncias ja bem conhecidas da
Teoria do Potencial. Em particular o Teorema da Média para fungtes harmanicas, segundo
o gual o valor da fungio ¢ num ponto ¢; éo valor médio da funcédo numa 3-esfera centrada
em ¢y, decorre diretamente desta formula. Daf segue que os maximos do médulo de ¢
(nao constante), num dominto fechado e imitado, encontram-se na fronteira do dominio.
Resultado andlogo é vilido também para f como mostra o préximo teorema (Teorema do

Médulo Maximo).

Teorema-1.13: Seja f regular num dominio simplesmente conexo U. Para D C U/ um
subdominio fechado e limitadn cuja fronteira ¢ é uma superficie fechada continuamente
diferenciavel par pedacos, o mddulo de f assume valor maximo em 9D o qual é estrita-

mente maior que o mbdulo de f no Int.D, exceto quando f & constante.

Dem.: Médulo de f é uma fungdo continua em U, pois

|Flao + B)] — | F(a0)l| < 'f(q[} +h)— fla)

e f & contfnua em U/, Como D é compacto, |f| possul pontos de maximo neste conjunto.

Suponhamos entdao que |f| assuma valor maximo no ponto ¢gp € IntD. Pela Férmula
Integral de Cauchy-Funeter aplicada a uma 3-esfera 5 C IntD e centrada em gg, temos
1 / (¢ —g)" L ds
f(‘ID) o2 S |q—q0|2 g () 22 S|Q""Q’O|3 ()
Para f(go) = 0, f éidenticamente nula e ndo hd nada a demonstrar. Assumindo f(go) # 0,

da expressao anterior

1 a5 |f(q)l
LS5 s Ta— P (o)l (1.76)
Tendo em vista que
ol
| f(g0)] —

é funcio continua de ¢, e que
ds 9
R —
s 1g— gol
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(1.76) s6 nao é violada se

Ifla)|
ol = b Vg € S. (1.77)

Mas {1.77) deve ser vdlido para toda 3-esfera § C D com centro em gq, e portanto existe
uma vizinhanga de ¢ em que f é constante. Uma vez que go € um ponto arbitrario do

interior de D, segue que f & constante em D. Isto encerra a demonstra¢io.

Tal coma na analise complexa, a finica fungdo limitada regular em todos os pontos

é a fungio constante. Assim, também neste caso se faz presente o Teorema de Liouville.

Teorema-1.14: Se f é uma fungio regular para todo ¢ € JH, e limitada {existe M ¢ IR
tal que |f(g)| < M Vg € JH), entdo f é constante.

Dem.: Seja ¢y um guatérnio fixo mas arbitrario, e § uma 3-esfera centrada na origem

com raio R > |go|. Da Férmula Integral de Cauchy-Fueter:

fla) -~ S(0) = 5 S{M q_l}qu(q)

lg—ql> g
1 RY7-10) - lg - wl*7| ¢
= = ds.
=) { e § HLOLE
E portanto,
1 r|RYM7-T) — la — gl
~ o) < __f Md
o) - 0] < o [ FEEZI) STy g
Jﬁl dr— . 4_}
< R(—R:—EDZ{TG%{R (@—T0) — g — al"q} ¢ - (1.78)

Feitas as devidas simplifica¢bes vemos que o termo entre chaves em (1.78) é da ordem de
R*, o qual est4 dividido por um termo que vai com R°. Assim, como a desigualdade é
valida para todo R > |gg|, do limite B — oo obtemos que f{gp) = f(0). Uma vez que gy

é arbitrario, isto demonstra o teorema.

Também os quatérnios admitem uma formula integral com “termos de correcio”

a qual é de validade geral para fungdes regulares ¢ nfc regulares (inclusive nao real-
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analiticas).

Proposicao-1.15: Seja f continuamente diferenciavel num dominio simplesmente conexo
U, e D um subdominio (tal que o compacto D esleja contido em U) cuja fronteira 8D é
uma superficie continuamente diferencidvel por pedagos. Entdo, para todo gp interior a
D, temos

1 (g —qo)! (g — q0)!

522 op el 2O 72 e 09 (1.79)

flao) =

onde, obviamente, a altima integral & impropria.

Dem.: Pelo Teorema de Stokes,

1 (g —q0)” -1

1
272 Jap g — qof? Dy fla) = 212 &Dqﬂ‘f”

|7 — qol?
1 (q— G)"
+2ﬁ'2 _/D_Bd{ |q_q012 qu(q)}! (180]

sendo B C D uma bola de raio é centrada em gp e com fronteira §. Pela mesma argu-
mentac¢ido apresentada na demonstiracdo do Tecrema-1.7, devido a continuidade de f, o

primeiro termo do lado direito de (1.80) resulta f{gg) no limite § — 0. Quanto ao segundo

_ 31
termo, tendo em vista (1.35) ¢ o fato de 9, % = 0 para ¢ # qq, podemos
— o
Teescreve-lo como ( ) .
1 7 — o T s
— — = 2,
72 Jp-B ¢ — qal? f@
R |
onde v = dt A dzy A dza A dzs é aforma de volume, Para § — 0 s modulos de _(ijq qt?)P
— 4o

e v vao tespectivamente com § 3 e §4. Assim uma vez que ¢ f é continua por hipdtese e,

portanto, limitada em B,

. — qg)~"
}1_% |q o =0 flq)v =

Isto mostra que no segundo termo de {1.80) a integral de volume converge absolutamente

e, portanto, estid bem definida, o que encerra a demonstracao.
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Em (1.79) vemos que a integral de volume aparece exclusivamente para compensar
uma eventual ndo regularidade da funcéo na regiio de integragio a qual zera no caso
da fungido ser regular, como exigido pelo Teorema-1.7. Iiste resultado pode ser impor-
tante em aplicagoes fisicas permitindo, por exemplo, quantificar possiveis contribuigdes
nao regulares associadas a erros experimentais.

Em virtude da Proposicdo-1.15 podemos ainda estabelecer aquele que seria o

J-Lema de Poincaré para varidvel quaternidnica.

Teorema-1.16: Seja ¢ continuamente diferencidvel num dominio simplesmente conexo
U7, ¢ D subdominio aberto com D C U (compacto) cuja fronteira é uma superficie conti-

nuamente diferenciivel por pedacos. Entéo

-1
7 —q) -
R gy (1.81)
& uma funcao continuamente diferencidvel definida em D, a qual satisfaz
deflg)=glg) VYqeD. (1.82)

Dem.: Para g5 € D fixo podemos tomar § > 0 tal qne as bolas abertas Bs e Bag
centradas cm ¢g e de raios respectivamente § e 26 estejam contidas em D. Assim, segue
do Teorema 3-11 (Partic&o da Unidade) de [spivak] que existem fungdes C'°°, iy e (g, tais
que ©1(g) + w2(¢g) =1 ¥Yg € D, e 1 é identicamente nula fora de 335 enquanto @3 = 0

dentro de Bs. Isto nos permite decompor ¢ em D como

9(q) = e1(q)g(q) + v2(9)g(q),

onde g1 = 19 € ga = ipog sdo continnamente diferencidveis, e identicamente nulas respec-
tivamente fora de Bgs ¢ dentro de By,

Entao

(R
fz(‘i‘) WQ (Q)

esté definida e é continuamente dlferenuavel para ¢ € Bs. Sendo

= J@d-o| _ ,
af{m{_q‘g}—o p/ Q#Q1
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segue que em Bg

efalq) = —;:;/ 5'1?{%}9 (¢ =0. (1.83)

g’

Por ocutro lado,

filg) = —f Lq)lm(q’)v’

ql?
estd definida e é continuamente diferencidvel em Bj, pois
(¢ —q)~! -1/ (-9
——ald = — ﬁ!}’ 1)

2 g |

_ —~1/u‘1 (g4 )
= FHW‘QLQ %) Vs

72 Jp ¢’ —ql?

onde v = ¢’ — ¢, € 0 indice na forma de volume indica que é em relacio a u que se procede

a integra¢do. Denotando por 5; o operador d, na variavel ¢/,
= -1
8ff1(g) - /H | |2 8{_’{91(@"" u’)}v'ﬂ-
' Q
= f & 3z {ou(a)} '

lg’ —
= 9‘1(9); (1.84)

onde na iltima passagem usamos a Proposi¢ao-1.15 juntamente com o fato de que ¢;|gp =

0.
De {1.84) e {1.83) surge que a funcio f dada por (1.81) esti definida e é conti-
nuamente diferencidvel em By, onde satisfaz ainda 3;f = ¢g. O teorema segue, entio, da

arbitrariedade do ponto gy.

Uma conseqiiéncia imediata deste resultado é que, para g e D tal como no teorema,
a equacgao

f=g (1.85)

sempre possul solucdo em D, embora néo dnica. A nfo unicidade segue do fato de que se
f satisfaz {1.85), entao f+ h também satisfaz para h regular qualquer. Portanto, (1.81) é
a solucdo de (1.85) a menos de uma funcdo regular a ser determinada pelas condicdes de

contorno.
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Cabe observar que também os dltimos dois resultados sdo generalizacdes bastante
naturais dos analogos complexos, como pode ser visto em [griffits].
1.5 Geragao de Funcoes Regulares

Fungoes quaternionicas regulares podem ser geradas a partir de func¢des harmonicas, de
func¢des complexas regulares e por meio de transformagdes conformes em funcoes regulares,

como estabelecem as seguintes proposigoes:

Proposi¢ao-1.17; Seja f uma funcio harménica num aberto U, duas vezes continua-

mente diferencidvel. Entdo dpf é regular em U.

.o P _ — -1 #
Exemplo: para g # go, |¢ — qo|~2 & harménica e &;|q¢ — qo| 2 = —% = G(g — qq) ¢
regular, como j& discutido na demostracdo do Teorema-1.7 onde esta funcdo figura como

nitcleo da [érmula Integral.

Proposigao-1.18: Seja ¢ uma func¢do harmonica a valores reais, portanto duas vezes
continuamente diferencidvel, num conjunto aberto V' C IH com forma de estrela em relagio

a um ponto gg. Entdo a funcao

1
flg) = ol9) + QPHjD s"0p$((1 — s)qo + 30)(g — qo)ds (1.86)
é regular em V.

Exemplo: tomando ¢{¢) = |¢ — g6]™2 e go = 1, obtemos o logeritmo quaternibnico,

r2 -+ te;x; €;x;

La) = 2r2(r2 +t2) 293

T
arctan( E)’

{(r é o médulo da parte vetorial) o qual é regular e possui derivada 3 L{¢) = G(4g).

Proposicfio-1.19: Seja F' = u + iv uma fun¢io complexa regular num aberto W C (', e
seja,
flq) = ult,r) + rut,r), (1.87)
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- €;T; . , .
onde r = /apap e T = it Entdn, Af é uma funcao regular em todo ¢ tal que

o

i+ € W.
Exemplo: para F(2z) = 271 temos Af(z) = —4G(q), e para F(z) = Inz, Af(z) = —4L(q).
As transformagdes conformes homograficas em HH sio do tipo

v(g) = (ag + b)(eg+ d)™"  (a7Tb# 7hd).

Com esta notac¢ao temos

Proposicao-1.20: Se f é uma funcao regular em »{q), entéo

1 (cq+d)!
—ac~ld|? |eq + d|?

fla) = g F0) (1.88)

é regular em q.

A demonstracio destas proposicoes é relativamente simples, pois consta essencial-
mente em verificar que sdo satisfeitas as equacdes de Cauchy-Riemann-Fueter ([sudbery]
e [deavourg]}. Existe ainda o Teorema de Extensdo de Cauchy-Kovalevska, que serve para
gerar funcdes regulares a partir de funcdes analiticas, o qual é discutido num contexto

mais geral em [delanghe].

1.6 Séries e 0 Teorema dos Residuos

Um aspecto muito importante da analise complexa é o Teorema dos Residuos, o qual &
iitil desde o ponto de vista operacional no céleulo de integrais até o estudo de relagoes de
dispersao, ou ainda no desenvolvimento de teorias fisicas onde as singularidades represen-
tam fontes e sumidouros de particulas. Assim, & natural esperar que o estabelecimento
de um resultado anilogo para os quatérnios traga conseqiléncias nao triviais, em virtude
principalmente do maior nimero de dimensdes presentes.

O Teorema dos Res{duos estd intimamente relacionado com as séries para fungoes

regulares, No caso complexo as fungbes regulares podem ser representadas por séries de
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Taylor, ou por séries de Laurent quando da presenga de singularidades. Trataremos inicial-
mente de estabelecer os andlogos para as fungdes quaternidnicas. Para tanto, obviamente,
ndo podemos empregar como base as poténcias de ¢, uma vez que em geral as mesmas sao
nao regulares.

Empregando uma notacio semelhante a de [sudbery], identificamos v, com o con-
junto ndo ordenado de inteiros {i1,%2,...,i,} onde 1 < i, < 3, ou ainda com [ny, ng, ng]
onde ny, ny e na correspondem ao niumero de ocorréncias de 1, 2 ¢ 3 respectivamente no

41
conjunte {iy,is,...,%,}. Portanto, para cada n existem Zj' = §(n + 1)(n+ 2) tais con-

J=1
juntos de v, cuja classe denotaremos por &,. Tal como na demonstracin do Teorema-1.8,

introduzimos o operador®}
&, = i
B R P E
g1
para G(q) = TE
Gun(QJ = 6”11 G(q)’

e definimos ainda

1
Pf’r;(Q) = a Z(teil - ﬂ:il) R (teg:“ - ﬁ':f:n).,

onde neste Gltimo a soma é tomada sobre as
{‘.’:], ?:;g, . in}. Para n = 0, Puo(q) = 1.

TUma funcao quaternidnica f, definida num certo dominic, & denominada homogénea

- diferentes ordenagdes do conjunto
n1lnalng!

de grau n (inteiro) se f{ag) = o™ f(q) para o € IR. Assim ¢ [4cil ver que P, ¢ uma fungao
homogénea de grau n, e sendo G homogénea de grau —3 segue que &,,, é homogénea de
grau —n — 3 em todos os pontos de JH — {0}.

Denotamos por U, o conjunto de funcdes regulares homogéneas de grau n (no
dominio considerado), o qual forma um espago vetorial quaterniénico por multiplicacdo &
direita pois

D f( Qo + g(a)g2] = Bef(9)lgr + [9e9(Dlaa.
Como mostrado em [sudbery], tal espago tem dimensao %(n + 1)(n + 2). Usaremos cste

resultado para estabelecer a préxima proposigao.

21 Aqui nao figuram derivadas em ¢
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Proposigao-1.21: Os polindmios P, sao regulares e formam uma base para U, (n =
0,1,2,...).

Dem.: Seja f € U,. Sendo f regular,

af af

E(Q) + e“"a"x_,;(q) =0, (1.89)
e sendo homogénea de grau =,
flag) = a” f(q). (1.90)
Derivando (1.90) em relagdo a ¢ em a = 1,
t%(q) + xig—ai(q) =nf(q) (férmula de Euler). (1.91)
Assim, de (1.89) e (1.91),
nfl) = ~(tes ~ 2 3 (o) (192

(g) & homogénea de gran n — 1,

Agora, derivandoe {1.90} em relagio a z; obtemos que gf

]
, . . 0 . ,
a qual é também regular pois gy comuta com —. Isto nos permite repetir o argumento
4
sucessivamente tal que depois de n vezes obtemos

0" f(q)
n! =(—1)"(te;; — gy ) (te;, —x; )20 1.93

fla) = (=1)"(te; i) (tei, 3n)6$iﬂ"'8xi1 ( )

onde, como sempre, soma-se sobre os indices repetidos. Trocando-se a ordem de derivacio
em (1.93) quando necessirio, o que é permitido pois f é infinitamente diferencidvel com

continuidade,

fo)= > (-1"P (93, f(q)- (1.94)

mEon

. o™ i
Tomando {1.90) novamente e aplicando Bar o Pp. Segue que Oy, [ € regular homogénea,
YRRRYTY

de grau zero e portanto uma constante (€ IH), pois toda fun¢io constante & elemento
de Ug e dim Uy = 1. Assim, de (1.94}, todo elemenio de U, pertence ao espago ve-

torial quaterniénico V, gerado por {P, },, e, mediante multiplicacio pela direita. A
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reciproca segue de ohservar que a dimensio de {/, é igual ao nidmero de elementos em
{P., }vmeoy- Portanto Vi, = Uy, e com isto mostramos que 0s polindmios P, sdo regulares
e que {F,,},,.co, é um conjunto linearmente independente {(por produto quaternidnico 3

direita) o qual forma uma base para I/, 22.

Um aspecto importante da demonstracdo anterior é que ela nos fornece explicita-
mente, através de (1.94), a expressio dos elementos de U, em termos de P, , 0 que nos
permite estahelecer uma série para func¢des regulares anéloga a série de Taylor em varidveis

complexas.

Teorema-1.22;: Seja f regular numa vizinhanca V de go. Entdo existe uma bola B C V
centrada em ¢o, na qual

[a.w)

f((I) = Z Z Pvn(q - QD)avn: (195)

n=0 nun oy

sendo esta série uniformemente convergente (para toda bola fechada de centro g5 contida

em B) e os coeficientes dados por

4379 (_ll)ﬂavnf(%)
/8  Gonl1 = 20) D (). (1.96)

972

Dem.: Da regularidade segue que f ¢ analitica em V. Entéo existe uma bola B centrada
em go tal que a sérje de Taylor de f em torno do ponto go € uniformemente convergente
(para toda bola fechada de centro ¢y contida em B), o mesmo ocorrendo com a série de
Taylor das derivadas de todas as ordens de f. Ainda, a série de uma certa derivada de f

é dada pela série de Taylor de f derivada termo a termo. Uma vez que?®

1
t = a(q — €1ge1 — exgey — e3ges)

220bviamente, para fungdes r-regulares homogéneas um resultado simétrico a este sustenia-sc ainda para
a mesma base, a qual é portanto, regelar i esquerda e 3 direita.
2 Destas relagtes pode ser observado, também, que e,gqe, = —2¢.
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1
T = (q — evqer + eages + esges)

481
1
Tg = 4—(q + eyqey — eages + ezges)
€3
1
Ty = 4—((] + e1geq + eages — 33(163)
€3

a série de Taylor de f pode ser escrita como

)

Fa) =3 P™(g - q), (1.97)

n=>0
onde P(™ & uma fungio polinomial homogénea de grau n 24. A regularidade de f fornece

0=0cflg) = Y. P™(q~ qo)

ne=0

3 3P (q — q0) (1.98)

=0

il

e sendo &, P(") homogénea de grau n — 1, da independéncia linear segue que P = 0.

Assim P(®) & regular homogénea de grau = o que nos permite usar (1.94) para obter?®

o 0]
Ho) =30 >0 (-1 Pu(g - 400, P (1.99)
n=0tnEon
Posto que 9, P(™) é constante, 8,, P & zero para n > m e homogénea de grau m — n
para m > n, de (1.97)
8:/11 f(QD) - 3:/11 -P(n}-

Com isto

Lo v]

fa)=3, > (-1)"P.(0— ©)0.. /(%) (1.100)

=0 pETn

Agora, da continuidade de G,
; 1
dnfao) = O {5 [ Gla—10)Das(0)
~1)"
- CO ) Guta- wbif(o),
o8

272

2tG,ma de termos do tipo agqai - .- an—1§dns, portanto alternado por constantes quaternimicas.
22Obviamente, estamos sempre considerando ¢ € B.
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0 que encerra a demonstra¢ao®®.

Uma constatacao interessante que podemos fazer agora diz respeito aos zeros de
uma funcdo regular. Ao contrario do caso complexo, para tais fungdes os mesmos sdo nao
necessariamente isolados. Como exemplo mais simples podemos tomar a funcio f(q) =
tey — 71, a qual zera no 2-plano { == 21 = 0. Alids, para n > 0, todo P, zera em um,
na unido de dois, ou de trés planos do tipo ¢t = z; = 0. Embora a interferéncia entre
os P, de mesmo grau imprima dificuldades & caracterizacdo dos zeros de uma fungio
regular arbitréria, da independéncia linear destes elementos segue que nio existem bolas
inteiramente contidas no conjunto de nulidade da fungdo. Este resultado é importante para
a implementacao de prolengamentos analiticos via sucessivos abertos que se interceptam.

Afim de obter um resultado correspondente a série de Laurent, estabelecemos antes

que

Lema-1.23: Para |¢] < ||

[}

Glp-q) = Y. > P,(0)G..(») (1.101)

n=0n€n

i Y Gu(P)Pula) (1.102)

n=0 tnEn

Il

sendo a convergéncia uniforme em {¢ € IH/|q| < r[p|} para r» < 1.

Dem.: Segue do Teorema-1.22 mas, com o intuito de exercitar alguns argumentos que
serao usados no Lema-2.11, elaborames uma demostragao explicita para este resultado.

Observemos inicialmente que

Gp-a) = L0

= F- -0 p~q)
= (1-p ' 91 —-p g (L -plg)" Iy,

26Por esta demonstragio & facil ver que B pode ser tomada como a maior bola (aberta) de centro gg
inteiramente contida na vizinhanca de regularidade V.

-1
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onde

(1-~s)"1= is”

n=0
converge absolutamente para {s € IH/|s| < 1}, e uniformemente na bola |s| < r para

r < 1. Assim, para [p~l¢| < 1,
Glp—q) =Y @ "7 "D ™ ) (p o) p .
=0 i=0 k=0

Também para quatérnios é valido o resultado de que o produto de séries absolutamente con-

vergentes é absolutamente convergente e sua soma independe da ordenacgio dos termos??,

donde

o0

Glp—q) = Y. @97 ' er 7 )
£,7,k=0
Do . .
= >0 > gty e (1.103)
n=0 f,10.k
t+i+k=n

Passaremos a denotar os %(n + 1){n + 2) termos entre chaves em (1.103) por P{®)(p, q),

G(p—q)= f PW(p, q). (1.104)
=0

Esta série ¢ uniformemente convergente em {q € H/|¢| < r|p|} para r < 1, como pode ser

facilmente visto pela aplicacio do critério M de Weierstrass com a comparacgio feita em

relacdo a série

o1 rm
—(n+1i(n+2)—.

Agora, P(®) 4 homogénea de gran n em g e, pelos mesmos argumentos usados na demons-
tragio do teorema anterior, é também regular para |¢| < [p[. Uma vez que toda fungzo

regular homogénea de grau n pode ser escrita como combinacao de P, por (1.94),

PM(p,q) = D (=1)" P, ()02, P™(p,q), (1.105)

¥nEdn

27 A demonstracio ¢ a mesma que para o caso real (vide [kaplan] para os resultados sobre séries).
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onde o indice ¢ em 9% indica que as derivadas se fazem em relacao a varidvel ¢. Sendo
83nP(“) independente de g,82 PU™) zero para n > m e homogénea de grau m — n em ¢

para m > @, ao derivar (1.104) em ¢ = @

(-G, (p—q) = 92 G(p—q)
g=0 g=0
Z P™(p,q)
m=0 g=0
= > 3 P™(p,q)| (1.106)
=0 g=0

surge
82 P (p,0) = (-1)"G,,,(p),

e com isto obtemos (1.101)
G(p - G‘) = Z Z Pyﬂ(g)Gl’n(p)'
n=0nCTn
Para obter (1.102) basta observar que G & também regular & direita e P,, é base das

funces homogéneas de grau n regulares i direita?®

Agora estamos em posi¢io de estabelecer aquela que seria a série de Laurent. Porém,
ao contrario do que fizemos no teorema anterior, j& visando eventuais aplicagdes, deixare-
mos explicita a regific de convergéncia da série. Assim, a série de Taylor, enquanto caso
particular deste resultado, estard formulada de maneira ligeiramente diferente aguela do

Teorema-1.22.

Teorema-1.24: Seja f regular num anel
A={qe H/r <lg-ql <R}, para 0<r < R.

Entao para ¢ interior a A,

FD=3 3 (Pl = 10)tm + Gunld — )b}, (1.107)

A= tnEFn

28 4 iiltima passagem para obter (1,106) & permitida pela convergéncia uniforme da série das derivadas.
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cujos coeficientes sio dados por

Ry = L/ Gon(q — q0) Dy f(q),

272 Jo

1
b = 37 | Pt~ 0D f(@)

onde ' C A & uma 3-superficie fechada (continuamente diferencidvel por pedagos) que

envolve q¢g.

Dem.: Para g € IntA, por argnmentos andlogos aos do caso complexo segue que
1 , 1
= e - _D ' fy —/ - ' d

onde 57 e 53 sdo respectivamente as 3-esferas externa (raio R) e interna (raio r) que
limitam A. Uma vez que |¢' — go| > |g — go| na primeira integral e g — go| > |¢’ — go| na

segunda integral, pelo lema anterior

flg) = % G((Q’ —g0) — (¢— ¢0)) Dy f(¢') + % G{{g~—q0) —(¢' — 20)) Dy f(¢')
s 272 Jg,

- 2';1-2] {Z N P.(g qo)Gyn(Q’—QU)}quf(q')-f“

n=0tnCon

gﬂzf {Z Y. Gula— Qo)Pun(Q’—qo)}Dgff(q’) (1.108)

n=0vn€on
oo

- L2 (Pl =)z [, Gt~ aDys (o4
¥ Cunle - q")i?lr_zfs Pold' — ‘E‘O)Dq'f(Q’)} : (1.109)

onde a dltima passagem é permitida pela convergéncia uniforme das séries em (1.108)
sobre 5 e .57 respectivamente. As funcdes integrando em (1.109) sio regulartes em A, o

que nos permite trocar 57 e 57 por ¢ nas integrais e com isto encerramos a demonstragéo.

Tomando f = P,, e f = G, no teorema acima obtemos as seguintes relacdes:
2?].2 / G-“-n QJD e ) = 6.ﬂmf"n
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1
527 [, Genl0) Do) = 0
1
“Q?/O P, () DgPy,,(q} = 0
1
ﬁ fC‘ Pvn(g)DqG#m(QJ = ‘5,(577;1/,1

Na série (1.107), quando go € um ponto de singularidade isolado, ou seja, f é regular
numa vizinhanga de gy exceto no préprio g, adotando a nomenclatura do caso complexo
dizemos que o coeficiente b, & o residuo de f no ponto gg. Em particular, quando trata-se
de um pdlo simples (6,, # 0,b,, = 0 p/ n > 1) 0 residuo pode ser facilmente obtido

através do seguinte limite?®

br = lim G7q — 90) f(q)- (1.110)
Apresentamos agora um importante resultado, a versao quaternionica do Teorema

dos Residuos.

Teorema-1.25: Seja f regular num dominio simplesmente conexo I/ a menos de um

namero finito de pontos, e D um subdominio (D C U) cuja fronteira 8D é nma superficie

continnamente diferencidvel por pedacos. Entéo, se ¢1,...,4, s40 0os pontos singulares de
fem De Ryq,..., R, os respectivos residuos, temos
f D,f(g) = 27> R;. (1.111)
8D =

Dem.: Imediata do teorema anterior.

Uma das aplicagbes deste teorema surge no cdlculo de integrais impréoprias em IR3.

Porém, cabe uma ressalva: uma vez que o produto ¢ a composicao de funcgoes regulares

2De (1.107)

Jim G (g — 90)[f(9) — G{g — g0)bu,] = Jim. G g - ) [Z > Pua- Qn)ayn],

n=0vpCo,

onde a convergéncia uniforme da série do lado direito (é uniforme pois trata-se de nma série de poléncias)
implica em sua soma ser fungio continua ¢ portanto o limite & direita vale zero, donde segue (1.110).
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& em geral nao regular, aqui o calculo dos residuos tem aplicagido mais restrita do que no
caso complexo,

Adotamos agora um procedimento j& conhecido da analise complexa ([byron]) que,
além de fornecer um método para célculo de integrais (vide {1.112) abaixo), tem por
conseqiiéncia aquele que talvez seja o mais importante resultado desta se¢do em virtude
da possivel aplicacho a Relagdes de Dispersio ([nussenzveig]). Trata-se do anilogo das
transformagoes de Hilbert.

Seja f uma funcdo regular no semi-espago ¢ > 0 e no qual satisfaz Jqliimoo[f(qﬂ = 0.

Da regularidade de f,
[ Gta=9)0.10) =0,

onde C' & o 3-contorno representado esquematicamente abaixo e s € R® (subespaco de IH

definido por ¢ = 0)3%. Nesta figura §5 e S sao as 3-semi-esferas de raio § e & centradas
respectivamente em s e na origem.

R |
[ -
\ @Ss -

Contorno de integracio em IH .

No limite § — 0 a integral em Sj resulta —72 f(s), 0 que segue da continuidade de f e
do teorema anterior (tendo em vista a simetria da integral). Uma vez que para R — oo D,

vai com R2,|G(g— 3)| vai com R~3 e |f(¢)] — 0, a integral em Sg ndo contribui neste

*°Em outras palavras, s é puramente vetorial, porém, para nio carregar a notagio desnecessariamente
omitiremos as setas por ora.
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limite. Entdo, posto que Dy|pe = dzy A deg A das = D,
/ (e = $)Daf(z) = —n2f(s). (1.112)
JIR

Esta integral, que é imprépria, € o andlogo do valor principal de Cauchy do caso complexo.
A relagao integral (1.112) é a base para o estabelecimento das transformacdes de Hilbert,

como atesta o resultado segninte.

Proposigio-1.26: Seja f = ¢ +  regalar no semi-espago ¢ > 0, no gual | l|im lf(@)) = 0.
g|—co

Entdo, empregando a notagio G|ps = ¢, temos

W) = 5 [ gt =) de)ar? (1.113)
B = = [ 1~ 5)6) + glo - 5) x aan® (1.114)

onde dv® é o elemento de volume em JR3,

Dem.: Segue de (1.112) mediante a identificacio de D, com dv® (positivamente oricn-

tado).

Essencialmente, esta proposigio nos fornece relages integrais entre as componentes
da funcéo f, cada uma das guais expressa em termos das outras trés.

Em [menon] apresentamos a primeira aplicacio do resultado acima. Trata se de
relagdes de dispersdo quaternidnicas em fenomenologia de particulas elementares, para o

estudo de espalhamentos hadron-hadron.
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2

ANALISE BIQUATERNIONICA

Tomamos os quatérnios complexificados (I ® €'), denominados biquatérnios, e estudamos
a teoria de funcoes correspondente. Trata-se de uma algebra complexa com divisores de
zero, o que traz dificuldades ao estabelecimento de nma Formula Integral, a qual no entanto

existe, consfituindo o ponto principal e mais bonito deste capitulo.

2.1 Introdugao

Da mesma forma que os quatérnios estio associados a rotacdes em IR, os biquatérnios
possuem na sna estrutura, além das rotagOes usuais, as transformacdes de Lorentz su-
bluminais e aquelas que poderm ser interpretadas como superluminais em Ml 3 ([imaeda
1979]). Ainda, o cone de luz e a métrica de Minkowski aparecem de modo natural no
subespac¢o dos biquatérnios reais, induzidos pela norma biguaternidnica. Isto torna esta
estrutura muito atraente para o estudo da teoria de fungdes associadas.

Os resultados sdo de fato interessantes, pois nma abordagem com a caracterizacao
das fungoes regulares via Fueter produz “equacdes de Cauchy-Riemann-Fueter” que po-
dem ser reduzidas &s equacdes de Maxwell do eletromagnetismo, e proporciona também
a existéncia de uma Férmula Integral, o que é admiravel em se tratando de uma édlgebra
com divisores de zero.

Os primeiros trabalhos em andlise biquaterniénica parecem ter sido feitos por K.
Imaeda ao estudar um novo formalismo para a eletrodindmica classica (vide [imaeda 1976]
e referéncias). Idéia semelhante foi também explorada por N. Salingaros, em [salingaros],
usando a algebra de Clifford sobre o espago de Minkowski.

Do ponto de vista matemdtico, [imaeda 1976] consta de pouco rigor e é incom-
pleto em alguns pontos. Posteriormente, porém, J. Ryan ([ryan 1990]) formalizou parte
destes resultados no contexto das andlises de Clifford complexas. Inspirados nestes tra-
balhos, apresentamos uma formula¢io precisa da Férmula Integral e de algumas de suas

conseqiiéncias.
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2.2 Biquatérnios

Os biquatérnios (IB) podem ser introduzidos como o conjunto de todas as quidruplas
complexas ordenadas, ou seja {(z, 21, 22, 23); 20, 21, 22, 23 € @'}, com as operagdes de
soma e produto por escalar usuais de €'* e munido do produto biquaterniénico, o qual é

uma aplicagdo bilinear IB X IB — IB mais convenientemente definida em termos da base
1=(1,0,0,0),01 = (0,1,0,0),02 = {0,0,1,0),03 = (0,0,0,1), a saber!
OkFm = Okm + Ekmnion. (2.1)

Em notagao vetorial,

Z = 2+ 2,
o produto adquire a forma,
ZW = (zo+ 2)(woe + &)
= ZoWo-+ 7 W+ 20 + woZ + 12 X 10, (22)

onde 7% = 25wy € F X @ = €ppn 2k Winon; kym,n=1,2,332,

E conseqiiéncia de (2.1) que

(040 )0n = 01(0may), (2.3)
¢ trata-se portanto de uma algebra associativa, embora nie comutativa. De fato, por (2.2),
ZW — WZ = 25X 0, (2.4)

0 que mostra que o centro da estrutura é €. Denotando z, = %, + 3., outra notacio que

pode ser empregada é
Z = z+ zkow
= x4+ F+ iy + if. (2.5)

Sendo os biquatérnios uma &lgebra sobre corpo complexo podemos conjugar em

relagdo a sua base, em relacdo ao corpo ou em relagio a ambos, definindo

# Aqui ¢ é 2 unidade imaginiria complexa.
**Empregamos indices latinos para denotar 1,2 ¢ 3, e indices gregos para 0, ... ) 3.
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Z=z0—T+iyo—tf (conjugado hipercomplexo), (2.6)
Z*=zo+ T —iyo—if (conjugado complexo), (2.7)

0s quais satisfazem
W =W Z, (2.8)
(ZW)* = W Z*. (2.9)

Veremos que o conjugado hipercomplexo coincide com a conjugagio usual no caso
quaternidnico e pseudoquaternidnico, e como gueremos que a norma também coincida é

adequado defini-la como

N(Z) = 2%
= zg—zkzk. (210)

De (2.10) segue que N pode assumir qualquer valor complexo, havendo inclusive
N(Z) = 0para Z # 0 e portanto IB nio é dlgebra de divisao. Os dnicos divisores de zero

sdn aqueles com norma nula (& 22 = z2;), e os demais admitem inversa tnica

oy Z

- m. (2.11)
Por (2.8)
N{(ZW) = N(Z)N(W) (algebra de composigio), {2.12)
(zw)yt = wilz7t (2.13)
Sao também tteis as identidades
(Z9)™t = (27, (2.14)
()7 = (Z-7). (2.15)



De (2.1) temos que os elementos da base {1, o4; k& = 1,2, 3} sfo isomorfos As matrizes

de Pauli
10 01 0 -+ 1 0
1= (0 1),crl~ (1 0),0’2~ (2 O)’JSN (0 _1), (2.16)

donde IB é isomorfo as matrizes complexas {'?%%,
Zo+ 23 z — 1%
F (21 + 229 Zn — 23) ( )

De fato, trata-se de uma bije¢do onde M, + M, = M,y € M. M,, = M.,,. Ainda,
N(Z)=det M, (2.18)

e portanto preserva-se a norma nas transformactes mediante as quals o determinante da
matriz isomorfa & invariante. Através deste isomorfismo podemos operar com matrizes,
usando resultados ji conhecidos das mesmas, como por exemplo na exponenciagio de
elementos de IB.

Os biquatérnios, que podem ser identificados com @T%4(= € & @'3), possuem su-
bespagos isomorfos aos quatérnios e aos pseudoquatérnios (pelo produto induzido), como
j4 mencionamos. Qs quatérnios podem ser vistos como o subespaco IR & {(—£)IR3, ou
equivalentemente

H~{ZelB; Z = Z}, (2.19)
onde a base quaternitmnica usual 33

e AR —i0}, (2.20)

De forma andloga para os psendoguatérnios basta considerar coeficientes reais em relagio
3 base usual que agora pode ser tomada como
€] & —io1, €h N 0y, €5 & oa. (2.21)

Um subespaco também particularmente interessante € ¢ dos biguatérnios reais,

Br={Zc¢ B, Z* = 7}, (2.22)

33 (Qbviamente estas identificacdes nieo sio dnicas. Em particular ao tomar e; =2 tax obtemos nma algebra
isomorfa aos quatérnios (com inversio dos eixos espaciais). Para [H e ¥ os elementos genericos ficam dados
respectivamente por % = go — yr(—ior) e Z' = 2¢ — p1(—~io1) + z202 + 2303.
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cujos elementos sio do tipo

o que permite identificd-los com IR & JR*. Embora, ao contririo dos casos anteriormente
estudados, IBp nao seja fechado em relagio ac produto, seus elementos gozam de proprie-
dades muito fiteis para aplicacbes fisicas. Podemos inicialmente observar que a norma dos

clementos de IBp reproduz a métrica de Minkowski,
N(X) = af — gy, (2.24)
Outro aspecto, discutido nos proximos teoremas, é a relacdo entre as transformacgoes de

Lorentz e as transformagdes lineares representadas na estrutura biguaternidnica.

Proposigao-2.1:
(1) A aplicacio
X+ AXB+C (2.25)

€ uma transformagdo linear de B em B com A, B,C € IB e N(A) # 0, se e somente
se (' € Bpe B =FkA* para algum k € IR.

(i) Com relagio a (i) as transformagdes que preservam a norma podem ser escritas como
X — +£A'XA™, (2.26)

com N(A") = +1.

Dem.(i): Para que a imagem de (2.25) pertenga a /B devemos ter (AXB 4 C)* =
AXB+ ¢ VX € Br. Em particular, tomando X = 0 obtemos C* = C, logo C € Bp,
e assim B*X A* = AX B, donde

ATIB*X = X(A™1B*)". (2.27)
Uma vez que (2.27) é vélida para X = 1,

A7'B* = (A"'B*)*. (2.28)
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Entdo A~ B* comuta com todo X & B, e portanto deve ser escalar em virtude de (2.4)
e teal devido a (2.28). Segue entao que B = kA* para k € IR.

(i1): Obviamente, é necessirio & # 0 para que a norma seja preservada. Ao tomar
X = 0 em (2.25) a preservacio da norma implica em N(C) = 0. Assim X — AX B éuma
transformagéo linear inversivel, portanto uma bije¢ic, que por (2.12) associa elementos
de norma nula a elementos de norma nula. Supondo €' # 0 podemos tomar X, com
N{X) =0, tal que AXB = C o que viola a hipétese de preservar a norma em (2.25).
Logo €' = 0. Ainda,

(/161X (/18147

+ A X A™,

AXB

I

donde N(AXB)= N(X) & N(A") = +1.

Na préxima proposigao E-Tl— denota o grupo de Lorentz (homogéneo) préprio
ortberone, e ﬁi,ﬁl,ﬁl_ denotam, respectivamente, os casos préprio nio ortocrono,
impropric ortécrono, e imprdprio ndo ortéerono. Qs elementos serao denotados pelas

correspondentes letras mintsculas, por exemplo .E’Er para ;CL.

Proposigdo-2.2: Para N(4) =1
(i) A aplicagdo
X — AX Ax (2.29)

€ uma transformacgéo de Lorentz prépria ortécrona, e toda E_TF_ € L'Ir é gerada por uma

aplicacdo deste tipo, sendo a correspondéncia dois-um (espinorial),
{4, -4} — E.T;.(A)- (2.30)
O grupo de Poincaré é gerado admitindo a parte nio homogénea,

X - AXA*+C, C€Bp. (2.31)

(ii) A aplicacao
X - —AX A (2.32)
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é Lorentz prépria nao ortécrona, e toda fi € ﬁi € assim gerada sendo a correspondéncia

{4,-4} - £} . (2.33)
(iii) Analogamente,
X — AX A* (2.34)
é Lorentz imprépria ortécrona, e
{4,-43 -0, (2.35)
(iv) Ainda.
X — —AX A" (2.36)

é Lorentz imprdpria nao ortécrona, onde neste caso temos

{4,-4) = 2. (2.37)

Dem.(i): Denotando as matrizes de Pauli por o9, o1, 3 e o3 (vide (2.16)), toda matriz

2 X 2 hermitiana pode ser escrita como
€ = 2900 + TxO%.
E conhecido o resultado ([barut],[naber]) de que para M € SL(2, ) ** a aplicacio3®
Q- MQM? (2.38)

¢ transformag@o de Lorentz prépria ortdcrona nas coordernadas (zq, 21, T2, 23), e que toda
f_‘r'_ € EL pode ser representada por (2.38) para algum M € SL(2, €). Assim surge um
homomorfismo dois-um entre SL(2, €') e zC_TI, pelo qual todo .61 € EIF ¢ imagem de +M
para algum M € SL(2,d).

Agora, tendo em vista o isomorfismo (2.17),

X = @otapor® Qx = 200 + 10k,

A = zp+ ko & My = zpog + zp0g :,‘.*JM'L:MA*,

2 atrizes complexas 2 x 2 unimodulares {com determinante +1).
35041 & o matriz adjunta de M.
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a proposigao segue imediatamente do resultado ja conhecido para SL(2,T).
(ii): Considerando por ora a representagdo matricial das transformagdes de Lorentz,

L & matriz de Lorentz se e sd se
'L =1, (2.39)

onde np = diag(+1,—1,-1,—1). Uma vez que ,CT]_ corresponde aquele conjunto de matrizes
que satisfazem (2.39), com detL = +1 e L3 > 1, é evidente que L'_li_, formado pelas
matrizes com det I = +1 e Ly; < —1, é obtido multiplicando-se os elementos de 131 por
~1. Com isto (ii) segue de (i).

(1ii): Na notagao acima £l corresponde 3s matrizes com det L = —1 e Lq; > 1,
as quais podem ser obtidas por uma inversdo espacial (conjugagdo) seguida de Lorentz
propria ortocrona. Assim (iii) segue de (i).

(1v): fnd corresponde as matrizes com detl, = -1 e Ly; < -1, obtidas
multiplicando-se os elementos de £l por —1. Tendo em vista (iii), isto encerra a de-

monstracao.

Em [imaeda 1979) Imaeda discute uma formulacio taquiénica em termos de hi-
quatérnios. A fim de preservar a métrica de Minkowski (a menos de sinal) mediante
transformacodes de Lorentz em M, 3, o autor levanta a necessidade de trabalhar com um
espago-tempo 4-dimensional complexo. Por exemple, para um “booest” superluminal na
dire¢do z1, a transformagio de coordenadas fica dada por

1 — Bro

V-1

2a — B2

V-1

f ! / . N .
zh = ] = , Ty = 19,23 = 23,3 > 1, (2.40)

para a qual temos
(2 — zhal) = —(23 — zpzy). (2.41)

Para manter a consisténcia logica, temos que toda transformacéo de Lorentz supertuminal
pode ser escrita como produto de (2.40) por duas transformagdes subluminais.
Na estrutura biquaternionica estes resultados ficam expressos de maneira bastante

natural, como atesta a seguinte propoesigio.
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Proposigao-2.3:
(i) Para X = 2,e,, a transformagéo (2.40) pode ser identificada com a seguinte
aplicagao
X = AXA*B, (2.42)
onde 4 = exp{—(X/2 —ir/4)e}, B = —e1 e X = arc cotgh §.
(ii) Uma transformagéo de Lorentz superluminal pode ser identificada com uma
aplicagao do tipo
Z — AZA*B, (2.43)

com N{A) =1, N(B)= -1, B = —B, sendo a reciproca também verdadeira.

Dem.(i): Basta comparar a forma explicita de (2.42) com (2.40).
(ii): Segue de (i) e do fato das transformagdes superiuminais serem expressas como

composigio de (2.42) com transformagdes subluminais®.

A base {1, oy, 09, 03} mostrou-se adequada para o estudo das propriedades algébricas
dos biguatérnios, principalmente devido as proposicdes 2.1, 2.2 e 2.3. Tendo em vista
porém que os quatérnios sd0 uma subalgebra dos biquatérnios esperamos, na construgao
da apalise biguaternidnica, resgatar (ou comparar com) resultados obtidos no capitulo
1. Para tanto parece mais adequado o emprego da base {1,e1, e, €3}, isomorfa 3 base
quaternidnica nsual. FEstas bases estao relacionadas por (2.20).

A menos de mengao explicita em contrdrio, nas préximas se¢des os elementos e

funcoes de IB estario sempre represenfados nesta nova base, para a qual definimos

Z = I —f— g

= zg 1 2k€k

= wo L iF +iyo+ if (2.44)
7 = 2o — &+ iyg — i (2.45)
Z* =z + T — ity — i (2.46)

*8Estd claro que (2.43) preserva a norma bigualerniénica. Para interpretacio fisica relerimos o artigo
citado acima,
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e consequentemente

IW = (z+ Hwo+ %)

= thUo—g'la-f-Z(]Tﬁ"f- wgZ + Z X Tﬁ, (247)

N(Z) Z7Z = 23 + zp 2k, (2.48)

2.3 Formas Diferenciais Biguaternidnicas

A defini¢do de formas diferenciais a valores biquaternidonicos, bem como produto exte-
rior, derivacio exterior, integracdo e Teorema de Stokes seguem imediatamente do caso
quaternionico (se¢io 1.3). De fato, as formas diferenciais sao definidas sobre a algebra as-
sumindo valores na lgebra da maneira usual e, assim, a inica modificacao em relacio aos
gquatérnios é gue neste caso a algebra é feita sobre corpo complexo. Como consegiiéncia,
em cada ponto a forma diferencial fornecera uma aplicagao multilinear alternada com
respeito aos complexos (e ndo mais aos reals como para HH ).

As afirmacoes acima podem ser justificadas observando-se que em @4 o espago

tangente a um ponto (zp, 21, 22, 23), onde z,, = 2, +iy, € 7, = ¥, —1i¥,, pode ser identificado

. Ja 4 .
com o espago vetorial complexo de base § —, — , ou equivalentemente em termos
dx,’ Oy, im0

3
a
da base complexa ¢ —, *-t?— , sendo estes ultimos definidos por
0z, 0z, 0

Lo Zit) Lo (L) .
As formas complexas podem, ent3o, ser definidas em termos da base dual de (2.49),
dz, = dz, + idy, , dz, = dz, — idy,, (2.50)
e assim a base das k-formas complexas fica dada por

{dzpy Ao Adzy, AdZy AL ANdZy fpin <o < pipynn <. <y, ptg=k}. (2.51)

48



Identificando @'* com IB segue que uma k-forma serd uma combinacdo linear de

formas do tipo (p, ¢), com p+ ¢ = k, dadas por

WPV = 3 alrd (Z)dzp A .. Adz,, AdZ, AL AdZ,, (2.52)

F2 EREY - PL o RO
$] <oy
- g

onde a‘(fi’f_)_‘#p,yl vovq - 1B ~ IB sdo fungdes biquaternitnicas®”.

O operador de derivacao exterior tem agora o seguinte aspecto:
d=d + d", (2.53)

onde d’ age procedendo derivagdes em relagio a {z,}3_g e levando uma (p, ¢)-forma a uma
(p+ 1, q)-forma, enquanto d” age de modo analoge em relagao a {Z,}>_y produzindo uma
(p,q + 1)-forma. Portanto, atentando-se para o fato de que agora a derivagéo exterior se
prodece em relagio a (2.53), o Teorema de Stokes (Teorema-1.3) se mantém, como ja antes
mencionado.

Na teoria de funcoes que estudaremos neste capitulo existe uma notavel simpli-
ficagaon. Trabalharemos apenas com formas holomorfas (tipo (p,0)), ou seja fechadas em
relagdo ao operador d”{d"w = 0), as quais podem ser escritas em termos de {dz,}3_q,
ficando portanto com estrutura muite parecida aguela do caso real.

Assim, de modo geral, as formas a serem usadas sdo meras complexificagOes das
correspondentes formas quaternionicas. Por exemplo, para f : IB — IB diferenciivel no

sentido complexo em Z € IB,
df. = __3 f(Z)dzo + 0 f(Z2)d (2.54)
z = 82@ 0 82,{; Zh oo ks

enquanto (1.32), (1.33), (1.36) e (1.34) seréo agora substituidas respectivamente por

37 Pica claro que temos 0,1,... e 8-formas n&o trivialmente nulas neste caso.
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47 = dzg + exdz; (2.55)

dZ ANdZ = eppmpepdem A dzy, (2.56)
D, =dxn Az Adzs — Lepnerdzo A dzo, A dz, (2.57)
v, =dpAdz ANdzg Adzz 38 (2.58)

2.4 Funcoes Biquaternionicas Regulares

A fim de estudar a teoria de funcées sobre IB, novamente nos deparamos com o problema
de definir um conjunto de fun¢des que seja a0 mesmo tempo amplo e com propriedades
interessantes, e no qual se sustente os principais teoremas de anélise.

Tendo em vista a teoria de funcbes quaternidnicas estudada no capitulo 1, com a
linguagem que vimos empregando, a extensdo das definicoes e conceitos é bastante suges-
tiva, e a regularidade pode ser caracterizada de modo natural via Fueter, Apesar disto, em
virtude de nao se tratar de uma algebra de divisio, existem diferencas fundamentais que se
refletirdo principalmente na Férmula Integral a ser ohtida. Estes pontos serdo abordados
em detalhe enguanto resultados secundarios e/ou gque possuem analogos discutidos nos
capitulos anteriores serdo omitidos.

No caso quaternionico era exigido “a priori” que as fun¢des regulares fossem dife-
rencidveis no sentido real em IR?, e devido a regularidade surge que estas sdo de fato
analiticas. Assim, parece razodvel exigir diferenciabilidade no sentido real (em IR®) para
funcoes de IB em [B regulares. Porém, a fim de evitar dificnldades operacionais (na
aplicagio do Teorema de Stokes, por exemplo) faremos uma exigéncia mais forte neste
caso: restringimos nosso estudo a fungdes diferencidveis no sentido complexo em @4 22,
A exigéncia de diferenciabilidade complexa apresenta-se mais compativel com a estrutura

algébrica dos biquatérnios, pois trata-se de uma 3lgebra complexa. Assim,

32 Cabe observar que agora v, assume valores complexcs, nio admitinde em geral a interpretaciio de
medida euclidiana de volnme. Observacio andloga se faz em relagic a D,.
3K conhecide que estas funcdes, que passaremos a chamar de holomorfas, sio de fato analfticas. A

. &
holomorfia pode ser caracterizada por Tf =0
%u
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Definigdo: Uma funcdo f : IB — IB holomorfaem Z ¢ IB & regular a esquerda em Z se
existe f/(Z) € IB tal que
dZ NdZ Adf, = D, f'(Z). (2.59)

De maneira ébvia podemos definir também a regularidade & direita. No entanto, a
menos que mencionemos explicitamente o contrrio, o termo regular sem outros especifi-
cadores significard regular & esquerda.

Os operadores correspondentes a (1.42) e (1.44) sdo agora definidos como

af af
9Ff = (8z@ M) , (2.60)
2 b2

As equagbes de Cauchy-Riemann-Fueter surgem na seguinte proposico.

Proposi¢ao-2.4: Uma fun¢do f : B — IB holomorfa em Z € IB é regular em Z se e
somente se J, f(Z) = 0.

Dem.: Idem ao caso quaternionico.
A equagdo 3 f(Z) = 0 possui oito EDPs reais acopladas, tal como as equagdes de

Maxwell®0. Ao empregar a notacdo vetorial f = ¢p + ¢ + it + 49 estas equagdes podem

ser escritas como

5o+ i) = 97 (-4 ), (22
20

V(o + itho) = —(¢+e¢)+vz (8 + i), (2.63)
ou ainda, usando {2.49},

s Mo _ e g, G G

320 T Tye = V7. §+ VY (2.64)

‘A conexio entre ambas serd oportunamente explorada na seciio 2.7.
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d¢o  Otho

v _ B v i IR v A
Juo  Ove V¥ -V (2.65)
. - 9 0 a = om -

T y — z Y
V%o + V¥%g 6$D+ay0+v X+ VY X (2.66)
- . 8¢ 0% o o s o

¥ _ & - —_—r 7 1] . Lid
V¢ — V% F I + VY X -V X (2.67)

onde o indice em V indica a varidvel em relacdo a qual sio feitas as derivacdes.

Também aqui temos um teorema tipo Cauchy.

Teorema-2.5: Seja g r-regular e f f-regular em U. Para M, com M C U, uma variedade

4-dimensional mergulhada em IB com fronteira M, temos?!

faM gD.f =0. (2.68)

Dem.: Segue do Teorema de Stokes e da identidade correspondente a (1.55).

Denotaremos por CX(Zy) = {Z € IBB/N(Z — Zp) = 0} o cone de luz centrado em
Zy, e por Tz, M o espago tangente a variedade M no ponto Z.

Defini¢io: Uma variedade 4-dimensional recal é dita variedade de tipo um se for tal como

no teorema anterior e gozando ainda da seguinte propriedade

MnCYZYy=TMnCH(2)={2} VZe M.

Sobre este tipo particular de variedade podemos estabelecer um resultado surpreen-

dente: nma Férmula Integral embora a algebra possua divisores de zero.

1 Embora nio mencionado explicitamente, estamos sempre supondo que tais variedades e fronteiras
sejam continnamente diferenciiveis por pedagos, bem como compacias e orientiveis.
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Teorema-2.6: Seja f uma fun¢io regular em U e M C U uma variedade de tipo um.
Entao para todo ponto Zp interior a. M, temos

1) = 557 [, Sygms D-1(2), (2.69)

Dem.: A demonstragio que apresentamos aqui segte de perto aquela feita por [ryan 1990]
para estabelecer férmulas integrais generalizadas em algebras de Clifford.

_(Z—-2Zy)!
- N(Z - Zy)
anterior, podemos substituir #M pela fronteira #M' de nma subvariedade 4-dimensional

Uma vez que g(Z) é r-regular para N(Z — Zy) # 0, pelo teorema
de M que possui Zy em seu interior, a qual é homeomorfa & 3-esfera. Para d M’ suficiente-
mente pequeno {obtido por exemplo pela interse¢io de uma 7-esfera infinitesimal com M)
podemos deformar homotopicamente M’ em U e sem tocar C4(Zy) obtendo dM*, uma
3-variedade em Tz, M, e novamente o teorema anterior nos permite transferir a integral
para OM":
' Z—Zy) ! Z - Zy)!
5:?2/% g\r—(ﬁ%sz(Z) - é%fw ﬁpzﬂz). (2.70)
Sendo M de tipo um, 77, M ¢ da forma W + Z; onde W é uma subespaco real
4-dimensional e, por hipdtese, sem divisores de zero. Aplica-se, entio, a W o Teorema
1 de [ryan 1990], segundo o qual existe uma homoteopia H : W x [0,1] — IB tal que
H(W,0)=W,H(W,1)= R e H(W, ) & um subespago real de 4-dimensoes sem divisores
de zero para todo ¢ € [0,1]. Isto juntamente com o Teorema-2.5 nos permite substituir
GM" em (2.70) por 9, onde D C U é uma variedade 4-dimensional contida em IR?* + 7,
e que possui Zp como ponto interior. Resta entao mostrar que
1 (Z — Zg) 1

35 o N =gy D7) (2.71)

f(Zo) =

o que pode ser feito com o uso dos mesmos argumentos empregados na demonstracao da

Férmula Integral para quatérnios, Isto encerra a demonstragao.

E interessante observar que ac contrario dos casos complexo e quaternionico, onde

a Férmula Integral de Cauchy é estabelecida sobre um contorno de co-dimensdo um, aqui
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estamos integrando na fronteira de uma variedade cuja co-dimensio € igual a dimensao
(= quatro). Este aumento na co-dimensdo parece necessdrio para evitar os cones de
lnz. Resultado andlogo, porém, nic pode ser obtido para pseudo-quatérnios nem para
biquatérnios reais.

E indiscutfvel a importincia da Férmula Integral acima. Seu uso, porém, uma vez
que restrito a variedades de tipo um, é mais sutil que no caso quaternidnico. A fim de
aumentar nossa Intuicao sobre tais variedades seguimos com alguns exemplos, os quais
sao fundamentais no entendimento das manipulagtes posteriores. Se W é um subespaco
rea] 4-dimensional sem divisores de zero, entdo toda variedade 4-dimensional (sempre
compacta e continuamente diferencidvel por pedagos) em Z + W é variedade de tipo um,
para Z € IB. Como casos particulares temos as variedades 4-dimensionais em IH C IB.
Ainda, se 4 € O(@*) (grupo ortogonal complexo, ou seja, A*A = I), entdo Z + z A(M)
é variedade de tipo um para 2 € ¢ — {0},Z € IB e M uma variedade 4-dimensional em
I c IB. Como exemplo podemos tomar Z+2.A(B), onde B = {¢ € [ /|q| < r} éuma bola

em JH 12,

2.5 (Geragdo de Fungées Regulares

As fungdes biquaternidnicas regulares podem ser geradas de modo semelhante as fungdes
guaternidnicas regulares (secdo 1.5). A seguir enunciamos os resultados mais importantes

neste sentido.

Proposicao-2.7: Seja f uma funcio holomorfa e complexa-harménica (A% f = 0) num

aberto U C IB. Entédo 07 f é regular em U.

Proposigao-2.8: Seja ¢ : IB — (' holomorfa e A*¢ = ¢ num aberto V' C B com forma

de estrela em relacao a um ponto Zp. Entdo a fungio

F(Z) = #(2) + 2Py ./: S207((1 — 8)Z0 + sZ)Z — Zo)ds (2.72)

2Note que N(Z) = ZZ = 2'Z = Z'A'AZ, e portanto A leva subespaco sem divisores de zero em
subespaco sem diviscres de zero.



é regular em V.
Dem.: Anéloga dquela da Proposi¢io-1.18 (vide [sudbery]).

Proposigdo-2.9: Seja f uma funcéo holomorfa definida em V = I/ — {Z ¢ B/N(Z) =0}

para nm aberto U C IB, e que em V admite ser escrita como
F(Z) = u(zg, 2) + 3v(=0, 2), (2.73)

onde z = \/N(Z),% = 7/z, e sendo u e v funcdes holomorfas as quais satisfazem ainda as

seguintes equagoes tipo Cauchy-Riemann:

Ju  Jv ou Jv
8—2@_92 ) @——8—20 (2.74)

(1) Entdo A% f & regular em V.
(i) Ainda, se f estd definida e é holomorfa em todos os pontos de U, entio A% f é regular

em I/,

Dem.(i): A verificacdo de que A®f é regular é analoga aquela do Proposicio-1.19 (vide
[deavours]).
(ii): O resultado segue de (i), pelo qual F;A%f = 0 em V, e da continuidade de A,

Como conseqiiéncia desta proposicido temos que A*Z” é regular em todo Z para
n > 0, e em todo Z tal que N{Z) # 0 para n < —1.

E interessante que podemos também gerar funcdes regulares em IB a partir de
fungbes regulares em IH via prolongamento analitico. A idéia é a mesma empregada

na construgao de funcdes complexas Tegulares a partir de funcdes reais analiticas.

Proposigiio-2.10: Se f é regular quaternidnica em {¢ € H/|g — q| < r}, onde admite
portanto ser escrita como

[m.a)

=2 3 P.(¢—)a.,, (2.75)

=0 tnECon
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podemos introdunzir a seguinte fun¢io biquaternionica

)

F(Z)=>_ 3. P,(Z-q)a, (2.76)

n=0¥rCon

a qual estd definida e & regular em {Z € IB/|Z — ¢5| < v} *5.

Dem.: Cabe observar inicialmente que F,,(Z) é definido da mesma forma que P, (q),
com z, no lugar de z,. Uma vez que (2.75) converge uniformemente para |[¢—go} <7y < 7,
em se trafando de uma série de poténcias, 0 mesmo ocorre com (2.76) e respectivas séries
das derivadas em |Z — qo| < r; < r. Aplicando J; em (2.76), a convergéncia uniforme da

série das derivadas permite derivar termo a termo no lado direito:

GF(Z)=3" > 0,P.(Z— q)a.,. (2.77)

n=04tnEfn

w0 el 0 i 0\ la ig dade
2 5 - 2( - = 3 dy 5 d7, segue da regularidade de

P,.(q), j4 estabelecida no capitulo 1, que 9, F(Z) =0 em {Z € IB/|Z — | < r}.

Sendo &, =

Na préoxima segio estudamos séries de func¢bes regulares em /B, o que torna o resul-
tado acima mais clara.
2.6 Séries

Nesta secio generalizamos resultados da segio 1.6 e para tanto empregamos wma mani-
pulacio ligeiramente diferente, a qual ndo exige conhecer ¢ priort a dimensio do espago

das funcdes regulares homogéneas de grau n.

Lema-2.11: Para Z,W € IB tais que N(W — Z) # 0 e |N(Z)| < |N(W)| temos

CW-2) = 3 3 P(Z)Gn (W) (2.78)

n=[} ¥pEon

= > Y G (WP, (2), (2.79)

n=0 nEcn

2 Aqui denotamos {Z| = /2,2,
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sendo a convergéncia uniforme em

{ZeBINW-2)#0 e |[N(Z)| < r|[N(W)|} para r < 1.

Dem.: Pela mesma manipulagio empregada para chegar a (1.104) obtemos
GW - z)= > P"(W,2), (2.80)
'ﬁ,:D

sendo a série uniformemente convergente na regiio definida acima e P & polinomial
regular homogénea de grau n em Z. Agora, se P é regular homogénea de grau n, pelos

mesmos argumentos usados para cbter (1.94),

P(Z)= > (-1)*R,(2)0; P(Z), (2.81}

P Con

onde 97 P é constante para P polinomial®*!. Isto nos permite expandir

PW, Z) > (=R (2)8;, PY(W, 2)

nEfn

> PL(2)G,, (W),

MnEfn

donde segue o lema.

Devido a presenca de divisores de zero nao é possivel generalizar as séries de Laurent
em regides anelares 8-dimensionais em /5. Para empregar a Férmula Integral tal como no
estabelecimento do Teorema-1.24 € preciso que a regiao considerada seja nma. variedade de
tipo um, e portanto 4-dimensional. A formula¢io que apresentamos é uma generalizagio

do caso quaterniénico via grupo ortogonal complexo O(@?).

**Aqui nic se usa nenhum resultado externo (dimensic de ,}. Na linha de raciocinio acima
pode-se mostrar ainda que P, é base de U,, bastando para isto verificar que P, s@o regulares
T3

(3¢ P.. = 0}, linearmente independentes (o que segue da decomposicio Py, (Z) = 2l 2022 4 20 PP,
sendo P~ de grau n — 1), e usar ¢ resultade do préximo teorema. Como corolarios resulta

dimUn = %(n + 1)(m + 2) € que toda funcéo regular homogénea ¢ polinomial.
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Teorema-2.12: Seja o anel A = {¢ € IH C B/r < |g — | € R} para 0 < r < R. Entio,
para A € O(€*) tal que f éregular em A’ = A(A) e Z interior a A/,

FZy=Y Y {P.(Z - Zo)ay, + Gu(Z — Zo)b,, } (2.82)

=0 tn€Een

onde Zg = A(gp), e os coeficientes sdo dados por

1 i o+
G = 53 | GunlZ ~ Z)D-1(2),

1
bun = 55 [, PonlZ = Z0)D1(2),
para ¢ C A’ uma 3-superficie fechada (continuamente diferencidvel por pedagos) que en-

volve Zg 15,

Dem.: Segue do lema anterior com os mesmos argumentos do Teorema-1.24, observando

que 0 grupo ortogonal preserva a norma.

Em particular o resultado acima fornece a série de Taylor para fungoes regulares, e se
houver alguma aplicagdo interessante que justifique ¢ investimento, desse teorema surge
a possibilidade de estudar teoremas de residuos hem como transformagoes de Hilbert,

relagdes de dispersfo e outros assuntos afins.

2.7 Propriedades Regulares do Eletromagnetismo

Os postulados fundamentais do eletromagnetismo classico, como o espagn-tempo, o con-
ceito de campo e as equagdes de Maxwell, podem ser unificados numa tnica entidade: a
teoria de funcgoes biquaterniénicas.

Na secao 2.2 j4 discutimos o espago-tempo e as transformagoes de Lorentz no escopo
dos biquatérnios reais {Proposicdo-2.2). Resta agora associar fungoes biquaternidnicas a
campos eletromagnéticos e formular, de maneira util, as equagdes de Maxwell nesta lingua-

gem. Paratanto consideremos fun¢des puramente vetoriais definidas sobre os biquatérnios

5 Acreditamos que resultados mais gerais possam ser estabelecidos, o que pode ser explorado caso alguma
aplicaciio exija.
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reais®,

F(2o, 31, ¥2,93) = B (20,91, Y2, y3) + iE(w0, 11, Y2, ¥3)- (2.83)
Interpretando E e H como os campos eletromagnéticos, (zo, ¥1, Y2, ¥s) como as coorde-
nadas espago-temporais (zg para o tempo), e tendo em vista (2.64)-(2.67), vemos que as

equacdes de Maxwell no vicuo,

V-E=0 (2.84)
V.-H=0 (2.85)
= = OH
VxXE= ~ar (2.86)
. - OF
VXH= R (2.87)
sio equivalentes as equagoes de Cauchy-Riemann-Fueter para F
a [
— —teg— | F=0. 2.
(3560 o 3%) (2.88)

Portanto, o problema de obter uma solugio das equacdes de Maxwell reduz-se ao
problema de encontrar uma funcdo regular que satisfaca as requeridas condigdes de con-

torno e inicial.

De maneira mais geral, quando temos densidade de carga p e de corrente J, as

equacies de Maxwell

V-E=p (2.89)
V-A=0 (2.90)
- - OF
V X = — — R
E i (2.91)
- . QE -
= — {
V x I 2 + J, (2.92)
tornam-se equivalentes a segninte equacao
(a —iei)ﬁ(x ) = g(z y3) (2.93)
a.’l'}[] kayk W, ¥4 = 0T, ¥ 03 ) .

483 momenclatura da se¢io 2.2 os biquatérnios reais (IBR) eram os elementos da forma zg + wxos.
Portanto na base {1,¢1,e2,e3} IBm deve ser identificado com cs elementos deo tipo X = zo + fyrex, come

feito acima.
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onde

9(x0,v1, 2, ¥2) = —4p(xo, 1, ¥2, ¥3) + ¢J (23, U1, ¥a, ¥3) ). (2.94)

Neste caso além das solugdes homogéncas associadas a equacdo (2.88), devemos obter
ainda uma solucdo correspondente a parte ndo homogénea de (2.93).

A questdo que surge, entio, é se seria possivel generalizar o §-Lema de Poincaré (j&
estabelecido para o caso quaterniénico no Teorema-1.16) a fim de obter explicitamente
uma solugao da equacdo nao homogénea, integrando extensoes de g sobre uma variedade

de tipo um adequada?®’.

11 Egta generalizacio é nio trivial em virtude da impossibilidade de se fazer particio da unidade com
fungdes holomorfas. Apenas para ilustrar a dificuldade envolvida considere ¢ uma funcio a valores bi-
quaternidnicos, holomorfa em U, ¢ M < U uma variedade de tipe um (analitica para facilitar}, que por
simplicidade podemos supor num subespago qnatro dimensional (real) sem divisores de zero. Para Zo
interior a 3 temos

1 (Z ~Zo)7t 1 (Z —Zo)™ 22
W) =t [ G Bsnatn) - < [ et

que & a versio biquaterniémica da Proposigdo-1.135, a qual pode ser estabelecida seguindo argumentagio
semelhante aquela do capitulo 1, exceto no que diz respeito ao limite

1 (Z — Zo) 5
lim — [ *——"— Zyz =0
6—]:5-32172 BN(Z—Zo)arg( )i‘) )
onde B = bs N M para bs; uma bola de raio § centrada em Z. Este agora segue de tomar coordenadas
esféricas para AZ = Z — Za,

Azg = ecexp (it Jeos(81)cos(82)cos(8a)
Azy = eexp (ith1 ) sen(81 }cos(62)cos(8s)
Azy = eexp (i) sen(fz }cos{fz)

Azz = eexp (i )sen(f:),

juntamente com a Forma Local das Imersdes, que permite tomar localmente coordenadas nas quais ¢, = 0.
Nestas coordenadas, o €=* que aparece em (AZ) ™' /N(AZ) cancela com o € de 3; ¢(Z)vz, ¢ resulta num
integrande gue independe de ¢. O limite segue do cilculo das integrais interadas.

Por comparagao com ¢ caso quaternidnico seria natural esperar que

s =5 [ e

fosse solucio da parte nio homogénea de 3; f = g, ¢ que em geral nio & verdade. O ponte crucial aqui
& o seguinte. Ao tentar adaptar a demonstragio do Teorema-1.16 para ¢ nic identicamente nula, resulta
que as fungdes g1 e g2 {cbtidas na partigio da unidade) sio nae holomorfas o que impede o emprego da
férmula integral acima para seguir com a demonstragao.
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2.8 Isomorfismo Maxwell-Dirac

Ao observar as equacdes da fisica notamos que algumas delas sdo semelhantes e/ou estio

fortemente relacionadas. Por exemplo,
A+ k% =0, k%= cte, (2.95)

pode ser vista como a equa¢io de Laplace (k% = 0), como a parte espacial das equagdes
de difusgo (k? < 0) e de Schrodinger (k* = Z2(E — V)), ou ainda como a equagio
de Helmholtz (k% > 0). Em particular, uma particula livre na mecanica quantica néo
relativistica (E > V) & regida formalmente pela mesma equagdo que aparece no estudo
das ondas eletromagnéticas (equagdo de Helmholtz), e algo semelhante também ocorre
com a equagao de Klein-Gordon

42

7 A, (2.96)

Qi = —m2e, O=

no dominio de solugdes periédicas no tempo (¥(t, 7) = e*'(F)).

Em [penrose] R. Penrose observou

“ ... It (Schrodinger’s equaticn) some what resembles Hamilton’s or Maxwell’s equa-
tion (having intimate relations with both) ...

Like the Hamiltonian formalism for classical physics, the Schrédinger equation is not
so much a especific equation, but a framework for quantum-mechanical equations generally.
Once one has obtined the appropriate quantum Hamiltonian, the time-evolution of the
state according to Schrodinger’s equation proceeds rather as though |4 > were a classical
field equation such as Maxwell. In fact, if |¢ > describes the state of a single photon, then it
turns out that Schrodinger equation actually becomes Maxwell’s equations! The equation
for a single photon is precisely the same as the equation for a entire electromagnetic field

. if | > describes the state of a single electron, then Schrodinger’s equation becomes
Dirac’s remarkable wave equation for the electron ... ”

Este trecho nos chama a atengdo para a questido ji especulada por vérios fisicos,
entre eles J.R. Oppenheimer e E. Majorana ainda na década de trinta, sobre uma possivel
conexao entre a eletrodinédnica (equagdes de Maxwell) e a mecanica quéantica (equagio de

Dirac) - o isomorfismo Maxwell-Dirac. O aspecto interessante é que a analogia entre as
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duas teorias estd, em geral, baseada em interpretar H & i £ como uma “funcéo de onda”
(veja, por exemplo, [moses] e suas referéncias). Entendemos que resultados mais profundos
nio tenham sido obtidos talvez devido ao uso de estruturas inadequadas para representar
as equagoes. Este argumento é reforcado por recentes trabalhos de S. De Leo e W, A,
Rodrigues Jr., onde os biquatérnios se revelam como o ambiente natural para o estudo da
equacao de Dirac.

A interpretagio de F' = H + ¢E como fungao de onda e o use de uma formulacio
biquaterniénica para as equacdes parecem ser os ingredientes fundamentais para se tentar
conectar as duas teorias. A estrutura de espago-tempo de Minkowski (grupo SL(2, @) e
métrica de Minkowski induzida pelo produto no subespago B ) e o grupo /(1) presentes
na algebra dos biquatérnios sdo elementos que favorecem uma interpretacao unificada das
equacdes de Maxwell e de Dirac.

Na formulagdo usual da equag8o de Dirac temos
11,0, 2(z) = m®(x), (2.97)

onde 7, s&o as matrizes de Dirac, e ®(z) € @'* é um espinor coluna ([itzykson]). A versio

biquaternidnica apresentada em [de leo 1997b] tem a forma

(f(,?t + zek 9 ) ®(t,¥)er = md*(4, F), (2.98)

onde ®*(¢,7) € IB.
Fazendo a troca de paridade (reversao espacial) em (2.98), que neste caso coincide

com a conjugacio complexa ([de leo 1997¢]), obtemos

i) d e = .
(3t ieka ) Q*(f, &)er = mO(t, ¥). (2.99)

Neste contexto surge uma relacdo natural entre a equacéo de Dirac sem massa (m = 0)

e as equacdes de Maxwell no vacuo gnando da auséncia de cargas e corrente, através da
identificacdo

&*=F=H+ik. (2.100)
De fato, pela associagac t — zqg,2x — ¥k, ¢ imediato observar que neste caso a equacgio
de Dirac se reduz as equacdes de Maxwell. Nao discutiremos as inevitaveis questoes

conceituais envoividas.
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Resultados mais gerais podem, certamente, ser obtidos, considerando as equagdes
de Maxwell em meio material, com cargas e correntes, e a equagao de Dirac completa, o

que deve trazer conseqgiiéncias interessantes a eletrodinanica quantica.
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3
ALGUNS ELEMENTOS DE ANALISE DE CLIFFORD

Apdés uma rapida discussao sobre dlgebras de Clifford, apresentamos os aspectos fundamen-
tais da analise de Clifford e sua relagao com os casos particulares tratados neste trabalho.

As principais referéncias sao [porteous], [brackx], [gilbert] e [delanghe].

3.1 Introdugao

Em 1878, W.K. Clifford generalizon os quatérnios, inventados por W.R. Hamilton 35
anos antes, construindo Algebras geométricas, hoje chamadas dlgebras de Clifford (vide
[clifford]).

Estas s@o estruturas associativas construidas sobre espacos ortogonais, dos quais
incorporam. o “produto interno” e geram grupos de recobrimento para os grupos ortogo-
nais dos espacgos. Os reais, complexos, pseudocomplexos, quatérnios, pseudoquatérnios e
biquatérnios sdo casos particulares de algebras de Clifford.

Na década de quarenta, pouco depois de R. Fueter estabelecer a andlise qua-
ternidnica, alguns de seus alunos comegaram a pesquisar teorias de funcdes assocladas
a algebras de Clifford. Tal pesquisa. sd tornou-se sistematica proximo aos anos setenta,
quando vérios fisicos e matematicos passaram a se interessar pelo assunto. Desde entio
muito se descobriu, principalmente no gue diz respeito a aplicagdes, que vio desde for-
malismos da fisica mateméatica até anslise harmonica, e parece ainda hoje um tema com

farta pesquisa.

Nio tencionamos, neste capitulo, fazer uma revisio completa do assunto, o que nao
seria possivel obviamente, e sim fornecer elementos que nos permitam sitvar os casos (ne
estudamos anteriormente perante as algebras e, principalmente, as analises de Clifford.

Demonstracoes omissas podem ser encontradas nas referéncias citadas acima.

3.2 Algebras de Clifford

Denotamos por IR#?, p,¢ > 0, p+ q¢ = n, 0 espago ortogonal obtido quande munimos K"

de B, uma forma IR-bilinear antissimétrica e nao degenerada com p autovalores positivos
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e g autovalores negativos. Basta considerar IR™9, pois todos os espacos ortogonais com
dimensao finita sao isomorfos a estes ou, quando degenerados, a subespagos proprios destes.

Existe uma hase canonica (base ortonormal) que diagonaliza B tal que para z,y € IR",

P g
Blz,y) =D wyi— 3. =i, (3.1)
=1 i=p+1

o que a leva a ser vista como generalizacao natural do produto interno usual. Tal

forma ¢ invarjante por um grupo de transformacdes que indicamos por O(p, ¢), o grupo

(pseudo)ortogonal, sendo o subgrupo especial (determinante 1) denotado por SO(p, q).
Uma algebra de Clifford sobre IR, p+ g = n, é definida como uma algebra®™ A,

real associativa e com identidade, satisfazendo
(?) IR ¢ IR™ podem ser identificados com subespagos de A;
(i1) para todo = € R"™, 2% = B(z,z);
{111) A é gerada como anel pelas copias de IR e IR™,

Através de (f) podemos identificar os elementos da base ortonormal de IRP9,

{€1,....€p, €pp1s s €ppq) com elementos da algebra. Entdo (i) é equivalente a

€€ + eje; = 2553,', (3.2)
onde ‘
0 p/i#j
€ij = I p/i=j<p (3.3)
~1 pl/i=j>p

Para A = {a1,®2,..., 04}, um subconjunto de ¥ = {1,...,n} onde oy < ag < ... < @,
e denotando e4 = €4,€q,...€4, (€4 = 1), de (i) obtemos que o conjunto de todos os ¢4
gera A (como espago vetoral}, cuja dimensdo deve ser portanto < 27,

Com um pouco mais de estudo percebe-se que existem apenas duas possibilidades
para a dimensado de A, a saber, 2* e 2*~!. O segundo caso pode ocorrer apenas guando

p— ¢ — 1 & divisivel por 4 e é de pouco interesse. No primeiro caso, das chamadas dlgebras

48 lgebra: espaco vetorial com operagio de produto.
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de Clifford Universais, um resultado fundamental garante sua existéncia e unicidade. In-
dicamos a algebra universal sobre IRP? por MR, , e & sempre a esta que estaremos nos
referinde, o que torna dispensavel o uso do termo universal.

Existemn véarias realizagdes possiveis para estas algebras. Para efeito de classifica¢io
& conveniente o emprego da representacio matricial, onde as algebras de Clifford aparecem
como espagos de endomorfismos®® de espacos lineares sobre IR, IR = R @ R, €, IH e
H = H ¢ IH. O simbolo & indica soma direta.

Em relacio as dimensdes mais baixas temos que HRgp € isomorfo aos reais, Rpq
aos complexos, IRy g ~ 2R aos pseudocomplexos, IRo; aos quatérnios, e IRy 1 = IR, aos
pseudoquatérnios {matrizes reais 2 X 2). Os pseudocomplexos e pseudoquatérnios sio,
juntamente com complexos e quatérnios, as dnicas algebras de Clifford duas e quatro
dimensionais {sobre espacos de uma e duas dimensdes, respectivamente).

Relacdes de recorréncia permitem escrever as algebras de maior dimensio em termos
de produtos tensoriais entre estas poucas com p+ ¢ < 2. Para p+4 ¢ < 8 correspondem a

tabela abaixo. Todos os demais casos podem ser obtidos desta tabela com o uso de®®

Bop1op1 = IR Qr IR, 4, (3.4)
Rpia,e ~ Rygys = Ry g Or R(16), (3.5)

**Vistos como ilgebras reais.
5" K(m} denota o anel de matrizes m x m com entradas em K, ¢ @g 0 produto tensorial real.
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onde este ltimo é o famoso Teorema da Periodicidade.

:N+4“3 -7 -6 -5 -4 =3 -2 ~1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 R
1 R c

2 R(2} R(2) H

3 c(2) R(2) C(2) *H

4 H(2) R(4) R(4) H(2) H(2)

5 *H(2) c R(4) ) H(2) CcH)

6 H(4) H(4) R(8) R(8) H(4) H4) R(8)

7 C@®) H(# c(8) R(8) c@E) H4) C(8) R(8)

8 R(16) H(8) H(8) R(16) R(16) H(8) H(8) R(16)  R(16)

R, , para p+q < 8.

Insistimos em chamar a atencio para o papel fundamental desempenhado por pseu-
docomplexos e quatérnios juntamente com reais, complexos e 2, na classificagao destas
algebras.

Até aqui tratamos apenas de algebras de Clifford reais. Consideremos o caso com-
plexo. Se tomamos @'7? em lugar de IRP9 obtemos que a correspondente dlgebra de

Clifford complexa é €, , ~ IR, , ®r €, de onde se tira que

Tpe = €(2™) para p+q=2m, (3.6)
Cpe~ €(2™) @R €(27) para p+¢=2m+ 1. (3.7)

Portanto a situagio é mais simples do que no caso real, pois para cada dimens&o p+¢ todas
as algebras sao isomorfas, independente dos valores de p e ¢. Por isto denotamos o espago
por €™ e a &lgebra por ;. Em particular, temos que @'y é isomorfo aos biquatérnios,
matrizes complexas 2 X 2 enquanto ilgebra complexa.

Voltemos as algebras reais para fixar o raciocinio. Dois conceitos muite 1iteis sao a

involugdo prinetpal *; uma involugdo®! definida pela troca de sinais dos elementos da base

“Uma involucho é uma operacao linear auto-reflexiva que preserva a ordem do produto (;fb = @b}, ¢
urma anti-involugio s6 difere por trocar a ordem do produto {(ab = ).
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(€; = —e;), e a anti-involugdo principal , uma anti-involugiio que age como identidade na

base (€; = e;). A conjugagdo surge como a composicio

(3.8)

[~ P13
Qi

a =

para ¢ € IR, 4, a qual coincide com a defini¢do empregada nas estruturas que estudamos.

A involugdo principal permite definir o grupo de Clifford
I{p,q)={s € R,,/ 3s7', x(s)(z) = sz&~! € RP? Yz ¢ IRP9}. (3.9)

A observagdo de que s € T(p,q) & x(s) € O(p, ¢), juntamente com o Teorema de Cartan-

Dieudonné, fornece

{
I(p,q) = {HSB'/EEW,SE-EEP’Q,S?%U}, (3.10)
) I'(p,q) _
B0} O(p, q). (3.11)

Definindo a norma espinorial
N(s)=35s p/seT(pa), (3.12)

(também igual a que usamos) surgem de maneira natural os grupos

!
Pin(p,¢) = {[[ si/l € IN,s; € RP9, 52 # 0,|N(s)| = 1}, (3.13)
=1,
2{
Spin(p,q) = {J] si/t € IV, s; € BP9, 57 £ 0,|N(s)| = 1}, (3.14)
i=1

para os quais temos

N

——I;(Zi D % 0(p,0), (3.15)

Spin(p,q) S0(p. ). (3.16)
Zy

Com a apresentagéo de (3.9)-(3.16) esperamos ter revelado um pouco do valor geométrico

destas algebras.
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3.3 O Operador de Dirac

Em 1928, na tentativa de construir uma mecénica quintica relativistica, P.A.M. Dirac
utilizou-se implicitamente de uma é&lgebra de Clifford (B3 =~ IH(2)) para fatorar a
equacio de Klein-Gordon e obter uma equacdo de primeira ordem ([itzykson]). No caso de
massa zero isto nada mais é do que tirar a raiz quadrada do operador de d’Alambert. Esta
idéia foi generalizada por R. Brauer e H. Weyl para todo espaco ortogonal de dimensio
finita, ainda na década de trinta.

Por outro lado, embora na analise complexa sejam equivalentes os “approaches” de
Weierstrass (séries de poténcias), de Cauchy (diferenciabilidade) e de Riemann (ntcleo de
operador diferencial}, j& vimos que, no caso quaternidnico por exemplo, apenas este filtimo
leva a uma teoria de fun¢des nao trivial. A andlise de Clifford restou entdo trilhar as id&ias
de Riemann, restringindo sua teoria a funcdes que satisfazem certa equagao diferencial,
cujo operador fatora o correspondente Laplaciano®?. Isto faz com que estas teorias de
funcoes estejam intimamente relacionadas as fatoragdes de Dirac, Brauer ¢ Weyl, onde se
encontra a origem de grande parte da nomenclatura empregada.

Abaixo C1(Q, V) denota as fungdes continuamente diferencidveis® que vao do aberto
2 C IRP7 para o subespago V de IR, ; (que pode ser o préprio IR, ).

Identificando IR#¢ da maneira usual como subespaco de R, 4, € com a notacio da

se¢do anterior para a base, o operador de Dirac pode ser introduzide como

p & ptg 3
D=- Zq% + Z Cig (3.17)
i=1 Poi=p+l t

o qual age em fungdes de C(, V) e fatora o Laplaciano tipo (p,q), D2 = —DD = A,,
54, Em linhas gerais, a analise de Clifford é a teoria de fung¢des associada ao niicleo deste

operador (equagdo de Dirac sem massa),
Df =0, (3.18)

e ag solugdes de (3.18) sdo as fungdes regulares (& esquerda) neste contexto®®,

52Com a signatura da 4lgebra.

5*No sentido real e com a topologia usuai.

Em coordenadas angulares, leva também a fatoracio do operador de Laplace-Beltrami.

**Em (3.17), pelas trocas e1 — 1 e ¢; — e;e1 p/ 1 # 1 obtemos a equacio de Weyl, cuja teoria de funcies
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Siruagdes mais gerais podem ser estudadas, como uma variedade (pseudo) rieman-
njana em lugar de IR?9, ou ainda permitir outros espagos para V, como IR, ,mddulos
por exemplo. Neste dltimo caso & de particular interesse tomar V como um subespaco
(complexo) de €, ,. Uma das razdes para isto € o fato dos grupos Pin(p, ¢) e Spin(p, q)
possuirem representagoes complexas irredutiveis através dos espacos de espinores de Dirac
e de Weyl, os quais podem ser tratados como ideais da prdpria algebra @', por meio da
realizagao de espago de Fock. Este espaco é um ideal minimal & esquerda, (AW)7, onde
W é subespago maximal isotrdpico de @7*? e I & uma primitiva idempotente, sendo a
acao dos grupos definida pela multiplicacdo ([delanghe]).

Os casos acima expostos se referem a anélise de Clifford real. Definigdes anidlogas
para o operador € a equagdo de Dirac complexa sao, no entanto, o ponto de partida para

a analise de Clifford complexa.

3.4 Sobre os Casos Particulares

E hora de olhar para as afirmacées acima sob a luz dos exemplos j4 estudados. Em todos os
casos o procedimento foi definir a classe de fungoes regulares como o niicleo de operadores
tipo Dirac, o que é justificado pelo seguinte.

Nas estruturas com divisores de zero (pseudocomplexos, pseudoquatérnios e bi-
quatérnios) nos encontrarfamos em apuros ao tentar definir a derivada, pois a razao dos
incrementos ndo esté definida no cone de luz. No caso dos psendoquatérnios (biguatérnios)
as componentes podem ser escritas como somas de mondmios, o que leva toda fun¢do real
analitica (complexa. analitica) a ter série pseudoquaternionica (biguaternidnica), analoga-
mente ao que ocorre com os quatérnios. Embora isto nfo aconteca com os pseadocomple-
x08, as séries de poténcia sdo inadeguadas também neste caso. O motive é 2 existéncia de
fungdes regulares, contando portanto com férmula algébrica, transformacdes conformes,
etc, e que nio possuem série de poténcia. A caracterizagio da regularidade via séries
levaria a wma restrigdo desnecessaria da classe de fungdes, sem o ganho de propriedades
adicionals, exceto a existéncia de série propriamente dita.

As anélises complexa e guaterniénica podem ser facilmente enquadradas no escopo

pode, em grande parte, ser obtida da teoria associada ac operador de Dirac mediante esta simples troca
de coeficlentes. Obtém-se teorias similares para os operadores agindo A direita.
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da secdo anterior. Estas s&o exemplos euclideanos (p = 0), que correspondem a parte mais
conhecida das analises de Clifford.
Da secac 1.2 sabemos que Bp2 = IH é isomorfo a um subanel de €'(2). Nesta

realizacdo, o operador de Dirac e as fungdes de (£, IRy 2) podem ser vistos como

_ 0 o g
P (gt TV o
e —
f= h —h o/ fi, fo € CHQ,T). (3.20)
f2 f]_ H bl b

De (3.19) e (3.20) fica claro que Df = 0 reduz-se as equagoes de Cauchy-Riemann da
anélise complexa quando nos restringimos a C1(Q, Rf,) € C1{(f, Ra2), ou seja, f = 0.
J4 a an4lise quaternidnica pode ser obtida tomando-se Rg 4 & IH(2), onde o operador

de Dirac e as funcdes de C1{(§2, IRy 4) podem ser realizados como

-2 e 0 g
T 2i=1 Cing

F={ 2 o it fa € OO, ). (3.22)
fs fa
A equacio de Canchy-Riemann-Fueter é resgatada no subespaco f1 = —f3, fa = fa = 0.

A anélise biguaternidnica é um exemplo de andlise de Clifford complexa. Embora
apresente divisores de zero, a codimenséo (real) dois do cone de luz ¢ suficiente para nos
permitir evité-lo e estabelecer uma Férmula Integral, como visto no capitule 2. Trabalhos
recentes, devidos a J. Ryan principalmente, mostram que estamos proximos de uma teoria
completa para as andlises de Clifford complexas.

De mesma sorte nao gozam as estruturas reais nao euclideanas com divisores de
zero®®, Nos pseudoquatérnios, por exemplo, a codimensde um do cone de luz parece
impedir a existéncia de Férmula Integral. Talvez o mais promissor neste caso fosse trocar
a topologia usual por uma topologia adaptada a presen¢a dos cones, como é o caso da
Topologia de Zeeman (vide {zeeman] e [carvalho]). Nesta classe a grande excegdo é a

andalise pseudocomplexa, que embora também ndo admita Fdérmula Integral, possue em

%8 Mais precisamente, quando tomamos como dominio £ C /R com p, g #£ 0.

71



seu lugar uma Formula Algébrica, o que a viabiliza como uma teoria de funcées bastante
rica.
Tal como a maijoria dos textos que tratam do assunto, no qne segue estaremos

restritos ao caso euclideano.

3.5 Resultados Basicos para o Caso Euclideano

As algebras IRy, apresentam essencialmente as mesmas propriedades que os quatérnios,
o que reflete em as correspondentes andlises de Clifford serem extensdes relativamente
diretas da andlise quaternidnica’?.

Partindo de C1(£2,V), o Teorema de Stokes nestas algebras & diretamente obtido
da sua formulagdo em IR" , donde segue o Teorema de Cauchy. Possuem também uma
Formula Integral, obtida por argumentos similares aqueles utilizados no capitulo 1. O
nicleo de Cauchy é Dly(z) = 1

"

IR™, onde T',, & a solucio fundamental da equacio de Laplace n-dimensional. Desta férmula

b

]—'“’I_’ﬁ, para ¢ € IR%" e w, a drea da esfera unitdria em

surge que toda funcdo regular pertence na verdade a €'°°(2, V), portanto harménica, e
por consegiiéncia analitica (possui série de poténcia real).

Cumnpre notar, no entanto, que as fung¢des regulares formam vm subconjunto préprio
das fun¢Oes com componentes harmonicas, e possuem propriedades adicionais em relagio a
estas, dentre as quais pode-se citar a prépria Formula Integral. Embora se tenha aplicagoes
de resultados da andlise harmonica & teoria de fungdes regulares, a reciproca também é
verdadeira, e é equivoca a idéia de que a andlise de Clifford se reduz a andlise harmonica.

De resto vale lembrar que a teoria é realmente uma generalizacao da analise complexa,
e muito parecida com a anélise quaternionica, permitindo anilogos para os principais

teoremas: Teorema de Morera, Teorema de Liouville, séries, etc.

57(Q) dominic das fungdes estd em R®™, onde a norma espinorial reduz-se a norma enclideana, tal como
no caso dos guatérnios e dos complexos.
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4

INSTANTONS DA TEORIA DE YANG-MILLS SU(2) E
ANALISE QUATERNIONICA

Neste capitulo estamos interessados em explorar algumas relagdes existentes entre a anilise

quaternidnica e os instantons da Teoria de Yang-Mills com grupo de simetria SU(2). A

referéncia geral é [rajaraman].

4.1 Introducgao

Muitas vezes é possivel obter informacoes sobre teorias quénticas de campo a partir de cer-
tas solucdes das correspondentes equagoes cldssicas ndo lineares. Destas, sdo de particular
importancia os solitons e os instantons.

Um soliton é uma solugio das equagdes de campo com densidade de energia loca-
lizada no espago, que evolui de forma indeformavel e cujas formas sao assintoticamente
recuperadas em “colisdes” com outras solu¢des localizadas. Neste caso a energia é finita
e as equacdes de campo sao minkowskianas (o quadrivetor posi¢do é Lorentz invariante).
Pictoricamente os solitons podem ser vistos como pacotinhos ndo dispersivos de energia,
que depois de guantizados representam estados de particulas.

A exigéncia de energia finita cria uma condicdo de contorno: a densidade de energia
deve ir a zero no infinito espacial. A partir do comportamento no infinito, as solugdes
com energia finita podem ser divididas em classes identificadas com certos indices. Isto
permite associar a cada soliton uma quantidade que é conservada, e que torna-se um
nimero quantico por ocasiao da quantizagao.

Os instantons por sua vez possuem uma interpretacio um pouco menos direta. E
conveniente entendé-los em paralelo com os solitons. Para tanto tomemos as mesmas
equagdes (classicas) de campo consideradas no caso dos solitons porém na formulagio
euclideana (invariante por O(4)). Neste contexto as instantons sao as solugdes de agao
finita (localizadas), mais especificazente, minimos locais do funcional agdo. Portanto
os instantons em quatro dimensdes podem ser vistos, num certo sentido, como sclitons

estaticos de uma teoria cinco dimensional.
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A Teoria de Yang-Mills SU(2) foi a primeira a ter seus instantons estudados. Nela o
uso da métrica euclideana surge como uma necessidade técnica (vide [nash]). £ importante
observar, no entanto, que apesar da aparente distor¢io causada pela troca de métrica, os
instantons té&m papel importante no estudo de tunelamento e confinamento em teorias
gquanticas de campo.

Veremos abaixo que, analogamente ao caso dos solitons, a condicido de agao finita

permite classificar os instantons em classes indexadas.

4.2 A Teoria de Yang-Mills SU(2)

Estaremos sempre nos referindo & Teoria de Yang-Mills SU(2) pura, sem campos de
matéria. Trata-se de uma teoria de gauge com grupo de simetria SU(2), ou seja, a
lagrangeana é invariante sob agdo de elementos de SU(2). Esta teoria pode ser vista
como generalizagdo do eletromagnetismo cldssico, e é o protétipo das teorias de gauge nao
abelianas.

Da mesma forma que no caso eletromagnético o grupo de gauge U(1) pode ser
identificado com os complexos unitirios, SU(2) pode ser identificado com os quatérnios
unitarios. E mais, a algebra de Lie de SU(2) pode ser identifidada com os quatérnios
puramente vetoriais. Alguns dos aspectos algébricos desta associagdo ji sio parcialmente
explorados no estudo dos instantons (vide [atiyah] e [nash]). Aqui estamos interessa-
dos principalmente nas possiveis relagtes com a teoria de func¢des quaternionicas, embora
fagamos antes nossa prépria versio da formulagio algébrica no contexto quaternidnico.

Na simetria que estamos considerando, as equacoes de Yang-Miils envolvem tras
potenciais vetoriais auto-acoplados de forma néo linear. Denotando as componentes por
At(g), com ¢ = 1,2,3,p = 0,1,2,3,e ¢ € IR* & conveniente introduzir os potenciais e

campos a valores quaternidnicos,
Aul9) = eaAL(q), (4.1)

F,Lw((i') = a,uAv(Q) - 6;,44#((]) + [AH-(Q)? AV(Q)]? (42)

onde passaremos a identificar o espago-tempo euclideano com os quatérnios, ¢ € IH. Esta

claro que os potenciais (4.1) e campos (4.2) podem ser vistos como fungdes assumindo
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valores em su(2) = Lie(§U(2)), e que o espago-tempo estd naturalimente munido da
métrica euclideana através da norma quaternidnica®®,

Ag transformacgoes de gauge podem ser definidas como

Au(q) — u(@) Au(g)u(9) ™" + u()8uu(g) ™, (4.3)
Fo(q) — w(@) Fu(q)u(q) ™, (4.4)

sendo u uma fun¢ao com valores nos gnatérnios unitdrios. Do capitulo 1 nos vem que (4.4)
e o primeiro termo de (4.3) sao rotagdes restritas ao subespacgo dos quatérnios vetoriajs.
0 segundo termo de (4.3) envolve o produto de elementos ortogonais e portanto a parte
escalar € nula, 0 que garante a transformacao estar bem definida.

A pedra angular de toda teoria de campo € a lagrangeana, que neste caso adquire a

simples forma®®

L=FuF,, (4.5)

onde F,, denota o conjugado de F,,, 0. Assim a acio fica definida por
S = / FoFov, (4.6)

para v a 4-forma de volume. As equagbes de Yang-Mills, que podem ser obtidas de (4.6)

por principio variacional (equacdes de Euler-Lagrange), tém a forma
OuFuv + [Au, Fus] = 0. (4.7)

A transformagdo de gange (4.4) ndo mexe com a parte escalar, o que implica em a lagran-
geana e, por conseqtiéncia, a agdo e as equacdes de campo serem invariantes de gauge.
Os instantons sio solucdes de acdo finita. Observando que a lagrangeana é soma
de quadrados das componentes do campo, isto é satisfeito para certa configuragio se e
somente se F,, val a zero mais rapido do que 1/|¢|* quando |¢| — co. Para tanto &

necessario que

lim A.(q)= |q]|iinoo w(q)0,u(g)" "t (4.8)

lg|—o0

%8[,] denota o comutador e 8, = zZ-.
"
**Talvez o mais correto neste caso fosse falar em densidade lagrangeana.

80Estamos sempre empregando a notagdo do capitule 1.
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Os limites de u(g) podem ser identificados sob uma 3-esfera imaginaria no infinito, 572,
através de trés dngunlos, oy, a9 e as.

O tnico problema ao tomar primeiro o limite e depois derivar (4.8) é que perde-se
informacéio sobre a componente radial, a qual é necessaria para a derivagao. Isto pode
ser remediado observando-se que existe uma transformacao de gauge que elimina A4j,. Ja

considerando este gauge,
Au(D]grie = v, az, 03)8,u(ay, og, a3) 7L (4.9)

Como u{a1, g, az) é quatérnio unitario (limite da norma ¢ a norma do limite), cujo lugar

geométrico & (topoldgicamente} uma 3-esfera S*™,
(o1, @2, 03) — (o, az, @3) (4.10)

define uma aplicagio continua §7*° — §*, Estas aplicagdes podem ser homotopicamente
classificadas usando o grupo de homotopia 73(.5), que diz respeito as aplicacdes continuas
entre 3-esferas, o qual é isomorfo aos inteiros.

No que se refere & homotopia de esferas queremos lembrar apenas a idéia geral,
referindo [terra-cunha] para uma discussdo mais detalhada do assunto. Para facilitar o
raciocinio, consideremos aplica¢des continuas entre 1-esferas. Para cada aplicagdo existe
um dnico inteiro n tal que possa ser continvamente deformada na aplicacao § —— né,
sendo # o dngulo que parametriza o dominio. Com isto as aplicagtes ficam divididas em
classes de equivaléncia indexadas por estes inteiros. Esfas classes podem ser munidas
de estrutura de grupo dado pela “composi¢do” de aplicagdes. Este grupo, o grupo de
homotopia 71(S51), é isomorfo a Z. Analogamente, para 3-esferas temos m3(S5%) ~ Z.

Assim & facil ver que as solugdes de agdo finita ficam divididas em classes, cada uma
caracterizada por um inteiro. De fato, a condi¢do de contorno (4.9) permite associar a
A,(q) o fndice inteiro correspondente & classe de homotopia de u(a, e, @3). Este nimero,

chamado carga topoldgica®, é um invariante topolégico e é dado pela integral

1 - _
0= /Fw,pwv, (4.11)

1 Também conhecido como nimero instantdnico ou indice de Pontryagin.
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onde }"?‘W é o dual,
- 1
Ff-"u — é’g“ypang '

E imediato da propriedade antissimétrica do tensor Euvpe que o integrando é escalar. A ve-
rificacdo de que define corretamente a carga topoldgica € ndo trivial e pode ser encontrada
em [rajaraman].

Como estamos na formulagao euclideana, onde F#¥ = F,,,, usando que €,,,0€poap =

28,0808 — 6uplual segue FW = F,, %2. Isto permite decompor o espago dos campos numa

soma direta de campos auto-duais (£, = Ff,) e auto-antiduais (£, = ~F),
1 ~ 1 .
FLW = E[F#V‘I'an]'f'i[Fw_an]- (4-12)

Na notagao F,, = Ft, + F,, de (4.6) e (4.11) obtemos que a ac¢do e a carga topoldgica

o

podem ser escritas, respectivamente, como

S = /F;F;,v +/F@F;yv, (4.13)
872Q = /Fﬁﬂpj},v—‘/FJvF@@. (4.14)

Portanto uma configuragio € minimo {absoluto na classe correspondente) se e somente se
é auto-(anti)dual, sendo seu valor 872|Q)].

Que todo campo auto-(anti)dual é solugdo estd claro por ser minimo do funcional
acao, mas isto também pode ser obtido observando-se que para todo ¥, da forma (4.2),
F,, satisfaz a equagao de campo (4.7).

Seguindo uma sugestdo originalmente devida a A.M. Polyakov, varios fisicos e ma-
tematicos trabalharam, com sucesso, buscando todas as solugdes auto-{anti)duais durante
a década de setenta®. Estas solugdes é que chamaremos efetivamente de instantons (anti-
instantons para carga topolégica negativa), embora possa, em principio, haver outras

solucoes com a¢do finita®,

82 Neste ponta surge nma dificnldade na formulagio com espago-tempo de Minkowski, pois Fp, = —F,,
o que faz com que o dual tenha componente escalar nio nuola {portanto nio pertence & dlgebra de Lie
su(2}). Uma boa discussio deste problema pode ser encontrada em [chaves].

83Paya Q =N, estas solugdes eram chamadas “N pseudoparticle solutions”.

%*Segundo [bourguignon], outras solugdes devem necessariamente corresponder a pontos estacionarios

instiveis da agio.

(i



Foi mostrado {[atiyah]), com o Teorema do Indice de Atiyah-Hitchin-Singer e a
construgao de Horrock no twistor de Penrose, que as solugdes associadas a carga topoldgica
Q possuem exatamente 8]Q| — 3 graus de liberdade. Aqui, no entanto, estaremos restritos
as solugdes de G. 't Hooft, que possuem 5}Q| graus de liberdade.

Como 1tltimo comentario desta secio gostariamos de fazer mencio novamente &
intima relagdo, amplamente usada aqui, existente entre Yang-Mills SU(2) e quatérnios.
Os quatérnios tornam as manipula¢des mais simples, com as expressdes e demonstracoes
assumindo formas compactas e permitindo uma interpretagao mais concreta em analogia
ao caso eletromagnético®®. A préxima se¢io é dedicada a questfio de se existem e guais
sao os reflexos da estrutura quaternionica na Teoria de Yang-Mills do ponto de vista de

analise quaternidnica.

4.3 Instantons e Andlise Quaternionica

Tomemos a primeira solu¢io auto-dual encontrada, e apresentada em [belavin],
4,00 = @), (4.15)
[T + 22
onde A & um parametro real e u(¢) = ¢/|q]. Néo se trata de uma fun¢io guaternionica
regular. Além do mais, é facil ver que esta nio seria uma propriedade gauge invariante®,
o que parece trazer mais dificuldades. No que diz respeito a (4.15) é importante ohservar
que, no limite |¢] — oo, (4.8) & verificado.

Bem mais interessante é, no entanto, investigar se existe outra funcio associada &
solugdo do problema e que exiba alguma forma de regularidade. Nio observarmos nenhum
efeito em A, e F,, pode ser conseqiiéncia de estarmos olhando para as fungdes erradas.
De fato, no ansatz de 't Hooft®”, do qual (4.15) é caso particular, aparece uma relagio

natural com andlise quaternidnica.

85Em representagio complexa temos que a lagrangeana eletromagnética € invariante sob multiplicagio
por complexos unitirios (e':“‘: fase}, cujo grupo ¢ isomorfo a U(1).

%63eja. A regular nio trivial (alguma componente com derivada parcial nio identicamente nula}. Com
as condigdes de regularidade formuladas através de (1.53)-(1.54) fica claro que para algum & = 1,2 ou
3 a transformagho de gauge A, — epd.€s {aqui ndo soma sobre §) viola pelo menos uma igualdade em

{1.53)-{1.54). O mesmo se aplica ao campo.
57Vide ['t hooft], embora muitas das idéjas envolvidas sejam comumente referidas a uma contribuigéo

nio publicada de ’t Hooft. Em [jackiw], R. Jacldw e outros apresentam os resultados fundamentais bem
como uma excelente nota historica.
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Tomemos a matriz antissimétrica

0 e €7 €3

~ —€] 0 —E€3 €3
T=1 ey e 0 e |’ (4.16)
—€3 —€3 €1 ]

a qual pertence ao anel de matrizes gerado pelo produtoe tensorial dos quatérnios com as
matrizes (1.21), que formam uma representagdo 4-dimensional dos préprios quatérnios.

De (1.21) & facil ver que & é inversivel,

1 2
s~ l=_5-21I. 417
g 3773 (4.17)
Podemos obter ainda
EpvafBO8s = 6ueGug + OueOap + 800 Tuys (4.18)
donde segue a auto-antidualidade®
_ 1 -
Tpy = _is,u,vapaap- (419)
Bem como
[5}&5, avp] =2 [é,up Fov + b Oup — 6;.“/6-(7,0 - ‘5,0:7 5;;.1)] . (4—20)
Suponhamos agora que
1_
Aﬂ(‘i’) = Eanvau(Q) (4.21)

para um certo “potencial” a,. Por & ser inversivel, (4.21) niio representa nenhuma restrigdo
ao potencial A,. Tomando a inversa vemos que a,{¢} pode ser, em geral, um quatérnio
com as quatro componentes nao nulas (fora da algebra de Lie su(2)). O ansatz de 't Hooft
consiste em restringir A, a imagens de a, puramente escalares, pois assim as propriedades
de & expressas acima permitem escrever as condi¢des de auto-dualidade, F,, = %EWW Foo,

sob a forma

Gup(Bptts = Byp) + Bpu(Dpay — Opt0) + 04u(Bpttp + @p0,) = 0, (4.22)

68 A barra em & serve para distinguir da matriz auto-dual o que usaremos adiante, obtida a partir de &
pela conjugacio da primeira linha e primeira coluna.
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a qual sugere tomar a, como derivada de um “superpotencial”®®:

a,{q) = 8, In¢(q). (4.23)

Com isto os dois primeiros termos de {(4.22) sao automaticamente satisfeitos, e o dltimo

termo leva & equacio

ﬁw(q) 0, (4.24)
onde A denota o laplaciano, o qual pode ser fatorado na forma }—lgg@g (analogamente para
os operadores a direita J, e 0,). Convém notar que a escolha de @, escalar bem como a
passagem de {4.22) para (4.23) é suficiente porém nédo necessaria, o que justifica o fato de
nao se obter todas as solugdes por este procedimento.

De (4.24) podemos ver que o superpotencial ¢ tem estreita relagdio com anélise
quaterniémnica, o que ndo pode ser notado nos potenciais A, e campos F,.

Voltemos nossa atengdo para solucgdes limitadas no infinito e com &i¢p diferenciavel
a menos de pontos isolados. Do capitulo 1 sabemos que isto implica em ¢ ser analftica a
menos destes pontos. Do Teorema de Liouville segue que a tnica solu¢io nio singular é a
trivial ¢ = cte, para a qual A, = 0. Consideremos, entdo, ¢ com uma singularidade.

A série de Laurent quaternionica nos diz que as fung¢oes regulares com singularidade
podem ser localmente expressas em termos de funcdes regulares homogéneas, cuja parte
principal da série, a qual nos interessa, é estritamente formada por termos de gran < —3.
A possibilidade mais simples para &;¢ é justamente uma funcao regular homogénea de grau
—3. Novamente da série de Laurent, existe uma unica fungio com estas caracteristicas,
G{g—qo) = (q;f;’g_l - o nicleo da Férmula Integral - a menos de produto quaternidnico
pela direita. Pelo mesmo raciocinio, a fatoragdo A = %5,,6,, fornece para 8.¢ a mesma
funcdo porém agora com liberdade de produto por constante pela esquerda.

Para que ambas fatorac¢oes fornecam o mesmo resultado, ou seja o mesmo superpo-
tencial, devemos ter &;¢ = #,¢. Da Proposican-1.1 é [acil obter que 8¢ = 8,¢ = AG(¢—qo0),

para A\ um pardmefro escalar e ¢o um quatérnio fixo, corresponde a solugdo mais geral

59Na nomenclatura de [jackiw]. Em [actor], A. Actor escreveu “.. we think that ¢ can be interpreted
as a physical field, and not merely as an ansatz function”.
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possivel. Da secdo 1.5 lembramos que neste caso

A
qb q - —. 4.25
( ) lg — QO|2 ( )
Esta é solugio de (4.24) em todos os pontos, inclusive na singularidade, pois
1 .
— gol*A (—) = —47%|¢ — go}8(q — 90), 4.26
l7 — gol PR ¢ — gol6{7 — 90) (4.26)
o que parece nao ocorrer noutros graus de homogenidade. Por outro lado, somas de funcoes
do tipo {4.25) sdo solugdes, e podem ser convenientemente escritas na forma™
n{g) =14+ ——. (4.27)
i=1 |q - ‘Rl

Apesar dos efeitos de polarizagio, € intuitivo e pode ser verificado diretamente com
o calculo da carga topoldgica, que (4.27) é a solu¢do instantonica para Q@ = N com 5N
graus de liberdade dadas pela localizagao ¢; e pelo tamanho A; dos instantons. Exceto
para ¢ = 1 (solugdo trivial), as solucbes apresentam singularidades em ¢ = ¢;, as quais
podem ser removidas com gauges singulares apropriados. Para N = 1, por exemplo, tal
remogédo pode ser feita com u(q) = q/|q|, com o que se obtém (4.15) 7*. J4 o campo toma

a forma

A

(Ig = qol* + A%)*’ (428)

Fﬂ.b" = 20}_“,

claramente aunto-dual.

Os anti-instantons (Q < 0, solu¢des auto-antiduais) sio obtidos pela mera troca
Ty > Ty

Mais detalhes sobre instanton e Teorlas de Yang-Mills podem ser encontrados na
bibliografia ja citada. Por ora gostariamos de ressaltar que alguns aspectos da discussao
acima foram enriquecidos pela presenca dos quatérnios. (O enfoque quaternidnico propor-
cionou certa rigidez, removendo parte da arbitrariedade envolvida na obtencio de (4.26),
além de racionalizar o “insight” adotado. Cumpre ainda citar [girsey], onde também
pode ser encontrada uma tentativa de amparar teorias de gange e chirais no escopo qua-

ternionico.

"Longe das singularidades a equaglo & trivialmente satisfeita. Préxime a uma certa singularidade o
terno singular domina, o que nos leva novamente ao caso anterior.
"1 Para ser exato a solugio de Belavin & o caso particular localizado na origem.
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OBSEVACOES FINAIS E CONCLUSOES

Pode ser observade que as idéias envolvidas neste trabalho, apesar de termos nos referido
a casos especificos, sdo de carater bastante geral, podendo ser empregadas em estruturas
completamente diferentes. Embora esteja subentendido que para estudar anélise buscamos
extensdes da nogdo usual de nlimero, o caminho que seguimos (via algebras de Clifford)
ndo é, obviamente, o dnico. Basta consultar ¢ apéndice C. Qutro exemplo & fornecido pela
construcao de Hurwitz, com a seqiiéncia: reais, complexos, quatérnios e a algebra nio
associativa dos octOnios, onde estes dltimos séo bastante utilizados desde a matemdtica
pura até cromodinénica gquantica. Uma situacao mais exédtica é obtida através de comple-
tamentos (topolégicos) ndo archimedianos dos racionais, culminande nos niumeros p-adicos
e suas generalizagdes, os quais tém muitas aplicagdes a teoria dos nimeros ([gouvéa)).

Uma. boa compreencao das andlises de Clifford revela-se, no entanto, de grande va-
lor para o estudo de qualquer outra anéalise hipercomplexa. Como exemplo podemos citar
[ryan 1987], onde ¢ mostrado que a condigdo para a existéncia de Férmula Integral de Cau-
chy homotopicamente invariante equivale, em certas algebras, a existéncia de subalgebras
isomorfas a algebras de Clifford.

No que se refere a problemas em aberto nao & preciso se voltar para outras estruturas
a fim de encontri-los. Ao longo da disserta¢io mencionamos uma série de problemas
que julgamos relevantes e que em nosso conhecimento néo parecem ter sido resolvidos.

Listamos os principals

(i) Relagbes de Dispersdo Quaternionicas: j4 obtivemos alguns resultados neste sen-
tido (vide [menon]). Resta generalizar para fungdes satisfazendo a limitago polino-
mial qualquer. Estas relacbes podem trazer infimeras aplicagdes a fenomenologia de

particulas elementares.

(14) 0—Lema de Poincaré para Biquatérnios: o estudo de solucbes explicitas para a
equacdo 9, f = g tem, além da possivel aplicagio 3 teoria eletromagnética, uma
motivagao puramente matematica. Equacoes deste tipo ja foram estudadas por mui-
tos matemdticos e em vdrios contextos diferentes (vide as referéncias do capitulo 2

de [brackx]).
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(7i¢) Analise de Clifford Real com Divisores de Zero: Acreditamos que o emprego de

topologias tipo Zeeman possam levar a teorias de fungdes mais poderosas.

(#v) Isomorfismo Maxwell-Dirac: parece haver relacdes profundas entre a eletrodinimica
classica e a teoria quantica de Dirac, ¢ os biquatérnios surgem como o ambiente
adequado para sua investigacdo. No capitulo 2 exibimos um primeiro resultado

interessante neste sentido.

(v) Teoria de Yang-Mills §U(2): tomando a formulagio com espago tempo de Minkowski,
seria interessante pesquisar solu¢oes na estrutura dos biguatérnios através de am
ansatz andlogo ac de ’t Hooft. Ainda, o emprego da série de Laurent pode fornecer

subsidios para se obter solug¢des do tipo onda plana.

Em linhas gerais podemos concluir que esta dissertagio abre perspectivas de pesquisa
tanto na direcio da mateméatica pura quanto das aplicacdes a fisica. Por fim resta torcer
para que, sendo nos, alguns dos leitores possam trazer contribuicbes para as questdes
acima. E que este trabalho sirva de estimulo para que mais pessoas se interessem pelo

ramo da andlise hipercomplexa.
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APENDICE A
ANALISE PSEUDOCOMPLEXA

Introdugao

Iim duas dimensdes, como ja mencionamos, a unica algebra real associativa de divisio é
a dos complexos, cuja unidade imaginaria ¢ tem quadrado —1. Pode-se mostrar ([kantor])
que, a menos de isomorfismos, existem ainda duas algebras bidimensionais reais associati-
vas e com identidade, a saber:
(i} agquela cuja unidade imaginiria ¢ tem quadrado 0;
(ii) e aquela cuja unidade imaginaria & tem quadrado +1.
Neste ltimo caso temos os assim chamades niémeros pseudocomplezos (IP), os quais gozam
de propriedades particularmente interessantes.

Da mesma forma que os numeros complexos (isomorfos ao anel de matrizes
TT = {( z —3 ) ca, b E IR}) estdo associados a roto-homotetiag no plano, os niimeros
pseudocomplexos (isomorfos a TP = ‘; 2 ja,b e IR}) estdo associados a Lorentz-
homotetias no espago-tempo de Minkowski 2-dimensional. A algebra dos pseudocomplexos
ndo é de divisao, e por isto os elementos do tipo z = ¢ + Az com # = z? tém mddulo
zero, o que faz surgir de forma natural os cones de luz no plano pseudocomplexa. Como
consegiiéncia temos que a Teoria da Relatividade Especial pode ser convenientemente
formalizada na estrutura dos numeros pseudocomplexos, e isto sugere uma maneira de
estender a teoria a velocidades superluminais, como pode ser visto em [fjelstad].

Em [motter] desenvolvemos aquilo que seria a andlise associada aos niimeros pseu-
docomplexos. Assim, discutiremos aqui, resumidamente, os resultados ja estudados em

detalhe naquele trabalho.
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Teoria de Fungoes
As funcdes pseudocomplexas, f : [P — IP, regulares podem ser caracterizadas como ague-
las infinitamente diferencidveis (no sentido real) e que satisfazem as equagdes de Cauchy-

Riemann

af . af _

Para f vista como funcéo do plano no plano, (A.1) restringe a matriz Jacobiana ao anel
TIP, o que permite identifica-la como a derivada pseudocomplexa, a qual fica dada por

f’:%{g—{-l—h%}. (A.2)

Gragas & comutatividade do produto, derivadas, compostas e produtos de fungoes
regulares sdo regulares. No entanto existe uma diferenga crucial em relaciao ao caso com-
plexo: nem toda funcio pseudocomplexa regular é analitica ([antonuccio]).

Enquanto as componentes das fun¢des complexas regulares satisfazem a equacgio
de Laplace em duas dimensbes, as componentes de fun¢des pseudocomplexas regulares
satisfazem a equagao de onda com uma dimensdo espacial. As fung¢des regulares inversiveis
geram as transformacgtes conformes pseudocomplexas, as quais preservam a equacao de
onda. Isto nos fornece um método pelo qual, escolhendo uma transformacio conforme
adequada, um problema com condi¢des de contorno originalmente complicadas pode ser
transformado em outro problema possuindo condi¢ées de contorno mais simples.

Também se fazem presentes ¢ Teorema de Cauchy e o Teorema de Morera, porém
nio contamos com Férmula Integral de Cauchy. O cone de luz parece impedir a existéncia
de Férmula Integral, e isto deve estar relacionado com a presenca de funcdes regulares nio
analiticas. Em seu lugar temos uma Férmula Algébrica de Cauchy.

Esta férmula permite, por exemplo, determinar completamente uma funcéo regular
a partir de seus valores sobre uma hipérbole t? — z? = @, a € IR. Em lugar de integrais a

Férmula Algébrica envolve apenas simples projecdes™.

De propriedades particularmente interessantes goza a algebra C& € = €@ ¢ = P € {algebra
de Clifford sobre ). Definindo as fungdes regulares como as fungoes holomorfas que satisfazem a versio
complexificada da equagho (A.1}, obtemos que a teoria de fungées correspondente possui Férmula Algébrica
de Cauchy (em virtude de {A.1)} bem como Férmula Integral de Cauchy (no contexte de fungées de duas
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No trabalho [motter] discutimos também as superficies de Riemann pseudocomple-
xas e a associacdo das mesmas com o movimento de “Strings” classicas. A “esfera de

Riemann” neste caso resulta num hiperboléide de uma folha.

varidvels complexas). Num certo sentido femos os cardteres hiperbélico e eliptico presentes na mesma
teoria.
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APENDICE B

ANALISE PSEUDOQUATERNIONICA » EXTENSAO DA ANALISE
PSEUDOCOMPLEXA

Introdugao

No capftulo 1 vimos que a anélise quaternionica surge como a extensio natural da analise
complexa, para quatro dimensoes. Tendo em vista a anéalise pseudocomplexa, resumida no
apéndice A, cabe colocar a seguinte questdo: “qual seria a dlgebra 4-dimensional adequada,
cuja analise associada fosse uma extensdo natural da anilise pseudocomplexa?”

Tomando como candidatas as algebras reais associativas, no contexto das algebras
de Clifford 4-dimensional (capitulo 3}, ao lado dos guatérnios temos apenas a éalgebra
das matrizes reais 2 X 2. Como pode ser visto em [yaglom], esta é a tinica dlgebra 4-
dimensional real associativa interessante a possuir uma anti-involucio (conjugado) que
leva a uma norma nao degenerada (dlgebra de composicao).

Empregando a nomenclatura deste ltimo, chamamos os elementos da algebra, que

denotamos por §, de psendoquatérnios.

Pseudoquatérnios

05 pseudoquatérnios podem ser introduzidos sobre IR ¢ R® de forma aniloga aos
quatérnios, ou seja, como os elementos do tipo ¢ =t + ¥ = t + ¢;z; p/ t, 21, 22,23 € IR,
cnde
€1ey = —€3€) = €3, €361 = —€163 = €3, €383 = —E€E3 = €1, (B.1)
2 _ -1 2 _ 1 2 — 1 .
ei=—L, ex=1, eg=1.

Para um vetor ¥ = (v, vq, v3), trocando o sinal da primeira componente, introduzi-

mos ¥ = (—v1, vz, v3), donde

G102 = its + T1.T2 + 1z + LB + T X Bs. (B.2)
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Com o conjugado definido da maneira usual, 7 =t — ¢;z;, temos
g7 = t* + o — «f — a3, (B.3)

que ao contréario do caso quaternidmico, pode ser um niimero positivo, negativo ou zero
(mesmo para g # 0). De fato, os elementos que satisfazem 2 + 22 = 2% + % tém médulo

nulo e definem um cone de luz, de forma andloga ao que se tem para pseudocomplexos.

Funcdes Pseudoquaternidonicas Regulares

A se¢do 1.3 de formas diferenciais quaternionicas, a menos de uma troca de sinal na férmula
(1.33), mantem-se exatamente a mesma para formas diferenciais pseudoquaternidnicas.

Neste caso no lugar de (1.33) temos
dg A dg = 2{—e1dxz A dz3 + eadzs A dzy + eadzy A dza}, (B.4)

e as fungdes regulares podem ser definidas de maneira andloga aquela empregada na se¢ao

1.4.

Definigio: Uma fungio f :§ — & (real) diferenciavel em ¢ c §, é regular (& esquerda) em
g se existe f'(¢) € ¥ tal que
dq A dg A df, = D, f(0)- (B.5)

As equagdes de Cauchy-Riemann-Fueter resultam

%—61%—+62%+63ﬁ=0, (B.6)
e, bem como no caso quaternidnico, o Teorema de Cauchy (Teorema-1.6} e o Teorema de
Morera (Teorema-1.11) se sustenfam. Porém, a presenca de um cone de luz dividindo o
espaco em regides desconexas parece impedir a existéncia de um anélogo para a Férmula
Integral de Cauchy, do mesmo modo gue no caso pseudocomplexo. Pjor, devido a nao
comutatividade do produto, a Férmula Algébrica de Cauchy, tal como estabelecida para

os pseudocomplexos, também nio se verifica aqui.
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O Teorema-1.9 possui andlogo tamhém neste caso. Se f :§ —§ é uma funcao regular

de classe C?, entdo satisfaz
2 2 2 2

%4—%—%—2—;‘;:0. (B.7)
Esta equacao reproduz uma propriedade semelhante aquela que tinhamos para as fungdes
psendocomplexas regulares em relacio a equac¢do de onda unidimensional. Alids, ac nos
restringirmos a fun¢des independentes de z; ohtemos exatamente a equagao de onda com
duas dimensdes espaciais. Neste sentido, ganhamos uma dimensao em relagdo ao caso
pseudocomplexo.

Existem varias situa¢oes mateméaticas em que nos deparamos com esta equagao. Por
exemplo, para f € C™, (B.7) representa a versdo plana da condicdo para que f seja a
transformada de Radon de alguma fungdo g € C* sobre linhas afins de IR® ({atiyah]).

Esbogamos aqui apenas uma introdu¢do informal do que seria a anélise pseudo-
quaterniénica. No capitulo 2 estudamos com mais detalhe a anélise scbre uma estrutura

4-dimensional complexa, da qual os pseudoquatérnios sdo uma subdilgebra real.
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APENDICE C
TEORIAS ALTERNATIVAS
Introdugao

Ao contririo do restante da dissertacao, onde apresentamos resultados de nossos estudos,
dedicamos este apéndice a discutir abordagens alternativas pesquisadas principalmente por
1.C. Cifuentes e seu grupo ([cifuentes 1984], [cifuentes 1997] e referéncias destes). Trata-se
de uma teoria de func¢des quaternionicas distinta da teoria de Fueter, a qual sugere uma

extensao 4-dimensional dos pseudocomplexos e respectiva teoria de fun¢des através de uma

estrutura nao associativa.
Uma Teoria Alternativa de Fungdes Quaternidnicas

Todo quatérnio ¢ = ¢ 4 e;z; com parte vetorial ndo nula pode ser escrito como ¢ = £ + 77
onde r = (2;2;)/? e # = e;2;/r, sendo hatr? = —1. Subdlgebras do tipo {a +7b/a,b € R},
chamadas planos candnicos, sao isomorfas aos complexos. Entio, uma maneira natural de
caracterizar as lungoes regulares em [ é usando os resultados ja conhecidos da analise
complexa, o que de fato faz sentido quando tratamos de fungdes que siao invariantes em
relacio aos planos candnicos € nos quais dependem exclusivamente de 1 e de r.

Especificamente, pode-se definir como regular as fungbes f : If — IH da forma

. ) u(t,0),ser =0
flg)= { u(t,r)+ Fo(t,r), se 7 £ 0, (C.1)

tal que u é de classe C9, v é de classe C'! com »(¢,0) = 0 Vi € IR, e as restrigdes de f
aos planos candnicos sio regulares no sentido complexo™. §io exemplos as poténcias e as

fungdes definidas em termos delas, como a exponencial, as fungdes trigonométricas, etc™.

™ Portanto f & continua.
"™ Uma generalizacio imediata desta definicio é dada em [de leo 1997a], onde os autores caracterizam

como regulares as fungdes no niicleo do operador diferencial a—‘st + 'fa%‘ Além de farnecer a mesma classe de
fungdes ja estudada por [giirsey] empregande um operader diferencial de terceira ordem com coeficientes
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Para f = u + v = ¢ + pregular, com 7= e;p;, das equacoes de Cauchy-Riemann

segue que sao satisfeitas as seguintes equagoes

__op
Vu = a0 (C.2)
V x §=0, (C.3)
L AT L fu
=5 (vi-5). (C.4)

onde V ageem (xy, 22,23). A reciproca se sustenta localmente, ou seja, quando as equagdes
acima sdo satisfeitas a fungdo € localmente regular. Qutro resultado interessante é que se
f = u+ psatisfaz (C.2)-(C.4), entio existem fungdes v e ¢ tais que = fo = Ve u, ve
@ sdo solugoes da equagdo

P 2

AY+ =5 = "V A (C.5)

Esta defini¢ao leva as fungdes regulares a coincidirem com as assim chamadas funcdes
tnirinsecas analiticas para o caso dos quatérnios ([rinehart]). Estas dltimas sio definidas
como as funcdes que comutam com todos os elementos do subgrupo de automorfismos
e anti-automorfismos de IH que mantém invariantes os escalares, o que implica em a
funcéo ser invariante nos planos candnicos e com dependéncia em (¢, r), e ainda analitica
(no sentido complexo) nestes planos. Sob certas condigdes de simetria das superficies de
integra¢io (agora 3-dimensionais), em [cullen] C.G. Cullen obtém resultados analogos ao
Teorema Integral de Cauchy e a Férmula Integral de Cauchy para funcdes intrinsecas
analiticas.

As fungdes regulares no sentide acima sio, em geral, ndo regulares no sentido de
Fueter, mas seus laplacianos sdo regulares tanto a esquerda como & direita (vide se¢do
1.5). Reciprocamente, as unicas funcdes regulares a esquerda e a direita por Fueter
¢ que sdc regulares pela definigao acima s3o as fungdes escalares constantes. Trata-se,
entao, de teorias completamente distintas sobre IH. Por um lade temos uma teoria cujas
fung¢des tém propriedades andlogas aquelas da andlise complexa (por exemplo, satisfazem
a equacdo de Laplace), embora estas funcdes nao sejam extensoes imediatas do caso com-

plexo (basta ver que a identidade nao é regular). Por outro lado temos uma teoria na qual

constantes, esta maneira de delimitar um conjunto nao trivial de fungdes é imediatamente generalizivel para
o caso dos octdnios, reproduzindo com fidelidade a teoria correspondente nos subespacos dos quatérnios e
dos complexos.
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as proprias fungdes séo generalizagdes naturais daquelas da andlise complexa (as poténcias,
por exemplo), cujas propriedades sao parcialmente perdidas (os teoremas integrais exigem
superficies de integracdo simétricas, e entre outras coisas néo se satisfaz a equacgio de
Laplace). )

Um aspecto importante da teoria de fungoes intrinsecas € a ficil generalizagio para
outras estruturas {vide [rinehart]). O mesmo ocorre com o enfoque dado em [cifuentes
1984}, Embora ambos tratamentos coincidam no caso quaterniénico o mesmo parece néo

ocorrer noutras algebras.

Uma Extensao 4-Dimensional ndo Associativa dos Pseudocomplexos

Voltemos a questido plantada no apéndice anterior, de quem seria a extensfo natural do
caso pseudocomplexo. No apéndice B e no capitulo 2 discutimos possibilidades associa-
tivas, chegando aos pseudoquatérnios e aos biquatérnios reais. Contra os primeiros pesa
o fato de que a sua teoria de fungoes parece ter aplicacoes restritas, principalmente pela
aparente impossibilidade de se determinar as funcdes regulares a partir de seus valores de
contorno. A segunda opgio & mais natural e apresenta mais possibilidade de aplicacdes
(3 relatividade especial e ao eletromagnetismo, por exemplo). Esta porém tem a incon-
veniéncia de nao ser fechada em relagio ao produto.

Cifuentes por sua vez, abrindo méo da associatividade introduziu JH?, uma estrutura
4-dimensional cujos planos candnicos sdo isomorfos aos pseudocomplexos. Agora a base
candnica {1, ey, ez, e3} multiplica-se como e;e; = +8;;+¢;,4€5, sendo um elemento genérico

de P denotado por ¢ = ¢ + e;2;. Em notagdo vetorial temos
(’f]_ + ﬁl)(tz + ’ETZ) = Hiy + ¥y - iy + 1193 + 128 + ] ¥ ¥, (CG)

onde a Gnica diferenga em relagdo ao caso quaternionico é a mudanca no sinal do produto
interno 7 - th. Em conseqiléncia, a métrica de Minkowski é obtida defininde a norma da
maneira usual, como {t + 7)(¢ — 7).

As funcoes regulares podem ser caracterizadas de forma andloga ao caso qua-
ternidnico, porém agora regulares no sentide pseudocomplexo quando restritas a planos

candnicos. Cabe observar que apesar da nio associatividade as poténcias estao bem de-
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finidas, o que permite a construgio de varios exemplos de funcdes regulares {as préprias
poténcias, exponencial, func¢des trigonomeétricas, etc). Também M. Imaeda estudou, num

contexto geral, anélise sobre estruturas com esta propriedade (vide [imaeda 1986)).
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