MODELAGEM E SIMULAGAD NUMERICA DO PROCESSO DE DIALISE
VIA O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Este exemplar corresponde a reda-
gao final da tese devidamente cor-
rigida e defendida pelo Sr. JOAO
CARLOS GILLI MARTINS e aprovada

pela Comissdo Julgadora.

Campinas (SP), 29 de outubro 1991

e

Prof.Dr. Jodo Frederico da Costa Azevedo Meyer

Orientador

Dissertacao apresentada ac Insti-
tuto de Matemdtica, Estatistica e
Ciéncia da Computaciao, UNICAMP ,
como requisito parcial para obten-
cao do Titulo de Mestre em Matema-
tica Aplicada e Computacional, na

drea de Riomatematica.

M364m

PRI A

15676/BC oL TR




T

MODELAGEM E SIMULACAO NUMERICA DO PROCESSO DE DIALISE
VIA 0 METODO DOSELEMENTOS FINITOS

AUTOR: JOAD CARLOS GILLI MARTINS ~~

ORIENTADOR: PROF.DR. JOAO FREDERICO C.A. MEYER W~

IMECC - UNICAMP
1991

CAMPINAS - S.P,



Sabe que ndo acredito que alguém
jamals tenha ensinado alguma colsa a
outro. Duvido da eficacia do ensino.
A Gnica coisa que sei € que quenm
quiser aprender, aprenderé. E talvez
o professor seja um fator que
facillte, uma pessoa que apresenta
as colsas e mostra aos outros como &
empolgante e maravilhoso, e os

convida a provareii.

Carl Rogers



Aos meus ex-professores, espe-
clalmente a:
Nilde Gilli Martins,
Faiz Rahal,
Jodo Lineu A.Almeida Prado e .
Joao Frederico C.A.HMeyer,

pelo exemplo e dignidade.

Em tempo, ao Prof. Sergio Pires,
amigo e colega, que em vida ba-
talhou sempre por uma educagao

com liberdade.



AGRADECIMENTOS

Ao amigo Prof.Dr. Jodo Frederico C.A. Meyer pela valiosa

orientagao, confianga.e exemplo,

Aos professores Dr.José Luiz Boldrini, Dr.José Vitorio Zago e
Dr.Rodney Carlos Bassanezl pelas contribuigdes a este trabalho com as

discussoes esclarecedoras e sugestdes oportunas.

Ao Prof.Dr. Gentil Alves Filho do Departamento de Nefrologia do
Hospital das Clinicas da Unicamp, bem como aocs residentes Dr. Paulo
Tognelo da Silva e Dr. Marcelo A.C.Orlandl pelos esclarecimentos e pela

contribulcdo na coleta de dados necessarios a compreensso do problema.

Aos meus ccolegas, professores e funcionarios, do Departamento de

Matematica da UFSM, pelo apoio e incentivo.
A Graziela Lucci de Angelo, minha companheira, nao s6 pela
compreensio e pelo carinho, mas também pelo enfadonho trabalho de

revisao literaria.

Aos meus amigos e colegas do IMECC, especialmente a Antonio
Carlos, Luiz Alberto, Diomar, Bia, Silvia, Gustavo, Lilian, Laéclo,
Tomas, Edmundo, Michel, Silvio e Wilson com quem muito aprendl das
coisas.

A Fatima Espindola pelo laborioso trabalho de datllografia.

A CAPES-PICD pelo apoio financeiro.

A vida que preserva — apesar dos pesares — o prazer e a loucura.

Nossos Agradecimentos.



iNDICE

CAPITULO I: MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA

Opreblema. . ...........civivns e ea et svereaaa01

0 modelo matematico........... e ane et aa e 03

CAPITULO II: METODO DE GALERKIN STANDARD

B L N -

0 método de Galerkin Standard............cvvennrnneses Creaen 17

Representagao matricial: Matriz de rigldez ¢ vetor carga...21

Formulagao variaclonal, .........eevitiiiiinnnnnronsnenacnnn 10

Existencia e unicidade da SOlUGBO. ...\ ueurrvnrrenrnnnnnn 22

CAPITULO III: METODO DE PETROV-GALERKIN

W -

Um problema de conVecqﬁo-difusao ........................... 33
Formulagaoc variacional via método de Petrov-Galerkin....... 34
Representacao matricial: Matriz de rigidez e vetor carga...43

Existéncia e unicidade da SOlUGBAO. «uuvvnnrenuunnnnrernenn.. 44

CAPITULO Iv: SIMULACAO NUMERICA

N d W N -

B oA oY LT Y P 56
Adimensionalizagsio do Problema de Valor de Contorno........ 57
Ensaios Numérices com o Método de Galerkin Standard........ 59
Ensaios Numéricos com o Metodo de Petrov-Galerkin.......... 62
CONCIUSOES. . o vii vt rninnnaaennns et i 64



APENDICE A: ESPACOS DE SOBOLEV. ..o v ovveevaeeeeeeaeanannnnnnnnss, 67
APENDICE B:  METODO DE DISCRETIZAGAD. .« vevrcnvnnnnnrnrocanenennenn 75

APENDICE C: INTEGRACAO NUMERICA

1. Integracac Gaussiana no elemento de referéncia............. 79
2. Relagdo entre a integral no elemento de referéncila

e 2 integral no elemento genérico......cvviuiiirernnvnnnnrann 82

APENDICE D: LISTAGEM DO PROGRAMA PRINCIPAL E SUBROTINAS

1. Programa principal: ELEFI.FOR.......c.iu i, 85
2. Subrotina que calcula a matriz da malha do dominio

discretizado MALHAM.FOR. . .. . ... .ncn it iies 100
3. Subrotina que calcula a matrlz das coordenadas dos nos

do dominio discretizado: MACOORD.FOR..............ccoiviinn, 101
4. Programa que calcula o residuo: RESID.FOR..........ocvvuus 102

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS. . .. ..\ orsseee iastaennneasnnsseeannnnes 104



INTRODUGAO

HA algum tempo que modelos matematicos e aproximagdes
numéricas tém sido usados na simulacdo de fendmenos de transporte nos
quais os efeitos difusivos e advectivos estdo presentes. Isto tem
acontecido, com relevﬁncia crescente — e, em alguns casos,
decisiva — no ambito de projetos e trabalhos de Matematica Aplicada e
de equipes interdisciplinares. Por outro lado, a caréncia de unm
éonhecimento matemdtico organizado formalmente neste campo, por parte
de potenciais usuarios (numa expressac coloquial, da potencial
"freguesia”), também contribui como fator motivante a este trabalho
nesta diregao. Esta multipla motivagao influencia, de fato, os
matemdticos: desde trabalhos sobre circulagdo sangiiinea ou trocas
gasosas em superficie alveclar até aqueles em que se escolhem
localizagdes de indGstrias poluentes perto de mares costeiros,
considerando a circulagao de correntes mar{timas, constam da
bibliografia deste tirabalho: todos na 1linha do estudo, modelagem e
aproximagaoc numérica desses fenomenos de difusac e adveccao.

No presente trabalho, desenvolvemos e estudamos uma modelagem
do fendmeno da hemodialise extracorpérea e PrOopuUSEmNOs Novas
metodologias de aproximagac para efetuarmes simulagdes numéricas. Do
ponto de vista, por exemplo, do uso de Diferengas Finitas na abordagem
de aproximacdes da solucao deste problema, alguns esforgos Jja tinham
sido desenvolvidos anteriormente. Ver, por exemplo, [17].

A opgao pelo Método de Galerkin foi, de certa forma, natural,
uma vez que o 1inicio do estudo do fendmenoc e de sua modelagem
aconteceu, coincidentemente, logo apos um semestre de estudo de Espagos
de Hilbert e sua relagcdo com a introducdo ao Método dos Elementos
Finitos.

Ensaios iniciais, no sentido de obter aproximagdes numéricas
a partir da formulacio fraca do problema, no entanto, nao foram, como
era esperade, nada animadores: a componente advectiva afetou a

aproximagaec numérica de modo constrangedor (embora nac fatal) — apesar



de garantidas existencia e unlcidade de solugac. Este esforgo encerrou
o capitulo II.
No capi{tulo III, para contornar os problemas de aproximacac

verificados no capitule anterlor, foi tentado com sucesso o Método de

Petrov-Galerkin. .Optamos - por-dar-um tratamento-completo-as problema e, -

antes de efetuarmos os ensaios computacionals, obtivemos resultades de
existéncia e unicidade de solugdic em um contexto generalizado.

Na parte final do trabalho, depois de apresentados,
comparados e analisados os resultades numéricos, ha uma “"moral da
historia”: o trabalho como um todo , embora simples em uma apresentacao
matematica, apresenta sensfivel potencial no sentide de levantar
discusstes do ponto de vista de engenharla biomédica.

Antes dos apéndices (retirados da ordem do texto no sentido
de facilitar sua leltura, mas cujo conhecimento contribul para =a

compreensio global do assunto)}, o préprio texto indica possibilidades

‘de trabalho futuro. Valem destacar duas destas possiblilidades dentre as

principais:

(i) trabalhar, de imediato, com Elementos Finitos de ordem superior;
com uma malha bem mais refinada — o que, em face da geometria do

dominle, nao se contitul num problema de costumeira facilidade; e

(ii) motivar equipes interdisciplinares de trabalhe em bioengenharia
para aprimorar detalhes do modelo (ou provocar alteracdes de
monta...), contribuindo, se possivel, para progressos praticos na
area da pesquisa e do desenvolvimento de técnicas para hemodialise

extracorporea.

Finalmente, cabem destacar dois pontos de relevancia no

trabalho desenvolvido para chegar a esta dissertaczo:

ii



1). Numa época em que caminhamos celeremente para pacotes
computacionais de alto nfvel que "fazem" o programa pelo usuirio (ver
Mathematica e Moduleff, para citar dols exemplos marcantes), fol
necessario desenvolver toda a parte computacional sem recurso destes
preciosos auxilios: por exemplo, caracteristicas das integrais a serem
calculadas puderam ser aproveitadas no programa sem a perda da
generalidade pregada por Moura, Krubusly, Kritz [18] e Zago [25): pelo
contrario, fol feito uso da quadratura gaussiana nas Integrais
numéricas, o que nos permite partir — se desejado — para elementos
finitos de ordem superior sem ter de comegar tudo de novo: uma
repetigdo que pouco tem de motivante...E esta atitude motivou toda a

elaboracac do prograna.

2). Desde o infcio fol nossa intengac testar a validade do modelo em
situagbes proximas as da realidade, para que os esforgos de
discretizacido e aproximacdo ndo fossem em vao — no sentido de
initeis — para possiveis trabalhos de cooperagio em future préximo.
Esta atitude explica a insistencia em utilizar pardmetros aparentemente
tac dispares, ou uma geometria t3o inconveniente { do ponto de vista
numérico): procuramos trabalhar com parametros e geometria
apropriados — tanto quanto possivel -— para o estudo e a compreensao

do fendmeno real.
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CAPITULO I

MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA

1. O PROBLEMA

As principais fungées do rim humano podem ser resumidas no

segulnte quadro:

F.1. Manutencdo do volume e da composigzo 1énica dos fluidos cor-
porals (homeostase);

F.2. Excrecdo de produtes do catabolismo como, por exemplo, a u-
réia, o acido Urico e a creatinina;

F.3. Detoxificacdo e eliminagd@o de toxinas, drogas e seus metabd-

litos;
F.4. Regulagao endrocrina do volume de fluide extracelular e da

pressao sanguinea;
F.5. Controle da massa de hemacias: principio eritropoiético;
F.6. Controle endrocrine do metabolismo mineral;
F.7. Degradacao e catabolismo de hormonios peptidicos;
F.8. Catabolismo de proteinas de baixo peso melecular;
F.9. Interconversdes metabdlicas: gliconeogénese. metabolismo de

1ipidios.

Dentre as principais fungées do rim, serd motivo de estudo,
através do nosso modelo, a que se refere & excreciao de produtos do
catabollismo.

O rim é a principal via de eliminagao de residuos metabblicos
nio volateis. Essas substincias geralmente ndo servem a nenhuma funcio
biologica, e algumas delas s3c potencialmente toéxicas. Dentre estas

substancias podemos destacar a uréia, o acldo Urico e a creatinina que



sdo, respectivamente, os produtos finals dos metabolismos das
proteinas, dos Acidos nucléicos e da creatina [4].

Na execugao desta sua fungio, o rim possul uma marcante
capacidade de regular a excrecio de uma variedade de substéncias, para
manter suas concentragdes sanguineas em nfveis 6timos.

Durante a evolugdo da insuficiéncia renal, até que =
performance do funcionamento do rim esteja gravemente comprometida,
essa capacidade de regular a excregio € mantida por mecanismos
adaptativos que metabolizam ou excretam esta variedade de substancias
em quantidades maiores que o normal. Porém, ndo existem mecanismos
adaptativos para outras substancias que sejam filtradas livremente e
que n3o sejam reabsorvidas nem secretadas. A uréia e a creatinina sdo
exemplos cléssicos desse grupo de compostos, e suas concentragées no
sangue aumentam rapidamente no estagio de insuficiéncia renal aguda ou
cronica.

Neste estagio, quando o rim falha no desempenho desta sua
funcdo, uma alternativa é retirar o sangue do corpo humano, passa-lo
através de um rim artificial, onde as impurezas sao removidas e, entzo,
reintroduzi-le no corpe humano [13], [20].

Tal alternativa para a filtragac de lmpurezas no sangue pode
ser obtida usando-se membranas sintéticas— este procedimento é
denominado hemodidlise extracorpérea ou, simplesmente, dialise. A
filtracio se dA pelo bombeamento vertical do sangue através de
capilares Imersos em um recipiente cilindrico, centende soro dialisador
que é bombeado, também verticalmente através do recipiente, no sentido
contrério ac fluxo do sangue. Este soro é renovado continuamente. Neste
processo, as impurezas atravessam a membrana sintética semi-permedvel
que reveste cada capilar. Esta técnica baseia-se, ent#o, num processo
de difusio radial — através desta membrana — e de advecgao
longitudinal [13]. Busca-se, com esta técnica, efetuar os ajustes
dese jados na concentragdo e no conteldo de solutos no sangue.

A titulo de observagfo, embora a didlise seja mals comumente
aplicada no tratamento de insuficiéncia renal, ela também é usada na

auséncia deste tipo de insuficiéncla, para remover toxinas ou excessos



de agua corporal total que ameacam a vida, quando a excregdo dessas
substanclas pelo rim encontra-se inadequada ou comprometida por fatores

extra-renais [4].
2. 0O MODELO MATEMATICO

Com o objJetilve de encontrar uma equagdac matematica que
descreva um modelo de funcionamento da didlise, recorremos a equagio
geral do transporte dada por:

ac

T * div(d) = f, (1.1)

onde C = C{r,e,z) denota, em coordenadas cilindricas, a concentracgdo de
impurezas no sangue; j, o fluxo do sangue, ¢ f, a fonte ou sorvedourc
de impurezas [7],([14].

Neste problema, considerando que, durante o fendmeno de
transporte, niao ocorre produgae nem consumo de impurezas no sangue,

teremos, na equagao (I.1), que

Por outro lade, considerando também que o sistema funciona em regime
estaclionario, isto &, em cada ponto do melo onde ocorre este fenomeno a
concentracdo de impurezas no sangue, com relacao ao tempo, € constante,

teremos, em (I.1), que

QJIDJ
ol
]
O

Destas duas consideragoes resulta que a equagae (I.1) se

restringe a

div(J) = o. (1.2)

Analisando o fluxo J no interior do dialisador, conforme



descrigao feita por Kapur, J.N. [13], observamos que, af, o fendmeno de
transporte se did por difusao através — e na diregZo normal— da
membrana semi-permeavel, e também por advecgdo na diregdo do eixo
central — que na fligura (I.a) coinclde com eixo-z -— de cada capilar
do dlalisador por onde flul o sangue. Assim, se l? denota o fluxe por

difusiio e, T, o fluxo por adveccao, temos:

I=F+17 (1.3)

e
div(d) = div(F) + div(T). (I.4)
Agora, analisando a geometria do meio onde ocorrem estes
fenomenos — por forca da simetria axlal e supondo o fluxe laminar

— , podemos considerar a concentracdo de impurezas C como funcao
apenas de r e z, eliminando, assim, a varidvel e. Desse modo, o
problema em estudo, que de inicio tinha como dominic o esbogo grafico
da figura (I.a), tem, agora, a figura {I.b). Mais ainda, da simetria
axial com relacaoc ac eixo-z, o dominio do problema em estudo se
restringe ao primeiro quadrante da figura (I.b), dado por Q@ = (0, R) x
(0, L), onde R e L denctam, respectivamente, o raic e o comprimento de

cada capilar do dlialisador.

3 Soere

\

1

A
<Y

(b)

FIGURA [1]
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Feitas estas consideragdes, denotando por D o coeficiente de

difusao, temos:

F = Dvc, (I.5)
onde VC denota o gradiente da concentragao na diregdo normal a membrana
semi-permeavel de cada capilar do dialisador.

Daf

2 1 2
div(?) = =D div(vC) = - D [ — + r 3 + — ]- (1.8)

Embora alguns autores ([13] e [17]) adotem, na equacdo (I.B),

%]
a

D = 0 em razao da advecgio se sobrepor, quase que absolutamente, a

|

+1
]

z
difusdo na direcBo do eixo-z, iremos, aqui, adotar uma atitude de

tratamento completo. [Alids, os autores citados reconhecem a existéncia

da difusfo, nesta diregao, quandoe dizem “quase absolutamente"]. Desse
modo temos:
2 2
div(P) = - D [E + L2, ?_.E]. (1.7)
2 r adr 2
ar gz

Para obtermos o div(?), ao considerarmos o fluxo laminar e a
axlal ja mencionados, teremos a varidvel r indicando a distancia de um
pontoe no meio sangiiineo ao eixo central de cada capilar do dialisador,
com Q = r = R Para modelar o perfil da velocidade do sangue, no
interior de cada capilar do dialisador, recorremos a Lei de Poiseullle

obtendo

2 2
_ APR o
vir) = 4_711- [ 1 Rz]’ (1.8)

onde AP e 7 denotam, respectivamente, a diferenga de pressao entre os



dolis extiremos de cada capilar e a viscosidade do sangue, [1],[23].
Por outro lado, temos, por definigdo, que o fluxo de
transporte por advecgio T, em um melo com concentraciio C e velocidade

de fluxo v, é dada por:

T=Cv. (1.8)

No problema em estudo, como a advecgao ocorre somente na

diregao do eixo-z, denotaremos

, (1.10)
4
onde v, denota o vetor v na diregzo do elxo-z.
K
Nestas condigoes temos:
div(T) = div(Cv ) = v_div(C) = AP R 1 - r° ] ac (I.11)
2 2 anl. R2 8z '
AP R®
da qual, denotando ~EnL por Ve resulta:
2
div(T) = v [1 - EL] A (I.12)
m R2 dz

Assim, como div (j) = div(l?) + div(?), temos, observado
(1.2), (1.7) e (1.12) que

2 2
S g 5) 8
ar r R
ou, ainda ‘ (1.13)
2 2
D[ﬁ+1§5]=v [1-5—]6—C,vp.zen,
2 r ar m 2 8z
ar R



que € a equagao procurada. Esta equacao modela matematlcamente o fluxo
do sangue por fendmeno de transporte, do tipe difus3o-advecgio, no
interior do dominio 2 = (0, R) x (0, L).

Consideremos, agora, as seguintes condigdes de contorno para

o problema (I.13):

C.1. Chamando de C, a concentracio inicial de impurezas no

sangue, a0 entrar neo dialisador, temos:
C=¢C . para z =0 e 0O =r = R,

C.2. Para analisarmos a condic2ao de fronteira, restrita a
r=Re0=xz =], consideremos, por uma conveniente simplificagﬁo, que
o sengue ¢ um melo isotropico. Neste meio, a teoria matematica da
difusio € baseada na hipétese de que a taxa de transferéncia da
substancia em difusdo, por unidade de area, de uma seccdo da membrana
semi-permedvel de cada capilar do dialisador, e’ proporcional ao
gradiente da concentracdo, medido na direcao normal & Ssecgao e no

sentido contréario ac fluxo por difusao, isto é,

jz-Dg-lC;. (I.14)
Com base na lel de Fick [1],[23] sabendo-se que o volume de
sangue no interior de cada capilar do dialisador & constante e igual a
V: denotando a area da membrana semi-permeavel por A; e suponde que a
concentragao da impurezas filtradas no soro do dialisador seja
constante e igual a C, , se m denota a massa de 1lmpurezas em difus@o no

sangue, temos, por definigao:
m= V,C.

Nestas condigoes, denotando por K a constante de proporciona-



lidade, temos:

_ 8m _ _ 8C
KA(C Cd) = 5‘; —Va'_r’
ou seja,
ac _ KA _
Assim, recorrendo a (I.14), temos
__.ndC _ _ DKA _
7= DX =- - (€-cy,
_ DKA
onde, fazendo P = - - {o Coeficiente de Permeabilidade), resulta
D oc _ P(C -C)) parar = Re 0 =2z =L (I.15)
ar d’ ’ )

C.3. Como o fluxo por difusio tem uma simetria axial em
relacdo ao eixo-z, isto &, como a difus3o ocorre simetricamente, a

partir de r = O, na diregac normal & membrana do capilar temos

ac _ ~
i o, parar =0e 0 < 2z = [,

C.4. Dado que a razao entre o comprimento e o diametro de
cada capilar do dialisador & da ordem de 10°, nSc ha inconveniéncia em

considerar como imposicic do problema que

ac _ _
35 = a, para z =L e 0 = r = R,
Resulta, portanto, de (}.13), C.1., C.2. e C.3. gque o proble-
ma de valor de contorno, que modela por processo de didlise, na sua

formulacgao classica, € dado por:



[ 2 2 2
8%¢ 1 6C 8%c Y\ _ _ r? ) ec 0
D[_E+ S ot _E]-vm[l 2]3—2-, para (r,z) € 2
ar 8z R
C=C1n’ para z =0 e 0=r s R
8 _ P -
{1 3 =~ ﬁ(C-Cd), parar =R e 0=z s L (1.18)
ac  _ —
57 = 0, paraz=1L e 0=sr =R
ac  _ _
~8—;—-0, parar=0 e 0=z =1L,

onde {1 é o dominio dado por (0,R) x {0,L). As condigSes de contorno e

estao sintetizadas na figura (I.c).

zT ac
1=
ac a 8 _ P .
3r =00 —— EE— ar ﬁ(c Cd)
C-—Cln
FIGURA [I.cl.



CAPITULO II

METODO DE GALERKIN STANDARD

1. FORMULACAO VARIACIONAL

Uma vez obtida, em (I.16), a formulagao classica do problema
de valor de contorno em estudo, passaremos, a seguir, a sua formulaqao
variacional para, atravées do Método de Galerkin Standard, encontrar a
solugaoc aproximada deste problema. Uma abordagem sucinta sobre tal
método e sobre o espago das fungdes admissiveis de serem solugao do
problema encontra-se nos apéndices A e B desta monografia.

Antes de estabelecermos o espago de trabalho, recordemos que
o problema (I.16) esta expresso em coordenadas cilindricas. Tendo em
vista que no Método de Galerkin as equagoes integrals sao calculadas no
sentldoc de Lebesgue, submeteremos o problema (I.16) a mudanca de

coordenadas dada por

I' COS @

X
(II.1)
Yy = r sen o. '

0 Jacobliano desta transformagso é r.

Uma vez efetuada tal mudanga de coordenadas, estabeleceremos

comO 0 espaco de trabalho

# = { VF v e L2(Q); vF g; e L3() e vF g; e L%() }, (11.2)

onde L%(f1) denota o espago das classes de fungdes reals definidas em

= (0,R)x(0,L) ¢ R2, cujas integrais s3o Lebesgue integraveis.
Consideraremos o© espaco Hi(Q) minide do seguinte produto

interno, tende o Jacobiano da transformagio, dada em (II.1), como

funcdo peso:

10



- du Jv du av
[Eﬂv]]i— ‘]‘Puvdzdr + [J r = dzdr + J[ r's> 5z dzdr. {II.3)
Q Q

Y]

Como, com a mudanca de coordenadas {(II.1), o produto interno
e sua correspondente norma no espago L?(Q) podem ser representados e

definidos, respectivamente, por

[[u]v]] = J]‘ruvdzdr , vu,v € L3(f)
° Q

Hvﬂj = J{ rvidzdr , v e L3(D).
Q2

entSo a norma em #'(Q), induzida pelo produto interno definido em

(I1.3), sera representada e é definida por

v = g + 0 g2 4 &2 vv e ®¥'(Q). (11.4)
1 o ar o dz o

Nestas condigdes, #'(Q) & um espago de Hilbert.
A importancia de podermos trabalhar com um espago de Hilbert

é miltipla. Em primeiro lugar é um espaco completo, garantindo a

pertinéncia dos limites das sequéncias nele definidas. Para
procedimentos de aproximagao numérica, isto é de capital importancia.
Outra vantagem Iimediata de se operar em espagcos de Hilbert
reslde na reflexividade deste espago: ele pode ser ldentificado
1sometricamente com o seu dual, o que, em ouiras palavras, nos permite
exprimir todo funcional linear nele definido como o produto interno.
Observemos ainda, que em espagos de Sobolev (de que Hilbert
é um caso especial) valem os conceitos de convergéncia fraca e os

resultados deles decorrentes. Também aqui, nosso destaque &, por assim
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dizer, Iinteresseiro: a formulagdo variacional abordada a seguir € o
ambiente conveniente para o uso deste tipo de ferramenta.
Feitas estas consideracgdes, voltemos a formulagao variacional

do problema (I.16), qual seja:

determinar um subespagoe vetorial V ¢ #'(Q) e C e V tal que

W} owew

o

(11.5)
alC,v) = [EJ

Inicialmente, tendo em vista que estamos diante de um
Problema Misto Dirichlet-Neumann, onde a unica condiggo essencial‘l) de

fronteira € dada por VI = 0, com 8% = I[0,RIx{0}, definimos o
400
subespage V ¢ ¥(Q) das funcdes admissiveis de serem solugio do nosso

problema come sendo

=C . (11.8)
in
Z=0

v=dvex(); v

Analisando V, tanto no contexte do problema proposte neo
capitule I quanto no do seu modelo matemdtico, observa-se que, durante
o processo de dialise, a «concentragao C de impurezas no
sangue — variavel do problema (I.1B) -- nunca se anula neste espago.

Desse modo, V nio & um subespaco vetorial de #(R), multo embora seja

uma subvariedade linear de #'(Q), de dimensdo 2.

Por ora, diante do que faremos a seguir, tal fato ndo se
apresenta como problema. A exigéncla de que o espago das fungoes
admissiveis deva ser linear é imposta pela necessidade do operador
a:Vx¥ — R, da formulag3o variacional (II.5), ser uma forma
quadratica. Mais adiante, ainda neste capitulo, quando tratarmeos da
existencla e unicidade da solugae de (II.5), no sentido do lema de

Lax-Milgram, contornaremos este problema.

(1). Num Problema Kisto Dirichlet-Neumann, se o dominie do problema b4
bten regular, as condiqo;s naturais de frontelra e-’.sta;, naturalmente,
embutidag na formulac;o variacional do problema.
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A T

Com esta observagio, fazendo

2 o 2
o[ (55 18 ]l DE

o problema (II.5) resume-se a encontrar C € V tal que, para todo v € v:

Pl 5] & 1) el

ou
[ 8% 1 ac 8%c
D =~ (rv}dzdr + D = << (rv)dzdr + D Y— (rv)dzdr -
6r‘2 r 4ar 322
i ¢ Q Q
" 2
r° Y} ac _
- v, [1 - = ] 2 {rv)dzdr = 0.
'UQ R

Aplicando o teorema de Green na primeira e na tercelra

parcelas da Gltima expressZo acima, temos, para todo v € V:

ac a8 ac PYe )
- J[ 3r 3r (rv)dzdr + D J ErS cos(mw)(rv)dy + D”' = vdzdr
2 aq Q

2
ac ac ac r ac =
- — = = - -— |1 = dzdr = 0
DJ] T2 5 dzdr +D[ 55 cos(nw}(rv)de vaJ [1 =z ] 32 (rv)dzdr
Q

an A Q

ou ainda, desenvolvendo a derivada do produto na primeira parcela da

eXpressao acima, a mesma se restringe, para todo v € V, a:

13



oC av ac ac 8C dv
- D]]‘P 3F ar dzdr - DJ[ 3r vdzdr + DJJ 3 vdzdr - Df[ r 35 3z dzdr-

1Y) Y] 1

1

r| ac ac ac _
vm[[ EH-E;] 3 vdzdr +DI 3 cos(npv)(rv)dpy +D[ 32 cos{qmw){rvidyv = 0
[y} an an

Assim, qualquer que seja v € V:

3
- D r gg QX dzdr - D r QE QE dzdr - v r - L QE vdzdr +
r ar dz dz m Rz dz
Q Q Q
+ DJ g% cos(npl(rvlidey + D[ gg cos(qu)(rv)dy = 0. {I11.7)
anq aQ

Desenvolvende, agora, as integrais na fronteira 90 de Q,

temos:
L ) o
ac _ ac ac n
D[ 3F cos{mwl)(rvidy = BJ r o= cos{Q)vdz + D[ T cos( 5 Jvdr +
a9 2 R
r= z=L
a R
ac aC 3n _
+ D[;r 5 cos(m)vdz + D or ac cos(z— Jvdr =
r=| z=0
L L
_ ac ac
= DJ r 3 vdz + D| r EF-dz.
[+] - a
r=R r=0
e

14



az az 2

Q 1]
DJ ~ 9C cos(aw)vay DJ r € cos(0)vdr + DJ r g—g cos( » Jvdz +
L
o9 z=L =0

L3} L

ac ac 3n =
+ DJ r g cos(m)vdr + DJ r oo cos(2 Jvdz
Q Q
Z= r=R
[ R
=D| r QE vdr - DJ r QE vdr.
az dz
R o
Z=L z=0

Submetendo estes resultados as condigdes de fronteira do

problema (I.16}, temos:

(i). Emz=0e 0sr=RqueC=C

in '
dai
ac _ ac
DJBP 32 vdrr = D [Rr 3z Cin dr .
L] 4]
zZ= Z=
- ac _ _ _
(11). Emr=Re 0S2zsLqued o = P(C-C,).
logo
L L
ac ac
o = ol = — dz.
D[ r 3 vdz RJ D ar vdz PRJLCvdz + PRCd vaz
r=; | ° ¢ °

15



ac

(111). Emz =L e 0 = r = R que 3 0,
logo
R
D[ r QE vdr = 0.
8z
=]
z:
ac
(iv). Emr=0e 0=z =L quer 5 = 0,
logo
ac
DJLP 3 v=20
]
r=0

Nestas condigoes temos que (II.7) resume-se a
© 3
D r ¢ Qz-dzdr + D r oc ov dzdr + v - icE—vdzdt‘ =
dr Or dz 3Jz m Ra az
9] Q Q

R L L
- J r QE C1r1 dr + PRJ Cvdz = + PRCd[ vdr , ¥Yv e V,

4] v ]

4]
z=0 r=R =R

que, na notagao do produto interno, & representada por
L

D[[ QE v]] + PRI Cvdz -
ar
[+] o

L
ac
- Dljr A= Cln dr = PRCd[ vdz, Yv e V, (I1.8)

av ac
IR

az

z=0 °
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que é a formulagdo variacional do problema de valor de contorno (I.186).
Portanto, o problema {(I.16) resume-se a encontrar C € V, tal

que, para todo v € V, (II.8}) seja satisfeita.

2. O METOBO DE GALERKIN STANDARD

Uma vez obtida a formulagzo variacional (II1.8), utilizaremos
o método de Galerkin Standard para resolver uma aproximag¢io do problema
(I1.8) e, consequentemente, do problema de valor de contornoe (I.16}.
Tal método consiste em — escolhido um nimero finite de fungoes Py
suaves o bastante para serem consideradas fungdes teste — procurar a
solucio aproximada entre todas as possiveis combinagdes lineares da

forma

<
o
0
~1=

%94
i=1

onde N denota o nimero de ndos no fecho do dominto discretizado.

Por outre lado, e com o intuito de promover uma escolha
conveniente das fungdes teste tpi e da consequente determinagac dos
coeficientes o, utilizaremos o Método dos Elementos Finitos.

Conforme estabelecide no primeiro capitule, tomemos o fecho
Q= [0,RI1x[0,L) do dominio do problema do valor de contornoe (I.16). Em
primeira aproximacdo optamos por uma triangula¢io uniforme de 0,
subdividindo-o em um conjunto T, = {Qh}, constituido de N trifingulos

disjuntos, denominados ELEMENTOS FINITOS, com as seguintes condiges:

(1I1.9)
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P.3). Se @ # 0 entdo O nQ =2, va, 9 €T,
P.4). A fronteira 8Q, de qualquer @, € r, é bem regular

P.5). Se nh ne *o entao Q e Q tém um lado comum ou
um vertice comum, gualsquer que sejam nh, nk € Fh.

A figura (II.2) ilustra esta discretizag@io.

z 4
7 L 18 19 20
{3 11
9 T 12
] e Rk > In,s |O
MEPANEEN 8
a N\ S| Sk
2, N\J12, N5 \ R o
1 2 3 3 r
FIGURA (II.a)

Consideremos, agora, o seguinte subespago Vh < V de dimensao

finita, dado por

¢ linear em cada Qh € rh} (II.10)

vh={vhev; vheC°(Q) e v,
Q)

Com & definigdo do subespago Vh ¢ V das solugoes aproximadas

Gh da formulagio (II.5), o problema se resume, agora, a encontrar esta

solugdo de modo gue, para todo vy €V

5 ?Eh fzh . D BCh th . .- 2 EEh
ar | ar 3z | 8z Yo =2 | 8z
o o R

L

vh]] + PRJ Chvhdz -
O [+]

18



L
BCh
-D or 32 Chindr = PRCdJ vhdz, ¥Yv e V, (II.11)

z=0 °

que é a forma discretizada de (II.8).
A definicao do subespago de dimensao finita V, < V induz,

h
para algum N — N denota o nimerc de ndés da malha do dominio
discretizado — a escolha de uma base Bh = {w1,¢2,....¢u}, parte de uma

familia {¢v}:= que é completa no L2[Q], tal que, para 1 =1, } =N

1
i}). wi(rj,zj) = 613
ii) ¢; linear em cada Qh .

onde Bij denota o delta de Kronecker, quaisquer que sejam os nds de
coordenadas r, e zj. Pode-se visualizar, mais claramente, as fungdes

J
basicas ¢; a partir da malha esbogada na figura [II.b].

FIGURA [II.b]

Com estas condigdes, a solugio aproximada procurada C, € Vy

pode ser escrita como
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N
Ch = Zijd
J=1

Cy = Cin ) 9y
hin in J

J € Fz

onde FZ denota o conjunto dos nds na fronteira 690 = [0,R1x{0}.
Além disso, como (II.11) se verifica para todo v, € Y entao
também & satisfeita para todo P, € Bh’ com i = 1,2,...,N. Assim podemos

= (C,C,...,C)e V_ tal
1" 2 N

reescrever {II.11) como segue: Encontrar C h

h
que, para todo 991 € Bh

N quj 6wi N 8pr 30‘)1

=1 J=1 J € FR
N 2 3¢J R B@J
* vmzcj[[[l - _2] 5z ""1]] "By ) G | ra e
J=1 R ° J € Fz :
z=0
= PRCthpidz, (II.12)

onde FR e FZ denotam os conjuntos dos ndés nas fronteiras 691= {R}xf0,L]
e 8q = [0,R1x{0}, respectivamente. A expressdo (II.12) & a formulagio
variacional do problema de valor de contorno (I.16}, expressa em termos

dos elementos da base Bh de Vh.
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3. REPRESENTACAO MATRICIAL: MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR CARGA,

Observemos que a expressao (II.12) pode ser reescrita, para

i =1,2,...,N, da seguinte forma

Pl s ]) ol [ D) alll - 2] & ), -

ST~1=

L
C, D % ] PRC d
- _ = z
in or' 37 qoidr + PR ocpjtpidz] [C,j] d oqoi (II.13)
z=0 r=R r=R
J e rz J e Fr

a qual representa um sistema de N equacOes lineares com N incégnitas
Ci’cz""‘l’cnu
Podemos, ent3o, escrever a formulagae (II.13) através da

representacao matricial como segue:

A.C =8B (I1.13%)
onde A = (Aij) é a matriz NxN cujos elementos szo dados por
1j ar | ér dz | 8z m Rz J 8= i
] o ©

L
C %5
1nD r 37 ¢idr + PR °¢j¢idz,
o

z=0 r=R
J erz J € FR

B = (le é o vetor dos termos independentes cujas coordenadas sao dadas

per
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by = PRC, otpidz ,

=R

e, C = (c,) é o vetor solugdo do sistema (II.13).

J
Usande =a terminologia amplamente wusada nas primelras
aplicagdes do Método dos Elementos Finitos, em Mec@nica Estrutural, a
matriz A e o vetor B serao denominados, respectivamente, MATRIZ DE

RIGIDEZ e VETOR CARGA associados a formulacao (II.5).

Aqui, numa observagao mais atenta sobre a construgao da
Matriz de Rigidez A, associada ao problema em estudo, conclui-se que a
mesma € esparsa e estruturada, 1isto €, somente alguns poucos elementos
de A sao diferentes de zero. Este fato decorre, naturalmente, da
discretizacso de Q e da correspondente definicdo das funcdes basicas ¢5
de Vh' Estas fungdes sao diferentes de zero somente sobre alguns poucos
elementos finitos S?.h, e, assim, os produtos envolvendo fungdes basicas

e suas derivadas parciais sao, também, diferentes de zero somente sobre

aqueles elementos finitos sobre os quails Py qoj = 0,

Em suma, o Método dos Elementos Finitos nos leva a um sistema
de Equacdes Lineares para o qual existéncia e unicidade de solucio
estdc condicionadas ao fato de a matriz dos coeficlientes ser nao
singular. Esta solugao corresponde a uma forma discreta da solugao do

problema continuo, cuja existéncia e cuja unicidade serfo abordadas a

segulr.

4. EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUQKO

Uma. vez estabelecidos; em (II.2), o espago de trabalho Rl(n)
e, em (II.4), a norma deste espago, nosso objetivo agora, nesta secao,
sera — visando no futuro encontrar a solucao aproximada do problema

(II.5) — mostrar que este problema admite uma Gnica solugdo C € V.
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Para isto usaremos o Lema de Lax-Milgram.

Antes disso, reportemo-nos a segdo 1, deste capitulo, onde
observamos que a subvariedade V ¢ #(Q), das fungoes admissivelis de
serem solug3o do nosso problema, nSio & um subespago vetorial de #'(R).

Para contornarmos este problema, e com o intulito de, através
do Lema de Lax-Milgram, garantirmos a existéncia e unicidade da solugdo
de (II.5), submeteremos a variedade linear V a uma translagao definida
por:

T:V — ¥ (Q)

v—-—->u=v-C1n , Y velv,

onde C1n é a constante que denota a concentragdo inicial de impurezas

no sangue.
Desse modo, obtém-se um subespago vetorial U de #(R) dado

por
U={ue?f‘(m;u=0}. (11.14)
Z=0
Isto posto, e tendo em vista que na fronteira BQD = [0,R]x{0}
ocorre
R R
8C . _ ac ; B
DJ r oo udr = DJor 32 (Cin Cin)dr =0
a
z=0 z=0

e que, na fronteira BQ1 = {R}x(0,L) ocorre

8 I T O _
D 5z -Dﬁ[v_cln]'naz D 3z Daz = 13[C"'[Ciln Cd]]'

temos que, uma vez efetuada esta translagao, podemos definir, de

maneira natural, as seguintes aplicacdes defintdas por:
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A:UxU — 5 R e L:U — R (II.15)

por
o L
- 8C | 8u aCcC | 8u _r ac
wewmo{[ 22 | )] ([ 2 | 2 )) (B 5 ) 2 [1]) oa] e
o o R 0 o
r=R

L(u) = PR(C1n - Cd)Ludz.

Nestas condicdes, se o operador A:UxU —— R admite uma uUnica

solugdo C € V tal que

A(c,u) = L(u) , Yu e U,

ent80, como Cin existe e & unico, podemos garantir a existéncia de

uma Unlca soluclo, no sentido do lema de Lax-Milgram, a saber, C + C

in
e que satisfaz a formulagdc variacional do nosso problema.

Antes de demonstrarmos que as aplicagdes A:UxU — R e
L:U —» R, definidas em (II.14), satisfazem as hipdteses do lema de
Lax-Milgram, ou seja, que o problema (I.168), na sua formulacdo
variacional admite uma Unica solugdo, facamos algumas consideragdes
envelvendo ¢ subespage linear U ¢ RI(Q] e sua correspondente norma
induzida pela de ®'(Q).

Primelramente observemos que o dominio 02 do problema em
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estudo é um subconjunto conexo de R2, cuja fronteira 3Q é regular por
partes.

Por outro lado temos que a parte 4@ = [0,R]x{0} da fronteira
a0 é de medida positiva em 3Q.

Assim, sendo 8 regular por partes, se u € H1(Q), faz sentido
considerar valores de u sobre 390' ou seja, definir em trago de u sobre
80 . Além disso u|an") e 1%(89).

Nestas condicdes, como 02 é conexo, o operador trago restrito
a 3 definldo por
[+

t: 1) — Lz(ano)

u— ulag
o]

é continuo em #'(R). Resulta dai, que o subespago linear U ¢ #(Q)),
dado por

é fechado em ' (Q).

Temos, ainda, que

Ri(ﬂ) c Uc ®(Q).

Consideremos, agora, em U, a aplicagdo [[+ ]]1: U-— R

definida por

du Jdu du 8u 1z
[[u]]1= [JJra? Edzdr--l-‘”.rE Edzdr‘] , Yuel (1I1.14)

2 Q

Observemos que, para todo u € U, se [[u]]1 = 0 ent3o g—; =0

e z— = 0 quase sempre, logo u & constante quase sempre nas componentes

25



conexas de f}. Como wuf= 0 resulta, do fato do operador trago ser
an
[

cont{nuo e do dominic Q ser conexo, que u = 0 quase sempre em fl.
Portanto [[+]1]:U — R, definida em (II.14), € uma norma em U, Além
disso, [[-]]1 e H-H1 sdo normas equivalentes em U, [18].

Nestas condicgdes, como U é um subespago linear fechado de
#'(Q), induzindo sobre este subespaqo.a norma de #'(Q) definida em
(II.4), ou equivalentemente, munindo-o da norma definida em (II.14),
U é um subespago de Hilbert de #'(R).

Feitas estas consideraqaes, com o objetivo de garantirmos a
existéncia e unicidade de solugiao do problema (I.16), demonstraremos a
seguir, que as aplicagdes A:UxU — R e .L:U -—> R, definidas em

(I1.14), satisfazem as hipdteses do importante lema de Lax-Milgram,

TEOREMA: - Sejam A e L as aplicacdes definidas em (II.14).
Entdoc A & uma forma bilinear, continua e coerciva
sobre o espago de Hilbert UxU, e L é uma forma 1i~

near contfnua sobre U.

DEMONSTRAGAO: A demonstragio de que A é uma forma bilinear
sobre UxU é imedlata e decorre do fato de A ser definido, em (II.15),
através dos operadores produto interno e integral, que sao formas
lineares nas variaveis C e u respectivamente. De modo andlogo obtém-se
a demonstracso de que L é uma forma linear sobre U.

Antes de demonstrarmos que A € uma aplicagdo contfinua,

fagamos as seguintes consideragoes:

<R

3
C.1). Como O = r = R entdo [ B ] - 2R;§

C.2). Se f e g sao funcgoes Iintegraveis no sentido de

Lebesgue, entac vale a desigualdade
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J[ |£g] < I£N Ngh_

f

denominada DESIGUALDADE DE HOLDER.

C.3). Como o domfnio @ ¢ RZ & um subconjunto aberto, conexo e
limlitado e bem regular, ent3o o teorema do trago {[18],

[22]) garante a existencia de um operador

t: Q) — Lz(an).

onde 9(97 é denso em HI(Q), denominado operador traco

tal que, se f € D(Q) entdo:

i), “t(f)"2 = AllfN
L°(89)

11). t(f) = £,

Feitas estas consideragoes, mostraremos, agora, que A & uma
forma. bilinear contfinua sobre UxU. Para isto, basta mostrar que A é
limitada na bola unitaria.

Com efeito, guaisquer que sejam C € Ue u & U temos
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-+

1A

+

A

+

1A

+

VA

3
Dl r ac  fu dzdr+D 6C du dzdr+v r- L] &€
dr ar T 5z m RZ dz
0 0 0

8z

— udzdr+

PRJ C 1 dz| =
o |8Q an
I":
DJ] ]P ac 3u |dzdr+DJ] r oC du dzdr+PR |C u ]dz +
ar gz dz
o r=Rir=R
Q Q
3

v J.[ [r- I‘—] 6c dzdr <
n R2 a

Q

dc du aCc 8u ac

DRJJ E a_l: dZdP"’DRJ:[ I a a dZdP+VmRJJ' l EE u|dzdr+

Q) Q Q
PRr[|C u |]dz <

o r=R|r=
r‘:

ac du ac du ac
DR| == |1 5= I, * ORI 55 1.0 55 I, *+ v Rl 55 I Iul, +
FR[C) [ [u] [ =

r=R r=R

R/ ol +] e JE e JE P 2P
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+

2 aC .2 ac ,z 2 Ju .2 au 2
R+ [ P+ [ E P e 2P 27

4]

+

ac ,z ac .z 2 a 2 a )
v CE [ E P (S AP R RE

+

PRAKCH llull =
i 1

]

R(2D + vm]HCHlﬂuﬂ1 + PR?LIICIIIIIUII1 =

R{(2D + v_ + PA)UCIH #ul .
m 1 1

Aqui, fazendo R(Z2D + vt PA} = M, temos que, qualsquer que

sejam C e Ue ue U,

|A(C,u) | = M
ICl ikl
1 1

0 que mostra que A:UxU —> R é limitada. Portante A & uma forma
bilinear continua sobre UxU.
Afirmamos que A:UxU — R é coerciva, isto &, que existe uma

constante « > 0 tal que
|Alu,w)| = aﬂu"f , Yue U

De fato, se u € um elemento qualquer de U, temos:

2 ) walll - ) & M)

3 8
|ACu, ) |= D[[ fu l gu ]]: D[[ o

:UNrJ
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+ PR[ [u u ]dz =
o r=R|r=R
r=R
du du du Ju P3 du
= D‘] * 3 B dzdr+D[J r s 35 dzdr+vm[[ E“-E; ] 3z udzdr +
Q Q 2
L
+ PR{ u u dz =
o [r=R|[r=R
r‘=
L
a a r2Ya (o 2
=0f 2% |% D] & P+ v r- — | &= | 5|dzdr + PR{ u®| dzz
ar Yo gz o m 2 az 2
Q R o r=R
r=R

3 2
au p2 gu 2 r a u _
= D[" ar Ho * " 8z "o] * er[l‘ - HR;][I) dz [Z_]dz]dr B
=] Q
3 2
_ du =2 du 2 _T u =
- D[“ i A - "o] * va:[P 2 ] [ ﬁ"]g:

3
o[ 2P B Ly ] e - BB - w0 ar .
ar le dz o 2 m o Rz

Mas da definic@o do subespago vetorial U, dada em (II.14),

temos que u = 0, logo uz(r,O) = 0.

z=0

Assim,
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3
|AGw, ) |= D[|| M, ||f] v 1 vmr[r - “_2] [u2(r,L] dr .
o R

Por outro lado, temos que v_ > O bem como, s@o nao hegativos,

os termos integrandos da Ultima integral acima. Consequentemente:

3
v r[ - P—-] [uztr',L)]dr > = 0.
m( R2

Nestas condigdes, temos que:

D] -

8 a8
AGu,u) |= n[|| 4z, & gj] = D [[ull?.

Como o coeficiente de difusio D & estritamente positivo,

fazendo ¢ = D, temos que

|Atw,w)| z e [[W]?, VYueu

Portanto A;:UxU — R é uma forma bilinear continua coerciva.

Finalmente, para provarmos que a forma linear L:U — R dada

por
L{u) = PR(Cin - Cd)rudz , Vue U
o
r=R
é conti{nua observemos, primeire, que PR(C, - Cy) = 0. Além disso,

denotando por u(aﬂi) a medida da fronteira 391 = {R}x[O,L], como,

relativamente a 89, p(anl) > 0, temos:

L

PR(C, =~ Cd)J:udz = PR(C; - Cd)Jo|u|dz s
r=R r=R

lLw | =
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= PR(C1n - Cd)u(aﬂl)ﬂu IIo = PR(Cin - Cd]p(aﬂl]hﬂuﬂf
r=R

Assim, fazendo K = APR(Cin - cd)p(anl), temos
[Lu) | = Kiut , Yu e U,

isto é, L € uma forma linear limitada na bola unitaria. Portanto, L é
continua em U, o que conclui a demonstragdo do teorema.

Com a demonstracio deste teorema podemos garantir que as
aplicagdes A:Ux! — R e L:U — R satisfazem as hipbéteses do teorema de

Lax-Milgram, qual seja:

TEOREMA DE LAX-MILGRAM [ !: Seja U um espago de Hilbert. Se A:UxU — R
¢ uma forma bilinear, continua e coerciva
sobre UxU, e se L :U-—-—3>R €& uma forma
linear continua sobre U entao existe um

tnico u € U tal que

A{u, v} = L(v), Vvel

Nestas condigoes, podemos afirmar que o problema em estudo,

na sua formulagao variacional, admite uma Unica solugao C € U tal que

A(C,u) = L{u) , VY uel,

Portanto, conforme observagao feita em (II1.15), podemos

garantir que existe um Onico C € V tal que (II.5) se verifica, para

todo v € V.
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CAPITULO III

METODO DE PETROV-GALERKIN

1. UM PROBLEMA DE CONVECCAG-DIFUSAQ

Na natureze s3o muito frequentes os fenomenos de transporte
nos quais os efeitos da difusdo e convecgso estdo presentes. Estes
efeitos geralmente aparecem associados a processos de transferencia de
massa e de calor.

Uma maneira simplificada de descrever estes efeitos é afirmar
que os modelos matematicos desses processos, além da contribuigso
difusiva, contém, devidoe 2a conveccio, um certo comportamento
ondulatorio. Num certo sentido, estes dois efeitos concorrem no governo
do comportamento da solucdio num problema de evolugf@o. Porém, quando se
utiliza de métodos numéricos para encontrar a solucdo aproximada de
tais problemas, mesmo aqueles que funcionam em regime estacionario, as
solugoes aproximadas discretas para os termos de conveccac e difusgo
também concorrem: — A maneira como estes termos sao tratados
numericamente influenciara o comportamento da solugaoc aproximada. Se os
efeitos da convecg¢ac dominam o modelo numérico, a solugdo pode exibir
comportamento oscilatdric inapropriade, devido a dispers@c dos erros de
alta-frequencia, que s2ao oscilagoes numéricas essencialmente nao
amortecidas. Por outro lado, se a difusSo domina, a aproximacao pode
ser muito fortemente amortecida, particularmente em regides onde
existem gradientes com variagdes muito rapidas ou descontinuidade na
solugao exata [2] [14].

As dificuldades em resolver numericamente problemas de
conveccgao-difusao foram ‘encontradas, primeiramente, com Métodos de
Diferengas Finitas e os efeitos oscilatorios ou disslpativos

mencionados acima foram observados durante experimentos numericos.
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Estes problemas tém sido resolvidos, na maioria dos casos, através do
Método de Diferenga Finitas com “"upwind" ou “"backward" dependendo do
sentido do fluxo bésico para o termo convectivo, ou por técnicas de
viscoslidade (difusibllidade) artificial.

Quando os Métodos de Elementos Finitos s3o aplicados
diretamente aos problemas de convecgao-difusdo, este comportamento
anomalo pode ser novamente observado. Motivados pelas estratégias de
Diferengas Finitas com "upwind" ou “"backward" mencionadas acima, certos
Métodos de Elementos Finitos especiais tém sido estudados e aplicados
na resolugac destes problemas.

Tendo em vista que o problema de valor de contorno (I.16) é
um problema de advecgao-difusfio do tipo parabdlico-hiperbdlico, com
enfase num ou noutro aspecto dependendo da relacdo entre os
coeficientes do problema e sua discretizagao, os efeltos oscilatdrios
ou dissipativos, como o©0s mencionados acima, também sao observados
durante experimentos numéricos, [6].

Nossa opgdo para o tratamento numérico deste problema sera

pelo METODO DE PETROV-GALERKIN, que sera descrito a seguir.

2. FORMULACAC VARIACIONAL VIA METODO DE_PETROV-GALERKIN

Vimos no capitulo anterior que a formulagao variacional do

problema (I.16), via Método de Galerkin Standard, se resume a encontrar

um subespage vetorial V < Hf(n) e C eV tal que

). vvew

o

a (C,v) = [[0

Neste método, tanto o espago das fungdes teste quanto o
espago das fungoes admissivels, onde a solugdo C é procurada, sao os
mesmos, a menos das condigdes de fronteira. Diferentemente, no

Método de Petrov-Galerkin estes espagos naoc sao tomados como sendo os

mesmos. Neste método, se v € uma funcic admissivel de ser solugao do
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problema em estudo, consideraremos como funcdo teste a fungdo definida
por v=v + & VB, onde VB = B V v. Este terme atuando na direg¢io dos
gradientes, quando estes apresentam variagdes muito rapidas decorrentes
da dissipacdo dos erros de alta frequéncia podem, com uma escolha
conveniente de &, controlar estas variagoes amortecendo as decorrentes
oscilagdes numéricas.

Nestas condigoes, a formulacio variacional de um problema de

valor de contorpo, através do Método de Petrov-Galerkin torna-se o de

encontrar um subespage vetorial V ¢ #(Q) e C e V tal que

a(C,v + & VB) = L{v+ S VB) , Y veV

Consideremos, agora ¢ nosso problema na sua formulagao

classica

<+ ]

9]
(@]

|

2 2
(RS R R (IR
ar dz o R “ o

com as condigoes de contorno dadas em (I.1B).

V]

Estamos aqul diante de um PROBLEMA DE ADVECCKO—DIFUSKO em

e a’c ac
(i} os termos D — e D —s modelam a difusibilidade nas
ér dz

diregdes dos eixos Or e 0z respectivamente; e,

(11) embora o termo % gg seJa provenlente da difusZo por

forca da mudanga de variaveis, é aqui tratado como termo
r? ] ac
advectivo, juntamente com vm[l - — ] 3z

R2

Or e 0z, respectivamente. Cabe reafirmar, nao obstante,

, nas diregdes

a auséncia de um .campo de velocidades no sentido Or.

Antes de encontrarmos a formulagao variacional do problema

(1.16), via Método de Petrov-Galerkin, submeteremos este problema,
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também aqui, A mudanga de coordenadas dada no capitule II, em (II.1).

Assim, como no capitulo II, estabeleceremos como ¢ espago de

trabalho

#() = {VF v e L2(Q); V¢ g—g e L*(Q) e vF %ZQ € Lzm)} , (III.1)

munide da norma

2 2 8v g2 dv 2
i = v+ Va0, + B sz 1, (1I1.2)

induzida pelo produte interno

_ du av aqu av
[[ulv]]l = J{ ruvdvdr + IJ r 5r &r dvdr + Jj r 3z 32 dvdr. (III.3).
L9

Q 2

Feltas estas considerag¢des, voltemos & formulagfo variacional
do problema (I.16) via o Método de Petrov-Galerkin, considerando o fato
de que, em nosso problema, os efeitos da advecgdo e da difus3o

concorrem no governo do comportamento da solugde tanto na direcdo do

eixo Or quanto na direcao do eixo Oz.

E assim, nossc problema se resume a

1
determinar um subespago linear V< H (22) e C € V tal que

(II1.4)
a(C,v + BVB +av ) = [[D|v + GVB + hvd]]o= 0, VvelVv,

Como no capitulo anterior, definamos o subespage das fungOes
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admissiveis de serem solug8o do problema em estudo como sendo

V= {v € Hi(nl; v

= C1 } (II1.5)
n

=0

As observagdes feitas no cap{tulo II, com respeito a esta subvariedade
linear V de #'(Q), continuam vilides neste capitulo.

Nestas condigoes, se para todo v € V denotarmos a fungso
teste V por V = v + avB AV entdo nosso problema resume-se a

encontrar C € V tal que

2 2 5
oo ({25 1B 2E)nl -9

6r2 r ar 822 R? gz
ou seja
2 2 2
o[ 2l (5 &) ([ Z2) (- ) 5 7)) o e
arz r #r P 2 m R? a
o L] Z o o

Mae como

i I ¥Vvel,

ol
e
ﬂ
3]
5]
<
Qs
<

~

substituindo Vv em (II1.6) e desenvolvendo esta expressac separadamente

para cada parcela de V temos:

N oelll- ) &
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R L L

ac
+ DIOP T Cindr - PR[OCvdZ + PRCdJ;vdz .

z=0 _ r=R r=R

que é a expressao obtida em (II.8), no capitulo II.

+
o
<
L
—
le
]
!

2
_r314c | av _ so2f{2f;_r178C | 8v
R ° R o

* ~ - <]
uma vez que, como estamos aproximando a solugao por polinomios do 1

grau, as derivadas segunda se anulam. Assim:

2 24 2
r | 8C av 2 2 r i178c
R o R

=)

2 2 42
_ 2(,_r’| éC av _ =02l 8f,_r ac av
= Davm}i[ r [1 "E] 3r 3z dzdr SvaJ r [1 E ] 3, 3z dzdr.
0
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onde, aqul também, as derivadas segunda se anulam por estarmos
aproximando a soluglo por polimdnios de 1° grau. Assim, na forma

integral, esta (ltima express3o resume-se a

av ] -, T8 | av )2
ar Yol {* 2 {38z | ar -
[} R a

= DA” r %€ 9 Gadr - av H r2[1- r
8r ar m Rz

Q

[yv)
—
[»]
(]
(=]
<

Logo, de e.1),e.2) e e.3), concluimos que

)] (5 | & )

R L L
2
r aC S5v ac
+Avm[[l‘[1— R—z] 3z | ar ]] - DJ T o CindeRJ Cvdz - PRCdJ vdz, (III.7)
1 a o o
z=0 r=R r=R

que é a formulacgdo variacional, via o Método de Petrov-Galerkin, do
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problema (I.1B6).

Portanto o problema (I.16) resume-se a encontrar C € V tal

2
que, se Vv = Vv + avm[l- Ea]ra g; + Ar g; , qualquer que seja v € V,
R

(III.7) é satisfeita.

Uma vez obtlida a formulagac variacional do problema (I.16),
via o Método de Petrov-Galerkin, passemos agora, através do Método dos
Elementos Finitos, & escolha de um nimero finito de fungdes ¢, suaves
o bastante para serem consideradas fungdes teste, e procurar a solugao

aproximada entre todas as possiveis combinagdes lineares da forma

n

Yh = Z “%
i=1

num procedimento andlogo aquele desenvolvido no capitule II, tendo como
ponto de partida a triangulacio de 0 definida em (II.9).
Como em (II.%0), definamos o subespago de aproximagao V<V

de dimensao finita por

¢ linear em cada Qh erl {111.8)

hi

Li )
Vh-{vhev, VheC(Q)ev

B,

Com a definicdo deste subespago v, © V das solugdes

aproximadas C,_ da formulagso (III.4), o problema se resume, agora, a

h
encontrar esta solugdo de mode que, para todo v € Vh, tomando-se
- 2 av av
?rh =vy va ;.1 - 1—1:;5. r? 5—2—}—1 + Ar % como fungao teste temos:
D 3Ch avh L e D r aCh ai . . f aCh 6Ch v _
ar ar dz 8z 2| 8z a8z h
"o - o R o
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ac v 2, 0C av ac
h h h h h
Dﬂ[ﬁ“ 57”**%“%1“55? 5?]]' Jrﬁ*% dr *
° R o o in
z=
L
+ PRJ;Chvhdz = PRCdItvhdz, (111.9)
r=R r=R
que € a forma discretizada de (III.7).
Consideremos, agora, a base Bh = PPy .qon} de Vh,
definida no capitulo Il como parte de uma familia {wv}:=1 que €

completa no LZ(Q} tal que

i) @i(VJ,zJ) = 61J

ii} ¥ é linear em cada Qh,

onde Bi ] denota o delta de Kronecker, qualsquer que sejam os nos de
coordenadas r, e z_, com 1 = i, j = N,

J J

procurada em V., pode ser

Assim, a solucdo aproximada C h

h
escrita como

n

Gy = L Cyes
j=1
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e
Chin= Cin 2: wJ ’
J € Fz
onde FZ denota o conjunto dos nés na fronteira 8@ = [0,Rlx{0}.
Q

Por ocutro lade, como (II1.8) se verifica para todo v, € Vh
entdo também é satisfeita para todo ¢; € B,. Portanto, a formulagdo
variacional do problema de advecgiio-difusdo (I.16), via o Método de
Petrov-Galerkin, expressa em termos da base Bh de V, Tresume-se a

encontrar C_ = (C,C,...,C ) € V_ tal que, para todo Qi € Bh:

h 172" "' n h

SN EER

3¢J
D(1-1) ZCJ[[ =

= II.
thjmidz PRCdJ:widz, (III.10)

onde FZ e FR denotam, respectivamente, os conjuntos dos ndés nas

fronteiras 690 = [0,RIx{0} e 891 = {R}x{0,L].

6?5
DCin }: r ¢idr + PRE:

J € Fz J & FR
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e 1T

3. REPRESENTACAQ MATRICIAL: MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR CARGA

Uma simples observagao de (II1.10) nos mostra que esta

expressao pode ser reescrita, para 0 = 1 = N, como

) lll 5 o

N

) [

i

Bgoi (’5‘;0J
& )] 2l =

4a‘pi. 2l 2 rz 2 at‘o,j a‘pi
P — +év [ |r7 1= —] — | =— +
bz m 2} oz dz
[+] R [+
R

89, 89,
e ]]o— DCin . r 3z <pidr' + FR ogojqoidz] [CJ] =

J e Fz J € FRr

= .11
PRCdJ ¢4z, (I1I }
[+]

que representa um sistema de N equagdes lineares a N incognitas.

Desse modo podemos reescrever a expressac (III.11) através da

representacac matricial como segue:
AC=8, (ITI.11')

) € a NxN matriz cujos elementos sac dados por

ay 24 B¢
= )) (- &
8z , M R2 dz

onde A = (Ai;j

o9, ' awj
s )], =

aer
AiJ = D(l-h] [[ BT
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0N ase?(fe2fie 2 209 1 %% ),
8z o m 2| @8z dz

- R o
2, 3p, | 9. R oy
+ hva[[r[ - E—] J ——E-]] - DC r _d ¢.dr + PR| ¢ .0, dz
R2 3z ar in dz i J°t *
o X 1]
z=0 r=R
J € Fz J € FR

B = (Bi} é vetor dos termos independentes cujas coordenadas s3o dadas

por
L
Bi = PRCdJ @idz )
)
r=R
e, € = (C,) € o vetor solugdo do sistema (III.11%).

J

Come no capitule II, e pelos mesmos motivos all expostos,
temos, também aqui, que a MATRIZ DE RIDIDEZ A € esparsa. Chamaremos B
por VETOR CARGA associado ao sistema.

4. EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUCAO

Antes de mostrarmos que o problema (III.4), na formulagdo
variacional via o Método de Petrov-Galerkin, admite uma Unica solucio
C € V, reportemo-nos aos capitulo II para, de modo andlogo fazermos
aqui, de maneira sucinta, aquelas consideragdes ali realizadas,

Como em (II.13) seja U o subespago linear de #'(n) obtido

pela translacao.

Vi—u=v - C, , ¥v eV,
in



isto e

=0 } ' (III.12)

-

que munido de norma II-II1 induzida de #'(Q), definida em (I1.4), & um
subespago de Hilbert de #(Q). '

Definamos as aplicagdes

ArUxU — R e L:U — R (III1.13)

por
8C | 8u ac | au r2) aC
AC,u) = n(1—>«)[[ €| & ]] . D[[ o | bu ]] . vm[[[l- —5] oc u]] -
o o R o
2. 242
o[PS & | &) - S E &),
m 2] ar gz 2] 8z az
R o R o
0 R L
+;=w[[r[1--5]‘5'—(2 a—“]]-Jr-QEC dr-!-PRfCudz
m 2| dz ar 8z in
R o ° o
z=0 r=R
e
L
L{u) = PR{Cin - CdJ;udz
r=R

Da mesma maneira que no capftulo II, temos, também aqui, que

se a aplicagio A:UxU —5 R admite uma Gnica solugao C € V tal que
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A(C,u) = L(u) , YueU

entdo, como C,, existe e é Unico, podemos garantir a existéncia e a
unicidade de solugdo do nosso problema, posto na sua formulagdo
variacional e no sentido de Lax-Milgram, a saber C + Cin'

No presente contexto, estaremos também conslderando que U
esta munido da norma [[-]]1, definida em (II.14) que € equivalente a
definida em (II.4).

Feitas estas consideragoes, com o objetivo de garantirmos,
através do lema de Lax—Milgfam, a existéncia e unicidade da solugao do

problema (I.16) demonstraremos o seguinte teorema:

TEOREMA: - Sejam A e L as aplicagfes definidas em (III.13).
Entgo A € uma forma bilinear, continua e coerciva
sobre o espaco de Hilbert UxU, e L & uma forma

linear continua sobre U.

DEMONSTRACKO: Antes de iniciarmos a demonstragdo, tomemos
aqul as consideragoes C, C, e C, feitas no teorema andlogo deste, do
capitulo II.

As demonstracdes de que A é uma forma bilinear sobre UxU e de
que L € uma forma linear sobre U s@o, como no capitulo II, imediatas e

decorrem das proprias definigoes de A e L.

Mostremos, primeiro que A é uma forma bilinear cont{nua sobre
UxU. Para isto, basta mostrar que A € limitada na bola unitaria.
Com efeito, quaisquer que sejam C € Ue u € U temos

ac | au ac
&), el %

[A(C,u)| = D(1-h][[ 3F
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-+

1A

[ - 5)

ac [ 2
] 3z udzdr Davm [ r [l-
o

ac a—gdzdr'+DJ.raC

D(l—h)JJ I o

ar

u

-

Q

2 8c 8u

2
3z Bz dzdr + hvaI r [1“ -

8u
or

dzdr + D[J

Q

dzdr — D3v JI
m

Q

47

ac

32 gg-dzdr

R2

ac
r -

r¥) eC au
ar

au

8z B8z

2
rz[l— r
2

g

aC
a2z

+

LA

== dzdr +

az

8C 8u
az

or

dzdr +

dzdr +




A |11

2.2
2 af,_r ac du 2{,_r}jaC Ju
+6vmjj r [1 Rz] 32 Bz dzdr'+hvm”' r[ R2] 3z i dzdr+
Q Q
L
+PRJ CI u| dz
o an 9
=
< |D(1->J|R” 0o 98 lazar + DR” | ¢ % lazar +
Q Q
aC R a8C 8u
+ vaJ[I 32 dzdr - D& 5" vaJ ar 37 dzdr +
Q
R 2 ac au R® ac du
+ 3 -3— Vm.l:l' l 5z a— dzdr + A 2— VmJ.J' 6_2 3z dZdI‘ +
Q
+ PRJJ- C' ul dz =
] =R !r=R
= [D(1- MIRII II II = Dl=‘|I II ﬂ S, + v RII I| Juf_+

-+

Ar vl e

2
R aC du
3 5 vl a5 I, ) 3z

R3
aval 5= LI a1,

I,

I, =

[+]
r=R

" + PR|C

Il

r=R
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s |D(1-2) R VicK®r £ |:2+|| o n  Viun? R ‘3“ 2l u 2
o ar 8z o

+ DR vhicnZen 9S4 +n = 112 Viun? 24 J‘- n2en 29 5% .
o ar dr o 8z o

2 ac ac i 2 du Bu
+ — iz
va \/IICIIO-:-II 1 il +|I 62 0 \AIuIIoHI T [ +Il II

2 .
-D g avacufﬂl 3C 12 C 7 Ly 82y +|| 8u |:2

r o 8z o o ar az
) ac 2 aC .2 2  du Ju 2
+ & 3 v nCH +II e Ifo+ll s II0 IIuII°+II Fr It +Ii 3z lI

2
R a8c 2 ac / du .2 au 2
+ A 5 vm1A|CII°+II T il +l! 32 Il ull +II 3 I +|I 3z l!o +

+ yPRICH llul =
b | 1
= |D(1-A) [KCK Itul_ + DRUCH Null + Rv_UCH llull -
1 1 1 1 m 1 i
RZ R® 2 R

- = = = +
D& 3 valCIllﬂuH + 3 3 vmliCIl I!ull + A 5 \.*'“,lIICIIIIIuII1

+ ¥PRICI 2 full : =
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- _ - R R R
R(D|1 a| + D+ v DS 5V * S Fv,* A FVat zP)ﬂCHinuuf

Aqui, fazendo na express&o acima

2

M=R(D1-A| +D+v_ -D§ R v+ @8
n 2 m

2
V. o+ A
m

Wl
0] o

v, + 7P),
temos que, quaisquer que sejam Ce Ue ue U

T éﬁcl’tu) = M,
. uII1

o que mostra que A:UxU — R € limitada. Portanto A é cont{nua sobre
UxU.

Provaremos, agora, que A:UxU — R é coerciva, isto &, que
existe uma constante real « > 0 tal que '

|Alu,w)| = alun? , Vu e U

Com efeito, se u & um elemento qualquer de U temos

du | r 1 éu
2 )) el 5] 32
““a R

" 2. - - 242
pev |[~[1-F ] 2@ | 2 )] ssv [[n3]1- u
m 2| ar dz . m

2y a8
vy (- ) B
R i

[ACu,u) |= D(l—h)r[ u | du ﬁ] +D [ ou

ar ar

bu ] +PR[ u2
ar J
o a

du 8u 8u Jdu

Y] Q2

50



r3 du 3 r2 2 du du
+ Vm [r— —2] 3z udzdr + Evm r [1- —2] 37 3z dzdr -
Q R R

Q

2 2
_ 2[,_r| du &u 2(,_r | du éu
Davmj]‘r [1 Rz] Ir 32 dzdr + Avm[[ r [1 2] 3 3r dzdr +
Q

R
+ PRJ.Lu2
]

Da mesma maneira que na demonstracio do teorema do capitulo

dz.
a)

II, temos aqui, que

3 du
v[[ [I"—E] — udzdr = 0
m 2| 8z
Q R

2.2
3 r du 3u
- © - >
6vm” r [1 Ra] 35 5z dzdr = 0,

uma vez que

Logo,
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_ du oy du ou
|A(u,u)| = D(1 A)J] T 3 an dzdr + DJ] re 5 dzdr +
Q Q

(IIT.14)

2 r2 du Ju 2 ra du &u
- D6vm r [1— Q?] 3r 53 dzdr + Avm r [1— Eé] 3r 3z dzdr.

0

Agora, fazendo e = min{D(1-A), D}, 0 = A < le Az d D temos,

usando a norma em U definida em (II.14}, que

|AGu,u) | = a[" e, o nj] = ofuf? L wueu

L4
o gque mostra que A e coerciva.

Portanto A:UxU — R & uma forma bilinear, continua e coer-

civa.

Observermos, aqui, que as condigdes 0 = A < 1 e A 28 D, que
garantem a coercividade da forma quadratica A, n3o permitem a aplicagao
do Método de Petrov-Galerkin para tratar os efeitos da difusso e
convecgio nas diregdes de Vo € Vg separadamente.

Como estamos interessados em tratar estes efeitos, tambéem
separadamente, nestas duas direcdes, faremos uma outra demonstracdo da
coercividade de A de modo que os parametros A e 8 ndo se expressem um
como fungdo do outro.

Para Isto consideremos a seguinte desigualdade:

2
2 r du du
Jj r [1— Eé] i 3z dzdr
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o 1/2 2 1/2
au du du du
- RJJ vr e vr 32 dzdr = R[‘” r[ 3r ] dzdr‘] [” I‘[ E] dzdr] =
Q Q 0
R au )2 R au 12
Q Q
Portanto
2 2 z
: 2 r| 8u 8u R du _ R du
”'r‘ [1 ;2] 30 g-z-dzdr‘z EJJ I‘[ﬁ] dzdr 5 j'[ P[E] dzdr
Q Q Q
e (I11.18)
2 . 2 2
_ z[,_r| du &u _ R du _ R du
” (- 5] 2 2 e s 2.”,.[‘,J,P]m ZHP[E]M
n Q Q
Ent3o, substituindo (III.15) na expressdo (III.14) temos,
para todo u € U, que
|aCe,u)| = D(1-2){{ r Bu OU wogr + D|| r 28 Y gpar 4
’ r or 3z @z
Q Q
2 r2 du du 2 r2 du 8u
+ Avm[J I [ - gz] % E dzdr - Davm}'[ r [1- Ez] E‘. EE dzdr =
Q Q
du Jdu X gu du _
= D(I—A}J[ - dzdr + DJ] r 37 3z dzdr
Q
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- thm r du du dzdr - h—-—RE r du fu dzdr -
ér ar 2 <
Q

RD3v RD&v
- m du au _ m du du
J] T'sr ar dzdr — JJ 3 Iz dzdr =

[\

8u
= D(1-2) | W |Z + D} —= 5 3 ar I

du 2 R?wm RDva ou 2
3z I = | 3¢ I -

RAv RD&v
m m gu g2 _ du 2 du 2
(22« 2B e=nanp 2ol 315
Agora, fazendo « = D(1-a) = min{D(1-«), D} temos gue

(Alu,u}]| = a[” 2_1; ||§ + | g_lzl ||3] =« [[u]]f , Yuel,

o que prova a coercividade da forma quadratica A:UxU — R.

Finalmente, para provarmoes a continuidade da forma linear
L:U — R, associada a formulagao variacional do problema via o Método
de Petrov-Galerkin, observemos que a mesma, € adquela definida em
(11.15), obtida pela técnica de Galerkin Standerd, tém a mesma lei de
formacdo, a saber

L
L{u) = PR(Cin—Cd) J udz, vu € U,

o

r=R

Portanto, da mesma maneira que no capitulo II, prova-se que
L:U — R & continua, o que conclui a demonstragdo do teorema.

Com isto, podemos garantir que as aplicacoes A:UxU —3 R e
L:U — R satisfazem as hipéteses do teorema de Lax-Milgram.

Nestas condigdes, podemos também aqui, afirmar que o problema
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em estudo, na sua formulagdo variacional via o Método de

Petrov-Galerkin, admlte uma Unica solugao C € U tal que
A(C,u) = L(u), Yu € U.

Portanto, conforme a observagio feita em (III.14), podemos
garantir que existe um Ynico C € V tal que (II.4) se verifica, para
todo velV. '

Até aqul estdo garantidas existéncia e unicidade da solugao

dc problema em estudo num contexto generalizado, tanto para a
formulagdo Galerkin Standard quanto para o caso Petrov-Galerkin.

Portante e licito agora procurar -— em ambos estes
contextos — construir solugdes aproximadas do problema {(I.16). Isto
serd feito mediante a resolucdao do sistema de equacoes lineares
(II1.13’) no caso Galerkin Standard ou do sistema (III.11’) para as
aproximagdes via o Método de Petrov-Galerkin.

Para estas resolugoes foi usado o programa listado no
apendice D, cujos resultados sao mostrados e comentados no capitulo

seguinte.

55



CAPITULO IV

SIMULAGXO NUMERICA

1.  INTRODUCAQ

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados obtidos
através de simulagGes numéricas, sobre o processo de dialise modelado
pelo problema de valor de contorno (I.16).

Estes experimentos foram executados na linguagem FORTRAN,
cujas implementacoes foram realizadas em microcomputadores compat{veis
com os IBM - AT386 e com equipamentos Digital (VAX)} do CENTRO DE
PROCESSAMENTO DE DADOS da UNICAMP, através dos recursos disponiveis no
LABMA (Laboratorio de Matemitica Aplicada do Departamento de Matematica
Aplicada - IMECC - UNICAMP).

Numa primeira abordagem, e de acordo com o capitulo II deste
trabalho, o5 resultados apresentados foram obtidos aplicando-se o
Método de Galerkin Standard. Posteriormente, num segundo tratamento, e
conforme o capitulo III, apresentamos os resultados obtidos através do
Método de Petrov-Galerkin. Nas duas abordagens, as solugdes aproximadas
da formulagao variacional discretizada do problema (I.186) foram obtidas
em subespacos de Elementos Finitos gerados por fungdes polinomiais de
primeiro grau.

Antes de apresentarmes estes resultados, reportemo-nos ao
capitulo I para lembrar que o processo de diAlise se da pela
transferéncia de massa {(impurezas no sangue) através de uma membrana
semipermeével que reveste cada capilar do dialisador, dentro dos quals
o fenomeno em estudo se processa. Tendo em vista que estes capilares
tém o comprimento 2x10° vezes maior que seu raio [20], simulagdes
numéricas de um problema definide num dominic com tal geometria
apresentam serias dificuldades de ordem operaciocnal. Com o intuito de
nao agravarmos tais dificuldades, submeteremos o problema (I.16) a uma

adimensionalizaczo.
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2. ADIMENSTONALIZACAQ DO PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO:

Vimos, no capitulo I, que o problema de valor de contornc em

estudo & dado por:

Q
(o]

Viv,z) € 0, (1v.1)

)
ol
+
el R
Q)lm
SIa
+
n
<
-
1

2 m R2 dz

Q
-1
Qs
N

com as condigoes de fronteira dadas em (I.18).

Neste problema, o coeficiente de permeabilidade P e a
velocidade v_ s@o medidos em cm/s, enquanto o coeficiente de difusao €
medido em cm'/s. Por este motivo adotaremos o sistema CGS.

Consideremos, agora, a seguinte mudanga de variaveis

independentes e dependente:

p= L

R

5= %

T

é=€—

in

Resulta dai, que:

~ 2 2
g .8 Jao _ 1 86 &8 _ 1 4
or  of dr R &f ar R® af?
8 _ 8 @& _ 18 _ o8 _ 1 3
8z 8% dz L 3z az° L2 g3°
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AT |11

Além disso, quando r = R, temos R = 1. Analogamente, se z = L

—~ ~ ~ -~ d
e C = Cin entaoc L = 1, Cin =1e Cd =

Nestas condigoes, submetendo a equacdo (IV.1) a mudanca de

varidveis definida acima, obtém-se, para todo (#,2) € [0,1] x [0,1]:

Z
2a ~ 2 .2 v R pal
3§+l £+[§]32=%(1-i‘~2)3—c (Iv.2)
at r ar a8z az

As condigdes de fronteira definidas em [O,R] x {L} e

{0}x[0,L] s3o invariantes (a menos dos respectivos dominios) na adimen-

. . ~ _ aCc _ _ P _
sionalizagao, enquanto C = Cin em [O,R] x {0} e ar - b {C Cin) em
{R} x [0,L] resumem—-se, respectivamente, a:

Cin =1 , em [0,1] x {0}
e

€ - BR@-gy {1y x (0,1

~ D d :
ar

Nestas condigoes, fazendo

vaz
?= 15
PR
v= =
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1T

€ eliminando, por simplicidade, o sinal das variaveis

adimensionalizadas, temos que o problema (I.18)} resume-se a:

+ = == +p— =23(1 - ") T vir,z) € {0,1) x [0,1]

— ='II(C-CD] , para r=1 e 0=gz=1 (1v.3)

I
[ ]
ico |
5
[«
[
Il
'—l
1]
)
1A
ﬂ
1A
—

|
1}
(o]
el
5
o
|
It
o
o
]
A
N
1A
-

3. ENSAIOS NUMERICOS COM Q METODO DE GALERKIN STANDARD

Em nossa opgaoc inicial pela realizagdo de slmulagges numéricas
com o uso do Método de Galerkin Standard, consideramos,
inicialmente, valores bastante proximos daqueles que caracterizam um
filtro dialisador da marca BAXTER (Travenol) do tipe CF-1511,
presentemente em usc na Enfermaria de Hemodialise do Departamento de
Nefrologia do Hospital das Cli{nicas da UNICAMP. Para este aparelho
temos que o comprimento e o raio de cada um dos seus capilares medenm,
respectivamente, L = 21,5 cm e R = 10" %em [20].

Estes resultados, apresentados a seguir com o recurso de

graficos, foram obtidos através de ensalos nos quais se mantiveram

fixos os valores de R, do coeficiente de difusae D = 10"5cm2/s e

da permeabilidade P= 10 'cm/s, e modificados — para analises
comparativas — os valores de L e vm.
Assim:
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ENSAID #1:

L = 20cm

e

Y
m

= lcm/s

|
1 ) !,|

i

'4|[||

%1

i

E"'}I"il"l

ENSAIO #2:

e

v
m

= lcm/S
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ENSAIO #3: L = 20cm e Vo = 2cm/s

ENSAIO #4: L = 20cm e vm = 3cm/s
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Observa-se através destes experimentos, o esperado comporta-
mento oscilatério das solugdes, embora haja uma convergencia visualmen—
te evidente a medida que crescem os valores das varlaveis r e z. Tais
oscilagles decorrem, como vimos no capitulo III, da natureza do nosso
problema em estudo, onde os efeitos da adveccio e da difus3o concorrem

no comportamento da sua soluqao.
4. ENSAIOS NUMERICOS COM METODO DE PETROV-GALERKIN

Em condigdes identicas as do paragrafe anterior, e
visando-se — via Método de Petrov-Galerkin (ver capitulo III)— elimi-
nar as oscilagbes que aparecem na solugao aproximada do problema,
quando tratado via o Método de Galerkin Standard, foram feitos
experimentos numéricps nos quais:

(1) o Método de Galerkin Standard fol substitufdo pelo Método de
Petrov-Galerkin (cf. III. 11');

(1i) foram modificados, para o efeito comparative, tanto com os
resultados do paragrafo anterior quanto, com vista ao
comportamento relativo, os valores de L e Vo

Nestas condigoes, se A &€ o coeficiente de Petrov-Galerkin:

ENSAIO #5: L = 20cm . v, = len/s e A = 0.505

0.75

0.25

.i mii"ﬂhn
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ENSAIO #6:

¥

=]

A = 0.517

ENSAIOQ #7:

L = 20cm

L3

v
m

= Zem/s

A = 0.528
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ENSAIO #8: L = 20cm

s Vo T 3cm/s e A = 0.545

5.  CONCLUSOES

Em primeiro lugar (e com a liberdade de poder chover no molhado)
gostariamos de destacar a sensivel melhora nas aproximagoes obtidas,
necte caso, através do Método de Petrov-Galerkin, relativamente acs
resultados anteriormente apresentados e obtidos via Método de Galerkin
Standard. Para ilustrar este fate optamos por fixar um valor do rajo r,
no intervalo [0,R], e acompanhar o comportamento da concentracdc C(r,z}
ac longo do eixo Oz. Num exemplo bastante ilustrative (em que
consideramos R = 10 %cm, D = 10 5%cm%/s, P = 10" lcm/s, L = 2x10cm e

vm = 10_1cm/s) obtivemos os resultados abalixo esbogados:
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Estudo Comparativo

8.7 7
B.66 -

- — Y

0.8 7
0,85 7
8.05 1
B.84 1 .

B fa i JE =T O RY S L

Ei"""——w—. ol
g.84 — 8 G—=d

B.8) - . . . .
L8 200 300 400 5.08 6.0 7.00

var, ao longo do eixo - 2
3Galepkin  aPetrov-Galerkin

Este comportamento estad sistematicamente presente nas
simulagdes levadas a efeito.

Embora ¢ refinamento possa, em diversos casos, ser usado para
eliminar a caracteristica oscilatdria, a adogdo do Método de
Petrov-Galerkin perﬁite obter bons resultados mesmo ao trabalhar em
ambientes computacionais mals restritos.

Em segundo lugar, o usc de modelagem matemdtica e de
aproximagbes numéricas adequadas permitem sugerir, no Aambito de

pesquisas de engenharia biomédica, dois pontos principais:

(1) Padronizar imedlatamente medidas, tabelas e regulamentos de uso de
aparelhos, comc neo presente caso, aparelhos e componentes de

hemodialise extracorpérea.

(1i) Realizar experimentos com capilares de menor comprimento. Os re-
sultados, aqui obtidos, identificam uma tendéncla a se atingir um
grau aceitavel de eliminacio de impurezas bem antes do final dos
capilares. Ainda que contando com pesados fatores de seguranga, a
possibilidade de se obterem resultados aceitaveis com capilares

mais curtos € bastante interessante, especialmente se
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conslderarmos o fato dos filtros dialisadores serem uma das Unicas
componentes importadas na construgaoc de aparelhos de hemodialise.
A reducdo do custo das sessoes de diidlise vem sendo buscada de
muitas maneiras como, por exemplo, na criteriosa reutilizagao
desses filtros, pelo mesmo paciente, embora sejam recomendadas
para uso tnico. Desse modo, a producdo de filtros dialisadores com
capilares mais curtos — desde que possivel — poderia represen-
tar uma marcante e desejivel redugdc dos custos deste aparelho e,

portanto, da sua utilizagso.
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APENDICE A.: ESPACOS DE SOBOLEV

Uma vez obtida, no capitule I, a formulagdo classica de um
problema de valor de contorno, que modela matematicamente o processo de
dialise, optamos, nos capitulos II e III, por propor, através da
técnica de Galerkin, uma solucdo aproximada do problema em estudo.
Estas aproximaGtes certamente nao satisfazem a equagio do problema na
sua formulaczo cléssiga, mals ainda, no calculo das aproximagdes de
Galerkin exige-se menor regularidade para as fungdes que constituem a
base dos espagos de aproximacgzo do que para a solugao exata procurada.
Em conseqiiencia disto, podera acontecer que o limite das solugdes
aproximadas ndo satisfacam as condigdes de contorno do problema, posto
na sua formulagao classica, como foi definide em (I.18), (22].

Esta situagcdo nos impoe, naturalmente, a necessidade de
compreendermos, de forma correta, o relacionamento existente entre a
solugdo classica do problema e o limite destas solugdes aproximadas,
para podermos, em bases sdlidas analisarmos a convergéncia dessas
aproximagdes. Para isto, € necessario definir o nosso problema no
contexto de certos espagos funcionals, conhecidos como ESPAGCOS DE
SOBOLEV, e que foram introduzidos por S.Sobolev, em 1953, [22].

Neste apéndice, considerando que o espago das fungoes,
admiss{veis de serem solugio do problema em estudo, é um Espaco de
Sobolev de ordem 1, experemos, de uma maneira geral e resumida, aqueles
conceitos e resultados basicos sobre estes espagos, e que foranm
utilizados, ainda que alguns nac explicitamente, no presente trabalho.
Deixamos claro que esta apresentagao tem, simplesmente, o carater de
uma notagio visando reapresentar ao leitor aqueles conceitos basicos
necessarios a compreensao deste trabalho. Uma insergao rigorosa a estes
assuntos pode ser felta consultando a bibliografia [31,[861,[11],[12] e
[16].

' Feitas estas consideragoes prellminares, e tendo em vista que

trabalharemos no contexto de um Espago de Hilbert, o gqual é um tipo
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especial de Espago de Sobolev, apresentaremos a segulr alguns

resultados basicos necessarios acs nossos objetivos.

DEFINICAO A.1: Um espago vetorial normado € dito COMPLETO se, e
somente se toda sequéncia de Cauchy neste espago

converge para um elemento deste espago.

DEFINIGAD A.2: Um ESPACO DE HILBERT é um espago linear munido de um

produto escalar ((-[*))v tal que, com a norma assocliada

a este produto, esse espago é completo,

DEFINICAD A.3: Uma familia (v,),ey de um espago de Hilbert V é

COMPLETA em V se, e somente se

(&

vh]] =0 = v =0, YVael
¥
DEFINIGAD A.4: Seja V um espago vetorial normade. Uma forma bilinear
a:VxV —> R diz-se CONTINUA se, e somente se,
|alu,v)| = M Hull_Hivi_, VuveV.
DEFINIGAO A.5: Seja V um espago vetorial normado. Uma forma bilinear

a:Vx¥ ——> R diz-se COERCIVA ou V-ELiPTICA sobre V se, e

somente se,

lalv,v)| = o Hvﬂi, YveV.
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PROPOSICKO A.1: Sejam V um espago de Hilbert e L:V — R uma forma
linear cont{nua sobre V. Ent8o existe um Unicoe elemento

u € ¥ tal que

L{v) = [[v:ﬁJ] . YveV
v

va,=|mﬂu

onde V' é o dual de V. Reciprocamente, todo elemento

u € V define uma forma linear continua Lu tal que

L (v) =[[v uﬂ] , Vveyv
" v

= {lul
HLqu, |v

PROPOSIGXD A.2: Todo espago de Hllbert V é reflexivo, isto &, se V’
denota o dual de V entdo existe uma imersso isométrica

entre Ve V.

Seja, agora, Q uma regido aberta, convexa e limitada do ®".

12(q) = {u , ”& ¢ w},

Q

Denota-se por

0 espago das classes de fungdes reals u, definidas em Q e cujo quadrado
é integravel a Lebesque. '

Def inindo, sobre este-espaqo, o produto interno usual dado
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(i

tem-se que L?(Q) & um espago de Hilbert, munido da norma

172
il
L3(q)

induzida pelo produto Interno acima definido em (A.1).

v]] . = ” uv , vu,v e L3(Q), (A.1)
L) 0

vl = [[u
L%(0)

Denota-se por D(f1) o espago constituido por todas as fungoes
reais que possuem derivadas de qualquer ordem e que tém suporte
compacto contido em 2, Com o objetivo de definir uma “topologia“ sobre
D(Q), definiremos uma hogdo de convergéncia neste espagoe. Para isto,

introduzimos a notagao

(x} = D%u(x)

COm

o« = (ocl....,an) e a € I_'_
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DEFINICAO A.B: Dados 9y € P(R), com ) Eir’ diz-se que ¢ converge para
p_em (), o que serd denotado por PJ — ¢_, Se, e somente se

(1) existe um compacto K ¢ Q tal.que ¢J(xJ = 0 sempre que
x € K, qualquer que seja j e N;

(i1) Dawj converge uniformemente para Dapo em K, qualquer que

seja a.

Com esta nogao de convergencia, D(R) serd denominado ESPACO
DAS FUNCOES TESTE.

Denota-se por I’ (Q) o espago de todos os funcionais lineares
e continuos definidos em P(Q). Pode-se construir, também, uma

"topologia" sobre D’ () a partir da seguinte nogfic de convergéncia:

J

D
— u, se, e somente se u (¢)

J J
converge para u{ep) em D’ (Q), qualquer que seja ¢ € D(Q).

DEFINIGAQ A.7: Dados u‘j e D°(R), com j € N, diz-se que u, converge para

u em (R), o que sera denotado por u

Usaremos, daquil para frente — e no presente trabalhc — a

seguinte notagso:

ulp) = [[u{w]], Vu € D'(R), Vg e D(O).

Nestas condigGes, e com base no Teorema de Green, define-se,
em D' (1}, o operador derivagao no sentido das distribuicles, sobre 1,

através da seguinte formula:

[[Fsfe]) = o™

Prova-gze que o operador derivagao, acima definido, é contfnuo

D“@]], Vue D'(Q), Ve e D).

no sentido das distribuigdes, isto é:
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—ga u  implica p%u —29 p%u

J

u

J

Diremos que £’ (Q) € um ESPACO DE SOBOLEV de "ordem «” sobre Q
ou ESPAGOS DAS DISTRIBUICOES sobre Q.

DEFINICEO A.8: Chamaremos de ESPACO DE SOBOLEV de ordem m sobre 2 o
espago denotado e definido por

HNQ) = {ﬁ e L2(R); p%u e L3(), laf = m},

onde as derivadas sao tomadas no sentido das distribuigoes.
Nesta monografia trabalhamos com o Espago de Sobolev de

ordem 1, ou seja
Hi(Q) = {u e L%(Q); Du ¢ Lz(m},

onde Du = Dlu e lc Rz.

Prova-se que:
P.1) D(R) c H(2) < 1.3(Q) ¢ 9" ()

Consideremos, agora, o espago H'(©) munido do produto interno

usual dado por

Tendo em vigta que a nb:-ma em L (Q) é definida por

[t

2
V]]1_2(93 ' Z [[ %;'i a_vi]] . Yu,v € H(Q) (A.2)
i=1 L2

u]] . = Ilullz
L(Q) Lo(Q)
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entdao 2 norma em }f(Q),'induzida pelo produte interno, definido em

{A.1), € representada e definida por

2

lai® = ga® o+ Zn ou 2 (A.3)

HY() L%(Q) Oxy

i=1

Nestas condigdes pode-se provar qile:

P.2) 0O espago vetorial Hi(Q). munido do produto interno
[[o'- ]Hl , definido por (A.2), é um espaco de Hilbert.
(Q)

P.3). O espago de Hilbert H (Q) é separdvel.

P.4). Como 2 ¢ R & 1limitado, entSo D(R) ndo é denso en

HI(Q], muito embora o seja em LF[Q).

Tendo em vista este Gltime resultado, e com o objetivo de
caracterizar precisamente as condigoes de contorno na formulagio
variacional de problemas de equagdes diferenciais, em espagos de
Sobolev, introduz-se um outro espago, denotado por }i(n) e definido
como sendo a aderdncia de D(Q) em H(Q).

Antes de enunciarmos um importante tecrema que esclarece o
comportamente das funcoes de H'(R2) na fronteira 30 de Q, enunciaremos
alguns resultados que nos permitirao definir os valores de v € }f{n)
sobre a fronteira 80. Com este objetivo, restringiremos estes
resultados a seguinte classe de subconjuntos abertos e limitados 22 ¢

n

R :

DEFINICKO A 8: Seja R um subconjunto aberte e limitade com fronteira
851. Nestas condigOes, diz-se que Q e BEM REGULAR se, e
somente se, 8 for uma subvariedade indefinidamente

diferenciavel de dimensao (n-1), estando R localmente do
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DEFINICKU A_10: Seja Q um aberto.Denomina-se OPERADOR DE 1-PROLONGAMEN-
TO relativo a 2, uma aplicagio linear continua
1 1,0
P:H () —> H(R),

tal que Pv = v q.s em R, para todo v € H'(Q). Quando
existir o operador P, diz-se que o aberto I possul a

propriedade do l-prolongamento,

PROPOSIGAO A.3: Seja Q um aberto limitado bem regular do R". Ent3o 0

possui a propriedade do l-prolongamento.

Pode-se ainda verificar, por truncamentoc e regularizagao, que

H:.(IRn) = HY(R™).

PROPOSICAO A.4: Seja f! um aberto limitado bem regular do R'. Ent3o
D(0) é denso enm Hl{Q].

Isto posto, consideremos o seguinte. teorema que define o

trago das fungtes v € H'(Q) sobre ao:

TEOREMA DO TRAGO: Seja Q ¢ R® um aberto limitado bem regular com
frontelra 8Q. Nestas condicdes, como D (R) & denso em

H'(Q), existe um Gnico operador linear
t:H(Q) — L2(R),

denominado operador traco, tal gque se u € I{0) ent3o

i). tu = uIBQ

it). Utah, - = Jun.zu1 , para algum A € R
L=(a8q) H(Q)

111). Ker(t) = Hzm).

74



APENDICE B: METODOS DE DISCRETIZACAQ

Faremos, aqui, resumidamente, algumas consideracdes gerals
sobre o METODO DOS ELEMENTOS FINITOS, O METODO DE GALERKIN sobre os
ESPACOS DE APROXIMACOES das funcdes admissiveis de serem solugdo do
problema em estudo. Como no apéndice A, reporto o leiltor interessado a
um tratamento rligoroso sobre estes toplcos a bibllografia
[18],[22]),[24] e [26].

Em termos gerais, o METODO DOS ELEMENTOS FINITOS pode ser
apresentado.como sendo uma discretizacdo especial de um problema de
Equagoes. Diferenciais Parciais e sua correspondente resolugaoc. Com
isto, tal método objetiva aproximar, caso exista e seja flnica, a
solucio deste tipo de problema scbre espagos de dimens3o finita Vh.
Teoricamente, as solugoes (vh), obtidas atraves desta discretizacao,
convergem para as solugoes dos problemas postos. Em sintese, o Método
dos Elementos Finitos & um processo especifico de construir estes
subespagos de dimensdo finita Vh, denominados espagos dos elementos
finitos. Esta técnica — que ja era amplamente usada pelos engenheiros
em calculo de estruturas, antes de ser reconhecida e explicada
rigorosamente pelos matemiticos — pode ser construida, como =abaixo,
tendo como ponto de partida uma triangulagsco do dominic R, do problema
em estudo.

Antes disso, conslideremos a formulacso variacienal do
problema (I.16), no contexto dos espagos funclionais definidos no

apendice A, isto é,

determinar u € V ¢ H'(Q) tal que
(B.1)

alu,v) = L(v), VW e V C HI(Q]

Apresentaremos, agora, a construgso do Método dos Elementos

Finitos tendo como ponto de partida uma triangulacdo de 1. Ent3o, se
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2 ¢ R é o fecho do dominio @ do problema em estudo, define-se uma

particao T, sobre 2 subdividindo-o em um numero finito de trifigulos 2,

denominados ELEMENTOS FINITOS, que deverao satisfazer as seguintes
propriedades: '

P.1). Ugn =40
B,er!

P.2). rzh=Eh e M *o, VR €T (B.2)
P.3). Se%#ﬂkentﬁolll‘;nﬂz=z. ve, o eT
P.4). A fronteira Bﬂh de ﬂh € bem regular, v, e Th

P.5). Se Q N *o entao Q e Q tém, ou um lado comum
ou um vértice comum, v nh, Qk € Th.

A figura [B.1], abaixo, permite uma c¢lara visualizagao

desta triangulacao

Y. L 18 19 20

13 \ e

9 12
NS 2, heto
aNJr 33
517 s 8
PN\ %
-ﬂ-‘ -ﬂa .!15 R o
1 2 ) 4 "

FIGURA [B.1]
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Com a regiao 0 triangulizada, se define, através de um
processo especifico, um subespago de dimensdo finita Xh c Ve Hi(n],

ende
Xh = {Fh €V vh: Q — R}

Uma vez obtido xh, ao se tomar a restrigao de i € X sobre

cada elemento finito Qh' obtem-se um outro subespago de dimenszo finita
1 -
Vh < Xh c H(2), isto e,

Vh = { vhlnh; v, € Xh e nh € Th } (B.3)

Por construgdo, impde-se a condicio de que, se N é o nimero de ndés da

malha discretizada, Vh é gerado por um conjunto de funcoes linearmente

independentes {?p: > R ; p = 1,2,...,N}, denominadas fungdes

o0
“coordenadas" ou "basicas", e que s3ao parte de uma familia { ¢, } -1

-

que € completa de L%(m). Cada funcio "basica" é definida para ser um
polinémio sobre cada trifingulo que possua P como vértice, e que assuma
o valor 1 em P e o valor zero nos outros vértices dos triangulos que
tenham P como vértice comum, e, ainda, sendo identicamente nula no
restante do dominic 9. Neste trabalho, optamos, para ume primeira
aproximagao, por polinomios ¢p' de primeiro grau, linear, portanto,
gobre cada tridngulo do dominio discretizado.

Una vez escolhidos convenientemente, através do Método dos

Elementos Finitos, o espago de aproximagio Vv, € as fungces basicas

n
{ ¢p } ., 0 problema se resume, agora, 2 encontrar, no espago Vh’
P=1

uma fungao W, que melhor aproxima a solugdo do problema (I.16). Para
este fim optamos pelo Método de Galerkin.
Definamos a aproximaclo de Galerkin da solugdio u do problema

(1.18), relativamente ao espago V., como a fungzo w, €V,
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tal que

a (uh. wp) = L(wp] , P=1,2,..., N (B.4)

Na forma (B.4), o processo de aproximacdc é conhecido como METODO DE
GALERKIN.

Observemos, aqui, indexando as fungdes basicas com j, que se
a aproximagao u esta bem definida no processo, isto &, se u, pode ser

expressa de maneira Unica por

N
“h = Z *5%5
J1

entao (B.4) resume-se a:

N
z:ale, ¢i) “J =g i=1t,2,...,N (B.5)
J=1

onde g = L(¢i).

Podemos, ent3o, expressar (B.5) na notagio matricial por

Aa=B (B.B)

onde A = (a,,) = a(¢J. #;), @ =la,) eB = (SJ): com1l =i, j=N.

ij
Observamos, aqui, que a matriz A é esparsa, pois os suportes

de P; © wJ tém intersecgao vazla sempre que 1 e J ndo representarem nés
vizinhos. Mais ainda, com uma ordenag¢io conveniente pode-se ter A na

forma. de uma matriz de banda.
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APENDICE C: INTEGRAGAO NUMERICA

Besicamente, dols fatos foram decisivos na escolha do
procedimento de Gauss para calcular as integrals que contribuirdo na
construcao da Matriz de Rigidez e do Vetor Carga, assocliados a
formulagao variacional do problema de valor de contorno, em estudo.
Primeiro, os polindmios a serem integrados, neste trabalho, tém grau
menor ou lgual a cinco e, assim, & Regra de Gauss com tres pontos é
suficiente para que se integrem, com exatiddo tals polinfmios; segundo,
as férmulas Caussianas s3o do tipo abertas, pois ndo calculam os
polinomios nas extremidades do intervalo [~1,1].

Deduziremos, aqui, a férmula da quadratura gaussiana para
fungdes de duas variaveis, definidas nos elementos finitos triangulares
da malha discretizada.

Com o objetivo de obtermos uma generalizagdc malor para o
algoritmo que calcula as integrais em nossc problema, procederemos tal
dedugio, sobre um triangulo de referéncia, com véertices nos pontos

(0,0), (1,0) e (0,1), denominado elemento padrac ou elemento de refe-

rencia, e, em seguida, relacionaremos as integrals, af caleculadas,
através de uma conveniente mudanga de coordenada, com as lntegrals no

elemento genérico da malha.

1. INTEG&QKO GAUSSIANA NO ELEMENTO DE REFERENCIA.

Sejam F{£,7) uma funcdo real nas variaveis £ e 75 e Qp o
trifngulo com vértices nos pontos (0,0), (1,0) e (0,1), come mostra a

figura [C.1]

N
7

(0,0 (1,00
FIGURA [C.1]
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Nestas condigdes

1

-
” F(E, n)dnd€ = r [JJF(E,n)dn ]ds - Jfﬂ&lde
Q o o °

P

t-§
onde F(£) = J‘F(E,n)dn

o

Aplicaremos, agora, © procedimento de Gauss para Integrar
F(£,%), na variavel £, de O até 1. Para isto, fagamos uma transformagao
de [0,1] para [-1,1) considerando a usual troca de variaveis:

E(a) = % (¢ + 1), com d€ = da .

1
2
Dai,

1 1

Isc(g)ag - %J?( 2 Lo+ 1])da .

1

Aplicando a este resultado a formula da quadratura gaussiana

com tres pontos, temos:

1

3
J?(&)d§= ! ZwJ?(EJ)
° Jo1

onde EJ = % (nc‘j

P, para J = 1,2,3

+ 1) e os oy sdo as raizes do polindomio de Legendre

Por cutro lado, para cada j = 1,2,3 temocs

1-EJ

¥(£J] = J‘F(EJ,n]dn
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Novamente aqui, com o objetivo de aplicar o procedimento de
Causs para calcular a integral acima, fagamos uma transformagioc de

[0,1 - £J] para [-1,1], considerande novamente a troca de variavels:

= 14 1., = Y -
n(B) = 5(1 EJ)B+ 5 (1 EJL com dp = 5 (1 EJ)dB.
Como
_ 1
EJ— i(a‘j+1],
temos:
1-&,=1- 1 (e, + 1) = 1 1-ea), J=1,2,3
J 2 3 2 J" *e
Dai,
n(B) = 1-(1 - a.)p + 1 (1 -a.) e dn = 1 (1 - «,)dB
4 J 4 J 4 J

e, portanto,
o

1—§J 1
I § -
J‘F(ﬁd.nJan = 3 (1 aJ] JllF(EJ.nzldB

Aplicando a férmula da quadratura gaussiana com trés pontos

para calcular esta integral, na variavel 73, temos:

1—EJ 3
o =1
onde nsz] = % (1 - ocJ)B8 + % (1 -ea,), eos BZ sido as rafzes do

J
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polinomio de Legendre Pa(B). ¢L=1,2,3.
Com isto, deduzimos a Regra de Gauss com trés pontos para
calcular a integral de uma fungao real de duas variaveis, na regizo

triangular ﬂp y Ou seja,

” F(&,n)dndé
0

P

W

3 3

1 - -
ZHJ[ i {1 ocJ) ZHJF(EJ,%)] =
J=1

£=1

f -

3 3
ZWJ[(I - a:J) sz F{E‘j.nsl].
&=1

J=1

2. RELACAO ENTRE A INTEGRAL NQO ELEMENTO DE REFERENCIA E A INTEGRAL NO
ELEMENTO GENERICO.

Come sugere o apéndice B, definamos, agora, as fungoes
bdsicas que geram os espacos de aproximagdo Vh, sobre o triangulo de
referéncia np. |

Se 1, variande de 1 a 3, indexa os ﬁngulos internos de
tridngulo padrgo np, como mostra a figura [C.1}, definamos os

funcionais lineares wi(E,n] por

(1—&-n,se1=1
@i(g.’n)=- E , se 1 =2
M , 8¢ 1 =3

Observa-se, facilmente, que estes funclonais tém as
propriedades exigidas aos candidatos as fungoes basicas.
Agora, para relacionar cada elemento genérico QG da malha

do domfinio discretizade ao elemento padrao np. consideremos a seguinte
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transformagao

1]1\
0,1)

Zar

r = Zr‘iwi(ﬁ.n)

i=1
3

z=) 2,9 &

1=1

Com ests transformagdo, as Integrais no elemento genérico QG

estdo relacionadas as integrais no elemento padrao por

J]. F{r, z)dzdr [I F(r{g,n), z(E,n))]JIdnd&

Q Q
G p

T

3
J=1

o-

onde J denota o Jacobiano da transformacao,

3
w) ) w P |
&=1

3z

ar

O] = et y=aer |28 | g0 ooz_ ox o
or oz n "
on an
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APENDICE D: LISTAGEM DO PROGRAMA PRINCIPAL E SUBROTINAS

1. PROGRAMA PRINCTIPAL: EIFFI.FOR

PROGRAMA PRINCIPAL

PROGRAMA PARA ELABORAR UM SISTEMA DE EQUACOES LINEARES, NA FORMA
MATRICIAL, ASSOCIADC A FORMULACAG VARIACIONAL DO PROBLEMA DE
VALOR DE CONTORNO, QUE MODELA O FUNCIONAMENTO DO RIM ARTIFICIAL

DECLARACAO DAS VARIAVEIS

1) PARAMETROS DO MODELO :

COEFICIENTE DE PERMEABILIDADE
COEFICIENTE DE DIFUSIBILIDADE

VELOCIDADE DE ESCOAMENTO

CONCENTRACAO INICIAL DE UREIA NA SANGUE
CONCENTRACAO DE UREIA NO SORO

RAIO DE CADA CAPILAR DO DIALISADOR
COMPRIMENTO DE CADA CAPILAR DO DIALISADOR

e wn

2) PARAMETROS DA DISCRETIZACAO :

NR = NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIXO-R

NZ = NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIX0-2Z

DL = COEFICIENTE DE AMORTECIMENTO DE PETROV-GALERKIN NA DIRE-
CAOD DO EIZX0-Z

GM = COEFICIENTE DE AMORTECIMENTO DE PETROV-GALERKIN NA DIRE-

CAO DO EIXO-R

3) VARIAVEIS DA DISCRETIZACAO :

DR = COMPRIMENTO DE CADA SUBINTERVALO NO EIXC-R

DZ = COMPRIMENTO DE CADA SUBINTERVALO NO EIX0-Z

NT = NUMERC DE ELEMENTOS FINITOS NO DOMINIO DISCRETIZADO
NN = NUMERO DE NOS NO DOMINIO DISCRETIZADO

MAEHA = MATRIZ MALHA )

COORD = MATEIZ DAS COORDENADAS DOS NOS

(']OOOOOOO(—)OOOOO{'}OOOOOO0.0000000000000GOOOOO
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APENDICE D: LISTAGEM DO PROGRAMA PRINCIPAL E SUBROTINAS

1. PROGRAMA PRINCIPAL: ELEFI.FOR

PROGRAMA PRINCIPAL

PROGRAMA PARA ELABORAR UM SISTEMA DE EQUACOES LINEARES, NA FORMA
MATRICIAL, ASSOCIADO A FORMULACAO VARIACIONAL DO PROBLEMA DE
VALOR DE CONTORMNO, QUE MODELA C FUNCIONAMENTO DO RIM ARTIFICIAL

DECLARACAO DAS VARIAVEIS

1) PARAMETROS DO MODELO :

P = COEFICIENTE DE PERMEABILIDADE

D = COEFICIENTE DE DIFUSIBILIDADE

VM = VELOCIDADE DE ESCOAMENTO

CIN = CONCENTRACAO INICIAL DE UREIA NA SANGUE
CD = CONCENTRACAO DE UREIA NO SORO

¥R = RAIO DE CADA CAPILAR DO DIALISADOR

XL. = COMPRIMENTO DE CADA CAPILAR DO DIALISADOR

2) PARAMETROS DA DISCRETIZACAO ;

NR = NUMERC DE SUBINTERVALOS NO EIXO-R

NZ = NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIXO-Z

DL = COEFICIENTE DE AMORTECIMENTO DE PETROV-GALERKIN NA DIRE-
CAO DO EIXO-2

GM = COEFICIENTE DE AMORTECIMENTO DE PETROV-GALERKIN NA DIRE-

CAC DO EIXO-R

3) VARIAVEIS DA DISCRETIZACAO :

DR = COMPRIMENTO DE CADA SUBINTERVALO NO EIXO-R

DZ = COMPRIMENTO DE CADA SUBINTERYALO NO EIXD-Z

NT = NUMERC DE ELEMENTOS FINITOS NO DOMINIO DISCRETIZADO
NN = NUMERO DE NOS NO DOMINIO DISCRETIZADO

MALHA = MATRIZ MALHA .
COORD = MATEIZ DAS COORDENADAS DOS NOS

OOOOOOGOOO(')(']OOOC‘]F}OOOO0.00000000000000F‘)DOO(‘]
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4) VARIAVEIS DO SISTEMA :

A = MATRIZ DE RIGIDEZ
C = VETOR SOLUCAQ DO SISTEMA
B = VETOR CARGA

PARAMETER (MAX = 85)
IMPLICIT REAL*4 (A-H,0-2)

DIMENSION A(MAX, MAX),C(MAX), B(MAX)

DIMENSION R(3},2(3)

DIMENSION FI(3,3),GRAD(3,2),EFRR({75),EFZ0(75}
DIMENSION ALFA(3),W(3)

DATA ALFA,W/-0,774597,0.0,0,.774587,0. 855556, (0, 888889, 0. 555556/
DATA CIN,CD/5.E-1,4.0E-2/
DATA XRC,XLC/15.E-1,3.E+0/

COMMON NR, NZ, NT, NN

COMMON XR, XL, DR, DZ

COMMON MALHA( 180, 3), COORD(120,2)
COPIA DAS VARIAVEIS DO COMMON

XR
XL

XRC
XC

ENTRADA, VIA TECLADO, DOS COEFICIENTES DE DIFUSAO E DE PERMEABI
LIDADE, E DA VELOCIDADE DO FLUXD

WRITE(*,5)
FORMAT(* ENTRE COM O VALOR DE D: ')
READ(*,*)D

WRITE(*, 15)

FORMAT(’ ENTRE COM O VALOR DE P: ’)
READ(*, *)P

WRITE(*, 25)

FORMAT(’ ENTRE COM Q VALOR DE VM: ')
READ(*, *)VM

ENTRADA, VIA TECLADO, DOS COEFICIENTES DE PETROV-GALERKIN

WRITE(*, 35) '

FORMAT(’ ENTRE COM O VALOR DE DL: ')
READ(*, *)DL
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WRITE(*, 45)
FORMAT{’ ENTRE COM O VALOR DE GM: ’)
READ(‘:*)GM

LEITURA DAS DIMENSOES DO DOMINIO - VIA TECLADO

WRITE(*, 55}
FORMAT(///,T5,' INFORME O VALOR DE XR’)
READ(*, *)XR

WRITE(*,B65)
FORMAT(///,T5,’ INFORME O VALOR DE XL')
READ{*, *)X1.

LEITURA DOS PARAMETROS DA DISCRETIZACAO:

LEITURA DO NUMERDO DE SUBINTERVALOS SOBRE O EIXO0-R - VIA TECLADO

WRITE(*, 75}
FORMAT(///,T5,' INFORME O VALOR DE NR: *)
READ(*, *)NR

LEITURA DO NUMERO DE SUBINTERVALOS SOBRE O EIX0-Z - VIA TECLADO
WRITE(*, 85)

FORMAT(///,TS,’ INFORME O VALOR DE NZ: ')
READ(*, *)NZ

CALCULO DAS VARIAVEIS DA DISCRETIZACAO :

CALCULO DD COMPRIMENTO DE CADA SUBINTERVALO NO EIXO-R
DR = XR/NR

CALCULO DO COMPRIMENTC DE CADA SUBINTERVALO NO EIX0O-Z
DZ = XL/NZ

CALCULO DO NUMERO DE ELEMENTOS FINITOS

NT =2 * NR * NZ

CALCULO DO NUMERO DE NOS

NN = (NR + 1) * (NZ + 1)
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01

PREPARACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

DO 01 J = 1,NN
DO 02 I 1,NN
A(J,I) = 0.0
CONTINUE

B(J) = 0.0
CONTINUE

CHAMADA DA SUBROTINA MALHAM

CALL MALHAM

CHAMADA DA SUBROTINA MACOORD

CALL MACOGRD

ELLABORACAD DA MATRIZ DE RIGIDEZ:

DEFINICAO DAS FUNCOES TESTE E SUAS DERIVADAS

FI(1,1)
FI(1,2)
FI{1,3)
FI{2,1)
FI(2,2)
FI(2,3)
FI(3,1)
FI(3,2)
FI(3,3)

-1.
-1.

COO0CQOoOO0O0O00

mun w4 umwnnm

O= OO0 0 = pa

GRAD(1,1)
GRAD(2, 1)
GRAD(3, 1)
GRAD(1,2)
GRAD(2, 2)
GRAD(3,2)

|
O O

nn o

o000 O

CALCULO DO JACOBIANO DA TRANSFORMACAO RELATIVO AS VARIAVEIS DO
INTERIOR DO DOMINIO.
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DO 10 IND = 1,NT
Dpz20 I =1,3
R(I) = COORD(MALHA(IND,I},1)
Z(1) = COORD(MALHA(IND,I),2)

20 CONTINUE
C
DRQSI = 0.0
DRETA = 0.0
D030 I=1,3
DRQSI = DRQSI + R(I) * GRAD(I,1)
DRETA = DRETA + R(I) * GRAD(I,2)
30 CONTINUE
C
DZQsSI = 0.0
DZETA = 0.0
po4ao 1 =1,3
DZQSI = DzQsSI + Z{I) * GRAD(I, 1)
DZETA = DZETA + Z2{I) * GRAD(I,Z2)
40 CONTINUE
C
VJAC = DRQSI * DZETA - DRETA * DZQSI
VJAC = ABS(VJAC)
C
C
C CALCULO DAS FUNCOES DEFINIDAS NO INTERIOR DO DOMINIC E DAS SUAS
C INTEGRAIS ATRAVES DO METODO DA QUADRATURA GAUSSIANA. MONTAGEM
C DA MATRIZ DE RIGIDEZ RELATIVA A0 INTERIOR DO DOMINIO
C
(o CONTRIBUICADO DE: VM*INTEG{R{1-(R**2/XR**2)1*[(DC/DZ2)*V]}
C .
DO 50 ICH = 1,3
IG = MALHA(IND, ICH)
DO B0 JCH = 1,3
JG = MALHA(IND, JCH}
SOMAKG = 0.0
D070 XK=1,3
QSI = (ALFA(K) + 1) /7 2.0
SOMALG = 0.0
pogo L =1,3
ETA = (1 - ALFA{K)) * (ALFA(L) + 1) / 4.0
VARFIJ = FI(JCH,1)*QSI + FI(JCH,2)}*ETA + FI(JCH,3)
IAICH = {MOD{ICH+1,3}+1)
JAICH = (MOD(ICH,3)+1)
o
G = (R(IAICH) - R(JAICH)) * VARFIJ
G=0G* (1 - ((R{1) + (R(2) - R(1)) * QSI +
* {R(3) - R(1)) * ETA) / XR)**2)
G = (G * (R(1) + (R(2) - R(1)) * Q5T +

* (R(3) - R(1)) * ETA)) / VJAC
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80

70

60
50

120

110

SOMALG = SOMALG + W(L) * G

CONTINUE
SOMAKG = SOMAKG + W(K) * (1 - ALFA(K)) * SOMALG
CONTINUE
XINTG = SOMAKG / 8.0
XINTG = VM * VJAC * XINTG
A(JG, IG) = A(JG,IG) + XINTG
CONTINUE
CONTINUE

CONTRIBUICAO DE: D*(1-GM)*INTEGIR*(DC/DR)*(DV/DR)]

DO 80 1ICH = 1,3

IG = MALHA(IND, ICH)
b0 100 JCH = ICH,3
JG = MALHA(IND, JCH)
IF(JCH. NE. ICH) THEN

XH = (Z(MOD(ICH + 1,3) + 1) - 2(MOD(ICH,3) + 1)) *
(Z(MOD(JCH + 1,3} + 1) - Z{MOD(JCH,3) + 1))
XH = XH / (VJAC * VJAC)

SOMAKH = 0.0
DO 110 K = 1,3
QSI = (ALFA(K)
SOMALH = 0.0
DO 120 L = 1,3
ETA = (1 - ALFA(K)) * (ALFA(L) + 1) /4.0
H=XH* {(R(1) + (R(2) - R(1})*QSI + (R(3) - R(1})*ETA)

+1) / 2.0

+

SOMALH = SOMALH + W(L) * H

CONTINUE
SOMAKH = SOMAKH + W(K) * (1 - ALFA(K)) * SOMALH
CONTINUE
XINTH = SOMAKH / 8.0
XINTH = XINTH * D * (1-GM) * VJAC
A(IG,JG) = A(IG,JG) + XINTH
A(JG,IG) = A(JG,IG) + XINTH
ELSE
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140

130

100
80

{Z(MOD(ICH + 1,3) + 1) - Z(MOD(ICH,3} + 1})**2
XH 7/ (VJAC * VJAC)

=g

SOMAKH = 0.0
DO 130 K = 1,3
QSI = (ALFA(K) + 1) / 2.0

SOMALH = 0.0

DO 140 L = 1,3

ETA = (1 - ALFA(K)) * {ALFA(L) + 1} / 4.0

H = XH*(R({1} + (R(2) - R(1)) * QSI + (R(3) - R(1)) * ETA)

SOMALH = SOMALH + W(L) * H

CONTINUE
SOMAKH = SOMAKH + W(K) * (1 - ALFA(K)) * SOMALH
CONTINUE
XINTH = SOMAKH / 8.0
A(IG,IG) = A(IG,IG) + D * (1-GM) * XINTH * VJAC
ENDIF
CONTINUE
CONTINUE

CONTRIBUICAO DE: (VM**2)*DL*INTEG{[ (R**2)*[1-(R**2)/(XR**2) ] **2]*
(DC/DZ)*(DC/DZ)

DO 150 ICH = 1,3
IG = MALHA(IND, ICH)
DO 160 JCH = ICH,3
JG = MALHA(IND, JCH)
IF(JCH. NE. ICH) THEN

HA = (R(MOD(ICH + 1,3} + 1) - R(MOD(ICH,3) + 1)) *
(R(MOD(JCH + 1,3) + 1} - R(MOD{JCH,3) + 1))
HA = HA 7 (VJAC * VJAC)
SOMAKA = 0.0
DO 170 XK = 1,3
08I = (ALFA(K) + 1) 7 2.0
SOMALA = 0.0
DO 180 L = 1,3
ETA = (1 — ALFA(K)) * (ALFA(L) + 1)} / 4.0
HAUX = (1 - ((R{1) + (R(2) - R(1}) * QSI
(R{(3) - R({1)) * ETA) / XR)**2)
HAUX = HAUX * HAUX

+
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RLOC = ((E{1) + (R(2) - R(1)) * QSI +
* (R(3) - R(1)) * ETA))
HA = HA * HAUX * RLOC * RLOC

SOMALA = SOMALA + W(L) * HA
180 CONTINUE
SOMAKA = SOMAKA + W(K) * {1 - ALFA(K)}) * SOMALA

170 CONTINUE

XINTHA = SOMAKA 7 8.0

A(IG,JG) + VM * VM * DL * XINTHA * VJAC
A(JG,IG) + VM * VM * DL * XINTHA * VJAC

A(73,JG)
A(JG, IG)

ELSE

(R{MOD(ICH + 1,3) + 1) ~ R{(MOD(ICH,3) + 1)}**2
HA 7/ (VJAC * VJAC)

SOMAKA = 0.0

DO 190 K =1,3

QSI = (ALFA(K) + 1) / 2.0

SOMALA = 0.0

DO 200 L =1,3

ETA = (1 - ALFA(K)}) * (ALFA(L) + 1) /7 4.0

HA
HA

HAUX = (1 - ((R{1) + (R(2) - R(1)) * QSI +
* (R{3) - R({(1)) * ETA) / XR)**2)

HAUX = HAUX * HAUX

RLOC = (R(1) + (R{2) - R{1)) * QSI +
* {R(3) - R(1)}) * ETA)

HA = HA * HAUX * RLOC * RLOC

SOMALA = SOMALA + W(L) * HA
200 CONTINUE
SOMAKA = SOMAKA + W(K) * (1 - ALFA(K)) * SOMALA
180 CONTINUE
XINTHA = SOMAKA / 8.0
A(IG,IG) = A(IG,IG) + VM * VM * DL * XINTHA * VJAC

ENDIF
180 CONTINUE
150 CONTINUE

CONTRIBUICAO DE:D*VM*DL*INTEG{R*[1-(R**2/XR**2)1*(DC/DR)*(DV/DZ)

aQaan

b0 210 ICH = 1,3
IG = MALHA(IND, ICH)
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240

230

220
210

onoaa

280

DO 220 JCH = 1,3
JG = MALHA({IND, JCH)
SOMAFK = 0.0
DO 230 K=1,3
QSI = (ALFA(K) + 1) / 2.0
SOMAFL = 0.0
DO 240 L =1,3
ETA = {1 - ALFA(K))} * (ALFA(L) + 1) / 4.0

FA = (Z(MOD{ICH,3) + 1) ~ Z(MOD(ICH + 1,3) + 1)) *
(R(MOD{JCH + 1,3) + 1} - R(MOD{(JCH,3} + 1))

FA = FA/(VJAC * VJAC)

RLOC = (R(1) + (R(2) - R(1)) * QSI +

(R(3) - R(1)) * ETA)

FA = FA * RLOC * (1 - (RLOC * RLOC) / (XR * XR}]}

SOMAFL = SOMAFL + W(L) * FA
CONTINUE
SOMAFK = SOMAFK + W(K) * (1 - ALFA(K)) * SOMAFL
CONTINUE
XINTFA = SOMAFK / 8.0

o

XINTFA = XINTFA * VJAC * D * DL * VM
A(JG, IG) = A(JG,IG) — XINTFA
CONTINUE
CONTINUE

CONSTRUCAQ, INTEGRACAD E MATRIZ DE RIGIDEZ DA FUNCAO QUE DENCTA
A DIFUSAO NA DIRECAC DO EIX0~Z: D' INTEGI{R*(DC/DZ)}*(DVDZ}}

DO 250 ICH = 1,3

1G = MALHA(IND, ICH)
DO 260 JCH = ICH,3
JG = MALHA(IND, JCH)
IF(JCH. NE. ICH) THEN

GDART = (R{MOD(ICH + 1,3) +1) - R(MOD(ICH,3) +1)) *
(R{MOD(JCH + 1,3) + 1) - R(MOD(JCH,3) + 1})
GDART = GDART / (VJAC * VJAC)
SOMACK = 0.0
DO 270 XK = 1,3
QSI = {(ALFA(K) + 1) 7 2.0
SOMAGL = 0.0
DO 280 L = 1,3
ETA = (1 - ALFA(K)) * (ALFA(L) + 1) / 4.0
RLOC = (R(1) + (R(2) - R(1)) * QSI +
(R(3) - R(1)) * ETA)
GDART = GDART * RLOC
SOMAGL = SOMAGL + W(L) * GDART
CONTINUE
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270

3C .

290

260
250

SOMAGK = SOMAGK + W(K) * (1 - ALFA(K)) * SOMAGL
CONTINUE

XINTGA = SOMAGK /7 8.0

A(IG,JG) = A(IG,JG) + D * XINTGA * VJAC

A(JG,IG) = A(JG,IG) + D * XINTGA * VIJAC

ELSE

GDART = (R(MOD(ICH + 1,3) + 1) — R(MOD(ICH,3} + 1))**2
GDART = GDART / (VJAC * VJAC)

SOMAGK = 0.0

DO 280 K =1,3
QSI = (ALFA(K) + 1) / 2.0
SOMAGL = 0.0
DO 300 L=1,3
ETA = (1 ~ ALFA(K)) * (ALFA(L) + 1) /7 4.0

RLOC = (R{1) + (R(2) - R(1}) * QSI +
(R(3) - R(1)) * ETA)
GDART = GDART * RLOC

SOMAGL = SOMACK + W(L} * GDART
CONTINUE
SOMAGK = SOMAGK + W(K) * (1 — ALFA(K)) * SOMAGL
CONTINUE
XINTGA = SOMACGK / 8.0
A(IG,IG) = A(IG,IG) + D * XINTGA * VJAC

ENDIF
CONTINUE

CONTINUE
CONSTRUCAO, INTEGRACOES E MATRIZ DE RIGIDEZ DA FUNCAO REFERENTE
A PETROV-GALERKIN NA DIRECAO DO EIXO-R
CONTRIBUICAO DE: GM*VM*INTEG{R[1-(R**2/XR**2)}]1*(DC/DZ)}*(DV/DZ)

bo 310 ICH = 1,3
IG = MALHA(IND, ICH)

DO 320 JCH = 1,3
JG = MALHA(IND, JCH)
SOMAPK = 0.0
DO 330 K = 1,3
QST = (ALFA(K) + 1) / 2.0
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340

330

320
310

10

350

370

SOMAPL = 0.0
DO 340 L =1,3
ETA = (1 - ALFA(K)) * (ALFA(L) + 1) / 4.0

IACH = (MOD{ICH,3) + 1)

TACH1 = (MOD(ICH + 1,3) + 1)

JACH = (MOD{JCH,3) + 1)

JACH1 = (MOD(JCH + 1,3) + 1)

RLOC = (R(1) + (R(2) - R(1)) * QSI +

{R(3) - R(1)) * ETA)

PG1 = (R{IACH1) - R(IACH)) * (Z(JACH) - Z(JACH1})
PG1 = PG1/(VJAC * VJAC)

PGl = PGl * (RLOC - (RLOC*RLOC*RLOC) / (XR*XR))

SOMAPL, = SOMAPL + W(L) * PG1

CONTINUE
SOMAPK = SOMAPK + W(K) * (1 - ALFA(K)) * SOMAPL
CONTINUE

XINTPG = SOMAPK 7 8.0

It n

XINTPG = XINTPG * VJAC * GM * VM
A(JG, IG) = A{JG,IG) + XINTPG
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

DETERMINACAC DOS ELEMENTOS DA FRONTEIRA R = XR, DE 0 A L,E DAS
COORDENADAS DOS NOS DESSES ELEMENTOS. CALCULO DO JACOBIANO DA
TRANSFORMACAO RELATIVO AS VARIAVEIS DA FRONTEIRA.

NEFRR = N2

NTH = 2 * NR

DO 350 KK = 1,NZ
EFRR(KK) = KK * NTH
CONTINUE

DO 360 IND = 1, NEFRR
KF = EFRR(IND)
DO 370 - I = 1,3,2
R{I) = COORD(MALHA(KF,1),1)
Z(1) = COORD{MALHA(KF,I),2)
CONTINUE -

VJAC = Z{1) - 2(3)
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400

410

390
380
360

CALCULO DA FUNCAO DEFINIDA NA FRNTEIRA R = XR, DEO AL, E DE
SUA INTEGRAL, ATRAVES DO METODO DA QUADRATURA GAUSSIANA, AO LON
GO DESTA FRONTEIRA. ELABORACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ.

DO 380 ICH = 1,3,2
IG = MALHA(KF, ICH)
DO 380 JCH = 1,3,2
JG = MALHA(KF, JCH)
IF(ICH.EQ. JCH)THEN
SOMAKFF = 0.0
DO 400 K = 1,3
QSI = (ALFA(K) + 1)} /7 2.0
FFRR = QSI * QSI

SOMAKFF = SOMAKFF + W(K) * FFRR * VJAC /7 2.0
CONTINUE

XINTFF = P * XR * SOMAKFF
A(JG,1G) = A(JG,IG) + XINTFF
ELSE

SOMAKFF = 0.0

DO 410 K = 1,3

QSI = (ALFA(K) + 1}/2.0

FFRR = QSI * (1 - QSI)

SOMAKFF = SOMAKFF + W(K) * FFRR * VJAC /2.0
CONTINUE

XINTFF = P * XR * SOMAKFF
A(JG, IG) = A(JG,IG) + XINTFF
ENDIF

CONTINUE

CONTINUE
CONTINUE

DETERMINACAC DOS ELEMENTOS DA FRONTEIRA Z=0, DE O A XR, E DAS
COORDENADAS DOS NOS DOS ELEMENTOS DESTA FRONTEIRA QUE CONTRI-
BUEM NA MATRIZ DE RIGIDEZ.
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DO 420 KK
EFZO(KK} =
420  CONTINUE

1,NR
*

2 *KK -1

DO 430 IND = 1,NR
KF = EFZO(IND)
DO 440 I =1,3
R(I) = COORD(MALHA(KL,I),1)
Z2(I) = COORD{MALHA(KL,I),2)
440 CONTINUE

R{(2)} - R(1)
z(3) - 2(1)

DELR
DELZ

CALCULO DA FUNCAO DEFINIDA NA FRONTEIRA Z = 0, DE O A XR, E DE
SUA INTEGRAL, ATRAVES DO METODO DA QUADRATURA GAUSSIANA, AOD
LONGO DESTA FROTEIRA, ELABORACAQ DA MATRIZ DE RIGIDEZ. CONTRI-
BUICAO DE: D ¥ INTI[(DC/DZ)*CINIDR

DO 450 ICH = 1,3,2
IG = MALHA(KF, ICH)
MRCT = (ICH + 1)/2
RBDS = (-1.0)**MRCT
DO 460 JCH = 1,2
JG = MALHA(KF, JCH}
SOMAKO = 0.0
DO 470 K = 1,3
QSI = (ALFA(K) + 1) / 2.0
RLOC = R(1)} + DELR * QSI
VARFIJ = FI(JCH,1)*QSI + FI(JCH,3)
GFZ0 = RLOC * RBDS * VARFIJ / DELZ
470 CONTINUE

XINTGO = D * CIN * SOMAKC
A(JG,IG) = A(JG,IG) + XINTGO
480 CONTINUE

450  CONTINUE
430 CONTINUE
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480

500

520

510

490

540

530

NEFRR = NZ
NTH = 2 * NR
DO 480 KK
EFRR(KK) =
CONTINUE
DO 490 IND = 1,NEFRR
KF = EFRR(IND)
DO 500 I =1,3,2
R(I) = COORD(MALHA(KF,I),1)
Z(I) = COORD{MALHA(KF,1),2)
CONTINUE

= 1,NZ
KK * NTH

VJAC = Z(1} - Z(3)

DO 510 JCH = 1,3,2
JG = MALHA(KF, JCH)
SOMAKGF = 0.0
DO 520 K = 1,3
QSI = (ALFA(K) + 1) 7/ 2.0
GFRR = QSI
SOMAKGF = SOMAKGF + GFRR * W(X)
CONTINUE

XINTGF = SOMAKGF * VJAC ¥ P * CD * XR / 2.0
B(JG) = XINIGF + B(JG)
CONTINUE

CONTINUE

DO 530 I = 1,NR+1
DO 540 J = 1,NN
A(1,J) = 0.0
CONTINUE

A(I, T} = 1.0

B(I) = CIN

CONTINUE

OPEN{UNIT=991, FILE="MAT. DAT’ , STATUS=" UNKNOWN" )
WRITE(991,*) 1.E-16

WRITE(991,*) NN
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DO 550 1I0= 1,NN
WRITE(991,*) (A(IO,J0),JO0 = 1,NN)
C 992 FORMAT(1X,6E12.5)
550 CONTINUE

DO 560 JO = 1,NN
WRITE(S91, *) B(JO)
C 993 FORMAT(1X,E12.5)
560 CONTINUE

C
CLOSE(UNIT=991}
END

C

C...._... __________________

o

C FIM DO PROGRAMA

C

C

c
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2. SUBROTINA QUE CALCULA A MATRIZ DA MALHA DO DOMINIO DISCRETIZADO:

MALHAM. FOR
C
C__ ________
C
SUBROUTINE MALHAM
c
C DECLARACAO DAS VARIAVEIS
C
C NR = NUMERQ DE SUBINTERYALOS NO EIXO-R
c NZ2 = NUMERC DE SUBINTERVALOS NO EIX0-Z
C MALHA = MATRIZ MALHA
cC
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)
C
COMMDN NR, NZ, NT,NN
COMMON ¥R, XL.,DR, DZ
COMMON MALHA(180,3),COORD(120, 2)
C
NR1 = NR + 1
K=0
b0 10 J = 1,N2
DO 20 I =1,NR
K=K+1
MALHA(K,1) = (J - 1) * NR1 + I
MALHA(K,2) = (J - 1} * NR1 + (I + 1)
MALHA(K,3) = J * NR1 + I
K=K +1
MALHA(K,1) = J * NR1 + (I + 1)
MALHA(K,2) = J * NR1 + I
MALHA(K,3) = (J - 1) * NR1 + (I + 1)
20 CONTINUE :
10 CONTINUE
END
c
C-——— ——
C
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SUBROTINA QUE CALCULA A MATRIZ DAS COORDENADAS DOS_NGS DO DOMINIO

DISCRETIZADO: MACOORD. FOR

SUBROUTINE MACOORD

DECLARACACQ DAS VARIAVEIS

NR = NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIXO-R
NZ = NUMERO DE SUBINTERVALOS NO EIX0-Z2
DR = COMPRIMENTO DE CADA SUBINTERVALC NO EIXO-R
DZ = COMPRIMENTO DE CADA SUBINTERVALO NO EIX0-2

COORD = MATRIZ DAS COORDENADAS DOS NGS

IMPLICIT REAL*4 (A-H,0-Z2)

COMMON NR, NZ, NT, NN
COMMON XR, XL, DR, D2
COMMON MALHA(180,3), COORD(120,2)

CALCULO DA MATRIZ DAS COORDENADAS DOS NOS

K
COORD
COORD(K,2) =
CONTINUE
CONTINUE
END
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PROGRAMA QUE_CALCULA O RESIDUQ: RESID, FOR

OOOooaoooaoaoaOonat .

[ L

(o]

09

15

10

20

40

DECLARACAO DAS VARIAVEIS

MATRIZ DE RIGIDEZ
YETOR SOLUCAO
VETOR CARGA
VETOR RESIDUD
NORMA BO RESIDUOD

nNnxwHN>
o n i

IMPLICIT REAL*4 (A-H,0-Z}
DIMENSION A(70Q,70},X(70),W(70),B(70)

OPEN(UNIT=01, FILE="MAT. DAT’ , STATUS=" UNKNQUWN" )
READ(O1, *)EPS

READ(O1, *)NN

WRITE(*, 09)NN
FORMAT (3X%, 18)

DO 10 I =1,NN

READ(01, *)(A(I,J},J = 1,NN)
WRITE(*, 15)1
FORMAT(12X, I&)

READ(0O1, *)B(I)

CONTINUE

CLOSE(UNIT=01)

OPEN(UNIT=02, FILE="SSAIDA. DAT’ , STATUS="UNKNCWN"® )
DO20 I = 1,NN

READ(02, *}X(1)

CONTINUE

CLOSE(UNIT=02)

DO 30 I =1,NN
S1 = 0.0
DO 40 J = 1,NN
S1 = S1 + A(I,J) * X(I)
CONTINUE
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W(I) = S1

30 CONTINUE
C
S=20.0
DOSY I =1,NN
S=S+ (W(I) * W(I) - B(I} * B(I))
50 CONTINUE
S = SQRT(S)
c
WRITE(*,05) S, (W(I),I = 1,NN)
08  FORMAT(1X,5E14.5)
C
CALL EXIT
c
END
C
C_.__- —— e e e . e
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