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SUMARIO

Sao estudados neste trabalho os métodos diretos e itera-
tivos para calculo da inversa tgeneralizada) de Moore-Penrose
de uma matriz. Geralmente denotada por Af, a inversa de Moore-
Penrose tem a propriedade de que x = atb & a fnica solugao
aproximada do sistema linear Ax = b gue minimiza tanto a
norma euclidiana de x como os residuos quadraticos (lax-bl).

Apds o estudo dos métodos para calculo de Af, foi feita
a implementagao de quatorze métodos; dois iterativos e doze di
retos, para compara-los em termos de eficidncia computacional.

0s métodos diretos foram classificados tendo como crité-
rio o menor nlmero de operagoes.

A comparagao dos métodos é realizada através de uma ana-
lise dos resultados obtidos na aplicagao dos métodos a matri-
zes previamente seleciocnadas. Dai tiramos a conclusaoc de que
métodos sdo os mais indicados em termos de utilizagao de memd-
ria, tempo real de execugao e precisao. Esses métodos sao: o)
iterativo de ordem p = 3, o de Greville(6.11) ', eliminagao

Gaussiana(l.1l5) e Gram—-Schmidt modificado(3.31).
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NOTAGAC

Uma matriz serid sempre represenpada por uma letra majuscula.
Um vetor serd sempre representado por uma letra miniscula.

I matriz identidade

In matriz identidade de ordem n

0 matriz nula

A matriz real mxn de posto r

-1 - . - -
A~ matriz inversa de A ., hao singular, A lA = AA L I
+ 5
A inversa de Moore-Penrose '

-1 . _ -1, _ '
AE inversa a esquerda, AE A = In

-l N ' » . ‘-l —_
AD inversa a direita, AAD. = Im

k-=ésima coluna de A

o}
=

submatriz, consistindo das k primeiras colunas de A

P

= [aij] matriz real

transpoita de A, a:j = aji

b
ﬂ

P(A) posto de A, o numero de linhas ou colunas linearmente in-

dependentes de A. = ﬂ[“l
tr(a) trago de A

|A| determinante de A
nxn

[Al norma euclidiana ou norma 2 de &A

ﬂAil norma um de A

lAlm norma infinita de A

z¥ cdnjunto dos niimeros inteiros positives, {1,2,3,...} .
r" espago n-dimensional

C{A) nimero de condigdo de A

R{a} espago imagem de A




N(A) espago nulo de A, {x : Ax =0, x € R"}
R{Af complemento ortogonal de R({A)

A{A) autovalor de A

p{dA) raio espectral de A

g(A) valor singular de A

|A] mbddulo de X , valor absoluto de X um eécalar
= implica
Y para todo

diferente

pertence

nao pertence

se sO se

= E i M N

conjunto vazio

C estd contido
NOTA: Os métodos diretos 1.11, 1.12,..., 1l.16, 2.21, 2.22,...,
2.26, 3.31, 3.32,..., 3.36 tem os nomes na seguinte for

ma & significado:

-

procedimento . a
procedimento . 0b




CAPITULO I

PRELIMINARES

1.1. PROBLEMA DOS MINIMOS QUADRADOS

Um vetor x & chamado uma solugao de minimos gquadrados

da equagcao Ax = b, se ele

minimiza lax - bl, (1.1)
isto &, se ele & uma solugdo da equagdo BAx = by, onde b, é
a projegac ortogonal de b em R{A), espacgo vetorial gerado

pelas colunas de A.

FIGURA 1.1



Na figura 1.1 temos:
b = b1 + b2 = b2 = b - bl = b - AX.
b, € R(A), projecao ortogonal de b sobre R(A)
b2 = R{Af , projecac ortogonal de b sobre R(Af , O complemen
to ortogonal de R(A), isto &, o espago de todos og vetores b2
t -
tal que bob, = 0 V b, € R(A).
o
A b2 = 0,

PROPOSICEO 1.1. Seja x wuma solugdo do problema dos minimos

guadrados (l1.l). Entaoc o residuoc x# = b - Ax satisfaz

Equivalentemente
AtAx = Atb. : ' (1.2)

DEMONSTRACAO

Desde que x & umasolug@o, Ax = b;. Portanto x = b-Ax=

t
Mas desde gque b, € R(Af‘= 0 =afp, =A%

= b - b, =Db 2 2

1 2°
Entao Atl = At(b - AxX) = 0.

AtAX = Atb.



O sistema guadrado de eguagOes (1.2) & chamado o sistema
de equagoes normais para o problema dos minimos quadrados.
1.2 DECOMPOSICEO EM VALORES SINGULARES

DEFINIGAO 1.1 . Sejam A on © A um niimero real tal gue

Ax =-Ax, x#0

entao A & chamado autovalor de A e x autovetor asscciado

a2 A

DEFINICAC 1.2. Sejam A uma matriz, o um nimero ndo negati-

vo e u,v vetores tais que

t
Ay = gV, AV = gu,

entdo 0 ndo nulo & chamado um valor singular de A e u,vV S&0
chamados vetores singulares.de A,

: 2 t 2
Note gue AtAu =g u, BAA Vv =¢g V. De fato

Al = gV = AtAu ='Atcv = UAtv = ggu = czu.

t ) .
AV = gu = AAtv = AguUu = gAu = (ggv = ozv.




Assim os valores singulares de A sa@o as raizes quadradas dos

L _— , T t t
avtovaleores nac nulos da matriz simetrica AA ou A A. Os ve-—

~ ' t
tores singulares zao os autovetores de AtA ou AA .

TEOREMA 1.1. Dada gualguer matriz real A n’ P(A) =r, existe
uma decomposicio em valores sdngulaxes de A, que & gualquer

fatorizagao da forma

A .= UDVt,
onde Umxm e ann sao matrizes ortogonais
I_"'
) 0y _ 0_7
e %Wn = |- . m130£?”3%:>0.
O]’.'
0 0
L ]
Os a0 i=1,2,...,r s3o os valores singulares de A e

as colunas de U e V s3o vetores singulares i esquerda e a

direita de A.

Demonstragdao [ 3,p.327 1.

1.3. TEOREMAS E DEFINICOES

-

DEFINICAO 1.3. O raio espectral de Anxn € definido por



P(A) = max ]li(A}l ,
: i

onde ki(A) € o i-ésimo autovalor de A,

TEOREMA 1.2. Seja Amin' Entao:

. {
lal = Gl(A) = max {/ai(AtA)} = D{AtA)
. . i

m ' .

ﬂAHl = max L |ai.| maximo absoluto da soma das colunas.
_ 5 i=1 I
n -
Ial_ = max % [aij] maximo absoluto da soma das linhas.
) i j=1

DEMONSTRACAO [ 23,pp. 9-11].

DEFINIgﬁO-l,a. 0 nlmero UT(A) =.HAﬂ.HA+H & denominado nﬁmego Is
condicdo de A. -

O nimero de condigéb depende da norma usada. Para a nor-
ma euclidiana C(A) = HAHHA+H = 'cl : ~%— > 1, onde Gyr a0,

ke

sao o maior e o menor valor singular de A, respectivarente.

TECREMA 1.3. {Gerschgorin) . Seja Anxn’ Ent3o cada autovalor Iz

"A estada em um dos circulos no plano cemplexo

[} ,i=1,2,...,n.




 DEMONSTRAGAO [18,p.302]..

PEFINICAC 1.5. Seja A . Entao
. Nxn

tr (A) aii

it
(e
D

chamada trago de A.

E a exXpressao

& o determinante de -A, onde' A 3 e o cofafor de alj'

DEFINICAC 1.6. C determinante de uma matriz (n-1)x{(n-1) for

mada omitindo a i-ésima linha e a j-&ésima coluna de A vn é
chamada ¢ menor de aij e & denotado por Mij' 0 nimero.
_ 4y i3,

& chamado o cofator de aij'

1.4. MATRIZES ESPECIAIS



: S -
N - .
Q 7
LS | -, TABELA 1.1
% . ~ DEFINICAO
Simétrica a =at
t t
Ortogonal AA" = A A =1
v : .
Normal AAt = AtA
.: : \“ - 2
“\\\ N Idempotente, AT =24
w  Positiva definida x Ax > 0 ¥ x#0

€ trapezopidal superior se i > j = a,.=0.

DEFINICEO 1.7. 2 14

mxn

Ela & trapezoidal inferior se i < j = aij = 0. 'g
Una matriz trapezoidal superior (inferior) quadrada & cha

mada triangular superior (inferior).

-

_DEFINICAO 1.8. Matriz particionada & uma matriz egcrita em ter-

mos de suas submatrizes

DEFINICAO 1.9 Matriz permutacdo & a matriz identidade com 1i

. nhas {ou colunas) trocadas.

-

DEFINICAO 1.10 Dadas as matrizes Amxn’ va£' Uan e Wk x 2!




a matriz

& chamada de matriz orlada de A.

DEFINIGAO 1.11 A

. & de H nherqg s rior se
mxn ¢ de Hesse g superi s

i3 +1 > a,. =0

. 13

Ela & de Hessenberg inferior se
i< j-1 = aij = 0.

Ela & tridiagonal se ela & Héssenberyg superior e inferior, is-

to e
ji - 3|.>l = aj3 = 0.
DEFINICAC 1.12 Bown © bidiagonal supgrlor se 1>7j = aij = 0
e i<j-1 = aij = 0.
1.5 INVERSAS DE MATRIZES DE  POSTO COMPLETOQ
Seja A . Se P(A) =min(m,n) entdo A & de posto

nxn

completo.



1.5.1 INVERSA DE UMA MATRIZ QUADRADA

seja A . .e P(A) = n. Entdo existe uma Ginica matriz

-1
A 7, chamada a inversa de A, tal que

1.5.2 INVERSA DE UMA MATRIZ RETANGULAR

. : - _ ~ t
;NVERSA A DIREITA - Seja Amxn e P(A) = m. Entao AAm“m e
P(AAt) = m. A inversa (A:e‘kt)_l existe e

- : t - -
1= % @S = aat@ah Ty = gt
-1 _ _t t. -1 . . s . -
onde AD = A (ABM) & chamada uma inversa a direita de 2.

INVERSA A ESQUERDA -~ Similarmente, se P(A) = n, existe uma ma

triz Aél chamada uma inversa & esquerda de A tal gue

I = Aél A, onde Agl = (a%a) ~1,%,

A%l ou A;l existem somente guando A & de posto com-

pleto. Em ambos cascs a inversa ndo & Unica,




CAPITULO II

Lo .
INVERSA DE MOORE-FPENROSE

.2;1. INVERSA GENERALIZADA

A inversa de Moore-Penrose tem suas origens na resolu-
' gdo de sistemas lineares.

0 sistema linear
Ax = h, onde Am*ﬁeP(A) = rl

b € B, conhecido ' “ (2.1)

n . - - . .
x € R, vetor de incognitas

& consistente, isto &, admite pelo menos uma solucdo se e so-
mente se P(Rr) = P([a,b]). oQuando P(A) # P{[A,b]) o sistena
& inconsistente, nesseé caso wvamos produfar uma solugao aproxi-
mada. Podemos exigir que essa solugac minimize fAx - bl =~ como,
. & feito em alguns problemas de controle ou gque a solugdaoc apro-
‘ximada minimize IllAx - le comoc € usado em problemas de esta-

tistica. Podemos também procurar solucdoc aproximada pelo méto-

-

do dos minimos quadrados (1.1), onde o residuo 4 = AX ~Db é

calculado pela norma euclidiana.

Se P(a) = P(UA,bl) =n=m, A existe e a solugdc de

(2.1)'qer5 dada por x = Anlb. Se A P{a) <n ou A

nxn mxn '

m # n, ndo tem inversa e a solugdo exata ou aproximada podera
-ter uma representacao similar, isto &€, da forma x = Gb. Entao

G o Comporta-se como a inversa de A, podendo entao ser cha-
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mada uma inversa generalizada de A. Daremos algumas defini-
- . X . -1
¢oes de inversa generalizada. As inversas a esquerda AE e a

direita Agl satisfazem algumas dessas definigOes, sendo por-
tanto uma solugao do sistema (2.1) guando P(a)y = P(la,b]) =

= min(m,n), isto &, quando A & de posto completo.

' 2.1.1, SOLUCAO DE Ax = b (CONSISTENTE)

l. Inversa generalizada. G = A € qualquer matriz tal | que
AGA = A.

Gh & uma solugao de Ax = b.

2. Inversa generalizada reflexiva. G = A; & qualquer matriz
tal que AGA = A, GAG = G

Gb & uma solugao de Ax = b

3. Inversa generalizada norma minima. G = A; & qualquer ma~-
triz tal que AGA = A, (GA)T = GA.

Gb & de norma minima na classe de solugoes de AxX = b.

2.,1.2, SOLUCAO DE Ax = b (INCONSISTENTE)

1. Inversa generalizada simétrica. G = AE & qualquer matriz
tal gque AGA = A, (AG)t = AG .

' Gb & uma solugdo de minimos guadrados de Ax = b,

o

2. A definigao mais importante &€ a da inversa (generalizada)de

Moore-Penrose , que serd dada na se¢ao seguinte.
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Toda matriz read Amxn' P(A) = r tem inversa de Moore-

Penrose A;xn, considerada como uma extensao do conceito da in
L . ——

versa de uma matriz ndo singular. Se A & nao singular entdo

At = A-l. a’ & unicamente determinada por A.

OBS.: A terminologia e notagao gue usamos para as inversas ge

neralizadas nao & universalmente aceita.

2.2. DEFINIGOES E UNICIDADE

2.2,1. DEFINICAO 1. PELO METODO DOS MINIMOS QUADRADCS

Considere o sistema linear (2.13}.

0 sistema tem solugao minima aproximada Unica
' S+ :
X =ADb _ L (2.2)
se: .

1) % minimiza JAx -~ bl

2) Ix! seja minima.

A solugao x & entBo escrita como resultado da aplica-
cio de uma transformagdo linear a b e At & a matriz transforma
cao- _ |
TEOREMA 2.1. As equagaes normais (152) para os problemas dos
ninimos guadrados (1.1l) sempre tém uma solugdo; a sclugao &
anica se e somente se P(aA) = n.

Demonstracao {3, p.33271.

pela prova do teorema anterior a solucao finica acontece

quando . AtA & nao singular e pode ser escrita na forma




.AT‘t | 13

x = (afa)~laty | - (2.3)

se definimos A" = (a%a)”la%, entio (2.3) ficari x-=
= a'tp. | |

OBS.: oOuando P(A) =m, AT = ataah) L,

1

Pela decomposigao em valores singulares de A, obtemos

uma definigéo geral da inversa de Moore-Penrose (MP} gue resol

ve o problema dos minimos quadrados.

2.2.2. DEFINICAO 2. PELA DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES

(DVS) .

. . o+ -
Primeiro definiremos ¢ , onde ¢ & um escalar.

o % 970
+
. =
0 se c =20
Note que U+U e ao+ =0 ou 1.
Pela DVS A = tIDVt como no teorema 1.1 com 0q >
205 > cea> G > 0, valores singulares de A.

Entio at = vyt (2.4)
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onde D = T o 2

+ . . ~
A & finica embora U e V possam nao ser.

2.2.3. DEFINICEO 3. PELAS CONDIGOES DE MOORE-PENROSE

+ . - . C
A" & a unica matriz satisfazendo:

AA+A = A (2.5)
A..FAA'}..: A+ (2.6}
(AA+)t = AA+ . : | ; . _(2.7)
ata)t = a'a (2.8)
TEOREMA 2.2. A inversa de Moore-Penrose de A & f{nica.
Demonstragao
Sejam X e Y duas matrizes satisfazendo (2.5) - (2.8).
X = XAX ' por {2.6)
= (xn)tx poxr (2.8)
_oatity | | )

AthAtXtX pela ﬁranqugéa de (2.5}




= afytxa) tx !
= AthXAX _ pof f2.8)
= Atytx por (2.6)
= (YA} tX
. = YAX . por (2.8}
= YAYAX ’ por {2.6)
= yantaxt . por (2.7
= yytatxtat :
= YYtAt pela‘transporta.de (2.5)
- vyant
= YAY por {2.7)
= .Y

Portanto X = Y e a inversa de MP & {nica.

2.3. EQUIVALENCIA DAS DEFINICOES

O
©

1 [1=2




S

Pela DVS A = UDVE como no teorema 1.1.
_E seja o problema dos minimos quadrados (1.1).
.Desde que a norma 2 de uma matriz ortogonal & sempre

igual a um:

" 1Ax -bl = 1ubvEx - bI =1ut1iupvtx - b1 = Jutupvtx - By1 =
= lutoovtx - utbl = 1pvtx - utBl = 1Dy - Utbl

onde vy = Vtx.

Portanto x resolve o problema dos minimos quadrados
(1.1) ==y = Vtx, resolve: minimizar IDy - dll, onde 4 = Utb.
Ent3o a DVS reduz o problema dos minimoc quadrados-

geral para um envolvendo uma matriz diagonal. Mas desde que:

_ ' 2 42 g 2

IDy = dli = [(Glyl _dl) +{0,¥, d2) +,..+(Gryr dr) +

2 2,172

+ (O-Yr+l - dr+l) +...+ (Onyn“dn) 1 = 0.

. : ] dl
Opyy —dp =0 T oy =4 17 %,
. ' dZ
0¥, = 4y = 0 == 9y, =d, Y2 ~ 75,
: ],
3 - = e = = = e
cI:l:‘YI‘ dr 0 Gryr dr yr Gr

(D

Entio o vetor y gque produz o minimo de NTax - bl -

dado por:
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= di ] < <
Y; pr se 9y # 0 1 <i<fr
<
y; arbitrdrio se o, =0 " l+r<ign
Desde que y = Vtx, &> X = Vy. Ent3o a solugao dos minimos
guadrados é da forma
Y r
1 }
X=Vy =1V

y2 n -~ r,

onde os vy, sao arbitrérios.

| Agora a norma minima de y €& dada quando Yy =0 ,r+l <

<i<n e como Ixi=lvyl=lvilyl = byl = solugdo minima apro
Y. .
ximada finica & dada <> x = V| 1| onde yi = Ul': 1l <i<r
0 T i
Y. |- d. _
Entac X = V [l} = V- 01 - vo ity = wiuts.
. i
0 i
Portanto X = A+b, onde A+ = VD+Ut.
2) 2 = 3,
Pela DVS A = UDVt e A+ = VD+Ut.
1. AA+A = UDVtVD+UtUDVt = UDD+DVt = UDVt = A,

+ + + £t &+ 4+ '
2. A"an" =vp uvtupvtvnut = wioeTut = vpTut = A



(AA ")

atnt

i

3= 2,

3}

- Pela DVS A = UDV

t

wovtvptuyy t = woptuhHt

uDvv

(vDTu

vbiu

t

t

4+
Calcular A . por

pTut = aat.

t

upvt= a*a,

t, onde

T

(2.5) j& & suficiente desde que A&

Ca.
AXA = A
» t
upvExupvt = UDV
vtuovtxupvty = vtupvty
1T
r
+ £
DV XUD = D, .agora V XUD =
0
Uld 0
2
t .. B
'VXU 00 -
r
0 0
—_

v & = (votovh) t

mxn

I

vt tu

v(ptp) tvt

nxn

il

uDD U

vp'D

i
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Entao VtXU-=

1/

Portanto

+ .t

=)
[==]

VtXU =

0
: pois
Tp
0 nxm
%1 0
02
o —
0 0 mn
l/c 0
L/
C 92
l/Ur
0 0

2.4, PROPRIEDADES E CARACTERISTICAS

o

!_CD

19

‘nxn

Como a inversa de MP & sempre Unica, algumas relagoes po

derao gser verificadas através das quatros condigoes de Moore-

Penrosge.
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PROPOSICEO 2.1. Se P e - Q sdo matrizes ortogonais entfo
+ +t 7
(PAQ) = QtA p-.
DEMONSTRAGAO:
1. paoQta*ptpag = pantag = Pag
2. otatptragota™et=  otataa®et = gtatet.
+ -
3. (eaootatet)t= (paa*pH b = paat) %" = paa®et - pagotatet
- + + t, .+ .t t, + i
s, (ofapteag)t = (ofatag)® = ot atarTo = ofatan = o"aTrtran.

PROPOSICAO 2.2. = aht.

DEMONSTRACAQ: Pela DVS &

= vp'ut.
1/01 . 0
1/o,
+ : + t
Agora D = Y e (D) =
l/o'r
] "0
L — nxm
] ] _
1g 0 1/0
2
ot = ) e(Dt)* =
Oy
0 0 [nxm
| | o

UDVt coro no teorema 1.1 e A

+=
-
0
l/cr
0 m=n’
0
0] mxn
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E portanto (D+)t = (Dt)+g

Agora podemos mostrar que (A7) = (A') .
at = wovhHt - vptut.

--'(A+)t = (VD+Ut)t = U(D+)tVt

@H* = wotuhHt = voh vt

' Mas como (D+)t = (Dt)+

Entio (aH)* = @hH*t.
Em geral (BCO)T # c¢BY como pode ser visto no  exemplo

Seguinte: Sejam lez,cle Onde B = Il,O] e C = (i] 0.

PB =1 = B = Bt(BBt)_l,r pois B tem posto linha com-— |,

pleto.

B+=[1,01t([1,01[1,01t)”lé[ﬁ}(rl,OJ[%})'1=[§11‘1=1;J1=[%J

P(C)==1 = C+ = (th)flct, pois C  tem posto coluna completo.

: Ter .t -
+_ Ja|Had -1t -1 _ ol _L -
- ([lJ [;}) [lJ = ([1,11L1J) [1,21= 271, 10=5-11,1) =

e rr 4 1

= lgmeg
oyt = c[1,01[1J>+ =17 =1
ot~ (Ll 1,01 1
CB =[5 ][o} = 3

- Portanto (BC)+ # c’st.
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+ o+

Mas quando B___, C e P(B)=pP(C)=r, ®BO)T =c'st &

mxr,, Ixn

sempre verdadeira como € demonstrado nas duas proposicoes sa-

guintes:

PROPOSIGAO 2.3. Sejam A P(A) = r e A = BC onde B__ _,

xn'’
B) =P(C) = r. a
C Pt ). P(C) =r. Entac
+
At = ch : (2.9)
DEMONSTRAGEO: Por (2.1) Ax = b.

Podemos fazer esta substituigéo porque B e C té&n pos

tos completos.

"BCx = Db

8tBCx = Btb, onde BtB & nao singular

ety (8% ByCx = %8 1ath.
cx = (8%8) TBb. (2.13)
x = C° _ |
cx = cctu | (2.1%)

por. (2.10) e (2.11), obtemos ¢

(BtB)“lBtb = Cctufonde cct & ndo singular
ccety "t etr) I8t = (et THechn
u = (cct)'l(BtB)"lBtb.
X =Cu= ct(cct)_l(BtB)ﬂlBtb.
por (2.2) £ = A'b
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'ct(cct)'l(BtB)_lB L.
cte'p.

[

Portanto AT = S35

PROPOSICAC 2.4. Se B e C sao de posto completo como aci-

ma , entao BT = (BtB)_lBt e ct = Ct'(CCt)_l
DEMONSTRACAQ ;
‘1. ax*a = Bee*s*Be = Boct cc®) T (s%) '8 Be -
= B(cc) (cc® T z%8) Fte)c = BC = A
2. ataat= c*r¥eectBt = ctiech) LT TtetBect(cet) THiate) Tiat =
= ct(cct)_l(BtB)_l(BtBi(cct)(cct)"l(BtB)'lBt =
= ctect) T8t “18t = ctst = at.
3. st = meetsN) Y = (Bect(ech) T pte) Tlsht =
= (8(cch) (cch " ste) IBYH) T = BB TI8H T -
- n(ete) L) tat - B(gBtB)t)—lBt - neets)~lat - -

= B(ceh) (cc®) L) "8t = BecF(ect) 1 (wtr) TiBt -
= pccBt = ant. |

s, @'t = (o)t = (ctiech Liate) et -

= ctect Tty Tty ot = (cfect) iyt =
= ctiechH ™Hte = ctiechH Byt = cteet)y e =
£t.-1, £ .-1_t¢

= ct(cct)”l(BtB)'l(BtB)c = ctcch Lt etr) 1BtaC
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Podemos ver com © exemplo seguinte:

. [ - -
Bsz_ ' Cl><2 e P(B) =P(C) = 1. Onde B = l:l] e C = .;l'JI'
BN e ¢ ja foram calculadas no exemplo anterior.
+ oo 1, |t
B = 5571 ; C [01
S
+_+ 1} 1 1 2 2
CB = l: i| (=51 =
of ~2 72 o o0
-
N 1

o
a
+
1}
——
=
L:.l
}_l
2
+
il
[ I—'I
o o
T
Il
o Nl}-—d
o w|
e

1 0 +
Demonstrareros gue [ jl = -pelas condigoes
L] ) l

Moore-Penrose.

o 54H
N -
o h4H
e
0
m

!_I
l_-l
[ ]
|
NlH
NII-"
[
1]
w{!—- m||.-.
ot hﬁH'
L 1
1
I [an) () l
I
oy
<)

[\S]
[
o

}
—
A

Lo
e 2
3
<o M|l—'
[} l\.)||—‘
o
1
o M|!'—‘
Low] (o)
|

{0
[ =
(o] o
o= N|I—'
o] NI)‘"
\-‘-/(—f
]
-5 4 1
wha 54H
|
(T
it
_ — !
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11 t 1\t
: 3 > 1 0 1 0 _ 1 .0
4. = = _
0 0 1 0 0 0 0 0
portanto (BC)T = c's*.
PROPOSICAO 2.5. Se os 0's sao matrizes zero de tamanho ade-—
gquado, entao
o + atl a | +
1) [a,0] = e 2) = [a",0]
0 0
DEMONSTRACAO @ |
1)
at + +
1. [a,0]|y |IA,0] = 2a [A,0] =[aa"a,0] = 1[a,0]
+_ , + + -
Aﬂ At B A'A O At B A AA _ At
2. g L2001 | ) = o |~ = lo
0 0 0 ’
_ +1 t ' +
3. ([a,0] {zg }) = maaht = aat = [a,0] [‘3}
. t —_
. . aat o 22"t o aat o
4. ([04] [A,O}) = S == =
0 G : 0 0 0 0
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2 .
+ +
- femlt)- [ 00 1) D
0 ! 0 0 ol 1© 0 0
2. [A+,01[%:}IA+,01 = a'a1a*,01 = (a*aat,01 = 1270

. ) t ’ .
al o, aat o1t (aaht o7 aat o0
3. [A pol = ' = - = =
0 0 0 0 0 0 0

t
A : A
a. [ (a%,o1 = atnt = ata = (at,0 .
- 10 0
LEMA 2.1. 'Propriedadeé de A+.
+
1. AT = a
P . + -1
Z, Se A €& nao singular A = A
3. (UA)+ = 0+A+, g um escalar
s, @'t -at@ht e @hHt = @htat.
5. ah*aat =t e @afmtata) = ata.
6. at =z @ataytat
.7 Se A = ZA onde A'At =0 e AtA = 0 sempre que i #
- i ity 184 ’ pre que = 7

entao at = EAI.
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4 n, +

8. Se A & normal A+A = AA e (A) = (A+)n.

9. pa) = pa) = r@ata) = P@aTA) = tra’a).

DEMONSTRACAO [32, p.408]-

) - N - N - -+ - . - .
LEMA 2.2, Se A é simetrica entaoc A e simetricsa.

DEMONSTRAGCAO:

Se A & simétrica entio A =AY e at = (A#)+.- Como

+ ' : '
(At) = (A+f: pela proposigao 2.2. entao at = (A+)t. pPortanto
A+ & simétrica.
LEMA 2.3. A inversa de MP de uma matriz nula &€ uma matriz
nula.
IEMA 2.4. Se u & um vetor coluna diferente de zero,  entao
ut = (utu)"lut.
At

LEMA 2.5. Se A = uvt entao A+ =

(vtv)(utu)
- + at
LEMA 2:6. Se A=[a,.]j=1 1l <ic<hm entao A =
: +J 1<j<n - mn
OBS.: Os lemas 2.3,- 2.6. poderao ser demonstrados pelas condi

¢oes de Moore-Penrose.
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TEOREMA 2.3. Seja Am;n' P(A) = r, particionada na forma
A 2
A=
Ay1 Ba

onde Ay & r xr n3ao singular, entdo

I} Bk Ay
A= [Aqyq A ,] = AL, [I,Q] = [I,0]
p| 117512 p 11 | A,
| nde P=A Aml e Q= A“lA
© = S21811 i B i B
. DEMONSTRACAC [3, p.340].
- + At
COROLARIO 2.1. Se Bt P(A) =1 entao A = -
%2 , al +a2 +a2 +a2
1177127 217 722
DEMONSTRAGAO:
&

11 %12 117 9
A= ‘e pelo teorema anterior

“21 %22

_ N .
11

-1 12 )[ 12
Q= a,, a = ; A = BC = [1, ]

11 712 Ay 221 | 11

E por (2.9) teremos:




e
1

It

i
%

aq - 1l
cct = {1, 12 a
a 12
11| | =%
11
,
-1 a1
= 3 3
411 * 23y

- B
T
N .
g
o b

[ oo i
=
n

[vi]

ct et "Hate) s

J—
[u 8]

1

|

-
F

- 2 |
411 1
) 9) 5 3
8y, F A, a11% 4

a2
11
i 2 2 2 2 2 2
11t &1 8y1%83,811%831%5

1

1

+
2 2 2
R > D ¥ S ¥
. _
n _
al; 11
2
tody
| 2 _
11 1 '
[a =
2 2 7 2 117 %1°
_all+a12 aj;tas;
1
%12 [a)qr2y]
%11
11 41
da d
| 21%12
2 g
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d
_ 11 %1 421
= - . T
. : - a =1 a a
2 2 2 2 %21%2 a 21712
APttt T ) 12—
aZd 11

1 411 821
=T .2 2 ) :
a®_+a“_4a +a
11 21. 12 22 alz a22
At ]
2 2 2 2
A117312%%17 00
Pois como A, 5y pP(aA) =1 = A & singular = |A|= 0. Logs
11 %12 |
_a21 a22 11 22 12 21 11 22 12 21
“a..a
12 21
3 ’ .
22 EN 11
2.5, PROJETOR ORTCOGONATL
TEQREMA 2.4. Para toda matriz Amxn’

'a) BAAT & um projetor ortogonal sobre R(A).

+

b) AA um projetor ortogonal sobre R(At)

{h1
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 DEMONSTRAGAO .

(a) por (2.5) e (2.7) AA+ € simétrica e idempotente, poftan—

to projecao ortogonal, E por (2.5) AA+ é ﬁm projetor orto-

gonal sobre R{A).

(b) Por (2.6) e (2.8) A'A & simdtrica e idempotente, portan-
to & uma proijecado ortogonal. E por (2.6) AA &8 um projetor

ortogonal sobre R(A+) = R(ﬁt).

-0 seguinte teorema € equivalente ao anterior.

’

TEOREAA 2.5. para toda matriz A
) : . mxn

(a) AA+ & uma projegao sobre R{A) na'diregéé de N(At).

(b) A+A € uma projegéo'sobre R(At) na direcgao de"N(A).

DEMONSTRAGRO. [8 , pp. 680-6811.

COROLARIO 2.2.

&(Af).

(a)  N@AD)

+

(b) RAY )= r(A).

DEMONSTRACAO {8, p.681].



CcaPpITULO III

METODOS ITERATIVOS

o~

Comegando de alguma matriz inicial X, define uma seqién-
cia de aproximagoes sucessivas Xl'XZ’X3"“’ as quais sob cer
tas condigdes convergem para a solucao exata. |

. 0z dois métodos iterativos para'calcular at =30 uma ge
neralizagao do método iterativo para a determinagac da inversa-

de matrizes n3o singulares.
3.1. METODO DE SUPER POTENCIA DE ORDEM P-ESTMA.

ALGORITMO 1. e

Seja p > 2 um nimero inteiro.

— t ]
Xg = oA
p-l 3
= - : = vee 1
Xp+1 ;E (T - X A)7%, k= 0,1,2,...(3.1)
3=0 _
Como (I-XA}X = X(I-AX) a ekpressao {3.1) pode tambhén
ser escrita como
. P"l 5
}k+lﬁj20 X, (I-AX, )~ . k =0,1,2,... (3.2)

Para m > n usaremos (3.1), pois para cada passc o ni-

- -

mero de operacgoes em (3.1) é (pel)n3'+ mn2 e para (3.2) &
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(p-l)m3+nm2.
TEOREMA 3.1 O método & de p-ésima ordem.

DEMONSTRACKO: Teremos que provar as seguintes igualdades:

T - Ak, = (TP
- - (3.3)
_ - _ P
I Xk+lA = (I XkA)
-+ _ - + _ P
{3.4)
+ _ _ 4 _ P
A A Xk+lA = (A A XkA)
1) B, =1I-2aX, k=0,1,2,3,...

E i residuo, mede a aproximagao de Xy i at.

Segue de (3.1} que

: p-1 .
- T_ - T - ]
B, = I-A% 4 =T Ajio(I X, B) X,
polog § .
= I-A I xk(l'—zsa(k)Z|
j=0

i

2 p-1
I—A[Xk+Xk(I“AXk)+Xk(IrAXk) +...+Xk(I—AXk) ]l.

: 2 p-1
I-Al X +X, B, +X Ex +...+ X BT 1.

it

e Tepw T ToT 2 p-1

2 p-1
% [I‘+Ek+ Ek+...+Ek ] .

E



2) E

b=t

k+1

k

= I-I+E, {I+Ek i+_ ces EE—]'].
= I-[I-Ey] [I+Ek+E]§ ol 4+ EE_I]
= I~ [I—Ek-l-jﬂk-—Eimi - ...+ Eﬁ"l - EE]
= I-I+EF = B = (I - Ax )P
Poftanto- Bl = Eﬁ = I-AX, = (I —Axk)p

= I-X4, k=0,1,2,...

Segue de (3.1) que

p-1 .
I- 3 (I -XkA)JXkA
j=0
T - [X +{I-X A)X +(I-X, 31)2x + +(1-x )P 1y ]‘ A
k k3 A : k x! &
I-—{X+EX+E2X + +Ep 1A
S T Xk
=2 =p-1
T - [I+Ek+Ek + ... EY XA
I - [T+B +E2 + v B2y 1-14x, A
1 U k
T - [T+E, +B> + +Ep I-(I-X_A)
(I+E +BEy + --. ] k
I- [I+E + +Ep"l](1—ﬁ )
X k cee ThE X

= =2 =p-1 _ zp
I- [I-E +E -E + ...+ E Ey |

k 4
o+ LEP . EP _ \P
I I+Ek Ek (T XkA_)
Pdrtanto E = ﬁp = T-X A= (I~ A}p
k k+1 Ly

k+1

34
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Antes de provar as duas ﬁ%timas igualdades devemnos observar

que :

RkEk=(AA+-Axk)(I—Axk)ﬁAA YN AX, _-AX, +AX AXk—AA ~AX, -AX, +AX, +

k

R 2__ oo+ 2_
+ AX AX) =BA -2Axk+(Axk) TAA_AA 28X, +(AX )=

z-(AA+)2—2axk+(Ax 2=(AA+)2-2AA+AXk+(AXk)2=(AA+-AX Rﬁ

Y
E R =(1-%X A) (ATa-x. a)=ata-x a-x anTat+x a A=A+A—X‘A—X2H{ a) 2=
k™ (7% kP TR ATR AR X BXy kAR
_ATA2X. A+ (X A) 2=ataata—2x At (x. A) 2= (a*A) 2o2% At (X A) 2=
KA Ey 2Ky At (X X At (X

—(A A) —2A AXkA+(X A) —(A A- X a) Rﬁ

+
3) R =AA" -AX,, k = 0,1,2,..

'Ry : residuo mede a aproximacao de AA  a AX,

- L+ .
R, = A A-¥

ﬂ kA, k=20,1,2,.

= —

R, : residuo, mede a aproximagao de a*a 3 XA,

: +
Pré-multiplicando ant e pds-multiplicando A A por (3.3) le-

va a (3.4}).

AA*—AA+AXk+l AA+(I—AXk)p

i

- P
AR (I-RX)

+
AR -AXy 1



. --_ p~1
AA (I Axk)(I Axk)
(AA+—AA+AXK)(I—Axk)p'l
+_ iy Pl
(BAT-AX, ) (1-2% )
(AA*—AXk)(I—Axk)(I—Axk)p"z
+ 2, p-2
(aa -a%, ) “ (1-AX,)
2_p=2__ ; p-3 _ pP-3 _
RPx SRR EE T = R R R =

3P-3 — gPpPP _ gPg0 _
ReEy ~ = ... = RE. S = RE

P _ - =
Portanto Rk+l“Rk = ARA Axk+l (AA_

+ +
A A-—Xk+lAA A

= (I—xkA)pA+A
(1-x, ) Fa"a

(z-x, 2) P (I—xkA)A+fx
(I—xkA)p'1(A+A-xkAA+A)_
(I—XkA)P_l(A+A-XkA)

- p-2 - _ o
(I XkA) (I XkA)(% A XkA)

. p-2 .+ 2
(I-X A7) (A"A-X A)
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= BPRIR = BPUR) = L. -
g - -
portanto R,y = R = a'a-x A = (a'a-x . mP.
k+1 +1 _ k+1
Como E ., = Ep, B = Ef
Reyp = R e Ry =&y
entao o método & de ordem p.
TEOREMA 3.2. 8Se X_ = AtWAt, onde W & uma matriz arbi.{:réria

0
entfo a sequinte relagdac vale para a sequéncia do algoritmo 1.

+

AA" -~ A (an” —AXk)P==AA+(IvAXk)p

Xee1™
(3.5)

ata ~-x .a = (A+A~—XkA)P==(I<-XkA)pA+A.

OBSERVAGCEOQ.: A condigao sobre X, & equivalente a R(Xj)c R(At)

e R(XE) C R(A) r POrgue as colunas de XO sao combinacdes li-

neares das colunas de AC e as colunas de XE s3o conbinagles 1i- -

neares das colunas de A.

DEMONSTRAGAO: Como R (Xy)<C R(A5) e R(XE) < R(A) entdo AAXF

- X e X.AAV = Xy

0 0
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Pelas'expreSSSes (3.1) e (3.2) é observado que as colunas dos
Xk+l's sdao oombinactes lineares das colunas dos X, 's. Entzo como

RX) < RAY) e Rxbc R@) - Rz © RAYH e RxD) ¢ R

Temos que:
+ ot ant I P —xatant o _
AA —Axk+l =AA —-AA AXk+l =AA (I Axk+l) AA AA (I Axk+l). =
+ + + (3.6)
+ + + o el T
A A-Xk-_i-lA =A A—Xk-i-lm _A-a(I--Xk_l_lA)A A=(I Xk-l-lA)A AA A = | .
(3.7}
+ + + +, +
= (A A-X) | AR AJA'A = (AA };k+lA)A A

De (3.6),(3.4) 2 (3.3} teremos:

+ At el eant T P _ + _ o D
. AA AXk+l—AA (1 Axkﬂ) An (I AXk) (An Axk)

+

Portanto AAT - AX . = (AA”T -2x, )P = AA+(I—AXk)p

k+1
De (3.7), (3.4) e (3.3) teremos:

= (- Ya = (1~ Pata = (ata -x m}P -
A= (I Xk+lA)A A .(I XkA) AA=(AA XkA)
Yo oo = + - b _ —x ayPat
Portanto A A Xk+lA = (A A. XkA) = (I th) A A

COROLARIO 3.1. Se X, tem as mesmas condigOes anteriores en

tao
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+ ot e v AP aFaatoy 1 P
A =Xy = A (T -AX)T = A (AR =X )
. (3.8)
= (1-xmP2" = (" -x)a)Pa"
DEMONSTRAGAO: Usaremos entdo A AX, = X e X AA = X .

- k

De (3.6), temos que:

AA+ - AX

= 22t (T -ax - ) =aat (ant -
k41 © AR (I -AX 14) =AM (AR ~AX

k+l)

Pré&-multiplicando por at, obtemos:

+.o.+ 4+ S R I S I
AAR “RAK ) T RAR(I-AK ) =AM (AR -AKX )

)

-
Cl

P4
Il

o . + _
A (I Axk-i-l) =7 (AA Axk+l

De (3.3) e (3.4), concluimos que:
+ o
AT -x g = AT -ax) P = at @t - ax)P

~De '(3.7), temos que:

~ _ P S +
k1A= (I -X GRAATA= (A"A-X _BIATA

Pos~multiplicando por A+, obtemos:

atant -x _aat = (1

k+1

+ .+ + +__+
—Xk+lA)A AA  ={(A A —}{]{+1A)A AR

. _ + . +
AT X = (I-X  AA = (ATA-X 12A)A
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De (3.3) e (3.4), qpnclufmos que:

+ _ _ Pt ot Pt
A Xk+l— (1 XkA) A = (ANA XkA)_A.

3.1.) CONVERGENCIA DO METODO DE SUPER POTENCIA DE ORDEM P-ESIMA

A convergéncia & dada em termos dos trés seguintes coro-

larios.

COROLARIC 3.2 . Se XO tem as condigOes anteriores, entio

k : k
at - x =at(r-ax)P =at@a* - ax )P
kT A 0 0 .
(3.9)
k . k
= (1-x,8F a7 = aTa-xmP A’
. +
Assim gue Xk ey A -
+
AXk -----—--—-—!» AA
+
XA ———= A A,iguando k — @
gse e somente se UI(AA+ - AX ) =0 (A+A-X A <« 1
1 o 1 0

e . o +
DEMONSTRACAO: Pelas condigoes de Xys usaremos gue A B¥, =X, e
.
X =
PR = X

. -_,.p - . _ _ _ P
De (3.3), temos que By 41 Bl isto &, (I AXk+l) = (I AXk} .



k
Aplicando recursivag?nte Ek+l=E£, encontraremos Ek=E§ p
k =0,1,2,..
P ‘ P PP P-2
E1 = EO H E2 = El = (EO) =,EO
P Pzp P'3 | D PBP .P4
By = B = (Bg )" = Eg 7 By = B3 = (85 )7 = By
e assim sucessivamente E, = EE _ , (3.10)

. k
ou I-BX_ = (I-axy)P .

De (3.3} e (3.4), temos que;

= _ =P _ g . o (1 -x mP
Bear = B = (T -¥ 0B = (1 -X.2)

Fep = B = (AR -RX ) = (AR - AXy)
- = +
Ry = &, = @'a-x8 = aa-xmP
: : = _ =P — pPk = _ =P
Aplicando recursivamente Ek+l = Ek' Rk+l = Rk e Rk+l Rk ’
encontraremos:
_ _pk pk _ _pk
Ek = E0 ’ Rk = R0 ,§ Rk = R0 {(3.11)
k ' k

"*.'_'__'P * o avrerant o avw P
Isto é: (I XkA}v(I XOA) (AR AXQ—(AA AXO) e

. LY k
(ata - X, 3) = (ata - XOA)p
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Agora: : - s

+ P I I P Attt ot + o+ _

A. Xk—A A AXk A (I AXk) a2 aA (I AXk)—A {AA AR Axk) =
+

ot R I D
=2 (AA AXk) e A Xk—A (I AXk)—A (AA AXk)

"Pe (3.10) e (3.11) teremos:

k k

at-ox = atz-ax )P =at@aat -ax )P
1_( : 0 0
+ oo + IR +o A b T
AT-x, =ATX, AR (I-X, A) A= (I-X A)ATAR" = (A"A-X, AA"A)A =(A"A-X, 3)A
+ e + ot + :
e AT -x =(I-XAA = (ATA XkA)A s

De (3.11), obtemos:

k ' k

AT -x = (z-x.28°at = @ata-x.mP at, -
k - 70 0 .
+ - +
Demonstraremos que 0p (AA -AX,) = oy (A A ~X4A)
t + +_ £

Pela DVS A = UDV como no teorema 1.1 & A = VD ole}
mo em {(2.4).
aa’ -y = vpvivntut - UDVtXO

- voptut - UDVtXO

u(pput - thxo)
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u(optut - vty

It

t
0UU )

t

_U(DD+ ~ DV XOU)Ut = up(p* —VtXOU)Ut

+ _ +
122" ~AXgl =0 (RA” ~2X.). .

WAA+W—AXOH==nUD{D+-—vtx0U)Utu < HUHHDHHD*F—vtxOUuuUtu =

=Ipltpt rvtxouu - Ul(A)HD+ -y

.
X, Ull.

'VD+UtUDVt-X0UDVt

+
A A XOA

v ox UDVt

+
VD DV 0

|

= (vpip - xoun)vt

(vptp - VVtXOUD)Vt.

- vio'p - VtXOUD)Vt

= v’ - VtXOU)DVt

1§

+ : +
_HA A-X,Al oq (A A-X4A)

t tx sripiivEy =

iata-x a1 = tvpt-v o

. XDVl <iviIpt -v

_ + Lt _ + Lt
= D v XOUHRDH = D v XOUH Ul(A)

Ul(A)HD \' XOUH

+ S atal - +_ ot
Portanto Gl(AA —AXO)—Ol(A A_XOA)—UI(A)HD v XOUH
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Segue de (3.9), que:
1at -x 1 < 1atriI-ax ||pk = HA+IEIIAA;*' - AX qu -
X< 0 - 0 B
- 3 X k
= 1a%1o; (aa" -ax )P = 1a%ig® 8 <1
X X ok
12" -x 1< 1T -x1% 0aT1 = iataxa P 1ats = o) aTA-x m P 1ati=

k
=gPuaft, 8«1

Pré e Pés—multiplicandé A por (3.9), obtemos:

1 an” ~A}LK1|3_ PSR -Axoupk = 1aa"11an" - AX,| P
; 1aa*i ci(AA-l-I—AXO_)pk = n;g‘_‘u spk, B < 1
k | . k C
iata -x Al cIT-x,al® iatal = 1a¥a -x AP 1atal =
= o, (A+A-X0A)pkli_A+A!! = BpklIA+A|I , B <1

k
Entao quando k —— «, pk—n_—-fr » & como B < l,Bp-——-+ 0. Lo-
go 1a* - x I— 0, 1aa" - ax t—> 0 e Ia'a-xal—> 0 ,

isto significa que X, — A+, AX, —— AAT e X A-— aTA.

k k k

-~ X \ _ + .

+ _ +,
Gl(AA -AXO) = C'l(A A XOA) < 1.
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COROLARIO 3.3. Se em especial X = aAt, entdao a convergéncia

) - - . 2
no Corolario 3.2 & valida se e somente se 0 < d < 2/01(A).

DEMONSTRACKO: Pela DVS A = UDV® como no teorema 1.1,AT=yp'ut

t. VDtUt.

como em (2.4) e A
. ~ + =

As iterag¢oes convergem guando R0 = AA -AXO e R0=A+A-—XOA,

sao matrizes convergentes. Enta3o 1aa* - AX0H< 1l e |IA+A-—XOAII< 1

com. XO = ghA .

AA+"AX0:AA+‘AaAt=AA+~aAAt=UthVD+UtQaUDVEVDtUt -
—upp™ut- qupptut = UkDD+-— GDDt)Utf
AI+A"XOA=A+A;'OLAtA==VD+UtUDVt - avptutupvt =
= voipoyt tovt

- avDTDVT. = V(D+D - OLDtD)Vt_

= ty_

Iaa* - ax 1=lu(pp* - epp®)utI=tutipp® - apptiiy
=1pp* - oopbi= Gl-(DD+ - aDD%) = |1 - onczf(A) | <1

thoty

tata —XOAII=IIV(D+D - oD DV y

=lviipTp - aptplivtl =
' . 2
=5D+D - aDtDII o= crl(D+D - othD) =1 ~Qaoy (a) < 1
- 2 :
Entao 1 - ucl(A)| <1

-1 <1 - aci(A) <1

=1 =1 < =1 41 - aO']z_(A)<l-1
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_ 2 _<.—acr§(A)l <0

2 > IOtUJZ_ () > 0

g >a >0
ol(A)
0 < ¢ < -——22’——-
Gl(A)
~ —m + _ _ .t
Entao a sequencla. comvwerge para A ge e soente se XO =gA7,
0 < o < 2 .
‘ cz(a)
“1
COROLARIO 3.4. Assumimos que X, = aAL.
- : -2 .
- Quande p €& par, tr(AXk)=tr(XkA)——+ r se 0 < g < 3
crl(a)
. 1 2
Quande p & impar, tr (AXk)=tr(XkA)——+ r se 5 <q < 5
'cr(AJ ci(A)

para k = 1,2,3,...

DEMONSTRAGAO: Sabemos gque E, = Ep

k




k

Entao tr(XA) =tr(I) -tr(I - aata)P

o | I

i

n n k
T 1- T (1-ax@aan?
i=1 i=1 -
n k
n- r @-oac@)°
i=l
r n k
n- % (1 - aci(A))— T (- aof(A))P
Coi=1 i=r+l
r . k n ' k
n-.% {i- ac?_(A))p -z 1-0F,
i=1 Cifrel
_ 2 . .
pois oi(A) =0, i=r+1,...,n
r n - k
2
n~ 2 (1- oo} - 5 1P
i=1 i=r+l
r 2 k - n
n- Z(l-ofj@F - =1
i=1 i=r+l
r 2 k '
n- T 0~ o @BNHF - @ +1+..41)
i=1 +

r k -
n- z@-ai@P - @-
im1 '

47
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r - k

- 2
=n- 3 (l-,a0o@NP - n+r
. i=1 -
: r -k
—r - 3z (1- as2@n?
. .
i=1
' r k
tr(%,A) =r - I (1 -ac an?
k . i
. i=1
k_= 112’3100.
N
Agora Ek = Eg
X
k -k t pt
T-ax = (I-2xF = (I “aaaf)P = (T - odA))

: k
" portanto I -Axk {I - aAAt)p‘

k

ax, = I-(1- aaa")P

X
Entao tr (AXk }

tr{I} ~tr (I - chAt)p

Toom _ k
1- 3% (1~ ali(AAt))p
1 i=1

b
I o=

i

k
(1 - ag” (a)P

It
=]
1
N S=

1

i

Sequindo o mesmo raciocinio anterior para calcular

tr (X, A), encontraremos:
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. r ' 2 k
tr(Axk) =r - I ~(1 ~ aci(A))P
| i=1
T P k
E portanto tr(X,A) = tr(AX,) =r - = (L-ac:(a))P
: k ; k i=1 i

Agora 0 < & < 2/gf(A) = ]l - uci(A)l <1 ‘e degsde que

1. se P é@par e 0 < a <2/U§(A).

k .
(L - aci(A))p com p par serad sempre positivo para todo | k-

k—-'l"CO* e

. k L )
e 0 < (1L - aci(A))p < 1, entao quando_ Xk =, p

k
(1 - cK%(A))p—~+ 0 pela direita e tr(XkA) = tr(AX )— r

2. Se p & impar e l/cﬁ(A) < q < 2/ci(A).

(1 -aci(A)) para l/ci(A) < o < 2/q§(A) tomara os seguintes

-

valores -1 <(l-a0§(A)) <0 e como. P e impar -1 <

k

< (1 —aci(A))P < 0 para todo k. Entfo quando kﬁ+ﬂa-gtq-m e

kK
(1 - aoi(A))P——+ 0 pela esquerda e tr(XkA)==tr(AXk)—+ r.

Ent30 de modo geral

?r(xkA) = tr(AXk)*+ r



+ _
E os elementos de X~ A, com o tr(XkA)-+ r.

A)> tr(XA).

Para os dois casos tr(Xk+l

k_=l’2’lli

Agora tr(XlAJ pode ser major ou menor gue tr(XOA).

1. se p & par e 0 < g < 2/Gi(A)'

tr (X,A)

t
H
!
KR

(1-a0?@NP =x - 6P, 0 <p <1

i=1

tr(X,a) = T - F (1 —aaf(A)) —r-8,0<8<1
o i=] '

0 <gel=p"<g=> r-gFsr-3

Portanto tr{XlA) > tr(XOA).

2. Se p & impar e l/oi(ﬁ) < o < éfdi(A)-

.
r- = (1 —aai(A))p =r - g, -1 <p< O

tr (X,A)
i i=1

r
z

tr(XOA) =r - (1 —aci(A)) = r - f , -1 « 8 <0

i=1

~l‘< g <0 = =gP<«<-g =»>r-8 >r- Bp

Portanto tr(XOA) > tr(XlA).

50
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3.1.2. ORDEM DO p OTIMO,EM TERMOS COMPUTACIONAIS

Determinar 0 p Otimo considerando a velocidade de con-

vergéncia e o© nlmero de operagoes.

Em {(3.3) e (3.4) temos que E' EE, _k+1ﬁEE’ Rk+l—Rp . e
§k+lx§£ e entao a velocidade de convergencia do algoritmo 1

& funcio de p. Também o nimero de multiplicacbes de  matri-
zes requerido em cada iteracdo estd em fungao de p. Assim s=-
ria possivel determinar uma ordem Otima gue - minimiza a
quantidade de operagoes requerida para obter um dade ‘grau de
precisaoc.
No corolidrio 3.2 foi provado gue as iteragdes convergem .
+ _ + - _
quand@ cl(AA - AXO) = cl(A A-—XOA)< 1, isto &, (ROJ =
- ' k. k k
3 — P . 5 P - pP
= gl(Ro) = B<1 e que _Ul(RO) "_Gl(RO) 8

Sabemos que a expressao (3.1) requer (p-—l)n3+mn2 opé—

racoes por iteragao-. k((p —l)n3+mn2)==c & um numero inteirs
k ~ nimero de iteragdes
C - numero total de operagaes.
c
k = :
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[

k- - (b"l)n3+mn2

Agora'. g< 1, Bp = BP
_ cC

| (p—l)n3&1nn2
Temos entao que minimizar gP

C
_ (p—l)n3+mn2
Como B< 1, entao minimizar gP significa naxi
. 1 . . M
_ c
3 2
mizar p(p lin fmn_ 14 que  <,m,n e B sao independentes
C

. R 3 2
de p. Como n,me ¢ s3o constantes, maximizar pﬁp—l)n +on

1
é 0 mesmo que maximizar pP = ¥ D .
T o S :
Entéo seja f{p) = ppf p >0 "

Estamos procurando um ponto p de maximo de £ no in
P 0

tervalo aberto p > 0, devemos ter f'(po) = 0.
E;_J_ ' 1 | i
1 D - ! P 1 . ,
fl = m——— - - - ) + len - 1
(p) = = .« p (p P fnp ()
L 2
p .
P
1 1 1
< ) D )
= _l_. . Pp . _Z',_ — L ,Enp = _E - _.E an
5 o ) 2 2
P P P

1 L 1
P P P
Portante £'(p) = “gf - —E% Lnp = —£% (1 ~ fup), p> O
P P .
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Temos

a

o

I
P.
Po
£'(py) = ——5"(1 - Enpo) = 0

PO . .

Para que f'(po) =0 =1 - Enpo = 0 = fnpo =1 = p0=2,7182818

= 4. E P, = ¢ € araiz de £'(p).

Como f'(p) > 0, se 0 < ﬁ <Py © £f'(p) < 0, se p > po,pois

P
P .
—5~ serd sempre positivo e o sinal de £ "sera dado por
P '
(L - Lnp) e
1 -4%nrp >0, se 0 <p < Py
1 - fup < Q, se P > Py
| L
Ja que o ponto de miximo de f(p) = pp , P >0 & obtido
em p0;= € e como estamos procurando um p tal que £f(p) =
1 o
= pp (p = 2,3,...) cbtenha o seu maximo. Neste caso p=3 &

a melhor poténcia do método de super poténcia de ordem p-€sina

3.1.3. METODO DE NEWTON

A expressao (3.1) para p = 2, fica:

1 .
= - ] '
xk+l = jEO(I XkA) Xk
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Xep1 = % FI-XA)X, k=0,1,2,...

E chamado mé&todo de Newton porque & andlogo ao resultado

da aplicagac do método de Newton para resolver a equacao de
matrizes AX -I = 0 - ou A.—X-l = 0, quando existe X_l;
_ -1 _ \ JECS W
Portanto F(X) =A-X " =0 e F'"(X)[ 1= X[ X ~.

E substituindd® no método de Newton

Fe (X)X X)

| k+1~ = “Fka), obtemos:
| X;l (Xk+lfxi{}x;i = -A +g£}- - - | s
K Kk - xﬁlxkxﬂl_f A+ X
%;%Xk+lxgl xil = -A +'X;l ;
o S S S
ka;le+;X£le = ZXkX£1 - X B,

Xppp = 2% - XAX

Que & freglentemente escrita na sequinte forma:



Xk-{-l = Xk(ZI - Axk) .
3.2. METODO LINEAR
ALGORITMO 2.
. ot
Yo = oA _
, - . _
Yy = Y #all - Y A)a, k=0,1,2,... {3.12)

2n2m + nm operagoes por iteracao.

TEOREMA 3.3. Para qualquer YO

at -y =@t -y ~wnh)¥, k = 1,2',.... (3.13)
DEMONSTRACAO:
| qgando gue at = ataat e (3.12) ‘temos:
at ~y, =2t - (y + w(l-Y A)At)
k k-1 k-1
ol SRR SUNEC S SN AT A
=t “Ype1 w(a® _Yk—lAAt) ‘
= a* ~Y, 3 - wat +w'Yk_1AAt



+ +

+, .t -
A - wA A - Y 40 F ka_lAA

At -um®) -y 1 - wAAT)
= (" -y ) (x -uma®)
= @t -y ) (r-eaa®) (1 -wa®

o + _ t, 2
(A Yk-Z),(I _ WAA )

* )(I—mAAth

= (B -y

= " -v) 1 -waahH®

Portanto A - ¥, = (at - _Yoj (T -—wan5) ¥

3.2.1. CONVERGENCTA E ORDEM DE CONVERGENCIA DO METODO LINEAR

A convergéncia & dada em termos dos dols seguintes corc-

l3rios.

COROLARIO 3.5. Assuma que R_(YE) C R(AYe R (YO) C R(At}..

Entao Y]{;» A+, AYk—-+ AA+ e YkA—-+ A+A gquando XK —sm 52

e somente se 0 < w < 2/021{A) .
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DEMONSTRAGEO.  Como R(¥5) € R(A) e R(y)) ¢ R@a%) entdo

o .
afay, = v M=y

x T Y ©¥

Primeiro teremos gque mostrar que

(- wnnH ¥ = yr - oot Kt (3.14)
Pela DVS A = UDV® como no teorema 1.1 e A = vptu®. Temos
que
-z cwanh)® = (1 - wopvtvp®ut)* = (1 - wopptu®)*
= (uut -wupntuhH® = (gut - wupptut) (Uut - wupptut) k-1
= U(T ~wppt) ot (uu® - mUDDt-Ut) (uu® - mUDDtUt)k_z_. | .
.= u(z -wopt)utu(z -iu'DDt)Ut(UUt. - mUDDtU_t)knz
= U(I -wDD") 21';]t(UUt - tL}UDDtUt)k_Z'

= u(1 - wont)¥ut (uut - wupptuty KK

= u(t -~wppt)y*ut (uut - wupptu®)©

t

= u(I -wopt) XUt = u(z —wD_Dt)kUt

Portanto (T —mAAt)kl = U(X -tﬂDDt)kUt.

1
Analogamente (I -uJAtA)’c = V(I —thD) kvt .

{3.15)



De (3.13) temos que A+-Yk = (A+-YO) (1 -wAtA)k, k=1,2,...

Provar que I1A7 - Y1 — 0

Entdo 18% - v, 1< 147 -y i1 - wa®t =1at - viiv(s - wop®) Futs

< 1at -vapunit -wontiXioty

= 0

< 1a” -y iz - woptI® = at -yl 1 **Wl(DDt)'lk

+ 2 k + k
< IA -—Yolill-u}cl(A)l = 1a" -y lg .8 <1

58

Como 8 < 1, entao 'Bk—-—> 6, guando k- e portantb

4

|IA+ -y l—— 0, isto significa que Yk—* A,

k
Provar que 1ant - A_Ykﬂ 0.

' Agora pré-multiplicando A por (3.13), obtemos

’ 4
ant - av, = (BA" -AY) (T —wan) X
tant-av, 1 < 1A% <av 01T - waat1® =1aat Ay iru(r - eon®) Fus
PRI CATETE R TP S AT b ~wopFt
E AY,— an"t pelo mesmo raciocicio anterior
Para mostrar aue IIA+A'-YkA!I——+ ¢, teremos gue usar o
dual do algoritmo 2 que & definido pela relagao
v Y t v
assim A" =¥ = (I —eatayRat - ¥,) (3.16)




Entio pos-multiplicando A, obtemos:

Xiata -v.al

1ata -y a1<11 ~watal 5

k

<1v(1 - *p) vEriata - v al

<1virT - oI W ata - v

Jiz - wntpr®

+
122 - v,
< |1 -uof ) {F18%A -y

k

< BYIA A -y 0, 8<1

0

Entao HA+A-YkAH-—w+ 0, logo YkA-—+ A+A.

Note que para haver a convergéncia da segiiéncia de natri
) _ _ . C : 2
zes |1 —wnf(A)|= B < 1l. Entao |1 —wai(A) | <1 =0 <us<2/gﬁA) .
E estd provada a convergéncia do método.

Como na demonstragdo anterior foi mostrado que:

4 Tk, .+ o1
BLE NS SUNREE o P TS

1a%a -y Al < sc1ata —YOAIE]' e

1aat Ay, I < eXiaat ;Ayoul, B< 1

Entao a seqiiéncia & dita convergente com ordem um e o mé

todo tem ordem de convergéncia um ou linear.

Y

COROLARIO 3.6. Quando YO = aAt e 0 <w iJl/Ui(A)f no algo-
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ritmo 2,

tr(ay,) = tr(yA)— 1, se o < 1/05(a), e

' 2
tr(AYk)* tr(ykA}ﬁ+ r, se o > l/cl(A).

DEMONSTRACEO: ant e a'a sio idempotentes,(AA+)2=AA+AA+=AA+e
(ata)? = a"aa*a = ata entio  tran’) = r@ah)
tr(ata) = P@a'a)

-De (3.13), temos que A+~—Y‘ =(A&-—Y0)(I —wAAt)F k=1,2,.

k
+ _
Yy = A - (a” ¥yl (I_-wAAt)k

Pré&-multipiicando por A, obtemos:

AY aat - (ant - AY ) (X - wAAt)k

k

ay, = an" - (aat - oma®) (1 ~wanh)®

K
Entio tr(av,) = tr(aA") -tx(@a” - ana®y (1 - wanH) ¥y .

Por (3.14) e pela DVS de A}iﬁb ne teorema l.l. teremos:

tr (AY )=_P(AA+) —tr(UDD+Ut - aUDDtUt)U(I - wDDt}kUt)
tr(AYk)=P(UDD+Ut) ~tr(ud - apnbyutu(z - wonty*ub)
ex (av,)=P(Dd") - txr (u(oD” - «op®) (1 - wont) Kot

tr(aY,) =r -tr (vFoopt - appty (1 - wopH Ky
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ty (Ayk) =r --tr('(DD+ - aDDt) (1 --w'DDt)k)

Lo~

m

’ r
tr(av,) = r - 3 (- ac @) A~ woi@) - = (l-ad @)L~ w @)
. i=1 = 1' i=r+l _
. : r m ‘ '
@)= r- 2 (1 - WL-ect@)* - T (0-0)@-0*, pois

i=1 | i=r+l

ci(A) =0, i=1r+1,...,m

r . . m
tr(ay,) =r - I (1-a0c(@) @ -wo@)- 3z 0.aF
o . i i .
) o i=1 i=r+l
r - 2 2, .k
tr(AY'k) =r - 32 {1l -oo, AL~ w g, (A)
. i i .
i=1 N
+ t .k, + _
De (3.16), temos que A - Y = (I ~wA™A) (A-YO) , kK= 1,24,
v, =at - -wmtakat-v)
k - =0

PSs-multiplicando por A, obtemos:

Y, A = ata - (1 -mata)ykata - ¥y B)

Y a=ata- (1 -wan)*@ata - «ata)

X
Entdo tr(y,A) =tr(A'a) -tr(I -waa) " (a*a - aa®a))

Por (3.15) e pela DVS de A 'como no teorema i.l., tere-—

mos:



t

tr(y,a) =r - tr (V(I - wp®) *v® (vo*pv® - avDEDV) )

tr(Y,A) =r - tr (v(T - w0®D)*vFv (0*D - on®py vt
tr(Y,A) =r - tr (V(I - mgtb)k(DfD - oD D) vY)
tr(v,A) =T -tr viv (1 -wo" D) ¥ (0D - ap®D))
tr{Y,A) =r Cer ((z —m-ntp)k(D+D ~aDtD))

tr (Y, A) —r -tr ((0'D - ap®D) (1 - D))

- r

tr(Y'kA) = r -2 (1- oncf.z(A)) (L ~w c.z(A))k -
' 1 1
i=1 :
n .

k 2 o
- Z {(0o-0)(1-~-0)", pois Gi(A)=0 , 1 =x+l,...yn
i=r+l : : o

r . n

ertr,A) =r - B (1 —aos (A)) (L —wos(aNF - T 0.aF

* i=1 i=r+l

z 2 2 k

tr (YkA) =r -iil(l - a0y (2)) (1 ~woy (A))

r
T (1 -eo @N(L -0t ()"

x“&- Portanto tr(ykA) =tr(AY£) = r -
. : - i=1
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4,2
o < ];i./O‘l(A).
|

-~

1. 0 < < l/c?_(A)' e

.
A

o < 1/of (a)

2
ol(A)a < 1

(=]
Fal

o
W

-cf (A)a > =1 [

l>l—oec§(A) > 1 -1 i
2
l>l-0t01(A) > 0 i
| |
2 i 2
0 <1-a0y(A) <1 e ! 0 <1 - wij(a) <1

E desde que dl > 0y >.020,. > 0 entao 0 < l- an(A) <1 e

Oil—mai(A) <1, i=ll,2,.. s
2 ~ 2 2., .
Como 0 <(1 - woy (A)) < 1 lentiao (1 —aoi(A))(l —wci (Av—0

quandc k-—— o e tr(YkA) = tr[A_Yk)—-—» r.

2. 0 < w< l/_cri(A) e o> l/ci(A) .

2 2 '
@ > 1/00(8) = 1/05(A) < & < 2/of(_A) e -1< (l—ao'f{.l.))< 0

Como 0 < (L -wol(A)) < 1| entdo (L-aos @)L -uo )~ 0

quando kX — « g tr(YkA_) = tr(AYk) —r Ir.
E assim € verificada a convergéncia dos elementos de

_?k por  tr(Y,A) — r.
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3.2.2. ESTIMATIVAS PARA o E .

Para qualguer norma hatural de Anxn

o (A)< Il

Sejam as desigualdades

oZa) = o) <1a%al, = max |z ala .|
. i j k J
e
_ a
.2 t I ' t _ 2
cl(A) < Ia™al_ = max z | 2 akiakjlf-"A"E = .E.[aij] .
i J k _ i3
LT : , ' 2 T
Assim teremos uma estimativa para ol(A) = p{(A"A) . pela
HAtAHm,HAHE ou entzo pelos circulcs de Gerschgorin de ata.

3.3. RELACAO ENTRE O ALGORITMO 1 E O ALGORITMO 2 EM NOMERO DE

ITERACOES

Para estabelecer a relagac entre os métodos precisanos

do seguinte lema.

LEMA 3.1. Seja S uma matriz'quaérada qualquer e Xk > 0 i
. . K i + k+1
namerc inteiro. Entaoc % 8(I -8)" =85 [I-(I -5) ] {3.17)
3=0
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DEMONSTRAGAO: Por indugao

a) Mostrar que & verdadeiro paﬁa x =0,1
' i

k=0

0 5 o
T S(I~8)” =5(IT-8) =5
3=0 r

sst [1-(z-5)] =ssT[T-T+s81= s85's =5

o1 -
1 :
T s{I-85)) =5+S(I-8). =S5+8-85 = 25 -88

SS+[I - (I -s)z] = 88" -ssT(1-8)(x -8)

= sst-(ssT -s8Ts) (1 -5)
= sst-ssT-g)(r-9)

= sst [ sst-ssts -s+88]

= gst - gs™+ g +5 - s8

= 28 - S8

b) Suponhamos que seja verdadeiro para k%

k.
‘Entao b

-

s(I-5)7 = ssT[1- (1 -85
5 5.

c) Provar que & verdadeiro para k + 1
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k+1 .
> s{I-8)7 =
=0 -3

sz -8 + sz -g)F*?

([ By

0

sst11-(1 - s)k+11 + (1 -s)FH

i

sst m--s)5

It

Logo (3 }l%(.) & verdadeiro V¥ k € z*
COROLARIO 3.7. Se XO = wA® no algoritmo 1 e Yg = wAt no

algoritmo 2 entao X, = ¥k

p -1’
 DEMONSTRAGEO:
4-r 4, f;k
a) De (3.9) temos gue A -—Xk = A (I —AXO)
' k
_ At _ P
Xk = A A (X AXO)
_ k
= at - At (E-aahyP
k
= A+ - A+(I ..chAt)p
b) Reescrevendo (3.12} obtemos:
k t t.p
Yk=_m S A(I-wAA )" . k=0,1,2,...

p=0
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: , -1 -
Agora ¥k o= w E'AHI-wm%p
P -1 =
Pl 4o ¢ t
= w = A AA“(I -wan")P
p=0 _
pk—l ' .
=27 2 (waa®) (1 - wan®P
p=0 ) .
k.1 ' k
= atP S(1 -8)P = atget [I~(I -g)P 1 poxr(3.17)
p=0 .

‘ X K
=atant [1-@-9)P ] =at (T~ -9)P)

k
= at - A*(I _MAAt)p

‘ : k
portanto X = a% - aT(r -wan®)P

k
vk = 2" - Atz -wmah?P

k .
Se usarmos A* —Xk==(I_—X0A)P e o dual do algoritmo 2 obteria
mos ‘ .\ . pk .
¥ =A - (I-wA A)T A
. yx.,=naT . (I---AtA)pkA+
- P — l u-l o

Entao k iteragoes do algoritmo 1 correspondem a pk— 1

iteragBes do algoritmo 2.



CaPITULO IV.

» METODOS DIRETOS

4.1, INTRODUGAO

Consideraremos agora os métodos diretos, nos guais obtemos
a solugdo numérica de um problema por meio de um nimero finito
de operagoes elementares.

Os métodos diretos para calcular A+, tém a seguinte dlag

sificagao:

1) métodos baseados em decomposigac de matrizes.
- Decomposicgao de matrizes em um produto de duas ma-
trizes de posto completo.

- Decomposig¢ao em valores singulares,
2} Método usando matriz orlada.

3) outros métodos

- . . e
- Método recursivo de Greville -

t t

- M&todos baseados na fdrmula Ag(A A);A

- Método da projecdo do gradiente de Pyle.
4.2. METODOS BASEADOS EM DECOMPOSIC%O DE MATRIZES

4.,2.1. DECOMPQSICAO DE MATRIZES EM UM PRODUTO DE DUAS MATRIZES

DE POSTC COMPLETQ,

Os métodos gue usaremos para calcular .z inversa de Moore-




Penrose, sao baseados na decomposigdo de uma matriz na

da.proposicao 2.3.
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forma

Para decompor A serao considerados trés tipos diferen-

tes de decomposi¢do: Eliminacgio Gaussiana {(decomposigao LU) ,

Transformagao de Householder e Ortogonalizagao de Gram-Schmidt.

. PROCEDIMENTO. 1.

Eliminagao Gaussiana-(Decomposigao L)

A=1U e at=uttt = ottty it

Ler, trapezoidal inferior

U

xn’ trapezoidal superior

PROCEDIMENTO .2.

Transformagao de Householder

QA =

[U} Qs Ortogonal

0 4]

rxn’ trapezoidal superior

Q.r constituida das r primeiras‘linhas de

Q.

{(4.1)
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= u* (o5 " e0H " ehH ® = vt et T, =
2

o -
= Ut(UUt) lQ = uo_.

A transformacdo ortogonal {4.1) pode também ser obtida
pelo método de leens rapldo, que tem o0 mesmo nimero de cpera-

¢oes do metodolde Houscholder e & mais apropriado para matri-
zZes esparsas.

PROCEDIMENTO .3 -

Ortogonalizagao de Gram-Schmidt

A=0QU Q. ., suas colunas formam uma base ortonormal
de R(A). :
Urxn' trapezoidal superior -
ef'A+ _ U+Q g UUt) l{QtQ) th - U (UUt) II—th -

—_

= vt oty " ot = Ut{UUt)_lgE)= utob.

Por esses trés procedimentos o problema inicial & recduzi-

do a obtencao da inversa de Moore-Penrose de matrizes da Iforma
trapezoidal com posto completo.

Os seis procedimentos seguintes sdo referentes ao calcule

+ .
de U , onde congideramos U

rxn’ trapezoidal superior de posto
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~ linha completo «r.

PROCEDIMENTO. 01.

Decomposicao de Cholesky

+ 1

vt = et 7, para calcular U’ precisamos inverter wusy,
mas come UUC & simdtrica e definida positiva, o método ade-

quado para obtengdo de sua inversa € a decomposicdo de Cholesky.

EntEiol(UUt)-]_' =t =x e FFt_x = I onde
-
' F}%i =Yy -
< H
. EYi T8 \

@, a i-ésima coluna de I _ : ) y

PROCEDIMENTO. 02.

Transformagao de Householder

R
PUt = [ l r Rrxr' triangular superior e nao singular
0 :

B xn: Ortogonal .

Py constituida das r primeiras linhas de P.

R| R -
Agora prput = Pt[ ]=¢Ut = Pt{ } >yt = PER
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N A TP S S
Como U. = PrR U= (PrR)

l
bral
g
m

+ £, t.-1 _ _t_, t_ _t_ -1 £, to o=l &, t_.-1 _
U =U (UU )"~ = P_R(R"P_PR) P_R(R'I R) " = P'R(RR) ~ =

It

= p° RR™

1,.t,-1 t. —l)t
r

= 1.t
(R1)™" = P I(R )

- pY(R™
r .

PROCEDIMENTO. 03.
Ortogonalizagao de Gram-Schmidt.

ut = NR, R .+ triangular superior e n2o singular
r _ :

N suas r colunas formam uma base ortonormal ' Ie

nxr’
reuty .

Como Qt =NR = U = (}NR)t = R?Nt e

1

vr=ut (o ! = mr@tntvr) T = R vt = nrRPR)TY = |

¢ D I 42 D N(R"})t.

E]

Combinando os procedimentos .01 - .03 e .1 - .3 © pro-

' + " .
hlema de obter A estd resolvido.

PROCEDIMENTOS PARA CALCULAR [T ,G ]+

Correspondendo aos procedimentos .01 -~ .03, temos os segquin

“tes .04 - .06.
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LEMA 4.1 Uma matriz de posto linha completo r, pode ser escri

ta como. um produto de matrizes da forma_ S[I,G] para alguma -

matriz G de r linhas.

Demonstracao [17, pp.23-24}.

1]

LEMA 4.2 I-+-GGt tem posto completo para qualguer matriz G

nac nula.
Demonstragac [17, p.24].

Podemos entao pelo léma 4.1 escrever U = [§,T]= S [I,G ]

onde
err,triangular superior e nao singular
G ='s '
Como P([I,G]) =r = tem.posto linha completo, entao
m,at = mat (meitne® ™t = |
T I . I
o X -1 t, -1
f.[Gt] ([r,G] [Gt]) = [Gt] (I + GG") e
ut =u (UUt) . (s [I,G])t{S {1,611 (s [I,GIF) -

1

[

metstsrI,6111,6%5"

| I _
- |t st 11,61 [Gt] st

i

- I .
[;t] sts(r + Gcst)st)'l =

r— - . I _ _
= | gt st st tr + ac® st = [Gt] (T + act "tg7t =
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_ I L )

= [Gt} (1 + 665 Fst = Lot sl
portanto U = [1,61s™ .

Para calcular U+, antes precisamos calcular [I ,G]+. 0 calcu-

—l - ] .o
lo de S e G & uma retro substituigao & este pequeno tra-

balho adicional seria compensado pela redugao de operagbes  no

calculo de [I,G]+.

PROCEDIMENTO .04.

Decomposigéo de Cholesky

. I _ _ _
[I,G]+ = [Gt} (I + GGt} l, como (I + GGt)_é simétrica e de-

_ _ - .
finida positiva, usaremos a decomposigao de Cholesky I + GG =

- FF° como no procedimento .01, para computar (I + caty L.

PROCEDIMENTC .05.

" Transformagao de Householder

+ I ] [R} mem’ ortogonal

] Ropt triangular superior e nao singular

N e N A -
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-t Tt
L;t} = (P.t{ol)tﬁ {oj 5% = (&%, 00p=[1,6] = [&%,00p

Agora, [I,q T

G G

o ] T [ o
R R ‘R R
_ ot oot t -1  _t t -1
= P [0 {I'R™,01 pPp- [OJ) = P IL_(J (IR ,0] 0]) =
"R [R] | R
_ .t ot -1t | ;i nt o A
-P[O ([R',O][OJ) = P [O}HRR-%O]) =

' ' -1' t, -1
: R _ R| _ _ RR ~(R")
- PtH(RtR) 1 _ Pt[{)]R l(Rt) 1_ t[ . J

' ‘T T
[1,c1%d1,6ll1,6 % 1= [ tj] ([1,c] [ eyt =

0
- - r_
[t Tyt (@t
= P = P =P
o 0 0
. . [®HE
Portanto [ I,G] = P-: .
. L o
ﬁr[ constituida das r primeiras linhas de P.
Plyr constituida das r primeiras colunas de P_.
| T Rl , [T LI
Temos que P|.t| = | | =P Plgt| = P o) = ol =
R [T ] | -
R 2 Rl - N _ ot _ Lk t _ -1
= P [Oil = PrR entao Lﬁ?. = PrR mas, I = PrrR = Prr = R .
5 b o@D ot ot _ _t
Entao [I,6]7T = p = pt(R'l)P = p (pt Yo =pPp .
. 0 _ r r rxr r rr

+ t
Portantq [I,G] = PrPrr'
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 PROCEDIMENTO .06. .

Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Similar ao procedimento .03,

R_ ., triangular superior e nio singular

)Y
I i_w
[ t]_ NR, N suas colunas formam uma base ortonormal de.

G nxr’
I
Rf[GtJ’-,
It -
e [Gt] - )t s 11,6 1= =rENC.

-1

‘Temos entdo [I,G10 = [I,61° ((1,6] [I,G]5)

it
i

I - I _ _
[Gt_i ([1,G ] [ {:] y "L = nrrEwtar) Tt

G
= nrtr Bt = NR{RFR) 1. NRR"l(Rt)"l. =
= (x5! = nrY L.

Nr' constituida das r primeiras linhas de N.

I - 1 I 1 R ' -1
Temos gque NR = [Gt] = NRR = [ tJ R = N = t-1li= N_=R 7,

G G R r
» | = - l
pois PN) = r e também PR ) = r. -
Entdo [I,6]" = nER™HE = NN:'

Combinando os procedimentos .1-.3 e os procedimentos .01-.06

obtivemos 18 variagoes possiveis, que sao os 18 primeiros meto-

dos da tabela 3 no Apéndice.
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4,2.27 DECOMPOSICAO EM VALOPES SINGULARES (METODO 4.11)

Pela decomposigao em valores singulares,

"0 0 %

U xpr OFtogonal | 03¢0,,.-.,0 valores singulares de
A.

=

. ann' ortogonal

Para obter a decomposigao em valores singulares como acima,

. [
primeiro transformamos A em uma matriz bidiagonal pela aplicagao  da

tfansfornagéo de Householder d esquerda e & direita, isto e,

— * =

oy Bl 0 .. . 0. 0

a B
0 2 2 - - - 0 0
J 0 . . . .
. — PAQ ’ Onde J = - L ) L) L ] L] - - »
00 0 0 .0 o, B

- - - r-_l r-_l
l_' 0 0 0 ) - - 0 Olr _

O problema agora '€ encontrar a decomposigdo em valo-

res singulares de J, matriz bidiagonal superior, cujos
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valores singulares sac os mesmos que os de A,

Se_a decomposig¢ao em valores singulares de J = X oy ,
- entao A= PtEQ = PtXtDYQ = (XP }tDYQ = UtDV onde U = Xp e
vV = ¥YQ.
= t t. ~ .
Como J = X' DY e A = UDV, entao os valores sinculzres
de A,0,, i =1,2,..., 1 sdo os mesmos que os de J.
R To J |
Agora construimos a matriz X = - _ e
J 0_
\ 2r x2r
0 J | b4 . -
= = 0
at 0 y y
_ [Jy = + ox
.Entao £ (£.2)
JX = & 0y
Concluimos que os autovalores i,oi, i=11l,2,..., T de X

sac os valores singulares de J e x,v vetores c¢olunas, os au-

ot

tovetores de X e Y respectivamente. Mas, o cilculo des zu-~

tovalores de K &€ simplificado, por uma transformagao para a
forma tridiagonal através de uma permutagao.

De (4.2), temos que:

ap¥; * Bi¥ign T 0% apXy Soyy
= = J
Op¥y T FHypr Bog®pa %X i
Substituindo X; = Z,. e y; = Z,, ;, teremos: 8yZ54 1

+83%9541 = 9%41 MZy=OZy, G Bon 102y, By 4Zo; pt04Tn; = 02

2i—;
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e isto leva a equagdo Tz = * o0z, ao qual T & uma matriz tri-

diagonal simétrica 2r x2r.

0 :
¢ 0 0
% 0 Fy 00 (4.3)
7 o= 0 Bl 0 o, 0 0
0 O
] _ Oy
- s Ct_r 0 |
Isto significa que permutamos as linhas e as colunas de
rX

- K, assim como o vetor L } foi alterado para o vetor 2z, trans

: : LY : : :
~formando K em T, uma matriz simétrica tridiagonal. Assim o
prbblema & simplificado para oﬂproblema_de calcular os autovalo

res de uma matriz simétrica tridiagonal, que resolvemos pelo mé

todo QU e nesse caso o nimerc de operagbes ficou bem reduzido.

4.3 _METODO USANLO MATRIZ ORLADAR (METODO 5.11)

Esse método € haseado no seguinte teorema:

TEOREMA 4.1. geja V

. iz cuja lunas for uma
m¥(m - r) uma matriz cuja colu ormam

b . . .

ase de R(A) e Unx(n-r) uma matriz cuja colunas formam
- - ) - . t l . . _ A ‘ v_
uma base de R{A") . Entao defina B = Ut 0 , nao singu-

lar e
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at whH*
Bt = .
v’ 0
 DEMONSTRACEO
" Mostrar que ®R(B) =m+n-r.

Considerando as n primeiras colunas de B, teremos:

- Ia
C = {Ut} -, ¢t = oat, wh N e ¢t = (a%,uy.

Desde que' U = {ul,uz,..,, un-—rT formam uma base de R(At)l 4
os  uy sao linearmente independentes = P(U) = n - x,sendo entio
EDSHJCDMEE.qu?kﬁﬂm Adgora desde que .?{At) =r = as r colu-

nas linearmente independentesde At € R(At} e como 0s vetoreg

_ : t kL t _t ty, : _
que € R(A7) € R(A7) ™ = {ajraz,..0aln {ul,uz,...,un_r} =
- ty, _ . t oy prat =
=@ = P{(Cc") = P([a",U]}) = P(A") +P{(U) =r +n-~r = n. E entao
como ?(Ct) = P(C}) = n, onde C tem posto coluna compléto.

Considerando agora as m primeiras linhas de B, teremes:

D=1[A,V], desde que vV = {vl,vz, .o ,vm_r}formam uma base de
L -~ . )

R{a) = os . v, sao linearmente indevendentes = P(V} = m - r ,

sendo entdo posto coluna completo. Agora, desde gque P(A) = r =

as r colunas linearmente independentesde A € R{a) e ccmo o©s

-

r : ;
vetores que € R(A) € R(A) = {vy,vy,...,v __YN{aj.85,...,8,.1=
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g = P{{A,V])

. A
P(A) + P(V) =X + m-Y=m. Desde que P([Ut})=

=n ecomo A e V tém-o mesmo nimero de linhas m e a in-

tersecao de suas colunas linearmente independentes & vazia =

' A v - A A v |
= P(B)="P( ot OJ ) = ,’P(lv_ut]) + 'P([Ojl) =n +m-r
| 7] o= ]
.e B = Ut o 1 = [C,E]  C = Ut ,' E = 0

. l: C+ :| A+ (Ut)-l-l
B = L]
| + v+ 0

Cialculo de V e U.

V= {vln}z,...,vm_r} ; 0S Vy Iformam uma base de : R(A)l =‘"
= 08 V; & l‘.Z(A)l - os Vv, sdo ortOgdngis -a todos os vetor’es
que € R(a) = a%v = 0. . S S
4] = {ui,uz,. .- ’un—r}’ os uy formam uma base de R(Jf‘%t)'L=b o8 uie':.?(z-‘xt)l=> 0s
g7 i sac ortogonais a todos os -vetoq:eg que € R(At} = AU =0. (4.5)

" Determinar V e U tais que [ AtV =0
<
t AU = 0

Aplicar a transformagao de Householder -em A, como no pro

cedimento .2. _ . — e

0 ' A Q. A
1 1 1
9 l:o } QA

i
e

1 L melm . ortogonal /_J

.Ql rxm

Il
o

Q2 (m —r)xm
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0,7 = 0 = (0,m% =0 =a%% =0, como ) satisfaz (4.4), fa
zemos entao Qg = V, teremos entdo atv = 0.
0 cilculo de U & obtido similarmente ao célculo.de V.

Aplicar a transformag¢ao de Householder em A%, obtemos

t t
P.A" = A
t_]—Pl S At = 1 1 -
PAT = | o At = 1 ot = o
Lz 0 2
Pan ortogonal, Pl rxn ! P2(n —r)xn
Entio P,AY = 0= (aHT¥ =0 =+ APl =0, como BS satisfaz

(4.5), fazemos entao PE = U, temos entao AU = 0.
Entao calculamos B"l e construimos A+ cancelande as

dltimas (m-r) linhas e _(n-—r)-colunas,

4.4 OUTROS MRETODOS
4.4.1 METODO RECUPSIVO DE GREVILLE ({(METODO 6.11)

Esse método calcula A+,paﬁjﬁﬂonaﬁb‘ a matriz A, como se
gue: . Ay = [Ak_l,ak] onde - A;_l & conhecida. E neésse caso:
comegamos do primeiro vetor coluna e assim com mais colunas su-
cessivamente, calculamos A;, ou entdo de gualquer  submatriz

tal que Ai_l & conhecida.

becompondo a = aél) + aéZ) } aél) € Ry _4) e

(2) L
a,”’ € R _y)
(2) NS o
&l om A Ty ap "Ry q By 1® T oA A9 - (4.6)



— _+ -
Beoy - %Py
Temos A; =
bk
’ .+
(2) , (2)
a, ' se  a, # 0
onde | bk = <
t -1 _t | (2)
(1L + dk-dk) d Ay 7 S& 3 = 0
4.4.1.1 VERIFICACAO MATEMATICA
- Sejam A = [B _q.3] = . ' (4.7)
N By , _ . 3
e A = : Fazendo a seguinte multiplicagao, obtemos
-k b. | _ _
kJ _
at [A.a -Bk-i— B, + a b
Bpdp = [Byp103d ka_Ak—lk kP
AAS = A B +ab '- (4.8)
: +

Sabemos que AkAk;cu x4 ‘ Xq (= R(Ak)

B o + t t t

Y A A = ¥y v Yy € R(AY)
_ - - t
Agora A;—lAk—lA;-l = A;_l, gntao as linhas de A;_l € R(p _pC

t
R(Ak).



84

' + o+
Portanto AkAkAk = Ay |
+ + _ _+
Bpo1BxBy = Bpog
E At é =z, z, € R(aAS )
k-12% -1 1 ' 1 Be1

Desde que A; tem colunas em R(AE), Bk como submatriz

de A;, tem colunas em R(Ai_l); A _q € submatriz de A, . Por-

k-1
Segue que multiplicando A;_l pelo lado esquerdo de (4.8),

tanto AT = :
Br-1Bx = By

S + + _ L+ +
dard: Ay ByA = B A B+ A qab
+ _ +
Byl = B f A _3by
_ ot _at oAt
By = B3 Pro1®Px T Bro1r T APk
" + _ _ + . -
By = A 4 d, by ondel d, = A _13 . B (4.9).
Assim podemos escrever:
B. Y oAb
A X _ P17 %k
By by (4.10)
By

DETERMINACAO DE by :

De (4.7) e (4.10), obtemos:

b

. : : +
- 4 af_,-aqpb
v _ k-1~ %Pk + )
BBy = I:Ak—l'ak] B e R L e e
Kk B




85

L + - _ + (2)
L N T W L T M

+ + (2) - |
MRy = By 1By by ' (4.11)
(2) _
agora  ay) =&y - A& = ap- AN as-A K e
o (2} 1, a2t 5(2) _
Entao a, "' € R(A, _4)7 = Ay _ 12y = 0.

(2) . - | I
8y € a projegao ortogonal de ak em R(Ak_l) .

(2)

a, & ortogonal as colunas de

- Ak_l.
8 = aﬁl) + aéz) v aﬁl)'e R(p _4) e aéz) € R(A,k__l)l
'l)Para' aéz).# 0 |
Considerar a matriz Py =.Ak_lA;_l + aéz)aé2)+ - (4.12)

Pré-multiplicando AkA; por '(4.6); obtemos :

A = aa - A 3 = - a8 = ol

)y _ L (2)

Entao AkAI é = ay > aéz)EE R(Ak) e disso segue Que;
+ t t _ t
aéz)e R(AE). Agora aéz) = (aéz) aéz)) 1aé2) = o laéz) ‘
t + ‘ t
(2) 7, (2) _ = (2) " _(2} _ (2) 2 (2)y=1 ., (2) 7, (2)

a," a," =a . Entdo a”’ a" = (a a ") (@ a ") =
o, escalar ' +
1 (2) _(2) _
g &= 1. Portanto Ay ay = 1.
- . (2)*
Pre-multinlicando a, por (4. 6); obtemos :
+ +
(2y ", (2) _ _(2) (2)
e T S "I Ap-1Pr-1%x
: +
1 =a(2)a-—0=>a(2)a=l.

k k k k
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- “Eentdo By = A A,
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2yt " 2) . |

aé )Ak-l =_0' pois aﬁ») € ortogonal a R(Ak~l)' De (4.12) se-

gue que: - | '
.

_ a2 at (2),(2) _ (1) (2) _

Ekak = Ay _qBp 3 t 3 et g T aa T otoay =a . De (4.6}

tamb&m observamos que:

+ (23, (2)" (2)

BB T B aB Pyt T By T A gtay T 0= A0SR

. . +
_ _ + (2)_(2) - (2} ,_
(4.7) mostra que P AL = Ap A 1A T ay A= At ay .O-—‘
=B 0= A

(4.13)

_pois & o operador projetor, que ‘projeta sobre R(Akj:)R(Ak-l)' De

{4,12]5{4.13) e (4.11), temos:

Ak—lA;wl_ v oalp, = APy * aQZ)aé2)+
aéz)faéz) . = aéz)fﬁéz)aé2)+
1. b, = aﬁ2)+ |
S

+
- (2

. -/ -+
AN (2) -
Portanto para a, # 0’-_bk K

2) Para._aéz) =0
2y . _ (1) _ L+
a "= oa —aTt = oA T Ay 8 3
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— ._ - — + = | | -
0= Ay T A g B q8 T AT By g By 33T 3 € R(A ) em ou

tras palavras A, e A, ; tém o mesmo posto.

+ E
- - | (4.
Bpc1Px-13k = &, e 3 = A 44 o (4.14)

Seja G submatriz de A;Ak obtida pelo cancelamento das

Gys
Gltimas linhas e colunas.

Ent3o segue de (4.7) e (4.10) que:

— + % +'- —
A1 " %Pk S T e R T WL R
+ _ : :
BBy = [Pg_zeagl = '
by byBy 1 Dy

— + -— . L] '. - 2 .I ] ——

G, = By A1 dkbkAk—l' o primeiro termo a direita ]

simétrico por definigdo; G, também & simétrica porque & o

) ) . ) — * +
menor principal da matriz simétrica AkAk; segue gque QkkﬁcAk—]_
também & simétrica porque adigao de duas matrizes simétricas
da sempre como soma uma matriz simétrica.

Desde que bkAk—l & uma matriz linha, temos entao

. _ .t

t ot _ _
(d, b A, ;) @, v = va. = av

vt,pré—multiolicando-di, teremos :

t
vdy = dy

dﬁvdi = didkvt onde dﬁv = B e d;dk = 0,B eo escala~

(4.15}
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vo= A4 = DbA _, = ) L (4.16)

De (4.15), (4.16) e (4.14), temos:

oAt . st + _ B
k-12x-1 7 M BBt GebyBy 1dy
+ - oy
aa, = _
£
: Ady By 19
-+ t b T
Byp-18x-1 A9 dy ~dxhddy ’
t t
1
Xl Adydy
By-1Pk-1 " A dy -~ A dydy
£ £
raf rata,

(4.9) mostra que dk estd no espago coluna de A;_l, pois é
uma combinacao linear das colunas de A;_l, o qual esta no es-—

pago lipha de At

+ _ : t
k-1 Lsto segue que Ak—lAk—ldk'qdk’dk:E Ria._,)0-

Peterminacao de A

Em vista da simetria de A;Ak e o fato de gue dkdk
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& um escalar, temos:

N e TR - .
(Aa) " = Aqy = 4, - A(a 4,04,

_ _ t _ o t,
Ady = dk A(dkdk)dk = (1 A(dkdk))dk

Ad

;i

: t
K (1 —A(dkdk))dk

A = 1 -i(arta.)

k7k
A+ri(ata,) =1 = ax+afa ) =13 = —E—= (@@ +ata)"t .17
¥k K’k t k" k
_ 1+4, a
. kk
Desde que as linhas de AE estao no espago coluné de
AE ’ bk estid neste espago, o gual neste caso & idéntico ao .
espaco coluna de AF . '
pag k;l _ - .
Assim b A _.A; _, = b e portanto pds-multiplicando

+ ' + Lk I
A por (4.16), obtemos: b A (A _; = A&A, ;. = b =dA, .

Substituindo A por = (4.17) obtemos:
o €. -l .t +
= (l-dedk) dkAk-l

by

Entao Ak_l.— dkbk

) _ _ @ _ _ .
onde ap™ = ap - ap”t = ay A A g8 = R gdy
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+
(2) .
ax ' ' -, se a}iz) # 0
by = 4
t, \~l.t (2) _
(1 +d;dy) "Gy, se 3 = 0

4.4.2 METODOS BASEADO NA FORMULA at= (AtA);At

4.,4.2.1 METODO 6.21
o = L (N o . - L. ~
Esge metodo calcula A = (A A)mA , aplicando a eliminacao Gaus-

. R
‘siana em AtA, onde AtA = LU0 e L = { il , onde R & trian-
S

gular inferior e nao singular.
Calcular (2‘3;1:}\)1,:l ac gual nao & Gnica e em geral (AtA)I}; =

£

* Loy e A+=ftAtA); at = ut[(r71, 07 af, onde

= vt = utIRT

ut - Ut(UUt)—l.

4,4,2,2 METODO 6.22

- Esse método decompoe _At. pela ortogonalizagac de Gram-
Schmidt como o procedimento.3, para construir Br‘xr’ matriz cu-
ja colunas formam uma base ortonormal de R(At) .

at = pct e hH t=(hHt st

ah* = (¢H st = cicto) ™ mte) I8t = cicto it

c(ctC)“IBt.

R
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como a%'= mct » B*a® - B¥%Bct = Btat = 1ct = BfAt=ct = ¢ - am.

at bt =atccto) "It =atan(cto) “1pt =B(cto 1t

Agora (AtA)+

-1_t

a*a" = st .  (4.18)

s R t, - + ,_t. .-t
Assim substltulndo (4.18) em (A A)m em A'=(A'A) A%, teremos:

2t = @ a® = scto) Bt = Bcto) "t @e) * = B(cto) it

A+AB = B, pois as colunas de B € R(At).

4.4.3 . METODO DA PROJECAO DO GRADIENTE DE PYLE
| . (METODO 6. 31) | |

Esse método & baseado na formula AT = A;AA+.

Seque 0 seguinte algoritmo:

1. Aplicar a ortogonalizacio de Gram-Schmidt em At, COmO no

procedimento .3, obtemos:

t. t +=U+Qt

2= qu=0oRr,s] e % = wHt=u'g" e at=ouwht.

R triangular superior e nao sincular.

rxr’

Desde Que a’ ='Q{U+)t entio A; = Q{U“)t==Q([R,S]_)t =
-1t

R £

= 0 =or@®hHt 01
0 .

otr™hHE, o

Portanto A~
m
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2. Aplicar a ortogonalizagac de Gram=Schmidt em A, obtemos:

A =PV e - .

mer' suas colunas formam uma base de R(A).

3. pré-multiplicar (4.19) por A, teremos:

aat = av'pt = pyvpt = p1 p% = ppt
w'h o= I, pois V +tem posto linha completo.

-~ . —~ + £ .
Entao a projecgao ortogonal sobre R{A), AA = PP e

A" = aaat - ol H)¥,07 pot.

l

Nota: Vide tabela 3 no Apéndice.




CAPITULO V

ELIMINACAQ GAUSSIANA, DECOMPOSICAO DE CHOLESKY E DECOM-

POSIGAC QU.

Esses métodos deddmpSem At P =« na forma da pro-
posigao 2.3.
]

5.1. ELIMINACAO GAUSSIANA (decomposigac LU} .

Por transformagoes elementares

A = 1U, .. B ' L, trapezoidal inferior.
U, trapezoidal superior.

Ambas com elementos diferenté@
de zero na diagonal.

Através‘de uma série de transformagoes elementares a ma- |
.triz'original A :‘AO e transformada suceSs;vamente em Al,'
Az,...,Ar.

A & mxn e tem a forma

R ST _
ko k (5.1)
0 W

onde R, & kX xk triangular superior.
Nag transformagces elementares quando em cada passo reor
denamos as linhas temos o Rivofamenito parcial e gquando  além

disso reordenamos as colunas, temos o pivolamento acompleto; de

modo que o pivo seja o maior elemento em modulo da k-ésima co-
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luna da matriz, no'éaso de mivbtamentouparcial e o nivd seja
o maior elemento-em'm6dulo}da'submatriz Auwijﬁkk)mpgamaderﬁf
votarento Cnmpleto, para diminuir a propagacad do erro de arrendondamento.

Como temos cue determinar o P(A), e o método de  Causs
com pivotamento parcial nao e adequado neste caso, descrevere-
mos a seguir o método de Géuss com pivotamento completo, ‘que
€ o indicado para cdlculo de P(A).

Determinamos max lwijl com i,3 >k + 1. Onde Wiy é o
(i,j) elemento de IWk. Suponha gque este elemento & qu' En-
tdo trocamos a p-ésima com a (k-kl)fésima linha em Ak e a

g-ésima com a (k+ 1)-&sima coluna, assim que wpq estd agora

na -(k+1,k+1) posigao.

E para i =s+1l,...,m. Onde s =k + 1.
zis B Wis/wss (5'2):
"= l"_ » = .= + L B -
wij wlj £J.s'es:j' J s+1, 1
Que dara A_ que tem exatamente a mesma forma de Ak.
R . v
s s
A, =
O ,WS“1
onde R, &€ s x8, triangular superior.
Com computagao exata o processo termina com
Ry vr Ry vr
A= = (5.3)
Q W O 0
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ondé Rr é‘ rxr triangular superior e nao singﬁlar e Wr = 0

‘jad que P(A) =r e até aqui temos assumido cdlculo exato.
Usaremos P e Q0 matrizes de permutacac para inciicar'trocas

de linhas e colunas.respectivamente. E a transformacgao da for-

ma (5.3) pode ser escrita como

U
MM__...MPAQ = !
| ©
onde M, é a matriz I mais £ik, i=%+1,...,m, abaixo da

diagonal na k-ésima coluna. (Os £y ' sdo permutagdes dos Loy

definides em (5.2)}.
Entao

PAQ = LU

onde L trapezcidal inferior com um na diagonal e os elemen-

tos &!. abaixo da diagonal. (L. €& as primeiras T .colunas
-1 - -1 : _
de Mllel.;. Mr }. U trapezoidal superior, onde U==[Rr,VT]

na notacgao (5.3).

Na descricac acima foi assumido gue © posto & éxatamen—
te r, e que foi usada computagdo exata. Na pritica o posto po
de ndo ser conhecido e erros de arredondamento ocorrerao. Te-
mos que decidir na k-ésima fase da redugdo quando A & reduzi

da para 'Ak' da forma (5.1), que elementos de Wk devermn ser
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tomados como zero, Na situagao pratica € suficiente tomar um
nimero menor gue wm nimero arbitrario TOL como sendo  zero.
Entao A tem o posto computado igual a r se todos os ele-

mentos de W computados tém ordem de grandeza menor ou igual

r

a TOL, e no minimo um elemento de W. . tem ordem de grande-—

za maior gue TOL.

Algoritmo para a decomposigado LU, guandc nao se tem pi-

votamento.

Para P 1,004,

q:.l,...;r.

u.. , > 2 u ., j = ,. +1,...,n.
pi TP ~ LIy pr rj ] TR BT

: g-1 .
N A = B —_ E N ’ . i = + l F v s 8 -
gﬂl ﬁalq 2 ﬁlruxq)/uqq i=gq < eem

5.2 DECOMPOSICACG DE CHOLESKY

Se B simétrica e definida positiva, temos uma sim--
plificagdo da decomposigdo LU, pois neste caso, existe a de-

composigao de Cholesky na forma

A = LL .L, triangular inferior e

nac singular.
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TEOREMA 5.1 Se Anxn simétrica e definida positiva, entao

existe uma uUnica matriz triangular inferior L com elementos

positivos na diagonal tal que . A = Lnt,

DEMONSTRACEO [18,140-1411

Algoritmo:

Para k=1,2,...,n
Para i =1,2,....k-1.
i-1
By = (o = 2 Lish )/t
J=1 -
' i
. k-1 9
£ = a - Z Er.
kk kk 3=1 ki

5.3 DECOMPOSICAO QU.

5.3.1 FATORIZACAC ENVOLVEKDO MATRIZES ORTOGONAIS.

Por transformacgoes ortogonais com matrizes do tipo
I-2wwt,§wﬂ = 1 (transformagac de Householder) e rotagées no

plano (método de Givens) .

A

1

Q U, ‘U, trapezoidal superior o (5.4)

Qs constituida das r primeiras linhas de

- Q, matriz ortogonal.
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5.3.1.1 ‘TRANSFORMAGAO DE HOUSEHOLDER

Para transformar um vetor u em outro vetor de mesmo
comprimento, v = @€, um miltiple de e, primeira coluna de

I, necessitamos encontrar uma matriz ortogonal P tal gue

Isto pode ser feito usando uma matriz de transformacaode

Householder gue depende de u e Vv,

P =1I-2wwt
_ v - u : _
qnde Ly e R fwl 1
Como vl = lul =g = + lul
Ivl = laeyt = |aflel = |a $ 1= || = Iul
jof =lul = ful = +a ou o=+ lul

Asgim que v - u = + Ilul[el - u

= al se u, > 0

il se uy < 4]

u, ,0 primeiro elemento de u.
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‘Uma sequéncia de +ransformacoes de Householder pode ser
usada pafa transformar A n’ P{A) = r em uﬁa trapezoidal su-
perior, Isto & egquivalente a achar a decomposigao (5.4). A
transformagao de Householder sera dada em termos dos dois se-
guintes tecoremas.

n’ PKA) = f. Existem mem matrig or-

TEOREMA 5.2 Seja A,

togonal e P_ matriz permutagao tal gue

Xn

R V

IOOJ | -

onde R Y triangular superior e nao singular. As matrizes

QAP

nulas ndo existem se A & de posto completo.

DEMONSTRAGAO:
Escolha P de modo que as primeiras r c¢olunas de A

sejam linearmente independentes. Aplique a primeira transforma

cac de Householder Ql em AP
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de maneira gue a primeira -coluna da matriz resultante seja um

miltiplo de . e, Sejam a; e bl' érimeiras colunas de A

e B respectivamente, nos devemocs ter bl = Qlal,ﬂalﬁ = Hblﬂ.

Esta Gltima condigao daréa riq =% baql.

Seja Qz(m—-l}x(m-—iy a segunda matriz transformagao de .

-Householder que transforma a primeira coluna de Wl em um mal

tiplo de el(m-—l)Xl' Eptao.

M o | R. V
l QlAP = |— 2 2_
0 9 LO W,

onde R, & 2x2 triangular superior.

2
Continuando © processo encontraremos uma matriz mem’

que & um produto das r transformagdes de Householder - tais
gue

R V R V U

QAP = = =

0 W_ o o | - 0

onde R or triangular superior e naoc singular.

Desde gue as r primeiras colunas de AP sao linearmen
télindépendentes, 0 mesmo deve ser verdadeiro para as colunas
de R, isto é; 0os elementos da diagonal de R devem ser dife-
rentes de zero. A matriz W & zero porgue ao contrario o pos-

to de QAP seria maior que r, o gual contradiria o fato de

'/H.LI



101

que P{(a) = r. Portanto U =I[R,V] & trapezoidal superior.
TEOREMA 5.3  Seja Amxn,P(A) = r. Existem matrizes ortogo-
nais Q... e ann’ g uma mgtrlz'permutagao Pxn tal que
Z 0
QAPW =
0 0

onde err bidiagonal superior com elementos diferentes de
zero na diagonal. As matrizes nulas ndo existem se A &  de

posto completo.

DEMONSTRAGAO: [4,pp. 273 -~ 2747 .

5.3.1.2 METODO DE GIVENS.

0 método de Givens equivale a transformagao de House-—

holder, utilizando a matriz ortogonal
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denominada matriz de rotagao de Givens.

METODO DE GIVENS CLASSICO:

Requer um maior nimero de operagdes do gue a transforma-

gao de Householder,

P..u = v, entdo
1] : .
Vi = 0 k_% i,3,
v, = yd, o+ qu,
V. =-Uu, + 1, .
-3 1 i J
Se A entao B = P,.A difere de A  somente nas
mxn 1) .

i-8simas e Jj-ésimas linhas, cujo elementos sdo dados por

bix T Y3 t 0a4

b., =—-0ca.,, + Ya.
ik ik ¥ jk
Similarmente a matriz APij difere de. A somente nas
- i-ésimas e j-&€simas colunas.
Uma rotagac de Givens em torno de aij &€ a transforma-

¢ao similar

A difere de A somente nas i-&simas e j-&simas linhas e colu
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nas, isto &, 25 sdo obtidos dos 35

Explicitamente temos para

k=1,2,...,m

£ =1,2,...,n . ' mas k,Z # i,]
Bp3 T Yy T T8,

Bpq T 798y T Y8y

a‘Ek = aﬂk

Por uma segliéncia de rotagao de Givens aplicada a A,

obtemos a segidncia de transformagoes assim definidas

B T B o (5.5)

_ t y
A = BBy Py l<kzr

]

Obtemos - A_ de A, por r Eransformagaes Py s 1< k:{r da

forma (5.5)

Ao
B t
By T PyBgFy
_ t £t
A, = P,AP, = PP APIP
o £ : £t t
A =PA_PC = P_...PPIARPIP, .. .P_.

A, =P _...DP A (P ...P,P)

o
]

t - . .
QAQ ", onde A, ¢ uma matriz de Hessenberg superior.

Fazendo uma nova aplicagaoc em A, da segiliencia de trans-
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formagdes de Givens, encontraremos a decomposigao QU.

ulo_ _ t
o = AQ = IQAQ Q
U_ = —_
[o = a0 o
SR T O o oa ot
- Q [:0‘“ = A A QrU

METODO DE GIVENS RAPIDO [61]

L8

Utiliza o mesmo nOmero de operagodes que a transformagao
de Householder, porém & mais eficiente que este para matrizes
-esparsas, porque pode trabalhar apenas com og elementos diren-

tes de zero.

5.3.2 ORTOGONALIZAGCAO DE GRAM-SCHMIDT

Por processo de ortogonalizagao

U, trapezoidal superior

Q, matriz cujas colunas formam uma base -ortonor

-mal de R(A}.-\

Seja A = {al,az,...,an]. Determinamos a partir de A,

Q= [ql,q2,.i.,qr], cujas colunas q;0 1 < i <x sdo ortogo- .

Jrais de modo que qp seja uma --combinagdc linear de a, .
-

a, ray
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.Entac as colunas - a, s 1l «i<«<n comas colunas gq,, 1
: - i i

i < r geram o0 mesmo espago., Isto € equivalente a achar A =

I A

= QU, 6nde Q tem colunas ortogonais e U & trapezoidal supe
rior. | |

As colunas de Q sao obtidas usando o procedimento de
.ortogonalizagéo de Grém—Schidt.

A ﬁatriz A = 30 & fransfofmada sucessivamente para A
Az,...Ar.

Onde:

Gram-Schmidt clissico:

Ap = [ql“.“'qp' ap+l! -*ran ] r &

t -

qkqs - 0!’ k # s,

p-1

g = a — Z U, g.. -

P P j=1 Jp-l
t t .

., = . - =1,2,...,p~1

Ui T 9y ap) /953y - rEpr P

g

Este procedimento nao & muito numericamente estavel.
entao recomendado usar uma versao modificada deste procedimen-
to conhecido como procedimento de Gram-Schmidt modificado,sen-
do equivaiente matematicamente mas superior computacionalmente.

Gram-Schmidt modificado

(p) (p)

Ap = [ql; ....;qp:a i)_+l""'an ] ’




(o) _ _(p-1)
ay a5

- nu ~q
p-1'7 9p-17
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t _(p~1) .
u . = a. < j <n
p-1,5  Tp-173 Pz
Gqre--¢9_ si0 vetore; ortoﬁgrmais e aPl a5,
177" 3p A p+l’' """ n .
versoes meodificadas correspondentes colunas originais
_a(l) (1)

,a de A.

o1’ 1%y



CAPITULO VI

COMPARAGAO DOS METODROS

.
6;1. INTRODUQKO
~ Levando em cdnsideragéq o formato e o posto das matrizes
foram classificados, tendo como critéric o menor nimero de ope
ragdo, doze métodos diretos para serem implementados juntamen-—
te com os métodos iterativos, linear e de ordem p = 3,
Os métodoé escolhidos estao na tabela 6.1. Vide tambéem

tabelas 3,4,5,6 e 7 no Apéndice.
"0s algoritmos foram implementados em Fortran IV. Utiliza

mos as rotinas da NAG - Numerical Algoritms Group-Oxford, nas
sub-rotinas de eliminagac Gaussiana {(pivotamento Tarcial), de;

.composicao de Cholesky e transformacido de Householder.

TABELA 6.1

P e e
1.1 | - | X
1.14 - X
1.15 ' X
3,31 | X o
3.32 X
2.33 X
3.34 X X
3.35 X

- 3.36 X
6.11 X |
6.21 . £ _

6.22 X { X
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6.2. MATRIZES TESTES . -
Para testar os algoritmos usamos matrizes com namerc de

condicao diferentes sendo dos tipos seguintes:

1. Cheias, selecionadas em varios artigos:

[3,5,6,8,9,10,15,24,36,39,40,41]

2. A= uv , u e V vetores colunas diferentes de zero.

3. A = [aij] = 1, 1 <i<m
1<3<n
4, Matriz de Hilbert
A= [ag ] =1/ +3 - 1) 1 <4ix<n
1 <3 <n
5. 2 1 o o ... 0o 0]
1 a 0 . e 0 0
0 1 a 1 « 4 . 0 0
A= ' _
O 0 O 0 . e a {J
1] 0 0 0 . o 1 al,x n
As ordens das matrizes testadas variam de 4 a 20. Os

testes foram feitos no PDP-10, cuja mantissa em ponto flutuan-

te tem 23 unidades bindrias (bit).



109

No Apéndice encontram-se as tabelas mostrando oz resulta

dos obtidos nos testes.

6.3. ANALISE DOS RESULTADOS NUMERICOS

A convergéncia dos algoritmos iterativos depende do va-
lor .de & ou (o ew)Para cuja cbtencao Se necessita do conhecimento dos
valores singulares de A, Por econcomia do tempo de maguina, o
ideal seria fazef uma estimativa dos valores singulares ihdicg '
da na segao 3.2.2 , mas os computamos utilizandc a sub-~roti-
na da decomposi¢ac em valores singulares da NAG.

Como era de se esperar apds estudo tedrico, © ﬁétodo gque
apresenta meilhores resultados & o do algoritmo 1. O método li-

near, algoritmo 2, apresenta convergé&ncia bastante lenta, o

gue nao o recomenda. A demonstracgio do teorema 3.3, coroliario

3.6, mostra gque os elementos de Yk convergem com © tr{YkA)
e aque a convergencia do tr(YkA) & determinada pela condigao
20k 2, 2.k
1 = -
{ .wor) > {1 -o /o))",

Assim a convergéncia €& muitc lenta a menos que C(A) se-

ja bastante pequeno, isto &, se A for muito bem condicionada.

6.3.1. ESTABILIDADE

A precisdo dos algoritmos & verificada através dos resi-

duos, utilizando as guatros condigoes de Moore-~Penrose. Eles

foram computados pelas normas um e infinita com precisac dupla.
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Nos métodos iterativos teremos que verificar se a itera-
'éﬁo tem a propriedade auto~corretora, isto &, se nao  existe
uma propagagao de erros de umé iteragao para outra (da k—ésima
para a (k + 1l)-ésima).’ |

Verificaremos essa propriedade somente para o algoritmo 1. Tomando
Xk?=A+4-Z,ondé Z @& um erro de aproximagao. Aplicando um pas

50 no algoritmo 1, obtemos:

_ + sty ot
Xepp = B + Z(I-BA) + (I~ AA)Z
{6.1)
+ (p=2)(T-ATA)Z (1T -2n") +0(2).
Quando A , P(A) = n Z desaparece. Nesse caso © al-

nxn

: & —e 2 <n, ou A m#n o al-
goritmo & auto-corretor. Quando A ., P (&) <n, en’ 7

goritmo nao & auto-corretor, ocorrendo entio um aclimulo de er-

' +
ros de arredondamento no subespac¢o ortogonal a A AXAA+; A me-

nos gue
t + '
Zz e R(ab) = aA'Az =3 (6.2)
AA-I-Zt = Zt
e 2zt e ra) » < z@aht=3 |
zan’ = 3z (6.3)

Desenvolvendo {6.l1), obtemos:
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+ 7 +
Xepq = A + Z-ZBA + 7 - A AZ

+ (p- 2)(z -A+AZ) (I —AA+) +0(2).

+
7 - ZAAT + 7 - A'AZ

H

e
+

+

-+

(p - 2)(z-2z28" -a%az + a*azan™) + 0(2)

Fazendo sﬁbstituigéo por (6.2) e (6.3), teremos:

'XH1 =at4z-24z2-2 + (p-2)(Z2-Z2-2+2) + 0(2)= A++0(Z).

Dentre oé métodos diretos a eiiminagéo Gaussiana, ‘méto-
}dos 1.14 e 1.15, ée apreséntam mais estéQeis,Obtendo—se' entao
uma melhor precisio nas maékizes md;condicionadas, isto para
o caso 1, | | ‘ |

Para os casos 3 e 4 o metodo que deu melhores resultados
foi o recursivo de Gréville'(G.ll). Esse método apresenta uma
_vanﬁageh em relagaoc aos demais, de sempre obter um  resultado
finai, mais ou mencs precisb depehdendo da condicao da matriz,
POiS$ niorequer a determiracio explicita do posto.

Os melhores resultados dos métodos .utilizando Gram-—
Schmidt modificado foram obtidos com as matrizes do tipo 2. Se
destacando © método 3.31 e em seguida 3.33 e 3.36.

O ﬁétodé_6.21 aélica a eliminag¢ao Gaussiana en AtA,CUjO

t 2 - - -
C{a A)=C (A),quando P(a) = n, sendo entac um método instivel
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numericamente,

bud

Para o caso 2 ficou dificil determinar qual e o melhox
método, uma vez que todos métodos apresentam resultados pareci

dos, se destacando entre eles 1.11 e 1.14.

6.3.2. MEMORIA

Nao existe um método mais econdmico; todos os algoritmos

utilizam 3K de memdria principal.

6.3.3. TEMPQ REAL

O tempo real de execﬁgéo foi medido em segundos através
de uma sub-rotina especial.'Mas comc © sistema DEC-10 funciona
em tempo compartilhado, esse tempo na realidade ainda esté de-
turpado.

Nos métodos iterativos o dé ordem p = 3 requer menor
tenpo de execugao; uma vez que esée método converge mais rapi- .
damente.

Nos métodos diretos 1.15 & o que menos tempec gasta para
sua eXecugao, em seguida vem o método recursivo de Greville
(6.11). Os demais métodos gastam mais ou menos O mesmo tempo

para sua execucaoc.

6.4. CONSIDERACOES PRATICAS
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6.4.1, O PROBLEMA DE COMPUTAR A .

A maior dificuldade pratica encontrada & na determinacio
do posto, isto porgue na computagao em ponto flutuante devido
aos erros de arredondamento ndo & facil determinar se algum na
rero mMuito pequeno seria zerc ou nao. Tornando ‘isto, entdo um proplema  ao
ce oomputaf A+, pois todos os métodog, exceto © recursivo de  Gre-
ville e os iterativos regquerem a determinagao explicita do
posto. -

0 calculo do posto apresenta dificﬁldade gquando os ele-

mentos de A variam muito suas ordens de grandeza.

6.4.2. DETERMINAGAO DO POSTO

0 método de Gram-Schmidt modificado determina melhor o
posto com uma tolerdncia de 1078, a3 O‘métodé de Gauss por .
ser mais estavel apresenta resultado guase idéntice com  as
duas toleréncias, 10"6 e _0,7450581.10_8, sendo que com &
segunda- tolerancia se obteve melhores resultados com as matri-
zes do tipo 4, matriz de Hilbért. . PIe T
5. Os melhores métodos para determinar o posto, entre  os
rlassificados para calcular-—A+,,s§o.oS gue usam . eliminagéd
Gaussiana em A. O método gue aplica Gauss em AFA, como  ja

foi dito anteriormente & numericamente instavel, - tornande-o

nao indicado para se determinar o posto de uma matriz.
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Um dos melhores métodos para calcular posto & a decomposi-
cdo em valores singulares, gue ndo fol selecionado para calculo

da inversa generalizada pelo seu alto nimero de operagoes.

6.5. CONCLUSEO

0s métodos iterativos apreséntam bons resultados apenas pa
ra matrizes bem condicipnadas; Mesmo.assim, O gue apresenta me-
lhor resultado &€ o de ordem p = 3, gue converge Com menoxr ni-
mero de iteragdes, menor. tempo de execugéé e melhor precisao.
Vide tébelas 2;9 e 10 no Apéndice.

Os mééodos iterativos nao sao numericamente superiores aog,
métodos diretos. h

Nos méto@os diretos, eliminagaoc Gaussiana (1.15, 1,14 e
1.11), recursivo ds Greviile (6.11) e Gram-Schmidt modificado

(3.31, 3.33 e 3.36) sao os preferiveis por apresentarem melhor

precigao.



APENDICE

NOTAS-ADICIONAIS E TABELAS

{(a) Quando terminaﬁoé de testar os algoritmos & que ob-
servamos gue as sueroginas da NAG utiliza para efeito do zéro
uma tolerancia de 0,7450581.107°, Essa toler@ncia é o menor nd
mero positive tal gue 1,0 + 0,7450581.10_8 > 1,0. Nos métodos
Gram-Schmidt modificado, Greville e noé métodos iterativos uti
lizamos uma tolerdncia de 1076, Essa discrepancia nao fem im-
porténcia na comparacdo da precisio dos métodos. |

Mas para verificar que método determina melhor © posto,
‘tivemos qgue fazef testes a parte com as mesmas tolerancias,nﬁo'
necessariamente com todos os métodos, uma vez gue se necessita
a detérminagéo do posto nos metodos aplicados em A,At ou AtA,
negse caso Gauss e Gram-Schmidt modificado; e os métodos esco—
lhidos para esse fim foram 1.15, 3.31, 6.2 e 6.22."

(b) A seguir listamos as sub~rotinas da NAG utilizédas
nos métodos diretos e para cdlculo dos valores singﬁlarés de
A. Aﬁtes fizemos modificagdes para gue as matrizes gue compoem
as decomposicoes do Capitulo V, pudessem ser chamadas separada
mente pelo programa principal.

FPIBXF - Fatorizagao de Cholesky de uma matriz A simétri

nxn

ca e definida positiva.

FF1BKF - Determina o posto e os fatores da transformagéo de
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Householder de uma matriz A m>n,

mxn -

FIBTF - Determina o posto e decompOe uma matriz Alvn em um

produto de matrizes trapezoidais pela eliminacao

Gaussiana com pivotamento parcial.

- Computa os valores singulares e os vetores singula-

FJ2WCF
res d esquerda e ‘d direita de uma matriz At
TABELA A.1l
Rotina IraIL Erros dectados pela rotina
1 n <l  ou IA<n-
FPLBXF
2 A matriz nao & definida positiva
1 m<n
Tolerancia T € negativa ., IRANK = -1
F@1BKF 2 Tolerdncia T e muito grande, IRANK = 0
Tolerancia T é muito peguena, IRANK > G-
1 A matriz tem uma- linha nula
F@1BTF 2 A matriz & singular

n<l o IA <n.
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IRANK, -~ varidvel inteira contendo P(A), usando a tolerancia
T.
IA - variavel inteira, gue especifica a primeira dimensZo

dos arranjos. IA > n,

(¢c) Os nimeros das tabelas 9-22 gue tém asterisco .. es-

t3o com seu valor exato. Os demais s3o multiplicados pelo fa-
-6

tor 10 .
(d) As contagens dog nlumeros de operagoes dos métodos di

. ‘ -+
retos foram feitas utilizando _r(l lé(Zr-+l} + rz{m-r)opg

- S r({r+1)(2r+1) 2 - *
ragoes ou 3 + r (n-r) operagoes, para o pro

dute de uma matriz trapezoidal superior pela sua transporta,

{e) Foram as seguintes matrizes testadas e suas respecti,

"vas inversa de Moore-Penrcse.

-1, Cheias
. - __
1 0 0 o 100 6_1
Al - c 1 0 0 AzzAzlz 010 E
0 0 1 0 0010
0O 0 0 1 000 le
- — [

™3 1 2 1]
13 2 + -1 1 FG : T
By T 1 2 3 By=By =37 | 7t 2 72 -
1 2 1 3 -9 -
— — -1 -5 2
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IU‘! .1:-(.01'\.)1—‘_[

T I

|3 R e

LA o= B B )

10

[ ~0,247
0,113

-0,133
-0,033
0,067

w =~ o N

A;z_l_
8

+ .1

Ay = 157
b1

By = %5

0,000 0,033
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3 -3 -1 1

3 -3 -1
-1 1 3 -
-3 -1

6 -2 -6 10
0 -11 0 22
12 T -12 =2

0‘,20'?'_|
0,067
-0,073

3 11 7 —lfl
0 -10 -5 5
3 1 2 4




[
o~
b

A =':uv-t,

0

1 0
2 -1
[_-1.5
-18

3
-3
18

15

0 I

1 -1

1 0
-1 -3
5 -1
13 -9
21 |

1
- 0
-1
-2
6 |
-3
9
-9
3
-6
3 0 3
B+=-—l—- -1 5 4
4 15 4 -5 -1
3 0 .3

608 ~362 130

+ 1 ~197 212 242
4 ~431 204 -250
324 -235 -57

o
=

+ - at

(vtv) (utu)
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[2,9 2,8 2,1 1,0 9,0 7,0 8,0 5,0 4,0

0,005 _
0,006 3,0 1,2 0,3 0,9 0,7 0,8 0,1 4,0_ 0,4
0,09 8,0 5,21
1,2 _
l;o
2,0
1 3,0
Ly =1 4,0
5,0
1,0
2,0
4,0
5,0
-——0’1 B
0,9 (2,9 2,8 2,1 0,009 0,07 0,05 0,05 0,08
8'2 0,05 0,006 0,01 1,2 0,3 0,9 0,7 0,8
0,1 0,1 4,0 0,4 8,0} '
_ | 0,2 _
Mg 10,8
0,5
0,66
013
0,1
t.
3 A =1 i ]=1 l <i<m A+ - A
J l<j<n mn
4, Matriz de Hilbert
A= [aij] = 1/(i 4+ j - 1) 1<ic<n
1<73=x
+ -1 ~
Se A = A = {bij] ; entao l.<i<n
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. 0 -1 (i g-D
3 G- 1E-11G-1%Mm-1) =9

a o 0 ... .0 O
1 a 1 0 . ..
5. A= 0 1 a 1 .i..
0 0 0 0 0 a
0 0 1l a
AR ’ pra—
nxn
+ -1 1 - . C s
A = A = 5 | ij] e a matriz nxn definida por:
n : '
bi-—l n—if se 1 = J
a.. = < ity - _ ' . .
ij (-1) bi—lbn-j'- K se Jj > i
dji’ o se J < i
\
onde bo =1
bl = a
bk = abk-l - bk42' .k = 2,3,...,n.

(f} Nas tabelas 9-22 L,,L,, L,, L, apresentam os residuos

pela norma um e Rl‘ Rz, R3, R4 pela norma infinita.
(g) Os métodos diretos 1.11, 1.12,...,1.16, 2.21,2.22,...,

2.26, 3.31, 3.32,..., 3.36 tdm os nomes na seguinte forma e
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significado: .

a.ab o
T procedimento. a
procedimento. 0b

EXEMPLO: Algoritmo para o método 3.36

1. Aplicar a ortogonalizacgao de Gram~Schmidt em A(prcoadi

mento, 3}
I +
A = QU e ) A+ = U Qt
-1 + +o-1
g=1[8,T] = §{I,G] onde G =8 T e |U =[I,G] S .
-1
2. Calcular S
. _l '
3, Calcular G =85 T
: I
4. Aplicar a ortogonalizagao de Gram-Schmidt em £
. G
(procedimento.06) :
|I = NR e (1,61 = nerhH® = et
'L_Gt TR ; r

+ + T t

5. AN =g = [I,G]+s“th = NNrs"th.




TABELA 1

KOMERO DE OPERACOES .
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Eliminagao Gaussiana

r[mn—%(m+n}r+%r%

Trangformagac de Householder

Zr{mn—%{m+n)+%r%

ortogonalizagio de Gram-Schimidt 2rm (n-Sr)
METODO N 3
Decomposicao de Cholesky :
Inveraa de Matriz n3
3
Inversa de Matriz Triangular %

PRODUTO
DE

MATRIZES

Trapezaldal superior mm por sua transpesta

r(%ﬂ(r+1}+§{1-rzﬂ

Trapezoldal rin por chela rxr

rZ({n-r}+{r+1)%J

Chela nxr por Trapezoldal rxm

mr{(n—r)+(r+1)%l

Triangular rxy per chela rxn %nr{r+1]
Cheia nxr por Triangular %nr{r+1)
Chela nxm por sua transposta %mn[n+1}

Chela rx{n-z} por sua transposta

%In~r)r{r+1)

Chela nxr por chela rxr nr?
Chela nxr por chela rxn mnr
Cheia rxn por cheia nxr an

. TABELA -2

METODLOS ITERATIVOS

METODD Nimero de operagoes por iteracao
LINEAR 2n2m+nm

> n p - 1)n3+mn2
De Crdem P=3 ~ W

zm (p - Vm”4nn




p—— - o

TABELA 3

METODOS DIRETOS

1249

oo | A at ' : NOMERC DE OPERACOES
E, tal t o~ '
1l w |t etk r(2m + <2 r (ol + -t~ £ 4 60))
a2l w | etmhts T, E{6nna-2mér (JmsSnedr-41)
1.13 w nerd) st s 2wl towan) +2en)
14l [_ét]{lmtl_ls"ln-l (st "M 1,1 | (omt osdny 4§ oL 8ri ey
1.18 S B Ve (o Onamd 45 (on-z-31)
visl w o afs et £ (2 Gnt L0nh 43 (3n42m) -3 20-3) )
2.21] qfu of g 3z om-3 o) 4 nev (P3040
2.22] o po(e 1%, £ (6um- (230} 41 (3r45n-2))
2230 du | neh% r {3 in-2m 4z (Grednl )
. 1 b -1 -1 1] e
2.24] oy [Et]uma s, 3t tm-bmine s (3-6r) 1)
2,25 QrtU p‘;pﬂs_ln B £ [(3Imn-{min)4r {gr+4n—g 1}
2.26 Qiu M{:S—I(]r I {m+ inr»—-lj,n} +r l%r-%l H
3.31 QU ot Lot 3r (- tm—2n+§:-1) r+%81
.3y w | efwhit £ Gantdn (5e-1) 42 Grn-b))
3,330 w | awhtt £ (33 (n-20£45)
1 £, ~de=1.t L, 1 51
EEY] B [Gt] (st “s~ig 3 (b n= (rne e x)
3.35 W ey, 57" x {3+ (dn-m! 243 (e-317)
38w | wisTht x Gaewre (Gnem -x et ) n)
6.11]  otov vty 4z tm-L 12 2,2
. rl:rn_z(xmnl-l-ir ¥4 (nag) (0w}
AV LI amt
5.1 a{t ] B 1-{ ) i b3 i 4567) + fimee) 3
v o ¥ o |
6.11 [As ‘ A;'l " by nin+l)
- %E‘k—l.iﬂ Mm+1}-—-:— ~ 3nm
’ £, o =1
.21 jA-AnLU UrARITE LR, 0l n2m+rilmm+gr+%}n+é (r2+5r+11}
| 3 t t..=-1_¢t
6.22 at-nc"® | nictor~lc r(i6ntrsl) ol iz b3ra1)
6.31 § v SR, 0 ot ‘

r [(Son+ %{ (e+1l)n-2mcl+ % }

cm vnd

NOTA: O métedos diretos 1.11, 1.12,..., \.16, 2,21,‘

2;22;-0:4 2.263 3-31; 3&32,.-3; 3.36 tém 08 na

mes nd seguints forma e amigniflcado:

I e

procedlimente.a
procadimento,0b



TABELA 4
CASC 1 {m:n-.—.r)

130

METOoDO | NUMﬁRo DE OPERAGOES
1.1 _ %n:"fznzf 1n
1.12 9n?-3n2 -
1.13 Lindin?
1.14 13434357
1.15 Llndin?
1.16 80+ In?
2,21 %xﬁ n2+.6r!
2.22 - 1n?
2.23 20 ;-‘2
2.24 %n% %n2
2,25 ‘%rﬁ- %nz
2.26 0%~ 3n?
*3.31 :L%n3+n2+ %n
3.32 3—62n3— %nz
*3.33 an>
*3.34 Andiaa?
3.35 Ln3- 302
3.36 Lo+ 2n?
4.1 Ppdogn?
5.11 Ln3-4n?
6.11 2n3—%n2+-%n -
6.21 lj?n3+ %n2+ 8
*6.22 Lnden? 2
.31 | L ’512

* - MEtodo esgolhido




* TABELA 5

CASO 2 [(m=n>r)

131

METODO NOMERC DE OPERAGOES
2_ ... 2.1 2 3
1.11 2nr+inr"+ §r+2r -3
1.12 3n2r+dnr?-nr+2r3-2r2
1.13 '2n2r+2nr2+ §r3+nr
1.14 n2r+6nr2+2nr+r2— % r3
3
1.15 2n2r+3nr2+2nr—§ -r2
1.16 2nr+ 1'2-3— nr2'+ gnr- §r3+::2
2.21 ¢ 3n2r+2nr2—2nr+ %r3+r2+ é T
2 5 25 i3 2
2.22 3nr+2nr—2nr+§r -r
2,23 an?re %nr2+ %nr-&- grB
2.24 _ 3n2r+3nr2—nr+ %—.rz— g r3
2.25 3n2r+4nr2—2nr+ :érB-— %rz
2.26 3n2r+3nr2-nr+r3- %rz
3.31 3n2r+nr2-' %‘r3+r2+ % r
3.32 3n2r+ %an_ %nr-b gr3—r2
3.33 3nlrene?
3.34 3n?rinr-4nrl+ §r3— %rz
3.35 3n2r+3nr2+ %1:3— g—rz
2
3.36 3nzr+2nr2+nr- %rB- %
4.11 4n3+4n2r-—4rn+ %rB
5.11 8n3—8n2r-4nr+6nr2+ % r3
3 1. 2 1
6.11 Zn~ - §n + i n
6.2] no+20%r+ %rzn-l- %nr+ %r3+r2+ ér
. 2 1.2 .1 13,1 2.1
6.22 n r+§r n+§nr+~6~r +2r +gr

3
2,1 12 r
6.31 Srn +3nr 5T n+5

* - Método escolhido




> TABELA &
CASC 3 {m>n3r)

METODO NOMERO DE OPERACOES
7.2 7.3 1 2
1.11 FME+ w74 §r+2_r
1.12 gmrz-mr+ %r3—2r2
1.13 '25*mr2+ 1;62 ra"!—r2
2.mr, 5. 2,43
1.14 3mr+2+2r+3r
‘ 2.1 8§ 3 1. 2
1.15 2my +imr+§r +2—r
1.16 3mrlomr+drd. 3 2
2,21 3mr2-m:g:'+ %r3+ %r
2.22 3mr2-—mr+4r3- §r2
2.23 3mr2+mr+ :-Léi r3— :2—Lr2
2.24 3mr2-—mr+ ];63 r3+ %rz
2.25 3mr2—mr+ %1— r3— ; r2
2.26 3mr2—mr+4r3-— %rz
3.31 3rmi+ 2roap?y Ly
3 6
3.32 2mr2+ 10 r3— 3 r2
3 2
3.33 2mr2+2¢?
3.34 2me?s 3o 2 p2 '
2,83 32
3.35 2y T+ 3T 3
3.36 2mr2+ gr3+ -2111'2
4.11 m3+5mr2+rm2—2mr+ %r3—2:‘2
5,11 o+ 4mr2-2mr - 2024 i3
- 3 -
6.11 Zmrz—mr-f- ‘% + g
: 2,83, 3.2, 1.
§.21 2mr +3r +2r +Ez
6.22 %mr2+ %mr+‘%r3+ %r2+ %r
6.31 3mr2+ §r3+ ]2—‘r2

* = MEtodo escelhido




a TABELA -7
Cago 4  (n*myr)
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METODO NOMERO DE OPERACGES
- 2.2 .73 1 2
1.11 ¥ nter +3r+2r
1.12 Hnr2e I,3.5,2
1.13 §r2n+nr+ g r3
1.14 5r2n+ %nr— %r3+ %rz
3
1.15 5r2n+ %nr— 3—:— —2]3r2
1.6 7r2n+ gnr+ gr3+2r2
2,21 Snrz-nr-f- %r3+8r2+ %r
2.22 JLzl-rzn— %nr-!- % r3-2r2
2.23 2r’n-Lrns gr3+r2
2.24 6nr?- 2p3. 152
2.25 Tren-nr+ g r3- §r2
2 -
2.26 6rin+ri- 2 r? :
3.31 Snr- $rier?y Lr
11 2 1 1l 3 .2
3.32 Y n—inr—gr -r
3.33 51:2n—r3
3.34 6nr2+nr- §r3+ %rz
3.35 Tnr?- Frd- 22
T2 _4.3 r2
3.36 ér“ninr 3¥ "5
4.11 n3+5r2n+rn2—2nr+ %rzﬂ)-Zr2
5.11 n3+4nr2-2nr+ g—r3—2r2
2 n? n
6.11 2n“r-nr+ 3 + 3
2 5 2,1 1. 3,2 1
6.21 2n r+-2-nr +§nr+§r +r +gr
*5.22 3nr2+ §r3+r2+ %r
6.31 11 2 1 S_3

an + -énr— gr

* ~ MEtodo escolhido
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TABELA 9 _ y

METODO DE ORDEM P = 3

TEMPO TEMPO L, L, Ly L, By Ry Ry R, a

CPU REAL :

0.36 - 0.008 0,0 0,0 0,0 0.0 - 0,0 0,0 . 0.0 5,0 1

0.40 0.078 0,11 0,017 0,022 | 0,080 0,13 0,014 0,022 0,060 | 0,001
0.46 0.108 0,92 0,084 0,099 1,09 0.85 0,075 0,099 1,09 0,01

0.53 0.176 61,5 78,0 2,7 1059,8 44,8 32,0 2,7 1059,8 | o,001 |
0.45 0.1% 6,8 6,6 1,2 29,2 5,7 2,5 1,2 29,2 0,00l |
0-44 | a1 59,2 56,1 4.9 839,2 44,7 2%,2 -l 1.8 239,2 0,001 l[
0.43 0.093 1,2 6,022 0.24 0,13 1,03 0,022 2.4 6,13 0,001 |
0.30 0.037 0,089 0,048 0,0037 0,13 0,075 0,045 0,0031° 0,19 0,01 |
1.04 0.328 6,07 0,0062 0,0050 9,012 0,092 0,0043 0,0050 0,012 | 0,08

2.44 0.875 D,071. 90,3050 0,0031 0,015 0,091 0,0053 60,0031 0,016 | 0.0l

7.21 2.717 0,031 0,0053 0,0058 | 0,016 0,11 0,0062 0,0058 0,016 | o,61 |
14.63 5.872 0,055 0,0063 0,0050 0,016 g,11 0,407L 0,0050 0.0 | 0,61

17.14 %.862 0,095 4,006 00050 0,018 0,1l 0,0074 0,0050 0.006 | 6,01

5.87 | = - - - - - - - - fot

18.65. - - - - - - - - - a,1

31.05 - - - - - - - - - 0,1
13080 | - - - - - - - - - 0,1

0.37 0.057 0,035 9,024 0,034 0,028 0,045 0,022 0,034 0,028 | g1 3
1.86 0.143 0,15 a,0012 0,025 0,0 0,15 06,0012 Q0,028 4.0 2,01 1
6.36 2.098 0,34_ 0,00087 0,14 [ ) 0,35 0,00087 ) 0,16 a.0 ¢,0al 5
13.85 | s 0,89 o017 | 613 | 00 0,89 0,007 | @13 0.0 .01 | 4
0.50 0.102 0. 34 0,018 0.060 0,001 0,24 0,022 0,060 0,011 | 0,501 | 5
1.72 0.416 0,25 0,021 0,016 0,026 0,61 0,0l4 0,016 0,026 | o000l (| 4
5.61 1.649 2,17 0,0010 0.031 0,012 5,0 0,00095 ! 0,031 | 0,012 [ 8,001
12.17 3.282 0,50 0,0015 .| 0,049 0,013 0,3 0,0018 0,049 | 0,013 | o0,000L
0.47 0.062 0,045 0,086 0,015 0,032 0,030 0.22 0,915 0,032 | 0,0l

0.28 0.016 ©,056 0,0083 0,007 0,019 0,052 0,0086 0,0075 0,019 0.1

0.35 0.047 0,48 0,61 0,061 0,11 0,27 0,83 0.06L 9,11 0,00l
Q.31 0,047 03,0956 {2,043 0,042 0,026 0,0056 0,062 0,042 0,326 0,01

¢.89 0.128 0,30 0,0023 0,0 G, 087 0,15 00,0047 a,0 e.047 0,01

4.99 1.928 0,30 0,00047 0,0 a,12 0,15 0,001z Q.0 0,12 0,cGl
0.76 0.083 1.73 0,003L o,.0070 0,038 2,0 Q,00027 0,007 0,033 0,000L
0.28 . {.029 g.73 06,0052 .70 a,028 0,58 0,0340 0.0070 0,023 0,00L

0.84 0.092 a7 0,00016 0,0034 0,042 0,57 ) {,00026 0.0034 0,042 0,000l
3.07 0.628 0,15 0, L0089 6,021 0,025 0,25 0,0014 9,021 ¢.025 | 0,00001
4.21 g.761 Q.060 ’ 0,0010 G,022 0,083 0,037 0,0013 0.d22 a,083 0,000k 4
7.49 1,355 1.9 ,00044 0,060 0,031 1,3 0,00068 | 0,060 0,00t | 0,000L | 3
Q.52 0.079 0,027 o,21 0,032 o,0i5 0,047 0,086 0,032 o.cis 1 0,01 §
0.35 0.016 0,022 Q,013 0,0LL 0,0075 0.030 0,013 0,011 0,007 | .1

9.33 0.044 6,24 e.072 .| 9,067 0,030 6,30 0,049 0,967 Gus jooal |3
023~ T} o0 a9 9,0 0,9 2,030 0,0 0,0 0,0 0,630 a3 |
.05 0.19 | o008 1 90023 0.11 9.0 T0.15 0,004 | o001 0,0 . a0l |
5.22 1.107 0,075 0,0612 2,12 Q,0 4,15 0,00058 9,12 c.0 j o602 |
Q.73 0.074 Lt 5,00018 0,013 0,0068 2,2 0,000L7 0,013 92,0068 | 90,0001
0.%2 D.1E2 9] 0,00D87 0,035 0,0074 4,4 Q,00095 0,035 06,5374 0,00301
3.09 0.731 ¢,R .0048 0,080 9,013 1,2 40,0042 0.060 0.CG13 0,0290)
4.84 0.77 odz 0,0016 0,076 0,022 | 0,2 0,00093 0,376 0,022 I 0.,00301
.53 2.01% 6.3 ¢.0021 0,082 G,07 1.7 0,001% 4,062 0,017 ] 0,0001
5.53 117 0.3 0.0022 0,047 0,042 0.56 0,0016 0,047 0.082 | 0,0001
0.20 _ { o.0d1 0.0 0,0092 0.040 0,011 0.0 0,007 0,040 o.o11 | o.01

- = ,., = 0 mitodo n3o convergiu.

f—_— JR— . |



TABELA 10

METODO LINEAR

A | TeMeo | TEMPO L, L, L L, Ry Ry Ry R, aew | TEM-
_ cpu FEAL o
AJ. 0.43 0.008 2,0 0,0 0,0 0,0 D,0 0,0 0,0 G0 3 1
Bl 6.42 - - - - - - - - - 0,001 -
<, £.23 - - - - - - - - - 0,01, -
o, 0.82 - - - - - - - - - ©,000 -
El 0.83 - - - - - - - - - 0,001 -
¥ 1.7 - - - - - - - - - 0,001 -
G, 6.27 - - - - - - - - - £,001 -
a, |3.3%° - - - - - - - - - 0,01 -
II. 6.55 5.881 460,0 59,2 0,021 0,013 460,0 99,2 0,021 G,0113 a,0 12
Jl 11.85 16.324 660,4 152,5 0,020 0,015 6604 152,5 Q4,020 2,013 Q,01 186
L5 53.26 48.729 861,6 208,7 0,022 0,010 B6L,6 08,7 0,022 0,010 6,01 147
Ll 1.47.68 98.59 915,2 225,9 0,026 0,014 915,2 225,59 0,026 0,014 0,01 187
#,  |1.59.33 1.08.67 19,6 227,86 0,026 ¢,014 919,6 227,6 0,02 0,014 o,6L 187
R EE” - - - - - - N - 0,1 -
0 13.16 - - - - - - -~ - - o, -
P, | 2165 - - - - - - - - - o,1 -
0, 1.21.81 - - - - - - - - - 0,1 -
Az Q.5% 0.296 28,5 14,3 0,0 o,0 28,3 14,3 0,0 4,0 .1 43
B, 1.82 6.07? 0,0 0,00058 0,0 0,0093 0,0 0,0012 a,0 0,0083 a,01 1
<, 12,36 7.546 5243,6 41,1 0,0 0,0 9243,6 41,1 a0 0,0 0,001 8
B, 15.04 8.9719 $403,7 23,5 o,0 6,023 9403,7 23,5 0,0 0,023 0,001 h{)
E, 2,75 T 0.3 2108,9 5,4 0,0005 9,0037 1501,8 1,6 0,0095 0,0037 0,001 p:]
F, 2.28 0.827 516,1 0,55 0,008 0,0091 . 48,8 0,738 0,0088 0,0091 0,001 19
cz 2.39 E.l *(,14 12,02 } 0,018 0,017 k3,35 4,9 0,018 0,a17 0,001 23
Hz 15.30 6.7% 0,25 7.5 20,0080 0,0081 0,30 6,4 {,0080 0,008l 0,0001 s
Aa 1.83 0.1l408 75,2 31,3 0,041 0,0051 187,86 62,5 0,041 0,c051 0,01 =0
33 0.3l 0.08L 3,2 0,57 0,011 0,007% 3,4 a,54 0,011 0,0075 2,1 14
€, {055 - - - - - - - - - 0,001 -
D3 .48 0.1221 193,31 BB, 2 0,087 0,007% 183,3 %8,2 ID,DE? 0,0075 0,01 22
E:3 .08 0.333 305,3 3,1 2,0 1, 0056 152,7 6,1 -G,0 0,0056 4,01 i4
?3 9.24 5,121 158456 39,6 0.0 0,015 7922.8 73,2 0,0 0,015 0,00l kM
Sy 0.65 0.062 349,0 0,043 0,0028 0,0026 471,8 0,036 0,0028 0,0026 a,000L| 32
Hy 6,38 0.105 €83,7 0,63 9,0023 0,0042 1018,4 9,55 0,0023 a,9042 5,001 bil
Iy 0.85 0,030 209,1 0,028 45,0038 0,012 268,7 0,022 0,0038 g,012 0,000t 3
dq 4,10 1793 9,3 4,2 9,011 0,0002] 9,15 9,9 8,011 0,00021 a,o000l I
Ky |S.95 2,08 0,39 3,3 0,017 0,0022 0,13 9,7 0,017 0,8022 v,0000Y 13
Ly 2.19 2.565 0,22 4,7 6,017 0,013 0,26 4,0 2,017 2,013 00001 8
Ay 2.37 0.1331 187,7 62,5 0,021 0,007% 75,3 1,3 0,021 2,0075 6,01 150
B, 6.45 0.174 10,8 ER 0,0075 00037 10,8 1,6 09,0075 08,0037 6,1 1
e, |o.ss - - - - S - - - - o000 | -
oy 0.45 0,06 0,035 0,024 0,004 0,028 0,045 0,022 Q0,034 0,028 0,1 S
Eq 1.55 0.523 100,7 2,8 0,0 9,0 167.,8 1.7 0,4 2,2 0,01 3y
Fa 13.81 9,63 7922,9 13,2 0,0 0,020 15845,6 19,6 0,0 0.920 9,001 1 31
€, 0.77 0.117 39%,3 { a,068 02,0042 i 4,0068 654.3 0,042 ,0042 1,0088 0,001 | 3
El‘ 151 1,892 282958, 3 7.1 0,00685 0,072 13059 ,8 10,5 0,0085 aa373 0,00008 2
I, |42% 2 .204 W, 16 72 0,00 94 NS 0,29 3,3 0,00%4 ,0095 9,0002] i3
A 767 3.841 0,30 10,8 0000629 0,0091 ,41 7.9 0,000023 09,0031 o,e000)8 1
Ky 1192 5.501 0,28 9,3 9,007 09,3100 6,35 T2 0,0ms { o000 ofooL| 13
L, 31.97 0,545 0,33 4,00085 0,0019 g,011 0,50 0,00t43 0,0019 0,011 0,003 2
H, 0.49 0.23 143,6 0,94 0,023 9,019 166,3 0,81 2,029 2,013 0,01 13

= = 4w = Q Mtodo niéc convergiu.

{#1 raafduo alto Iniwero com seu valor exato).

HOTA: 04 outfos nimercs she multipiicade pele fatkor
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TABELA 11 .
METODO 111
A TEMPQ TEMPO by 5, Ly L, Ry R, Ry R,
cPy REAL .
A, | 0.4 0.038 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
By { 0.47 0.054 2,28 0,037 0,14 0,23 0,33 0,035 0,14 0,23
e, | o 0.038 2,4 0,14 0,46 0,46 2,6 0,12 0,46 0,8
b, | 0.2 0.036 141,5 9,5 20,01 12,4 70,9 §,2 20,00 12,4
E 044 0.047 4,1 1,4 2,3 4,5 1,1 0,97 2,3 £.5
F, | w2 0.044 04,7 21,6 47,3 23,5 55,7 23,1 147,13 23,5
; :

6, | 0.3 0.03L 5,03 6,10 0,69 2,26 4,6 6,16 0,69 %
H, | 0.2 0.031 0,1 0,14 0,071 0,48 0,34 0,10 0,071 v,48
1, | o7 0,151 0,15 0,012 0,045 1,041 0,15 0,019 0,045 0,041
3 | 160 0.325 0,34 0,017 0,055 0,044 6,3 0,017 0,055 0,044
K, | 498 0.384 0,43 0,018 1 0,038 0,044 0,37 0,021 0,058 0,044
L, | 5.5 1.522 0,45 0,18 0,058 0,064 0,41 0,021 0,058 0,044
B, | w.s2 2.240 * 3,80 sn2¢e,5 | 0,50 6,029 +3,0 68629,7 *g,50 0,072
§, | 0.2 0.030 164,6 24984, | 1718 347,4 153,2 25421,1 171,8 47,6
o, | c.38 0.060 2678,5 36,1 5267,2 B431,7 3211,5 26,1 5267,1 B431,7
P, | ooss "0,091 0,29 *0,51.10° | *0,75 *0,12.107 | *0,33 «0,11.10° | *a,7s +0,12.10"
o, | 2 0.354 %0,93.10° | +0,13.102 | *0,10.10° | 40,29.10° | *0,86.10° | *0,11.1012 | *0,10.107 | +0,29.10°
ay | 0.3 0.026 0,097 0,029 0,019 0,030 0,10 7,034 0,019 0,030
nié 1,35 9.031 ¢,22 0,0023 0,0 ,0 0,22 0,0023 0,0 0,0
£, | 4.07 0.08 6,45 0,0017 0,0 0,0 0,4 0,0017 0,0 0,0
b, | 893 N 0.108 ° 0,30 o,00058 | ¢,0 0,0 0,30 - 0,00058 0,0 0,0
E, NED EXECUTOU FOLHXF TFAIL |= 2
3 1.41 0.031 0,023 0,00017 | 5708,5 0,0068 0,031 0,00013 | 5705,5 @,005%
6, | a.68 0.0% 0,62 o0,00061 | 4758,5 0,0037 0,31 0.001L 4758,5 ¢,0037
m, | 9.3 0.156 +10° 10 10 10 109 1? 10 16
A, | o7 0.031 0,12 0,0088 0,015 0,041 0,078 ,017 0,015 9,041
B, | o.28 0.015 0,22 0,018 0,041 0,019 0,12 a,020 0,041 0,018
c, A0 EXE{UTOU Fo18 IFALL = 2
o, | 0.3 0.016 0,15 0,03 0,0084 0,048 0,13 0,014 0,0083 0,048
E, | 0.69 0.013 0,22 0,0023 0,0 0,0 0,11 0,0047 0,3 0,0
Fy | 3.7 0.077 0,45 0,0012 0,0 0,0 0,22 0,0023 0,0 0,0
Gy BEO & YECUTOT FIL8 P IFAIL = 2
B, { 0.2 0,028 102 +108 *10° 10 10’ =108 *10? 10
1, HAD EXECUTOU FPLBXF [ERIL = 2
I, | 227 0.045 6,2 0,000090 | 4,019 0,0061 2,8 0,00013 0,018 0,0061
Ky | 3.66 0.08 2,3 o,000042 | o0,0081 0,00070 0,56 0,00015 | 0,008L 0,00070
L; NAO EXECUTOU FPLEXT TFRIL = 2
a, | 0w 0.030 0,19 0,017 0,0019 0,331 0,37 09,0038 0.a019 0.033
B, | 0.0 0.016 0,056 0,019 0,0075 9,011 0,089 9,015 56,9075 3,011
€, | 0.3 0.015 0,23 29,0021 0,0019 0,018 0,21 65,0016 2,0019 0,018
b, | 0.23 0.014 0,015 0,015 0,0075 0.0 0,030 0,001 0,0075 0.0
g, | 0.67 9.015 0,1t 6,0047 0,0 0,0 0,22 0,0823 0,0 0,0
L 3,72 0,086 0,22 06,0023 0,0 9,0 Q9,45 0,2a12 [0.0 { 5,0
o, ufn EhECUTOY bk Gl IFary L 2 i '
B, | 0.2 0128 an® *107 10 Y s15” 1 {0 j ng?
1, | o7 .107 ap? - a0® *10* *10° £10° e1p? ST 110*
a, NAD EXECUTOY Py 1BXF IFAIL = 2
K, HAGY EXECUTOU RJ1BXF IFAIL |= 2
L, | 6.2 0,125 +10° 0’ 10 10° 0% s *10 BT
n, | 350 0.107 e10? xp® "10° *1n? 192 a0 ol ne?

{*) residuo alto: ccorrendo quando o métode calcula o

P{a}

incorretamente



TEMPO TEMPO Iy L, Ly L, Ry R, 8, R,
cry REAT, ~
0.37 0.046 0,0 0,0 0,0 0,0 ) 0,0 0.0 0,2
0,32 0.031 0,045 0,015 0,029 0,013 0,037 0,027 6,929 0,722
e.31 0.045 | 0,089 0,083 0,033 0,061 6,12 0,10 0,093 B,
032 0,047 21,2 7,9 1,2 1, 12,2 4,8 1,2 1.8
, | o 0.046 ) 17 0,27 1,1 2,6 0.3 8,27 1,1
X 0.047 17,8 . 15,1 - |3, 4,2 4,2 3,5 3.6 4,3
6, | 0.3 0.046 0,21 8,015 0,032 0,080 0,18 2,013 0,322 0,5
my, | 0.23 o.031 0,045 6,022 0,015 0,030 0,060 0,015 0,915 0,7
1, | 0.87 0.163 '} 0,079 0,0065 0,012 0,010 6,077 0,0071 b,212 0,02
3, | 1m 0.335 0,081 0,0064 0,014 0,013 2,090 0,0071 3,004 0,5
Ry | 466 0.988 0,073 0,0066 0,012 0,011 0,10 0,0074 0,112 6,
9,50 1.878 0,10 2,0071 0,0012 0,011 0,10 ¢,0082 D2 0,
10.61 2.229 110¥ | e i10°° +15°0 0% 0% 3 apt
0.35 0,042 4,8 24444,6 | 30,0 21,4 4,3 M35,0 |39 214
0.46 0.077 15,6 *26,1 30,7 07,1 14,0 "26,1 ™, s
0.57 0.105 *0,17 %0,15,00° [2M52,1 | *0,32.107] =0,23 *0,11,10° | 77452,1 a,s10’
1.7 0.36 ‘1,4 *0,40.20%° | 47,5 0,29.10° | 1,8 *0,30.10%7 | 27,5 BN
0.33 0.030 0,10 0,028 0,039 0,028 0,067 0,023 9,119 6,0
L3 0.044 6,22 ©,0023 0,0 0.0 0,22 0,0023 9,1 0.
3.89 0.08 0,45 80,0017 0,0 8,0 0,45 0,0017 5.3 lo,:
8.63 0.138 0,30 0,00058 0,0 0,0 2,30 0,60058 |03 e
0.7 0.145 10> 1077 10> ap?? 9% a1g*° 137 st
1.58 0,047 0,52 0,00072  |5705,5 | 0,0073 0,7 o,00050 | =1is 9,503
4.04 0.077 2,54 0,00054 | 4758,5 0,0024 0,27 0,001 78,5 o,und
5.30 0.175 *44,8 102,2 1,19 8,6 52,5 *59,0 ' .,
g.44 0.027 6,94 0,014 0,011 6,043 0,41 8,027 0,53
0.2 0.015 0,23 0,023 0,048 0,022 6,13 0,023 o, 48 5,522
0.43 0.138 #1077 19> 197 *10*? 120°? 0o 0193 A
0.30 0.030 0,085 9,0061 0,013 0,015 0,045 0,0084 . 8,19 B,
.63 0.015 0,22 0,0023 0,0 0,0 0,11 0,0047 0.0 I'o,c
3.8 0.077 0,45 0,0012 0,0 0,0 0,2z 0,002 0,3 jo.c
L1 0.202 +10% x07% ag®? s10? 2107 20%° 0y syt
0.20 0.028 *13,0 #10° 9,8 ip,18 *15,0 +10° 58 0,3
1.46 0.31 107 w1 ? x07? a? 0% 0P g a1
2.12 0.047 ) 0,000097 10,004 0,00%6 2,8 0,00020  |5,:14
3.71 0.076 3,8 _0,000043  |o,C13 06,0013 2,06 0,00015  |0,213
10.53 o266 | wmp? 10°? s107% #10° #1077 a0 T
0.48 0.027 0,24 0,015 3,015 0,0075 2,57 0, 0088 9,015
0.30 6.017 0,056 0,019 0,0075 a,011 6,089 6,015 D67 [0,
0,47 0.118 0,23 0,005 0,005 4,0075 0,30 o,011 0,207 I 0,0
0.26 0.028 0,015 | . 0,015 8,0075 2,0 0,030 0,011, eoels 0.6
6,72 0,028 6,11 0,0047 0,0 a,0 0,22 0,0023 %) (0.0
3.60 0.077 0,22 0,0023 0,0 0,0 0,45 0,0012 5, o,z
1.25 0.158 *10>7 o7 0% *10%% 10 s10%? T et
0.27 0,016 0,0 0,00025  {C,0042 5,0023 5,0 o009 jo.a
0.79 ¢.020 0,72 0,000047  [5,0056 0,0087 1,02 § 2,00005L |0,:%36 9,05
g, |52 0.321 10 we? w107 s . 1™ n:0? et
K, |72 0.231 sro’? n0%? 1o +1079 207 e”” arp?? foag?
v, |67 0.136 w0 a107 4,3 w0 a0’ 0? 4,3 N
o, | 3.6 B.124 *10% 10° 10 "1 s10% a10° 13 i 10

(*) re=z{duc aito: ocorrende quando o métods calcula o

P{A} incorretamente




133

TABELA - 13
METODO , 1.15
A TEMEO TEWFO Ll :-2 I.-] L‘ R]. ﬂz na R‘
Loy3] REAL

YRR 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
Bl 0.28° - 0.0 £,045 0,018 0,037 0,013 0,037 0,027 0,023 9,013
C1 0.3 0.0 0,089 4,089 0,12 0,080 0,12 0,10 Q2,003 0,067
B, | 0w 2.0 2,2 7,9 2,1 1,9 12,2 4,8 1,2 1,9
5 |0 0.0 3,9 17 0,75 1,07 2,6 0,51 8,27 1,07
v, | 0.3 0.0 17,8 16,1 5,2 4,2 9,2 9,5 3,6 4.2
Gl 0,35 0.0 0,21 0,015 0,035 0,080 72,18 0,013 0,032 0,08%
Ho| 031 0.0 0,043 0,022 0,030 0,030 0,060 0,015 0,015 0,03
1, {om 0.6 a,019 0,0065 0,012 0,010 0,077 0,0071 0,012 0,012
' EE! 2.0 0,081 09,0064 0,014 0,013 0,000 0,0071 6,014 0,012
Ky [ &7 0.0 0,07 0,0065 0,012 0,011 0,10 0,0074 ¢,012 0,01
L, | 0.0 9,10 0,6071 0,012 0,0011 9,10 0,0082 0,012 6,012
My | 1494 0.0 8,10 0,0072 0,012 0,011 0,10 0,0082 0,012 | oo0n
B, | 0.0 0.0 4,3 24444,6 | 30,0 21,4 4,3 24354, | 30,0 {21,
o | 0.4 0.0 15,6 %0,26.10° | 30,7 17,1 14,0 ~0,26.10° | 01,7 3172
e, |00 0.9 *,17 0,15.10° §27452,1 | *0,12.30' 1 +0,22 s0,11.20% | 27852,1 )
o, | 2.8 .0 9,4 0,48.1010] 7,5 %0,29.10° ) %18 *0,20.101%] +7,5

A, | 03 0.0 0,12 0,048 0,030 0,017 0,13 0,052 0,020

B, | 3.4 0.0 0,8 0,0081 0,042 0,042 0,89 0,0081 0,042

c, [ 4.22 0.0 8,67 0,0025 0,0 0,0 9,67 0, 0026 0,0 0,0
Dy 9.15 o.¢ 0,45 0,0012 90,0088 0,0088 0,45 00012 0,0088 i Q0002
E, 0.9+ | c0 10" 0> 307 w10 1977 1077 0% 6%
F, | La 0.0 5,3 0,0057 5705,5 0,016 7,8 0,0038 5705,5 0,015
GZ 4,57 0.0 15,7 Q4,017 4758,5 0,0072 8,0 4,034 4758,5 4,002
B, | 0.2 0.0 10 +10? *10 *104 *10 107 *10 0’
By | 0.2 0.0 0,34 0,0040 0,076 0,10 0,15 0,016 0,087 0,10
B, | 0.3 0.0 0,12 0,012 4,040 0,032 0,12 0,018 0,028 0,0x
cy NAo.  EXECUTOU FELBKE IPAIL = 1

o, |ox 0.0 9,12 0,012 0,078 0,030 0,12 0,015 u,054 0,08
ey | e 0.0 0,60 0,005% 0,042 6,022 0,% 0,012 0,042 0,0z
Py | 2.5 0.0 0,50 0,0012 0,018 0,042 0,3 0,0023 0,018 0,04
Gy “WAa | ExECUToUS rHlpxe IFALL = 1

By | 0. 0.0 T *10 "o *10° *10° 10 "10%
1, NJ-\..'.:“_;ECUTOU FE1RKE IFRIL = 1

3, |23 .0 63,7 To,00085 | 0,082 0,014 30,4 0,0020 o,02 | oo
K, 380 0.0 2.4 H 0,66069 0,013 0,012 28,3 0,0021 0,013 0,012
1, | 10.88 0.0 s D o S L 1p23 g o
Aﬁ 0,57 0.0 0,20 0,030 0,14 0,030 0,46 O,014 0,12 0,032
Eﬂ 0.34 0.0 0,034 0,013 Q,0075% 0,015 0,037 G011 0,0037 9,018
C4 0.55 4.0 a,22 ¢,0042 @,026 Q,013 0,24 Q,0024 ) 0,026 0,01
b, | 0.8 2.0 0,020 0,022 0,022, 0,0037 0,030 0,011 ___§ 0,011 2,00:"
S: 0.66 Q.0 0,20 0,012 0,022 ) 0,042 0,60 ,0058 0,022 ﬂ,i}-\‘.:
ré 3.77 o.¢ 6,30 0,0034 Q,042 0,018 0,80 06,0017 0,042 ! Q4,012
¢ | 1= 0.0 no?? 09 2397 4% 219% r10¥ a0’ oo
'u‘ 0.2 2.0 6,75 0,0052 0,004z 2,019 0,68 0,0044 0,0042 19,0
I‘ Q.78 0.0 2,1. a4, 600072 7,024 a,014 2,3 0,000095 0,024 1 0,024
3, | 4ne .0 2% 197 10 T 1o 197 et} g
8‘ 8.21 o0 .1019 ‘1039 ‘,103? '1039 ‘1039 ‘1039 '1039 '! ‘10._:_
L, | .68 0.0 *10° 0’ 0% =10° *10” w10° R

o | 408 0.0 10” 0 *10° *10° 10 "10® w0 |

{*} residuc alto; ocorrende

Pi{A) incorretamante

quanda o métods calcula o



THREELA 14 140
METCDO 3.31

A Tz:ﬂo TEZIE L L, Ly Ly By Ry By R,
i\l. | 0,38 0.029 0,0 0,0 0,0 0,0 [ 00 0,2 0.5 5,3
2 | 0.6 0.037 9,5 0,075 0,17 0,21 0,58 0,585 0,17 0,z
EEE 0.031 1,9 0,36 0,95 13,3 414 0,82 0,85 13,1
b {032 0.015 27,8 219 5,2 64,1 22,5 26,8 35,2 44,1
E; {0.35 0.026 2,5 5,5 1,6 40,8 24 31,2 3,6 40,2
Fy | 0.3 0.026 145,3 165,8 177,2 7268, 5 215, 3 135, 0 177,2 7382,5
¢ | 0.35 0.015 0,76 0,19 0,82 0.5 0,83 0,23 0,82 0,5
B |o0.24 0.015 0,21 0,097 0,12 0,32 6,20 0,078 0,12 0,22
Il 0.93 06.102 0.l5 0.0]% 0.038 0,042 0,14 0,020 0,038 ! 0.042
Jl 1.52 0,213 0,27 0,031 0,047 0,044 0,24 G, 031 0,047 S
X j4n 6.701 0,29 o u30 D, 060 0,042 0,28 0,28 0,060 | o,
L, {8.69 1.341 0,29 0,030 0,061 b, 040 0,28 0,028 6,061 0,43
My | 10.3 1.502 0,29 0,030 0,061 0, D40 0,28 0,028 0061 ! o,m:
Ny f0.30 0,015 17 *0,24 18,3 *0 24 23,1 %17 18,3 | g3
0, {o.38 0.038 561 *,13.10° | 14349,2 | *02000° | 1231 3 *g,18.10° | 14349,2 | +g,z1.10°
P | 053 0.066 1952,8 +0,10.10° | 21436,3 | *0,16.10° | 1601,7 0,74.20% |21436,3 | *,5.10°
g, |Ls? 0.168 7754, |*0,15.10° | *0,13 +,11,00° | 10503, | ~0,22.10° %023 ro,-o.z00
;: .0 .01 . 0,050 0,024 0,020 0,039 0,056 0,024 0,020 | 0o
By |[1.55 0.037 0,15 0,0010 0,0 6,017 0,15 0.CoLz 0,0 iooon
c, (43 5.072 6,45 0,0917 =] 0,0 —mr—] 0,0 ~-mv} 0,45 - . | 0,0017 0,0 Lo g
D2 11.09 0,147 0,30 Q,00058 4,0 {, 0088 2,50 i 0,03058 0,0 —‘! Q,0°:3
E, |0.41 0.015 0,28 0,00095 0,0084 0,011 0,25 0,0011 0,0084 0,00
Fz 1.34 ) e.45 0,030 G, 000023 0,0042 0,0094 0,430 0,000029 0,0042 i 3,0
Gy | 4.32 0.10L 0,51 0,07053 0,0032 0,0099 0,29 l a,9011, 0,002 6,039
By | 9.27 6.186 s10% a0’ 10 a1g? +10% | e 10 e’
A3 0.4l 0.010 0,12 0, 0065 0,019 0,024 G 60 00093 0,19 . | 0,021
B, |02 0.016 0,11 07,0086 6,015 0,011 0,056 0,0077 009§ o.cn
cy |02 0.015 6.4 9,14 1,7 0,33 32 0,25 L7 | o,
Dy | 027 0.0 0,25 0,035 0,086 0, 026 6,13 0,041 lo.oa6 1 0.0
By, |0 0.0L4 0,0 0,00093 | 0,0 0, 0075 0,0 0,0023 0.0 | e.oms
ry | 4.0 0.066 0,0 8,0 0,0 0,025 a,0 6,0 0.0 | 0,025
6y |06l 0.0L6 1,7 0,00026 | 6,0023 0,005 2,8 0,00020 |D,00m3 | 65,0059
Ha 0.24 0.0 0,36 0,000032 3,0 Q,0042 0,49 0,00033 0,0 i 0,0042
I, {o.m 0.015 0,45 0,000002 | ©,00058 0,012 9,30 6.00612 | 0,00058 | 0,307
3, 237 0.05¢ a0t e *#10% “10° 0t 0% 10° | =1
Ky | 3.60 0.106 +10° 107 " 10’ ag g’ “1g P’
Ly [&:35 0.170 »10° i10? 40, 46 *10° *19° w107 0,45 s10?
2, lost, 0.027 0,065 0,012 0,012 0022 0,15 0,0070 0,012 | 0,02
;:L “0.29 0.017 0,030 I, 015 0,019 0,028 0,048 9,015 o.my | o0
C4 0.27 0.0 Q,56 00,0084 0,037 0, 0075 q,7% 0, 0OSL 0,037 i 9,075
Dy |02 0.0 9,015 0,015 0, 0075 0,0 2,010 2,011 8,0075 5,0
E;, J0.M4 0.015 0,075 " 0,0023 0,0 0,8 0,15 o, 0012 c,0 9,0
F, |[4.00 0.072 0,9 b, 0011 0,0 0,0088 0,0 o,%0058  |0,0 | 0,505
g, o3 0.030 0,18 h,000016 | ©,0014 0,007 0,12 u,000022 |0.00M | Goom
He {o.29 9,012 2,067 b,a00t0 | 0,3 0,0075 , 0.15 m,e0099 {02 2,367%
I‘ 0,72 f.01l 2,9 ¢ oganaa 0,004 04,0072 2.3 i a,000051 | 0.0084 ro 3,202
T 422 0.045 9,60 h, 5000095 [oom7  JomB  }uo } 0.o0001L 10,003 I %,0m
K, |3.0 0.093 - no? e *9,304 4107 BT e {030 | 0’
1, |68 0.15 *10f bio? “10 "o’ TS wn’ 10 | =1’
m, laee 0,06 0,002 p.0oxi& | 0,063 0,013 0,024 0,00017 En.ooo-ss ! 00t3

(*) residuo alto: ocorrendo quands o método calcula o

. Pla) lncorretamente




SIUMCJOIIOOU]

¥4

@ EINDI¥D GPOITU O OPURNDL OpURIIOAC (03R ONpPJEAI [}

, 1500 ¥E00°0 45000 £9%0 160°0 £B00°0 £500°0 £L'0 TT*0 ¢ Yy
£ TL' O Pl Ll 0T L0 (O £Olr 920 £F"9 Yy
) TE' 0. 50T (Ol OTv TE'Os o0l g0l wz'o i3'€ ¥y
hafadi] Fi0°0|  GAO0GABTO 0's TI0'o £Io’o ST000°0 T'F 860°0 j: 104 e
o 3ol LT00E" 0 o'z [ (1] $800°0 TT006°0 B'Z TEG*D 9870 Fr

fx o] TROO' Y SToS0'0 LEDO'D 850070 z¥oo'e SZA0O' 0 YO0 0 ST0'0 5Z7¢ ¥a
bt} £in'o TI0000" 0 TE£'D TI0'n £10'0 £L006G70 1 ] oEQt 0 €50 y

o'o o'o 850000 ot'o o' o'o ZI00’0 sT'o vl 0 55°€ ¥a
"0 o0 e'o 0‘o o‘e 0'0 0’0 o' geote L9*0 Yz
LEOO'D LECO"0 LEOO'0 LEGD' O LEGD'U LEDD'0 SLGO0 LEOD'D £10°6 Yo ¥q
fm'o 520*0 £TO00 £’ "6zo’n 920°0 azon’'o 720 510’0 0 s
o' zzo'o YEG'D o'o veo’o ¥E0'0 Latods] a0 6200 ¥ Ya
L20°0 $10°0 21000 £0'0 LEo’o cTo'o, bho0’0 0%0'0 0E0’o £570 ty
¢ 8E°0s (01 Ol T BE' 50T (0T« 81270 159 | Fa
¢l EEM' gm. c0T* 5c0T* 0T 0T ﬁcm 96T 0 LE'S 3
<< oOTv 2T 0T £c0Ts (T 0T 0T | wmro e | “r
] 5100°0 atoag’o UE'G SEA’0 ST00'0 | S66000TG 5k°0 TE0°0 SL°0 - 1
oroo 0'0{  TEODGD’O . E¥'0 or00’0 0'c | eeoooe’o te's #10°0 "0 Yy
E20°0 1500° ¢ 720090 o'y £900°0 T500°0 5Z000°Q Lz 510°0 230 9
{10°0 u'o o's L Lro'o o'0 o'e 0’0 3L6°0 9L E ts
b ¢'0 £200° 0 o'o zeo‘o 0’0 £6000°0 0’0 570°0 L0 £q
1100 ££0'0 EZG'0 aso’o TI0'0 £E00 $Z0°0 e ST0'0 €0 tq

' ocs 920’0 o't z*o EE0 Lo'n z'1 510°0 cen | Fo
6540 £0%0 10’0 zs0'n 0£G’0 LE0"0 £600°0 zt'o zz00 €0 Eq
Fiearkds teao'o ££00'0 LELY zzo'o as0a’D £%02°0 0 6E0°0 2670 Ey
0Te £c0T P c0T* 60T s e sg0Te tez o 50°ST "
£10°0 ote’‘e §T00's sk'0 (1] ot0’s Tice'o o't SEI"D 18y 5
o' Th00'0 |  GT00GD'C LED'0 10’0 THOD'0 | ETOO0O'Q otata b0 0T ‘3
oLac'o L1070 Al sz'o oLoe'o L10'0 SE000°0 sz'e 9T0°0 zP'0 [

. €f0'0 o'o TT00'0 - o' sE0‘0 o'o 130000 ag'e LOT 8 €28 ta

‘e 0’0 LI00°0 S0 £T0%0 o'e L1000 o €50 £6°EC &
€' 0’ ‘0 0‘s sz0‘0 a'n aT00"0 0’0 350°0 T g
e ZZ6°0 PE0‘0 980°0 4o zee'n TE0'0 ¥g0’0 ZE070 0 2y

og0T T 0 |  0T"LE"Da g0 LT O Em:‘zr‘th- ae?1S1'0s m_orza'o’ gut'u‘n- ocPTET Oy ELETD BE"T Ip
Ent's:'m LStz 0T vL0s [4d 3 EoT‘s‘I’ov LLESTR €l:lr'o'r‘t}a- 2'666T LL0'0 £5°0 Ia
OT' 08 8'0TEE | OT'6T°0x 6°ZTL | OT°12°0x §'OTEE | OTET'Ds z'60L 13670 4+ Ty
52°0s- £'56 LT'ts '8z SZ'Ds 656 YT 0 g'sz 0700 80 Iy
50'0 15070 620°0 gza‘e T ] £96°0 0E0’0 2E'0 S09°T 8507 Tu

[ 0f] 150°0 §20°0 fz0’'0 820 ¥30°0 - JEC°D ze'o 2008 ¥ L2
o'0 90’0 [ i geo'o gz'e F307'0 0EC' D ze'o yogQ ey Ty
FH1'0 gra’o §20°0 TE0'0 20 £50°0 YEO D 0£'0 59T°0 5T°8 [¥3
KO0 6£0°0 6200 oze’o 1’0 15070 816’0 sT'0 SBOQ YR I
£2'0 55010 sL0'0 ¥Z'0 £2'0 59070 150°0 Z'o Lz0"0 L9 T
85’0 110 0900 56’0 95’0 ' 95060 ¥s'0 S¥OT0 or'o 15
8'09EL grst 1°06T £'zet 8°09EL z'ie Fad-t1s 6'5ET TER'O a0 la
o'or 'T 5'¢ 't o’ov 't 6% Lz HoT0 6570 iy
653 't 414 9’61 6’5oy &' t'zz a8l 00 £F'0 tq
T'ET ££°0 88’0 z'e T'ET 150 T 8't 620°0 -] Iy
' oT'e 00 020 L£1'0 TT'a " £00'0 A ] T£0°0 LE'D Tg

0'0 a‘o 0‘0 oo 0’0 [l o'e o0 5%0°0 €E0 Ty

. TYEE - L5
Y £y 2y Ta Yq Eq Zq I DHAL OdW3L ¥
v
Ze'E oacLad
ST L ~

T



TABELA
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L
METODO  _3.33
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ﬁ\ TEMPO - TEMPO Ll L2 I-] L‘ Rl R2 R3 R‘
CPU REAL

EE 0.025 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 2,0 .0 0,0
By | 0.3 0.030 0,28 0,061 0,16 0,17 0,26 0,05 | <012 0,17
o | sa 0.041 3,8 0,73 1,03 | 13,2 3,8 0,83 8,7 13,2
py | 0.2 0041 16,4 22,6 5,6 | 4847 16,3 13,0 6,9 64,7
!El 0.41 0.030 1.7 5,0 2,1 39,2 2,9 3,0 1,8 39,2
Fyp i 0.3 0.09L | 218.6 165,9 13,8 |7380,3 139,2 124,8 %,7 |7380,2
Gl 0.41 0,030 0,33 q,041 2,28 0,54 0,55 0, M5 0,20 0,54

. Hl D.‘Z? 0.030 0,19 0,063 G,15 0,1% 0,13 n, 075 0,15 0,19
I | o 0,095 0,14 0,016 ¢33} 0,028 0,13 o, 011 0,013 0,023
J, | Lee 0.254 0,20 0,014 0,061 0,037 D,19 0,023 0,061 0,037
K | oen 0,80 0,31 0,014 6,052 | ©,037 0,26 0,021 0,052 0,037
L, | 9.2 1.501 0.33 0,015 0,051 | 0040 0,27 0,020 0,051 0,4
My | 10.43 1.787 2,33 0,014 6,05L] 0,040 8,27 0,020 2,051 0,040
By | 0.29 0.025 25,9 0,24 | 4189 9,25 12,1 w17 | 48,9 0,5
0, | 0.2 0.046 5725 |*,13. 100 | 72485 Po,7L.10° | 722,68 j*0,19. 107 [7R45,5  |*0,21.10°
Py | 056 0.055 | 1982,9 |%0,10. 100 71192,0 Po,26 .10° [1643,9 | 0,74.10° [21992,1 |*0,16 .1o°
0, | .68 0.252 | 2487,6 |[+0,59 .10°] w,17 | 0,60.10% |2358,8 |'0,67 .10 | «0,17  |+0,65 .1¢7
By | 0.3 6.014 0,061 0,026 | 0,024 0,041 | 0,07 | 0,02 0,034 0,011
B, | 1.34 0.041 .15 0,0010 8,0 0,07 | 0,15 0,0012 0,8 e,a7
e, | 4.36 0,094 0,45 0,0017 0,0 . 6,0 0,45 0,0017 0,0 00
B, | 9.00 0.144 2,30 | 0,00058 0,6 e,0088 | 0,30 | o0,00058 3,0 0,073
E2 0.43 0.012 o.M 0,00095 0,017 0,058 0,25 0,0613 0,017 Q0058
F: 1.30 73.031 Q.030 g,000038 0,0041 0,011 4,037 0,000015 Q%041 B o,dL
GZ 4.61 0.032 0,51 0, 00061 G,0032° 0,014 Q,25 o,0011 00,0032 0,0l:}
HZ 9.64 0.278 1,3 Q,00010 0,0078 2,016 a,8 0, 000071 0,0078 4,88
_1\3 Q.53 Q.07 2,037 N, 0056 0,013 o,0093 0,16 ‘O L0112 0,001 0, 00e3
BJ- 0,29 0.({15 0,048 a,007d 0,017 Q017 0,039 00,0079 4,017 6,017
€3 | 0.3 9.015 1,9 0,012 0,57 0,31 1 0,95 0,021 0,57 0,31
D3 0.26 0. 016 0.080 0,075 g 027 0,022 0.060 0,010 a,027 0,022
E, | 062 0.016 2.0 0,00993 0,0 cs| oo | o0 | 00 6,015
Fay 3.54 0.074 0.0 . .0 0,0 Q.017 0:0 8.0 Q.0 0.017
Gy | o.s0 0.015 2,7 0,00026 | ©,0042 | ¢,0058 4,0 0,00521 | 60,0042 ,0053
lis 0.26 0.01S 0,37 Q,000031 0,0 Q,0040 0,4% ¢, 000033 0,0 q, =3
1, [ 0.7 0.016 0,45 0,000085 | 0,0015 | 0,001 0,30 | 0,00010 | 0,005 0,003
'FJ3 2.2 £.133 0,19 0,000025 0,013 0,0038 0,16 0, 000036 0,033 U,CC;
Xy | 413 0.197 107 *108 20,47 107 10° x10° | 0,47 2197
Ly | 7.3 0.19 | +808,0 10’ *0,622 g” DTS ST U TN > 10°
By | 0.7 0,010 04051 0,0083 2,012 o0l oel0 D.0046| 0+0L3 8,011
34 0,35 0,015 0,030 0,012 0,026 0,028 U;{:MB 0611 4,018 Q.,023
Lai o 0.030 0,13 0,0022 | 0,000 oo 83 owcots] oom | con
byt o 6.012 0,09 .| __o,009 0,015 0,0075 0,028 0,015f  ©,015 0,007
By b ool 0.011 0,075 0,0023 o0 0.0 0as  oooz| o0 ! g0
Fy | 3.5 0,074 6,15 0,001 L 0.018 030 070058 00 o.0ls
g, | 076 0.02?7 0,045 | 0,0000009y ©,0L 2,0020 0,039 0,0000014 9,011 [ 0,023
H, 0.26 2.015 80,3042 2,0 0,004z 0,0077 | Q,0037 o0 G, 5043 0,07y
'I‘ 0.74 4.G31 0,83 Q,C000064 04,0061 34,0074 1,3 | 0,0000064 G, 00481 ;‘ 02,0074
Ty | 244 0,677 1.9 6,000065 | ©,011 0,013 4,8 | 0,000048 0,011 | 0,013
ke | 2 0.x08 »10% *+10° 3,23 w107 »107 *10P »g,23 | are?
L, | 6 0.154 10° 10 "o *10° e10? a1e8 SUNN T
M, 1.62 0.063 6,083 | (,00052 0,0065 000870 0,673 | 0,08047 0.00651I 0.0c37

{*} residioe alto; ocorrende quande o métods calevlia o

PLA)

lacorretamente
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TARELA 17

METODO 3,34
»
A TEZM.SO TEMPO Ll L2 L3 Ld R1 Rz R3 R‘
T REAL i
4\1 0.33 0.030 0,0 8,0 a0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
B, | 0.3 0.031 0,25 0,067 0,037 0,21 0,22 0,056 0,028 jo,2
¢, | 0.3 0.031 3,6 0,74 0,31 13,04 3,3 0,81 0,13 1,04
Dy 0.37 0.046 26,7 22,6 4,9 463,1 20,0 12,9 5,8 463,1
E, [ 0.30 0,031 4 | 52 1,45 40,16 3,8 1,0 0,61 40,15
£ o038 0.010 204, % 16,2 35,3 | 75,3 153,8 125,0 2,3 7365,3
G, | 0.33 0.030 0,69 0,060 0,12 0,56 0,99 0,073 o, 0,56
B[ ox 0.616 0,16 | o080 0,063 0,34 0,11 0,075 .0,050 |0,32
Il 0.71 0,099 0,13 0,011 0,014 0,024 0,071 2,0086 Q.04 0,024
Jl 1.65 G4,29 G, 088 a,0085 0,017 . 0,023 0,083 0,0095 0,017 0,033
K| 452 0.376 0,18 0,0079 0,005 | o,028 0,15 0,0085 0,015 [0,026
Ly 10,36 1.407 0,22 0,0078 0,014 0,028 0,20 0, 0085 0,014 a,028
Hl 10.59 1.814 *5,0 0,0078 0,014 (3,53 *5,1 o, 0086 6,014 *0,53
N | 032 ’ 0.026 36,1 0,24 50,1 *D,25 28,0 0,17 50,8 9,25
0y | 0.2 0.046 07,7 {%,13.107 118,13 20,2103 | 8,4 - {ag,19.30° | 1168,3 *0,21.10%
Rt .56 0.076 1980,1 *0,10.10° | 21062,1 *G_,15.103 1504,1 *0,74.10° 21062,1 *,16.10°
0, | 282 0.315 *0,14.16%7 | 0,27,16% [76,37.10% | *0,19.20%| «0,16.16%7] +0,17.1097| *0.37.10% | +0,15.1078
Ay § 0.5 0.043 0,045 0,015 0,043 0,037 0,052 0,018 0,030 _ln,ua?
By | 1.32 0.030 0,15 g,00¢. | 0,0 0,017 0,15 0,0012 0,0 Juruas
Cz_' 4.44 0.075 Q.45 0,0017 2.0 q,.0 0,45 .| 0.,0007 0,0 0,0
D, | 9.24 o151 0,30 0,00058 | 0.0 0,008 6,30 0,00058 | 0.0 0,0088
' E, | 0.1 0.007 . 0,22 0,00060 | 0,006 - | o,0086 0,15 0,00084 | 0,0086  |0,005
Py | 10w 0.043 003 | 0,0c00:8 | 0,00047 | o,c008 0,037 0,000029 | 0,00047 ln,uos-a
LGy | 4.56 0.039 0,70 0,00060 | 0,0075 0,027 0,43 06,0011 5.0075 10,027
;: T8 0.278 *10% +19%? PP L Il e 119%% 10%7 {a10°
Ayt 0.9 0.015 w2 | o.on 0.0093 0,027 0.10 0,019 0,0075 lo,c27
By C 0.39 0.017 0,18 9,019 0,084 0,041 0,075 0,018 0,060 lﬁ,oﬁ
_ '?3 0.43 0,015 0,60 0,0065 | 0,065 0,21 0,51 0,010 0,058 (0,21
by [ 0.32 0.015 0,060 0,0056 | ¢,020 09,0075 0,937 ©,0088 0,018 ’ 0,0075
E3 0.65 0.621 a,0 #,Q0093 0,0 0,0075 .0 Q,0023 0,0 [0.0075
F3 366 £.058 0,45 -0,9012 0,0 0,017 0,22 06,0023 0,0 10,017
G:’ 0.58 0.012 4,18 0,00000074 00,0042 Q,0055 q,060 0,00600045 | 09,0042 i 00,0058
H3 0.27 | 0.0 0,73 0,00046 0,0 £,00023 0,75 0,.00038 0,0 0,00023
I, | 0.77 £.015 2,04 0,00026 | 0,0029 0,0062 2,6 0,06023 0,0029 |0,0062
Iy | 3.08 0.142 ~10%? S T 107 [T [T 1e® 104 103
Ky | 5.64 018 16" BTSN RV *10% *10% *10% 103 M03?
L | 7o 0,182 g’ *10° 20,44 s10° wo’ | e “0,44 | #1207
‘hy § 063 0.014 0,48 0,000015 | 0,0028 0,0068 0,63 0.00033 | 06,0038 60,6068
¥, | 0.28 0.016 0,13 0,000% | 0,0 0,0040 0,15 000093 |o.0 |0.ne40
R 0.023 0.2 0,017 o4z | o,019 0,22 o,0077 | 0,039 |0.019
B, | 0. 0.008 0,071 0,025 0,045 0,641 0,11 0,019 0,030 0,00
e | o p.026 - | 0.3 -0,0030 00673 0,0075 0,46 0,0023 0,0037 l0,0075
D4 Q.29 2.01s 1,015 0,015 Q0.5 0,9 0,030 qQ,711L : 0, H7% G,0.
£, ] D.66 0.015 01 0,046 0.0 2.0 a2 nmoz a8 2,0 -
Py | 2.5 0.077 06 cponn lap jooms | ap 000058 §0,0 10,0088
1 | o 0.015 2,9 . 9,000030 | 0,0084 0,0072 2,3 0,000051 | 0.c082 [6.0072
3 | 2w 0.061 0.60 0,800015 | 0,0051 0,014 0,96 0,0000073 | 0,0051 lo,014
Ke | 4.80 0.2 S G 10> 0% *107? 10> fo10%?
Ly | 7.60 0.228 TS L ST n0”° 1% «107? 1107 |+10%
;; 3.58 0.077 9,12 ' 0,001 | 0,0084 0,011 0,14 o,00081 | o,0084 ln,m

{*) realduo alto; ocorrends guande o métode calecula o
L]

F(nl incorretamente
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TABELA 19

- METODG 3,35
A Tix:io TEWE;LO L, L, 1_,3 L, Ry R, By R,
A | 0.4 0.047 0,0 8,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
B, | o4 0.042 0,25 0,067 0,037 0,2t 0,22 0,056 0,028 0,21
¢, | 0.3 0.545 35 0,74 0,31 13,04 3,3 0,50 v,13 13,04
b, | 0.8 0.04 26,7 24 4,9 463, 20,0 12,3 5,8 4631
El 0.35 f.031 3,04 5,25 1.5 4¢,2 3,78 an Q.61 40,16
£l 034 0.045 204,6 165,2 15,3 73652 153,8 135,0 2,3 7365,3
o [ 0.3 6.031 0,59 0,060 a,12 6,56 0,99 0,073 0.1 0,56
n | o2 0.029 0,16 0,050 0,063 0,34 0,12 0,075 0,050 0,24
| Le 0.232 0,13 0,01t 0,014 0,024 0,071 ©,0086 0,014 6,024
| wm 0.452 0,088 0,0085 0,017 0,033 0,n83 0,0095 v,017 0,033
K | s.04 1.368 0,18 60,0073 0,015 0,028 0,15 0,0085 0,015 0,028
| 10.69 2.88 0,22 0,0078 9,014 0,028 0,261 0,0085 0,014 5,028
w | ez 3.348 0,22 0,0078 0,014 0,028 0,201 0,0085 0,014 0,028
K | o033 0.046 0,3 s0,24 50,8 0,15 8,0 | %0 50,8 0,25
o, | 0.7 0.081 707,7 *0,13.106°| 1683 [s0,21.10° 99,4 | 0,29.20° [1166,3  |w,21.10°
b, [ 055 0.090 1982,0 0,10.10° | 221853 | #0,16.10°| 1611,5 «0,74.10° | 2195,4 | +0,16.10°
o | 18 0.29 2,9 0,0 0,0 0,0 2,9 I 0.0 0,0 0,
a, | bl 0.038 a,061 0,020 0,017 0,039 0,067 0,022 0,913 0,039
B, | 1.6 0.045 6,30 0,0035 0,0 0,0 8,38 | 0,005 | 0,0 8,0
c, | 4m 0.104 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0.0
|.'J2 .48 0.20 1,5 ©,0035 0.0 0,026 1.5 - 07,0041 0.0 a,G27
E! .83 0.014 32,1 0,083 ,013 0,021 22,1 1 0,12 0,013 G,021 -
r, 1z 1 o.vae T 0,0042 e,00086 |  ©,024 5,7 ] 0, 0030 0.00086 | 0,02%
GZ 4.4% 0.166 50,2 0,055 0,0051 0,046 5,5 Q2,11 0,0061 0,046
B, | 1.03 0.462 *107 o2 % a103? a10°7 0?0 10 ng?
AB 0.52 0.041 2,39 0,007% 0,019 0,043 4,18 0,014 0,015 0,1
B, | 0.27 0.015 0,16 0,012 0,017 0,019 o001 | o,m7 0,017 0,013
e, | 0.43 0.027 1,5 0,0093 B,26 0,25 0,89 0,013 | 0,2 8,1
b, | 0.3 0.02¢ 0,12 ©,0015 0,050 0,0075 0,12 0,010 2,041 0,007
£, | 0.63 0.015 0,30 0,0035 2,0 0,0 0,15 0,0070 0,0 9,0
P, | 374 0.133 1.9 0,0047 a,0 5,075 0,89 0,0083 0,0 0,073
GB 0.5 0.015 1,6 0,00028 0,0023 {Q,0010 2,1 0,00030 0,0023 0,0012
B, | 0.2 0.014 6,37 0,000023 | 9,0 ©,0040 0.49 0,000033 | ¢,0 0,004G
I, | os 0.0 2,04 £,00031 | 0,0043 0,0061 2,8 0,00023 | 0,0043 | 0,008%
a, | 2.8 0.186 0% *10% a10'* | e 10°° «10*? e [ ae??
x, | 5.5 0.283 107 s10%? 1% 0%’ +1077 0™ ag? no?
LJ 6,36 0,237 ‘103 "10? *G,36 *109 "103 "IU? *0,30 .lng
a, | o.ss 9.030 0,099 0,018 0,034 0,013 0,13 0,012 0,030 b,017
B‘ Q.31 0.015 {1.:045 0,015 0.034 0,034 Q,0G7 0,014 g,022 0'03—’.
cy | 0.2 0.015 0,70 0,0031 0,030 0,025 1,01 0,0030 0,022 w025
D‘l 0.27 §.018 0,030 3,022 0,032 0,037 0,030 I 0,011 0.511 a,ceFy
B, | .63 0.030 0.15 12,0047 2,0 0,042 0,30 0,002 0,0 0 sz
r, LM 0.108 0,30 ©,0035 2,0 0,0 0,60 0,0017 0,0 5,8
34 .76 .046 3.4 J,0024 Q,0056 0,014 21,8 0,0014 0,0056 0,91%
ﬂ‘ 0,29 {4,015 0,38 G6,0029 4,0042 0,015 0,40 90,0024 0, 00642 3,015
1, | o 0.03L 2,5 0,000s3 | 0,011 0,014 17,2 0,00092 | 0,00 0.014
J‘ 2.68 4,104 12,1 o,0008% 0,0024 0,033 b , 8 {,C0047F 0,0028 0,012
£, | 4.5 0.401 #0°? ag?? 0% 0s7% no”? 0o e o’
L, | 7.60 0.415 1077 s107? ap™? o’ 07" #10° s10% 't
M‘ 3.79 0,115 2,9 0,023 0,014 0,073 2,5 q,02% 0,010 0,973

t*]_ residue alto; ccorrends guande ¢ método calcula o

PiA)

incorrebapente




TABELA 22

1" residuo altor ocorrendo ouande o métode calcula o
Piat
A"} ipcor-etamente

METQDO 6.22
A TEMPQ TEMPO Ll L2 L3 L{ R]. RZ R3 R‘
£rU REAL R

a | on 0.015 0,0 0,0 2,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
31 0.41 0.042 0,32 0,035 0,078 0,13 Q,28 q,036 0,073 0,13
¢, |om 0.430 25 0,66 3,6 0,42 2,6 g,68 1.6 0,42
b, | 040 0.035 85,9 8,7 53,6 7,7 53,8 12,7 83,6 | 23,7
e, oo 0.03L 18,3 19,1 32,3 2,7 15,0 17,4 332.3 2,7
Fl 0,315 0.023 188,7 200,6 7035,2 11,3 124,2 140,0 039,3 11,2
Gl 0.38 0.029 0,30 q,11 Q25 . 0,16 0,42 0,14 0,25 0,16
n, | 0.26 g.m12 0,27 0,31 0,50 0,37 9,31 0,28 0,50 0,37
Il 0,66 0.160 0,22 0,025 0,044 0,054 0,24 0,023 0,044 0,054
JI 1.50 0,231 0,32 0,034 0,033 Q,064 0,26 0,024 0,029 0,054
Ry | 452 6.715 0,28 0,032 0,055 6,12 0,24 0,024 0,055 0,12
L, 9.3 1.49 0,29 0,030 0,055 0,11 0,34 0,024 0,055 8,11
Hl 10,69 1.645 0,29 0,030 0,055 4,11 0,34 0,024 0,655 o, 11
n, | o029 0.026 130,0 0,17+ 0,25+ 1373 133,1 a,24% 0,25+ 1373
o) | 0.45 0.043 5653,7 #0,19,10° | *0,2L.10° | 19595,3°| 6031,4 %0,13.20° | *a,22.10° | 12895,3
5 | 0m 0.055 2035,2 %0,73.107 | *0,15.10° | 27250,9 | 26161 ~0,10.307 | %0,16.10° | 27280,9
o, | L5 0. 154 48722,9 | *0,22.100 | *0,12.10% | ~0,¢9 56545,7°|  #0,16.107 | %0,11.10° | 0.3
hz b.31 0.031 0,047 Q0,021 0,035 0,030 D,.Gii? 0,017 0,035 4,030
82 1.39 0,038 0,15 0,0012 4,0 0,0 Q,15 o Q,0012 0.0 0,0
C2 L 3.82 0,087 8,45 0,007 [{ )] 0,0 0,45 09,0017 0,0. a,c
b, |8.45 0.138 o,0 0,0 0,018 00 | 0.0 8,0 0,08 0,0
E: 0,48 0.01l6 0,55 0,013 0,0083 ¢,0056 C 3,40 0,0019 0,0093 0,003%

. ;.:_ T | c.oar 0,% | o007 |o,0087 | o0,0065 1,2 0,00085 | 0.0037 | 00065
6, {414 0.072 0,61 0,00084 | 0,0070 0,0048 0,46 0,0014 0,0070 0,0040
H, |9.02 0.198 *10° 4108 g’ *0,32 *1p? 0® a1p +0,32
A, | 0.0 0.01% 0,3 0,012 0,030 0,095 0,16 0,020 0,030 0,095
by, |o0-26 0.025 0,001 0,0028 0,0056 0,0037 0,035 0,0053 0,056 soem
<, 0.31 0.014 2,9 0,044 0,68 | 0.5 2,8 0,05 0,68 4,56
by 0.2 0.015 0,069 0,0084 0,6075 0,011 0,045 0,0098 80,0075 0,01t
E, |06 0.020 0, 0,0 2,0 0,0 0.0 6,0 0,0 0,0
;3 1.43 e. 062 0,0 0,0 0,0088 0,0 0,0 0,0 0,0083 0,0
G, | 064 9,001 s1p° a1p® *1g” *10 107 30" 30” *19
E3 o,76 0.0 0,0 0,000031 | 0,0042 0,0042 0,0 0,006033 | G,0042 G,0042
1, 079 0.046 «10* 0% 107 10 apl 2108 107 410
a, |30 0.097 x19° ‘10 10" 14 103 a0’ w0 a4
R, | 2.58 0.115 10? s0° g® *a,96 “10° x10’ a1o? +0,95
L, ] 6.95 9.152 1’ “a’ s10” “,2 a1¢7 e10? 107 s1,2
.ﬂ4 0.46 G.016 0,055 9,0088 0,024 0,019 o,10 {,0056 0,024 n,018
B, }0.28 0.015 0,037 0,053 0,0075 0,001 0,637 0,015 60075 | 0,01l
04 0.27 G,01& 0,037 0,00.13 0,0G656 0,01 0,15 0,0019 0,0056 0,011
b, |G.20 0.014 0,041 0,030 0,011 0,022 0,060 0,022 8,011 0,022
;4 0.65 ¢.014 0,075 0.0 0,0075 Q.0 6,15 0,0 0,0073 o,

) 'i-: 3.42 0,062 0,0 0,2 9,017 0,0 u,0 0,0 0,017 a,0
Gy |0.66 0.029 0,069 2,623085 | 6,0033 u,0u12 0,079 0,030091 | 0,0013 9,0012
K, 190.28 0.0 0,6 0,0 0,0042 0,0056 0,0 0,0 g,06:2 0,0056
14 0.80 0.031 A6 0, 000095 0,0028 0,6048 2.6 0,00012 Q,.0028 L 0,048
3, |20 0.103 ag? qef 10 o107 «p0f o *10° et
ERS 0.093 g *10° g 0,26 *10° o16” 4108 0,25 .
L_‘i 5.3 0.143 BT w0’ ~1p? 16 103 ad? s10” +10
34 3.67 4.072 0,19 J 0,0018 0,014 0,004 9,15 J_ 0,0021 0,014 0,0081




TABELA 19

145

- METODS 3.3

A U TEMPO " TEMFG Ly i, Ly I, Ry R, Ry R,

Lru RELL .
Ay |0.30 0.031 0,0 0,0 0,0 0,0 6,0 0,0 0,0 0.0
Bl .36 0.030 0,25 0,067 0,037 0,2), 0,21 ¢,055 0,027 0,21
¢, loa 0.037 3,5 0,74 0,31 13,0 1,2 0,30 a,32 12,0
:Dl 0.3% 0.031 26,7 22,6 4,9 463,0 20,0 12,9 5.8 4630
E, |0.39 0.033 3,0 5,2 1,5 0,1 3,8 3,0 o,6L 40,1
P! 0.44 0.045 204,6 166 ,2 35,3 f 7365,3 i53,8 125,0 22,% ) 7365,3
Gl 0,38 0.030 0,69 0,060 c,12 0,56 0,92 0,072 0,11 0,56
n, lo.s 0.015 0,16 9,050 0,050 0,34 0,12 0,078 0,050 0,34
Il 0,64 0107 0,13 .01, Q,014 0,024 4,071 #},MOBR 0,014 0,024
Jl 1.57 0.300 o, 085 41,0085 Q,07 0,033 0,083 00,0095 0,017 0,033
K, |4.94 0.895 0,18 - 0,0079 0,015 0,028 0,18 0,0085 0,015 0,028
L, |85 1.62 0,22 0,0078 0,014 0,028 0,201 0,0085 8,014 0,028
Ml 10,33 2.022 1,22 0,0078 0,014 0,028 0,201 0,008% {4,014 0,023
w |o.28 0.031 36,1 *5,24 50,8 *0,25 28,0 *9,17 50,8 0,35
0, |03 0.043 70,7 *0,13.10° |1188,3 *0,2.10° | 949,48 *0,19.10° | 1168,2 *0,21.10°
p, |0.56 0.062 1585,3 0,10.10° |20975,6 | %0,16.19° | 1615,5 *0,73.10° | 20975,6  |*0,16.10°
o, |27 0.38 #0,36.10°0 | *0,17.10°° | %0, 13.20°% | 40,19.10%%| #0,58.10°% | *0,17.10%%| *0,13.10%% |+0,19.10°%
A2 loss 0,030 0, 048 G, 016 0,030 0,037 0,045 0,017 0,028 9,037
B, |L.s1 0.048 o, 15 0, 6010 a0 0,017 0,15 0,0012 0.0 0,017
C, |4a.ds 0.052 g, 45 8, 0017 g0 0,0 0,45 o,0017 0,0 0,0
D2 9.24‘ 0,144 045 G, 012 0,0 0.0 0,45 G,0082 Q.0 LK)
E, |oa1 0.015 0,34 0,00095 | 0,0084 0,011 0,25 0,0013 0,0084 0,011
f‘z -1 1.35 0.031 0,24 0,00023 0,0038 0,011 0,52 0.00’31.2. 00,0038 0.91%
62 4,85 0,069 9,59 0,00054 0,0043 0,021 0,29 0,.0011 0,0043 0,021
K, |12 0,293 a1g?. «103° 01077 w17 019%% «107? 3007 +10%
RB 0.47 0.0 0,11 0, 0098 0,013 0,023 0,075 0,016 0,015 0,023
53 033 Q.028 0,15 0,016 0‘,045 0,033 0,076 Q,01s 0,045 0,00
C3 Q.33 0,005 0,83 G,0093 0,15 0,24 0,60 0,013 0,15 0,H
D3 G.30 Q.015 0, 0G0 Q,0056 0,018 0,0075 0,037 ¢,0085 1,018 0.5};5
Es 0.£8 ¢.al6 1 ] Q,00003 a.4a 0,0075 0,0 Q,0022 a.u 0,0075
F3 3.94 0,072 0,45 0,0012 0,0 0,m7 0,22 00,0023 4,0 0,017
G3 D.57 0.016 0,24 0,00000074 | 0,005 0,012 0,19 0,00008045] 0,0051 Q,mz2
HJ 0.26 0.013 0,66 0,00036 0,0 0,0077 0,73 0.,0003% B0 0,0077
1, |07 0.022 2,04 0,00026 | 0,0029 0,0059 2.6 o,00023 | 0,0023 0, 0053
3, | 0.139 i *10% 0% #1903 *10%? g “10% g%
£, 5.7 0.2T8 *19°? #1539 =10°7 «10% #1937 *19°? o10%? w1g??
By |78 0.20 *1g° S5 | 0,47 «107, 103 197 0,47 *10?
Ag. |02 0.031 0,046 0,0093 0,017 0,0074 0,089 0,605L ¢,013 0,0074
54 (.33 ¢.015 . 0,071 0,022 0,0037 0,017 0,1l q,015 0,0 3,017
C‘ .42 " 0,010 0,48 00,0030 0,0075 3,016 0,79 0,.0026 00,0075 a,015
D‘ .24 0.015 3,015 0,015 0,011 &,0037 0,026 0,m5 a,M1 0,0037
Eg .75 0.02% ¢,11 0,0047 0,0 8,0 n a9 Q,0023 ! 4.0 2.9

;

| 382 0.591 2,0 0,001 0,0 0, 0088 0,0 000058 | 0,0 to.0088
64 0.8 0,430 Q0,48 0,000015 U,d.d‘;;m"w‘i";.ﬂlz 0,63 j g,000&53 14,6042 10,012
H4 0.28 0.024 g,13 Q,00095 Q,0 0,0040 0,15 G, 0033 0,0 -ur0040
I‘ 0.77 Q.31 2,9 0,000030 00,0084 G,0072 2,3 G, 0neGsL 0,0084 06,0072
J‘ 2.43 ¢.061 0,060 0,0000L8 ,0038 0,018 1,34 Q0,000 A Q,0038 0.6
Ky ] 4.66 6.211 +10°% 21039 10%7 1077 a1g?? no?? »15°7 r10°?
1y |7.6 0.264 *10%° w1033 #1067 w13’ a0™? s17% s10°? 0%
“.‘ _L3,5? 0.077 o,12 Q,0011 0,0084 9,011 0,14 0, qo0a8l 0.0.334 0,011

resliduc aleo; ceoorrende auando o método caleula o

PIA)

incorretamente
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METODO RECURSIVO DE GREVILLE

A TEMPO TEMEOQ Ly L, Ly Ly R R, R, Ry
CPU REAL

A | .22 0.014 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0
B, | 0.3 0.015 30 0,001 0,029 0,27 0,39 0,047 0,031 0,27
c, 0.30 0.0 9,03 1,3 0,13 1,3 8,3 1,9 0,073 L3
Dy 0.32 0.0 83,4 58,7 52,0 3803,1 7.9 218,2 4,8 03,1
£ 0,31 0.0 27,% 83,4 5,3 556,7 2,3 9,2 .78 5557
F 0,32 0.015 2328,2 1156,9 29,4 9727,8 20,2 565,1 2,5 9737,2
G, 0.29 0.0 2,8 58,9 0,14 5,04 1.8 0,83 0,061 5,04
Hy 0,28 0.0 0,15 0,034 4,015 0,24 9,13 0,045 0,0056 0,24
1 0.60 0,015 0,092 0,0087 0,018 0,027 0,10 0071 0,018 9,027
3 1.48 0.057 0,11 0, 0088 0, 016 0,033 0,12 0,0081 0,016 5,033
K, 4.18 0.191 4,19 0,011 6,020 0,028 6,19 0,011 0,020 o2
L 1.60 0.289 0,19 0, 0097 0,023 0,028 0,19 0,011 o,023 0,029
M | 879 0.44 4,15 0,0097 0,022 0,029 o,19 0,011 0,022 0,723
N, 0.27 0.0 31,9 *56,6 24,5 *11,3 1086,0  |*8%,3 24,5 *i1,3
0, B4l 0.007 9650, 2 50,53,10° | 129.2 «0,36,10° | 88es,8 <0,57.10° | 129,2 *,28.10
P, | o.48 0.0070 48162,1 |*138911,5 | 143.2 £1759.7 43101,4  [*209172,7 | 143,3 1323,7
2, 1.45 0,065 57430,4  {*0,16.10° | 1208,3 *5706,3 ‘0,13 *0,2¢.10' | 1209, f5mag 4
B, 0.29 0.013 0,017 90,0065 0,0073 ©,0093 0,017 0,011 0,0037 0.23%3
B, 1,36 . {085 0,0 0,00070 g,0 0,028 0,0 ,0012 0,4 0,728
¢, 4.10 0,234 0,0 0,0 0,0 0,031 0,0 0,0 0,0 e,21
D, 9.41 0,543 0,30 o,00058 0,9 0,056 .30 f,00058 0,0 0,25
E, 041 0.0 0,078 0,0075 00,0043 0,085 0,060 0,018 0,0040 0,23
F, | L _0.086 0,25 0016 0,0043 0,035 0,61 0,00095 0,0043 0.2%
G, 4.2 0.252 0,048 0,017 0,023 0,063 0,037 0,026 0,023 5,43
B, 10.05 0.552 0,27 o,00015 0,010 0,035 0,16 G,00023 0,010

Ay 041 0.015 0,060 0,0033 0,06037 0,019 0,037 0,0084 0,0037

By 0,35 0.6 0,015, 0,0623 0,0047 0,030 0,026 0,0040 0,0637 8,73
¢, 0.41 0.008 0,72 0,034 0,028 0,19 0,66 0,050 0,039 3
b, | 0.3 0,015 0,032 o,0047 o,0056 ,015 9,030 0,0051 0,0047 0,218
B, | 012 0.015 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,G. 0,3

3 164 0.163 0,0 0,00047 0,0 0,024 2,0 0,002 0,0 8,024

3 0.57 0,016 0,30 0,00027 0,0047 4,018 0,25 0,00076 49,0047 RS
f, 0.23 0,05 0,56 0,00042 0,0047 0,00093 0,73 0,00050 0,0047 ,37¢83
I, 0.84 0,034 0,48 C,00060 0,00%2 0,013 0,57 ¢,0013 0,0052 [P)?
3, | 254 0,108 2,63 vU,0003L | 0,027 0,042 1,8 0,20037 | 0,087 b1z
Ky 3,97 0,154 1,3 0,00025 0,0080 0,039 1,0 0,00046 0,0080 0,318
L, [ 7. 9,316 axp? 108 s0? +1019 ot »10° 107 v
Ay a_47 0.0 0,039 v,0072 0,024 0,028 t,089 0,004 0,013 8,223
B, 0.33 0.014 a,0037 0,0028 0,06037 n,0093 0,0037 0,0019 0,0037 0,013
5 .1 0.0 0,0075 12,0023 0,0037 0,035 0,0075 0,0014 0,0019 0,35
o, 0.24 ¢.0 0,0 0.0 0,0 0,015 8.0 0,0 0,0 0,015
g, 8. g.03¢ 0,0 o,0616 0,0 0,015 0,0 ©,0012 6,0 0,213
E, 4,61 0.285 0,0 0,coe058 | 0,0 0,036 8,0 0,0058 0,0 4,05
G, 0,59 3.035 0,032 9,00024 0,0028 g,001 0,015 0,00052 0,0028 3.
8 0.8 0.0 0,0 7,00123 0,0 0,0093 0,0 7,00026 o0 9,583 .
I, 0.80 0.051 4,24 0,63038 | ©,0047 o012 0,25 0,00043 o,0047 1000
7, 3.05 0.248 0,24 ©,00011 0,017 a,618 6,34 o,000091 | 0,018 0.3
%, 3.9 o.30L 0,42 8,06021 00064 0,029 0,20 0,00034 00,0066

L, 6,51 ©.438 0,83 0,00024 0,0033 0,016 1.3 0,00044 01,0033 N
M, 164 0.277 00075 ! 0,502 0,115 0,021 9.0068 0, 6051 0,015 0,02

4" resfduc alto (nlimerc com seu valor exato!.

HOTA; Qg outros nimeros sio multiplicado pele fator 1o

-£
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A TEHPCQ TEMPO Ll L2 Ida Lﬂ Rl 32‘ R3 R‘
cru REAL
Ay 0,34 0,034 Q.0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 [
B, 0.43 0.043 0,53 0.078 0,17 9,77 0,85 0,055 0,17 0,17
¢, 0.36 0.029 0,74 0,051 0,86 0,15 0,7 0,043 0,85 0,15
D, 0.33 0.033 8667,0 15956,1 |60, 1342,8 | 4852,3 93662 610,4 1342,8
E, | 0 0.028 133,5 1567,8 45,8 71,7 179,3 808, 7 45.8 17,7
£, 0.37 0.044 21423,3 | 350,60  |610,4 14221,0 | vove,d  { 17934,1 | 610, 14221,2
G 0.3 0.031 16,9 0,39 0,76 JEXT 17,3 0,37 0.7 1,5
Hl 0,24 G.010 0,89 0,050 o,7¢ 0,20 0,59 860 0,70 0,20
Il 0,568 Q.107 0,17 Q,017 0,047 0,0% 0,20 0,016 0,047 {1,076
Jl 1.584 0.272 0,35 0,028 0,043 0,088 0,40 0,024 0,043 Q0,088
Kl 4.?1 0,823 0,32 0,032 0,061 qQ,088 0,44 0,038 3,06) Q,088
El 9.32 1.493 0,36 6,023 0,061 {4,079 0,44 0,033 0,06] 0,079 .
Hl 3132 1.587 0,37 0,030 §,072 Q0,080 Q0,44 0,039 0,063 0,080
Ny 0.30 0.055 #0,55.10% | =0,83.10% |+c,40.10% | 0,63.20% | +0,60.20" | +0,95.10° [ #0,40.107 | *0,63.10"
0, 5.46 0.045 %0,54.107 | %,47.10° | #0,37.307 ] #0,99.10° | *0,51.10° | *0,71.10° | *0,36.10° | +0,99.10°
PI 0.5 0.076 ‘0,13-1{)4 '0,44.109 ‘0,30.103 *9,21.109 *0,93.133 '0,43.109 ’0,30.1‘33 '0,21.109
01 1.52 0.243 ’0,2?.104 '0,29.101-0 '0..].9.1!‘.1'li ’0,65.10? *U,lg.lﬂ'l ’0,20.1010 ‘0,19.104 ‘D,Eﬁ.mg
F\H Q.32 {4.029 *4,0 75 2,0 *3,5 5,0 *1.4 2.0 *4,.5
B? 1_.39 .046 0,22 ¢,0023 0,0 o,o0 0,22 o,0023 o,q a,0
c, 4.14 0.137 0,22 0,00087 |o,0 0,0 0,22 0,00087 | 0,0 0,0
0, 3.75 0.246 0,30 b,co0s8  |o,0 0,0 0,30 0,00058 | 0,0 0,0
g, | 0.1 0.016 no* s107¢ *i0 plt ? nol? 10 10
£, 1.51 0,151 10 00”8 197 +16° o™ 21078 »0% 1o
) Mio EXECUTOU FPIBXE IFAT =1
By 20.55 0.598 +10°% 103 107 15> 0% s 10 0%
3\3 b.'“. g.o0 0,060 00,0033 0,0075 1,012 0,045 0,00Ba Q,0075 3,012
33 0,25 £.016 *12,75 2,06 ‘1,23 *5,5 *3,0 *5.25 *1,25 3.5
ey 0.31 0.016 0% 1010 *48,75 R N *0il 48,75 100
D‘.’ Q.28 0,018 &,39 qJ,023 0,084 3,015 0,31 0,034 0,083 2,015
£, .65 0.015 0,15 0,0012 9,0 0,0 0,075 0,0023 0,0 0,0
P3 a.53 {.072 0,45 0,0612 £,0 0,0 0,22 Q,0023 4.0 qQ,q
GJ 1.28 0.17% '1039 *1039 *1039 _1039 *1039 ,1039 *1039 ‘1039
;{; 0,32 0.015 "102 *3,27 *g,38 +4.,9 '103 "U,:‘!S g, 38 4,9
1, 1.42 5.109 w1g® an> ae? | w1077 w0 1307 a1n? 20°
. 2.1 0.661 2,4 0,000058 0,011 0,014 1.6 . |on00zx | o0uL 0,014
X, 3.7 0.089 2,6 0,0000082 | 0,017 0,0021 1.8 0,000018 | 0,017 0,0021
L, 12.78 0.541° #10° RYCI PYSY 10 0™ 0077 107 a0??
a, | 063 0.15 0> 0 o™ a0 ] ae” 110> *107 10>
B, | 0.2 0,015 0,030 0,012 0,0 10,0037 9,044 0,0084 0.0 n,0037
<, 0.3 0,092 109 a0® e 15 +10°? P 1937 »10%
D.l Q.21 0.016 0,015 0,015 Q,0075 q,0 Q0,030 0,011 Q,0075 G0
5, 0.69 0.043 0,11 0, 0047 0,0 0,0 9,22 0,0023 0,0 0,0
F‘ 1.62 3.183 0,15 06,4013 0.0 0,4 a, 30 Q,00058 a,6 2,0
Gy 1,38 9.245 10> e g™ a7 v® g T no®
Hl‘ 0,27 0.013_ *i,9 *G,13 el i ‘LUE *2,E 2T 2,11 'lﬂ:
14 1.55 0. 124 *IDE - “lﬂﬁ 'lﬂﬁ *1039 *‘_039 i].039 “10:1§ ‘1039
Jd' 5.38 .22 10 LY *:LDBS ‘1039 ‘1039 *1039 10 B *10 £ "luﬁ
K{ 3.55% 0,241 *10 “lﬁB 1,50 '1010 "_'F.Cl‘t ’108 0,50 ‘lﬂlg
‘L, §.50 0.614 g’ #1097 «10? a0t a10° ago’ «10% a10?
M4 7.56 0.814 "1039 '1039 ‘1039 '1039 -1039 '1039 ‘loﬁ '1039

{*) reslduo alto; ocorrendo auando o método caleula o

Patay incorretamente
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