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são estudados neste trabalho os métodos diretos e itera­

tivos para cálculo da inversa (generalizada) de Moore-Penrose 

de uma matriz. Geralmente denotada por A+, a inversa de Moere-

Penrose tem a propriedade de que x = A+b é a única solução 

aproximada do sistema linear Ax = b que minimiza tanto a 

norma euclidiana de x como os resíduos quadráticos ( D Ax-bll ) . 

Após o estudo dos métodos para cálculo de A+, foi feita 

a implementação de quatorze métodos; dois iterativos e doze di 

retos, para compará-los em termos de eficiência computacional. 

Os métodos diretos foram classificados tendo como crité­

rio o menor número de operações. 

A comparação dos métodos é realizada através de uma aná­

lise dos resultados obtidos na aplicação dos métodos à matri­

zes previamente selecionadas. Dai tiramos a conclusão de que 

métodos são os mais indicados em termos de utilização de memó­

ria, tempo real de execuçao e precisão. Esses métodos sao: o 

iterativo de ordem p = 3, o de Greville(6.11) ' eliminação 

Gaussiana(l.lS) e Gram-Schmidt modificado(3.31). 
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NOTAÇÃO 

uma matriz será sempre represen~ada por urna letra rnaíuscula. 
' 

Um vetor será sempre representado por urna letra minúscula. 

I matriz identidade 

I matriz identidade de ordem n n 
o matriz nula 

A matriz real m•n de posto r 

A-1 matriz inversa de singular, A-lA -1 
A na o = AA = nxn 

A+ inversa de Moore-Penro.se ','' 

-1 
~ inversa a esquerda, ~lA = I 

n 
-1 

lb inversa direita, 
-1 

a 
~ = I 

m 

ak k-ésima coluna de A 

~ submatriz, consistindo das k primeiras colunas de A 

[ aij ] matriz real 

transporta de A, 

I 

p(A) posto de A, o numero de linhas ou colunas linearmente in-

dependentes de A. 

tr(A) traço de Anxn 

IAI determinante de A 
nxn 

IAB norma euclidiana ou norma 2 de A 

UAI 1 norma um de A 

IAI
00 

porrna infinita de A 

z+ cànjunto dos números inteiros positivos, {1,2,3, ..• } . 

~n espaço n-dimensional 

C{A) número de condição de A 

R(A) espaço imagem de A 



N(A) espaço nulo de A, {x : Ax = O, x E IRn} 

R(Af complemento ortogonal de R(A) 

À(A) autovalor de A 

p(A) raio espectral de A 

cr(A) valor singular de A 

jÀj módulo de À valor absoluto de À um escalar 

E 

c 

implica 

para todo 

diferente 

pertence 

não pertence 

se só se 

conjunto vazio 

está contido 

NOTA: Os métodos diretos 1.11, 1.12, •.. , 1.16, 2.21, 2.22, ... , 

2.26, 3.31, 3.32, ... , 3.36 têm os nomes na seguinte for 

ma e significado: 

a.~'---- procedimento . a 
procedimento • Ob 



CAPÍTULO I 

PRELIMINARES 

l.l. PROBLEMA DOS MÍNIMOS QUADRADOS 

Um vetor x é chamado uma solução de mínimos quadrados 

da equaçao Ax = b, se ele 

rninimiza IIAx-bll, 

isto e, se ele é uma solução da equaçao Ax = b 1 , onde 

a projeção ortogonal de b em R(A), espaço vetorial 

pelas colunas de A. 

FIGURA 1.1 

( l.l) 

b 1 e 

gerado 



Na figura 1.1 ternos: 

b ~ 
2 

b - b1 ~ b - Ax. 

b 1 E R(A), projeção ortogonal de b sobre R(A) 

b 2 E R{Af , projeção ortogonal de b sobre R(Af 

2 

o complerne~ 

to ortogonal de R(A), isto é, o espaço de todos os vetores b 2 

tal que V bl E R(A). 

PROPOS1Ç~O l.l. Seja x uma solução do problema do.s mínimos 

quadrados (1.1). Então o resíduo ~ = b - Ax satisfaz 

Equivalentemente 

DEMONSTRAÇÃO 

Desde que x é umasolução, 

~ b - bl ~ b2. Mas desde que 

Então A tlt ~ At(b - Ax) ~ o. 

AtAx ~ Atb. 

Ax = b
1

. Portanto 

R (Ar~ O ~ A tb 
2 

( 1. 2) 

JL = b- Ax= 

t 
= A IL 
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O sistema auadrado de equaçoes (1.2) é chamado o sistema 

de equações normais para o problema dos mínimos quadrados. 

l. 2 DECOHPOSIÇÃO EM VALORES SINGULARES 

DEFINIÇÃO l.l • Sejam Amxn e À um número real tal que 

Ax == ÀX, X 'f Ü 

então À e chamado autovalor de A e x autovetor asso'ciado 

a À. 

DEFINIÇÃO 1.2. Sejam A uma matriz, a um numero nao negati-

vo e u,v vetores tais que 

Au = a v, cru, 

então a não nulo é chamado um valor singular de A e u,v sao 

chamados vetores singulares.de A. 

Note que 
2 

=a v. De fato 

AU av ~ t oA v = crcru = 
2 a u. 

cru ~ Acru = oAu = 
2 oov = o v. 



4 

Assim os valores singulares de A sao as raízes quadradas dos 

autovalores não nulos da matriz simétrica ou v e-

tores singulares são os autovetores de ou 

TEOREMA 1.1. Dada qualquer matriz real Arnxn, P (A) =r, existe 

uma de.c.ompo.6Jç,ão e.m va.laJte..6 .6i"ngula.tr.e..6 de. A, que é 

fatorização da forma 

onde Umxm e Vnxn sao matri.zes ortogonais 

e 

o 

o 

o 

,o 1 >o 2> ••• >cr >o. - - -r 

qualquer 

Os ai, i= 1,2, ... ,r sao os valores singulares de A e 

as colunas de u e v sao vetores singulares ã esquerda e à 

direita de A. 

Demonstração [ 3,p.327 ]. 

i.3. TEORE~AS E DEFINIÇÕES 

DEFINIÇÃO 1.3. o raio espectral de Anxn e definido por 

• 



P (A) = !l)aX 

i 
I À. (A) I ' 

l 

onde À, (A) e o i-ésirno autovalor de A. 
l 

TEOREMA l. 2. Seja A Então: mxn 

11 Ali = a 
1 

(A) = max {k (A tA:} = P (A tA) 
i l 

m 
11 All

1 
= max L I a .. I máximo absoluto da 

j i=l l] 

n 
11 Ali = max E I a. ·I máximo absoluto da 

00 j=1 lJ i 

DEHONSTRAÇÃO [ 23,pp. 9-ll]. 

5 

soma das coh:.nas. 

soma das linhas. 

DEFINIÇÃO 1. 4. O numero C (A) = 11 AU . U A +n e denominado :~.ume.::-o :.e 

condição de A. 

O número de condição depende da norma usada. Para a no~-

ma eJ.+Clidiana é (A) = 11 Ali li A +li = . a 
1 

1 
> 1, O E de 

sao o maior e o menor valor singular de A, respectivacente. 

TEOREMA 1. 3. ( Gerschgorinl.. Seja A nxn Então cada autovalor =~ 

A está em um.dos círculos no plano complexo 

n 
Ela .. ll,i 

j=1 lJ 

j;'1 

== 1,2, ... ,n. 



. DEMONSTRAÇÃO [ l8,p.302 ]., 

DEFINIÇÃO 1.5. Seja 

chamada traço de A. 

E a expressão 

A Então 
nxn 

n 
tr {A) = L ai i e 

i=l 

n 
jAJ I a 1 J.AlJ., 

j~l 

e o determinante de A, onde Alj e o cofator de 

6 

DEFINIÇÃO 1.6. o determinante de uma matriZ (n- l) x (n- l) for 

mada omitindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A nxn 

chamada o menor de a .. 
lJ 

e chamado o cofator de 

1.4. MATRIZES ESPECIAIS 

e é denotado por Mij" o número 

i+j 
~ (-l) Mij' 

e 



\ 

TABELA l.l 

-. .-, 

Anxn DEFINIÇÃO 

Simétrica A ~ At 

Ortogonal AAt 
~ AtA ~ I 

' AAt AtA Normal ~ "' 

Idempotente. A2 ~ A 

"' Positiva definida XtAX > o v X 

DEFINIÇí\.0 l. 7. A mxn é trapezoidal superior se 

Ela é trapezoidal inferior se i < j ~a .. =O. 
>J 

I 
I 

I 
" o 

i > j ~ 

'\ 

7 

a .. =O. 
>J 

• 
urna matriz trapezoidal superior (inferior) quadrada e cha 

mada triangular superior (inferior). 

DEFINIÇÃO l. 8. Matriz partici_onada e uma matriz escrita em ter-

mos de suas submatrizes 

DEFINIÇÃO 1.9 Matriz permutação e a matriz identidade com li 

nhas (ou colunas) trocadas. 

DEFINIÇÃO l.lO Dadas as matrizes A '! mxn 1 
- mx.f.' 



a matriz 

e. chamada de matriz orlada de A. 

DEFINIÇÃO l.ll A mxn e de Hessenberg superior se 

i > j + 1 ~ o 

-Ela e de Hessenberg inferior se 

i < j - 1 = o. 

8 

Ela é tridiagonal se ela e Hessenberg superior e inferior, is- ..... 

to é 

li-jJ>l ~ o.· 

DEFINIÇÃO 1.12_ é bidiagonal superior se 

e i < j - 1 = o. 

1. 5 INVERSAS DE MATRIZES DE POSTO COMPLETO 

Seja 

completo. 

A mxn Se P(A) = ·min(m,n) então A 

i> j ~ 

e de 

a .. ~ O 
1J 

posto 
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1. 5.1 INVERSA DE UMA,MATRIZ QUADRADA 

Seja Anxn _e P{A) = n. Então existe uma Única matriz 
-1 

A , chamada a inversa de A, tal que 

1. 5. 2 INVERSA DE UMA MATRIZ RETANGULAR 

INVERSA Ã DIREITA - Seja Amxn e P(A) = m. Então 

P(AAt) = m. A inversa (AAt)-l existe e 

onde 

I 
m 

e 

INVERSA Ã ESQUERDA - Similarmente, se P(A) = n, existe uma ma 

triz chamada uma inversa a esquerda de A tal que 

In = ~l A , onde 

-1 
~ existem somente quando A e de posto com-

pleto. Em ambos casos a inversa não é· única. 



CAPfTULO II 

' INVERSA DE MOORE-PENROSE 

2.1. INVERSA GENERALIZADA 

A inversa de Moore-Penrose tem suas origens na 

çao de sistemas lineares. 

O sistema linear 

Ax = b, onde Amxne P{A) =r 

b E ~, conhecido 

x E ~n, v~tor de incógnitas 

resolu-

( 2 .1) 

é consistente, isto é, admite pelo menos uma solução se e • so-

mente se P(A) = P([A,b]). Quando P(A) ~ P([A,b]) o sistema 

é inconsistente, nessé caso vamos procurar uma solução aproxi-

mada. Podemos exigir que essa solução minimize UAx - bll como 
00 

é feito em alg~ns.problernas de controle ou que a solução apro­

ximada minimize IIAx- bll 1 como é usado em problemas de esta­

tística. Podemos também procurar solução aproximada pelo méto-

do dos mínimos quadrados ( 1.1) , onde o resíduo 1t. = Ax - b é 

calculado pela norma euclidiana. 

-1 
Se P(A) = P([A,b]) = n = m, A existe e a solução de 

(2.1) será dada por -1 X = A b. Se ou A P {A) < n 
nxn 

rn # n, nao tem inversa e a solução exata ou aproximada poderá 

·ter uma representação similar, isto é, da forma x = Gb. Então 

Gnllim comporta-se como a inversa de A, podendo en·tão ser cha-



mada uma inversa generali~ada de A. Daremos algumas 

-çoes de inversa generalizada. As inversas a esquerda 

ll 

defini­
-! 

A_ e a 
E 

direita 
-1 . 

A0 _ satisfazem algumas dessas definições, sendo por-

tanto uma solução do sistema (2 .1) quando P(A) = P([A,b]) = 
= rnin{m,n), isto é, quando A é- de posto completo. 

2.1.1. SOLUÇÃO DE Ax b (CONSISTENTE) 

1. Inversa generalizada. G A é qualquer matriz tal que 

AGA A. 

Gb é uma solução de Ax = b. 

2. Inversa generalizada reflexiva. G A - qualquer matriz = e 
r 

tal q~e AGA = A, GAG = G 

Gb é uma solução de Ax = b 

3. Inversa generalizada - G qualquer norma m1nima. = Am e ma-

triz tal que AGA = A, (GA)t = GA. 

Gb é de norma mínima na classe de soluções de Ax = b. 

2 .1. 2. SOLUC]'Í.D DE A.x = b (INCONSISTENTE) 

L Inversa generalizada simétrica. G A f_ -qualquer = e matriz 

tal que AGA = A, (AG) t = AG 

Gb é uma solução de mínimos quadrados de Ax = b. 

2. A definição mais importante é a da inversa (generalizada)de 

Moore-Penrose, que será dada na seção seguinte. 
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Toda matriz re~l Amxn' P{A) = r tem inversa de Moore­

Penrose A+ , considerada como uma extensão do conceito da in nxm 
versa de uma matriz não singular. Se A é não singular então 

+ -1 + 
A = A . A é unicamente determinada por A. 

OBS.: A terminologia e notação que usamos para as inversas g~ 

néralizadas não é universalmente aceita. 

2.2. DEFINIÇÕES E UNICIDADE 

2. 2 .1. DEFINIÇÃO L PELO MÉTODO DOS MÍNH<OS QUADRl'.DOS 

Considere o sistema linear (2.1). 

O sistema tem solução mínima aproximada única 

X= A+b 

se: 

1) x rninirniza 11 Ax - bll 

2) Hxll seja m!nima. 

( 2 • 2) 

A solução x e então escrita como resultado da aplica-

çao de pma transformação linear 

çao. 

a b e A+ é a matriz trat1sforma 

TEOREMA 2.1. As equaçoes normais (1.2) para os problemas dos 

mínimos quadrados (1.1) sempre têm uma solução, a solução é 

Única se e somente se P(A} = n. 

Demonstração [ 3, p. 332 ] • 

Pela prova do teorema anterior a solução única acontece 

quando AtA é não singular e Pode ser escrita na forma 



(. 
(-, 

i.~~ 
-;, 
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( 2 • 3) 

Pela decomposição em valores singulares de A, obtemos 

uma definição geral da inversa de Moore-Penrose (MP) que resol 

ve o problema dos _mínimos quadrados. 

2 • 2 • 2 • DEFINIÇÃO 2. PELA DECOI"POSIÇÃO EM VALORES SINGULARES 

( DVS) • 

Primeiro definiremos + cr , onde cr é um escalar. 

1 

" o se a a 
+ 

(J -
o se a ~ o 

Note + + o 1. que cr cr e a a ~ ou 

Pela DVS A~ UDVt como no teorema 1.1 com 

2:. a 2 > ~ •• > crr > o, valores singulares de A. 

Então ( 2. 4) 

• 



~ ' o + o/O l o 
l ;o l + o 

onde D+ = 2 02 

.. l/o = . r . 
a+ o o o r 

o 

A+ é ünica embora u e v possam na o ser. 

2.2.3. DEFINIÇÃO 3. PEk~S CONDIÇÕES DE MOOPE-PENROSE 

A+ é a única matriz satisfazendo: 

M/A =A 

A+AA+,= A+ 

(AA+) t = AA+ 

(A+A) t = A+A 

TEOREMA 2. 2. A inversa de J1.oore-Penrose de A é Única. 

Demonstração 

14 

( 2 • 5) 

( 2. 6) 

( 2 • 7) 

( 2 • 8) 

Sejam X e Y duas matrizes satisfazendo (2.5) - {2.8). 

X= XAX 

=·(XA)tX 

= Atxtx 

= AtYtAtXtX 

por (2.6) 

por (2.8) 

pela transp9jta de (2.5) 
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'= AtYt(XA)tX 

= AtYtXAX por ( 2 • 8) 

= AtYtX por ( 2 • 6) 

= (YA)tX 

= YAX por ( 2. 8) 

= YAYAX por (2.6) 

= Y (AY) t (AX) t por (2 • 7) 

= YYtAtXtAt 

= YYtAt pela transporta de ( 2 • 5) 

= Y(AY)t 

= YAY por ( 2 • 7) 

= y 

Portanto X = Y e a inversa de MP é única. 

2.3. EQUIVALENCIA DAS DEFINIÇÕES 
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Pela DVS A~ UDVt como no teorema 1.1. 

E seja o prob.lema dos mínimos quadrados (1.1). 

Desde que a norma 2 de uma matriz ortogonal é sempre 

igual a um: 

HAx-bll = nunvtx- bll =IIUtiiiiUDvtx- bll = IIUt(uovtx- b)ll = 

= 11 UtUDVtx - Utbll = 11 DVtx - Utbll = 11 Dy - Utbll , 

onde t y = v x. 

Portanto x resolve o problema dos mínimos quadrados 

(1.1) ~ y = Vtx, resolve: minimizar IIDy- dll, onde d = Utb. 

Então a DVS reduz o problema dos mínimo~ quadrados 

geral para um envolvendo uma matriz diagonal. Mas desde que:· 

i Dy - dll 
2 2 2 

= [(olyl -dl) + ( 0 21 2 -d2) +, · .+(Oryr-dr) + 

+ (O.yr+l- dr+l)2+ ••• + (O.yn -dn)21l/2 =O. 

0lyl - dl = o = '\Yl dl = 
dl 

= yl = 
ol 

d2 o = 0
21 2 d2 = 

d2 
021 2- = = Yz = 

02 

• . . . 
d 

o y d o = o d = r - = 
r 1 r 

= Yr = 
r r r r o 

r 

Então produz - de IIAx bi é o vetor y que o m1nimo - . 

dado por: 
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se 1 < i < r 

arbitrário se a. = O 
~ 

1 + r < i :;_n 

Desde .que . vt y = X. ~X = Vy. Então a solução dos mínimos 

quadrados é da forma 

x=Vy=V 

y 2 }n - r, 

onde os Y2 sao arbitrários. 

Agora a norma mínima de y e dada quando 

< ~ < n_ e co:o Dxii=IIVyll=ll[~:]llyll = llyll = 

ximada unica e dada ~ x = V 
0 

onde Yi = 

1 

solução 
d. 
~. 

e d = Utb. 

y. =O ,r+l < 
~ -

mínima apr2, 

1 < i < r 

Então v [:~] v 
d~ 

va~ 1 utb VD+Utb. X = = = = a. ~ 
~ 

Portanto X = A+b, onde A+ = VD+Ut. 

2) I 2 
~ 

3 ·I 
Pela DVS A = UDVt e A+ = VD+Ut. 

1. AA+A = UDVtVD+UtUDVt = UDD+DVt = UDVt = A. 

2. ++ +t-t+t. ++t +t + 
A AA = VD U U_DV VD U = VD DD U = V.D U = A 



3. (AA+)t = (UDVtVD+Ut,) t = (UDD+Ut) t 

= UDVVtD+Ut = AA+, 

4. (A +A) t = (VD+UtUDVt) t = (VD+DVt)t 

= VD+UtUDVt= A+A. 
' 

3) 3~2.1 

Pela DVS A= UDVt, onde 

D = 

o 

. a 
r 

o mxn 

18 

= U(DD+)tUt = UDD+Ut = 

= V(D+D)tVt = VD+DVt = 

• 

calcular A+. por (2.5) já.e suficiente desde que A+ é úni 

ca. 

AXA = A 

uovtxuovt = uovt 
utuovtxuovtv = utuovtv 

o 

·a 
r 

o 

o 

= 

o o 

I 
r 

o 

e 

nxn 

o 

o 



1/ 
"1 

Então 

o 

F\ o 

1/" 
2 

1/crr 
o o 

Portanto vtxu 

e X = -vo+ut. 

1/ 
"2 

nxm 

= 

1/ 
"r 

"1 
"2 

o 

o 

o 

• 

1/a1 

o 

nxm 

"r 

1/a 
' 2 

• 

2.4. PROPRIEDADES E CARACTERÍSTICAS 

19 

, pois 

o 
rir 1 = 

o mxn o ~ nxn 

o 

= D+ 

1/" 
r o 

~orno a inversa de MP é sempr~ única, algumas relações p~ 

derão ser verificadas através das quatros condições de Moere-

Penrose. 

' 
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PROPOSIÇÃO 2.1. Se P e Q sao matrizes ortogonais então 

DEMONSTRAÇÃO: 

. PROPOSIÇÃO 2.2. (At)+ = (A+) t • 

DEMONSTRAÇÃO: Pela DVS A = UDVt como no teorema 1.1 e A+= 

= VD+Ut. 

1/a1 ·~ 
l/a1 I l/o2 l/a 

2 
+ I (D+)t= Agora D = "1/ e 

Jmxn 
ar 

~ 
1/a o 

~ 
r nxm 

o o 
la 1/01 o 

Dt 
2 

e (Dt) + 1/o 
= =. 

2 
ar 

o o nxm-
l/or 

o_l o rn ~<n 



E portan:to 

VDtUt. 

= U(D+) tVt 

(At)+ = (VDtUt)+ = U(Dt)+Vt 

Mas como (D+)t = (Dt)+ 

Então (At)+ = (A+) t. 

21 

Em geral (BC)+ -:f c+:B+ como pode ser visto no exemplo 

seguinte: SeJam B1 x2 ,c2 x1 onde B = [1,0] e C= [i]. 
P(B) = 1 pois B tem posto linha com-

pleto. 

p {C) = 1 =~- C+ = (CtC).-lCt, pois C tem posto coluna completo. 

(BC)+;, ([1,0] [i}+ = 1+ = 1 

r J 
C+B+ 1• 1 1 1 = 12•2] o = 2 

Portanto (BC)+ " C+B+. 

• 
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Mas quando Bmxr' Crxn e P(B)=.P{C)=r, (BC)+= C+B+ é 
' 

sempre verdadeira como é demonstrado nas duas proposições se-

guintes: 

PROPOSIÇÃO 2 • 3 . Sejam Amxn' p (A) ~ r e A 

C e P(B) = P(C) = r. Então 
rxn 

A+ C+B + 
= 

DEMONSTRAÇÃO: Por (2 .1) Ax ~ b. 

Podemos fazer esta substituição porque 

tos completos. 

BCx = b 

BtBCx = Btb, onde BtB é nao singular 

(BtB)•-l(BtB)Cx ~ (BtB)-lBtb. 

ex ~ (BtB)-lBtb. 

X = ct 

ex ~ cctu 

Por. (2.10) e (2.11), obtemos:" 

(CCt)-l(BtB)-lBtb ~ (CCt) -l (CC ti u 

= 

u = (CCt)-l(BtB)-lBtb. 

BC 

B 

X ~ c tu ~ Ct(C~t)-l(BtB)-lBtb. 

Por (2.2) 

onde B mxr 1 

( 2. 9) 

e c tê:J. }.:0~ 

(2.1J) 

(2 .L) 



i 

= Ct(CCt)-l(B~)-lBtb. 

= c+B+b. 

23 

PROPOSIÇÃO 2.4. $e B e C sao de posto completo como aci-

ma , então e 

DEMONSTRAÇÃO: 

' 

= BCC+B+BC = BCCt (CCt) -l (B tB) -lB tBC = 
L - ------ - -

= B(CCt) (CCt)-l(BtB)-l(BtB)C =BC= A 

2. A+AA+= C+B+BCC+B+ = Ct(CCt)-l(BtB)-lBtBCCt(CCt)-l(BtB)-lBt= 

= Ct(CCt)-l(BtB)-l(BtB) (CCt) (CCt)-l(BtB)-lBt = 

= Ct(CCt)-l(BtB)-lBt = C+B+ =A+. 

3. (AA+)t = (BCC+B+)t = (BCCt(CCt)-l(BtB)-lBt)t = 

= (B(CCt) (CCt)-l(BtB)-lBt)t = (B(BtB)-lBt)t = 

= B((BtB)-l)tBt = B((BtB)t)-lBt = B(BtB)-lBt =. 

= B(CCt) (CCt)-l(B~)-lBt = BCCt(CCt)-l(B~)-lBt = 

= BCC+B+ = AA+. 

4. (A+A)t = (C+B+BC)t = (Ct(CCt)-l(BtB)-lBtBC) t= 

= (Ct(CCt)-l(BtB)-l(BtB)C)t = (Ct(CCt)-lC)t = 

= Ct((CCt)-l)tC = Ct((CCt)t)-1 = Ct(CCt)-lC = 

= Ct(CCt)-l(BtB)-l(BtB)C = Ct(CCt)-l(BtB)-lBtBC = 

_\ 
r -.. 

i· ·, r. , - ,, ' ~ j 

w I F 
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Podemos ver com o exemplo seguinte: 

e 1' (B) 'C P (C) = 1. Onde B = [i] e c = [l,Gl. 
L ~ 

B+ e C+ já foram calculadas no exemplo anterior. 

+ 1 1 + [ll 
B = !2•2] ; C = o.J 
C+B+ = [l]· [_!_,_!_] = [+ +] o 2 2 o o 

(BC)+={i]rl,O])+=·~ :]+ = 

fill 00 J + r:e..mnstrarerros aue h = [~ ' ~J pelas condições ::e 

Moore-Penrose. 
., 

~ :l e :1 ~ :J 
l l 

ol 
r -

2 2 
l 11 o 

1. = = 
11 

1 l oj 2 2 1 o 
L ~ 

2.l: :] ~ j r: :J ~ 
ol l: :J 

)_L 1 -, - ' 

OJ l: TI 
= = I 

G J 

(r o _L 1 t 

( 
l l 1 l : 

2 2 2 2 2 2' 

3 ~ 
= = 

l l l l 
o o o 2 2 2 2, 

~ 
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Portanto (BC)+ = 

PROPOSIÇÃO 2.5. Se os O's sao matrizes zero de tamanho ade-

quado, então 

1) [A,O]+ = 
[ Ao] e 2) [: J = 

DEMONSTRAÇÃO: 

1) 

1. [A,o{f}A,D] = AA+[A,D] = [AA+A,O] = [A,Dl 

2. [A+] lA+] O [A,Q] O = [:+A :] [f]= [A:AA] 

3. ([A,D] [f} t = (AA+)t = AA+ = [A,O] [f] 

4. <[~1[A,O])t =([:+ :])t = [:+)t: 
= [f} A, O 1 • 

= [f] 



2) 
' 

l. [t}~+.oJ [t] ~ r:+ :J [tJ 
~ [~+A] ~ 

[t J 

2. [A\o{t J [A+,O] ~ A+A [A+,O] ~ [A+AA+,O] ~ [A+, O] 

t 
~AA+ :r' r:+)t ~+ :] ~ ~ ~ 

o . 

~ [:}A+,O]. 

[:] 
t 

[:] . 4 . [A+, O] ~ (A+A)t ~ A+A ~ [A+, O] 

LEMA 2.1. Propriedades de A+. 

++ 
l. ·A ~ A 

2. se A é nao singula~ A+= A-l 

3. (OA)+ ~ 

4. 

• 7 • Se A ~ 
então 

O+A+ a um escalar 
' 

e 

e 

l:Ai' onde t o A.A. ~ 

1 J 
A+ + 

~ :EAi. 

~ 

t 
o' e AiAj ~ sempre 

26 

:] ~ 

• 

. 

i ~ i que r 



8. Se A é normal 

9. p (A) 

DEMONSTRAÇÃO [ 32, p.408] · 

e 

+ tr(AA). 

LEMA 2.2. Se A é simétrica então A+ é simétrica. 

DEMONSTRAÇÃO: 

se A é simétrica então A= At e 

+ 

27 

Como 

t +t (A ) ~ (A ) pela proposição 2.2 então + + t A = (A ) • :?ortan to 

A+ é simétrica. 

LEMA 2.3. A inversa de MP de uma matriz nula e uma 

nula. 

LEMA 2.4. se u é um vetor coluna diferente de zero, 

u+ ~ (utu)-lut. 

LEMA 2.5. Se A= uvt então A+= 

Se A = [a .. ] ~ 1 
- 1] 

1 < i < m 
1 < j < n 

t t 
(v v) (u u) 

então 

matriz 

então 

OBS.: Os lemas 2.3.- 2.6. poqerão ser demonstrados pelas condi 

ções de Moore-Penrose. 



TEOREMA 2.3. Seja A' rnxn' p (A) = r, partici,onada na forma 

[All A12 J 
A -

A21 A22 

onde All é rxr na o singular 1 então 

A = rl [ All ,Al2] = [:] All [ I, Q ] = [ All] [I ,Q] 

Pj A12 

onde e 

· DEMONSTRAÇÃO [ 3, p.340]. 

COP.OLARIO 2. 1. Se A:zx
2

, F (A) = 1 então 

DEMONSTRAÇÃO: 

[

a a ~ ll 12 
A= 

a21 9:2~ 

e pelo teorema anterior 

Q = 
-1 

all al2 = 

E por (2.9) teremos: 



A+ = C+B+ 

,!\.gora cct 

(CCt) -1 = 

= 

= 

= 

= 

= 

r· 
t· 
2 

all 

2 
a ·n 

a r [all J 12 
' ;ill a21 

< .•:· 

~] all 

2 
all 

+ 

1 

+ 

a2 
11 

2 . 
a12 

2 
a 

21 

[ :~~ J = 1 + 

= 

29 

2 
a12 

2 
all + 

2 
al2 

F = 
all 

·n 

• 
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2 ' 
all 

1 

Pois como A2x2' p (A) ~ 1 ~ A é singular ~IA I -- o. :Logo 

all a12 ., 
~ alla22 - al2a21 ~ o ~ a a ~ a a 

a21 a22 11 22 12 21 

2.5. PROJETOR ORTOGONAL 

TEOREMA 2.4. Para toda matriz Amxn' 

a) + 
AA é um projetor ortogonal sobre R(A) • 

b) A+A - projetor ortogonal sobre R(A t) e um 



31 

DEMONSTRAÇÃO 

(a) Por (2.5) e (2.7) AA+ é simétrica e idempotente, portan­

to projeção ortogonal. E por (2.5) AA+ é um projetor orto­

gonal sobre R(A). 

(b} Por (2.6) e (2.8) A+A é simétrica e idempotente, portan-

to é uma projeção ortogonal. E por (2.6) A+A é um 

ortogonal sobre R(A+) ~ R(At). 

O seguinte teorema é equivalente ao anterior. 

TEORE;1A 2 • 5 • Para toda matriz Amxn' 

(a) 
. + 

é projeção sobre R(A) direção de AA uma na 

(b) A+A é uma -projeçao sobre R(A t) na direção de 

DEMONSTRAÇÃO. [8 • pp. 680-681]. 

COROLÁRIO 2 .2 • 

(a) + N. (A ) • 

(b) 

DEMONSTRAÇÃO [8. p.68l]. 

projetor 

N (A t) : 

N(A) • 



CAPÍTULO I II 

M~TODOS ITERATIVOS 

Começando de alguma matriz inicial x 0 , define uma seqüên­

cia de aproximações sucessivas x1 ,x2 ,x3 , .•• , as quais sob cer 

tas condições convergem para a solução exata. 

Os dois métodos iterativos para calcular A+ -sao uma g~ 

neralização do método iterativo para a determinação da inversa· 

de matrizes não singulares. 

3.1. MÉTODO DE SUPER POT~NCIA DE ORDEM P-t.SIMA. 

ALGORITMO 1. • 
Seja p > 2 um número inteiro. 

x
0 

= aAt 

p-1 
~ (I 

j=O 
k = 0,.1,2, ... (3.1) 

Como (I-XA) X -= X(I-AX) a expressao (3.1) pode t.ambém 

ser escrita corno 

k;::: 0,1,2, ... ( 3. 2) 

Para m > n usaremos (3.1), pois para cada passo o nu-

mero de operações em (3.1) 
3 2 é (p-l)n + mn e para (3.2) é 



3 2 
(p-1) m +nm . 

TEOREMA 3.1 O método é de p-ésima ordem. 

DEMONSTRAÇÃO: Teremos que provar as seguintes igualdades: 

I - AJSc+l = (I - AX ) p 
k 

I - xk+1A = (I - X A)p 
k 

+ (AA+ - AX ) p AA - AXk+l = k 

A+A - xk+lA = (A+A -

1) Ek =I- AXk' k ~ 0,1,2,3, ... 

Ek: resíduo, mede a aproximação de 

segue de (3.1) que 

p-1 . 
=I-A~ X (I-AX )J 

j=O k k 

X A)p 
k 

a 

= I-A[Xk+JSc(I-AXk)+Xk(I-AXk)
2

+ ••. +Xk(I-AXk)p-l]. 

_· 2 p~l 

- I-A[Xk+JScEk+XkEk + ... + XkEk ] . 

. - 2 p-1 
=I-~[ "+Ek +Ek + .•. + Ek ] . 

2 p~1 
= Ek [I + Ek + Ek + •.. +Ek ] 

33 

(3. 3) 

(3. 4) 



~ .I- (I-Ek] [I+Ek +E~ + 

2 2 
~ I- (I-Ek+Ek-Ek+Ek-

+ Erll • 

+ Ep-l - Ep ] 
k k 

Portanto E - Ep - I -AXk+l ~ (I -AXk)p k+l - k -

k = 0·,1,2, ... 

Segue de (3.1) que 

p-l . 
~ I - . ~ (I - XkA) J XkA 

J~O 

(Xk + (I-XkA) Xk 
2 

~ I - + (I-Xkl'.) Xk + .... + (I-XkA) p-lXk] 

- -2 . 
Er

1
~ 1 A ·- I - [Xk +EkXk +EkXk + ... + 

~ I -
- -2 

[I+Ek +Ek + ..• + 
-p~l 
Ek I XkA 

- -2 
~ I - [I+Ek +Ek + ••• + Ep-ll I-I+X A 

k k 

34 

A 
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Antes de.provar as duas últimas igualdades devemos 
' 

observar 

que: 

+ AXkAJSc~AA + -2AXk + (AXk) 2 ~.AA + AA + - 2AJSc + (AXk) 2 ~ 

= (AA +) 2 -2AJSc + (AXk) 2 ~ (AA +) 2 -2AA +AJSc + (AXk) 2 ~ (AA + -AXk) 2 ~~. 

Ek~~(I-JScAl (A+A-XkA)~A+A-x.:A-JScAA+A+XkAJScA~A+A-XkA-XkA+(JScAl 2 ~ 

~A+A-2XkA+(XkAJ 2 ~A+AA+A-2XkA+(JScAl 2 ~(A+A) 2 -2JScA+(JScAl 2 ~ 

~(A+A) 2 -2A+AJScA+(XkA) 2 ~(A+A-XkA) 2 ~~. 

. • - AA+ a' AXk ~: reslduo mede a aproximaçao de 

- . + 
Rk=AA-XkA, k=O,l,2, ... 

~: resíduo, mede a aproximação de A+A a XkA. 

Pré-multiplicando AA+ e pós-multiplicando A+A por (3.3) le-

va a (3.4). 

• 



= AA+(I-AX ) (I-AX )p-1 
lt k 

= (AA+-AA+A~) (I-AXk)p-1 

= (AA+-AX ) (I-AX )p-1 
k k. 

t p + ( + )p Por anto ~+ 1 =R{ = AA - AXk+1 = AA - AXk . 

A+A X A (I-X A) pA+A - k+l = k 

= (I-X A)p-Z(A+A-X A) 2 
k k 

-p-2-2 - -p~3- - -= Ek Ri - E Ek~Rk 

36 
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= 

-p 
Rk 

Como 

então o método e de ordem p. 

TEOREMA 3.2. Se x 0 = AtWAt, onde W é uma matriz arbitrária 

ent~o a seguinte relação vale para a seqÜência do algoritmo 1. 

( 3 • 5) 

OBSERVAÇÃO.:A condição sobre x 0 é equivalente a R(X0 )c R(At) 

e R (X~} c R (A) , porque as colunas de x 0 sao combinações li-

neares "das rolunas de A t e as colunas de são corrbinações li-

neares das colunas de A. 

DEMONSTR.".ÇÃO' Como R (X
0

) C R (A t) e R (X5) C R (A) então 

= x
0 

e x
0

AA+ = x
0

• 
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Pelas expressoes (3.1) e (3.2) é observado que as colunas dos 

Xk+ 1 's são oorrbinações lineares das colunas dos 

R(X
0

) c 'R(At) e R(X~)C R(A) ~ R(Xk) c R(At) 

Temos que: 

Xk's. Então como 

e R(~) c R(A) 

+ + + X AA+( AX ) =AA+AA+(I-AX ) AA -AXk+l = AA - AA A k+l = I- k+l k+l = 

( 3 • 6) 

(3. 7) 
+ + + + + 

=(A A-Xk+lAA A)A A= (A A-Xk+lA)A A 

De (3.6), (3.4) e (3.3) teremos: 

Portanto 

De (3. 7), (3 .4) e (3 .3) teremos: 

COROLÂRIO 3 .1. Se x0 tem as me·smaS condições anteriores en 

tão 



DEMONSTRAÇÃO: Usaremos então 

De {3.6), temos que: 

A+AX 
k 

Pré-multiplicando por A+, obtemos: 

e 

+++ ++. +++ 
A AA -A Aií<+l ~A M (I -AXk+l) ~A AA (AA -AXk+l) 

De (3.3) e (3.4), concluí~os que: 

De (3.7), temos que: 

Pós-multiplicando por A+, obtemos: 

39 

(3. 8) 

~-

• 
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De (3.3) e (3 .4.), concluímos que: 
' 

3.1.1 CONVERG:I':NCIA DO MJ':TODO DE SUPER POT~NCIA DE ORDEM P-ÉSIMA 

A convergência é dada em termos dos três seguintes coro-· 

lários. 

CO ROLAR! O 3. 2 • Se x 0 tem as condi.ções anteriores, então 

k 
A+(AA+ 

k 
A+ - xk ~ A+(I -AX )p ~ - AX )p o o • 

( 3 • 9) 
k . k + 

~ . (I - x
0

A) p A+ ~ (ATA -X A)p A 
0 

Assim que xk 
A+ 

AXk AA+ 

+ 
XkA A A,-'quando k-> 00 

se e somente se 

DEMONSTRAÇÃO: Pelas condições de 

De (3.3), temos que -isto e, 



Aplicando recursivamente Ek+l=E~, encontraremos 
' 

k = 0,1,2, ... 

2 
E1 = Ep ; E2 = Ep = (Ep) p = Ep o 1 o o 

2 3 3 
E3 = Ep = (Ep )p = Ep . E4 = Ep = (Ep ) p 

2 o o ' 3 o 

e assim sucessivamente 
k 

E = Ep 
k o 

ou 

De (3.3} e (3.4), temos que: 

- =;;P= 
~+1 "k 

= (I -X A) p 
k 

Aplicando recursivamente 
~+1 

encontraremos: 

e 
k -p 

~ = Ro 

4 
= Ep 

o 

k k 
Isto é: (I-XkA)=(I-X

0
A)p ,(]',A+ -AXJ=(AA+ -AX

0
)P e 

(3 .1 o) 

-p 
~+1= Rk ' 

(3 .11) 
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Agora-: 

e 

De (3.10) e (3.11) teremos: 

e • 

De (3.11),~ obtemos: 

Pela DVS A = UDVt corno no teorema 1.1 e A+ = VD+üt co 

mo em {2.4). 

AA + - AXO ~ UDVtVD +ut - UDVtXO 

~ UDD+Ut - UDVtX o 

~ U(DD+Ut - DVtX ) o 
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= 

Portanto 



Segue de (3.9), que: 
' 

k 
- AX 11P o 

k 
= IIA+llo

1 
(AA+ -AX

0
)P ,B < 1 

s < 1 

Pré e Pós-multiplicando A por (3.9), obtemos: 

k 
IIAA+IIIII -AX

0
11P 

k 
= IIAA+IIIIAA+ -AX 11P o 

= 

8 < 1 

k 
< 11 I-X

0
AII p IIA+AII 

k 
= IIA+A -X

0
Ailp IIA+AII = 

= 

s < 1 

k 
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Então quando k-~ o:> e como S < l,SP O. Lo-

go liA+- Xkll--+ + liA A -~Ali--> O , e 

isto significa que e 

Então a seqÜência converge para. A+ se e somente se 

+ + 
o

1
(AA -AX

0
) = a

1
(A A-X

0
A) < 1. 
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COROLJ\RIO 3.3. Se em especial x
0 

= aAt, então a convergência 

no Corolário 3 . 2 é válida se e sorrente se O < ci 
2 

< 2/o
1 

(A). 

DEMONSTRAÇÃO: Pela DVS A= UDVt como no teorema l.l,A+=VD+Ut 

como em (2.4) e At = VDtUt. 

+ - + 
As i ter ações convergem quando R

0 
= AA - AX

0 
e fU=A A-X0A, 

sao matrizes convergentes. Então IIAA+- AX
0

11< 1 e IIA+A-x
0

AII < 1 

t com x 0 = aA 

Então \1 

-1 < 1- aoi(A) < 1 

-1 -1 < -1 +l- aor(A) < l- 1 

• 



- 2 < 
2 

-acr
1 

(A) < o 

2 2 > acr
1 

(A) > O 

2 
> o 

cr~ (A) 
> a 

o < " 
2 

·< 2 cr1 (A) 
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Então a seqüênc:ia. Cmverge para A+ se e sonente se x
0 

t 
= r:;,A , 

O < a < 
2 

cr~(a) 

COROLÁRIO 3.4. Assumimos que x 0 = ~t. 

Quando p é par, tr(AXk)~~r(XkA)--+ r 

Quando - impar, tr(AXk)~tr(XkA)-+ r p e 

para k = 1,2,3, ••• 

DE!-IONSTRAÇÃO: 
k 

Sabemos que E = EP 
k o 

k k 
Ek ~ I - XkA = (I - X0A) p = (I - aA tA) p 

k 
Portanto I - ~A = (I - aA tA) P 

t k 
XkA = I - (I - aA A) p 

se 

se 

o 2 
< " < 2 cr

1
(a) 

l 2 

cr; (A) 
< " < 

o~ (A) 



Então tr (XkA) = tr (I) .- tr p t k 
- aA A)p 

n 
=:!:1-

i=l 

n . k 
!: (1 -' a À , (A~)) P 

n 
= n - :E 

i=l 

i=l ~ 

r 2 n 2 k 
=n- !:(1-aa.(A))- !: (1-aa.(A))p 

i=l ~ i=r+l ~ 

r 2. k 
= n- .!: (1- ao. (A))P 

i=l ~ 

pois 2 
ai (A) = O 1 

r 2 
= n - !: (1 -ao. (A) 

i=l· l. 

r 2 k 
= n - !: (1 - aa. (A) )p -

i=l l. 

n k 
!: (1-0)p ' 

. i=r+l 

i= r· . .+ 1 1 ••• ,n 

n 
:!: 1 

i=r+l 

r 
=n- !: (1-

i=l 

2 k 
ao.(A))p - (1 + 1 + ... + 1) 

' 

r 2 k 
= n - !: (1 - ao. (A) ) P - (n -r) 

i=l l. 
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• 



r 2 k 
=n- :E (l-,a 0 .(A))p n+r 

i=l 1. 

r 
= r - :!: (l -

i=l 

r 
= r - :!: (l 

i=l 

k = 1,2,3, ... 

Agora 

I -AX 
k 

t k 
= (I -A a A )p = 

k 
Portanto I -AXk = {I- aAAt)p 

k 
Então tr(AXk) = tr(I) -tr(I- aAAt)p 

m m 
= ~ 

i=l 
l - :!: (l 

i=l 

m 
= m - z 

i=l 
(l -

(I -
t k 

aAA )P 

Seguihdo o mesmo raciocínio anterior para 

tr(XkA), encontraremos: 
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calcular 



tr (A~) = r -

E portanto 

2 Agora o < a < 2/ cr
1 

(A) 

01 ~ 02 > ••• > a > o 
r 

i:::l,2, •.. r. 

l. Se p é par e o 

k 
(1 - acr2 (A)) P com p 

~ 

e 

(1 -

2. Se p é impar e 

r 
:;; ' (1 -

i=1 

~ 11 - 2 
acr

1 
(A) I < 1 

então 11 - acr
2 

(A) I < 1 
~ 

< a < 2/0~ (A) • 

e desde que 

ou -1 < 1 -ao
2 

(A)< 
~ 

par será sempre positivo para todo 

< 1, então quando k- oo, pk-+ 00 

2 
a< 2/cr

1
(A). 
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1, 

k 

e 

2 
(1 -acri (A)) para 1/a; (A) 

2 
<a< 2/cr1 (A) tomará os seguintes 

valores -1 < (1 -a ai (A}) < O e 

2 k 
< (1 - aa. (A) ) P < O para todo 

~ 

-como p e 

k . Então quando 

(1 - pela esquerda e 

Então de modo geral 

irnpar -1 < 

k 
k_-l- 00, p -r 00 e 



E os elementos de xk-; A+, com o tr(XkA) -+ r. 

Para os dois casos tr(Xk+lA)~ tr(XkA). 

k = 1,2, ... 

Agora tr{X1A) pode ser maior ou menor que tr(X0A). 

1. Se p é par e 
. 2 

O < a < 2/cr1 (A). 

r . 2 
~ (1-acr.(A))p ~r- SP, O< S < l 

i=l l. 

r . 2 
~ (1-ao.(A)) ~r- s, O< S < l 

1. 
i=l 

O < S < l ~ Sp < S ~ r - Sp > r - S 

Portanto tr(X1Al > tr(X0A). 

2 • Se p -.. e 1.mpar e 

r 2 
~ ( 1 - ao. (A) ) ~ r - S , -1 < S < O 

i=l l. 

-1 < 13 < O => - 8p < -13 => r - 13 > r - f3p 

Portanto tr (X0A) > tr (x1 A) • 

50 

• 
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3.1.2. ORDEM DO p ÚTIMO,EM TERMOS COMPUTACIONAIS 

Determinar o p ótimo considerando a velocidade de con-

vergência ·e o número de operaço~s. 

e 

~+l=Rk e então a velocidade de convergência do algorit~o 1 

é função de p. Também o número de multiplicações de matri-

zes requerido em cada iteração está em função de p. Assim se-

ria possível determinar uma ordem ótima que minirniza a 

quantidade de operações requerida para obter um dado ·grau de 

precisão. ·""' 

No corolário 3.2 foi provado que as iterações convergem 

+ AX0 ) + 1, é, quando o1 (AA - = o l (A A - x 0A) < isto 

k. k k 
o1 (R0 J ~ < l o

1
(R

0
)P - p sP = = e que = o l <Rol = 

Sabemos que a expressao (3.1) requer 
3 2 

(p -1) n +mn ope-

- - ) 3 2) -raçoes por i teraçao. k ( (p -1 n +mn = c e um número inteiro 

k - número de iterações 

-c - número total de operaçoes. 

c 
k = 3 2 

(p-1) n +mn 



c 
3 2 

, (p-1) n +Jnn 

Agora S< 1, BP 
c 

3 2 
(p-1) n -t mn 

BP Temos então que minimizar 

c 

Como S < 1, então minimizar 

3 2 
(p-1)n +mn 

BP 

c 
3 2 
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significa r:axi 

-mizar (p-1) n +mn p . já que c,m,n e S sao independer.tes 
c 

de p. Como n,rn e c sao 

é o mesmo que maximizar 

constantes, maximizar 
1 

pp ~ n·. 
1 

Então seja f{p) = pP, p >O. 

. . 3 2 
p(p-1)n +O'n 

• 
Estamos procurando um ponto p 0 de máximo de f no in 

terval0 abertO P > o·, deVeffiQS ter .f I (p
0

) = Ú • 

f' (p) ~ 

~ 

Portanto 

1 
p 

1 
p 

1 
p 

1 
p 

• p • 

1 

pp • 

f' (p) ~ 

1 
-1 p t _!_ \ p • 1 + p ap(- 2 . 

p 

1.. 1 1 

1 ~ tnp _i' _i' tnp - - ~ 

p 2 p2 2 
p p 

1 1 1 

...e: _i' Ütp ~ _i' (1 - !np), p > o 
2 2 2 

p p p 



Temos 

1 

pPo 
o 

~ -
2 

(1- tnp
0

) ~ o 
Po 
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Para que f' (p 0) ~ o * 1 - btp0 ~ o * tnp0 = 1 " p 0=2, 7182818 

. = e.. E Po = e. é a raiz de f' (p) • 

Como f'(p) >o, se o< p < p 0 e f'(p) <o, se p > p 0 ,pois 

1 
pp 
~ será sempre positivO e o sinal de f 
p 

(1 - t.np) e 

~ - .t.np > o, se o < p < p
0 

1 !l'l.p < O, se P > Po 

será dado por 

1 

Já que o ponto de máximo de f(p) = pp , p > O -é obtido 

em Po = e e como estamos procurando um p tal que 

1 

f (p) ~ 

= pp (p = 2,3, ..• ) obtenha o seu máximo. Neste caso p=3 é 

a melhor potência do método de super potência de ordem p-ési~a 

l .1. 3 •· MJ':TODO DE NEWTON 

A expressão (3.1) para p = 2, fica: 

1 . 
~(I-XA)Jx' . o k k 

J~ 
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~ chamado método de Newton porque é análogo ao resultado 

da aplicação do método de Newton para resolver a equação de 

matrizes AX- I = o ou A -x-1 

Portanto F (X) 
-1 o = A -X = 

E substituindo no método de 

= 

= 

= 

-A+ x-1 
k 

-A + 

-A + 

-A 

= o' quando existe 

e F' (X) [ l = x-1[ 

Newton 

Que e freqüentemente escrita na seguinte forma: 

X 
-1 

-1 
] X · 

• 



3.2. ~TODO LINEAR 

ALGORITMO 2. 

y ~ CLAt 
o 

2 2n m + nm operações por iteração. 

TEOREMA 3.3. Para qualquer Y0 

DEMONSTRAÇÃO: 

Usando que At = A+AAt e (3·.12) temos: 

+ + t A -v ~ A - (Yk-l + w(I -yk_1 A)A ) -k 

+ t 
~ A -Yk-1 - w(I -Y A) A 

k-1. 

+ t t 
~ A -Yk-1 - w(A -Y AA ) k-1 

+ t t 
~ A -Yk-1 - wA + wyk-l. AA 

55 

(3. L2) 

(3 .13) 



+ + t + 
= A - wA AA . - Yk-l + wvk-lAA 

t 
- WAA ) 

+ ~ t 
= (A - Yk_

2
) (I -wAA ") (I- WAA ) 

= (A+ - Y ) (I - wAA t) 2 

k-2 

+ t k 
= (A - Yk-k) (I - wAA ) 

= (A+-Y
0
)(I-wAAt)k 

Portanto A+- Y = (A+- Y) (I-wAAt)k 
k o 

3.2.1. CONVERG~NCIA E ORDEM DE CONVERG~NCIA DO MéTODO ~INEAR 

56 

A convergência e dada em termos dos dois seguintes core-

lários. 

COROLÁRIO 3.5. Assuma que R ( ~) c R(~.) e R ( Y0 ) c R(A t!. 

- A+, . + Entao Yk~ AYk~ AA 

e somente se 
2 

O< w < 2/o1 (A) 

quando k ---+?O r se 
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DEMONSTRAÇÃO. Como R ( y~~ c R (A) e R ( YO) c R (A t) então 

Primeiro teremos que mostrar que 

(3.14) 

Pela DVS A = uovt como no teorema 1.1 e 

gue 

(I -wAAt)k ~ (I -wUDVtVDtUt)k ~ (I -wUDDtUt)k 

~ (UUt - wUDDtUt) k ~ (UUt - WUDDtUt) (UUt - wUDDtUt) k-1 

(3.15) 
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De (3.13) temos que 1, 2 1 o o o 

+ Provar que U A - ~k 11 --. O 

Como S < 1, então 
k 

f3 ---+ O r quando k ~ 00 e portanto 

liA+ -ykll--+ O,. isto significa que 

Provar que 11 AA + - h.Yk li ---r O • • 
Agora pré-multiplicando A por (3.13), obtemos 

AA+- AYk = ·(AA+ -AYO) (I -w·AAt)k 

IAA+-AYkll < IIAA+ -AY
0

1111I -wli.Atllk =IIAA+ -AY
0

1111U(I -wDDt)kUtll 

E AYk~ AA+ pelo mesmo raciocício anterior 

+ Para mostrar aue n 1-. A - YkAII- O, teremos que usar o 

dual do algoritmo 2 que é definido pela relação 

· assim (3 .16) 



Então pós-multiplicando A, obtemos: 

DA +A- YkA 11 ~ 11 I -w•A tAII kll A +A- Y
0

AII 

2_llV(I- wDtD)kVtiiUA+A -Y
0

AII 

"' t k + 2_ 11 I - wD Dll 11 A A - Yo 11 

2_ jl-wa~(A) jkiiA+A -y
0

11 

~ < 1 

Então + liA A -YkAII __,_,. O, logo 
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Note que para haver a convergência da seqüência de natr: 

zes Então· ' 2. 
jl -wcr

1 
(A) 1<1*0< 

E está provada a convergência do método. 

Como na demonstração anterior foi mostrado que: 

e 

s < 1 

Então a seqüência é dita convergente com ordem um e o mé 

todo tem ordem de convergência um ou linear. 

COROLÁRIO 3.6. Quando e o < w 2 ::._ l/cr1 (A), no algo-
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ritmo 2, 

a < 
2 

1/a
1 

(A), e 

se " > 
2 1/a
1 

(A). 

DEMONSTRAÇÃO: sao idempotentes, (AA +) 2=AA + AA + =A..n.. +e 

De (3.13), temos que 

tr(AA+) = P(AA+) 

tr(A+A) = P(A+A) 

Pré-multiplicando por A, obtemos: 

+ + t k = AA - (AA -AY
0

) (I -WAA) 

k=l,2, ... 

Então 
+ . + t tk 

·tr(AYk) = tr(AA) -tr((AA- aAA )(I-WAA) .). 

Por (3.14) e pela DVS de A amo no teorema 1.1. teremos: 

tr(AY'k)=P(DD+) -tr(U(DD+- aDDt) (I- wDDt)kUt) 

tr(l\Yk) =r -tr(UtU(DD+- ctDDt) (I- WDDt)k) 



tr(A';k) =r -tr( (DD+- aDDt) (I -r.,DDt)k) 

' 

r 2 
r- E (1- cw.(A)) (1-

i=l l 

2 k m 2 
wa. (A)) - E (1-a'l_(A))(1-

:L i=r+l 

r 2 2 k 
r - E (1 -'ao. (A)) (1 -w a. (A)) 

m 
E (0-0)(1-0)k, pois 

i=r+l i=l 1 1 

2 
o 1 (A) =O , i= r+l, ... ,m 

r -
r 2 2 k · 
E ( 1 -ao. (A) ) ( 1 - W<J. (A)) -

i=l 1 1 

m 
E O .1 k 

i=r+l 

r . 2 
=r- E (1-ao.(A))(1- w 

i=l J. 

De (3.16), temos que A+ 

Pós-multiplicando por A, obtemos: 

+ t k + )'kA =A A- (I- wA A) (A A- y0 A) 

Então + t k + t tr (YkA) = tr (A A) - tr((I - wA A) (A A- aA A)) 
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Por (3.15) e pela DVS de A ·corno no teorema l.l., tere-

mos: 

• 



t k + t t 
tr(YkA) =r -tr(V(I -w;:> D) (D_D- aD D)V) 

t t k + t 
tr (Y kA) =r - tr (V V (I - _wD D) (D D - aD D)) 

t k + t 
tr(YkA) =r -tr((I -WD D) (D D -c!D D)) 

+ t t k 
tr (YkA) =r- tr ( (D D- aD D) (I- WD D) ) 

r 
- E (l­
i=l 

n 

ao~ (A)) (l - w o~ (A)) k 

E (0-0)(l-O)k, 
i=r+l 

pciis o~ (A)=O 1 i =r+l, ... ,n 

n r 2 2 k 
=r - ~ (l -ao. (A)) (l - wcr. (A)) 

i=l 1 1 

E O .lk 
i=r+l 

Portanto 
r 2 2 k 
E (1-ao.(A))(l-wo.(A))-

i=l 1 1 

62 
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1. 
2 ' 

; 2 o < w < 1/a 
1 

(A) e " < v a 1 (A) • 

o < 
2 

" < 1/a
1 

(A) 

o < 
2 

1 a
1

(A)a < 

o 2 
-J. > -a

1 
(A) a > 

2 
1 -1 1 > 1 - aa 1 (A) > 

1 > 1 
2 - aa1 (A) > o 

o < 
2 2 

1 - a a 
1 

(A) < 1 e o < 1 - wo 
1 

(A) < 1 

a1 > a2 ~ ••• >ar > t então o < 2 
1- a a i (A) < 1 e E desde que 

' 

o < 1 i = 1,2, .. ).,r. 
! 

2 ' 2 O <(1 -wa. (A)) < 1 !então {l -aa. (A))(1 
- 1 I 1 

Como 2 ( .< o - Wcr. A 1->-

quando 

2. o < W< 

2 

oo e tr(YkA) = tr~AYk)---+ r. 

2 1/a
1 

(A) e a > 1~ai (A) . 

1 

a > 1;cr
1 

(A) 
2 I 2 

1/a1 (A) < ~ < 2/a1 (A) e -1 < ( 1 - aa 2 
t.'.) I < O 

1 

Como 
: 2 2 k 

< 1
1
1 então (l-ao. (A))(l-wo. (A)) - O 
I 1 1 

k--1- co e tr(YkA) = tr(AYk) -r r. 

a co~vergência dos elementos de 

o < 2 
(1 - Wai (A) ) 

quando 

E assim é verificada 

Yk por tr (Y kA) ·-r r. 



3. 2. 2. ESTIMATIVAS PARA e< E w • 
' 

Para qualquer norma natural de 

p (A) 2_ UAI 

Sejam as desigualdades 

A nxn 

= 2 
"1 (A) = max 

i 
~I l; 

j k 

e 

= max 
00 

i 

Assim teremos uma estimativa para a~(A) = p(AtA) 

DA.tAII
00

,IIAIIE ou Emtão pelos círculos de Gerschgorin de 
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' 

pela 

t 
A ) •• 

3.3. RELAÇÃO ENTRE O ALGORITMO 1 E O ALGORITMO 2 EM NÚMERO DE 

ITERAÇÕES 

Para estabelecer a relação entre os métodos precisar.os 

do seguinte lema. 

LEMA 3.1. Seja S uma 

número inteiro. Então 

um matriz quadrada qualquer e k > O 

~ S(I -S)j =SS+[ I-(I -S)k+l] (3 .17) 
j=O 
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DEMONSTRAÇÃO: Por indução 
•' 

= 

= SS+- (SS+ -S) (I -S) 

= .ss+ - ss+ + s + s - ss 

= 2S - SS 

b) Suponhamos que seja verdadeiro para k 

·Então 

c) Provar que é verdadeiro para k + l 



LOgo 

k+l 
~ S(I-S)j~ 
j~O 

I> 
~ S(I -S)j + S(I -S)k+l 

j~O 

(3. H() 

•.• 11· "r 

~ SS+ [ I - (I - S) k+l 1 + S (I - S) k+l 

+ k+2 
~ SS (I - (I - S) 1 

é verdadeiro V- k E z+ 
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COROLÁRIO 3.7. Se 
' t t x
0 

= wA no algor'tmo 1 e y - wA no ...... o - ' 

algoritmo 2 então 

. DEMONSTRAÇÃO: 

a) De (3.9) temos que A+·-x = 
k 

xk ~ 
A+ - A+(I -AX )p o 

k 

A+ + t k 
~ -A (I-NOA )p 

~ A+ - A+(I-ü.IAAt}p 

b) Reescrevendo (3.12) obtemos: 

k 

p~O 

k 

k 
-AX )p o 

k = 0,1,2, ... 



Agora 

Portanto 

\' k . ~ 
p -1 

+ k_1 
~ A p :!: S (I - S) p ~ 

p~o 

+ t k 
A (I- WAA ) p 

Yl- ~A+ 
' 1 p-

67 

por(3.17) 

Se usarmos 
+ k 

A -X ~ (I -X A) p 
k o e o dual do algoritmo 2 obteria 

mos 

Então k 

xk ~ A+ -

Y k 
1 
~A+ 

p-

iterações do 

iterações do algoritmo 2. 

k algoritmo 1 correspondem a p - 1 

• 



CAPÍTULO IV_ 

. METODOS DIRETOS 

4.1, INTRODUÇÃO 

Considerarerros agora os métodos diretos, nos quais obtemos 

a solução numérica de um problema por meio de um numero finito 

de operações elementares. 

Os métodos diretos. para calcular A+, têm a seguinte elas 

sificação: 

1) métodos baseados em decomposição de matrizes. 

- Decomposição de matrizes em um produto de duas ma-

trizes de posto completo. 

Decomposição em valores singulares. 

2} Método usandO matriz orlada. 

3) Outros métodos 

- Mét.odo recursivo ·de Greville t-

- Métodos baseados na fórmula 

- Método da projeção do gradiente de Pyle. 

4.2. METODOS BASEADOS EM DECOMPOSIÇÃO DE ~ATRIZES 

4.2.1. DECOM"POSICP:O DE MP,TRIZES EM UM PRODUTO DE DUAS MATRIZES 

DE POSTO COM?LETO. 

Os métodos que usaremos para calcular .a inversa de I"loore-
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Penrose,_sao baseados na gecornposição de uma matriz na forma 

da.proposição 2.3. 

Para decompor A serao considerados três tipos diferen-

tes de decomposição: Eliminação Gaussiana (decomposição LU) ' 

Transformação de Householder e Ortogonalização de Grarn-Schmidt. 

PROCEDIMENTO. l. 

Eliminação Gaussiana (Decomposição LU) 

Lmxr' trapezoidal inferior 

Urxn, tr.apezoidal s1:1perior 

PROCEDIMENT0.2. 

Transformação de Householder 

QA = [:] 

O ortogonal -mxm' 
Urxn, trapezoi_dal superior ' 

Q constituída das r' r primeiras ''linhas de Q. 

t -- Qt ruo] Agora, Q QA L e 

( 4 .l) 

• 
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.-

= 

' A transformação ortogonal (4.1) pode também ser obtida 

pelo método de Givens rápido, que tem o mesmo número de cpera­

çoes do método de Ho.useholder e é mais apropriado para matri-

zes esparsas. 

PROCEDIMENTO ·3 • 

Ort~gonalização de Gram-Schmidt 

A= QU ~xr, suas colunas formam uma base orto_~or~~l 

de R (A) • 

Urxn' trapezoidal superior 

e i A+ = U+Q+ = Ut (UUt) -1 (QtQ) -lQt = 
\... /~ 

• 

Por esses _.três procedimentos o problema inicial é reduzi-

do à obtenção da inversa de Moore-Penrose de matrizes da forma 

trapezoidal com posto completo .. 

Os seis procedimentos seguintes sao referentes ao cálçulo 

de U+, onde consideramos U t ·d 1 · d rxn' rapezol a super1or e posto 
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linha completo r. 
.• 

.• 

PROCEDIMENTO. 01. 

Decomposição de Cholesky 

+ t t -1 + t U = U (UU ) , para calcular U precisamos inverter (UU ) , 

mas corno uut é simétrica e definida positiva, o método ade-

quado 

Então 

e., a 
l 

para obtenção de sua 

(UUt)-1 = (FFt)-1 =X 

inversa é a decomposição de Chole;sky. 

e FFtX = I onde 

r "'*· = yi /. 
l 

< 

I Fyi = e. 
l 

i-ésima coluna de I 

PROCEDIMENTO. 02. 

Transformação de Householder 

Rrxr' triangular superior e nao singular 

·p nxn, ortogonal 

Pr' coristituída das r primeiras linhas de P. 



72 

PROCEDIMENTO. 03. 

Ortogonalização de Gram-Schmidt. 

Rrxr~ triangular superior e nao singular 

Nnxr' suas r colunas formam urna base ortono:çma)._ ··;e 

R (Ut) • 

e 

Combinando os procedimentos .01 - .03 e .l - .3 o 

blema de obter A+ está resolvido. 

PROCEDIMENTOS PARA C~LCULAR [I ,G ]+ 

pro-

Corresp:màencb aos procedi.J.-re..l1t0s • 01 - . 03, temoS os segui~ 

'tes .04- .06. 
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LEMA 4.1 Uma matriz de posto linha completo r, pode ser escri 

ta como. um produto de matrizes da forma s [ I, G ] para alguma 

matriz G de r linhas. 

Demonstração [17, pp.23-24l. 

LEMA 4. 2 I + GG t tem posto completo para qualquer matriz G 

não nula. 

Demonstração [17, p.24 ]. 

Podemos então pelo l€ma 4.1 escrever U = [S,T]= S [I,G ], 

onde 

Srxr'triangular superior e nao singular 

Como P ( [I, G] ) = r ~ tem posto linha completo, então 
.. J 

+ t t -1 
[I,G] = [I,G] ( [I,G] [ I,G] ) = 

e 

U+ =Ut (UUt) - 1 = (S [ I,G]) t (S [ I,G] (S [ I,GJh - 1 
= 

St(S [ I, G ] [~t] St)-1 = [~t] St(S(I + GGt)St)-1 = 

St(St)-1(I + GGt)-1~-1 = [~tJ I(I + GGt)-1 s-1 
= 
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Para calcular U+, antes precisamos calcular [I ,G]+. O cálcu-

lo de 
-1 s e G é uma retro substituição a este pequeno tra-

balho adicional seria compensado pela redução de operações no 

cálculo de + 
[I,G I o 

PROCEDHlENTO . O 4 . 

Decomposição de Cholesky 

finida positiva, usaremos a decomposição de C~olesky 

= FFt como no procedimento .01, para computar (I + 

PROCEDIMENTO .05. 

Transformação de Householder 

Pmxm' ortogonal 

R triangular superior e nao singular 
rxr' 

Então e 
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Agora, [I,G]+ = [I,G]t([I,G][I,G]t)-1= [~t]([I,G] [~tl)- 1 = 

= pt[: ]u:Rt,O] pPt [j)-1= P{:] ([R\ O] [:l)-1 = 

= pt [:] (RtR) -1 = Pt[:]R-1(Rt)-1= 

= pt t ':t) -1] = pt [':t) -1] = 

P , constituída das r primeiras linhas de P. 
r· 

pt [RR:1 (Rt) -1] = 

pt [R:l) t J 

Prr' constituída das r primeiras colunas de Pr 

então ~~t] = LG 
mas, I 

-1 = R . 

• 
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PROCEDIMENTO .06. .• 

Ortogonalização de Gram-Schmidt. 

Similar ao procedimento .03. 

Rrxr' triangular superior e nao singular 

Nnxr' suas colunas formam uma base ortonormal de 

R<[~tJ). 

[G
rt]t ~ t e (NR) • [ I,G ]~ 

Temos então [ I,G t ~ [I,G] t ([ I,G] [ I,G] t) -l ~ 

• 
= [G

1
t J., ([.I,G I [G

1t] )-l = NR(RtNtNR)-l ~ 

~ 

Nr, constituída das r primeiras lin..'las __ de N. 

Temos que NR ~ [~t] • NRR-l ~ [~t J R-l • 

pois P(N) = r e também P(R-I) = r. 

Então 

Combinando os procedimentos .1-.3 e os procedimentos .01-.06 

obtivemos 18 variações possíveis, que sao os 18 primeiros méto-

àos da tabela 3 no Apêndice. 
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DECOMFOSIÇÃO Et-1 VA'LOPES SINGULARES .(Ml':TODO 4 .11) 

Pela decomposição em valores singulares, 

"1 o 1 o 1a1 
ut 02 

v. e A+ = vt 1,{, 
2. 

·o r 
"1/ o a 

r 

o ·o o . 
·o 

umxm' orto.gonal crl,cr2, •. • ,ar v~lores singu+ares de 

A. 

vnxn' ortogonal 

Para obter a decomposição em.valores singulares como acim~, 

• primeiro transformamos p._ em urra_ matriz bidiagonal pela aplicação da 

O problema agora ·é encontrar a decomposição em valo-

res singulares de J, matriz bidiagonal superior, cujos 

u. 



valores singulares são .~os mesmos que os de A. 

Se a decomposição em valores singulares de 

então A= PtJQ = PtXtDYQ = (XP )tDYQ = UtDV onde 

V = YQ. 

Como e A= UtDV, então os valores 

de A,cr., i= 1,2, .•. , r sao os mesmos que os de J. 
~ 

J 
Agora construímos a matriz 

o 

[:t :] [:] + 

[: J 
= - a 

2rx2r 

rJV = + ax 
. Então 

1J~ = + ay 

78 

- t 
J = X DY , 

U = XP e 

singule.res 

e 

IL2) 

Concluímos que os autovalores +.cri, i == 1,2, ... , r de K ··"' 

sao os valores singulares de J e x,y vetores colUnas, os ~u­

tovetores de X e Y respectivamente. Mas, o cálculo dos au­

tovfl.lores de K é simplificado. por uma transformação para a 

forma tridiagonal através de uma permutação. 

De (4.2), temos que: 

a y = crx , 
r r r 

Substituindo 

S. 
1

x. 1 + a.x. = ay. 
l- l- - 1. l l 

e yi = z 2i-l' teremos: ". z2. • l l-.l 
+ 
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e isto leva a equaçao Tz .. = ±. az, ao qual T é uma matriz tri­

diagonal simétrica 2r x 2r. 

o "1 o o 

"1 o s1 o o ( 4 • 3) 

T o s1 o "2 o o 
= 

• 

o o. 

o º'r 
" o 

r 
Isto significa que permutamos as linhas e as colun-as de 

. K, assim corro o vetor [:J foi alterado para o vetor z, tr.ans 

formando K em T, uma matriz simétrica tridiagonal. Assim. o 
. 

problema é simplificado para o problema de calcular os autovalo 

res de uma matriz simétrica tridiagonal, que resolvemos pelo mª-

todo QU e nesse caso o número de operações ficou be~ reduzido. 

4.3 MÉTODO USANDO ~'ATRIZ ORLADA (~m:TODO 5 .11) 

Esse método é ha..seado no seguinte teorema: 

TEOREMA 4.1. Seja 

1 

V "( ) urna matriz cuja colunas formam 
rn" m - r 

uma 

base de R(A) e Unx (n _r) uma matriz cuja colunas formam 

urna base de R (A t )
1 

Então defina B = [~t ~] , nao singu-

-lar e 
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.-
A+ (Ut)+ 

-1 
B ~ 

v+ o 

DEMONSTRAÇÃO 

Mostrar que .:P{B) = m + n -r. 

Considerando as n primeiras colunas de B, teremos: 

' e C t~ [AtU] ' . 

Desde que· U - {u u u }- formam urna base de R (At)l .Í - 1' 2'"""' n-r 

= n - r, sendo então os u
1 

são linearmente independentes => P(U) 

posto coluna_ çompJ_eto •. Aciora desde que -P(A t) = r 

nas linearmente independentesde AtE R(At) 

as r colu-

e como os vetare:; 

que 

~ iJ' ~ P(Ct) ~ P([At,UJ) ~ P(At) +P(U) ~r +n -r~ n. E então 

como P(Ct) = -p(c) = n, onde C tem posto coluna completo. 

Considerando agora as m primeiras linhas de B, teremos: 

D = [A,V], desde que V= {v1 ,v2 , .•. ,vm-r}formam urna base de 

R (A)
1 

=> os v i sao linearmente indeoendentes => ·P (V) = m r ' 

sendo ehtão posto coluna completo. Agora, desde que P(A) ~ 

as r colunas linearmente independentEs de A E R (A) e como os 

vetores que 
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= ~ ~ P([A,V]) = P(A) + ·f(V) =r + rn- X:= rn. Desde que P( [~t}= 

= n e corno A e V têm-o mesmo número de linhas m e a in-

terseção de suas colunas linearmente independentes é vazia ~ 

P(B)= P( [~t vl A. 

r{~} ~ oj = - r{~t} + = n + m -r 

e B = 
[:t :J = [ C,E ] ' c = [~t] E = [~ J ' 

= = [ :: 
Cálculo de V e U. 

v= {vl'~2, ... ,v } rn-r ' os vi formam uma base de R (A) 
1 = 

= os vi E R (A) l ~ os v. 
~ 

sao ortogonais a todos os vetores 

que E R (A) = AtV = o. ( 4. 4) 

.U = {u
1

, u
2

, ••. , u } , os u. formam uma base de R (A tf => os u. G.R (A t) 
1 

=> os n-r 2 l 

()J \li são ortogonais a todos os ve:to:çes que E R(At) => AU ="O. (4.5) 

Determinar V e U tais que 
< l AU = O 

Ap+icar a transformaçãO de Householder em A, como no pr~ 

cedirnento .2. 

QA = [~~ J A = 
Qm><rn , ortogonal 

01 rxm 

Q2(rn-r)xrn 

-
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Q A~ O ~ (Q A)t 
2 2 

~ o satisfaz (4.4), fa 

zemos então Qt = 
2 V, teremos então AtV =O. 

O cálculo de U é obtido similarmente ao cálculo de V. 

Aplicar a transformação de Householder em At, obtemos 

p 
nxn 

Então 

ortogonal, 

(4.5), fazemos então 

rxn 

t p2 = u, 

' P2(n -r)xn 

t AP 2 = O, como 

temos então 

satisfaz 

Então calculamos B 
-1 e construímos cancelando as 

últimas (m -r) linhas e (n -r) colunas. 

4.4 OUTROS METODOS 

4.4.1 MÉTODO RECUP.SIVO DE GREVILLE (MÉTODO 6.11) 

Esse método calcula Á+,particionando. a matriz A, como s~ 

gue: A ~ 

k onde é conhecida. E nesse caso 

começamos do primeiro vetor coluna e assim com mais colunas su-

cessivamente, calculamos + Ak' ou então de qualquer submatriz 

tal A~-1 - conhecida. que " 
Decompondo ak ~ 

(1) 
~ a (2) (1) 

E R (~-1) e ak • k ' ak 

(2) 
ak E R(Ak-1)J. 

a (2) a -a (l) + 
ak -Ak-ldk ( 4 • 6) ~ ~ 

ak -~-1 Ak-lak ~ . k k k 
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dk 
+ 

~ 

~-1 ak .-

+ 
~-1- dkbk 

Temos 
+ 

Ak ~ 

bk 

r 

(2)+ 
se 

(2) ., o ak ' ak 

onde bk ~ < 

l (1 + dt d )-1 dt + (2) o Ak-1 ' se ak ~ 

k k k 

4.4 .1.1 \TE'RIFICAÇÃO JV'IATE~·KÂTICA 

• 
Sejam (4. 7) 

+ ~Bk l Fazendo a multiplicação, e 'A ~ seguinte obtemos 
l<. 

bkj 

~A~ ~ [ Ak-1 'ak] [:: J ~ ~-1 8 k + akbk 

~~ ~ ~-1 8 k + akbk ( 4 - 8) 

Sabemos + 
R(~) que AkAk" ~ x1 ' 

x 1 E 

. tA~ t t 
R(~) ~ y1 y1 E y k ' 

~ A A+ + então as + t 
Agora ~ 

Ak-1' linhas de Ak-1 E R (Ak_1) c -1 k-1 k-1 

t 
R(Ak) • 
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Portanto 

E ' 

DeSde que ~ tem colunas em corno submatriz 

de ~, tem colunas em 

tanto A+ & B ~ Bk. 
k-1--k-1 k 

Segue que multiplicando 

dará: ~ 

+ 
~-1 

~ 

Assim podemos escrever: 

~ 

DETERMINAÇÃO DE bk: 

De (4. 7) e (4 .10), obtemos: 

é submatriz de Ak. Por-

pelo lado esquerdo de ( 4. 8), 

- dkbk. 

+ 
dk ~ Ak-1ak ( 4 • 9) 

(4.10) 
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A. A+ A A+ ( 2 )b 
--k k = k-1--k-1 + ak k 

( 4 oll) 

Agora 

Então (2) 
ak E R(i\-1)L * ~ ' (2) 

-1ak = o o 

(2) 
ak é a projeção ortogonal de ak em 

1 
R(i\_1 J o 

(2) 
ak é ortogonal as colunas de Ak-1° 

a = a(1) + a(2) 
k k k ' 

1) Para a~ 2 ) ~ O 

Considerar a matriz Pk 

Pré-multinlicando ~A~ 

+ 
= i\-1Ak-1 + 

(2) (2) + 
ak ak ( 4 o12) 

por (4o'6), obtemos: 

Então A A+ (2) - (2) * 
k kak - ak a~ 2 ) E R(i\) e disso segue 

R(~) o Agora a~ 2 ) ( 
(2)t (2))-1 (2)t 

=akak ak = 
a-1a(2)t 

k 

a(2J\(2) 
k k = a Então 

a, escalar 
1 

l. Portanto P. o a = 

" 
?rê-rnultinlicando 

(2) + (2) 
ak ak = 

1 

(2) + (2) t t 
( (2) (2))-1( (2) (2)) 

ak ak = ak ak ak ak 

(2) + (2) 
ak . ak = l. 

{4.6) 1 obtemos: 

(2) + + 
- ak i\-1Ak-1ak 

-o* a~ 2 )+ak=l. 

que 

' 

= 

• 
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(2)+ (2) 
ak 1\-l =O, pois ak.. é ortogonal a R(l\_1 ). De (4.12) se-

gue que: 

P a -A A+ a + a( 2 )a( 2 )+a = a(l) + ( 2 ) D (4 6) 
k k - k-1 k-1 k k k k k ak = ak • e · 

também observamos que: 

(4.7) mostra que 

E eritão (4.13) 

pois·é o operador proJ-etor, que'projeta sobre R(~) JR(Ak-l). De 

(4.12), (4.13) e (4.11), temos: 

+ (2) b + + Ól (2)+ 
Ak-1 Ak-1 + ak k = l\-11\-1 ak ak 

+ 
(2) b 

ak k = a(2)a(2) 
k k 

+ (2) + (2) (2) + (2) (2)~ = ak ak . ak ak a k 

1 bk = 
(2) + . ak 

~ = 
(2) + 

ak 

( 2) '/ (2) + 
Portanto para ak f. O, bk = ak 

2) Para 
(2) 

ak = O 

' 
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o + 
Ak-1~-1ak ~ ak E R (Ak-1) = ak - ~-1~-1ak '* ak.·= em ou-

tras palavras ~ e Ak-1 têm o mesmo posto. 
' 

+ ( 4 .14) ~-1~-1ak = ak e ak = Ak-1dk 

Seja .Gk, sUbrnatriz de 

últimas linhas e colunas. 

obtida pelo cancelamenm das 

Então segue de (4.7) ·e (4.10) que: 

+ 
~-1 -dkbk A~-1%-r"1h~-1 

+ 
~-1'k-~h'k 

~Ak = [~-1,ak I = ( 4 .15) 

bk bk~-1 bkak 

simétrico por definição; Gk também é simétriáa porque e o 

menor principal da matriz simétrica + 
~~; segue que '\ bk Ak _ 1 

também é simétrica porque adição de duas matrizes simétricas 

dá sempre ~orno soma uma matriz simétrica. 

Desde que bkAk-l é uma matriz linha, ternos então 

= = = 

v~ = dkvt, pré-multinlicando t dk' teremos: 

onde escala-
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res, 'I o dk 'I Q Sdt t t L dt Àdt o se ' = ov ~ v = = k o k k 

t Àdt 
bklly.-1 

Àdt v = ~ = (4.16) k k 

De (4.15), (4.16) e (4.14), temos: 

= = 

+ t t ' Ak-1Ak-1 - Àdkdk dk -dkÀdkdk • 
= = 

Ãdt 
t• 

k Àdkdk 

+ 
Ak-iAk-1 

t 
- Àdkdk 

t 
dk - Ã.dkdkdk 

= 

Àdt t 
k Àdkdk 

(4.9) mostra que dk está no espaço coluna de + 
Ak-l' pois é 

uma combinação linear das colunas de + Ak-l' o qual está no es-

paço li.nha de 
t 

Ak-l" Isto segue que A~_1Ay._1dk =dk,dk E R(A~-1). 

Determinação de \ 

Em vista da simetria de e o fato de que 
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é um escalar, temos: .• 

(Àdt)t- Àdk ~ dk 
t - À(dkdk)dk k -

Àdk dk 
t (1 - À (d~dk)) dk ~ - À (dkdk) dk ~ 

Àdk (1 t 
~ -Ã(dkdk) )dk 

Desde que as linhas de estão no espaço coluna de 

Àt ' bk t- t k es a nes e espaço, o qual neste caso é. idêntico ao 

espaço côluna de At 
k-1 

+ 
Assim bkAk_1Ak_1 ~ bk e portanto pós-multiplicando 

Substi tuíndo À por (4.17) obtemos' 

Então 

[<-1b: dkbk J 
< 

~ 

onde 
(2) a (1) + 

ak -~-1dk ak ~ ak - ~ ak -Ak-1Ak-1 ak ~ k 

+ 
dk 

~ Ak-1ak 
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-· 
' 

se 
(2) 

ak = O 

4. 4. 2 MÉTODOS BASEADO NA FORMULA 

4.4.2.1 MÉTODO 6.21 

Esse método calcula A+ = aplicando a eliminação Gaus-

e L = [:] , onde R é trían-

gular inferior e nao singular. 

Calcular ao qual nao 
t ·-

é única e em geral(A A)rn = 

e onde 

4.4.2.2 MÉTODO 6.22 

Esse métoão decompõe A t pela ortogonalização de Gram-· 

Schrnidt corn:J no procedimento. 3, para construir B , matriz cu-nxr 

ja colunas formam uma base ortonormal de R(A t) . 

e 

= 
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Agora (AtA)+= A+(At)+=A+C(CtC)-lBt=A+AB(CtC)-lBt =B(CtC)-\t 

(A tA)+ = B (CtC) -lBt 

A+AB = B, pois as colunas de B E R(At). 

4.4.3 MÉ~ODO DA PROJEÇÃO DO GRADIENTE DE PYLE 

(MÉTODO 6. 31) 

Esse método é baseado na fórmula 

Segue o seguinte algoritmo: 

(4.18) 

1. Apli,car a ortogona!ização de Gram-Schrnidt em At, como no 

~rocedimento .3, obtemos: 

A t = QU = Q [R, S ] e 

Rrxr' triangular superior e nao sing·J..l.ar. 

Desde que 

= ~
R-l]t 

Q = Q 
o 

• 
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2. Aplicar a ortogonalização de Gram-Schmidt em A, obtemos: 

A = PV e 

( 4 . 19) 

Pmxr' suas colunas formam uma·base de R (A) • 

~.............._ 3. Pré-multiplicar (4.19) por A, teremos: 

vv+ = I, pois V tem posto linha completo. 

Então a projeção ortogonal sobre R{A), AA+ = ppt e 

Nota: Vide tabela 3 no Apêndice. 



CAPITULO V 

ELIMINAÇÃO GAUSSIANA, DECOMPOSIÇÃO DE CHOLESKY .E DECOM.-

POSIÇÃO QU. 

Esses métodos decompõem A~xn' P(_A} = r na forma da pro­

posição 2. 3. 

5.1. ELIMINAÇÃO GAUSSIMJA (decomposição LU). 

Por transformações. elementares 

A =LU, L, trapezoidal inferior. 

u, trapez.oidal superior. 

Ambas com elementos diferentes~ 

de zero na diagonal. 

Através de uma série de transformações elementares a ma-

triz original 

A
2

, •.• ,A • 
r 

A= A o é transformada suceSsivamente em 

e mxn e tem a forma 

. 
onde ~ e k x k triangular superior. 

( 5 .l ) 

Nas transformações elementares quando em cada passo reor 

denamos as linhas temos o ):Ü.votame.rd:o pa.Jt.c.io...t e quando além 

disso reordenamos as colunas, temos o p-L vo~ame.n.-to eomple.to; de 

modo que o ['iVÔ seja o maior elemento em módulo da k-ésima co-
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luna da matriz, no caso de Divotamentouoarcial e o nivô seja 

o maior elemento em rnódulo da submatr_i z A(m-k)x(n-k)msa.so de pi­

·votarrento ~leto, pari1 dirn:inuir a propaqacão do erro de arrendondarrento. 

Corno temos que determinar o P(A) 1 e o método de Gauss 

com pivotamento parcial não é adequado neste caso, descrevere­

mos a seguir o método de âauss com pivotamento completo, que 

-e o indicado para cálculo de P(A) 

Determinamos rnax ]wijl com i,j ~ k + 1. Onde 

(i,j) elemento de Wk. Suponha que este elemento é 

tão trocamos a p-ésima com a (k + 1) -ésima linha em 

q-ésima com a (k + 1) -ésimÉi coluna, assim que wpq 

na (k + l,k + 1) posição. 

E para i = s + 1, •.. ,rn. Onde s = k + 1. 

j~s+l, ... ,n. 

wij 

wpq 

~ 
está 

Que dará A 
s 

que tem exatamente a mesma forma de ~· 

onde -e 

R 
s 

o 

s xs, triangular superior. 

Com computação exata o processo termina com 

-e o 

En-

e a 

agora 

( 5 • 3) 
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, 
onde R e 

r 
r x r triapgular superior e nao singular e w 

r 
~ o 

já que P (A) =r e até aqui temos assumido cálculo exato. 

Usaremos P e Q matrizes de permutação para indicar trocas 

de linhas e colunas ·respectivamente. E a transformação da for-

ma (5.3) pode ser escrita como 

M M 
1 

••• M
1

PAQ r r-

-e a matriz I mais ij_k' i= k+l, ••• ,m, abaixo da 

diagonal na k-ésima coluna. (Os lik são permutações dos fik 

definidos em (5.2)). 

Então 

PAQ ~ LU 

onde L trapezoidal inferior com um na diagonal e os elemen-

tos 

de 

lij abaixo da diagonal. (L e as primeiras 

-1 -1 -1 
M1 M2 ... Mr) U trapezoidal superior, onde 

na notação {5.3). 

·r . colunas 

u~[R V I r' r 

Na descrição acima foi assumido que o posto é exatamen­

te r, e que foi usada computação exata. Na prática o posto p~ 

de nao ser conhecido e erros de arredondamento ocorrerão. Te-

mos que decidir na k-ésima fase da redução quando A é reduzi 

da para ~ da forma (5.1), que elementos de wk devem ser 



96 

tomados como ?era. Na situação prática é suficiente tomar um 

número menor que um número arbitrário TOL corno sendo zero. 

Então A tem o posto computado igual a r se todos os ele-

mentes de Wr computados têm ordem de grandeza menor ou igual 

a TOL, e no rninirno um elemento de 

za maior que TOL. 

w 
r-1 

tem ordérn de grande-

Algoritmo para a decomposição LU, quando nao se tem pi-

votamento. 

Para p=l, .•• ,r. 

q = l, ... ,r. 

p-1 
u .. = a - :E .e u 

PJ pj r=l pr rj, j = p, p+l, ... ,n. 

q-1 
L = (a. - :E .e. u ) ju , 
lq · 2 q r:=l 1r .r-q qq 

i = q + 1, ... ,m. 

5. 2 DECOMPOSIÇÃO DE CHOLESKY 

Se A simétrica e definida positiva, temos uma sim-
nxn 

plificação da decomposição LU, pois neste caso, existe a de-

composição de Cholesky na forma 

L, triangular inferior e 

não singular. 

• 
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TEOREMA 5.1 Se A simétrica e definida positiva, então 
nxn 

existe uma Única matriz triangular inferior L com elementos 

positivos na diagonal tal que 

DEMONSTRAÇÃO [ 18,140-141] 

Algoritmo: 

Para k=l,2, ... ,n 

Para i= 1,2, ... ,k·-l. 

k-1 
}; 

j=1 

5.3 DECOMPOSIÇÃO QU. 

5. 3.1 FATORIZAÇÃO ENVOLVENDO MATRIZES ORTOGONAIS 

Pqr transformações ortogonais coro matrizes do tipo 

t I- 2ww ,nwll = l (transformaç.ão de Householder) e rotações no 

plano (método de Givens). 

u, trapezoidal supe~ior l5. 4) 

Qr, constituída das r primeiras linhas de 

Q, matriz ortogonal. 
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5. 3 .1.1 .TRANSFORMAÇÃO DE HOUSEHOLDER 

Para transformar um vetor u em outro vetor de mesmo 

comprimento, v= ae
1

, um múltiplo de e 1 , primeira coluna de 

I, necessitamos encontrar urna matriz ortogonal P tal que 

Pu = v. 

Isto pode ser feito usando uma matri.z de transformação de 

Househqlder que depende de u e v, 

onde 

E 

w = 

t 
P=I-2ww 

v - u 
D v ull ' HwU = l 

Como n vU = U uH ~a. = + 11 un 

D vil = D ae1 11 = I a I U e 1 11 = I a I· l = I ri I = D ull 

I a I = D uH "' D ull = + a ou a = + D uH 

Assim que v- u = + UuKe
1 

- u 

-u ull 

Uun se u1 < O 

u
1 

,o primeiro elemento de u. 

• 
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·Uma sequencia de ·transformações de Householder pode ser 

usada para transformar Amxn' P(A) = r em urna trapezoidal su­

perior. Isto é equivalente a achar a decomposição (5.4). A 

transformação de Householder será dada em termos dos dois se-

guintes teoremas. 

TEOREMA 5. 2 Seja A , P(A) =r. Existem Q matriz ·mxn mxm o r-

togonal e P matriz ·p_ ermutação tal q_ue -nxn· 

QAP ~ [: 

v 

• 
onde Rrxr triangular superior e nao singular. As matrizes 

nulas nao existem se A é de posto completo. 

DEMONSTRAÇÃO: 

Escolha P de modo que as primeiras r colunas de A 

sejam linearmente independentes. Aplique a primeira transforma 

ção de Householder o1 em AP 

~ 
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de maneira que a primeira .·coluna da matriz resultante seja um 

múltiplo de e
1

. Sejam .a
1 

e b 1 primeiras colunas de A 

e B respectivamente, nos devemos ter b
1 

= Q
1

a
1

,na
1
n = llb

1
U. 

Esta última condição dará r 11 =.+ lla1 11 

Seja 0 2 (~ _ l) x (rn _li a segunda matriz transformação de 

·Householder que transforma a primeira coluna de w1 em um múl 

i;:iplo de el(m-l)xl' Então. 

o 

onde R
2 

e 2 x 2 triangular superior. 

Con'tinuando o processo encontraremos urna matriz 

que é um produto das r transformações de Householder tais 

que 

QAP = :1 o o 

= 

R R V 

o 

\) 

= 

o 

onde R triangular superior e nao singular. rxr 

Desde que as r primeiras colunas de AP sao linearmen 

te independentes, o mesmo deve ser Verdadeiro para as colunas 

de R, isto é, os elementos da diagonal de R devem ser dife-

rentes de zero. A matriz W ·e zero porque ao contrário o pos-

to de QAP seria maior que r, o qual contradiria o fato de 

- ,.. 
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que P(A) = r. Portanto u~IR,V] -e trapezoidal superíor. 

TEOREMA 5. 3 Seja A ,P(A) = r. Existem matrizes 
mxn 

ortogo-

nais Q mxm e Wnxn' e uma matriz permutação Pnxn tal que 

onde z rxr 
bidiagonal superior com elementos diferentes de 

-e zero na diagonal. As matrizes nulas não existem se A de 

posto completo. 

DEMONSTRAÇÃO• [ 4,pp. 273 - 274] • 

5.3.1.2 ~TODO DE GIVENS. 

O método de Givens equivale a transformação de House-

holder, utilizando a matriz ortogonal 

y ------ a-- . ·- -·--- i 

2 
y + 02 ~ l 

pij ~ 

- a y j 

i j 

_.,..· 
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denominada matriz de rotação de Givens. 

~TODO DE GIVENS CLÁSSICO: 

Requer um maior numero de operaçoes do que a transforma-

çao de Householder. 

P .. u 
1] 

= v, então 

vk = uk k r' i, j, 

v. = yU.i + cru., 
1 J 

v. ==-cru. + yu .• 
J 1 J 

Se A então B = P .. A difere de A somente nas 
mxn 1.) 

i-ésirnas e j-ésimas linhas, cujo elementos são dados por 

bik = yaik + aajk 

bjk =-craik+ yajk 

S~milarmente a matriz APij difere de, A somente nas 

i-ésimas e j-ésimas colunas. 

Uma rotação de Givens em torno de aij é a transforma­

çao similar 

t 
P .. AP .. = A 
lJ 1] 

A difere de A somente nas i-ésimas e j-ésimas linhas e colu 



nas, isto é, a .. 
lJ 

sao obtidos dos .• 
Explicitamente temos para 

k=l,2, .•. ,m 

f_= 1,2, ... ,n 

a .ti = Y<'lei + aalj 

af_j -o a .ti + yalj 

af_k = atk 

mas k,.t f i,j 

Por uma seqüência de rotação de Givens aplicada 

obtemos a seqÜência de transformações assim definidas 

= A 

1 < k < r 
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a A, 

( 5 • 5) 

Obtemos A por r transforll).ações 1 < k <r da 
r 

forma (5.5) 

A= A o 

= p A pt = 
r r-1 r 

t 
= QAQ , onde 

t 
••• P r. 

-e uma matriz de Hessenberg superior. 

Fazendo uma nova aplicação em Ar da seqüência de trans-



.formações de Gi vens, encon.traremos a decomposição QU. 

[ul oj = 

Qt [ g J = 

A Q 
r 

ArQ 

= 

A ~A 

QA 

= QtU 
r 

METODO DE GIVENS RÂPIDO [61] 
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Utiliza o mesmo número de operaçoes que a transformação 

de Householder, porem é mais eficiente que este para matrizes 

esparsas, porque pode trabalhar apenas com os elementos diren-

tes de zero. 

5.3.2 ORTOGONALIZAÇÃO DE GRAM-SCHMIDT 

Por processo de ortogonalização 

U, trapezoidal superior 
A = QU 

Q, matriz cujas colunas formam uma base Drtonor 

mal de R(A) . 
\ 

Seja A = { a 1 , a 2 , .•. , anJ . Determinamos a partir de A, 

O = [ q 1 ,q2 , ·: · ,qr) , cujas colunas q., 1 < i < r sao .. ortogo-
1 -

,nais de modo que qp seja uma ·combinação linear de 
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·Então as colunas .. ai, 1 :5.. i ..::_ n com as colunas q
1

, 1 < 

< i < r geram o mesmo espaço. Isto e equivalente a achar A = 

= QU, onde Q tem colunas ortogonais e U é trapezoidal sup~ 

rior. 

As colunas de Q sao obtidas usando o procedimento de 

' ortogonalização de Gram-Schrnidt. 

A 
p 

A matriz A ~ A 
.Q é transformada sucessivamente para A,, 

.c 

Gram-Schmidt clássico: 

q = 
p 

.. 
u. 

.cp 

a 
p 

p-1 
:E 
j~l 

k t s, 

u' q., 
JP J 

t a ) /q . a. , 
p J J 

• 

j = 1,2, ... ,p-l 

Este procedimento nao é muito numericamente estável. É 

ent?o recomendado usar uma versao modificada deste procedimen-

to conhecido como procedimento de Gram-Schmidt modificado,sen-

do equi~alente matematicamente mas superior computacionalmente. 

Gram-Schmidt modificado 

(o) (D) 
= [ql, ... ,qp,a P_+l'"""'an·· ] ' 



u 1 . p- ,J 

ql, •.. ,qp 

-u1,.-q1, p- J p-

' 
sao vetores ortoÀorrnais e 

.·i' 

q = 
p 

p < j 

(.p) 
a ' p 

< n. 

(p) (P) 
ap+l'"""'an 
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sao 

versões modificadas das correspondentes colunas originais 

(1) (1) 
~p+ 1, ... , an de A. 

i 
),~. 'I \C! 't,, 

j 
'/ / 

' ! 



·CAPÍTULO VI · 

COMPARAÇÃO DOS MÉTODOS 

6 .l. INTRODUÇÃO 

Levando em consideraçã~ o formato e o posto das matrizes 

fora!n classificados 1 tendo como critério o menor número de op~ 

raçao, doze métodos diretos para serem implementados juntamen-

te com os métodos iterativos, linear e de ordem p = 3. 

Os métodos escolhidos estão na tabela 6 .1. Vide .também 

tabelas 3,4,5,6 e 7 no.ApGndíce. 

Os algoritmos foram implementados em Fortran IV. Utiliza 

mos as rotinas da NAG - Nurnerical Algoritms Group-Oxford, nas 

sub-rotinas de eliminação Gaussiana {pi votamen:to r-aréiãl) de­

. composição de Cholesky e transformação de Hóuseholder. 

TF.BELA 6 .l 

. MÉO'ODO c:o.so l ÍCASO 2 
' 

CASO 3 CASO t\ i 
lm n r m n >r m > n 2 r i-n > m .;> r_j 

l.ll X _I 
1.14 X - -

r-. .l..:l..? I X 

I 
-

r---l,3l I X ---
~32 

X I - -I 3.33 X I . X -
3.34 X I X 

-- ·-· -- --· -
f--3. 35 X .. ----

3.36 X 
. 

~a 
_6.11 X 

-
6.21 L . X 

6. 22 X 

•. 
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6.2. MATRIZES TESTES .• 

Para testar os algoritmos usamos matrizes com número de 

condição diferentes senqo dos tipos seguintes: 

1. Cheias, selecionadas em vários artigos: 

[ 3,5,6,8,9,10,15,24,36,39,40,41] 

2. A 
t 

= uv , u e v ·vetores colunas diferentes de zero. 

3. A = [ aij ] = 1, 

4. Matriz de Hilbert 

S. 

A 

A= [a .. ] =1/(i+j-1) 
2] 

a 1 o o 
1 a 1 o 
o 1 a 1 

= 

~ 
o o o 
o o o 

1 < i < m 

1 < j < n 

1 < i < n 

1 < j < n 

o o 
o o 
o o 

a 

~nx 1 n 

As ordens das matrizes testadas variam de 4 a 

testes foram feitos no PDP-10, cuja mantissa em ponto 

te tem 23 unidades binárias (bit) • 

20. Os 

flutuan-
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No Apêndice encontram-se as tabelas mostrando os resulta 

dos obtidos nos testes. 

6.3. ANÁLISE DOS RESULTADOS NU~RICOS 

A convergência dos algoritmos iterativos depende do va-

lar de CJ,.- ou (aew).Para cuja obtenção se necessita do conhecimento dos 

valores singulares de A. Por economia do tempo de máquina, o 

ideal seria fazer uma estima ti v a dos valores singulare~ i:Í:1dic~ 

da na seçao 3.2.2 , mas os computamos utilizando a sub-roti--

na da decomposição em valores singulares da NAG. 

Como era de se esperar após estudo teóric0 1 c método que 

apresent.a melhores resultados é o do algoritmo 1. o método li-

near, algoritmo 2, apresenta convergência bastante lenta, o 

que não o recomenda. A demonstraçã.o do teorema. 3. 3, corolãrio --~· 

3.6, mostra que os elementos de Yk convergem com o 

e aue a convergência do tr (YkA) e determinada pela condição 

Assim a convergência é muito lenta a menos que C(A) se-

ja bastante pequeno, isto é, se A for muito bem condicionada. 

6.3.1. ESTABILIDADE 

A precisão dos algoribnos e verificada através dos resí-

duos, utilizando as quatr?s condições de Moore-Penrose. Eles 

fOram comuutados pelas normas um c infinita com t_)recisão dupla. 
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Nos métodos iterativos teremos que verificar se a itera-. 
çao tem a propriedade auto-corretora, isto é, se nao existe 

uma propagação de erros de uma iteração para outra (da k-ésima 

para a (k + 1) -ésima) . 

Verificaremos essa propriedade somente para·o algoritmo 1. Tomando 

+ 
~ = A + Z, onde Z é um erro de aproximação. Aplicando um pa.§. 

so no algoritmo 1, obtemos: 

( 6 .1) 

+ + + (p-2)(I-AA)Z (I-AA)+O(Z). 

Quando Anxn, P(A) 

goritmo é auto-corretor. 

= n Z desaparece. Nesse caso o a1-

Quando A __ , p (A) < n, ou A , m 'f n o al-
nxn mxn. 

goritmo não é auto-corretor, ocorrendo então· um acúmulo de er­

ros de arredondamento no subespaço ortogonal a A+AXAA+; A me-

nos que 

( 6 • 2) 

r 
AA+Zt = zt 

e zt E R(A) ~ < Z(AA+)t ~ z 

l + 
ZAA ~ z ( 6 • 3) 

Desenvolvendo (6.1), obtemos: 
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.• 

xk+l = A+ + Z- ZAA+ + z - A+AZ 

+ (p- 2) (Z -A+AZ) (I -AA+) + 0 (Z) • 

+ z = A + - ZAA+ + z - A+AZ 

Fazendo substituição por (6.2) e {6.3), teremos: 

Xk+l = A++Z-Z+Z-Z + (p-2)(Z-Z-Z+Z) + O(z)= A++O(Z). 

Dentre os métodos diretos a eliminação Gaussiana, ·rnéto-

dos 1.14 e 1.15, se apresentam mais estáveis,obtendo-se· en~ão 

uma melhor precisão nas matrizes molcondicion~das, isto para 

o caso 1. 

Para os casos 3 e 4 o método que deu melhores resultados 

foi o recursivo de Greville (6.11). Esse método apresenta uma 

vantagem em relação aos demais, de sempre obter um resultado 

final, mais ou menos preciso dependendo da condição da matriz, 

pois naorequer a determinação expl{ci ta do posto. 

Os melhores resultados dos métodos utilizando Gram-

Schmidt modificado foram obtidos com ·as matrizes do tipo 2. Se 

destacando o método 3.31 e em seguida 3.33 e 3.36. 

O método 6.21 aplica a eliminação Gaussiana em t . A A,CUJO 

t 2 
C(A A)=C (A~,quando P(A) = n, sendo então um método instável 
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numericamente. 
.• 

Para o caso 2 ficou difícil determinar qual é o melhor 

método, uma vez que todos métodos apresentam resultados parec~ 

dos, se destacando entre eles 1.11 e 1.14. 

6.3 .2. MEM6RIA 

Não existe um método mais econômico; todos os algoritmos 

utilizam 3K de ~emória principal. 

6.3.3. TEMPO REAL 

O tempo real de execuçao foi medido em segundos através 

de uma sub-rotina especial. Mas como o sistema DEC-10 funciona 

em tempo compartilhado, esse tempo na realidade ainda está de­

turpado. 

Nos métodos iterativos o de ordem p = 3 requer menor 

tempo de execuçao, urna vez que esse método converge mais rapi­

damente. 

Nos métodos diretos 1.15 é o que menos tempo gasta para 

sua execução, em seguida vem o método recursivo de Greville 

{6 .11) ·. Os demais métodos gastam mais ou menos o mesmo tempo 

para sua execuçao. 

6.4. CONSIDERAÇÔES PRÁTICAS 

• 



6.4.1. O PROBLEMA DE C9MPUTAR 
+ A. 
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A maior dificuldade prática encontrada é na determinação 

do posto, isto porque na computação em ponto flutuante devido 

aos erros de arredondamento não é facil determinar se algum nu 

rrero mui to pequeno seria zero ou não. Tornando ·isto, então um problema ao 

. + 
se o::mputar A , r::oiS tOOos os rrétodos, exceto o recursivo ae Gre-

ville e os iterativos requerem a determinação explÍcita do 

posto. 

o cálculo do posto apresenta dificuldade quando os ele-

mentes de A variam muito suas ordens de grandeza. 

6.4.2. DETERMINAÇÃO DO POSTO 

O método de Gram-Schrriidt rnodit"icado deterr.üna melhor o 
- -6 .. .. . 

posto com uma tolerância de 10 . Ja o·rnetodo de Gauss por 

ser mais estável apresenta resultado quase idêntic~ 

-8 
0,7450581.10 , sendo que 

com as 

duas tolerâncias, e com a 

segunda· tolerância se obteve melhores resultados com as matr:i-

z.es do tipo 4, matriz de Hilbert. 

···""!' Os melhores métodos para determinar o posto, entre os 

+ classificados para calcular.·A, .sao.ós que usam eliminação 

Gaussiana em A. O método que aplica Gauss em AtA, cOmo já 

foi dito anteriormente é numericamente instável, torr.ando-o 

nao indicado para se determinar o posto de uma matriz. 
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um dos melhores métodos para calcular posto é a decomposi­

çao em valores singulares, que não foi sele'cionado para cálculo 

da inversa generalizada pelo seu alto número de operações. 

6.5. CONCLUSÃO 

Os métodos iterativos apresentam bons resultados apenas pa 

ra matrizes bem condicipnadas. Mesmo assim, o que apresenta me­

lhor resultado é o de ordem p = 3, que converge com menor nu­

mero de iterações, menor tempo de execução e melhor precisão. 

Vide tabelas 2, 9 e 10 no Apêndice. 

Os métodos iterativos não são numericamente superiores aos 

métodos diretos. 

Nos métodos diretos, eliminação Gaussi.ana ( 1.15, 1.14 e 

1.11), recursivo de Greville (6 .. 11) e Gram-Schrnidt modificado 

(3.31, 3.33 e 3.36) são os preferíveis por apresentarem melhor 

precisão. 

• 



· APllNDICE 

NOTAS· ADICIONAIS E TABELAS 

(a} Quando terminamos de testar os algoritmos é que ob-

servarnos que as sub-rotinas da NAG utiliza para efeito do zero 

uma tolerância de 0,745058l."lo- 8 • Essa tolerância é o menor nú 

-8 
mero positivo tal que 1,0 + 0,7450581.10 > 1,0. Nos métodos 

Gram-Schmidt modificado, Greville e nos métodos iterativos uti 

lizamos uma tolerância de 10- 6 . Essa discrepância não teffi i~-

portância na comparação da precisão dos métodos. 

Mas para verificar que método determina melhor o posto, 

tivemos que fazer testes à parte com as mesmas tolerâncias,não 

necessariamente com todos os métodos, urna vez que se necessi.ta 

a dete,rminação do posto nos métodos ~plicados em A,A t ou A tA, 

nesse caso Gauss e Gram-Schmidt modificado; e os métodos esco-

lhidos para esse fim foram 1.15, 3.31, 6.21 e 6.22. · 

(b) A seguir listamos as sub-rotinas da NAG utilizadas 

nos métodos diretos e para cálcu~o dos valores singulares de 

A. Antes fizemos modificações para que as matrizes que compõem 

as decomposiçÕes do Capitulo V, pudessem ser chamadas separada 

mente pelo programa principal. 

F~lBXF - Fatorização de Cholesky de uma matriz Anxn simétri 

ca e definida positiva. 

F01BKF - Determina o posto e os fatores da transformação de 
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Householder de pma matriz Arnxn m > n. 

F~lBTF - Determina o posto e decompõe uma matriz Amxn em mn 

E\1!2WCF 

ROtina 

F('!1BXF 

F\1!1BKF 

F\1!1BTF 

produto de matrizes trapezoidais pela e 1 i_minação 

Gaussiana com pivotamento parcial. 

Computa os valores singulares e os vetores singula-

res à esquerda e ·ã direita de uma matriz A mxn 

TABELA A.1 

IFAIL Erros dectados pela· rotina 

. 
1 n <1 ou IA< n 

2 A matriz nao e definida positiva 

1 m<n 
-

TolE~rância T e negativa ., IRANK = -1 

2 Tolerância T e muito grande, IRANK = 

Tolerância T e muito pequena, IRANK 

l A matriz tem uma linha nula 

2 A matriz e singular 

3 n < 1 ou IA < n. 

o 

> o 
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IRANK. variável int~ira contendo P(A), usando a tolerância 

T. 

IA variável inteira, que especifica a primeira dimensão 

dos arranjos. IA > n. 

(c) Os números das tabelas 9-22 que têm asterisco. es· 

tão com seu valor exato. Os demais são multiplicados pelo fa­

tor 10- 6 . 

(d) As contagens dop numeras de operaçoes 

retos fÜram feitas utilizando 
r (r + 1) ( 2r + 1) 

6 

2 -

dos métodos di 

+ r
2

{m- r)opE_ 

• 
raçoes ou 

r(r +1) (2r+1) 
6 + r (n- r) operaçoes, para o pro 

duto de uma matriz trapezoidal superior pela sua transporta. 

(e) Foram as seguintes matrizes testadas e suas respecti .. 

· vas inversa de -Moore-Penrose. 

1. Cheias 

1 o o .o 1 o o ol 
A1 

o 1 o o A+=A- 1= o 1 o O I = u o o 1 o 1 1 o o 1 

o o o 1 o o o 

3 1 2 q ~-~ 
-

1 3 2 
2 -5 -l 

+ -1 1 I 
B1 = B1 =B1 =-- 9 -5 -1 

1 2 3 

~J 
14 

1 2 1 
l1 

-5 9 -1 

-1 -5 - 6 • 
_j 



4 4 

3 5 

3 l 

3 l 

o 
o 
4 

2 

-5 

-5 

-5 

-3 

2 2 5 -10 

l 3 5 -lO 

l 4 4 -lO 

l 4 3 -9 

5 

4 

4 

4 

2 

3 

2 

2 

o 
o 
l 

o 

2 5 7 

3 4 7 

3 5 6 

3 5 7 

5 

4 

4 

4 

4 

5 

2 

2 

2 

2 

5 

4 

-6l 
-6 

-6 

-5 

-l5l 

-15 I 
-15 I 
-16 

4 
4 

4 

5 

.• í o -l 

_ l 1 -12 ll 

- TIL-12 
-12 

8 

8 

-5 

-5 

-2 

-8 

D
+ -l 
l = 0 1 = 

+ -l H =="H = 
l l 

2 -8 15 

l -7 15 

l -6 14 

l -6 13 

-2 

-l 

-2 

-2 

o 
o 
l 

o 

-4 -5 -7 

-3 -6 -7 

-3 -5 -8 

-3 -5 -7 

ll 

-4 

-4 

2 

2 

7 

-4 

-8 

7 

2 

2 -8 

L
0,6 0,8 

0,4 -0,2 

1,2 -1,6 
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1o-l 
i 

lO 

lO 

16 

-1ol 
-lO i 

-10 i 
-9 ' 

_:_I 

6 

6 

6 

7 

l5l 
15 ' 

15 1 

l4_j 

-4-l 
-4 i 
~:J 
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1 o o -1l 3 -3 -1 1 

-1 1 o o + 1 1 3 -3 -1 
A2 = A2 = 

o -1 1 o 8 -1 1 3 -3 

o o -1 1 -3 -1 1 3 

-1 o 1 2 -15 -18 3 -3 18 15 

-1 1 o -1 8 13 -5 5 -13-8 

o -1 1 3 A+ 1 7 5 2 -2 -5-7 = 102 A3 = 3 
o 1 -1 -3 6 -3 9 -9 3 -6 :_j 

1 -1 o 1 

1 o -1 -2 

l-1 o 2 

[,~ 
-2 -6 lO 

u -1 1 B+ 1 
B3 = = 3 6fi -11 o 22 

o -2 • 7 -12 -2 
2 o 

l 6 11 

2 7 12 

c3 
3 8 13 = 
4 9 14 

5 10 15 

[0,247 
-0,133 -0,020 o' 09 3 o·'"' l c+ = -0,067 -0,033 0,000 0,033 0,067 

3 
o' 113 0,067 0,020 -0,027 -0,073 

I 1 1 2 

[~ 
11 7 -1l 

1 -1 o D+ 1 -10 -5 :J = 30 3 
D3 = 1 2 l o 1 

1 2 3 



A4 ~ 

+ 
A4 ~ 

B ~ 

4 

c4 ~ 

D4 ~ 

2. 

1 
102 

Q 
[4 

t~ 

u 
. t 

A= uv· , 

-1 

o 
1 

2 

o 
1 

1 

-1 

5 

13 

o 
1' 

-1 o .. o 
1 -1 1 

o 1 ~1 

~1 3 -3 

-15 8 7 

-18 13 5 

3 -5 2 

-3 5 -2 

18 -13 -5 

15 -8 -7 

1 

n -1 

o 

2l -3 

-1 
-3 J 

-9 -5 

_;-I 
lj 

1 1 

-1 o 
o -1 

1 -2 

6 

-3 

9 

-9 

3 

-6 

B+ 1 
~ 

4 15 

608 

+ 1 -197 
c4~6398 

-431 

D+ ~ 

4 

324 

1 

[-~ 3 

t t 
(vv)(uu) 
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3 o 3 

-1 5 4 

4 -5 -1 

3 o 3 

- .~ -362 130 I 
212 

-~!~J 204 

-235 -57 

n 
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0,91 I o , 1 4,0 0,4 8,0 5' 2] 
0,077 

E2 = 0,32 
1-,0 
0,8 

2,8 ~ I1, 2 0,3 0,9 0,7 0,8 0,1 4,0 0,4 8,0 5, 2 ] 
2,1 
0,009 
0,07 

F2 = 0,05 
0,05 
o ,os 
0,05 ~ 
0,006 
0,01 

0,9 I0,05 0,05 0,08 0,05 0,006 0,01 1,2 0,3 0,9 0,7 
0,7 0,8 0,1 4;0 0,4 8,0] 
0,6 
à,l 
0,2 
o, 4· • 

G2 = 0,5 
0,66 
0,3 
0,1 
2,9 
2,8 
2,1 
0,009 
0,07 

-
1,0 I o, 1 2,9 2,8 2,1 1,0 9,0 7,0 8,0 5,0 4 'o 
0,002 

3,0 1,2 0,3 0,9 0,7 0,8 0,1 4,0 0,4 8, O] 
0,2 
0,6 
0,9 
0,3 

H = 0,005 
2 0,006 

0,09 
I,2 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 
5,0 
1,0 
2,0 
4,0 I 5,0 

_[ 0,1 
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1,0 [ o' 8 0,1 4,0 0,4 8,0 5' 2 J 
0,3 .-
2,0 
9,0 

G3 = 1,2 
0,3 
0,9 
0,7 

[ 1,0 J [ o ,4 8,0 5 '2 J 
0,8 

H3 = 0,1 
4 ,o_ 

0,1 [ o' 8 0,1 4,0 0,4 8,0 5 ' 2] 
0,7 
1,0 
0,3 

I3. = 2,0 
9,0 
1,2 
0,3 
o., 9 
0,7 

• 
1,0 [1,2 0,3 0,9 0,7 0,8 a·,l 4,0 0,4 8,0 5,2] 
2,0 
4,0 
5,0 
0,1 
2,9 

J3 = ' 2, 8 
2,1 
1,0 
9,0 
7,0 
8,0 
5,0 
4,0 
3,0 
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1,0 [1,2 o' 3 
-2,0 

0,9 0,7 
.• 

0,8 0,1 4,0 0,4 8,0 51 2 ] 

3,0 
4,0 
5,0 
1,0 
2,0 
4,0 

K3 ~ 

5,0 
0,1 
2,9 
2,8 
2,1 
1,0 
9,0 

i:~ J 5,0 
4,0 
3,0 

O,J l [7 ,o 8,0 5,0 4,0 3,0 1,2 0,3 0,9 0,7 • G,8 
0,005 0,1 4,0 0,4 8,0 5 '2 l 0,006 
0,09 
1,2 
1,0 
2,0 
3,0 

L3 ~ 4,0 
5,0 
1,0 
2,0 
4,0 
5,0 
0,1 
2,9 
2,8 
2,1 
1,0 
9,0 



12~ 

1,0 [O, 9 0,7 .-o, s 0,1 4,0 0,4 8,0 5,2] 
0,3 

G4 = 2,0_ 
9,0 
1,2 
0,3 

[1,01 
[ 4 'o 0,4 ·s,o 5,2] 

H4 = 0,8 
0,1 

9,0 [ 1 '2 0,3 0,9 0,7 0,8 0,1 4,0 0,4 8,0 : , 2 J 
7,0 

!4 = 8,0 
5,0 
4,0 
3,0 

1,0 [7,0 8,0 5,0 4,0 3,0 1,2 o' 3 0,9 ·o I 7 [,8 
2,0 0,1 4,0 0,4 8,0 5,2] 
4,0 

J4 = 5,0 
·o, 1 
2,9 
2,8 
2,1 .~ 

1,0 
9,0 

1,0 [2,9 2,8 2 ,·1 1,0 9,0 7,0 8,0 5,0 4,0 _; , o 
2,0 1,2 0,3 0,9 0,7 0,8 0,1 4,0 0,4 8,0 :: ,-2] 
3,0 

K4 = 4,0 
5,0 
1,0 
2,0 
4,0 
5,0 
o;1 



0,3 2,9 2,8 2,1 1,0 9,0 7,0 8,0 5,0 
0,005 3,0 1,2 0,3 0,9 0,7 0,8 0,1 4,0 0,006 
0,09 8,0 5,2 
1,2 
1,0 
2,0 

L4 ~ 
3,0 
4,0 
5,0 
1,0 
2,0 
4,0 
5,0 
0,1 

0,9 [ 2 '9 2,8 2,1 0,009 0,07 0,05 0,05 
0,7 0,05 0,006 0,01 1,2 0,3 0,9 0,7 0,6 
0,1 0,1 4,0 0,4 8 , O] 

M4 ~ 
0,2 
0,4 
0,5 
0,66 

o ,3 J 
0,1 

3. A ~ [a .. ] 1 1 i A+ 
At. 

~ < < m ~ 

1] 
1 < j 

- mn 
< n 

4. Matriz de Hilbert 

A~ [aijl ~ 1/(i + j- 1) 1 < i < n 

1 < j < n 

Se 
-1 

~A , então 1. < i < n 

1 < j < n 
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4,0 

0,4 

0,08 

0,8 



5. 

'+' 
(-1) 

1 J (n+i 1)! (n + j 1) ! . 
b .. = 

1] (i+ j- 1) I (i- 1)! (j- 1)! ]
2 
(n- i)! (n- j)! 

A= 

-1 
=A = 

d. 
1j 

onde 

1 

bn 

= 

a 1. o o o 
1 a 1 o o 
o 1 a 1 . ' . o 

o o o o o a 

o o o o o 1 

e a matriz 

b. 1 b . , 1 - n-1 

i+j . 
(-1) b. 1b ., 
· 1- n-J · 

d .. , 
]1 

bo = 1 

b1 = a 

bk = abk-1 bk-2' 

o 
o 
o 

1 

a 

nxn 

nx n definida por: 

se i = j 

se j > i 

se j < i 

k = 2,3,. ,,o 1 n. 
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(f) Nas tabelas 9-22 L
1

,L
2

, L
3

, L4 apresentam os resíduos 

pela norma ~me R
1

, R
2

, R3 , R4 pela norma infinita. 

(g) Os métodos diretos 1.11~ 1.12, ... ,1.16, 2.21,2.22, ... , 

2.26, 3.31, 3.32, ... , 3.36 têm os nomes na~seguinte forma e 

• 



significado: 

a.ab 
procedimento.a 
procedimento. Oh 

EXEMPLO: Algoritmo para o método 3.36 
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1. Aplicar a ortogonalização de Gram-Schmidt em A(prc::edi 

mento.3) 

I A~ QU e A+ ~ U+Qt I 
u ~ [ S, T] ~ S[ I , G J onde G ~ s- 1T e I u+ ~ ~ -11 [I,G]'S .• 

2. Calcular 

3. Calcular 

-1 s 

4. Aplicar a ortogonalização de Gram-Schmidt em 

·(procedimento. O 6) 

~-I J ~ NR e [I,G]+ ~ N (R-1) t 
~ NNt 

L Gt 
r 

5. A+ U+Qt + -1 t NN tS-1Q t. ~ = [I,G]S Q ~ 

r 



TABELA 1 
128 

NOMERO DE OPERAÇÕES 

Eliminação çaussiana r (mn-~ (m+n) r+jr 2 J 

Transformação de llouseholder 1 1 ' 2r(mn-2 (m+n) +jr ) 

Ortogonalização de Gram-Schimidt 2rm(n-!r) 

M g T O O O n' Decomposição de Cholesky 6 

Inversa de Matriz n' 

Inversa de Matriz Triangular n' 
6 

Trafezo!dal superior rm por sua transpoota 1 1 1 
rlzn(r+ll+jll-r Jl 

-
Trapezoidal r~ por cheia rxr r 2 ( (n-r) +(r+ll ~ J • 

PRODUTO Cheia nxr por Trapezoidal rxm mr( (n-r}+(r+l}~l 

DE Triangular rxr por cheia •·xn ~nr(r+l) 

MATRIZES Cheia nxr por Triangular ~nr{r+l) 

Cheia nxrn por sua transposta 1 in., (n+l) 

Cheia rx (n-r) por sua transpo9ta ~(n-r)r(r+ll 
1-· 

Cheia nxr por che.l,.a 2 rxr nr 

Cheia nxr .por cheia rxn mhr 

Cheia cheia 2 rxn por nxr r n 

TABELA 2 

MGTODOS ITERATIVOS 

-
~TODO Número de operaçoes por iteração .. -
LINEAR 2n 2 m+nm -----·-

(p ll n 3 +rnn 2 . 
m > n -

De Ordem P=J -
n , m (p 1) m3+nm 2 

- -



""~ A 

1.11 LU 

1.12 LU 

-
l.lJ w 

1.14 LU 

1.15 w 

1.16 W 

-
2.21 Çu 

2.22 o;u 
2.23 o,'u 

2.24 o, '<i 

2. 25 o,'u 

2.2(; Çu 

3.31 QU 

J .)2 CIJ 

],]J QU 

3.34 QU 

J,JS QU 

3.:;!6 "' --
4:.~ utov 

efvJ 5.11 
u' o 

. 
6.11 "~--1 . .;] 

. 
6.21 1\tA.,LU 

Ut(lllll-l~ 

p;(R-l)t~ 

N(R-l)t~ 

TAB&LI\ 3 

M.eTODOS OIRC'l'OS 

.• 

. 

~t] ti+<;(h-ls-lOr 

P;P,.rs-lur 

Ni~S-~ 

Uttlnh-lot 

l>t(R-lltQt 
< ' 

N(R-l)tQt 

[~~ tr-to:h-ls-lot 

P~ s-lot 
U< 

~t 5 -I 0 t < 

vto~u 

l
-A+ 

-1 ' - v• 
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NOME:HO !JC OPEMÇ0ES 

~ (6nn-2mf-r (Jm+Sn+4r-4l l 

r (2mnt~r !m+3n) +~r 2 +n) 

r t31ln+~n tSr-1) +r l~r-m-1) I 

r{Jun+(4n-m) r+~ (r-Jlrl 

r(J.m+r {Jn-ml -r (~r+~) m) 

,_! 12 22 4rhm-5(m+n)+-r )-J. (n•m) (n +m) 

l-4m+1)~ - :lnm 

2 3 1 1 2 
n mtr( lml11+ rr+ 2)nt 6 (r +6rtlll 

~ r(Smn+ ~ {r+l)n-2mr)+ ~
2 

,_ 
NO'l'AI Os ~~étodos. diretou' 1.11, 1.12, ... , 1.16, 2,21, 

2.22, ... , 2.26, 3.31, 3.32,. •.• , 3,36 têm os ng 

mes na ae9uinte forma e nignificado1 

a.nb 

:!::::::===:= procedimento.a 
procedilllento.Ob 

• 



• 
• 

• 

M!:TODO 

1.11 

1.12 

1.13 

1.14 

1.15 

1.16 

2.21 

2.22 

2.23 

2.24 

2.25 

2.26 

3.31 

3.32 

3.33 

3.34 

3.35 

3.36 

4.11 

5.11 

6.11 

6.21 

6.22 

6.31 

•' TABELA 4 

CASO 1 (m,n=r) 

NOMERO DE OPERAÇÕES 

14n 3+2n 2+! n 
3 3 

9n 3-Jn2 ." 

14 3+ 2 
3n n 

13n3+3n 2 
3 

14 3+ 2 
3 n n 

47 0 3+ Z 0 2 
6 2 

14 0 3_0 2+!! 
3 6 . 

7n
3

- ~ n 
2 

320 3+;:; 
2 

6 2 

3
6
10 3_ ~ 0 2 

4 9 3 7 2 
6n - zn 
7n 3 -~n 2 

lj-n3+n2+ ~ n 

32 3 3 2 
6n - 2n 

4n 3 

10
0

3+ 402 
3 

130 3_ ~ 0 2 
2 2 

140 3+! 0 2 
3 2 

238n3-4n 2 

19 3 
3n -4n 

2 

3 1 2 1 2n - 2n + 2n . 

190 3+ ~n2+!} 
3 2 6 

ll0 3+n2+!! 
3 6 

14 3+ n
2 

3° 2 

* - Método eScolhido 

130 
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.~ TABELA 5 

CASO 2 (m=n>r) 

""TODO NOMERO DE OPERAÇÔES 

1.11 2n 2r+3nr2+ ~r+zr 2 - r~ 

1.12 3n2r+4nr 2-nr+2r3-zr2 

1.13 2n 2r+2nr 2+ ~ r 3+nr 

• 1.14 n 2 r+6nr 2+2nr+r2 - ~ r 3 

1.15 2n 2r+3nr 2+2nr- j 3 2 -r 

1.16 2 13 2 5 2 3 2 2n r+ynr +2nr-3r +r 

2.21 ' 3n2r+2nr 2 
-2nr+ ~ r 3+r

2+ ~r 

2,22 2 5 2 5 3 3 2 3n r+znr - 2nr + 2 r - r 

2.23 3n2r+ ªnr2+ !nr+ ~r 3 
2 2 6 

2.24 3n2r+3nr 2 l 2 5 3 -nr+ 2r- Gr 

2.25 3n2r+4nr 2-2nr+ Z r 3 - l r 2 
6 2 

2.26 3n
2
r+3nr 2-nr+r3 - ~ r 2 

3.31 2 213 21 
3n r+nr -3r +r +6r 

3.32 3n
2
r+ ~nr 2 - ~nr+ ~r 3 -r 2 

3.33 3n2r+nr 2 

3.34 2 25312 3n r+nr-4nr + 3r - 2r 

3.35 3n
2
r+3nr2+ ~ :r:

3 - ~ r 2 

""' 2 2 1 3 r 2 ' 3.36 3n r+2nr +nr- 3 r - 2 I 
4.11 3 2 4 3 

4n +4n r-4rn+ i r 1 .. 

5.11 3 2 2 1 3 Sn -Sn r-4nr+6nr + 3 r 

6.11 2n
3

- ~n 2 + ~n 

6.21 323211321 n +2n r+ 2 r n+ 2nr+ gr +r+ 6r 

6.22 2 1 2 1 1 3 1 2 1 
3n r+ 2 r n+ 2 nr+ 6 r + 2 r + 6 r 

6.31 2 1 1 2 r 3 
Srn +-nr--r n+-

2 2 6 -
• - Método escolhido 
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TABELA 6 

CASO 3 {rn>n).r) 

METO DO NO MERO DE 0PERJI.ÇÕES 

1.11 Zmr2 + ~ r 3 + ! r+2r 2 
2 6 3 . 

1.12 9 2 9 3 2 
zmr -mr+ 2 r -2r 

1.13 5 2 13 3 2 
2mr + 6 r +r 

1.14 3mr2+ mr + ~ r2+ :! r3 
2 3 

• 1.15 21 8312 
2mr + 2mr+ 3r + 2r 

1.16 2 3 3 2 3mr -mr+4r - 2 r 

2.21 3mr
2

-mr+ ~r 3 + ~r 

2.22 3m r 
2 3 5 -mr+4r -

2 
r 2 

2.23 2 14 3 l 2 
3mr +mr+ 6r- 2r 

2.24 3m r 
2 l3 3 1 2 

-mr+ 6r + 2r 

2.25 2 31 3 5 2 
3mr -mr+ 6r- 2r 

2.26 2 3 3 2 3mr -mr+4r - 2 r 

3.31 2 5 3 2 1 
3rm + 3 r +r + 6 r 

-
• 3.32 2 lO 3 3 2 

?.mr+3r-2r 

• 3. 33 2mr 2+2r 
3 

3.34 2mr 2+ ~ r 3+ J r 2 
3 2 

• 

• 3.35 
2 9 3 3 2 

2mr+2r-2r 

• 3.36 2 8 3 1 2 2mr+ 3r+ 2 r I 
4.11 3 2 2 7 3 2 m +Smr +rm -2mr+ 3 r -2r 

5.11 m3+4mr 2 . 2 4 -2mr-2r + 3 r 3 

• 6.11 
2 r-' r 

2mr -mr+ 2 + 2 

• 6.21 283321 
2mr +3r +2r +6::: 

6.22 7 2 1 ,1 3 1 2 1 
2mr + 2 mr+ 6 r +zr + 6 r 

6.31 . 
2 2 3 1 2 

3mr +3r +2r 

* - Mêtodo escolhido 



lÚ 
·' TABELA -7 

CA~O 4 (n>m~r) 

~TODO NOMERO DE OPERÃ"ÇÕES 

• 1.11 7 2 7 ·3 1 
2r n+ gr + 3r+2r 

2 

1.12 linr2+ ~ r3 -3r2 

1.13 ~r
2
n+nr+ t r 3 

1.14 2 3 ;?.r3+ªr2 Sr n+ 2 nr-
3 2 . 

1.15 2 3 r 3 l 2 Sr n+ 2 nr- 3- 2r 

1.16 2 3 5 3 2 

' 
7r n+ 2nr+ 6 r +2r 

2,21 5nr
2

-nr+ ~r 3 +8r 2 + ~r 

2.22 11
r

2
n- ª- nr+ ª- r 3-2r2 . 

2 2 2 

2.23 921532 
2r n- 2rn+ 6r +r 

2.24 6nr 2 5 3 1 2 
- gr - 2r 

2.25 2 7 3 5 2 7r n-nr+gr- 2r . 
2.26 6r2n+r3- ~ r 2 . 

2 . 

3.31 5nr2 - ~r 3 +r 2 + !r 
3 6 

3,32 11 2 l l 2r n- i nr- 6 r 3 -r 2 

3.33 Sr2n-r3 

3.34 6nr 2+nr- ~r 3 + !r2 
3 6 

3.35 7nr
2

- ~r 3 - ~r 2 

3.36 6r
2
n+nr- ~ r 3- ~

2 

4.11 3 2 2 73 2 n +Sr n+rn -2nr+ 3 r -2r 

S.ll n 3 +4nr2 -2nr+ }r3-2r 2 

6.11 2 2 +n~n n r-nr 2 + 2 

6 .:u 25211321 
2n r+ zn:r + 2nr+ 6r +r+ gr 

.. 6. 22 2 2 ] 2 1 
3nr +3r +r +gr 

6.31 

-· I 
11nr2

-t- !nr- 2 r 3 
2 2 6 

• - Método escolhido 



"' 
MATRIZES TESTI:S - POS'!'O COMI'IJTJI.DO 

Tor. - 10-6 
TüL • 0,7450561.10-6 

A . PIA) TIPO • • .C( A) ?(A) P (AtA •' A (A c r • {f, t) 

- - "' A '-" 3.31 6.21 6.22 '·" 3.31 6.21 5.22 

A • ' • • >,O • • • • • • • • . , • ' • • 6,0971886 • • • • • • • • 
. o, • ' • • 38,112999 • • • • • • • • 
' • ' • • 834,26253 • • • • • • • • 
' • ' • • 225,9~579 • • • • ' • • • 
' • ' • • 1234,0!114 • • • • • • • ' 
' • ' • • 18,413638 • • • • • • ' • 
• ' ' ' ' 13,341452 ' ' ' ' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' 2,7170556 ' ' ' ' ' ' ' ' 
' " ' " " 2,5540469 " " " " " '' " " ., " ' " " 2,924590<; " " " " " " " " 
'1._ H ' " " 2,9513524 " H " " H " " " 
'\ 

, 
' , , 2'-9558174 , , , , , 

'" 
, , 

' • • • • l.S514,105 ' • • • • • • • 
'L ' • ' ' 489703,43 ' ' ' ' ' ' ' ; 

,, ' • ' ' 14SOB425 ' 0 0 0 ' ' ' I ' ' 
Q " • " " 625150?600 0 (i) 0 0 " 0 " 0 ., ' ' • • 1,4l42lll ' I ' 0 ' ' 0 0 0 ., ' ' " " >,O ' ' ' ' ' 0 ' (i) 

' ' ' " " " ' ' ' ' ' ' ' ' ,, ' ' 
, , >,O ' ' ' ' ' (i) ' 

0:__ 
0 (i) (i) ·--· ,, ' ' ' ' ' o ' ' IC;J ' i(J' .O . 

,, ' ' '" " ' o ' ,. 0 ' ' 0 0 10 ,, ' ' " " '·" ' ' ' ' ' 0 (i) G:· 
,, ' ' 

, , 
c,o ' ' 0 0 0 0 ' (iJ 

• ' ' ' • 2,3805157 ' ' ' ' ' 0 ' i0 ., ' ' • ' 1, 3540063 ' ' (i) ' ' 0 ' i0 
,, ' ' ' J 14,248096 0 ' 0 ' 0 0 (i) ! (4) 

' ' ' • ' 2, 7324091 ' ' ' ' ' ' ' i (i) 

'• ' ' " ' >,o ' ' ' ' ' 010 I ' 
'• ' ' 

, 
" ,,0 ' ' ' ' ' (i) 12:1 .110} 

' ' ' • • >,O 0 ' 0 {i' 0 0 ' I(D 

• ' ' • ' c,o (i) ' (i) ' (i) ® ' CQ__ 
' ' ' 

, ' '·' 0 ' 0 t" 0 0 (i) (') 

' ' ' " 
, 

'·' ' ') ' 0 ' 0 0 0 ., ' ' 
, , 

'·' ' 0 ' 0 ' 0 ® 10 ' 
.. 

i @ @> •) (i) (" _:(7_\ ., ' 
, 

" ,,0 ' ' ,_ 

'• ' ' • ' 2,3004759 ' ' 0 ' I ' 10 (i) I,'J)-
" 

•• ' ' ' • 1,2909896 ' ' ' ' I ' ®I ' ICD 

'• ' ' ' • 2, 7069792 ' ' 0 I ' I ' 0)1@ i(i) 
'• ' ' ' ' 1, 732051 ' ' ' I ' I ' I '2 :1 ' i 2 

'• ' ' ' " ' I LO i ' I ' I ' I I ' ' :l ' ' i(D ' ' ' 
'• ' ' 

, , I l,O ' ' I ' ! ' ! ' I ' ·I /~).· 1
1 (~) i til 

' ' ' ' ' ' • ' I ® I ' 10 r~_~._) I® :(i)_ >,o ' ••. i -
0 Ql (i) ' ' ' ' • ',o ' 1 I 1 ' I ' ' ' . 

'• ' ' ' " ''o ' ' Ql ~~ (i) 0 10) 
'• 1 ' , " LO 0 1 @> I Ql 0 0) cD I (i) 

·~ 
' 1 ' " 

, 
LO 0 (i) Ql i@ 0 0 0 !(i) 

' 1 ' " " LO 0 0 0 l0 @ 0 @ f~ 
'• ' ' " " 1,0 @ 1 0 l ' 0 i <2) I 0:' .RV 



TABELA -~9 

Mlr:TODO DE ORDEM P • 3 

A TEMPO ~~o c, c, c, c, ,, ,, ,, '• • --c'" ~~ "" '• 0.36 0.009 o,o 0,0 o,o 0,0 0,0 0,0 0.0 o,o l I ' -., 0.40 0.078 o,u 0,017 0,022 0,060 0,13 0,014 0,022 0,060 0,001 I 10 

'• 0.46 0.106 0,92 0,094 0,099 1,09 o.as 0,075 0,099 1.09 0,01 I w 

o, o.sl 0.176 61,5 78,0 1,1 1059,8 44,8 ~.o 
'· 7 

1059,8 o,ool ! " ,, 0.45 0.139 '·' '·' '·' 29,2 ,,7 '·' l,l 29,2 0,001 I u 
,, 0.44 0.139 59,2 56,1 "' 939,2 (4,7 26,2 '·' 9J9,2 o.oo1 1 n ,, o.41 0.093 '·' 0,022 0,24 0,13 1,03 0,022 '·' o,u I 0,001 i 10 

,, o.~ 0.037 0,0!!9 0,046 0,0037 O,li 0,075 0,045 0,0037" O,li I 0,01 I 10 

., 1.04 0.328 0,076 0,0062 0,0050 0,012 0,092 0,0043 0,0050 o,ou ' o.ol I 7 

,, 2.44 0.875 0,071 0,0050 0,0031 0,015 o,on 0,0053 0,0031 0,016 I 0,01 I 7 

,, 7.21 2. 717 o,on o,oasJ 0,0058 0,015 0,11 0,0062 0,0056 0,016 I o,a1 I 7 

c, 14.63 5.872 0,095 0,0063 0,0050 0,016 o,u 0,0071 o,ooso 0,0!6 .. ~ O,Cl. 7 

., 17.14 6.862 0,095 0,0065 0,0050 0,016 O,ll 0,0074 0,0050 0,016 I 0,01 I 7 ,, 9.87 - - - - - - - - - I 0,1 I -
o, 18.65- - - - - - - - - - 1 0,1 I -
,, 3l.OS - - I o,, ' -- - - - - - - ! 

o, 1.30.80 - - - - - - - - - I 0,1 i -., 0.37 0.057 0,0:15 0,~24 o,o:J4 0,028 0,045 0,022_ 0,034 o,ozs ! 0,1 ; 

., 1.86 0.143 .. ~ 0,0012 0,025 o,o 0,15 0,0012 0,025 0,0 o,ol l 

~ --, 6.96 I 2.098 o.> 0,00087 o,l~ 0,0 .. ~ 0,00087 
r--~16 

o.o ! 0,001 ' - ' ' j o.o_a1 o, lJ.CS 3.9U o.M 0,0017 0,13 0,0 0,89 0,0017 0,13 0,0 ' 
'• o.so 0.102 o,> 0,018 0,060 0,011 0,24 0,022 0.060 0,011 ' 0,001 I ' I ,, 1.72 0.416 0,25 0,021 0,016 0,026 0,61 O,OH 0,016 I o ,026 I O,!fu1 • 
'• s.e1 1.649 2,17 0,0010 o,o31 0,012 '·' 0,00095 0,031 I, o.n2 i 0,001 ' ,, U.17 3.232 o.~ 0,0015 0,049 0,013 0,39 0,0018 0,0~9 ! 0,013 j 0,0001 I • ' ., !).47 0.062 0,045 0,086 0,015 0,032 0,030 0,22 0,015 I 0,032 I 0,01 I ' ., 0.26 0.016 0,056 0,0068 0,0075 0,019 0,052 0,0086 0,0075 1 a.a19 1 o.1 ' ,, 0.35 0.047 0,48 0,61 0,061 0,11 -o,27 " i 0,83 0,061 0,11 I 0,(']{]1 • ., Q.31 0,047 0,0056 0,048 0,042 0,026 0,0056 0,062 0,042 I 0,026 I 0,01 ' ,, ().89 0.128 o.~ 0,0023 o,o 0,047 .. ~ 0,0047 0,0 c,a4.., 1 o.o1 ' ,, 4.99 1.0~8 .. ~ 0,00047 o,o O,U o,1S 0,0012 ••• o.u I o,ool , 
,, o. 76 o.oa3 1.7l 0,0031 0,0070 o,oJa '·" o,ooon 0,0070 0,0:!<1 O,CC<Jl ' ., 0.28 0.029 0,73 0,(1{)52 0,0070 0,028 0,98 0,0040 0,0070 0,023 ) 0,001 ' ., o.S4 0.092 0,79 0,00016 0,0034 0,042 0,57 0,00026 0,003-1 0,042 I Q,lj(jl]l ' ,, 3.07 0.628 .. ~ 0,00089 0.021 0,025 0,25 0,0014 0,021 0,025 I 0,00001 ' ., 4.21 o. 161 0,060 0,0010 o,on 0,083 0,037 0,0013 0,022 0,083 ) o,oc.oo1 ' 
c, 7.49 1.:>55 '·' 0,00044 0,060 0,031 Ll 0,00068 0,060 0,031 I 0,0001 ' 1 

'• o.51 0.079 0,027 0,21 O,OJ2 0,015 0,047 0,086 Q,032 I O,Ol5 o,ol • 
., o.:J5 O.Olb 0,022 0,013 O,Oll 0,0075 0,030 0,013 0,011 O,C075 O,l , 

'• o.3J 0.044 o,24 0,072 0,067 0,030 o,Jo 0,049 O,ü67 o.w~ I o,oo1 I ' 
!),2J 

. 
0,015 o,c -t o,o o,a o,o:>~J o,o o,o o,o I O,GJO I ~.l i ' o, _._ ·-·--·- --- ------ --

'• l-05 0.139 ~:aa;- ! ·- -;;~~~3Tõ~l-o~--~-o-:15 ___ 0,0014 o,u o.~ 0,01 i ' 
~ 

5.22 1.107 o.o~s 0,0012 0,12 o,o I 0,15 0,00058 I 0,12 '·' i 0,001 I ; 
! 

'• o. "/3 O.O"lii 1,1 0,00016 o,o13 o,ooM '·' o,ooon Q,Ol3 o ,0066 I O,OOIJL I ' 
'• o.n 0.162 s,l 0,00087 o,oJs 0,0074 '·' o ,00095 o,OJS o,cn4 I 0,00:101 ' 
'• 3.09 o. 731 o,u o.oo~a 0,060 O,OlJ Í,7 0,0042 0.060 0,013 I 0,0?001 , 

'• ·-~ 
o. 7'1 o,•2 0,0016 0,07~ o,on o,Jl 0,00093 0,076 0,022 ! o,ooJOl ' 

'• 8.93 2.013 "' 0,0021 0,062 0,017 '·' 0,0019 Q,OG~ 0,017 I o,cool ' 
'• 5.5] 1.171 0,33 O,OC29 0,047 0,042 0,56 0,0016 Q,úH 0,042 I o:ooo1 ' 
'• 0.29 o.on o,o 0,0092 0,040 0,011 o.o 0,0079 0,040 I O,Oll I 0,01 ' 

' 

, •• -o método n~o c6nv~rg!u. 



A 

., 

., 
'• •, 
•, 
•, 
•, ., ,, 
,, 
,, 
'• ., 
., 
o 

'• 
o, 
•, ., 
,, 
,, 
~ ,, 
., 
., 
., 
., 
'• ., 
., 
,, 
' ., 
,, 
,, 
,, 
,, 
A< 

'• 
'• 
"• 
'• 
'• 
•• 
' 
'• 
'• 
'• 
'• 
'• 

'tEMPO TEMPO ,, ,, 
'" U>L 

0.43 0.008 '·' '·' 
6.42 - - -
6.23 - - -
0.82 - - -
0.83 - - -
7.17 - - -
6.27 - - -
u - - -
6.55 S.BBl 460,0 99,2 

17.65 16.324 660,4 152,5 

53.26 48.729 861,6 200,7 

1.47.68 98.69 915,2 225,9 

1.59.39 1.09.67 919,6 227,6 

1.22 - - -
13.16 - - -
21.65 - - -
1.21.91 - - -
0.59 0.295 28,5 14,3 

1.62 0.071 o,o 0,00058 

12.30 7,546 9NJ,6 41,1 

H.04 8.879 9403,7 ~J,S 

. 
o. 75 O.J75 2108,9 '·' 
2.26 0.827 516,1 0,55 

--
9.39 5.1 •o,l4 12,02 

15.30 6.73 O,LL '·' 
1.83 0.1408 375,2 31,3 

0.31 O. OH 2,2 0,57 

0.65 - - -
1.49 0.1221 19J,J 68,2 

l.o8 O.J33 305,3 '·' 
9.24 5.Ul 15845,6 39,6 

0.65 0.%2 349,0 0,043 

O,JI.l 0.105 C83, 7 o,&J 

o" 0,090 209,1 0,028 

4,10 1.793 •o,J4 4,2 

5.95 ~.os 0,39 '·' 
9.19 2.565 0,22 '·' 
2.37 0.1931 187,7 62,5 

(1.45 0,171 10,6 "' -
g,66 - - -

0.46 0,06 0,035 0,024 

1.55 o.SJ3 100,7 '·' 
1J.81 9.63 

' 
7922,9 79,2 

o. 77 O.ll7 399,3 I 0,068 

1.61 n.B92 282958,3 '·' 
4..15! 2 .uo~ "·" , 
7.67 3.841 0,30 10,8 

ll.q2 5.501 o ,28 '·' 
3.97 0.545 0,33 0,00085 

-
0.49 0.239 143,6 0,94 

- - , , , - O lll<'itodo n<\o convergiu. 

! 
; 
I 

'l'li.IIEU!. 10 

~'J'ODO LINEAR 

,, '• 
'·' '·' - -
- -
- -
- -
- -
- -
- -
0,021 0,013 

0,020 o,ol5 

0,022 0,010 

0,026 0,014 

0,016 0,014 

- -
- -
- -
- -
'·' '·' 
"·" 0,0093 

o,o o,o 

o,o 0,023 

0,0095 0,0037 

O,OOB6 0,0091 
-

0,018 0,017 

o,ooao 0,0081 

0,041 0,0051 

0,011 0,0075 

- -
0,067 0,0075 

0,0 0,0056 

0,0 0,015 

0,0028 0,00~6 

o,oo~J o,oo42 

0,0036 0,012 

0,011 0,00021 

0,017 0,0022 

O,Ol7 0,013 

0,(1;11 0,0075 

0,0075 0,0037 

- -
O,OJ4 0,028 

"·" 0,0 

"·" 0,020 

O,OOU I D,ODGB 

0,0065 O,CIJ73 

0,00 94 0,0\l 9S 

0,000029 0,0091 

0,0076 0,1100 

0,0019 O,Oll 

0,029 O,Ol9 

(*)'resíduo alto Inúmero coto s"u valor exa~o). 

., ., ., '• o • • I'If:;'/• 

de 

'·' '·' '·' '·' ' ' -- - - - 0,001 -
- - - - O,OL -
- - - - 0,001 -
- - - - 0,001 -
- - - - 0,001 -
- - - - 0,001 -
- - - - 0,01 -
460,0 99,2 0,021 O,Oll3 o .• ot "' 
660,4 152,5 0,020 0,01.5 0,01 

·~ 
661,6 208,7 0,022 0,010 0,01 "' 
915,2 225,9 0,026 0,014 0,01 "' 
919,6 227,6 0,025 O,OH 0,01 lf7 

- - - - - '·' -
- - - - "·' -
- - - - "·' -
- - - - '·' -
2S,S 1~,3 '·' o,o "·' " 
"·" o,oau "·" O,ú093 0,01 ' 
S2Ü,6 H,1 0,0 0,0 0,001 " 
9401,7 23,5 o, o 0,023 0,001 " 
1501,8 '·' 0,0095 0,0037 0,001 " 
746,8 0,"38 O,úOS6 I 0,0091 0,001 LO 

•0,35 '·' 0,018 0,017 0,0000 " 
0,30 ••• 0,0080 0,0081 0,0001 D 

187,6 62,5 cr,041 0,0051 0,01 "' 
'·' 0,54 0,011 0,0075 O,L " - - - I - 0,001 -
HJ,3 68,2 0,067 I 0,0075 0,01 17.2 

152,7 .., 0,0 0,0056 0,01 H 

7922,9 79,2 0,0 0,015 0,001 ll 

471,3 0,036 0,0026 0,0026 0,0001 ' 
' 1018,4 o,ss 0,0023 0,0042 

' 
0,001 ll 

268,7 0,022 0,0038 o,cu O,OOOt ' 
'0,15 '·' O,Oll o,ovo21 0,0000 " 
0,13 "·' 0,017 0,0022 I o,ooco• n 

0,26 '·" 0,017 0,013 0,0001 • 
375,3 ~1.3 0,021 ~.0075 G,Ol "" 
10,8 '·' 0,0075 0,0037 "·' " 
- - - - 0,001 -

0,045 0,022 0,031 0,028 "·' , 
167,8 '·' 0,0 I 0,0 I 0,01 ! li 

' i 1S845,6 39,6 o, o I 0,020 I 0,001 li 

654.3 0,042 ~.oo42 J ,LlOôS O ,OOi I ' 
190996 ,a 10,5 ~,OOfi5 I 0,0~73 I 0,00(})~ li 

o ,29 '·' o,cas4 I 0,0095 0,000~~ il 

o,u '·' o,oooo~~ o,uun o,~ooo~ u .. ~ ',, o,OIJ/6 0,01.00 o,C 001 n 

0,50 0,00049 0,0019 o,oll 0,001 ' 
166,3 0,81 0,029 o,ol9 0,0], " 
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TABELA 11 

"'rooo 1.11 . 

~~o ~~o ,, ,, ,, '• 
~c AAAC 

0.44 0.038 o,o o,o o,o o,o 

o. H 0.05~ 0,28 0,037 0,14 0,2J 

0.39 0.038 '·' 0,14 0,46 0,46 

0.42 0.036 141,5 '·' 20,01 "·' 
o.u 0.047 '·' '·' '·' '·' 
0.42 0.044 104,7 21,6 147,3 23,5 

0.37 0.031 5,03 0,10 0,69 0,36 

0.29 0.031 0,31 0,14 0,071 0,48 

0.77 0.151 0,, 0,012 0,045 0,041 

1.60 0.325 0,34 0,017 0,055 o ,044 

(,99 0.994 0,43 O,OlB O,OSB 0,044 

'·" 1.sn 0,45 o,ne o,o5a 0,04~ 

11.52 2.240 • '·' 
. 

502~!l,S o,so 0,029 

0,30 0.030 164,6 24904,3 171,11 347,4 

0.36 0.060 3878,9 '26,1. 5267,2 6431,7 

0.56 0,091 •0,29 *0,51..10 •o, 75 '0,12.10 

l. 78 0.354 *0,93.10 *0,13.10 *0,1~.10
4 '0,.29.10~ 

0,35 0.026 0,097 0,029 o,Ol.9 0 0030 .. ~ 0.031 0,22 o,oo2J '·' '·' 
~.07 o.oa 0,45 0,0017 0,0 0,0 

B.93 0.108 0,30 0,00056- 0,0 o,o 

'"' E:XECU oc "' ---- o:m- -. --- - --
o:oo6~ 1.41 0,033 0,00017 5705,5 

4.68 0.0~ 0,62 0,00061 4758,5 0,0037 

9.35 0.156 *lO~ ,, 
" " o.n 0.031 o,u 0,0086 0,015 0,041 

0.29 0.015 o,n 0,018 .0,041 o ,0.19 

o 
·~ 

UTOU r111a 

o. 32 ():016 o,, 0,01.3 0,0084 0,040 

0.64 0.013 0,22 o,oozJ o,o o,o 

3.72 0.077 0,45 o,oou 0,0 o,o 

t!ÃO Y.ECUTOU " '" 0.2'3 o.o:<a *lo" *!O '" '" 
' o I:XECUTOU F~!BXF 

2.27 0.045 '·' 0,000090 0,019 0,0051 

3.66 ,0.08 '·' 0,000040 0,0081 0,00070 

"'' EXECUTOU !1UIX~ 

0.53 0.030 o," o,on 0,0019 0,033 

0.30 0.016 0,056 0,019 0,0075 0,011 

0,30 o.cl.S O,ZJ 0,0021 0,0019 0,018 

0.23 0.014 0,015 0,015 0,0075 0,0 

0.61 0.015 O,ll 0,0047 0,0 0,0 

3. 72 0.066 0,22 0,0023 0,0 o,o 

I >r.~o I E G:CU"!'<:l!l ' ""()"ur:tF 
0.26 o.us •w~ •w •w ' •to' 

o. 79 (1.107 •10~ . *lO~ •to~ 0 10~ 

'" EXECUTOU ' lBXF 

•Ã XECUTOU 

~.n 0.125 '" '" •w •w 
3.50 0.107 •to .,. •w' •to2 

(O) ,reslduo alto: ocorrendo quando o método calcula o 

P{A) inconetamente 

., ., ., •• 
0,0 0,0 0,0 o,o 

0,33 0,035 0,14 0,23 

'·' o,u 0,46 o.~ 

10,9 '·' 20,01 U,< 

'·' 0,97 '·' ... 
55,1 23,1 147,3 23,5 

'·' 0,16 0,69 .. ~ 
0,34 0,10 0,071 0,48 

0,, 0,019 0,0<15 0,041 

0,33 0,011 0,055 O,OH 

0,37 0,0:1.1 0,058 O,OH 

o,u 0,021 0,056 0,044 

*3,0 613629.7 •o,so 0,029 

153,2 25421,1 171,6 347,4 

J:lll,5 *26,1 5267,1 6431,7 

'0,33 '0,11.10/j '0,75 *O,U.10
1 

*0,86.!001 
•o,u.10

12 
'0,10.10 *O,Z9.10~ 

I 0,10 0,034 0,01.9 0,0)0 • 
0,22 0,0023 0,0 o,o 

0,6 o,o:117 0,0 0,0 

0,30 . 0,00056 0,0 0,0 

~ IFAIL . ' --
0,037 0,00013 5105,5 o ,0069 

0,31 o.oou 47',8,5 0,0037 

"' "' " " 
0,076 a,on o ,OJ.S 0,041 

o,u 0,020 0,041 o,ol.ll 

IFAl . ' 
0,13 0,014 0,0083 0,048 

O,ll 0,00(7 0,0 o,o 

o,u 0,0023 0,0 o,o 

' AIL R ' 
•w' .,. *lO L ., 

FAIL"' ' 
'·' O,OOOLJ O,Ul9 0,0061 

0,96 0,0001~ 0,0081 0,00070 

" f_rL • .2 

0,37 Q,Omr!l 0,001.9 0,033 

0,089 0,015 G,007S IJ,OU 

0,21 o,oo:u; 3,0019 0,018 

0,030 ,o.on 0,007~ 0,0 

0,22 0,0023 '·' 0,0 

I O,G I 0,00.1.2 I o.o i '·' ' ' 
I ~F"-l:!. t :! ' ' ' i - --
I •to"' ! "lD::;: I •w •t!Í~ 

•1o~ ., 
I •ta '" 

IFl\1 . ' 
;l"tBXF JFAIL - ' 

•to3 "i!!" •w ., 
*l02 •w '10

2 I •to~ 



TABELA- 12 

TABELA 1.1~ 

' 
., 
., 

G 

TEMPO 

"" 0.37 

0.32 

0.31 

0.32 

0.31 

0.35 

0.32 

0.046 

0.031 

0.046 

0.047 

0.046 

0.047 

0.046 

'·' o,o o,o 

0,045 0,019 0,029 

0,089 0,089 0,093 

7,9 1,2 

'·' 1,7 0,27 

17,8 16,1 3,6 

0,21 0,015 0,032 

n
1 

0.23 o.o:n 0,045 0,022 o,ol5 

1
1 

0.87 O.H3 0,079 0,0065 0,012 

'·' 
0,013 

0,051 

'·' 
'·' 
'·' 
0,()80 

0,030 

0,010 

11! 

., ., ., ., 
'·' o,o 0,0 o,: 

0,037 o .-, 

'·" 0,10 0,093 

"·' 4,8 1,2 l,; 

0,91 0,17 1,: 

'·' 9,5 3,6 4,2 

0,18 0,013 O,J32 

0,060 o, :-: 

0,077 o,oon o.:-u o,:;: 

O,OlJ 0,090 0,0071 J,Ol4 J
1 

1.12 0.335 0,081 0,0064 0,014 o,:_: 

l-f-::'-c':',---t-c'c·':':'-t-,"c·c"' 0 'c..-f-:"c·":":'c'---tc"c·":':':--f-:"ê'c"=":..._t-:":·':",---tr-c"c·c"":':'--~":·c':":__-+l:•···:c:· __ 
L1 9,So 1.878 0,10 o,oo11 o,oou o,ou 0,10 o,0082 o.~l< 1 o.:..: 

I ". _.; 
N

1 
0.36 0.043 4,8 24444,6 30,0 21,4 '·' 2U55,0 31,0 I 2u 

01 0.46 0.077 15,6 *26,1 101,7 317,1 14,0 131" .: 
p1 0.57 0.105 *0,11 *0,15.10 21452,1 •o,n 0 0,ll.l0~ .17~52,! 

01 1.74 0.36 *1,4 *0,49.10 o '7,5 00,29.10 *1,8 *0,30.10 •J •7,5 j •o. ::o. LO 

0.030 0,!0 0,028 0,039 0,028 0,067 I G, :.l 

0.044 0,22 0,0023 0,0 "·" 0,22 O,C023 0,~ 

3.69 0,0017 0,0 "·" 0,45 i o,: 

V 8.63 0-139 0,30 0,00058 0,0 0,0 0,30 0,00058 O,'l 1 o 
•:,':'-if-,:_:,:,----t--,,-_,:,:,:--1---.:,:0J,,,---t--:.:,:,,,,,-----f.c,c0J•••----+-:.:,:,,,,,----f-,.,:,:,,,,--t---,:,:,,,,,-----f:.,:,,,,,-----ti -.;-;-.-,----

F
2 

1.58 0.047 0,52 0,00072 5705,5 0,0073 0,74 O,OOQ50 ó/:':,5 : '0,:·- o 

:cl'--t-':·:":'---i--c":·":'c'--if-''c·:'''---t--'c·c":'c''c'c_-ic'_''c'c·c' __ -t-"c·c"c''c'c_-t-'':·'c',_, __ ,__•c·_"c"='----r'c'c'
8
c:·

5
~·~::• 

u
2 

9.30 0.175 *44,6 •102,2 '1,19 *B,S "52,5 •59,0 '1.19 l•o:,o 

o, O,JO 0.030 o,oss 0,0061 0,019 O,OLS 0,045 0,0064 o, ll9 ! o,:___; 

0.63 0.015 0,22 0,0023 "·" '·' O,ll 0,0047 ü,D 

F
3 

3.62 0.077 0,45 0,0012 0,0 0,0 0,2~ 0,002:) "·' I o.r 

~'--t-'c·:'c'c. __ -rc.":·c":'':: __ t-_'c':'c·;",--t---':'c"',-----+-''::·';,---tt-'c"-·;'';----t--'"::·;"r--t---''':·',.'-----t-':':·';,----~!_·_•:·:·:' __ __ 
t

3 
1.46 o.Jl •1oJ9 •!oJ~ •1o39 •1oJ9 •1oJ~ •J.o35 ·c~'J 1 •1c-

2.12 0.047 '·' 0,000097 0,014 0,0056 0,00020 ' j O,C:':'ô 

3.71 0.076 '·' 0,000043 O,OL'l 0,0013 I o,ooolS o,:D 1 o, c-:___; 

10.59 0.266 0 10~ 9 I • .,.· 

'• 0.48 0.027 0,24 0,015 Ó,OlS 0,0075 0,57 0,0088 

., 0.30 0.017 0,056 0,019 0,0075 0,011 0,089 O,Ol5 o,:os 1 o,c:_:_ 

o,47 0.118 0,23 0,0051 0,0056 o,oo75 0,:)0 0,011 

! O,G 
:'>•--t-="·:':'--t-c'c·":':'c..-t-'"c·:""=--+-·=":·:':"::,-~""c·:"':':'c..-t-"=·c:"----l...;;":·':':'_-t--,'c·c'"u::,--t-c::~7s 
s 4 o,n o.c2a 0,11 o,oo47 o,o o,o o,2.'l 1 o,oo23 

1
o,l io,o 

-:'----l-::C:--t--::=----t---::-:::---f-:':::::---t:':---t-:-:----!-:-::--i-:-::-::-+:::-~­
:'••-t-:'=··:·'--1:---"::·=";;',--f--:":;·';',---t o,oa23 -t-":·:'.,-+:":·"c,.---t--":·c"~- I o,oo;;";:...-+-'=·'-.,---'c':·:"~-
G4 1.2s o. !58 •to ~r- •1oJ9 •toJ9 'lOJ'l ~ 9 •::'~ •1r' 

~ 0:·:':'---+-=":·:"':'::_t-c":·:":_ __ -t--="··':"c":':':_ __ il'::·':"c':' __ -+__:"''0:":':' __ --j__:":·:0 -~J __ ":·:':':":":_ __ +-":·c:c,•,• _____ ':·:':':':'c.. 

~''--t--="=·='='----t--'=·="::'---1--'"'·':';,---t--"=·=";'i"='='':: __ f"'·=";"';':: __ t-"::·':''';'---t--='=·=";',---i'--="=·"'ce'i"='=''-+"c·,','"',· ____ -,,"=·"::·' ____ _ 
J s.n o.321 •1o •1o •to39 •1oJ9 •10 ~ I •1o'9 •!:;' ·t~ ' 

'.','--f-,c.',õ,'----f--','.',,',:----t-,,c,=.,,,,,---J--:.ê,,é,,,-,,-----1~+-.c,=,,,,,,,----+--.,=,:,,,.---J---.',','·''-----t-.=,,',,,,----c-.',=,-_c----­

L 
4 

6. 79 -,=_=,=,'-+--'.,=,,-,-t--.·,=T---+.','.-, --t--.=,c,.-,---i 'lo 3 ,---i-'.,',•·----lll--.',c_,-----~c-'-,'·--- ~-­
',','-+-,'.',-,----+--,-.=,--,----t--.-,',,----l---.,=,,=,,------+,-.,',=-----+-.=,=,------t-.','_,C.,----l---.=,-,,,------t·-.:1"--------~-.c,-,-------

(*) :tes!duo alto: ocorrendo a:uando o rnêtod;:, calcula o 

P (AI 1ncorret~mente 

.·~ 



TI\BELA 13 

J.ltTOOO 1.15 

• ~~, ~~, ,, '• ,, '• ., •, •, '• 
~· 

~~ ., 0.36 o. o o.o 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 

., o.~ o. o 0,045 0,019 0,037 0,013 0,037 0,027 0,029 I 0,013 

,, 0.39 0.0 0,089 0,089 o,u 0,060 o,u 0,10 0,093 O,OC.l 

., 0.37 o.o 23,2 '·' '·' '·' u,, '·' '·' '·' ., u o. o '·' '·' o, 75 1,07 '·' o,n 0,27 1,07 

,, 0.37 '·' 17,8 16,1 '·' '·' '·' '·' '·' . ·' ,, '·" o.o 0,21 0,015 0,035 o,oao 0,18 O,OLJ o ,032 o.o~:, 

' 0.31 o. o 0,045 o,o:u 0,030 0,030 O,OóO c,oLS 0,015 o,o~: , 0.79 0.0 0,079 0,0065 0,0].2 0,010 o,on o,oon 0,012 I O,OlC 

,, 2.31 '·' 0,081 0,0064 0,014 O,OlJ 0,090 0,0071 0,014 o,ou 

., 6. 77 o. o 0,079 0,0066 0,012 O,Oll 0,10 0,0074 o,ou o,ot:. 

,, 12.29 '·' 0,10 0,0071 0,012 o ,0011 0,10 o ,0062 o,ou o,o1: 

., 14.94 '·' 0,10 o,oon ?,OU o,ou 0,10 0,0082 0,012 í 0,01.: 

., o. 40 o. o '·' 24444,6 30,0 21,4 '·' 24354,9 30,0 __ !. 21.~ 
o, 0.42 o.o "·' •o,2G.lO 301,7 317,1 14,0 00,26.10 301,7 I 317 .! 

' 0,60 o. o •0,17 *0,15.10 27452,1 *0,12.10 •o,22 *0,11.105 2?45.2,1 I •o,r.: . ...: 

o, 2.06 '·' '·' "!!,48.10
10 ry,, •o,29.10 *1, 8 *0,30.1010 

'7,5 ' •o,;:; _::' ' ., o.~ o. o 0,12 0,048 0,030 0,017 o,u 0,052 0,020 i o,o1: 

., l .41 o.o 0,69 0,0081 0,042 0,042 0,69 o ,0081 0,042 I o.o~; 

'• 4.22 o.o 0,67 0,002& o,o o, o 0,67 o, 0026 o,o I o,o 

o, '·" '·' 0,45 0,0012 o,ooaa o ,ooaa 0,45 o, o ou o,ooaa ' o,n.::o ' ., o. 75 ' o.o •w~' *lO.JY *103Y *1039 "1039 *1039 •Lo39 I •lQ'; 

'• 1.42 o.o '·' o,oo57 5705,5 
. 

o,o16 '·' 0,0038 5705,5 I O,Dli 
----·--- ----· - -,, 4.67 0,0 ~ .. 0,017 4158,5 O,OG72 0,0 0,034 4_758,5 o,oc·o 

., 10,2S o.o *lo· •1o 3 ., ., ., ·*103 ., I *10;-----

., 0.42 o. o 0,34 0,0090 0,076 0,10 o.~ 0,016 0,067 i 0,10 

., 0.35 o.o o,u 0,012 0,040 0,032 o,u 0,019 0,028 o,co.: 

,, '"' ' CUTOU F)l"1BKF FAIL "' ' 
o, o.~ o. o Q' ll 0,012 0,076 O,OJO o,u 0,015 o ,054 0,03.: 

,, 0.70 0.0 o,sn I 0,0059 0,042 0,022 o.~ 0,012 0,042 I 0,02: 

,, 3.94 o.o 0,60 . \ o,oou 0,016 0,042 o,~ 0,00.23 0,018 [ o,o~; 
-o, ·ii;;.o EKEClYJ'-·Ui ' 1!lKF IFAI "' I 

.w~---- ' 010° "10~ "102 I ., o .29 o.o ' 
., •w •w *lO~. 

··-·--'--,, NÃ' ~~~COTOU FAIL -' ' F!l"lBKF ' ,, 2.34 o.o b9, 7 ú ,00065 0,042 0,014 J0,4 0,0020 0,042 I o,o~1 ·--+· ,, 3.80 o.o 81,4 0,00069 0,013 o,ou 26,J o,oo21 0,013 j o,ol~ 
c, 10,86 '·' *1039 *1039 *1039 *1039 ·10}9 *1039 *1039 I *lO_;; 

'• 0,57 o. o 0,20 O,OJO 0,14 0,030 0,46 o,ou o,u I O,OJ' 

•• 0.34 o. o 0,034 0,013 0,007$ o,ol.S 0,037 0,01.1 o ,0037 I 0,()1; 

'• 0.55 o, o 0,22 c,o042 0,026 0,013 0,24 0,0024 0,026 I 0,0!..:; 

'• o.~ o.o O,O~Q 0,022 0,022 0,0037 o,o:ro 0,011 ---- 0,011 o.co;· 

'· 0.66 o.o • 0,30 o,ou 0,022 0,042 0,60 o ,0058 0,022 ! ~,G-1.: 

' 3.77 o. o O,JO 0,0034 0,042 0,01S 0,60 0,0017 0,042 o,o:o ' ' 
"• 1.33 o.o •1o39 ·1039 *1039 *1039 *1039 *1039 •

10
J9 ' . 

' *lO" 

'• o.~ o. o (),75 0,0052 0,0042 0,019 O,M 0,0044 0,0042 ! ~.o.:..' 

"- o. 78 o. o I '·' 0,000072 1 0,024 0,014 '·' 0,0000~5 0,024 i 0,0:1 
-

•to;~ i '10~~- ~10_., •to-~ I •to·" ' -
'• 4.S8 •l.O I '10"'> j "" 
'• 8.21 0.0 010"9 •toJ9 *103 *1039 '1039 '1039 '1039 i 'lo"' 

'• 6.68 '·' •w •w ·w .,. '10
3 .,, 'lOl ! 'lO' 

*10
2 •w' *10 2 I 

. 
•• -4.04 o.o .,. .,. *lo· .,. *lO" 

' 
{*) reslduo ~lto; o~orr~ndo quand~ o mótodo calcUla o 

P(ll) incorretam<>nte 



'fABELA 14 uo 
M.eTOOO 3.31 

A ., ., 
A 0.38 0.029 o,o o,o o, o o,o o, o ! o, l 

' 0.36 0.037 0,53 O ,OiS 0,17 0,21 O,lB O,li o,z. 
0.38 0.031 '·' 0,36 0,85 '·' 0,!12 o, as U,O 

0.016 27 ,s 23,9 35,2 464,1 ,,, 26,8 35,2 I 
0.026 40,8 '·' '·' 40.; 

0.026 H5,3 165,8 1?7,2 7368,5 235, J 125, o 177,2 73&':.5 

0.015 o ,76 0,19 0,82 o.~ 0,83 0,23 O,;.! 

H1 I 0.24 0.015 o,n 0,097 0,12 0,32 0,20 0,078 0,12 

0.102 O,O:J-9 0.036 0,0<12 0,16 0,0:.!0 0,033 i Q,G42 

Jl 1.52 0.23 0,27 0,03l 0,047 0,044 0,24 0,031 0,047 

·111 4.41 0.701 0,29 0,030 ' 0,060 O,Of.2 0,2B 0,128 0,060 

L 1 8.69 1.341 0,29 0,030 0,001 o, 040 0,26 o, 028 o ,061 o.~: 

Ml 10.36 1.592 0,29 0,030 0,061 0,040 0,28 0,028 C,061 o,oc 

Nl 0.30 0.015 23,7 *0,24 118,3 *0,24 23,1 *0,17 113,3 

01 0.38 0.038 961,:1 •0,13..10
3 14349,2 *0,21.10 1231,3 •O,l~.lo 3 143~9,2 

:'0>c..t,'c·c":--f--ó'·c'c'0' __ f--,':':':':·':__tc''~·:':':·':',"f.=':":':':·:'_+':':·:":::·':",'j-=":":':· ':_-j •o, 1~ .1o2 nns , 3 i •o .~, .1o3 
~. -·=-'Tb---'--'-'---, 
o 1 1.52 0.168 ns4,8 •o,15.10 *0,13 •o,ll.lO 10503,9 •o,22.10 •o,n , •o,~:.!o 

;.2 ,0.31 0.031 0,050 0,024 0,020 0,039 o ,020 

:'"'f-j-:':·':':_-f-_':·:"~":__+_Coc,:':' __ -to~,OOlO 0,0 O,Oli 

c2 4.Ja o.on o,4s . - o,M17 - o,o .--·- o,c ··-- .. o,4s 

0,15 o,co12 0,0 o,c:· 

o, o i c ,a o,oon • 
11.09 0.147 0,30 a,oooss 1 o,o o, 0088 0,30 i o,ooo5él o, o 

o.u 0.015 0,26 0,00095 0,0064 0,011 0,25 1 o,{)(lu O,OOB4 

LJ4 0.045 0,000029 0,0042 0,0094 0,030 I O,C00029 0,0042 ' 1 o,c-:õ-1 

:'c'C..jJ°C·<"L--jf-"'"·~ 0 0"C..-f--J'k·1"'---f'0«'2"'e'L--j-''"'"'''--.f.''C·Q"'''--tc''""'"L-.j-Q'J'""~'~'--\!~,,,~,'::---C':-~ . :g,_•:·:':'--+-:':·":':'--t--:':·u:::_ __ f":·':oo='--+:':·:":':__+":::·':':'_--j,:':·':':':__\-'':·:"':n:::__+ !o:·:":':_-+1-:':·:oc:· __ 
~.-::.::::--+-=:::::':':__ti _.-_:::::,---'~:::::::,--f::::~-,--+':,,:·:~:-,---if-:::::u __ -J-:::::::,--+: ::·:.~-,--':_::::::::, __ 
t 3 I o.n o.Ol4 o,o o,ooo93 o,o o,oo1s o,o o,oo23 1o,o 

F3 14-!l8 0.066 0,0 0,0 0,0 0,025 o, o o, o I o. o o ,as 
0,61 0,016 '·' 0,00026 0,0023 o,ooss '·' 0,00020 1 o.ao23 

., 0.24 0.0 0,36 0,000033 o,o 0,49 I 0,00033 ! 0,0 

o.n 0.015 0,45 0,000092 o,ooosa 0,0012 0,30 I O.OCD12 1 0,00058 

2.37 0.()6( *109 

3.60 0.106 1*10 

6.35 0.170 '106 *0,46 'lO '0,46 

IL4 0.51 0.027 0,065 0,012 1 o,o12 o,n2 0,15 0,0070 O,Ol2 

0.017 0,030 ,015 o,ou o,o:w O.'JU 

0,0 ,0084 0,037 0,0075 0,75 O, OOSl 0,037 

0.0 0,015 ,015 0,007~ o, o 0,030 o, ou i 0,0015 

o.ol5 o,o1s ,oo2.J o,o o,o o,15 c,oot2 jo,o , o,a 

F4 4.09 ~_:':·~'~'':_--~--~·c·~'-------P'c':'"~--+:'·c':_ ____ ~"c·:'':':":_-i_:'·c':_ __ _j,:':·"::":":__:~':·:" ____ -c'-.:":·':'cêij:_ __ '-'--+~--
(;4 0.63 0.030 0,111 ,000016 0,0014 0,0011 o,u o,oooon o,ooH i c.aJ7:!. 

., 0.29 0,012 0,067 ,00070 0,0 0,0~75 0,15 o,ooo99 I o.o 

I. I ~.00002~ i 0,0094 j G,00i2 ! 2,3 ! 0,000051 0.7~ o.on I o.ooo4 

'• 3.43 

J 4 2.26 o.046 1 0,60 p.ooooo95 o,oo37 io,o1a i t,J j o,oooau 
-'--+--+-·--+--~-+~-i----i':-.-o--+·~--+' ~-~·--c----c-

•ro3 1é •o,J04 ~to 9 •to3 1 •to" i •o,Jo •w-' 

io.oo:Ja ! ~.JH 

ó.OO 'lO ''" 
,OOOlB o,ou 0,024 0,06 0,022 0,0065 0,00017 io,oc06S I o,o!3 

; 1 

(*} roslduo alto) ocorrendo quando o mêtodo calcula o 

r (A) lncorretaJ".ente 



;qu.,we:p:>UOOUi (V)d 

o Rtn~tR~ opo~~ o opuRnb Op~~~~o~o ro1rv onp1sal 1.1 

TSJ'O ..,., S90ll'O (9'0 160'0 EOüO'O LSOO'O EL'O n·o L9'C 
., 

,~ .. t:.·o. LDlo ,ot. 6ot. TL'Oo Oh (Oh l9t'O ·~·g 
., 

,ar. u•o. ~OI. (Oh 6
0h ~··o. 9ot. "'' n~·o L9'f 

., 
n:·o r10'0 S60000'0 ,., no' o no'o stooo'o t'r sao·o ~~-~ 

., 
tU'O ~1l"JO'O Í LlOW'O ,., no' o teoo'o nooo'o ,., uo·o 98'0 

., 
- ., 

FS::O'O noo'ol 9<:000'0 L[QO'O esoo'o noo'o ~;:ooo'o noo'o '>!0"0 g~·o 

;:-u'o m'o! TICOQQ'O 1f'O no' o no'o (LOOOO'O 91'0 oro·o ('#'O •• 
,., 0'01 ~ooo·o ac'o o'• o'o croo'o «'O ~Ol'O ~9'( 

., 
o'o O' OI o' o o' o o' o o'o o'o ,., oro·c L9"0 

., 
-·· LrOO'O LEOO'O LWO'O LEOO'O LCOO'O S!OO'O !(00'0 (10'0 tr·o 'o 

~·· 
no' o .,.., CC' O 6<:0 10 no'o noo'o "'o SIO'O lf'O ., 

t-:0'0 u:o'o tln'O !.~o' o ~m·o tto'o no' o no'o 6(:0"0 "'' •• 
L5:0'0 HO'O ztOO'O 6SO'O LfO'O çtO'O. ~bOO'O oço'o 0(0'0 ES'O • 
,~To sr'o. "' Oh Oh sc•o. 01• "• Slt'O TÇ9 

,, 
.~. "'' ' "' ' 

Oh Oh "' 01. 01, ·gfiT"O LE'S '• 
HClo GCOh 6[{11. 6cor. 6(0h 6 

Olo 6[01• 01, 9H"O 9r·r ., 
""'O 51!!0'0 otooo'o OE'O s~Cl!o STOO'O 560000'0 st'o uo·o sco. ,, 

0)-.:'j'Q 0'0 ((000:1'0 6t'O oroo'o o'o ((0000'0 LC'O HO'O &'O '• 
r'1-:<J'o 1500'0 HOOO'O o'> (900'0 1500'0 s~ooo'o "' no·o 1:9'0 

,, 
no'ol o'o o' o o' o LTO'O o'o ,., o'o SLO"O SL'~ 

,, 
=·· o' o EZUO'O o' o uo•o o'o (6000'0 o'o 510'0 u·o ,, 
TIO'O rm'o ElG'O 090 10 no'o HO'O t~o·o irr'O 9TO'O ~r·o '• 
!Z'O o<'" . " 91!0'0 ,., lt'O E:t'O LTo'o ,., 510'0 SE'O 

,, 
cm'o lCO'O no' o zso'o 0(0'0 uo•o (60010 tT'O zzo·o 1('0 '• 
c~·o Ltoo'o c~ot)'o 090'0 ~i'!O'O %0010 H0010 n•o 6(0'0 zs·o 'v 
f f'• H o!, 6(01. 6(0h 60ot. 6,ot. 6cor. 6tot. <ez·o SO'!il '• 
no' o 0!0'0 6100'0 s~'o no' o oto'o noo'o to't sn·o L9't 

,, 
r:o'o UOO'O STOOOO'O LEO'O no' o noo'o ~OOM'O oro' o U'O o~·t 

,, 
. 

OL::OC'O L lO' O noo'o sz'o OLOO'O LTO'O 56000'0 sz'o 910'0 n·o ,, 
go'o o' o noo•o or'o 5(0'0 O' O nooo'o or'o L9T'O (8'8 '• 
rm'o o' o HOO'O St'O HO'O 0'0 LtOO'O s~·o CS'O t6'C 

,, 
""'O o' o noo•o 0'9 StO'O ,., OTOO'O 0'0 9t0"0 1t'O '• 
r::l'O uo'o tl-0'0 980'0 uo'o ~~o·o 1(0'0 ~w·o HO'O (.('0 '• 

sror·r::·o. ' 
OT"C6'0, Erora•o. o orn·o. scor~r·o, ocorrG'o 

' 
Ol'LT'Oo ororn•o. Hí'O ~•·z 'o 

,ors:·o. L'HSU lor~L'o. l"'t<:ST f01"9!'0• L'LESU rorot'o• e'66GT LLO"O (5'0 
,, 

rorrr·o. a'onr fOT'61'0• 6'ztL tort~'o, 9"0TH rorn'o, l"'60L 190'0 ~t·o 'o 

:i!'Oo· 6'56 Ll'Oo o·a~ sz'o• 6'S6 t<:'O• 8'5~ ozo·o sz·o '• 
nn'o 1!10'0 6ZO'O sw'o a~· o (90'0 0(0'0 Zr'O !i09'T ss·m ,, 
l~'o l'l{)'O ato' o a~o·o 8l'O t90'0 . oto'o ~('0 LOt"t tl'6 

,, 
t:i.l'O 09-!J'O 6to'o ew•o s~·o t90'0 OEO'O lE'O ~oa·o Tl't '• 
5\il'O a~o·o SlO'O rro'o t~'o ('){)'0 tto'o ot'o S9Z'O "'' 

,, 
~·, 6(0'0 6ZO'O ow'o 9T'O TSO'O ato'o 91'0 sao·o tC't 

,, 
tl'O 5'){)'0 SLO'O ~~·o c~· o 590'0 190'0 a• o LlO'O a· o '• 
~·o L!'O 090'0 S6'0 as' o l~'O 950'0 ts'o Sto'O Ot'O t, 

s'~9tL ''" 1'061 L'ZEl S'09(L z'LC L~S9l 6'tf<: 1(0"0 n·o ' 
o'ot ,., ,., ,., o'ot ,., ,., ,., ttO'O 6('0 

,, 
6'S9t "' t'S1 9'6! 6 1S9t ,., L'~~ a'sT t~o·o n·o ,, 
,.,., rr•o "'o ,., r•n !S'O TL'O ,., 6ZO'O sc·o ,, 
H' O O!' O t90'0 OZ'O Ll'O n'o (90'0 LT'O TEO'O L('O '• 
o'o O' O 0'0 0'0 0'0 O' O 0'0 ,., 9)0"0 (('0 'v 

~~ "' •• '• '• '• ., ,, ,, 1, OdWlJ. """' • 
. 

tE ' t OON.<JW 

Sl V'lli!VJ". ~· 
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,, 
'• 
'• 
' . ' 

;o4 

'• 
'• 
'• 
•• 
''• J. 
'• 
"• 
•• 

TEMPO TEMPO"- ,, ,, 
'"" ·~" 
0.34 0.025 0,0 o,o 

0.35 0.030 0,28 0,061 

0.41 0.041 ,,, 0,73 

OA2 o.on 16,4 22,6 

o.n 0.030 " " 0.36 O.O:ll 218,6 165,9 

0.41 0.030 0,33 0,04l 

o.'21 0.030 0,19 0,063 

0.68 0.095 0,14 0,016 

1.60 0.254 0,20 0,014 

4.34 0,80 0,31 I 0,014 

9.22 1.501 (!,JJ 0,015 

10.43 1.767 0,33 0,014 

0.29 0.025 25,9 0,14 

0.42 0.046 572,5 'J,lJ, 103 

0.56 0.055 1982,9 "0,10 •. 10 

1.66 0.252 2487,6 <0,59 .10
3 

0.36 0.014 0,061 o ,026 

1.34 I O.OH 0,15 0,0010 

4,36 0.094 o ,45 0,0017 

9.00 0.144 0,30 0,00058 

0.43 0.012 '·" 0,00095 

1.30 0.031 O ,QJO 0,000038 
~ 

4.61 o.on 0.51 0,00061 
-

9.64 0.276 ,,, 0,00010 

Q,SJ 0.027 0,037 n, oo56 

0,29 0.016 0,048 0,0070 

0.33 0.015 
,. 

o ,012 

0.26 o. 016 o,oao o ,0075 

0.62 0.016 0,0 o ,00993 

3.54 0.074 o,o o,o 

0,58 O.OLS ,,, 0,00026 

0.26 0.015 0,37 0,000031 

0.75 0.016 0,45 O,OOOMS 

2.39 0.133 0,19 0,000025 

4.43 0.197 *103 *106 

7.36 0.196 •aoa,o '" 
0.47 0,030 0,051 o ,0083 

0,35 0,015 0,030 0,012 

0.36 0.030 0,18 o ,0023 

0.23 o. ou 0,019 -- _0,019 

0.61 0.011 0,075 o ,0023 

3.51 0.0"14 I O, 15 O ,OOll 

0.76 0.027 0,0,5 I O,OOOOOIJ9 

0.2~ 0.015 O,JO'.~ i o,o 
' 0.74 0.031 0,8J ~ O,C000064 

2,44 0,077 ,,, ' o,oooo65 

3.94 o.~oa '" ., 
6.23 0.154 '10~ 0106 

3.62 0.063 0,083 0,00052 

,, 
0,0 

0,16 

1,03 

'·' 
H 

131,8 

0,28 

O,ló 

a·,oJJ 

0,061 

0,052 

0,051 

0,051 

418,9 

i249,S 

21192,1 

*0,17-

0,024 

0,0 

0,0 

0,0 

0,017 

0,0041 

0,0032 

0,0078 

O,OB 

0,017 

o ,57 

o 027 

o,o 

I o, o 

0,00<!2 

o, o 

0,0015 

0,033 

•0,47 

*0,622 

o.o12 

0,026 

o ,030 

0,015 ,. ,. 
0,011 

0,0042 

0,0061 

o,ou 

0 0,23 

•w 

0,0065 

" 3,33 

'• 
0,0 

0,11 

13,2 

464,7 

'" 
?360,3 

0,54 

O,H 

0,036 

0,037 

0,037 

o, 0~0 

0,040 

'1),25 

o,n .103 

0,16 .10 

0,64.103-

0,041 

0,017 

0,0 

0,0088-

0,058-

o,ou 

I 0,014 

O,C16 

o ,0093 

0,017 

0,31 

0,022 

0,01.5 

o.o11 

0,0059 

0,0040 

O,OOD 

0,0038 

•1o"' 
., 

I 

I 

O•Ollj 

0,02 

0,011 

o,oo1s 

o,o 

0.018 

0,0020 

0,0077 

o,oo74 I 
o,úlJ 

*109 

'109 

0,00(17 

(*) realduo altot ocorrendo quando o método calcula o 

~ IAJ in~orretamente 

'" 

., ., ,, '• 
'·" o, o o,o 0,0 

0,26 0,056 0,13 0,17 

'·' o,.BJ o, 73 U,l 

16,3 U,O '·' 464,7 

, 
" " '" 139,2 114,8 96,7 17360,2 

0,55 o, 045 0,20 0,~ 

O,U O, OiS 0,15 O,U 

O,D 0,011 O,OJJ 0,033 

0,19 0,023 0,061 I o,on 

0,26 0,021 0,052 o,on 

0,27 0,020 0,051 o,~ 

0,27 0,020 0,051 o' ().l{) 

32,1 '0,17 418,9 0,~ 

722,8 '0,19. 10
3 

1249,5 •o,n .~o 3 

1643,9 0,74.10
2 

21992,1 1'0,15 .13
3 

2958,8 "0,67 .103 •o,n l•o,6s .J.c3 

0,071 0,026 0,034 I O, OU 

'·" o,oou 0,0 O,Cl7 

0,45 0,0017 0,0 0,0 

0,30 0,00058 I -,1,0 o,o.ru 

0,25 0,0013 0,017 o,ocrsa 

0,037 0,000015 0,0041 

f 
o,= 

---· ·---
0,29 o,oou 0,0032 0,01~ 

'·' 0,000071 O,OC/8 I 0,016 

0,16 o ,012 o,on I 0,0[)93 

0,039 0,0079 O,úli ú,017 

o 95 o on 0,57 o ~l 
0.060 o.oro 0,027 ! 0,022 

o,o ·o,oon I 
"' T O,Ol.S I 

o. o o .o 1 a.o I Qo0l7 

'·' o,oo~21 1 0,00421 0,0053 

0,49 0,000033 o,o I 0,0'"....:~ 

0,30 0,00010 0,0015 I 0,0013 

' I 0,16 0,000036 !l,OD O,DC:>J 

•1o2 *10
7 •o,n '10

9 

•!é *1()7 •o,n '10
9 

0•10 0·0046 0•013 O,Oll 

o,~ Q,Gll o .019 o.o:z.s 

I " 0.00191 O,Q3U 
I 

o.ou 

0,02 o,or> 1 c,01S ! o,no-;s 

o.~ o.ooul o,, i ,,, 
-

0.3~ 0.~0058 ! ,. 0.018 

0,03~ O,OOOOOH I ~.on ' o,cc~a 

O,C037 0,0 n.~o.:~ , U,MT." 

,,, 0,000006'- O,OCõl i 0,0074 

••• O,Oú0048 0,011 i O,OD 

'1031 •té I •o,23 i •LO; 

'103 •ré 'lO I •los 

0,073 0,00047 o,oo6SI O,OC87 
I 



TI\BELJ\ 17 

M~OOO 3,34 

·' 

A ''"'O TDlPO ., ., ., "• ,, ,, ,, '• "' ~· ., 0.33 0.030 0,0 o,o o,o 0,0 o, o o, o 0,0 o, o ., 0.34 0.031 o.~ I 0,067 0,037 0,21 0,22 0,056 0,028 jo,21 ,, 0.33 0.0]1 '·' O, 74 0,31 13,04 '·' 0,81 O,D ilJ,04 

o, 0.37 0.046 26,7 ~ .. '·' 463,1 20,0 u,o '·' 1463,1 ., 0.30 0.031 ,,M I 5,24 1,45 40,16 '·' ,,o 0,61 40,16 ,, 0.35 0.030 204,S I 166,2 Js,r 7365,3 153,8 Uó,O '·' 7365,3 ,, 0.33 0.030 0,69 i 0,060 0,12 0,56 0,99 0,073 o,u 0,56 ., 0.31 O.Gl6 0,16 I 0,050 0,063 0,31 o,u 0,075 .0,050 1 o,J4 ,, 0.71 0.099 O,D I o,ou 0,014 0,024 0,071 0,0086 0,014 1 o,o24 ,, 1.65 0.29 0,086 I o,ooas 0,017 o,OJJ 0,083 0,0095 0,017 1 o,o33 ., 4.52 0.'176 0~18 I 0,0079 0,015 0,028 0,19 o,ooas O,OlS 1 o,o2s ,, 10.36 1.407 0,22 i 0,0078 0,014 0,0~6 0,20 o,ooas 0,014 0,028 ., 10.59 1.814 •s,o 0,0078 0,014 *0,53 "6,1 o, 0086 0,014 •o,s3 ., 0.32 0.026 36,1 I •o,24 50,1 •o,25 ~.o •0,17 50,8 •o,zs 

o, o.u 0.046 707,! "0,13.103 ll68,3 ~0,21.10 3 949,4 00,19.10
3 U68,3 '0,21.10~ ,, 0.56 0.076 1980,1 00,10.103 21062,1 '0,16.103 

1608,1 •o, 74.102 
21062,1 00,16.103 

o, 2.63 0.3l5 '0,14.lo37 j •o,17.1o39 0,3;.1o38 •o,u.103 
•0,16.1037 

'0;17.1039 •O,J7.lo38 l•o.19.lo38 • ., 0.~5 0.043 o ,045 0,016 o ,043 0,037 0,052 0,016 0,030 J 0,037 ., 1.32 0.030 o.~ 0,0010 o,o o,Ól7 .. ~ o,o012 ••• ,u,uu 

,, 4.44 0.075 o"; o ,0017 o,o o,o 0,15 0,0017 o,o jo,o 

o, 9.24 0.151 0,30 o ,00058 0,0 O,Q088 0,30 o,ooos.s 0,0 jo,aosa 

., O.H 0.007 0,22 0,00060 0,0066 0,0056 0,15 0,00084 o ,0086 jo,oo56 

,, "'' 0.043 0,031 I O ,OOO!E8 0,00047 0,0094 0,037 0,000029 0,00047 lo,oo94 

2 4.56 o.ogg 0,70 0,00060 0,0075 0,027 0,43 0,0011 0,0075 '0,027 
-~-~ 

'1ô1..---
--,, Jo.8r o.na 0103 '1039 :}:;?~ '10 

9 •1oJ, '1039 1'10 

,, 0.39 0.016 o.n o,on Oo009J 0,027 0,10 0,019 0,00"15 ! O.C27 

., 0.39 0.017 0,18 0,019 0,004 0,041 o,ms 0,016 0,060 lo,04l 
,, 0.43 0.015 0,60 i o ,0065 0,065 0,21 0,51 0,010 o,os.s 10,21 

o, 0.32 0.015 0,060 I 0,0056 0,020 0,0075 o,n7 0,0()88 O,OlB 10,0075 

., 0.65 0.021 0,0 I 0,00093 o,o 0,0075 o,o 0,0023 0,0 1 0,01J75 

,, 3.66 o.osa 0,45 i 0,')012 o,o 0,017 0,22 0,0023 o, o j0,017 

,, 0.53 0.012 O,, I 0,00000074 0,0042 0,(){)55 0,060 0,00000045 0,01)42 !0,0056 

,, o., 0,0 0,73 0,001)46 0,0 0,00023 0,75 0,00036 o,o !o,oornJ 

,, 0.77 0.015 >,M 0,00026 0,0029 0,0062 '·' O,OG023 0,0029 jo,0062 

*1039 •1tY9 "'1o39 1039 ... 1039 . 
1039 • 10

3
' l"to39 -,, 3.08 0.142 

• ,, 5.64 0.18 *1039 '1039 ".to39 •103 .. 1039 ""1o39 'io39 ~039 -. 

h 7.01 0.182 .,. *106 •0,44 .,. .,. .,. •o,44 1'109 

., 0,63 0.014 0,48 0,000015 0,0028 0,0068 0,63 0,00033 0,0028 ! o,n06B 

., 0.28 0.016 O,lJ I 0,00096 o,o 0,0040 .. ~ 0,00099 0,0 jo.oo4o . . 
•• O.H 0.023 o,u 0,017 0,042 0,019 0,22 0,0077 0,039 jO,Ol9 

'• O.ll 0.005 0,071 0,025 0,045 o,on o,u 0,019 0,030 lo, ou 

'• 0.34 0.026 o,Jl 0,0030 o,oo7S o ,0075 0,45 0,0023 0,0037 0,007~ 

o, 0.29 0.01~ o,= 0,015 0,015 o ,o I 0,0.10 I o.~u I o,%7s o,o_ 

'• 0.66 0.015 O,ll 0,0046 Lo.:_o __ j_:..:_o I "-~~ I Q ,0023 ! o,D 
,, 
' ' - i • I ' '• :l.BS 0.077 0,0 o ,0011 o ,o o ,0058 i '·' o .~oo-;a ', o,o :0,0086 

'• o. 74 0.015 '·' O,OQQOJO 0,0084 0,0072 2-,J o,oooost 1 o.oo84 10,0072 

'• '·~ 0.061 0,60 0,000015 0,0051 0,014 0,96 0,000007J 0,0051 1 o,o14 

'• 4.80 0.21 •1oj9 I '1039 •1039 "10 
9 •w"g •tol9 *1039 ! •1oJ9 

"• 7.60 0.228 "1039 I 010
39 •1r79 *10

39 '1039 •trY9 01039 1*1039 

"• 3.68 0.077 0,12 0,01)11 0,0084 0,011 0,14 0,00081 0,0084 0,011 

(O) residuo alto, ocorrendo ~uando o m@todo ca1eu1a o 

Pl11l incon,tamente 



A 

., 
,, 
,, 
o, 
,, 
,, 
,, 
., 
' ' ,, 
., 
c, 
,, 
,, 
o, 
,, 
~' ., 
,, 
,, 
o, 

' -' ,, 
,, 
,, ., 
,, 
,, 
o, 
,, 
,, 
,, 
., 
,, 
:2._ 
'• ,, 
., 
'• 
'• 
"• 
'• 
'• 
'• 
'• 
'• 
~! 

'• 
c, 

"• 

TA!.lBLA le 

~TODO J,JS 

ttMro TEMPO c, c, c, c, ,, 
"" ·= 

e.J4 0.047 0,0 o,o o,o 0,0 o,o 

0.34 0,042 0,25 0,067 0,037 0,21 0,22 

0.35 0.045 '·' o ,74 0,31 
"·~ '·' 

0.38 O. OH 26,7 22,~ '·' 4~3 ,1 20 ,O 

0.35 0.031 ,,~ 5,25 1,5 40,2 3,76 

0.34 0.04S 204,6 166,2 35,3 7365,3 153,8 

0.34 0.031 0,69 o ,060 0,12 0,56 0,99 

0.29 0.029 0,16 o ,os o 0,063 0,34 0,22 

LO o.:m 0,13 O,Oll '0,014 0,024 0,07l 

1.71 0.452 o,oaa O.OC85 0,017 0,033 0,003 

5.04 l.J6B 0,18 0,0079 0,015 0,028 0,19 

10.69 2.88 0,22 0,0078 0,014 0,028 0,201 

U.92 3.348 0,22 0,0078 0,014 0,028 0,201 

0.33 0.046 0,36 '0,24 50,8 •o,2s 28 ,o 

0.47 0.081 707,7 •o,l3.10~ 1168.3 •0,21.103 
949,~ 

0.55 0.090 1982,0 *0,10.10
3 

22195,3 *0,16.10
3 

1611,5 

1.62 0.29 ,,, 0,0 0,0 0,0 

0.~1 0.038 o ,063 0,030 0,017 0,039 

1.46 0.045 O,:lO O ,OOJS o,o 0,0 . 
4.31 0.104 o,o o,o 0,0 0,0 

9.4S 0.20 '·' 0,0035 0,0 0,026 

! -0.43 . 0.014 32,1 0,083 0,013 0,021 - - - - ·- . . . 
L42 0,()46 ,,, 0,00'!2 0,00066 0,024 

4.46 0.106 50,2 0,055 O,OOGl 0,046 

1L03 0.462 '1039 '1039 I *103 *1039 

0.52 0.041 0,19 0,0079 0,019 0,043 

0.27 0.016 0,16 o,ou 0,017 0,019 

0.43 0.027 '·' 0,0093 o ,26 0,25 

o.n· 0.029 0,12 O,ú075 0,050 0,0075 

o." 0.015 0,30 0,0035 0,0 0,0 

3.74 0.133 '·' o ,aa47 o,o 0,07S 

0.59 0.015 "' 0,00026 0,0023 0,0010 

0.26 O. OH 0,37 0,000033 0,0 0,0040 

0.75 0.030 '·" 0,00031 0,0043 0,0061 

2.98 0.166 "1039 '1039 *1039 •io39 

5.57 0.2B3 '10
39 '1039 *1039 •to39 

6,36 O.;<JJ 0103 '10 1 '0,36 .,. 
0.55 0.030 0,099 0,018 0,034 0,017 

0.31 0.015 o.on 0,015 O,OJ4 o ,034 

0,32 0.015 0,70 0,0031 o ,030 o ,025 

0.27 O.Olll 0,030 0,022 o,on I O,C037 

0.63 0.030 0.15 0,0047 o,o 0,042 

3.72 0.109 I 0,30 I 0,0035 o,o o,o 
0,76 0.046 I U,< 0,00~4 0,0056 o,ol4 

0.29 0.015 O,lB 0,0029 0,0042 0,015 

0.79 0.031 25,5 0,00063 0,011 O,OH 

2.68 0.104 19,1 0,00087 o,002B O,OJ3 

(.51 0.401 *1039 '1039 *1039 'lDJ9 

7.60 0.415 •t? '1039 '1039 *lO H 

3.79 0.115 '·' 0,023 0,010 I o,on 

('), res[duo <>llOI oeon·endo quando O <Cétodo calcula o 

PtA) lneorre~"'"""t"' 

'·' 
0,067 

0,30 

0,0 

l,S 

22,~ ,,, 
25,5 

*1039 

0,16 

0,097 

0,89 

0,12 

0,15 

0,69 

'·' 
0,49 

'·' 
*1039 

'10
39 

'103 

0,13 

O,UG7 

1,01 

0,030 

o,Jo 

0,60 

21,8 

H·40 
17,3 

I )4 .~ 

*10J9 

'1039 

'·" 

,, ., ., 
o,o o,o o,o 

0,056 0,021l O,ll 

I o,so O,D 13,04 

I 12,9 "·' 463,1 

I ,,o 0,61 40,16 

I 135,0 ',, 7365,3 

0,073 O,D 0,56 

0,075 o ,os o o' l4 

I 0,0006 0,014 G,C24 

0,0095 0,017 0,03J 

O,OC85 0,015 0,026 

I O,OilS5 0,014 I G,028 

I 0,0085 O,OH 0,028 

I *0,17 50,8 •o ,2s 

I 00,19.103 1168,3 *ll,2l.lQJ 

I '0,74.10
2 

22195,4 '0,16.!03 

I 
' 

0,0 0,0 0,0 

I 0,022 o,~u a ,039 

i 0,0035 0,0 I 0,0 

' 
I 0,0 0,0 o.o 

' 0,0041 0,0 0,027 
' 
I o,u 0,0]3 0,021 .. ·---- -

O,OOJO 0.00086 I o,o2; 

I 0,11 0,0061 I O,o-l!i 

' 
*103 '10_!9 ., aJ~ 

I 0,014 o ,01.5 O,G·:l 

I 0,017 0,017 O,CJ.:I 

I 0,013. 0,.29 0,25 

1 o,mo ~.941 1 o.007S 

I o ,0070 0,0 o,o 

1 o ,oo9J o,o O,OT5 

I O,O<J020 0,0023 o.oo~ 

0,000033 0,0 i o.~ 
0,0C023 0,0043 r O,OC& 

*1039 •to39 1-'103'3-

*lOJ9 •to39 I ,, '10-

•w •o,JG I 'lO 

0,012 0,030 I 0,017 

I 0,014 0 ,D22 1 o,o3-t 

0,0030 o ,022 I 0,025 

0,011 o.n1 o,ccr, 

o ,0023 o,o ! Q 1).12 
' 

" 0,0017 o,o i -~,o 

0,0014 0,0056 1 o.~u 
--

0,0024 0,0042 I o,ül5 
.. 

0,00092 o.~u ! O.N.( 

! O,G004! O,OG28 i O,OE 
.-+ . -

'10 3 ~ ·wJ9 I "0~~ 
'10

39 •1on ·~o" 

0,023 0,010 I o.on 



,. 

' 

_..; .. 

" 
6,22 . 

A ~~o !EMPO c, c, c, c, 
"" ~~ ., 0.31 O.Ol-5 0,0 0,0 0,0 0,0 

., 0.41 0.042 0,32 0,035 0,078 0,13 

,, o. 37 0.030 '·' 0,66 '·' 0,42 

., 0.40 0.035 B5,9 38,7 93,6 23,7 

., 0.34 0.031 18,3 19,1 Jn,J '·' ,, 0.35 0.023 188,7 200,6 7039,3 "·' ,, O.JS 0.029 0,30 O,ll 0,25 ' 0,16 

,, 0.26 0.012 O,Z7 0,31 0,50 0,37 

,, 0,66 0.100 0,22 0,025 0,044 0,054 

,, 1.50 0.231 0,33 0,034 0,039 0,064 

.,, 4.S2 o. 7l.5 0,25 0,032 0,055 o,u 

c, 9.25 1.4% 0,29 0,030 0,055 O,ll 

,, lO. 69 LM5 0,29 0,030 0,055 o,u 

,, 0.29 0.016 130,0 0,17• o,zs• 137,3 

., o. 46 0.043 5653,7 *0,19'.10
3 •0,21.10 19595,3" 

,, 0,5] 0.055 ZOJ5,2 *0,73.10 •o,lS.lO 27290,9 

o, 1.54 0.164 48722,9 '0,22.10 '0,11.106 •o,69 

., 0.31 0.031 0,047 0,021 0,0]5 0,030 

,, 1. 39 0.036 0,15 0,0012 o,o 0,0 

' 3.85 0.087 0,45 0,0017 o,o o,o 

,, 8.45 0.138 0,0 _o,o 0,018 0,0 

'L 0.4e 0.016 0,55 o,oou 0,0093 0,0056 
---- ---- ---- -- -- - ----- -~----,, 

,, 
,, 
~' ,, 
,, 
'i ,, 
,, 
,, 
" ,, 
,, 
~' , 
'• 
'• 
'• 
"• 
'• ~ 
'• 
'• ., 
'• 
'• 
~· '• 
"• 

1.40 0.047 o, 76 0,00076 O,OOBi 0,0065 

4.14 0.072 0,81 0,00084 0,00/0 0,0040 

9.02 0.198 0101 *lé •lo9 •0,32 

0.40 0.016 0,36 0,012 O,OJO 0,095 

o. 26 O.Ol-5 0,041 0,0028 0,0056 O,Oil37 

0.]1 o.ol4 '·' 0,044 0,68 0,56 

0.26 0.015 0,069 0,0064 0,0075 0,011 

0.65 0.020 o,o 0,0 o,o 0,0 
-

).43 0.062 0,0 0,0 o,ooas 0,0 

0.64 n.oJl ''" ''" *109 

''" 
0.26 0.0 o,o 0,000031 0,0042 o,oon 

0.79 0.046 *lo4 '10~> *109 

''" 
3.09 0.097 '103 

''" 00.,- • 1,4 

3.BB O.ill •1o3 •w6 ''" 
6.95 0.152 •1o3 ., '109 

0.46 0.016 o,osa O,OD8S 0,024 

0.28 0.015 0,037 0,013 0,0075 

0.27 0.01€ 0,097 o,oo:p O,OGSó 

&.20 O.OH 0,041 0,030 O,Oll 

0.66 0.014 0,075 o,o 0,007~ 

3,42 0,062 "·' o,o u,on 

cl.ti6 0.029 0,069 n,oJJoas G,GV33 

0.28 o. o 0,0 0,0 ' 0,0042 

o. ao o. ou '·' 0,000095 o,ona 

2.40 0.103 •1n• •w 0109 

3. 74 0.09) ''" ., •w 

5.93 O.lü •w •10 *lo9 

3.67 0.073 0,19 0,0016 0,014 

'(*) residuo llltor ocorrendo ouando o método o~lcula 0 
PiA tl incor!'et-.a!O"'nt" 

•0,96 

•1,2 

0,019 

O,Oll 

O,Oll 

o,on 

0,0 

0,0 

u,oo12 

O,IJ{JS6 

o,co~B 

'10
2 

0,26 

10 

o,ooa1 

I 
I 

., 
0,0 

0,211 

'·' 
53,6 

15,0 

U4,2 

0,~2 

0,31 

0,24 

0,26 

0,34 

0,34 

0,]4 

133,1 

6031,4 

2616,1 

I 56545, i. 

0,047 

0,15 

0,45 

0,0 

0,40 

'·' 
0,46 

•to3 

0,16 

0,035 

'·' 
0,04'5 

0,0 

o,o 

*103 

o,o 

*104 

• 10J 

*lOJ 

•1o3 

0,10 

0,037 

O,>ó 

0,060 

0,15 

0,0 

0,079 

"·" 
'·' 
'10 4 

'103 

'103 

0,15 

"' 
., '• 

0,0 0,0 o,o 

0,036 0,073 o,n 

0,66 "' 0,42 

42,7 93,6 23,7 

17,4 332,3 '·' -140,0 7039,3 11,3 

0,14 0,25 o, 16 

0,28 0,50 o.Ji 

0,023 0,044 o ,054 

0,024 0,039 0,004 

0,024 0,055 0,12 

0,0~4 O,G55 I O,ll 

0,024 0,055 O,ll 

n,H• 0,25• 137,3 

•0,13-10 •o,21.1o3 ---
19595,3 

'0,10-lOJ 00,16.10 :'7290,9 

•0,10 " '0,11.10° •0,03 

0,017 0,0]5 0,030 

0,0012 0,0 1),0 

o,oon 0,0 o ,c 

0,0 O,QI8 0,0 

0,0019 0,0093 0,0056 
- ----

0,00049 0,0037 O,OV65 

0,0014 0,0070 O,OD~O 

*10
6 

'109 •o,12 

0,020 O,OJO 0,0;15 
~ 

0,0053 0,0056 0,0037 

0,056 0,68 0,56 

O,OQ98 O,Oa75 O,Olt 

0,0 o,o 0,0 

0,0 0,008~ "·" 
•10

8 
'109 

''" 
0,000033 ü,00-12 G ,0()42 

010
8 *10$ ''" 

•107 •W •1.4 

*107 '109 •o,% 

•1o7 0109 01,2 

0,0056 0,024 0,018 

0,015 n,0075 O,Oll -----
0,0019 0,0056 o,oa 

0,022 o,ou 0,022 

0,0 0,1)075 0,0 

0,0 O,Ul7 o,o 

o,ouoon 0,0033 a,ao12 

"·" 0,00~2 O,GOS6 

o,ocou 0,0028 0,0G45 

*lOS •109 •to• 

'lG
6 '108 •0,25 . 

·~o7 '109 ., 
o,oon D,Ol4 0,0081 



TABELA 19 

MI!:TOOO 3.36 

A T<:MPO · 'I'Eru>o ,, ,, ,, "• ., ., ., I '• "" I!ET..L ., 0.30 0.031 0,0 o,o 0,0 o,o o,o o,o 0,0 jo,o 
., 0.36 0.030 0,25 0,067 0,037 o ,21. 0,21 0,055 0,027 O,ll 

,, 0.41 0.037 '·' 0,74 0,31 D,o '·' o,so o,u D,O 

., 0.3'1 0.031 26,7 22,6 '·' 463,0 20,0 12,9 '·" 46),0 

,, 0.39 0,033 ,,o '·' '·' 40,1 '·" ',o 0,61 40,1 

,, 0.44 0.045 204,6 166,2 35,3 
' 

7365,3 153,8 125,0 22,9 j7365,3 

,, 0,36 0.030 0,69 0,060 0,12 0,56 0,99 0,072 o,u 0,56 

., 0.26 0.015 0,16 o,oso 0,050 0,34 0,12 0,075 0,050 o.~ 

,, 0,64 0.107 0,13 O,OlJ, 0,014 0,024 0,071 0,0066 0,014 0,024 

,, 1.57 0.300 o,o8a 0,0085 0,017 0,033 0,083 0,0095 0,017 0,033 . , 4.94 0.895 0,18 . 0,0079 0,015 0,028 0,19 0,0085 O,OJ.S O,Q28 

,, 8.91 1.62 0,22 0,0078 0,014 o ,028 0,201 o ,0085 0,014 0,028 

., 10.33 2.022 0,22 0,0078 0,014 0,028 0,201 0,0065 0,014 0,028 

,, 0.28 0.031 36,1 ~0,24 50,!1 •o,2s 28,0 *0,17 50,8 o,, 

,, 0.43 0.1}43 707,7 •o,n.to3 1168,3 •0,/.1.103 949,4 *0,19.103 1168,2 j•o,n.1o3 

,, 0,56 0.062 1985,3 *0,10.103 20975,6 *O,lli .. 103 1615,5 1"0,73.10 20975,6 '0,16.103 

-
o, 2.37 0.38 *0,36,1036 '0,17.~0 39 •o, n.1o36 '0,19.1038 *0,58.10

36 
*0,17.1039 *0,13.1038 '0,19.10J& • ., 0.36 0,0]0 o, 048 o, 016 o 030 o 037 o 045 o 017 o 028 lo 037 ., 1.51 0.048 o, 15 o, 00!0 "' 0,017 0,15 0,0012 o.o jo,an 

,, 4.46 0.092 o, 45 O, 0017 '·o 0,0 0,45 0,0\117 o,o jo,o 

o, 9,24. O,lH o, 15 o, 0012 "·o o,o 0,45 o,oou o,o o,o 
;:- o:u 0.015 0,34 0,00095 0,0064 o,o11 0,25 0,0\113 0,0084 o.ou. 
' 0,00023- ~.Õo3B 

-,, 1.35 0.031 0,24 0,011 0,52 0,0001.2 O,G038 o,on 

,, 4.65 0,09 0,59 JJ,00054 0,0043 o,o2L 0,29 o,oou 0,0043 0,021 

., 11.21 0.293 *10j9 · '1039 *1039 *lo> *1039 *1039 '1039 '1039 

,, .0.4? 0.031 O,ll o, 0096 0,019 0,023 0,075 0,016 O,OlS 0,021 

., 0.33 o .0:28 o.~ o,cu: 0,045 0,033 0,076 0,015 0,045 0,034 

,, 0.33 0,005 0,83 0,0093 o.~ 0,24 0,60 o,on o.~ 0,2~ 

., O.JO ' 0.016 O, OGO 0,0056 0,01B 0,0075 0,037 o,ocea 0,018 0,0075 

., o.M 0.016 o,o 0,00093 0,0 0,0075 0,0 o,oo:n 0,0 0,00/5 

'o 3.94 0.0'12 0,45 0,0012 o,o o,on 0,22 o,oon 0,0 0,017 

,, 0.57 0.016 0,24 0,000000i4 0,0051 0,012 0,19 o ,OOOO!JC45 0.0051 0,012 

., 0.26 0.013 O,fi6 0,00036 o,o 0,007? O,?J 0,00035 0,0 0,0077 

,, 0.17 0.032 '·" 0,00026 0,0029 0,0059 '·' 0,01)()23 0,0029 0,0059 

,, 3.12 0.139 *1039 •1o39 *1039 *1039 *1039 '1039 •1o19 *1039 

,, 5.74 O.ZIB *1039 •1o39 *1039 '1o39 •1oJ9 •toJ9 '1o19 *1039 

' 7,19 0,203 "103 ., •0,47 ., '103 "107 '0,47 '109 

'• 0.49 0.031 O,IJ46 0,0093 0,017 0,0074 0,089 O,C051. 0,013 o ,C074 

'• ,0.33 0.015 O,Dil 0,022 0,0037 o,on O,ll 0,015 0,0 0,017 

'• 0.42 0,01G 0,48 o,ooJo 0,0075 0,016 0,79 0,0026 0,0075 0,015 

'• 0.2~ 0.015 '·= 0,015 O,Oll 0,0037 0,026 0,015" ~.~11 0,0037 

'• 0.75 0.025 O,ll 0,0047 o,o o,o o~ o,cou. '·' I" , 
i ' ' 

'• 3.S2 0.091 0,0 0,0011 0,0 o,ooaa I 0,0 , O,OOC..'i.(i I o,o 0.0089 
---- ~ --~~---

'• 0.68 0,030 0,46 I o,oooots o ,0042 i 0,012 ' 0,63 I O,OOO.W!3 ' O ,Gil42 :0,012 

'• 0.28 0.024 O,D 0,00096 "·' 0,0()40 .. ~ 0,00(189 o,o 0,0040 

'• 0.77 0 • .31 '·' 0,000030 o,o084 0,0072 '·' 0,000051 o ,0084 0,0072 

'• 2.~3 0.061 0,060 0,000018 0,0038 o,ol6 1,34 O,OO!lmlO 0,0038 0,016 

'• 4.€6 0.211 •J.o39 •1o39 *1039 •1oJ9 '1039 *lOJ3' •1039 •to]9 

,,, 7,)6 0.264 'lOJg •1o 3 ~ *1039 •1o39 •1039 '!03"1; '1039 •to 3 ~ 

•• 3,57 0.0"77 0,12 o,oon 0,0084 O,Oll 0,14 O,OO!l$1 O.C<l!l4 !o. ou 
(*f res!duo alto; ocorrendo ouando o "'étodo mo.loula o 

P!l\) incorreta~r.ente 



' " 

TI\BELA 

l-E TODO 6.11 

"f:TOOO rJ':CURSIVO DE GI!EVILLE 

' TEMPO TEMPO '• .. , ,, '• '• 
''" Rf:AL ., 11.32 0.014 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

., 0.3(1 O.!H5 0,30 0,091 0,029 0,27 0,39 

'• 0.30 o. o 9,03 '·' 0,13 31,3 '·' ., 0.32 o. o 83,4 359,7 52,0 3603,1 71,9 

'• 0.31 0.0 27,9 83,4 '·' $56,7 ~-' 

'• 0.32 0.015 2328,2 1156,9 29,9 9727,8 240,2 

o 0.29 o. o '·' 68,9 0,14 5,04 0,8 

., 0.28 0.0 0,16 0,034 0,015 O,Z4 O,D 

'• 0.60 0,015 0,092 0,0087 0,.018 0,027 0,10 

'• 1.48 0.057 O,ll 0,0088 o, 016 0,033 o,u 

'• 4.18 0.191 0,19 0,011 o1 azo 0,028 0,19 

'• 7.60 0.389 0,19 0,0097 o, 023 0,029 0,19 

'• 8, 79 0.44 0,19 0,0097 0,022 0,029 0,19 

'• 0.27 o. o 531,9 "56,6 24,5 'll,J 1086,0 

o, 0,41 0.007 9650,2 •0,53.10
5 ].29.2 •o.~6.to 3 

Bl.l66,8 

,,_ 0,48 0.0070 48lli2,1 '1359ll,5 143.2 •1759. 7 43101,4 

o, 1.45 0.065 57HO,<l •0,16.10
7 

1208,9 *5706,3 'O,}..'l ., 0,29 0.013 0,017 0,0065 0,0075 0,0093 0,017 

., 1.36 0.085 o,o 0,00070 0,0 0,028 o,o 

,, 4.10 0.23~ 0,0 o,o o,o 0,031 o,o 

o, 9.41 0,543 o,Jo 0,00058 o,o 0,056 O,lO 

,, 0.~1 0.0 O,OiB o,oo75 0,0049 o,oes 0,060 

,, 1.~5 0.086 0,25 0,0018 0,004:1 O,OJS 0,61 
·--. "i:2s- ----- ----- ~;-o, 0.252 0,048 0,017 o,on 0,037 

'• 1o.os 0.552 0,27 0,00015 0,010 0,035 I 0,16 

., O.H 0.015 0,060 0,0033 O,ú037 0,019 0,037 

'o 0.35 0.0 0,0!9. 0,0023 0,0047 0,030 0,026 

,, 0.41 0.006 o, 72 0,034 0,028 0,19 O,G6 

o, o.~ 0.015 0,032 0,0047 o ,0056 0,015 0,030 

,, 0.72 0.015 0,0 o,o 0,0 0,0 o,o 

,, 3.64 0.163 o,o O,OOOH 0,0 0,024 o, o 

o, 0.57 O.Ol6 0,30 0,0002'/ 0,0047 0,018 o,o; ., 0.23 0.015 0,56 0,00042 0,0047 0,00093 0.73 

,, 0,84 0,031 o,os o,oooGo o,0052 o,oH 0,57 

,, 2,54 0,106 2,63 o,ooon o,on 0,042 
' '·' 

'o 3,97 0.15~ '·' 0,0~0<5 o,ooso 0,039 '·' ,, 7.44 0.315 '10 4 
~o· •102 '1010 •w4 

'• 0.47 o. o o,oJ9 0,0079 ' o,oH 0,028 0,089 

'• 0.33 0.014 0,0037 0,0028 0,0037 0,0093 0,0037 

'• 0,31 0.0 0,0075 0,0023 0100J7 0,035 0,0075 

'• 0.2ô o. o o, o o, o o, o 0,015 o, o 

'• 0,71 Q,OJC 0,0 0 1 0016 I '·" 0,01.5 o,o 

':!.._ 4.01 
I 

0.285 O, O 0,000056 o,o 0,036 o,o 

o, 0,6g I ü.OJ5 o,cn 0,00024 0,0028 0,031 0,015 

'• 0.2S ' 0.0 o,o 0,00023 '·" 0,0093 o,o 

'• o.ao 0.051 0,2~ 0,0].,]0]8 0,()047 o,on 0,20 

'• 3.05 0.246 0,24 0,00013 o,on O,OlS 0,34 

•• J.94 O.J-;;1· 0,42 o,ocon i o,oo&õ 0,029 0,20 
-

I '• 6.51 0.438 o,aJ o,ooo;,~ O,úOJJ 0,016 '·' ~ 

'• 3.64 0.277 0,0075 

--
0,0020 ,' O,U1S 0,021 0.0068 

«•) res!duo <tlto !nGmt.ro e<>m ueu valor cx~tol, 

NOTÀ, O~ outros ni3mero6 não multlpllc~do peCo fator 10-G, 

'" 

'• ,, '• 
o,o o,o 0,0 

0,047 0,031 0,27 

1,0 0,073 ll,l 

216,2 . ·' 3603,1 

39,2 0.78 555,7 

565,1 '·' 97t7 ,a 
0,63 0,061 5,C4 

o,o~s 0,0056 o,:1 

0,0071 0,018 O,C2~ 

0,0081 0,016 O,Cl3 

o,oll 0,020 o, ~la 

0,011 0,023 O,C29 

0,011 o,on o.:Ll 

*69,3 24,5 'll,J 

'0,57.105 
12~,2 'G.:s.:o1 

•209172,7 143,] • !;SJ,? 

•o,<4.1o7 uoa,9 • ó-:~.~ 
-

O,Oll 0,00]7 o.-:.::>:s 

0,0012 o,o 0.~10 

o,o 0,0 o,:n 

o,ooosa o,o O,:õ<. 

o,OlB 0,0049 o,:os 

0,00095 0,0043 o ,. 
'"·' -0,026 0,02] c .C oi i 

0,00023 O,OlO D.~J.õ 

0,0064 0,0037 o.:B 

0,0040 O,OCJ7 o, :;o 

0,060 o ,019 c -~J --
0,0051 0,0047 o ·•< r-:·- -
0,0 o,o. '·' 
0,001.2 o,o o.~c• 

0,00076 0,0047 o. .·:.e 

0,00050 0,0047 ... :"J 
0,001.3 O,OU52 Co,:l:l 

0,00037 o,on o, 'l: 

0,00046 0,0030 o,;n~ 

'10
9 

*10
2 •1::. 

0,0049 O,Ol.J ~.~:~ 

0,0019 O,OQJ7 o,:J~l 

0,0014 0,0019 O,:.;:; 

O, O O, O a, ul5 

0,0012 0,0 o,;:.s 

0,0058 o,o õ,c;-6 

0,000•2 0,0028 •J. :;:. 

(),00026 0,0 
' a.:;:'3 

0,00045 0,0047 J,:::· 

0,000091 0,010 o,.':.; 

0,00034 0,0056 ~.:.'; 

0,00044 O,OOJJ o.::.; 

0,0031 0,015 o.~-·1 



TABELA H 

i4!TOOO 6.21 

• . , ., . ., '• 
··~ 

0.034 ·~ •• u ·~ u u ·~ u 
0.43 0.043 O,S3 0.078 0,17 0,37 0,85 0,055 0,17 0,37 

'·" 0.029 0,74 0,051 0,86 0,15 0,76 0,043 0,86 0,1.5 

0.33 0.033 8667,0 1.5956,1 610,4 1342,8 4852,3 9366,2 610,4 1342,8 

' 0.35 0.028 133,5 1567,8 45,8 171,7 179,3 808,7 45,8 171,7 

,, 0.37 0.044 21423,3 33550,0 610,4 14221,1 13000,4 17934,1 610,4 14221,2 

'· 0.031 16,9 0,39 0,76 ' 1,5 17,3 0,37 0,76 1,5 

0.24 0.010 0,69 0,090 0,70 0,20 0,59 0,60 0,70 0,20 

0,68 0.107 0,17 0,017 0,047 0,076 0,20 0,016 0,047 0,076 

1.64 0.272 0,35 0,028 0,043 0,088 0,40 0,024 0,043 0,088 

' 4. 71 0.823 0,32 0,032 0,061 0,088 0,44 0,038 0,061 O,OBS 

9.32 1.493 o,36 o,o2a o,o61 o,o79 o,4~ o,oJ3 o,OG1 o,o-.9 

., u.~ 1.587 0,37 0,030 0,072 0,080 0,44 0,039 0,063 0,080 

0.30 0.055 "U,55.1o
4 •o,aa.to8 •o,4o.w4 

•o,63.10 •o,6o.1o •o,9S.10 •o,4o.to •o,63.10 

0.46 0.045 *0,54.10 *0,47.10 *0,37.10 '0,99.10 *0,51.10 "U,71.10 *0,36.10 "{),99.10 

., 0.% 0.076 

,, 1.52 0.249 '0,20.10
10 

0.32 0.029 •4,0 •o, 75 •2,0 *4,5 '6,0 *1,0 •2,0 '4,5 

., l.J9 0.046 0,22 0,002] '·' '·' 0,22 0,002] '·' '·' ,, 4.14 0.137 0,22 0,00087 0,0 0,0 0,.12 0,00087 0,0 0,0 

a." 0.246 02 0,30 O,ú005B 0,0 0,0 0,30 0,00058 0,0 0,0 

E2 o.H o.o16 •to •10 ° •10 •to 1 *lO •tow •to •1011 

~'J''-J,..-'o·é':'--+-"'o"I:S:'---J--':':''-'--1-·':'-'-'---+-''='----/-·:w:....' __ +-':':'_' __ +':':':'_' __ l-.:':' ___ f•:':':' __ _ ,, NÃO 
20.50 o.s~o 

0.41 O.OJO O,OtiO 0,003J 0,0075 0,012 o,o4s o,ooea 0,0075 0,012 ., 0.25 0.016 0 1.2,75 '2,06 "1,25 '5,5 '9,0 '5,25 *1,25 *5,5 

O.Jl 0.016 '48, 75 "48,75 

0.28 O,J9 0,023 0,084 0,015 o,n o,o34 0,083 0,015 

0.65 o.ol5 0,15 0,001.2 '·' '·' 0,075 0,00~3 '·' '·' 
3.59 0.072 0,45 o,oou '·' '·' 0,22 0,0023 '·' '·' 
1.28 0.179 

'·" 0.015 *lO *O ,27 •o,1a *4,9 

1.42 0.109 *lO 010 ., 
J 3 2.41 0,061 2,4 0,000058 G,Oll 0,014 1,6 • 0,00013 O,Oll O,OH 

K3 3. 74 0.089 2,6 0,0000082 0,017 0,0021 1,8 0,000018 0,017 0,0021 

''''-+-=':·~·~·---+-~':·~':''~·-+-~'ê·'c'~'----~·c·~·~";---!:'ê·'~--t:'c·~"~'~'--'~'~'~';'--t:'c·':';'~'--J~':·~·;.--+I:'c·':'~'~'----' 
c

4 
O.Jo o,o9< •1o •1o •1o •1o39 •1o 9 •to •1o39 •1o 39 

'• 0.21 0.016 0,015 0,015 0,0075 

'• 0.69 0,049 o,u 0,0047 '·' 
'• 3.62 ~.183 '·" o,oou '·' 
~"--·· _,,l.J] -
H( 0.27 

(*) res!duo altor ocorrendo qu~ndo o metodo calcula 0 

P"IA t 11) "incot:-etarnente 

'·' O,OJO 0,011 0,0075 '·' 
'·' 0,0023 '·' '·' 
'·' 0,.10 o,ooos8 '·' '·' 

' 
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