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Resumo

Nosso objetivo é estudar aspectos relativos a existéncia de solugoes fracas
de equagoes de onda semi-lineares do tipo

Au — uy = F (z,u)

com condigoes relativamente fracas sobre a nao-linearidade F. Neste trabalho
estaremos interessados em estudar a equagao acima sob as condigoes impostas
por Strauss [5], as quais exigem continuidade de F' e uF (z,u) > 0.

A idéia principal de Strauss [5] é aproximar F' por fungoes lipschitzianas
e, entao, gerar uma sequéncia de aproximacgoes para a solugao, na qual cada
elemento é a solu¢ao de uma equagao de onda nao-linear cuja nao-linearidade
é dada por uma funcao lipschitziana. A passagem ao limite é garantida por
um critério de convergéncia forte em L', apresentado no Capitulo 4.

Iniciamos com um estudo sobre solugoes fracas de equagoes de onda lin-
eares, sendo apresentadas as resolugoes de tais equagoes para diferentes tipos
de dominio espacial e regularidade dos dados iniciais. Em todos os casos, €
utilizado o Método de Galerkin.

Depois apresentamos os resultados que permitem aproximar uma funcgao
F' continua e com o mesmo sinal de u, por fung¢oes lipschitzianas, bem como,
o teorema que resolve a equagao de onda nao-linear cuja nao-linearidade é
dada por uma fungao lipschitziana.

Encerrando o texto, além de apresentar a condigao suficiente para con-
vergéncia em L' ja citada, resolvemos o problema em que a nao-linearidade
é dada pela funcao F' mencionada no paragrafo anterior.

Sempre que possivel, apresentaremos mais de um caminho para a res-
olugao de uma equacao, apontando as vantagens e desvantagens de cada um.

Ressaltamos que, em geral, a parte mais dificil da resoluc¢ao de cada prob-
lema é a obtenc¢ao de estimativas a priori (as quais permitem a passagem ao
limite) e das desigualdades de energia, que dao estimativas para o cresci-
mento da solugao. As demais etapas, como verificagao dos dados iniciais,
sao trabalhosas num primeiro momento. Por serem muitas vezes repetitivas,
feitas uma vez, nao trazem maiores dificuldades nos préximos problemas.
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Introducgao

Nosso objetivo serd estudar alguns aspectos relativos a existéncia de solugoes
fracas de equagoes de onda semi-lineares do tipo

Au —uy = F(z,u)

com condigoes relativamente fracas sobre a nado-linearidade F'.

Quando se impde condigdes de regularidade mais fortes, como por exem-
plo, no caso em que F' é lipschitziana na varidvel u, é relativamente mais facil
mostrar a existéncia de solugoes.

Neste trabalho, entretanto, estaremos interessados em estudar a equagao
acima sob as condigées impostas por Strauss {6], as quais exigem basicamente
apenas continuidade de F' (e outra condig¢do envolvendo o sinal de uF (z, u)).

A idéia principal de Strauss [6] é aproximar F' por fungdes lipschitzianas
e, entao, gerar uma seqiiéncia de aproximacgoes para a solucao, na qual cada
elemento é a solugao de uma equagao de onda ndo-linear cuja nao-linearidade
é dada por uma fungdo lipschitziana. A passagem ao limite serd garantida
por um critério de convergéncia forte em L', apresentado no Capitulo 4.

O Capitulo 1 trard as definicdes e resultados utilizados nos demais
capitulos, além da notagao adotada.

Trataremos de solugoes fracas de equagoes de onda lineares no Capitulo
2, sendo apresentadas as resolugoes de tais equagbes para diferentes tipos de
dominio espacial e regularidade dos dados iniciais.

O Capitulo 3 serd preparatdrio para o seguinte, pois é nele que encon-
tramos os resultados que permitem aproximar uma fun¢io F' (z,u) continua
e com o mesmo sinal de u, por fungdes lipschitzianas, bem como, o teorema
que resolve a equagdo de onda ndo-linear cuja nao linearidade é dada por
uma fungao lipschitziana.

Além de uma condigao suficiente para convergéncia em L! j4 mencionada,
o Capitulo 4 encerrard o texto, resolvendo o problema em que a nao-
linearidade é dada pela fungao F' mencionada no pardgrafo anterior.

Sempre que possivel, apresentaremos mais de um caminho para a reso-
lugao de uma equagao, apontando as vantagens e desvantagens de cada um.

Ressaltamos que, em geral, a parte mais dificil da resolucao de cada pro-
blema é a obtengdo de estimativas a priori (as quais permitem a passagem
ao limite) e das desigualdades de energia, que ddo estimativas para o cresci-
mento da solucdo. As demais etapas, como verificagdo dos dados iniciais,
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sao trabalhosas num primeiro momento. Por serem muitas vezes repetitivas,
feitas uma vez nao apresentarao maiores dificuldades de serem refeitas nos
demais problemas.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo apresenta defini¢des e resultados que julgamos importantes para
a compreensao dos demais capitulos do texto, bem como introduz a notacao
utilizada.

Denotamos por (-,-) o produto interno de L? () e ||-|| a norma por ele
induzida. (:,-)y:y denota a dualidade entre o espago de Banach X e seu dual
X'. O sfmbolo ||-||, denota a norma de X. Se H é um espago de Hilbert,
denotamos por (-, )y seu produto interno.

Para 0 < o < 1 indicamos por C%* (Q) a classe de fungdes que satisfazem
a condigao de Holder com expoente ¢, isto é: 3¢ > 0 tal que |u (z) — u (y)| <
cllz - y||*,Vz,y € Q. Finalmente, por C**(Q) indicamos a o conjunto de
fungdes k vezes derivdvel com derivadas de ordem k em C%* (Q).

A notacgdo utilizada para indicar seqiiéncia, serd a de subindice, a menos
que estejamos lidando com derivadas ou dados iniciais, quando entdo usamos
um superindice, apenas por comodidade na escrita.

1.1 Os espagos de Sobolev H™ ()

Seja 2 C IR™ um conjunto aberto. Denotamos por C§° (£2) ou por D ()
o conjunto das fungoes escalares indefinidamente diferencidveis com suporte
compacto contido em €.

Indicamos por ¢ = (i3, 49, ..., i) uma n-upla de nimeros naturais e |i| =
i, + 92 + ... + . O simbolo D% representard qualquer derivada parcial de
ordem |[¢| da funcédo u:



1
Diu = ——a‘—m—f—, D% =u
Oz ...0xkn

Definimos o Espaco de Sobolev de ordem m sobre o aberto {2 como
o espago vetorial das funcdes de L% () as quais tém todas as derivadas (no
sentido das distribuigdes) até a ordem m em L2 (Q). Representamos por
H™ (1) o Espago de Sobolev de ordem m sobre 2 equipado com o seguinte
produto interno:

m
(U, ) gmiqy = D (Dmu, D|i|v) .
i=1
H™ () é Hilbert (a demonstragdo do caso unidimensional se encontra em
Medeiros-Miranda [5, pag. 22]).
Os espagos de Sobolev mais utilizados neste texto sdo H! (2) e H2(Q).
Por isto, ao leitor menos familiarizado explicitamos os respectivos produtos
internos:

. (Ou Ov
(u, U)m(n) OEDY ((97, 5;)

=1

Ju v t & 0%
(u, 0) oy = (u,v) + Z( ’ax,) +§; (8:1:161:] ax,ax,)
Denotamos por Hf* () o fecho de D () em H™ (). Sendo D (2) denso
em L? (), segue imediatamente que H{"* (€2) também é denso em L2 (Q). O
sfmbolo H~™ () é usado para denotar o dual de HJ*(Q).

1.2 Resultados de Teoria da Medida

Passemos agora ao enunciado de teoremas classicos de Teoria da Medida que
serao de grande utilidade nos capitulos subseqiientes. A imagem das fungdes
consideradas nesta secao sao subconjuntos da reta estendida, salvo mencao
contraria.

Lema 1 (Fatou) Se {fx} ¢ uma seqiiéncia de funcbes mensurdveis ndo-
negativas, entdo: [liminf fi (z) dz < liminf [ fi (z) dz.
Q Q



Demonstragio pode ser encontrada em Bartle [1, pdg. 33].

Teorema 1 (Convergéncia Dominada) Seja { fi} uma segiiéncia de fungdes
integrdveis (isto é: fy € L' (Q),Vk € IN) que convergem g¢.t.p. para uma
funcdo a valores reais mensurdvel f. Se existe uma fungdo integrdvel g tal que
|fel < 9,q.t.p.,Vk € IN, entdo f é integrdvel e({f (x)dz = limg fi (z)dz.

Demonstragiao em Bartle [1, pdg. 44].

Teorema 2 Seja (2, dz) um espago de medida finita e f € LP (2),1 <p <
oc, entdo f € L™ (Q) para 1 < r < p. Em particular: L () C ... C L?(Q) C
L' (D).

A demonstragao pode ser feita utilizando a Desigualdade de Holder.

Teorema 3 (Egoroff) Suponha que (2, dz) seja um espago de medida finita
e que {fx} seja uma seqiéncia de fun¢bes mensurdveis a valores reais que
converge q.t.p. para uma fungdo a valores reais, mensurdvel, f. Entdo {fi}
converge quase-uniformemente e em medida para o mesmo limite.

Demonstragdo em Bartle [1, pag. 74].

Teorema 4 Seja {fi} uma seqiiéncia que converge para f no sentido de
L? (Q),1 < p < oc. Entdo existe uma subseqiiéncia que converge ¢.t.p. para

f

A demonstragao segue do fato que convergéncia em LP implica em con-
vergéncia em medida e, que por sua vez, implica na existéncia de uma sub-
seqiiéncia que converge q.t.p.

1.3 Desigualdades uteis

Teorema 5 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C IR™ um conjunto
limitado em uma dire¢cdo. Entdo existe K > 0 tal que ||f|| < K||Vf]||,Vf €
H} ().



Demonstragdo em Medeiros-Miranda [5, pdg. 91]

Normas equivalentes em H} (Q2) e em H? (Q) N Hj ()
Podemos verificar que quando 2 satisfaz as hipéteses da Desigualdade de
Poincaré

T [ O0u Ov
(Vu7 V'U) = Z <EB_, 5’;)

i=1

é um produto interno em H} (), o qual induz neste espago, uma norma
equivalente & norma de H' (). Por este motivo, sempre que supusermos €2
limitado, a norma em H; () considerada é a induzida por (Vu, Vv).

Também é possivel provar que quando 2 é limitado e tem fronteira de
classe C**,0 < a < 1, o espago H?(2) N H} (£2) equipado com o produto
interno

m (0%u 0%
(Bu,80) =2, (a— 5;3) ’
é Hilbert.

Teorema 6 (Desigualdade de Gronwall) Sejam k(t) e u(t) fungdes
reais, positivas e definidas em [0,T]. Suponhamos ainda que u seja abso-
lutamente continua e k integrdvel. Se existe ¢ > 0 tal que: u(t) < c+

t
Tk(s)u(s)ds,Vt € [0,T],entdo:
0

t
fk(s)ds
u (t) < ceo Vvt €[0,T].

Demonstragdo em Medeiros-Miranda [5, pdg. 177].
A Desigualdade de Gronwall possui uma generaliza¢ao que pode ser obtida
sem muita dificuldade. Suponhamos que u satisfaga

u(t)g/v(s)ds+/k(s)u(s)ds,we[o,:r],
0 0

para alguma funcdo integrivel positiva v. Fixando ¢t € [0, T] e tomando 7 €
[0,t] arbitririo obtemos:



Sendo v uma, fungdo positiva:
t
/ v(s)ds+ / k(s
0

Observemos que a primeira parcela do lado direito da espressdo acima é
constante em relagdo a 7, de modo que a Desiguldade de Gronwall é vélida.

Segue que:
u(r) < ( JRIC )ds) o2

0
Tomando 7 = ¢, acabamos de provar que:
Teorema 7 (Desigualdade de Gronwall) Sejam u, k, v fungdes escalares

positivas definidas em [0, T|. Suponhamos que u seja absolutamente continua
e k,v integrdveis. Se

¢
S/v s)ds+/k s)ds,Vt € [0,T],
0
entdo:

¢ k(s)ds
/'v )ds|eo  ,¥te[o0,T).
0

A Desigualdade de Gronwall apresentada aqui nao é a mais geral co-
nhecida, porém, ao menos para nossos propoésitos, é a que melhor combina
utilidade e simplicidade.



1.4 Identificacdo de L*(Q2) com seu dual

Lembremos do seguinte teorema:

Teorema 8 (Teorema de Representacdo de Riesz em Espagos de
Hilbert) Seja V um espago de Hilbert e f € V'. Entdo eriste tinico f € V

tal que: (f, )y, = (f, x)V,Vm eV.

Demonstracao pode ser encontrada em Kreysig [4, pdg. 188].

Sabemos que D (Q) C HE(Q) ¢ L?(Q), logo, (L2(Q)) ¢ H1(Q) C
D' (Q). Aplicando o Teorema de Representagiao de Riesz ao espago L? () e

identificando-o com seu dual ( esta identificagdo é feita via produto interno de L? (2))
obtemos:

D(Q) C Hy (2) ¢ L*(Q) = (L (@) c B (Q) c D' ().

Isto significa que, por exemplo, que a distribui¢do definida por um ele-
mento u de H} (Q) é:

(Thv)n'(n)n(n) = (u,v),Vv € D(Q).
E conveniente ressaltar que se u € H{ (Q) e Q é limitado:

(T3, ”>n'(n)n(n) = (Vu, Vv), Vv € D (Q),
também é um elemento de D' (). Assim, um elemento de Hj (£2) define duas
distribui¢ées. Para usarmos o Teorema de Representacao de Riesz conforme
fizemos acima devemos necessariamente optarmos por identificar u com T3.
Se tivéssemos aplicado Riesz ao espago Hj () e o identificado a H™! ()

(via produto interno de Hj (2)), terfamos identificado u com T e entdo:

D(Q)CHy(Q=H"1(Q)cD(Q)

e “perderfamos” L% (Q).
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1.5 Traco de fungdes de H' ()

Este texto trata de equagdes hiperbdlicas as quais sempre vem acompanhadas
de uma condicdo de fronteira. No entanto, as solugoes obtidas sdo definidas
q.t.p., de modo que precisamos definir o que se entende por restricio de
uma fungdo sobre a fronteira. A definigdo que apresentaremos aqui nao se
aplica a qualquer conjunto 2; é necessario que possua fronteira com suficiente
regularidade.

Diz-se que 2 C IR" é um aberto bem regular quando existe uma familia
finita de abertos limitados do IR", representada por {9y, 91, ..., J,,} tais que
Jo C Q,{9,Y,...,9m} é um recobrimento aberto de Q e {¥y,...,9n} um
recobrimento aberto de 952, satisfazendo as seguintes condigoes:

e Para cada jtem-se:
¢; (9;NQ) = Q4 ={y € Q;yn > 0};
0 (0;NT) = Q_ = {y € Qsyn < 0};
@i (9;n0Q) = QN {y € Q;y, = 0}.
e Quando ¥; N Y; # 0,existe um homeomorfismo J;; : ¢; (¥; NY;) —
¢; (9; N Y;)indefinidamente diferencidvel, com jacobiano positivo, tal

que:
v; (z) = Jij (¢i (3)) , Yz € 9; N 9;.

A familia {9;, ¢;} chama-se sistema de cartas locais de 99).

Teorema 9 Se Q for aberto, limitado e bem regular entdo D (Q) € denso
em H' (Q).

Demonstragao pode ser encontrada em Medeiros-Miranda [5, pdg. 85].
Consideremos a aplicagdo: v : D (ﬁ) — L? (89) definida por yv (z', z,) =

v(z',0). Em outras palavras, yv é a restri¢io de uma fungdo v € D (_ﬁ) a
fronteira de €.

Teorema 10 Se Q2 for aberto, limitado e bem regular entdo v € operador
linear limitado.

Demonstragao em Medeiros-Miranda [5, pig. 86].
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Sendo D ('ﬁ) denso em H!(Q), v se estende a uma aplicagdo linear
continua vy de H'(Q) em L?(8%), denomidada trago. Entdo, o trago é
um operador linear limitado obtido a partir da extensdo de um operador de
restricdo a fronteira de €2. De posse deste operador, a expressdo u = 0 em
01}, significa formalmente que you = 0.

Como sempre trabalharemos com condigdo nula sobre a fronteira, o préximo
teorema nos serd util, pois caracteriza as fungdes que possuem traco nulo.

Teorema 11 Se() for aberto, limitado e bem regular entdo ker (o) = H{ (2).

Demonstragao em Medeiros-Miranda [5, pag. 87].
Existem resultados mais gerais a respeito do traco de fungdes de H' (Q2),
nos quais as hipdteses sobre 9} sio menos restritivas.

1.6 Imersoes de Espacos de Sobolev

Teorema 12 Seja ) C IR™ aberto, limitado e bem regular. Se m > % entdo
a imersdo de H™ (2) em L™ () € continua.

Demonstragao em Medeiros-Miranda [5, pdg. 96].

Teorema 13 (Rellich) Seja Q2 C IR™ aberto, limitado e bem regular. Entdo
a imersio de H* (Q) em L? () é compacta.

Demonstragao em Medeiros-Miranda [5, pdg. 99]. As demonstragdes dos
dois teoremas abaixo podem ser encontradas em Medeiros-Miranda [5, pdg.
103].

Teorema 14 (Coroldrio do Teorema de Rellich) Seja Q C IR™ aberto,
limitado e bem regular. Entdo a imersio de H™' () em H™(Q) é com-
pacta.

Teorema 15 Se Q) C IR" aberto e limitado, entdo a imersio de Hj (Q) em
L? (Q) é compacta.

Os teoremas de imersdes de espagos de Sobolev apresentados aqui ndo

sao os mais gerais conhecidos. E possivel obter tais resultados com hipéteses
menos restritivas sobre a fronteira de €.
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1.7 Teoria espectral

Considere os espacos de Hilbert V e H e suponha que V C H. Seja I :
V — H o operador que a cada v € V associa o préprio vetor v. Nao é dificil
verificarmos que I é linear. O operador I é chamado operador imersao de V
em H ou a imersao de V em H. Diz-se que a imersao de V em H é continua
quando I é um operador linear continuo, isto é, quando existe K > 0 tal que:

lolly < K |lvlly Vv e V.

(A importancia deste tipo de imersdo é que convergéncia no espago “menor”
V, implica em convergéncia no espago maior, H). O exemplo mais importante
para este texto é o caso em que €2 é limitado, V = Hj () e H = L*(2). O
resultado que garante esta imersdo continua é a Desigualdade de Poincaré.

Diz-se que a imersao de V em H é compacta quando a imagem de con-
juntos limitados de V, por I, é relativamente compacta em H. A importancia
desta imersao para nossos propdsitos é que, quando estivermos diante de uma
imersao compacta, uma seqiiéncia limitada em V possui uma subseqiiéncia
convergente em H. Sabemos que quando 2 limitado, a imersdo de H} (Q2) em
L% (Q) é compacta.

Suponhamos agora que V C H, com imersdo continua e compacta. Supo-
nhamos ainda que V seja denso em H. Seja a : V x V — IR uma forma
bilinear continua, simétrica e coerciva. Logo, ela define um produto interno,
o qual induz em V uma norma equivalente & norma original. Entao existe
uma seqiiéncia {\¢} de nimeros reais positivos, divergindo para +oc, e uma
seqiiéncia {ex} em V tais que:

o a(ekx,v) = A (e, V) -
Outras propriedades da seqiiéncia {ex} :
e {ex} é ortonormal completa em H;

e {ex} é ortogonal completa em V, com relagdo ao produto interno definido
por a(,-).

Exemplo importante: Consideremos {2 C IR" limitado, V = H} (Q),H =
L?(Q) e a(u,v) = (Vu, Vv). Estamos sob as condigdes da teoria espectral
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acima, logo existe uma seqiiéncia {Ax} de nimeros reais positivos e uma
seqiiéncia {ex} em H; () tais que:

(Ver, Vo) = g (ex,v), Vv € Hy ().

Tomando v em D (), usando a defini¢do de derivada de distribuigGes e a
identificacdo de L2 (2) com seu dual:

(—Aek, v) = (Meexr,v),Yv € D(Q).

Segue que:
—Aek = /\kek

e portanto, —Ae; é um elemento de Hj (Q). Acabamos de provar que a
seqiléencia de autovetores do operador A, quando ) é aberto e limitado,
constitui uma base ortonormal de L? () e uma base ortogonal de Hy ().

Séries de Fourier: Outra propriedade interessante da seqiiéncia {ex}
diz respeito as séries de Fourier de um vetor v nos espagos V e H. Sendo {ex}
ortonormal em H, todo vetor v € V pode ser escrito como:

o0
v = Z (€x, V) g €k
k=1

Por outro lado, {ex} é ortogonal em V com relacio ao produto interno
definido por a (-, -) . Entéo:

logo:

= Ak (€x, V)

i Mk (exsen)y

Fazendo as devidas simplificagGes, acabamos de mostrar que os coeficientes
de um vetor v € V nao variam quando consideramos sua série de Fourier em
H ou em V (produto interno dado por a(,-)).

V=
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1.8 Funcgoes com valores vetoriais

No estudo de solugdes fracas de equagbes de evolugdo os espagos até aqui
citados nao sao suficientes. E necessério que utilizemos também espacos ve-
toriais formados por fungdes definidas num intervalo (a, b) da reta assumindo
valores em algum espago de Banach X. Se X é um espago de Banach, uma
fungdo u : (a,b) — X é dita fortemente mensurdvel se:

e existe um subconjunto N de (a, b) , de medida nula, tal que u ((a, b) — N)
é um subconjunto separivel de X;

e a funcdo escalar t — (f,u(t)) v/ é mensurdvel, Vf € X'

Neste texto sempre consideramos a medida de Lebesgue em (a,b). O
espago L? (a,b; X) denota o conjunto das funcgdes u : (a,b) — X forte-
mente mensurdveis tais que a funcdo escalar t — ||u ()|, é um elemento
de L (a,b),1 < p < oc. Conforme Hille-Phillips {3, pdg. 89], L? (a,b; X)
equipado com a norma

b p
ol 0y = ( [l @l dt)  sel<p<oc
a

ou
%l 0 a,6,x) = sUpess [|u (¢)||x » para p = oc;
te(a,b)

a,
é um espago de Banach. Quando p = 2 e X é Hilbert, L2 (a,b; X) é Hilbert
se considerado com o produto interno:

b
(4, ) agapyry = [ (wlt), 0 ()

a

Outro espago de fungdes a valores vetoriais de nosso interesse é C? (a, b; X),
o qual consiste do conjunto das fun¢des continuas definidas em [a,b], com
valores em X, equipado com a norma:

”u”CO(a,b;X) = g’lgﬁfl llu ()] -

C°(a,b; X) é um espaco de Banach.
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Desde que (a, b) tem medida finita, L? (a,b; X) C L' (a,0; X),1 < p < oc.
Se X é reflexivo, para cada f € (L? (a,b; X)) existe tinica f € L (a, b; X'),
sendo%+-(11-=1e1 < p < oo, tal que:

b

oy = [ (Fo),u)d,

a

no qual (-,-) denota a dualidade entre L? (a,b; X) e seu dual. Identificando
f com f, escrevemos (L? (a,b; X)) = L9(a,b; X') . A demonstragio do caso
mais geral possivel pode ser encontrada em Diestel-Uhl [2, pdg. 76 e 98].
Observemos que se X = IR equipado com a norma usual, as defini¢gGes
aqui introduzidas coincidem com as defini¢oes usuais de Teoria da Medida.

1.9 Distribuicoes a valores vetoriais e suas
derivadas

Para as fungdes de L' (a, b; X), a integral
b

/u () dt

a

estd definida e é um vetor de X. Esta integral é conhecida como Integral de
Bochner da fungao u e sua definigdo foge aos nossos propésitos. Entretanto,
convém ressaltar que ela estende a Integral de Lebesgue real para os espagos
de Banach, mantendo suas propriedades.

Ao espago formado pelo conjunto de operadores lineares continuos definidos
em D (a, b) assumindo valores em X dé-se o nome de espaco das distribuicoes
vetoriais sobre (a, b) com valores em X. Ele serd denotado por £ (D (a,b); X).
Mostremos agora que £ (D (a,b) ; X) é ndo-vazio.

Se v € L?(a,b; X) e ¢ € D (a,b), entdo v € LP (a,b; X), de modo que

b

/'u () ¢ (t) dt.

a

existe. Nao é dificil verificar que esta integral define um elemento de £ (D (a, b) ; X),
provando que qualquer fungéo de L? (a, b; X) define uma distribuigdo vetorial
sobre (a,b) com valores em X.
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Dada uma distribuicdo T € £ (D (a,b); X), seu valor em ¢ representa-se,
como de hébito, por (T, ) e sua derivada de ordem k é definida por:

d*T d*
<Et7,<ﬂ> = (-1)* <T, Etikp-> ,Yo € D (a,b).

%’E também é uma distribuicio vetorial sobre (a, b), fato que néo é dificil
de ser provado. Identificando v € LP(a,b; X) com a distribuigdo vetorial
que define, conclui-se que todo elemento de L” (a, b; X) possui derivadas de
todas as ordens no sentido das distribuicdes vetoriais sobre (a, b) . Nos demais
capitulos deste texto, usaremos com freqiiéncia o simbolo u;, o qual sera
entendido como a derivada de u no sentido das distribuigoes vetoriais.

1.10 Outros resultados

Esta segao é constituida por resultados técnicos que tornam a leitura mais
enfadonha, pois o leitor pode nao conhecer a utilidade que cada teorema
tem para a compreensao dos demais capitulos. Por isto sugerimos que passe
imediatamente ao préximo capitulo e sé leia os resultados abaixo no momento
em que forem mencionados.

Teorema 16 Suponha que f : [a,b] U [b,c] = IR satisfaca |f (z) — f (y)| <
alz —yl,Vz,y € [a,b] e |f(z)~ f(¥) < calx—y|,Vz,y € [b,c]. Entdo
f € uma fungdo lipschitziana em [a,c], com constante de Lipschitz igual a
2max {c1, 2} -

Demonstragao:
Dados z,y € [a, c] arbitrdrios, s6 precisamos analisar o caso em que T €
[a,b) e y € (b, ]

S W = f@)I _[fO) =f@)]  |fW)- 0
ly—z| — |y—z ly—=|

Como |y | > lo— bl ey —a| = ly—b|:

Q=@ Ly
PEE I

17



Seja (X,d) um espago métrico. Uma fungio T : X — X é chamada de
contragdo se existe um numero real 5,0 < 4 < 1, tal que d(Tz,Ty) <
pd (z,y),Vz,y € X.

Teorema 17 (Teorema de Contragdo de Banach) Seja (X,d), X # 0,
um espago métrico completo e T : X — X uma contragio. Entdo existe inico
ponto x € X tal que Tx = x. O ponto x é chamado ponto fizo de T.

Demonstragdo em Kreysig [4, pdg. 300]

Teorema 18 Se Q C IR ¢ limitado ¢ u € L% (a,b; H} (1)), entdo Au €
L2 (a,b; H ().

Demonstragao:

Em primeiro lugar, provemos que f € L?(Q) entdo f,, € H1(Q),1 <
t < n. Tomemos ¢ € D () arbitraria. Da teoria das distribuigdes:

(fa:,'v p) = — (fa Wma) .

Sendo f elemento de L? (Q) e identificando este espago com seu dual:

(fairp) = —/f (z) ¢g, (z) dz.

Logo:
[(fai, )] < /If(w) @q, (2)] de.

Por Cauchy-Schwarz:
[(fzir @)1 < NI el -

Como f € L%(2), mostramos que f;, é um funcional linear limitado em
D (Q). Entdo fy, possui uma extensdo (a qual ainda denotamos por f;,) &
H} (Q). Sabemos ainda que esta extensio é também um funcional linear
limitado com a mesma norma do funcional original. Logo:

ffﬁi eH™ (Q)v € ”fGCiHH“‘(Q) <[fll1<ign
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Tomando f igual a 9ult) segue que Au assume valores em H™! Q) e

ox;
8%u (¢) || du () |
— <= , qt.p. 1.1
e M) o q.t.p (1.1)

A prova de que Au é fortemente mensurdvel estd baseada no seguinte
teorema.

Sejam X e Y espacos de Banach e consideremos um operador 7 : X —'Y
linear e continuo. Entdo o operador T* : L? (a,b; X) = L* (a,0;Y),1 <p <
oc, definido por (T*f) (t) = T (f (t)), é linear, continuo e ||T*|| = ||T| .

A prova de que existe I C (a,b), com med(I) = b — a, cuja imagem por
T* f é um subconjunto separdvel de X pode ser feita usando a continuidade
de T™.

Dado w € Y’ arbitrario,

(w, (T*f) (1)) = (w, T (£(t))) = (T*w, £(t)),

no qual T : Y — X' denota o operador adjunto de 7. Sendo T'w € X' e
f € L?P(a,b;X), a funcdo t — (T*w, f(t)) é mensurdvel, valendo o mesmo
para t — (w, (T*f) (t)), qualquer que seja w € Y.

Tomando X = L?(Q),Y = H 1 (Q) e T = A, prova-se que Au é forte-
mente mensuravel.

Entdo, t = ||Au (t)||4-1(q) é mensurdvel, conforme Hille-Phillips [3, pdg.
72]. O fato de que t — ||Au (@)l 57-1(q) € uma fungdo de L?(a,b) segue de
(1.1).

Se X é um espago cujos elementos sdo fungdes escalares definidas (q.t.p.)
em Q C R", como por exemplo, X = L?(Q) ou X = H} (), entdo u :
(a,b) — X estd univocamente associada a fungdo @ : Q X (a,b) — IR que
associa cada ponto (z,t) € Q x (a,b) ao valor de u () no ponto z.

Fazendo a identificacdo de u com 4, se F' é uma funcdo escalar definida
em ) x IR, a composi¢ao de u com F' faz sentido. Quando estivermos interes-
sados na fungdo t — F (z,u(z,t)), escreveremos F (u (t)) ou simplesmente,
F (u). Os simbolos F (z,u (z,t)) e F (z,u) sdo utilizados quando desejamos
explicitar a dependéncia da varidvel z.
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Teorema 19 Suponha que Q C IR™ ¢ limitado e u € L? (a,b; H} ()). Seja
F : Q x R = IR mensurdvel em x e lipschitziana na sequnda varidvel, isto
é, eriste ¢ > 0 tal que: |F (z,v) — F (z,w)| < c|v —w|,Vv,w € R,Vz € Q.
Suponha ainda que F (z,0) = 0. Entdo F (u) € L?(a,b; H (Q)).

A demonstragio pode ser encontrada em Treves [9, pdg. 261].

Teorema 20 Seja X um espago de Banach e u,w € L' (a,b; X). Entdo, as
sequintes afirmacdes sdo equivalentes:

¢
i. u(t) = constante + f w (s) ds;

i fu(t)ga() jw() ¢ (t)dt, Yy € D (a,b);
),

i, & (u(t),1) = (w (6),m) Vi € X',
na qual 4 denota o derivada no sentido das distribui¢des es-
calares sobre (a,b) e (-,-) a dualidade entre X e X'.

A demonstragdo pode ser encontrada em Teman [8, pag. 250]. Observe-
mos que se alguma das condigdes (i)-(iii) for satisfeita, de (i) segue que u é

q.t.p. igual & uma fungdo continua em [a, b].

Teorema 21 Seja X espago de Banach. Se u, — u fraco* em X', entdo
lull o < liminf [, [

Demonstragdo em Strauss [7, pdg. 9].
A razao da importancia da topologia fraco® estd no seguinte teorema, cuja

demonstragdo pode ser encontrada em Hille-Phillips [3, pg. 37].

Teorema 22 Se X ¢ um espago de Banach separdvel, entdo toda seqiiéncia
limitada em X' possui uma subsegiiéncia convergente fraco*.

Teorema 23 Seja X ¢ um espago de Banach reflexivo, entdo u, — u fraco
em X' se, e somente se, u, — u fraco*.

A demonstragao segue da identificagdo usual entre X e X".
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Teorema 24 (Aubin-Lions) Sejam X,Y,Z espagos de Banach tais que
X esteja continua e compactamente imerso emY, e Y esteja continuamente
imerso em Z. Entdo o espago

W ={v,v e L?(a,b;X) ev; € L(a,b; Z)},

sendo 1 < p< oc el <q<oc, estd continua e compactamente imerso em
L? (a,b;Y).

A demonstragdo pode ser encontrada em Strauss 7, pig. 34]. A norma
considerada em W ¢é

||U“W = ”v”LP(a,b;X) + Hvt“Lq(a,b;Z) :

Observemos que, para utilizarmos o teorema acima, podemos tomar Y =
Z, mas nao X = Y, a menos que Y seja um espaco vetorial de dimensdo
finita.
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Capitulo 2

Equacao de Onda Linear

Neste capitulo nos propomos estudar um pouco da equacao de onda linear

Au—uy = f;
u =0 em 9
u (0) = ug;
Uy (0) = U

(problema de Dirichlet homogéneo), variando a regularidade dos dados ini-
ciais e o tipo de dominio espacial.

Uma das motivagoes para tal estudo, é que exibe um método de resolucao
que pode ser adaptado para problemas nio-lineares. Outra razao, e mais
objetiva, é que nesta dissertagdo resolvemos problemas nao-lineares a partir
de solugoes de problemas lineares.

Por motivos diddticos, primeiramente consideramos dominio espacial li-
mitado. Os dois primeiros teoremas tratam exatamente do mesmo problema,
sendo que no Teorema 2 obtemos solugdo mais regular do que no Teorema,
1. Em ambos é usado o Método de Galerkin, que consiste em aproximar
a solucdo que desejamos alcangar por solugdes de problemas semelhantes,
porém em dimenséo finita.

O Método de Galerkin gera uma seqiiéncia de aproximagoes e a tarefa
mais dificil é mostrar que ela converge. E justamente af que as demonstragdes
dos teoremas 1 e 2 diferem.

O primeiro teorema é provado explicitando detalhes que julgamos necessa-
rios ao leitor pouco familiarizado com o assunto. Entretanto, em nome da
brevidade do texto, nos demais teoremas argumentos repetitivos sao omiti-
dos.
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Formulagao variacional:

A fim de passarmos & busca de solugbes fracas para a equacgao de onda,
devemos escolher uma formulagdo variacional. Suponhamos que todos os
cdlculos abaixo possam ser efetuados.

Multiplicando Au — uy = f por uma fungéo teste v (z) :

/Auxt)v( )dx—/utt(:vt d:c—/fa:t

Q

Integrando por partes e impondo a condigao de contorno sobre as fungdes
teste: (v =0 em 9Q)

/Vu(th'u d:v—f—/utt:ct)v /fa:t

Multiplicando agora por ¢(t) e integrando no tempo:

T

/(Utt( dt‘*’f )p(t)dt = —/(f(t),v) p(t)dt,

0

e entao:
T T
0/82(114 (t),v) ¢( dt+/ (Vu(t), Vv) ¢ 0/ v) @(t)dt

Vejamos agora os espagos aos quais devem pertencer as funcdes teste.
Para que a férmula acima faga sentido, devemos ter v € H! (Q), e impondo
a condi¢ao de fronteira, escolhemos v € H{ (£2).

Ja ¢ (t) deve ter ao menos uma derivada integrivel, pois precisaremos
fazer integracdo por partes também no tempo. E suficiente escolhermos
¢ € C'([0,T)). No entanto, escolhemos ¢ € D(0,T), pois veremos que
as escolhas sdo equivalentes.

Temos entdao que:

& (e (0),0) plt)dt + ] (Vu(t), Vo) w(t)dt = = ] (7(2),) ¢(8)dt, Yo € D(O,T),

Esta formulacio é mais forte do que:
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= (e (1), ) + (Vu(t), Vo) = — (f(2), ), Yo € H (),

igualdade em D' (0,7T). Nao escolhemos esta tltima pois j4 sabemos que a
formulagao mais forte apresentada acima tem solucao.

Teorema 1 Seja Q) C IR" aberto e limitado. Seja ainda f € L} (IR; L*(Q)),
ug € HY(Q) e uy € L%(Q) arbitrdrias. Entdo eziste 1nica funcdo u tal que:

N CY(IR; L*());
A CO(R; H-1(Q)):
Q));

u € L (IR; Hy (Q

)
us € Llac(R L2(Q))
X
u(

Ut € Lloc(R H-

:t( t(t),v) + (Vu(t), Vv) = —(f(t),v), Vv € H}(R), igualdade no sen-
tido de L}, (IR);

u(0) = wuo;

ut(O) = Ui.

Vale a seguinte estimativa:

|t]
)P + [Vu()? < (nuln? + Vol + |If(s)||2d8> (A +1t) e, atp.
em IR.

Demonstragao:
Seja {ex} seqiiéncia formada pelos autovetores de A, isto é:

Aey = —Akex, Vk € N,

na qual {Ax} é uma seqiiéncia ndo-decrescente de nimeros reais estritamente
positivos, divergindo para +oc.

Como §2 limitado, da teoria espectral desenvolvida no Capitulo 1 resulta
que {ex} é ortonormal completa em L?(2) e ortogonal completa em H{ ().
Também vimos que as séries de Fourier de ug e uy sao:

o0

ug = Y _(uo, ex)ex, (2.1)

k=1
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oo

Uy = Z(ul,ek)ek. (2.2)

k=1

Tomemos as seguintes aproximagoes para os dados iniciais:

m

,u'z)n = Z(Uo, ek)ek7
k=1
m

ul' = ) (w1, ex)ex
k=1

As aproximagdes nao precisam necessariamente serem tomadas da forma
acima, eventualmente tomamos outro tipo, como veremos ainda neste capitulo.
Em geral, é suficiente

ul* — ug forte em H(Q),

u — u, forte em L*(Q).

1¢ Etapa: Problema aproximado:

Seja m um ndmero natural arbitririo e V,;, = span|e;, ey, ...,€,,] 0 sub-
espago gerado pelos m primeiros autovetores de A. Procuremos u™ : R —
Vin que satisfacga o seguinte problema aproximado:

d

Zt-(u;ﬁ”(t),v) + (Vu™(t), Vv) = —(f(t),v), Vv € Vi; (2.3)
u™(0) = ug (2.4)
u*(0) = ul™. (2.5)

Como V,;, é espago vetorial, para que (2.3) se verifique é necessirio e
suficiente que esta igualdade seja vdlida para os elementos da base, de modo
que (2.3) é equivalente a:

d
-cl—t(uT(t),ek) + (Vu™(t), Ver) = —(f(t),ex),1 < k < m.
Usando a ortogonalidade das ejs verifica-se que:

m

u™(t) € Vi & u™(t) = Y_(u™ (1), ex)ex.

k=1
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Isto permite provarmos que:

d2
_(u:n(t)’ek) = d_tz-(um(t)’ek)a 1<k<m,

e entdo, a igualdade (2.3) equivale & seguinte:
d2
dt?

Usando propriedades especiais da base {ex} segue que a igualdade acima

¢é equivalente a:

d2
di2

(u™(t), ex) + (Vu™(t), Ver) = —(f(t),ex), 1 < k <m.

(u™(t), ex) + Me(u™(t),ex) = —(f(t),ex), 1 <k <m. (2.6)

logo, u™ satisfaz (2.3) se, e somente se, satisfaz (2.6).
Escreveremos (2.4) e (2.5) de um modo equivalente e mais adequado aos
nossos propdsitos. Seja gi(t) = (u™(t), ex). Entédo:

m

u™(0) = ul' & Z 9k{0)ex = Z(uo,ek)ek.
k=1 k=1

Usando a independéncia linear dos elementos da base:

u™(0) = ugy’ < gk(0) = (ug, ex),1 < k < m. (2.7)

De modo analogo:

d
u*(0) = u & legk(O) = (uy,ex), 1 <k <m. (2.8)

Resulta de (2.6), (2.7) e (2.8) que o problema aproximado proposto é
equivalente a:

di:fgk (t) + )‘kgk (t) = - (f(t)?ek)31 S k S m,
9k(0) = (uo, ex), (2.9)
29x(0) = (u1, ex).
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Interpretando o simbolo d%:.- como derivada no sentido cldssico, (2.9) é
um sistema m x m de EDO’s, linear e definido q.t.p em IR. Como f €
L. (IR; L? (9)), existe tinica solugdo definida em toda a reta. Isto implica
que vale 0 mesmo para o problema aproximado. A igualdade (2.9) se dd
entre fungoes L2, (IR), logo, é neste sentido que a igualdade do problema
aproximado é satisfeita.

2¢ Etapa: Estimativas a priori:
Sem muita dificuldade prova-se que:

0= 3 Forten

Isto prova que, para cada ¢ fixado, u* (¢t) € V,,, e podemos substituir v por
uy*(t) na equagdo aproximada, obtendo:

(0, 9 (0) + (VU™ (0), V(1)) = ~(70), (1),

Fazendo alguns calculos mostra-se que esta igualdade é equivalente a:

2dt L @)+ 5 57 L |vum @) = ~(£(0), u(®), % € .

As fungles escalares envolvidas na igualdade acima sdo elementos de
L%, (IR). Isto permite que as integremos no intervalo (0,¢) a fim de escr-
ever:

t

1, . 1 1 1 "
S I @ I + 5 IV @I = 5 161 + 5 1991 = [ (£(5), u(s)) ds.
0
Aplicando a desigualdade triangular:
1 m 2 1 m 2 1 y
S @O + S IVu™ @I < 5 flul ik +-IIVU I +/ (s))] ds.
Por Cauchy-Schwarz:
1m21m21m21m2|tl m
S @I + 5 IVamOIF < 5 (971 + 5 1961 + [ 17 6) (sl ds.
0
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Mas ab < %;—+% se a,b > 0. Entao:

It I¢]

@ + Va1 < [luf® + ||V%"||2+f||f(8)ll2d8+/IluT(S)ll2d8-
0 0

(2.10)
Para t > 0 podemos usar a Desigualdade de Gronwall (Teorema 7 do
Capfitulo 1):

t
lu*@O” + [Vu™@)]* < (llui"ll2 + ([ Vug® + / £ (I dS) e', vt > 0.
0

(2.11)
Para ¢ < 0 ndo é possivel utilizar Gronwall em (2.10), mas usando as
estimativas obtidas para ¢t > 0 temos:

I
luf @I+ Vu™@)]* < (Ilu{"ll2 + [ Veg'|® + / [HOl dS) (1+e) e, v <o.
0

(2.12)
De (2.11) e (2.12) resulta que:

ftl
[[uf* @)1*+ V™ (@) < (Hu{"ll2 + || Vug|* + / ||f(8)||2d8) (L+t)) e, vt € R.
0
De (2.1), (2.2) e da Desigualdade de Bessel:
P ll® < lluall®;

2 2
IVugl|” < | Vol

Logo:

I
@I+ Vu™ @) < (Hulll2 + ([ Vuoll” + / |lf(8)||2d8) (L+[t) e, vt e R.
0

(2.13)
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Fixando T > 0 arbitrdrio podemos enfim escrever que:

T
lu @)1 + I Vum @) < <Hu1||2 + [|Vuo||* + / ||f(s)||2ds) (1+T)e";vVte
[-T,T].
Entéo:
{u™} é limitada em L®(—T,T; Hy(f2)); (2.14)
{u™} é limitada em L®(-T,T; L*(2)). (2.15)

De (2.14) e do Lema 1, cujo enunciado e demonstracao se encontram

no final do capitulo, existe uma subseqiiéncia {u™} e uma fun¢io u €
L™ (=T, T; H}(2)) tal que:

u™ — u fraco* em L®(—T,T; H}(Q)) e

/ (V™ (t), Va(t))dt — / (Vu(t), Vw(t))dt, Yw € L{(~T, T; H{(Q)).

(2.16)

Em particular, (2.15) é vélida para {u™}. Isto permite a extragao de

uma subseqiiéncia {u”} de {u™*} e garante a existéncia de uma func¢do w tal
que:

u! — w fraco* em L®(-T,T; L*()). (2.17)

Como {u"} é subseqiiéncia de {u™t}, de (2.16) temos:
v’ — u fraco* em L®(-T,T; Hy(Q)); (2.18)

Provemos que na verdade: w = u;. As convergéncias fracas (2.17) e (2.18)
implicam em convergéncia no sentido de D' (2 x (=7, T)) . Como a operagio
de derivagao é continua neste espago, segue que w = U;.

Finalmente, podemos escrever:

u? — uy fraco* em L®(-T,T; L*(Q)). (2.19)

Sendo um problema linear, as convergéncias (2.18) e (2.19) sdo suficientes
para garantir que u é a fungdo que procuramos, fato que serd mostrado na
préxima etapa.
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Como {u”} é uma subseqiiéncia de {u™*}, de (2.16) segue que:

T T
/ (Vu” (1), Vaw(t))dt — / (Vu(t), Vw(t))dt, Yw € L' (=T, T; H: ().

=T

(2.20)
Fizemos a identificagao de L2(£2) com seu dual, logo, o dual de L' (=T, T'; L*(Q2))
é L°(-T,T; L*(Q)) (conforme vimos na Se¢ao 1.8) e a convergéncia (2.19)
significa que:

/( Y(4), w )dt——>/ us(t), w(t))dt,Yw € L (=T, T; L3(€)).  (2.21)

-T

3¢ Etapa: Verificagcao da equacgao:

Fixemos m € IN arbitrario. Como a igualdade na equagdo aproximada
(2.3) se dd em L2 .(IR), podemos multiplicd-la por ¢ € C°(—T,T) e integrar
no tempo. Fazendo isto:

T T
d m
—4 = (WP (1), v)p(t)di+ / (Vu™(t), Vo)p(t)dt = —l (f(2), v)@(t)dt, Vv € Vin,
Mas v > m = V,,, C V,,. Entéo, para v > m:

/E(ut dt+/ Vu*(t), Vu)e(t)dt = —_4(f(t),v)g0(t)dt,\/v € Vin-

Fazendo integragdo por partes na primeira integral:

T T T

/ (ug (1), v)¢'(t)dt — / (Vu”(t), Vo)p(t)dt = / (f(t), v)p(t)dt, Vv € Vyp.

=T -T -7

As convergéncias (2.20) e (2.21) sio suficientes para garantir que fazendo
v — 4oc, obtemos:

/(ut(t),v)w'(t)dt - /(VU(t),Vv)w(t)dt= /(f(t),’v)w(t)dt,\fv € V.
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Como m é arbitréirio, por densidade:

[, v)¢@de— [ (Vu(e), Vo)p(t)dt = [ (£@),v)e(t)dt, Vo € HY(Q).

Sendo t > (uy(t),v) elemento de L?*(—T,T), define uma distribuigdo sobre
(=T,T). A primeira integral da igualdade acima é a derivada desta dis-
tribui¢ao. Logo:

<;t( e(t ),v),90> + /T(Vu(t),Vv)cp(t)dt = — ](f(t),v)cp(t)dt

Isto implica que:

£ (w(t),) + (Vu(t), Vo) = ~(f(1), ), Yo € HY(®)

igualdade no sentido de D'(—T,T). Mas as fungdes t — (Vu(t),Vv) et —
(f(t),v) sdo elementos do espago vetorial L2(—T, T, portanto:

(—%(ut(t), v) + (Vu(t), Vo) = —(f(t),v), Yv € H (), (2.22)

e a igualdade se d4 no sentido de L*(—T,T).

4% Etapa:Verificacdo das condigoes iniciais:
Como u; € L*(-T,T;L?*)), aplicando o Teorema Fundamental do
Célculo , obtemos que u € C%(—T,T; L*(2)), de modo que faz sentido cal-

cular u no ponto ¢t = 0.
Tomando ¢ € C1([0,T]) e v € H}(2), de (2.21) resulta que:

[, et - [

ou, equivalentemente

/ = (u o(t)dt — / = (u(t), v) ()t
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O fato de que (u(t), v) = £(u(t),v) segue do Teorema 20 do Capitulo 1.
Integrando por partes:

(w(0),0)0() 127 — [ (1), 0)¢ Bt — (u(2), v)e(t) ] - [ (u(t), 0} D)t

Tomando ¢ tal que o(T) =0e ¢ (0)=1:

T

(w(0),v) + / (w (2), 0)¢/ (Ot = (u(0),v) + [(w(®), V)¢ (Bt (2.23)

0

A convergéncia (2.20) garante que

/T V) (t)dt — / ' (t)dt.

Logo, de (2.23)
(u”(0),v) — (u(0),v),Yv € Hy(Q). (2.24)
Por outro lado: u”(0) = uf — ug forte em H{(£2), o que implica que
u¥(0) — ug forte em L?(Q), que por sua vez implica que u”(0) — ug fraco
em L?(2); em particular:
(w¥(0),v) — (uq,v), Vv € Hy(Q). (2.25)

A unicidade do limite, juntamente com (2.24) e (2.25) assegura que:

(u(0) — ug, v) = 0,Vv € Hy(R),

e a densidade de Hj{(f?) em L%(Q) implica:
U(O) = Up.
Para provar que u(0) = uy, foi essencial a continuidade de u, e, para con-

seguir isto, foi suficiente informagao sobre a integrabilidade de u; no tempo.
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Para provar que u;(0) = u;, basta informacao sobre integrabilidade de uy. A
idéia é reescrever a equagdo (2.22) de uma forma equivalente e mais adequada.
Sendo u; funcdo de L2(—T,T; L3(f2)), ela define a seguinte distribui¢do ve-

T
torial: u; : C°(=T,T) — L%(Q), tal que (us, @) = [ ue(t)'(t)dt.
=T

Derivando:
(utt7 W) - - (uta 951> .

Entdo, (us, ) assume valores em L2(Q). Mas L2(Q) = (L*(Q))' ¢ H™Y(9),
sendo a identificagdo entre L?(f2) e seu dual feita via produto interno de
L2(£2). Logo:

{(ut, w),v)nﬂ(m,ng)(n) Z/(Utmﬁ) vdz.
Q

Da defini¢ao de derivada no sentido das distribui¢des vetoriais:

((ue, ¢>’U)H“(Q),H§,(Q) = —/(ut, ¢Yvdx = —/ (/Tut(t)ga'(t)dt) vdz.

Q =T
Por Fubini:
T
(s £ s Vs gy = — [ (elt), 0) @' ()
=T

Aplicando agora a segunda integral a definicio de derivada no sentido de
D'(-T,T):

((uth (P) ’ U)H-‘(Q),H&(Q) = <%(ut(t), 'U)a (P>

D'(=T,T),D(-T,T)

Sendo t — 4 (us(t), v) elemento de L? (~T,T) , a tltima igualdade equivale
a:

(et ©) , V) -1y, 30 '—'/%(Ut(t),v)‘ﬁ(t)dt- (2.26)
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Como f € L% (IR;L%*()), os mesmos argumentos usados para mostrar

(2.26) permitem escrever que:

T

(o) V- m@ = /(f(t),v)SO(t)dt- (2:27)

=T

Seja 8 € D(Q)) arbitrario. Entdo:

_/:(Vu(t),Vﬁyp(t)dt = ] [Xn: (3;13(::5), a%f:)] ()t

Usando a defini¢gao de derivada no sentido de D’ (2), é possivel reescrever o
segundo membro da igualdade acima de forma equivalente:

/T (Va(t), VO)g(t)dt = — /T [Z <3:;E2t),0>n,m)nmj p(t)dt,

ou seja:
T T
[(vu(t), vé)p(tydt = - / (Bu(t),0),, . p(t)dt. (2.28)

No Teorema 18 do Capitulo 1 vimos:

u € L®(-T,T; H;(Q)) = Au € L*(-T,T; H(Q)).
Sendo Au(t) elemento de H~* () e H™* () C D' (Q), resulta de (2.28) que:

/ (Vu(t), VO)p(t)dt = — / (Au(t), 0) o(t)dt.

H=1(q),H)(®)
Isto implica que

/ (Vu(t), V8)p(t)dt = — / (Au(t)g(t), 6) dt.

H™1(a),H} ()
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e entao:

/T (Vu(t), VO)p(t)dt = < /T Au(t)<p(t),0> V9 € D ().

H=1(0),H] (M)

Sendo D (£2) denso em H}(Q):

T
[ (Vu(t), Vo)p(t)dt = < I Au(t)w(t),v> Vo€ D(-T,T),Yv €
- T H=1(a),H (%)
H;(82).
(2.29)
As igualdades (2.26), (2.27) e (2.29) implicam que a formulagdo varia-
cional (2.22) é equivalente a:

((Au, @) ,v) - 1(Q),HI(Q) T ((Utt,¢>av)n—1(n),ng(n) = {{/, 80),’0);1—1(9),#3(:1),
Vv € H}(Q)

Em outras palavras:
Au—uy = f,
no sentido das distribuigdes vetoriais com valores em H~!(Q2). Sendo Au e f
elementos do espago vetorial L2(—T,T; H~! (1)) resulta que:
uy € I* (=T, T; H (Q)) .
Finalmente, a igualdade (2.22) equivale a:

Au — uy = f, (2.30)

igualdade em L2(—T, T; H~' (Q)). Do fato de uy; ser elemento de L? (—T,T; H~! (Q))
resulta que u; € C°(-T,T; H'(Q)), fazendo sentido calcularmos u; no

ponto ¢ = 0. Multiplicando a equagio aproximada (2.3) por ¢ € C'([0,T]) e
integrando no intervalo [0, 77 :

O/di ™ (t), v)p(t) dt+/ Vu™(t), Vo) () t=—0/(f(t),v)so(t)dt,VveVm.

395



Integrando por partes a primeira integral e tomando ¢ tal que ¢(0) =1 e
¢ (T) =0:
T T
+/ u™(t),v)¢' (t)dt— / (Vu™(t), Vu)g (1) / V)¢ (t) dt, Vv € V.
0 0
Considere somente indices v > m. Entao:
T T
+/ut ¢ ()t~ [(Vu(1), v dt = [(f(t), )¢ () dt, Y0 € Vin
0

0

De (2.3) e das convergéncias (2.20) e (2.21) resulta que fazendo v — +oc:

(w1, 0)+ [ (uelt), V) (O)dt— [ (Tu(t), Vo)e () dt = [(F(2), )¢ () dt, Yo € Vin.

Por densidade:

T T T
(u1, v)+ / (u(t), v)¢' (t)di— / (Vu(t), v / £) dt,Yv € Hl (Q).
0 0 0
(2.31)
Por outro lado, Au — uy = f em L?(—T,T; H™! (Q)); entdo:

T
(Au(t), U)H—1(Q),H(’)(Q) p(t)dt — of (ua(t), U>H'1(Q)H(‘)(Q) p(t)dt =

(f(®), U)H—1(Q),n3(n) p(t)dt, Yo € C* ([0, T7).

Ot Jotm g

Usando o Teorema 20 do Capitulo 1:

[ (00, 91+ ey ey O = [ 2 al0),0) wle)et = [ (70),0) g0t

0

Fazendo integracdo por partes:
T

o)+ [ (lt), v) @(E)dt+ [ (Au(),0)g oy ey Bt = [ (F(2),0) p(t)dt.

0
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Por densidade, podemos estender (2.29) para fungdes ¢ de C* ([0, T}), entéo:

T

)+ / ws(t), v) @(t)dt — / (Vau(t), /T o(t)dt.

0
As igualdades (2.31) e (2.32) implicam que:

u(0) = us. (2.32)

5¢ Etapa: Unicidade:
Sejam u e u* solugdes do Teorema 1, definidas em [—T,7T]. Entdo w =
u — u* é uma solugao de:

L (w(t), v) + (Vw(t), Vv) = 0,Vv € H} ();
w(0) = 0; (2.33)

Seja s € [0,T) fixo. Multiplicando a equagdo (2.33) por 6 € D(0, s) e inte-
grando no intervalo [0, ]

] Edi (wel(2), v) B(8)dt + / (Vw(t), Vo)(t)dt = 0.
0 0
Integracgao por partes da primeira integral nos da:
—/ wi(t), v0'(t dt+/ (Vw(t), VO(t)v)dt = 0,¥8 € D(0, s) e Vo € HL ().
Usando resultados de densidade, pode-se mostrar que:
- fs (we(t), 2(t)) dt + /S(Vw(t), Vz(t))dt =0, (2.34)
0 0

para todo z tal que z € C°0,s; H (Q)) e z € C°0, s; L2 (Q2)). Tomemos
uma funcido z especial, da seguinte forma:

- / w(€)de, t € [0, sl.
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Observemos que:
s t s
constante = /w(f)d{ = /w({)d{—l— /w({)df.
0 0 t

Derivando em relagdo a ¢t e usando o fato de que w (0) = 0:

0=w(t) — z(t) = 2z(t) = w(t).

Usando esta fung¢do z na equagdo (2.34) obtemos:

- / (we(t), w(t)) dt + / (Vz(t), Vz(t))dt = 0.

Isto implica que:

1

d d
Ez' @) dt + 2/d—uw ) dt = 0.

l\D|t—-'
St~

Entéao:
= lw(S)I* + [lw(0)|1* + [|Vz(s)[|* — |V2(0)||* = 0.

Como w(0) =0 e z(s) =0, resulta que:
lw(s)|* + [V2(0)|}* = 0.

Logo w(s) = 0. Desde que s pode ser escolhido arbitrario:
w(s) =0,Ys € [0,7).

A fim de obtermos esta mesma conclusido para valores de s negativos,
integramos a equagao (2.33) em [s, 0], sendo agora s um ponto arbitririo de
[-T,0]. Célculos andlogos mostram:

w(s) =0,Vs € [-T,0].

Segue que:
u(s) = u*(s),Vs € [-T,T].

38



62 Etapa: Estimativa a posteriori:
De (2.13) e do Teorema 21 do Capitulo 1 segue que:

[l
I+ 199 < (Il + [0l + 1P ds) 1+ ) e, ap.
em IR.

Ultima Etapa: Obtencao da Solugao Global:

Denotemos por u” a solugao definida no intervalo [T, T] e definamos a
seguinte funcdo: u(t) = u” (t) , para qualquer nimero T tal que T > |¢|.
Mostremos que a fungdo u estd bem definida, isto é, que o valor de u no
ponto t independe da escolha de T. Tomemos T; e Ty tais que Tp > T > |t
e observemos que u? |ll-7, ] é uma solugéo em [—T1,T1). Mas, j4 provamos
que u”' ¢é a lnica solucdo neste intervalo. Segue que u™ |7y = u™ e,
portanto, u (t) é independente da escolha de T > |t].

A prova de que u assim definida é uma solucdo da equagdo de onda linear
nao é dificil de ser feita, por isto, é omitida. Também é com certa facilidade
que se prova que ¥ tem as demais propriedades enunciadas.

A unicidade de solucdo decorre da unicidade das u”"s.

|
Teorema 2 Sob as mesmas hipdteses do Teorema 1, a fungdo u € tal que:
e ue C°(R; H} (Q));
o u € C°(R; L?(Q));
o uy € L (R;H'(Q)).

Demonstracgao:
Sabemos da teoria das EDO’s que a solugdo do sistema linear (2.9) é:

gk(t) = (U;o, ex) cos Akt + Ll sen /Nt — <y 3id {t seny/Aes (f(s), ex) ds+
+&’\‘7@0fcos Vs (f(8),ex) ds.
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Seja T > 0 arbitrario.

1¢ Etapa: Convergéncia de {u™} em C°(-T,T; H} ().

{u™} é Cauchy no espaco de Banach C°(—T,T; H} (2)) . De fato. Sejam
m,n indices arbitrdrios (suponhamos m > n). Sendo {ex} ortogonal em
H} () vale o Teorema de Pitdgoras. Logo:

ng

k=n+1

2

Z |9k (£)]* M.

H(1) ) k=n+1

lu™(2) = u™ ()l =

Usando a desigualdade (a + b)% < 2(a? + b?%), vélida para nimeros positivos:
m Uy ,€ 2
flum(t) — u“(t)||§,5(ﬂ) < 2k=§+1 [(uo, ex) cos v/ At + ﬁsen\/)\kt] Ak.+
2
m t t
sen t cos t
2k=2n:+1 [-ﬁ,@ofcos Vs (f(8),ex) ds — —7’@ bf seny/ s (f(3), ex) ds} k.

Usando a mesma desigualdade e o fato de que cos? v/Agt, sen?v/ Akt < 1,
obtemos:

m m
[ (®) - Ol <45 (w0 el de+4 5 (e +
=N

k=n41
2
+4 5 |feosy/Ris (f(s),ex)ds| +4 5 ftsenms(ﬂs),ek)ds.

k=n+1|0
(2.35)
Analisemos agora o comportamento de cada um destes somatérios quando
m,n — +ocC.
Por Parseval:

2

00
lull® = 3 I(us, )
k=1

e a segunda soma de (2.35) pode ser feita arbitrariamente pequena para m,n
suficientemente grandes.
Sabemos que:

2

= (VU(), Vek)
kz::l (Vex, Ver) "

H; (9)

2 —
||“0||ng(n) =
”8(3)

40



Como {7e§_;} ortonormal em H; (1), vale a Identidade de Parseval:
2 = 2
Nuoll7 @y = 1c2—:1 | (o, €x)|” Ak

Isto prova que o primeiro somatdério tende a zero quando m,n — +oc.
Analisemos agora o terceiro somatdrio.

2 I¢
/cos\/— )sex)ds| < (/ COS\/—/\_kS(f 8), ek
0

2

f#|
/(cos ) ds/ ds n+l1 < k<m.
0 0

2
ds) n+1<k<m.

Por Cauchy-Schwarz:

/tcos\/:\;s (f(s),ex)ds

Logo:

t

/cos\/X;s(f( ds

0

dsn+1<k<m

e entao:

/ sen\/_s (f(s),ex)ds

Sendo f(s) elemento de L%(Q) :

<T/

kﬁ} ds (2.36)

k=n+1|p k—-n+1

0
Z )s €x) €k;

de (2.36) segue que o terceiro somatério de (2.35) também tende a zero
quando m,n — +oc.
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Empregando a mesma argumentagdo & somatdria restante, concluimos
que {u™} é seqiiéncia de Cauchy em C®(—T,T;H}(2)) e portanto existe
u € CY (=T, T; H} () tal que:

u™ = uem C° (—T,T; Hy (). (2.37)

2¢ Etapa: Convergéncia de {u*} em C° (-T,T;L*(Q)).
Lembremos que

= d
z;;i' eb

dtgk(t) —v/ Xk (o, €x) Sen\/_t+(u1,ek)cos\/—t+
sen\/_tfsen\/_s( f(s), ek)ds+cos\/_tfcosx/_s( f(s),ex) ds.

Sendo {ex} ortonormal em L? (Q), vale o Teorema de Pitdgoras:

n — d ’
la™(t) = 0Ol = D | F9 ()
k=n+1

Procedimento andlogo ao da primeira etapa mostra que {uf"} é seqiiéncia
de Cauchy no espago de Banach C°(—T,T; L?(f2)), e portanto:

u* = em C° (=T, T; L2 (). (2.38)

3¢ Etapa: Verificacdo da equagao:

A convergéncia (2.37) implica que u™ — u forte em L? (-T,T; H; (),
que por sua vez implica que u™ — u fraco em L? (—T,T; H; ().

A convergéncia (2.38) implica que u® — u; forte em L2 (—T,T; L% (Q)).
Logo ul® — u; fraco em L? (-T,T; L? (Q)).

Isto permite a execugdo dos mesmos célculos do Teorema 1 e a conclusao
de que u satisfaz a equagio.
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4¢ Etapa: Verificacao das condigoes iniciais:

Em particular, de (2.37) resulta que u™(0) — u(0) forte em H} (Q). Por
outro lado ug® — u,.

Sendo u™(0) = uf*, da unicidade do limite resulta que:

u(0) = u.

Argumentagdo andloga permite a prova de que u:(0) = u;,
As demais etapas sao idénticas as da primeira versao.

Comparando os enunciados dos teoremas acima, observamos que o 2 tem
resultados melhores do que o 1, fato que poderia justificar a exclusao do
Teorema 1. A motivagdo para sua inclusdo é que ele exibe um método de
demonstrar a convergéncia que pode ser adaptado para situagdes mais gerais,
como problemas lineares em dominio ilimitado e problemas nao-lineares.

O emprego do método de convergéncia do Teorema 2 fica restrito as
situagoes nas quais é possivel obter a solugao explicita do sistema de EDO’s
(2.9). O caso mais importante no qual isto ocorre é quando o sistema de
EDOQ?’s é linear e, portanto, provém de uma EDP linear.

Outra restrigao ao emprego deste método de convergéncia é a existéncia
de uma base ortogonal nos espagos adequados. Observemos que a ortogo-
nalidade foi fortemente usada na demonstraciao da convergéncia no teorema
2.

Para dar um exemplo da utilidade das estimativas a priori, passemos
agora ao estudo da equacgao de onda linear em dominio espacial ilimitado.
Neste caso ndo podemos garantir a existéncia da base ortogonal a que nos
referimos no paragrafo anterior, logo, ndo é possivel adaptarmos a demons-
tragdo do Teorema 2. Porém, as estimativas a priori permitem que demons-
tremos existéncia de solugao para este caso também.

Teorema 3 (Dominio ilimitado): Seja @ C IR™ um conjunto aberto.
Seja ainda f € L (IR; L2(Q)), uo € HY(Q) e ui € L?(Y) arbitrdrias. Entdo
existe unica fungdo u tal que:

e u € LS (R; H(Q)) N CO(IR; LA(Q));

loc

o w € L, (IR; L*()) N C°(IR; H(Q));
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® Uy € Lloc(R; H_I(Q));

o L(uy(t),v) + (Vu(t), Vv) = —(f(t),v), Vv € H5(Q); igualdade no sen-

tido de L}, (R);
e u(0) = up;
[ ] ut(O) = U1.

Vale a sequinte estimativa:

It
e @I HIVu@IE < [l + Vol + [11f ()7 ds | (1+ [t b, g.tp. em R.
0

Demonstragao:

Ao retirarmos a hipétese de limitacao feita sobre €2, devemos tomar alguns
cuidados.

A Desigualdade de Poincaré nao é vilida, de modo que nao temos inclusao
continua de Hj () em L?(Q) e, portanto, ndo estamos sob as hipdteses
da teoria espectral do Capitulo 1. Assim sendo, nao é possivel garantir a
existéncia de uma base de Hj () e de L? (Q2) formada pelos autovetores de
A. Isto impede que a demontragio dos teoremas 1 e 2 seja valida. Felizmente
podemos adaptar a prova do Teorema 1 para este caso.

Estamos considerando Hj () equipado com a norma de H! ().

Seja {ex} base ortonormal de H; (). Entdo:

M8

Ug = ((uO)ek)) €k,

E
il

1

no qual ((-,-)) denota o produto interno de g1(gq).
Seja:

i’j: Uo,ek) (239)

Na obtencdo das estimativas a priori, no Teorema 1, foi utilizada a De-
sigualdade de Bessel para limitar as seqiiéncias de aproximagoes dos dados
iniciais (ver (2.12) e (2.13)). Mas, lembremos que tal desigualdade é valida
se trabalharmos com base ortogonal. Como a base com a qual trabalhamos
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agora nao é ortogonal em L2 ({2), precisamos mostrar que as aproximagoes
para u, sdo limitadas.

Sendo H{ () denso em L? (), existe uma seqiiéncia {uf*}, com u* €
Vi, tal que u — u; forte em L2 (). Da continuidade da norma: ||u*|| —
||u1]], e entdo existe M; > 0 tal que:

luf*l] < M;,Vm € IN. (2.40)

Como ul* € V,,,
m
m
ul' = 3 oyex.
k=1

no qual os af¥s sdo os coeficientes de uf* na base {ex}.

1¢ Etapa: Problema Aproximado:
O problema aproximado é o mesmo dos casos anteriores, mas o sistema
de EDO’s é:

dtz L g™ (t) (e, €x) +]§ g7 (t) (Ve;, Ver), 1 < k< m;
( ) = ((Uo, ek));

dtgk ( )—ak;

no qual gi* (t) = ((u™ (t) ,ex)) -
Este sistema tem solucdo tnica definida em toda a reta

Observemos que u™ (t) = zmj g7 (t)ej e u™ (t) = Z gm+1( ) e;. Nada
7=1

garante que os primeiros m coeficientes de u™*! sejam 1gua1s aos coeficientes
de u™ (quando trabalhamos com a base de autovetores de A, isto acontece).

2¢ Etapa: Estimativas a priori:
Procedendo exatamente como na obten¢do de estimativas do Teorema 1
temos:

I¢|
o OIF + 19 < (I + 1o+ {1176 ds) 1+ e e,
Vte R.
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Como ||Vug'|| < l|ugll s a) »

m 2 m 2 m(|2 m||2 H 2 1t|
[ O + [IVu™ON < { 1" + [lug'llr @ + [ ()1 ds | (1 +]t]) €,
Vt e R.

Da Desigualdade de Bessel e de (2.40):

12|
I O + 19001 < (M4 + ol + [ as) 1+ e ek
vVt € R.

Seja T' > 0 arbitrario. Logo:

T
I OIF + VO < (3 + ol + IS as) 0+ Ty em v e
[-T,T].

(2.41)
Como
u™(t) = u™(0) + j u™(s)ds,
resulta que:
lu™ @) < lu™(0)]] +/tIIUZ"(8)||dS- (2.42)

0

De (2.41) obtemos que:

{u*} limitada em L™ (-T,T; L% (f)).

De (2.41) e (2.42) resulta que:

{u™} limitada em L*® (-T,T; H; (2)).

As demais etapas sdao semelhantes as respectivas etapas do Teorema 1 e,
por isto, serdo omitidas. A principal dificuldade (que é mais bragal do que
intelectual) na adaptagdo consiste no fato de que o produto interno de Hg ()
considerado naquele teorema ser diferente do produto interno de H' (£2).
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Vejamos agora que tipo de mudanga ocorre na regularidade da solugao
quando supomos dados iniciais mais regulares.

Teorema 4 (Dados iniciais mais regulares) Seja Q C IR" um aberto,
limitado e bem regular. Dados f € L2 (IR; HY(Q)),uo € H*(Q) N H;() e
u; € H}(Q) existe vnica fungdo u tal que:

e u € C'(IR; H3(Q) N H}());
e u; € CO(R; HY(Q));
® Uy € CO(R’ L2(Q))?

1

o L(uy(t),v) + (Vu(t), Vo) = (f(t),v),Vv € Hj(Q); a igualdade se dd no

sentido de L} .(IR);

o u(0) = ug;
o u:(0) = uy.

Demonstracgao

As hipéteses sobre 2 garantem que V = H%(Q) N H} () equipado com o
produto interno dado por (Au, Av) é um espaco de Hilbert e que a seqiiéncia
{ex} dos autovetores de A é uma base ortogonal de V. Podemos fazer a
demonstragao usando argumentos analogos aos do Teorema 1, ou podemos
escolher um caminho andlogo ao do Teorema 2. Adotando o segundo caminho
obtemos uma solugao que satisfaz o enunciado deste teorema. Se adotarmos
o primeiro obtemos uma solugao menos regular, como aconteceu no Teorema
1.

Se acrescentarmos as hip6teses dos teoremas 1, 2 e 4 a de que 2 C R"
seja um conjunto com fronteira bem regular, entao do Capitulo 1 sabemos
que H} () é o nicleo do operador trago, de modo que u = 0 em 8% (sendo
mais rigoroso, q.t.p. em IR temos que 7y (u (t)) = 0).

Sob esta hipétese adicional, provamos que existe tGnica fungao u tal que:
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Au—uy = f;

u =0 em 9f);
u (0) = ug;
Ut (0) = Ui.

sendo que nos teoremas 1 e 2 a equagdo se verifica no sentido de L, (R; H~! (2)),
enquanto que no Teorema 4, com dados iniciais mais regulares, a igualdade
se d4 entre fungdes de L}, (IR; L* ().

As equagoes do tipo onda tem a propriedade de manter a regularidade dos
dados iniciais, fato que nao acontece, por exemplo, em equagoes do tipo calor,
nas quais se ganha regularidade. Este fato pode ser comprovado observando
os enunciados dos teoremas deste capitulo. Nos trés primeiros, a posigao
inicial estd em Hj (£2) e a solucdo, q.t.p. no tempo, é uma fungio de Hy (Q).

No dltimo teorema, a posicao inicial ugé um elemento de Hy (Q) N H2 () e
a solucao assume valores neste espaco.

Mesmo para problemas do tipo onda nao-lineares este fato ocorre, como
podemos comprovar, observando o enunciado do Teorema 2 do préximo
capitulo ou os teoremas 2 e 3 do Capitulo 4.

Mostremos agora a continuidade da solu¢ao em relacao aos dados iniciais.
Seja W = {v;v € L, (IR; H} () e vy € L, (IR; L? (2)) }no qual consider-
amos a norma

vl = ”U||L?:C(R;H(‘)(Q)) + lvell 1.0

loc

(R;12())

Wé Banach. Consideremos a familia de equacdes & um parametro €
7 (e (8),0) + (Ve (), Vo) = = (f (), v), Vv € H} (Q);
ue (0) = uge;

Uet (0) = Ules

sendo ug. € Hj (), u1e € L2(2). O simbolo us.denota a derivada de u.no
sentido das distribuigoes vetoriais. Como o problema é linear, w, = u — u.é
a solugao de

L (g, (),) + (Ve (£), Vo) = 0,Yv € HE ()
We (O) = Upg — Upe,
Wet (0) = U — U1e-
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Da estimativa a posteriori

lwee @ HIVwe @)1 < (luz = wiell* + |V (w0 — uee)||?) (1+ T) ", V¢ € [T, T],

sendo T > 0 arbitrdrio. Podemos entédo, fazer u. suficientemente préximo de
u (no sentido de W), bastando para isto tomarmos ug. e ui. suficientemente
proximos de ug e u;, respectivamente.

Isto significa que pequenas modificagoes nos dados iniciais, nao acarretam
grandes mudancas na solu¢do da equagao de onda linear.

Vejamos agora o lema utilizado na demonstragao do Teorema 1.

Lema 1 Se {u™} limitada em L™ (=T, T;H} () entdo existe uma sub-
seqiiéncia {u™} e uma fungdo u € L* (=T, T; H} (Q)) tal que:

u™ — u fraco* em L*® (—T,T; H; (Q)) e
T (Vum (8), Vo (£)) dt — fr(w (t), V() dt,Yw € L (=T, T; H} ().

Demonstracgao:

Sendo {u™} limitada em L™ (—T,T; H; (2)), do Teorema 22 do Capitulo
1 segue que existe uma subseqiiéncia, que continuamos denotando por {u™}
tal que:

u™ — u fraco® em L™ (—T, T; H; (Q)) .

Mas {u™} limitada em L% (-T,T;H} (?)) implica que, para cada i =
1,2,...,n, a seqiiéncia {%“T':} é limitada em L*®(-T,T;L?(Q)). Sendo as-
sim, existe uma subseqiiéncia {ag;: "} convergente fraco* neste espago. Em
particular, para cada w € L' (=T, T; H; (Q2)) :

_/: (6u(;"x’°1(t), 3;2(5)) dt — ] (vl, ag—m(lt)) dt,

=T

para alguma funcdo v, de L'(—T,T;L?*(})). Esta convergéncia e a con-
vergéncia fraca* obtida anteriormente implicam em convergéncia no sentido
de D' (Q x (=T,T)). Como a operagdo de derivagdo é continua no espaco
das distribuicdes, segue que v; = %u (t) e entdo, Vw € L' (-T,T; H} (R2)):
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—Z (Bu;";(t)’ Bgzx(lt)) dt — /T <3g x(f)’ %w_x_(ltl> "

=T

Por procedimento analogo, da subseqiiéncia {agT";’”} extraimos uma sub-
seqiiéncia (ainda denotada por {Qﬂ}) tal que, Vw € L* (=T, T; H} (Q)):

Oz

/T(Bu’"k (t) dw (t)) dt__)/T(au(t) M) 0

0ry = Oz Ozy ’ Oy

E assim, sucessivamente, podemos provar que existe uma subseqiiéncia
{u™} tal que:

/ (Va™ (1), Voo (1)) dt — / (Vu(t), Vo (1)) dt,Yw € L' (=T, T; H} (@) -
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Capitulo 3

O Problema com
Nao-linearidade Lipschitziana

Este capitulo trata da resolugdo da equagdo nao-linear:

Au —uy = F (z,u);

u =0 em 0);
U(O) = Ug;
u (0) = uy;

na qual F' é uma funcao lipschitziana na segunda varidvel. Chamaremos esta
equagao de Problema Lipschitz.

O estudo do Problema Lipschitz se justifica pois introduz um método de
resolucdo de EDP’s ndo-lineares que consiste em olhar para equacgdo como
um problema de ponto fixo. No caso aqui apresentado, a natureza da nao-
linearidade permite que utilizemos o Teorema de Contragdo de Banach para
garantir existéncia e unicidade do ponto fixo.

O teorema abaixo permite que aproximemos uma fungio continua F(z, u),
F com o mesmo sinal de u, por fungoes lipschitzianas, enquanto que o Teo-
rema 2 resolve o Problema, Lipschitz. Estes dois teoremas sao a base da reso-
lugdo de outro problema nao-linear, que é apresentado no préximo capitulo.

Teorema 1 Seja Q) C IR™ aberto limitado e F : Ax IR = IR continua tal que
uF (z,u) > 0,Vz € Q,Vu € R. Entdo eziste uma seqiiéncia {Fy} de fungdes
continuas definidas em ) x IR, assumindo valores em IR tais que:

e Fy, — F pontualmente em Q x RR;
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e Fy — F uniformemente nos compactos de Q x IR;

e Fy € localmente lipschitziana, isto é, para cada k existe uma fungdo
¢k € L™ () que satisfaz:
|Fx (z,u) — Fy (z,v)] < ¢k (x) |u—v|,Vz € Q,Vu,v € R;

o uFy(z,u) > 0,Vz € O,Vu € R,Vk € IN.

Demonstracgao:
u

Como G (z,u) = [ F(x,s)ds, da definigdo de derivada e do Teorema
0

Fundamental do Célculo segue que:

G(m,u+—f—) - G(z,u)

F(z,u) = 5 (:z:,u):kli)ﬂ_noo : ,Vz € Q,Vu € R,
1, se u > 0;
no qual S = sinal(u) e sinal (u) = ¢ 0, se u = 0;
—1,se u < 0.

zutd)- u 1
G(,‘u-{- k’) G(z, ), U # O, e Fk (x’ 0) — 0’ garantl_

mos que Fy — F pontualmente e uFy (z,u) > 0, no entanto nada garante
que Fj seja continua em u = 0 e, sendo Fy descontinua perdemos qual-
quer esperanca de que seja lipschitziana. Para dar um exemplo no qual
Fy é realmente descontinua na origem, tomemos F (u) = u. Neste caso,
Fy(z,u) =u+ %, que é descontinua em u = 0. Com o objetivo de contornar
este problema, definamos:

Se tomarmos Fi (z,u) =

Sk (G (z,u+£) - G (z,u)], se < |u| < k;
Fi (z,u) = kz[G(x,%)—G(ac,%)]u, se 0 < |ul < 3;
Fy (z, Sk), se |u] > k.

Nao é dificil verificar que Fj é continua e uFj (z, u) > 0. Passemos agora
a demonstracao de que Fj é lipschitziana. Pelo Teorema 16 do Capitulo 1
basta que verifiquemos que F} é lipschitziana em cada intervalo [0, -,1;] , [-,1;, k],

[k, +oc), [~4,0], [~k —1] e (—o0, —k].
Se % < u < v < k, pelo Teorema do Valor Médio existe £ € (u,v) tal que:

Fy (z,u) — Fy (z,v)
uU—7v

OF
3

(x,es)..
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Da definicdo de Fy

Fy (z,u) — Fx (z,v)
u—v

=k \F(x,u %) - F(x,.f)l-

Logo

Fk(x,u)—Fk(m,v) < max
— t,s€l—k—1,k+1]

k|F(z,t) — F(z,5)|;u,0 € [% {.
(3.1)

O mesmo tipo de argumentagdo mostra que a desigualdade acima é valida
para u,v € [—k, —%] .

Como Fj é linear nos intervalos [——%,OA, ‘[0, %], (—oc, —k] e [k, +oc),
¢ uma fungao lipschitziana cuja constante de Lipschitz, em cada intervalo,
pode ser tomada como o valor absoluto da inclinac¢ao da reta. Neste caso:

2 1 1
G(CL‘,E) —G(:v,-];)], se u,v € [O’E]'

Fk(IE,U)—Fk(x,U)
u—v

u-—v

Fk(III,U)—Fk(.’E,’U)
u-—uv

= k2

Usando a definigdo de G :

<k max_|F (z,s)|.

12
se[f.

Sendo F (z,0) =0, |F (z,s)| = |F (z, s) — F (z,0)| e entdo:

Fk(éL',U)—Fk(iL‘,’U)
u—v

1
<k max_|F(z,s) — F(z,0)],Yu,v € [0, —]. (3.2)

t,s€[1,2 k

Célculos andlogos mostram que:

Fk (.’IJ, u) — Fk (IE, ’U)

u—v

1
<k max |F(z,s)—F(z,1t)|,Vu,v€ [——,0] .
t,s€[-2,-%] k

(3.3)
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Como fora do intervalo [—k, k] a fun¢do Fj é lipschitziana com constante
de Lipschitz igual a 0, de (3.1), (3.2) e (3.3) segue que:

Fk(iE,U)—Fk(E,U)

<k max |F(z,t)— F(z,s)|,u,v€ R. (3.4)

u-—v T ts€l-k-1,k+1]
e podemos tomar: ¢, (z) =k max |F(z,t) — F (z,s)|.Sendo F continua
t,s€[—k—1,k+1]

em (2, segue que cx é limitada.

Da definigdo de Fi pode-se verificar que F;, — F pontualmente. Provemos
agora que esta convergéncia é uniforme sobre os compactos. Seja 2; um
subconjunto compacto de { x IR. Entdo ele est4 contido em algum compacto
da forma Qy x [T, T}, sendo 2, um compacto de £2. Tomemos indices tais

k>T. Paraue€ [%,k] ouu€ [—k,—%] :

|Fi (z,u) — F (z,u)| = ‘Sk [G (:r,u—{- -z-) -G (z, u)] — F (z, u)‘

Da defini¢do de G :

u+%

|Fi (z,u) — F (z,u)| = Sk / F(z,v)dv— F (z,u)|.

u

Reescrevendo F' (z,u) de uma forma mais adequada:

ut g ut g

|Fk (z,u) — F (z,u)| = |Sk / F(z,v)dv— Sk / F(z,u)dv|.

Dalf:

Segue que:
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u+-‘,§-

|Fe (@,u) = F(@,0)| < Sk [ |F (a,v) - F (s, )| dv.

Entao:

u+7cs-

|Fy (2, u) — F (z,u)| < Sk / max|F (z,v) - F (3, )] do. (3.5)

Sendo F' continua no compacto €, x [-T,T], é uniformemente continua.
Logo, Ve > 0 existe §; > 0 (independente de z ¢ u) tal que:

1(¥,v) = (@, W)l gnts < b1 = |F (2,8) — F(z,u)| <e.

Em particular, para y = x obtemos:

lv—u| < 6 = |F(z,s)— F(z,u)| <e.

Como esta implicagdo é valida para todo z € Q5 :
|lv —u| < & = max|F (z,s) — F (z,u)| < e. (3.6)
€N
Tomando k; € IN tal que k; > max {T, 311-} , de (3.6) resulta que:

u+-f— u+-f-
k >k = Sk /rré%x|F(z,v)—F(m,u)|dv§Sk /aza.
u u

Usando (3.5):

1 1
k> ki = |Fi (z,0) — F (z,u)| <&,z € O, Vu € [—k, E] U [—, k] @37
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Observemos que k; depende somente de T e 41, que por sua vez é indepen-
dente de z e u. Analisemos agora u € [—%, %] . Neste caso, |Fx (u, 8) — F (z,u)| =

|SkG (:r, -f—) — F (z, u)| e, procedendo como no caso anterior obtemos:

|Fy (z,u) — F (z,u)| < Sk | max|F (z,v) — F (z,u)| dv (3.8)

r€ly

ok“sﬂm

A continuidade uniforme de F' no compacto 2 x [-T,T] garante a ex-
isténcia de d; > 0 tal que:

|s — u| < 62 = max |F (z,v) — F (z,u)| < e.
€Q

Tomando k, > % :

s
&

k> ky = Sk né%xlF(x,v)—F(:v,uﬂdvgs.
TEiin
0

Usando agora a desigualdade (3.8):

11
k>k = gé%gle (z,u) — F (z,u)| < &,Vu € [_E’ E] . (3.9)

Basta agora tomar kg = max {k, ko } € observar (3.7) e (3.9) para afirmar
que:

k> ko= Hé%ﬂFk (z,u) — F (z,u)| <e,Vue [-T,T].

Passemos agora a resolugao do Problema Lipschitz.

Teorema 2 Seja Q C IR" aberto, limitado e bem regular. Seja F (x,u)
uma funcdo escalar, definida em Q x IR, mensurdvel em x e satisfazendo a
segquinte condi¢io de Lipschitz: erxiste ¢ > 0 tal que |F (z,u) — F (z,v)| <
clu—v|,Vz € Q,Vu,v € R. Suponha ainda que F(z,0) = 0,Vr € Q. Se
ug € H} () ey € L?(Q), entio eziste inica solugdo u para o problema:
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Au — uy = F(z,u);

u =0 em 0Q;
2(0) = up: (3.10)
Uy (O) = U;.

A equagio é satisfeita no sentido de L}, (R, H™*(Q)); u € C°(R; H} (Q))
eu; € CO(R; L% (). Se G (z,v) = [ F (x, s) ds, vale a sequinte igualdade
0

de energia:

[3|Vu (@ 01 + 3 [us (&, O + Gz, u (2, 1))de = I 5 Vo (@) + 3 [un (2)]" +
G(z,up (z))dz,Vt € R.

Demonstracgao:

A solugdo para a equagdo (3.10) pode ser encontrada olhando-a como
um problema de ponto fixo e usando o Teorema de Contra¢io de Banach
(Teorema 17 do Capitulo 1). Seja K a constante enunciada na Desigualdade
de Poincaré, isto é:

£l < KNVILYS € Hy ().

Definamos:
B(t)=7(1+7)e"EK?,

e tomemos 7 > 0 fixo tal que 0 < #(7) < 1. Em breve as escolhas de § e de
T serdo justificadas.

Consideremos o operador S : C° (-1, 1; H (Q)) — C® (-7, 7; H} (Q)) que
associa cada v deste espaco a solugao do problema, linear:

Ag — oy = F(z,v);
@ =0 em 09;

©(0) = uo;

o (0) = U;.

(3.11)

As hipéteses feitas sobre F e o fato de v € C°(—7,; Hj (Q)) implicam
que F(v) € L® (—1,7; L?(Q)), conforme demonstramos no Teorema 19 do
Capitulo 1. Além disso, ug € H} (Q) e u; € L?(Q). Vimos no Teorema 2 do
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Capitulo 2 que sob estas condiges, o problema (3.11) tem solugdo tnica e
que, de fato, esta solugdo é um elemento de C° (-7, ; H} (©)) (poderiamos
usar o Teorema 1 do Capitulo 1, obtendo neste caso que S atua em L*® (—7, 1; Hj (2))).
Provamos que S estd bem definido em C° (-7, 7; H} (Q)) e que assume val-
ores neste espacgo.
Mostremos agora que S é uma contragdao. Dados vy, v € C° (=1, 7; Hg ()
arbitrarios, sejam u; = Sv; e up = Svy. Como (3.11) é linear, resulta que
w = u; — ug € a Unica solugao de:

Aw — wy = F(z,v1) — F(z,vs);
w =0 em 0
w(0) =0

No Teorema 1 do Capftulo 2 obtivemos a seguinte estimativa:

IVw@I? < (@ +7)e” [ I () = Flez ()] ds.

Como F é lipschitziana:

IVw@I < (1 +7)e” [ & lles(s) - vals))? ds, s € [, 7).
0

Da Desigualdade de Poincaré:
IVw(@)|* < (1 +7)e"¢’K? / IV (v1(5) = va(9))||* ds.
0
Logo:
IVw(®)||> < (1 + 7) " K? ] [lvg — “2”200(—m;nam)) ds,Vt € [T, 7]
0

Entao:
1501 = Svalcn (—rirmy) < B () llvr = allgo(r rimyian)
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e S é uma contragdo pois 0 < 3(7) < 1 (aqui ficam justificadas as escolhas
de g e 7). Pelo Teorema de Contragio de Banach existe dnica fungdo u” €
C°(—7,7; H} (Q2)) tal que Su™ = u", ou seja, u™ é a tnica solugdo de (3.11)
no intervalo [—7, 7] .

Mostremos agora que esta solugao pode ser estendida para um intervalo
limitado qualquer da reta. Seja T > 0 arbitrario. Fazendo cdlculos andlogos
aos acima, ( a diferenga é que a integracgio no tempo é feita em outro intervalo,
porém, cada um com comprimento 7), podemos usar o Teorema de Contragao
de Banach para garantir que existem tinicas fungdes v € C° (0, 27; Hj () e
w € C°(—27,0; H} (Q))tais que:

Av — vy = F(z,v); Aw — wy = F(z, w);
v =0 em 0%); w = 0 em 0€;

o(r) =’ (7); °) wn) = (=n);

v (1) = ul (7). wy (—7) = uf (—7).

Observemos que 7 estd fixado. A unicidade de solugdo do problema (3.10)
garante que v|jp,;] = u"|[0,1] € W|[r,0) = UT|[~r,0)- Entdo, definindo:

u'(t),t € [-,7);
u®"(t) = ¢ o(t),t € [r,27];
w(t),t € [-21,—7);

obtemos que u®" satisfaz (3.10) no intervalo [—27,27]. A aplicagio deste ar-
gumento repetidas vezes (um nimero finito de repeticdes é suficiente) mostra
que existe tnica fungdo u” € C°(-T,T; Hy (2)) que é solugdo de (3.10) em
[~T,T].

Procedendo como no Teorema 1 do Capftulo 2 (problema linear) estende-
mos u” para uma fung¢io u € C° (IR; H} () que é solugdo de (3.10) em toda
a reta. Observemos que a igualdade se d4 no sentido de L}, (IR; H™* (2))
pois a igualdade do problema linear (3.11) se d4 neste sentido. A unicidade
da solugao decorre da unicidade das u”’s.

Igualdade de energia:
A equagdo (3.10) é equivalente a seguinte formulagdo variacional, con-
forme cdlculos andlogos aos feitos no Teorema 1 do Capitulo 2:

dit(ut (t), ) + (Vu(t), Vo) = — (F (u(t)),v),Yo € HE(Q)  (3.12)
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O caminho que nos parece mais natural para obter a igualdade de energia é
substituir v por u; (t) em (3.12), integrar em [0,¢] a fim de escrever
1 1 1 1 f
2 2 2
> I @7 + 5 1Va@I = 5l + 5 IVaoll® = [ (F (u(5)), us(s)) ds
0

e entdo, utilizar a Regra da Cadeia para obter a igualdade de energia.

Porém, devemos observar que u; (t) € L? (Q) e a igualdade (3.12) é vélida
para v em H]}(Q), o que torna impossivel a substitui¢do de v por u ().
Para contornarmos este problema, ¢ suficiente aproximar u por fungées mais
regulares, provar que a igualdade vale para as aproximagoes e, entdo, obter
convergéncias que permitam a passagem ao limite. Sejam ug* e uT* seqiiéncias
em H} (Q) N H?2(Q) e H} (Q), respectivamente, tais que:

uf® — up forte em Hy () (3.13)

u* — u; forte em L? () (3.14)

Estas seqiiéncias existem pois as restrigoes feitas sobre () garantem que
H} ()N H? () é um espago de Hilbert denso em H{ (). Seja u™ a solucdo
do seguinte problema linear:

4 (), v) + (Vu™(t), Vo) = — (F (u(t)),v) , Vv € Hg (Q);
u™(0) = ul; (3.15)
u™(0) = uf".

Do Teorema 19 do Capitulo 1 segue que F (u) € L? (~T,T; H} (R2)), e entéo,
estamos sob as hipéteses do Teorema 4 do Capitulo 2. Ele garante existéncia
e unicidade de solugdo para o problema (3.15), de modo que {u™} estd bem
definida. Provemos que {u™} é seqiiéncia de Cauchy em C° (IR; H} (Q2)) e que
{u} é Cauchy em C° (IR; L?(Q)) . Para isto tomemos m,n € N quaisquer.
Subtraindo as equagdes que definem u™ e u™ obtemos:

— (u(t) — ul(t),v) + (V (u™(t) — u™(t)), Vv) = 0,Yv € Hy (). (3.16)

O mesmo teorema assegura que u" e u assumem valores em Hj () e pode-
mos entdo, substituir v por u*(t) — u(¢) em (3.16). Fazendo isto chegamos
a: '

= () = w @I + 5 IV (™ (@) = v ()" = 0.
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Integrando em [0, ] :

luf*(#) = wf @I + $ IV (@) = w @) = o — uFl* + |V (a5 — up)II*,
vVt € R.
As convergéncias (3.13) e (3.14) implicam que u™ é Cauchy em C° (IR; H} (2))
e u é Cauchy em C°(RR;L%(Q2)). Logo, existe w tal que: u™ — w em
C°(R;H (D) e v - w; em C°(IR;L?(Q)). Estas duas ultimas con-
vergéncias garantem que fazendo m — +4oc em (3.15), w é uma solucdo
de:

# (wi(t),v) + (Vu(t), Vo) = — (F (u(t)),v), Vv € Hg (Q);
w(0) = uo; (3.17)
wt(()) = Ui.

Mas u também satisfaz (3.17). Da unicidade de solugdo segue que u = w.
Logo,
u™ — u forte em C° (R; H} (Q)) (3.18)

u™ — u; forte em C° (R; L? (Q)) . (3.19)

As convergéncias (3.18) e (3.19) sdo suficientes para provarmos a igualdade
de energia. De fato. Substituindo v por u}* (¢) em (3.15) resulta que:

L Ioum @17 + 22 i I = - (F (u(0), ul* (1)

2dt 2dt “

Integrando em [0, ¢]:

t

S IV O+ It @1 = 5 Vg + 5 Il - [ (P ) as.
(3.20)

A convergéncia (3.19) garante que u™ — u, forte em L2, (IR; L?(£)), con-
seqiientemente, uT* — u, fraco em Lloc (R; L? (Q)) . Como F(u) € L%, (IR; L* ())

/t(F (u), ds—)/ ,Us (8)) ds
0
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Esta convergéncia, juntamente com (3.13), (3.14), (3.18) e (3.19) garantem
que fazendo m — +oc em (3.20):

t

S IV @I + 5 e O = 2 Vw0l + 5 lall* = [ (F ((5)) v, (5)) d.

0

Usando Fubini e a Regra da Cadeia

fth(:v,u(x,s))us (z,8)ds = fftF( u(z,s)) us (z, 8) dsdz =
0o Qo
= [ [£G(z,u(x,s))dsdz.
Qo
Portanto:

2|Vu(a: O + L (2,0 + Gz, u (z, 1))dz =£%|Vuo( o)+ Lu ()P +
> o @

G(:v, uo (z))dz, Vt € R, no qual |Vug (z)|* = ¥ |5

A prova do teorema anterior também pode ser feita pelo Método das
Aproximagoes Sucessivas. Para que o texto nao fique demasiado extenso,
apresentaremos apenas um esbogo dela. Paralelamente, faremos uma breve
comparagao entre embos os métodos.

Definamos u° = 0 e, para m > 1, ™ como a solu¢do do problema linear

Au™ — ult = F(z,u™?);

u =0 em 0§);
u™(0) = ugh
uf (0) = uy.

Subtraindo as equacdes que definem u™ e u™~!, temos que w™ = u™ — u™"
¢ a solugao de
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Aw™ — wl = F(z,u™) — F(z,u™!);

w = 0 em 0S);
w™(0) = 0;
wi (0) = 0.

Usando a estimativa obtida no Teorema 1 do Capitulo 2 (problema linear) e
o fato de F' ser lipschitziana podemos provar, com relativa facilidade que

¢
e™ (1) < ethc?/em_1 (s) ds,
0

no qual e™ (t) = ||w™ (t)||*+|| V™ ()||*. Esta estimativa permite que prove-
mos que {u™} e {ul*} sdo seqiiéncias de Cauchy em espacgos de Banach ad-
equados, portanto, u™ — u e ui® — u;. Esta prova é mais trabalhosa do
que a demonstragao de que o operador S definido no tltimo teorema é uma
contracao. Resta ainda provar que u satisfaz a equagao e os dados iniciais,
dois fatos que requerem algum esforgo. Notemos ainda que na demonstragao
via Teorema de Contragao de Banach a funcdo u satisfaz imediatamente a
equacgao e os dados iniciais, poupando trabalho.

A igualdade de energia pode ser obtida como na demonstragao do Teo-
rema 2.

Fica evidenciado que para provar existéncia e unicidade de solugao do
Problema Lipschitz, a utilizacdo do Teorema de Contracado de Banach exige
um esfor¢co menor do que o Método das Aproximagoes Sucessivas.

No entanto, ressaltamos que esta vantagem se restringe as situgdes nas
quais estamos interessados somente em garantir existéncia e unicidade de
solugcao. Na pratica, para construirmos a solugao podemos usar um método
iterativo, como o das aproximacdes sucessivas.

Mostremos agora a continuidade da solugao em relagao aos dados iniciais,
para isto tomemos a famflia de problemas Lipschitz

% ((1535 (t),v) + (Vue (t), Vo) = — (F (ue (8)) ,v) , Vv € Hg () ;
UZt (0)—: 7:31’;

sendo ug. € H} (Q) e ue € L2(Q). Como na obtengdo da igualdade de
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energia do teorema anterior, aproximemos u e u, por fun¢des mais regulares
Fixado ¢, sejam {ul'} e {uT} seqiiéncias em Hj (Q) N H2(Q) e em H} (Q)

respectivamente, tais que:
ul' — ug, forte em Hj (Q); (3.21)

ul — uy, forte em L% (Q).

Sejam {ug'},{uT} e {u™} as seqiiéncias enunciadas na demonstragio da
igualdade de energia. Definamos u* como a solugao de
), Vv € Hg () ;

{ # (Wi (0),0) + (Vu* (1), Vo) = — (F (u* (1) v

@
ue (0) = ult — uoe;

uet (0) = Ut — ..
— ul" é a solugao do seguinte problema linear

), Vv € Hy (Q);

Entao, wl* =
& (Wi (8),v) + (Vi (t), Vv) = (F (uf* (t)) = F (u™ (1), v
w (0) = ug® — ufg,
wig (0) = v — ult.
Como w € C°(R; H} (Q)), podemos substituir v por w7 () na equagao
acima. De (2.10) segue que:
ft|
”wet O + IVal @O < [lwg (O)[I* + |V (0)] +LIF (u (s)) — F (™ ()] ds+
fllw (3)I1” ds.
Sendo F' lipschitziana e usando a Desigualdade de Poincaré
llwiz @I + Vel @O < [lwg2 (0)[| + || Vuwy (0)||2+02K2g|lvw ()" ds+
I¢]
I [z () ds.
Seja M = max {1,c2K?} . Entéo:
I¢]
llwgt @I +HI Ve O < [lwit )"+ Vel (0)||2+M/||Vw2" s)|I" 4w ()| ds
0
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Da Desigualdade de Gronwall

lwiz @IP+IVer O < (lwiz O)IF + Ve 0)I|7) 1+T)eM™, vt € [T, T).
(3.22)
De (3.18) e (3.19) segue que

w™ — we = u — u. em C® (=T, T; H} (Q));
W — wie = up — uge em CO (=T, T; L2 (Q)).

Juntamente com (3.21), estas convergéncias garantem que fazendo m — oc
em (3.22)

llwee O +HIVwe I < (lwie Q)11 + [ Vee (0)]7) (1+T)eMT, vt € [T, T).

Isto prova a continuidade de u em relacao aos dados iniciais no espagco W
definido no capitulo anterior.
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Capitulo 4

O Problema com
Nao-linearidade Continua

Vejamos agora um critério de convergéncia em L' que ser4 1til nos teoremas
2e3.

Teorema 1 Seja (Q,dx) um espago de medida finita, e X,Y espagos de Ba-
nach. Seja {uy} segiiéncia de fungies fortemente mensurdveis definidas em
Q assumindo valores em X, e v:{) = Y uma funcdo fortemente mensurdvel.
Seja ainda {Fy} uma seqiéncia de fungdes definidas em Q x X cuja imagem
estd contida em Y. Se:

(a) {Fx} € uniformemente limitada em §2 x B, para todo subconjunto
limitado B de X

(b) Fi(x,ur (x)) é fortemente mensurdvel e existe ¢ > 0 tal que:
1 llus @)l 1B (2, @)y do < ¢ < +oc, Yk € V;

(c) ||Fx(z,ux (z)) — v (z)|ly = 0 ¢.t.p. em Q.
Entado:

ve LNQ,Y) e /HFk (2, uk (z)) — v ()|l dz — 0.
Q

Demonstracao:
Primeiramente mostremos que v € L' (,Y). Fixado k € IN arbitrério,

seja Ax = {z € O ||uk (z)||, = 1}, entdo:
z € Ax = ||Fi (2, uk (2)lly < 1Fk (@, ux (@)l lJux ()]l - (4.1)
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z € A = ||uk (z)|l5 < 1.
Por (a) existe K > 0 (independente de £ e x) tal que:

z € AL = ||Fi (z, ux (2))|ly < K. (4.2)

Como z +— ||uk (z)||x é uma fungdo escalar mensuravel (Hille-Phillips [3, pag.
72}, Ay é um elemento da o—4lgebra. Entdo:

J 1P @ u @)lly do = [ 1Fi (@, @)y dz+ [ IFs (2,0 ()l da

De (4.1) e (4.2) segue que:

JIF @ w @)lly do < [ 1Fx (@, 0 @)y I (@)1 do + [ K.
Q Ap A

Por (b):
/IIFk (@, ug (2))|ly dz < c+ /de.
Q Ac

k

Mas Af, C 2,entdo:

J 1 @, @)y de < e + [ K.
Q Q

Como ) tem medida finita:

/ 1Pk (2, u (2))|ly dz < ¢+ Kmed (Q) . (4.3)
Q

no qual med () denota a medida de . Acabamos de provar que a seqiiéncia
de fungdes compostas {Fy (-, ux (-))} é limitada em L' (Q,Y"). Mas:
1 Fx (2, u ())ly = llv (@)lly| < | Fk (2, u (2)) — v ()], q.t.p. em €.
Por (¢c):
1F (2, ux (2))lly = llv(@)lly, a.t.p. em €2 (4.4)
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Como v € fortemente mensuravel faz sentido calcularmos [ ||v (z)||, dz. De
Q

(4.4) resulta que:

[ @y o = [ i 1 (a0 @)y do = [ imint 1 (5 ue )y
Q Q

Pelo Lema de Fatou (Lema 1 do Capitulo 1):

[ @)l dz < timinf [ ||Fi (2, w (2))lly da.
Q Q

De (4.3) segue que v € L' (Q,Y).

Passemos agora a demonstragdo da convergéncia enunciada no presente
teorema. Pelo Teorema de Egoroff (Teorema 3 do Capitulo 1) a convergéncia
(c) implica em convergéncia quase-uniforme em {2, ou seja, V6 > 0 existe um
conjunto {}y C  pertencente a o-dlgebra considerada em Q tal que:

med () < 6 e ||Fi (z,ux (z))]ly = |lv(2)]ly uniformemente em .

Entao:
J 1B (2,0t () = v @)y dz — 0 (4.5)
2

Observemos que temos liberdade de escolha do nimero §, no momento ade-
quado a usaremos. Seja € > 0 um nimero arbitrario. A hipétese (a) diz que
|zl x é grande se ||Fi (z, z)||y- for grande, para algum z € Q e algum k € IN.
Formalmente, existe K; > 0 com a propriedade de que:

6
| Fy (z, uk (z))||y, > K1 para algum z € Q, e algum k € IN = ||2]|, > ?C

Definamos o seguinte conjunto:

O = {z € Qo; || Fi (z, ux (2))lly > K1}

e denotamos por 2” seu complementar em 2. Entdo, Yk € IN nés temos:

/ 1B (z, ug ()l dz < / Kidz < Kimed () < Kymed () < K16.
Q” ﬂ”
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Usando a liberdade de escolha para 6, tomemos § = z&. Segue que:

/”Fk (, ux ())|ly dz < %,Vk € IV.
Q”

Da defini¢cdo de ' :
z € ¥ = ||Fy (z,ux (2))]ly > K.

6¢
1 (&, ux @)y > Ko = [l @)y > =,
logo:
, 6c
z € = |lug (2)|| > —
Entao:

2 € 9 = = luk (@)l 1B (2w ()l > 1Fe (@, e @)y

Isto nos permite escrever que:

Q[ 1 (@, u (2))lly do < = / o ) 1 (2 k(@)

Da hipétese (b) segue:
1 @ u @)l dz < 5,9k € V.
QI

Juntamente com (4.6), isto prova que:

/”Fk (z,ux (2))]ly dz < g,Vk e IN.
Qo

Entao:

J 1Bk (2, ux (2)) — v (@)} do =({; | Ex (z, ux (z)) — v ()l do+

L 11P (2, ue (2)) = v ()l da
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Aplicando a desigualdade triangular a primeira parcela da direita obtemos:
T B (2, ue (@) — v (@)lly do < [ (|Fi (2, ue (2))lly dz + [ v (2)lly dz+
0 0
S e (2, uk (2)) — v (@)l dz
0

De (4.7):

[ 1A o110 (2) = (@l e < 5+ / o @l ot [ 1Fe e (0)) = v o)y e

Pelo Lema de Fatou:

[llo@)lly do < timinf [ ||Fi (3, v (2))ly da.
Qo

Qo

Esta desiguladade, juntamente com (4.7), implica que:

19
[Iv@)lydo < .
Qo

Logo:
J 1P @0 2) = v @)lly do < 5+ = + [ 11Fi (3,04 (2)) = v (@)l do
Q e

(4.8)
A convergéncia (4.5) garante a existéncia de ky € IV tal que:
€

k> ko= [IIFi (5, us (@) - 0 (@)lly do < 3
Qc

0

De (4.8) segue que para tal kg :

k> ko= / 1P (2, u () — v (@)|y dz < &.

Como € é arbitrario, o teorema fica provado .
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Este capitulo apresenta a solugdo de outro problema do tipo onda nao-
linear:

Au — uy = F(z,u)

sendo que as exigéncias feitas sobre F' sao continuidade e possuir o mesmo
sinal de u.

A idéia principal é aproximar F por uma seqiiéncia {Fy} de fungdes
lipschitzianas (esta seqiiéncia é gerada pelo Teorema 1 do Capitulo 3). A
partir dela definimos uma seqiiéncia {uk } tal que:

Au* — uft = Fy(z,u¥)

(a existéncia desta seqiiéncia é assegurada pelo Teorema 2 do Capitulo 3).

Convergéncias fracas bastam para a passagem ao limite dos termos do
lado esquerdo da equagao, mas nao sao suficientes para garantir que Fj (uk)
converge para F' (u). Para esta passagem ao limite é necessdrio que busque-
mos convergéncia em norma, € o resultado mais importante na demonstragao
desta convergéncia é o Teorema 1. Ressaltamos que em geral, a passagem
ao limite de termos nao-lineares s6 é possivel mediante a obtencao de con-
vergéncia forte. Convergéncias fracas nao sao suficientes.

Teorema 2 Seja Q C IR" aberto, limitado e bem regular. Seja F (z,u) =
uP,p um natural tmpar. Denotamos por G a fun¢do tal que % =F e
G(z,0) = 0. Suponhamos que G (-,uo(-)) seja integrdvel em Q. Se uy €
H} () euy € L2(Q) entdo eriste dnica fungdo u tal que:

e uc L®(R;H} ());
e u; € L* (R; L* (Q));

o Au—uy =F(z,u);

u=0 em 0f);
e u(0) = up;

® U (0) = Uj.
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A equagio se verifica no sentido de L}, (R; a-(31+1) (Q)) , no qual [%]

denota a parte inteira de §. Além disso uF(u) € integrdvel em Q x (=T, T)
para todo T finito, e a solugdo satisfaz a segquinte desigualdade de energia:

({% Vu (:1:,t)|2 + % |u(:1:,t)|2 + G(z,u(z,t))dr < ({ % [Vug (:1:)|2 + % [y (37:)|2 +
G(z,up (x))dz, q.t.p. em R.

Demonstracgao:
1¢ Etapa: Problema aproximado:
Seja {uf,} a seqiiéncia das truncadas de ug, isto é:

. Ug, S€ 'uﬂl < j;
up = ¢ Jjyse ug > j;
—J,8€ ug < J.

E claro que: . .
luf)| <je ‘u{)| < |ug| q.t.p. em Q.

Como {uj } é a seqiiéncia das truncadas de ug, sabe-se da Teoria de Me-
dida que: ‘
u) — up q.t.p. em Q.

Mostremos agora que esta convergéncia se d4 também no sentido de
H} (). Mas
Vil — Vug, no conjunto dos pontos tais que |ug| < j;
0 0, nos demais pontos.
Da afirmacgao acima resulta que:

ou) 0

Th L 9% tp. em Q,1<i<n;

oz;  Ox;
dud : /
_au?‘: < %%3- , q.t.p. em Q,Vj e N,1<i<n.

Como ugy é elemento de H] (), sendo {u’g} a seqiiéncia de suas truncadas,
do Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema 1 do Capfitulo 1):

ul) —= ug em H (). (4.9)
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Seja {F}} a seqiiéncia enunciada no Teorema 1 do Capfitulo 3. Definamos
o seguinte problema aproximado:

AW — o, = Fj (z,u);

u =0 em 0€);
w (0) = (4.10)

Tomando no Teorema 2 do Capitulo 3, (teorema que resolve o Problema
Lipschitz) a constante de Lipschitz igual a [|¢;[| ;e g , existe Unica solugéo u’
do problema acima, e a equagdo é satisfeita no sentido de Lz, (R; H™' (Q)).
Observemos que do Teorema 1 do Capitulo 3 segue que ¢; € L™ ().

2¢ Etapa: Estimativas a priori:
u

Seja G, (z,u) = [ Fj(z, s)ds. Do Lema 2:
0

G, (u{]) — G (up) em L' (). (4.11)

A prova dos lemas aqui mencinados se encontram no final do capitulo.
Seja:

E; [uj (t)] = Q/ -;— quj (.’L‘,t)|2 + % |u{ (x, t)‘2 + Gz, (z,t))dz.

Entao:

B[ 0)] = [ 5|V @) +3 o @) + Gy(a, v (@))da.

Nesta notagéo, a igualdade de energia obtida no Problema Lipschitz pode
ser escrita da forma:

E;[w (t)] = E; [/ (0)],¥t € R.

Devido as convergéncias (4.9) e (4.11):

E; [uj (0)] = Ey= /% |Vug () + -;— lug ()| + G(z, uo (x))dz. (4.12)
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Nesta notacao, a igualdade de energia obtida no Teorema 2 do Capitulo
J se expressa como:

EB;[w (1) = E; [w (0)] ,Vt e R (4.13)

De (4.12) e (4.13) resulta que E;[u’ ({)] — E, uniformemente. Fixado
z € Q,u — G (z,u) é ndo decrescente em [0, +oc) e ndo-cresente em (—oc, 0] .
Como G, (z,0) = 0, da continuidade de G; segue que G; (z,u) > 0. Portanto,
cada parcela de E; [u’ (¢)] é limitada. Entdo

{w'} limitada em L™ (IR; H} (Q)),

{ui} limitada em L (IR; L? (Q)).

Isto permite a extracdo de uma subseqiiéncia (a qual continuamos a de-
notar com o indice j) e garante a existéncia de uma fungio u tal que:

w — u fraco” em L*® (IR; H} (), (4.14)

u] — uy fraco® em L™ (R; L? (Q)) . (4.15)

Como a fungio u assume valores em Hj () e Q é bem regular, segue que
u laQ = 0.

Busquemos agora estimativas que permitam a passagem ao limite do
termo nao-linear.

Fixemos T > 0 arbitrdrio. Desde que L* (—T,T; H} (Q)) C L? (-T,T; H; (Q))
e L®(-T,T;L*(Q)) c L?>(-T,T;L?(Q)), pelo Teorema de Aubin-Lions
(Teorema 24 do Capfitulo 1), existe uma subseqiiéncia {u"} que converge forte
para u em L?(-=T,T; L? (Q)). Como L* (-T,T; L?(Q)) = L2 (Q x (-T,T)),
extraimos de {u”} uma subseqiiéncia (a qual continuamos a denotar por
{u"}) tal que:

v’ = uq.t.p. em Qx (-T,7). (4.16)

(A existéncia de tal subseqiiéncia e grantida pelo Teorema 4 do Capitulo 1).
Esta convergéncia permite provar que:

F, (z,v" (z,t)) — F (z,u(z,t)) q.t.p. em Q x (-T,T), (4.17)

conforme o Lema 3.
Para fortalecermos a convergéncia (4.17), usamos o Teorema 1. Conforme
calculos feitos para o caso linear (Teorema 1 do Capitulo 2), a equagdo (4.10)
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é equivalente & seguinte formulacdo variacional:

T T T
__‘L (u;jt (t) ’ U) H_1(Q)Hc11(9) 90 (t) dt + _./r;w (V'u,” (t) ?'U) (10 (t) dt == _J,;’ (FV (uy(t)) ,\'U) 90 (t) dt’
Yv € H} (Q),Vo € D (-T,T).
(4.18)
Esta igualdade é equivalente a (ver Teorema 20 do Capitulo 1):

[ =@ @,060 dt+_4 (Vu* (8),v) () dt = —_4 (Fy (w” (1)), v) ¢ () .

Integrando por partes a primeira integral:

[ w0 ¢ @dt+ [(Tu @), 0) e dt =~ [ (B @),0)p0d

Por densidade:

— I (0,0 @)+ ] (T (0),00)de=— [ (F(w (1),0(0) do, V8
tal que € C° (—T,T; H: (Q)) e 6, € C°(-T,T; L% ()).

(4.19)
Substituindo 6 por u” em (4.19):
T T T
= [l @i ae+ [1Ive @I de=— [ (& @ ©),0 @)
-7 - ~T
Da desigualdade triangular:
T T T
[ B @),w@ydes [lu@Pd+ [1ve @
-7 =T =T

e usando a igualdade de energia (4.13):
T T
/ (F, (v (1), u* (1) dt < / E,[v* (0)] dt, Vv € IN.
-T -T
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Sendo E, [u” (0)] seqiiéncia numérica que converge para Ej, é limitada. Entdo,
existe M; > 0 tal que:

T
/ (F, («* (), u* () dt < My, Vv € IN. (4.20)
-T
Apliquemos agora o Teorema 1 ao conjunto 2 x (=7,7T),com X =Y =
R. (a estimativa acima verifica a hipétese (b) do referido teorema). Entéo
Fw)e L' Qx (-T,T)) e
F,(w’) = F(u) em L' (Q x (=T, T)). (4.21)

A passagem ao limite se processa de modo relativamente ficil.

3¢ Etapa: Verificacao da equagao:
Notemos que:

(R 00 ] (P, 00)a <

-7
160 m(eccriny 4 J VP (u (9) = F (u (8)] dad

e a convergéncia (4.21) assegura que:

/ (F, (w* (1)), 6 () dt — / (F (u(8)),8 (b)) dt. (4.22)

Fazendo v — +oc em (4.19), as convergéncias (4.14), (4.15) e (4.22)
garantem que:

~ I @,6.@)dt+ [ (Vu@),60)dt =~ ] (F(u(®),0()dsv
tal que 8 € C° (-T,T; H} (Q)) e 6; € C°(-T, T L2 ()
(4.23)
Tomando 6 em D (2 x (=T,T)) e usando a defini¢do de derivada no sen-

tido das distribuigoes:
Ay —uy = F (z,u), (4.24)
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igualdade no sentido de D' (Q x (-T,T)).

42 Etapa: Verificacdo das condigoes iniciais:

Sendo u elemento de C° (=T, T; L% (2)), as verificagdo de que u (0) = ug
pode ser feita analogamente ao problema linear (Teorema 1 do Capitulo
2). Como no problema linear, a demonstragdo de que u; (0) = u; requer
que obtenhamos a igualdade (4.24) em algum sentido mais forte do que
simplesmente no sentido das distribuicdes. Sabemos do Teorema 1 que
F(u) e L' Qx (-T,T)), logo F (u) € L' (-T,T; L' (Q2)). Do Teorema 12
do Capitulo 1 segue que L' (Q2) C -((5]+) (Q) . Entdo:

F(u) e Lt (—T, T, H-(31+) (Q)) . (4.25)

Como Ho([%]ﬂ) (Q) C H} (), segue que H~1(Q) C g3+ (). Us-
ando isto e o Teorema 18 do Capitulo 1 resulta que

Au e L} (—T, T, - (31+) (9)) . (4.26)

Reescrevendo (4.24) da forma uy = Au — F (z,u) e observando que
L! (—T, T; a3+ (Q)) é um espago vetorial, (4.25) e (4.26) implicam
que uy é um elemento de L! (—T, T; g-([3+) (€) ). Isto nos d4 imediata-

mente que u; € C° (—T, T;H -([3]+1) (€2) ) , fazendo sentido avaliarmos u,

no ponto t = 0. A demonstragdo de que u; (0) = u; pode ser adaptada do
problema linear (Teorema 1 do Capitulo?2).

5¢ Etapa: Desigualdade de Energia:

Para cada t € (—7,T) (a menos de um conjuntc de medida nula), (4.16)
implica que: u” (t) — u (t) q.t.p. em £. Esta convergéncia nos permite provar
que:

Gy (v’ (1) > G(-,u(-t) q.t.p. em Q. (4.27)
De fato. Fixemos z €  tal que u” (z,t) = u(z,t), entdo:
|Gy (z,u” (z,1)) — G (z,u(z,t)| < |G, (z,u” (m,t)l) - (4.28)

-G (z,v” (z,1)| + |G (z, v (z,1)) — G (z,u(z,1))
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Como G é continua:
G (z,u” (z,t)) = G (z,u(z,1)). (4.29)

Analisemos agora a primeira parcela do lado direito de (4.28). Usando a
defini¢io de G e de G, nao é dificil verificarmos que:

[u” (z,t)|
G, (z, 4 (z, 1)) — G (2, (z,1))| < / IF, (z,) — F (z, 5)| ds.
0

Sendo {u” (z,t)} uma seqiiéncia numérica limitada, pois é convergente, existe
M > 0 tal que |u” (z,t)| < M,Vv € IN. Entéo:

G, (z, 4" (z,1)) = G (z,u* (z,1))| < / IF, (z,5) — F (z, )| ds.

Como o Teorema 1 do Capitulo 3 garante que {F,} converge uniformemente
M

para F' no compacto {x} x [0, M], segue que: [ |F,(z,s)— F (z,s)|ds— 0,
0

e entdo G, (z,u” (z,t)) = G(z,u”(z,t)). Juntamente com (4.28) e (4.29),
esta convergéncia prova (4.27).
Pelo Lema de Fatou, q.t.p. em (—7,T) temos:

/G(m,u(w, t))dz < liminf/G(x,u" (z,t)) dz. (4.30)
Q Q
Do Teorema 2 do Capitulo 3 (resolugdo do Problema Lipschitz) E, [u” (t)] =
E, [u”(0)], ou seja:

[l (2, 8)]? + 3|V (z,8))* + G (z,u” (3, 1)) dz =
[ 3|u (z))* + > Vug ()|? + G (x, ug (z)) dz,Vv € IN.
Q

Segue que:
liminf [ % |u? (z,1)]> + 3|V (2,8)]> + G (z,u” (z,1)) dz =
Q
= liminf [ § |uy (2)* + 3 |Vu§ (2)° + G (=, uf (2)) dz.
Q
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e como liminf (ax + bx) > liminf (ax) + liminf (b)

liminf [ & |u! (z,1)]* + 1 |V (z,t)|* dz + liminf { G (z,v” (z,t)) dz <
Q Q
< liminf [ £ |y (2)[* + §|Vug (2)° + G (2, uf (2)) do
o)

Usando (4.30):

liminf [ % |u? (z,8)]> + [ 3 |Vu* (z,8)* dz + [ G (z,u (z,t)) dz <
Q Q Q

< liminf [ § | (@)[° + 5|V (@) + G (, 0§ (2)) dx (4.81)

A semicontinuidade inferior da norma na topologia fraco® (Teorema 21
do Capitulo 1), e as convergéncias fracas (4.14)

.14) e (4.15) implicam respecti-
vamente, que q.t.p. em IR temos

1 1
/5 |u (2, 8)|? dz < liminf/ sl (@,0) da
Q Q

(4.32)
1 2 . . 1 v 2
/ 51V (@,0)" do < liminf / 51V (3, 1) da. (4.33)
Q Q
enquanto que o Lema 2 assegura a seguinte convergéncia
/G da:—)/G 2, uo (z)) da. (4.34)

Como liminf(a,) = u—l-I)I—Poo a, quando ukrfw a, existe, de (4.31), (4.32)
(4.33), e das convergéncias (4.34) e (4.35) segue que:

Como T > 0 é arbitrario, a desigualdade de energia acima é vélida q.t.p. em
R.
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Ultima Etapa: uF(u) é integravel em Qx (—T,T):
As convergéncias (4.16) e (4.17), juntamente com o Lema de Fatou garan-
tem que:

/ (u(z,t), F (z,u (z, 1)) dt < liminf / (w* (z,1), F, (z,u (z,1))) dt.
De (4.20):

T
/ (v (z,1), F, (z,u” (z,1))) dt < My,¥v € IN.
-7

Observemos que no Teorema 2, s6 usamos a forma explicita da funcao F'
para demonstrarmos o Lema 1. Os demais cilculos se basearam apenas na
sua continuidade e no fato de que F' possui o mesmo sinal de u.

Explorando este fato, formulamos uma variacao: o Teorema 3, no qual se
exige de F' apenas continuidade e que uF (z,u) > 0. Mas, para adaptarmos
a demonstracao do Teorema 2 precisamos adicionar a hipdtese de limitagao
q.t.p. sobre a posi¢ao inicial da onda.

Este foi o motivo que nos levou a considerar, no Teorema 2, a fungao F
tendo como dominio o conjunto ¥ x IR

Teorema 3 Seja Q C IR" aberto, limitado e bem regular. Seja F: QO x R —
IR uma fungdo continua e tal que uF (z,u) > 0. Denotamos por G a fung¢io
definida em Q x IR com valores em IR tal que G, = F e G(z,0) = 0.
Suponhamos que G (-, uq (-)) seja integrdvel em Q. Se ug € H () N L™ (Q)
e u; € L?(Q) entdo eziste inica fungdo u tal que:

e ue L®(R; H} ());
us € L (IR; L* (Q));

o Au—uy=F(z,u);
e u=20 em 0,
e u(0) = uy;
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e u; (0) = u.
As demais propriedades de u sdo idénticas as do Teorema 2.

Demonstracgao:
Como ug é essencialmente limitada, nao é necessario tomarmos suas trun-
cadas, como foi feito no teorema anterior. Seja {F;} a seqiiéncia enunciada

no Teorema 1 do Capitulo 3 e G; (z,u) = }LF i(z, s)ds. Afirmamos que:
0

G (- uo (1)) = G(-uo(-)) em L' (). (4.35)
De fato, q.t.p. em {2 temos:

uo(x)

G; (2,10 (2)) = G (@, w0 (@) = | [ F;(z,5) — F(z,5)ds|.

Entao:

[uo(z)|

G; (2,10 (2)) = G (@, w0 @) < [ |F;(2,9) = F (z,5)|ds.

Sendo ug elemento de L™ (2) :

lluoll Loo (qy

|G, (z,up (2)) — G (z,up (z))| < |F; (z,8) — F (z,s)|ds, q.t.p. em €.

Isto implica que:
”“0||Leo(n)

|G, (2, uo (x)) — G (z,up (z))] < max \F; (z,s) — F (x, s)| dt.

2€0,5€[0,|uoll oo (]

E entdo q.t.p. em Q:

1G5 (@, 40 (2)) — G (5,40 ()] < ol oy max |F(z,5) — F (z,9)].
369,36[07”“0”1,&(9)]
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Como F; — F uniformemente nos compactos de  x IR (conforme Teorema
1 do Capitulo 3), da desiguladade acima resulta que: G; (ug) — G (uo) uni-
formemente em € (a menos de um conjunto de medida nula). Sendo € limi-
tado, fica demonstrada a convergéncia (4.36). As demais etapas sdo idénticas
a0 Teorema 2 deste capitulo, tomando uj = uq.

Sem muita dificuldade podemos obter mais algumas informacdes sobre u.
Observemos que se retirarmos um subconjunto I de medida nula de IR, todos
os pontos de IR — I sdo de acumulagdo. Isto garante que se f é uma funcao
escalar definida em IR — I, faz sentido calcularmos %1_1;2 f(),YVae R—1.

Como u € L* (IR; H} (2)), a menos de um conjunto I de medida nula,
u assume valores em H} (). Seja t ponto arbitrdrio de IR — I. Considere-
mos uma seqiiéncia ¢t; — ¢ qualquer, da qual extrafmos uma subseqiiéncia
arbitréaria {t;, } .

Desde que {u(¢;,)} é limitada em H} (Q), possui uma subseqgiiéncia fra-
camente convergente, a qual continuamos a denotar por {u(t;,)}. O fato de
que u € C° (IR; L? (1)) implica que s6 pode ser

(wyu(t;)) = (w,u(t)),Yw e H ().

Isto prova que toda subseqiiéncia de {u (¢;)} possui uma subseqiiéncia que
converge fraco para u (t). Desde que {u (¢;)} é arbitriria, provamos que, a
menos de um conjunto de medida nula, u é uma fung¢do fracamente continua
com valores em Hj ().

Analogamente se prova que u; é q.t.p. fracamante continua com valores
em L2 (Q).

Passemos agora & demonstracao dos lemas utilizados na prova do Teorema,
2.

Lema 1 G; (u{)) -G (u{,) em L' (Q).

Demonstracgao:
Da definicao de G :

1 p+1Y wPt! 1 (p+1) [u? 1 [p+1\ wP=?
A [CT) S+ ) B+ A () o+ ]
se - < |u| <7

Gi(uw) =9 A ul, se ~t<us<)




Sendo {u{,} a seqiiéncia das truncadas de ug :

) p+1 2 P 3 3 p—1
JY __ 7Y . .
G; (u‘]) G (uo) —] se3< lu(’]l < 7;
1 j 1 A _1 iy
®+D); “0| R CTS)) (“0) ) 86 —3 S up < Ik

Logo, para cada j fixado, definindo ; = {z € Q; |ug (z)| < j} temos:
6 (4) -0 () ae=3 () o

p—1
1 (p+1) 1 jl|P
+.TZ( 3 )p—lﬂf luol
1

C QC
1 1

Entao:

Por hipétese, ug € LP*! (). Do Teorema 2 do Capitulo 1, segue que uy €
L7 (2),1 < r < p+ 1. Isto prova que todas as integrais acima sdo finitas e,
como u) — ug q.t.p., a medida de 2§ tende a zero quando j — oc.

|
Lema 2 G; (u{]) — G (up) em L* ().

Demonstracgao:

A escolha adequada de {uo} assegura que IG uo)\ < |G (uo)}, q.t.p. De
fato. uF(z,u) > 0 & uG, (z,u) > 0. Isto implica que G é nao-decrescente
com relagao a u se u > 0, e G é nao-crescente com relagdo a u se u < 0.
Sendo G ¢ continua na varidvel u e G (z,0) = 0, segue que

0<u<v=0<G(z,u) <G (z,v);

w<v<0=0<G(zv) <G (z0). (4.36)

Mas {u{)} é a seqiiéncia das truncadas de uy, de (4.37) resulta que
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IG (u{))’ < |G (ug)|, q.t.p. (4.37)

Como u} — ug q.t.p. em Q e G é uma funcio continua, G (u{)) — G (u)
q.t.p. Por hipétese, G (ug) € L' (Q) . De (4.38) e do Teorema da Convergéncia
Dominada segue:

G (4)) = G (uo) em L' (9). (4.38)

Entao:
|63 () - G (o), o < G () = G (#h)] 0y +]G (18) = G ()

Esta desigualdade, juntamente com (4.39) e o Lema 1 concluem a demon-
stracao.

|
Lema 3 F, (z,vu” (z,t)) = F (z,u(z,t)) ¢.t.p. em Q x R.

Demonstragao:

Fixemos um ponto arbitrario de (z,t) € Qx IR no qual v” (z,t) — u (z,t).
Para simplificar a notacdo, escrevamos uv* = u” (z,t) e u = u (z, ).

Se u # 0, consideremos somente os indices suficientemente grandes tais
que u” # 0. Da definigao de F,, :

G(w,u"-l—-‘g

S’

- G(z,u)

|F, (z,u”) — F (z,u)] = ‘ — F(z,u)

1%

ou, reescrevendo de uma forma mais interessante:

G (x,u” + %) - G(z,u)

|F, (z,u") — F (z,u)| = (w+ ) —w

— F(z,u)|.

v

Do Teorema do Valor Médio:

|F,,(:v,u")—F(:1:,u)|=|F(x,§,,)—F(a:,u)|,
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sendo &, um ponto de (u“,u" + %) ou (u" — %,u”), conforme u* > 0 ou

u¥ < 0, respectivamente. Como u” — wu, segue que u” +‘—3— — u. Logo,
&, — u. A continuidade de F' conclui a demonstragdo do caso u # 0.
Se u = 0 entdo F'(z,u) = 0 e, portanto:

|Fy (z,u”) — F (z,u)| = |F, (z,u")].

Para os indices tais que u* > 0 :

+l/
|Fy (z,u”)| < 1// |F (z, s)| ds.

ul/

Logo, da continuidade de F"

|F, (z,v")| < max _|F(z,s)|. (4.39)

sE[O,u”+71;]

Para os indices tais que u” < 0, cdlculos andlogos mostram que:

|Fy (z,u”)| < max _|F(z,s)|. (4.40)

se[u"—%,ﬂ]

Como u¥ — 0, da continuidade de F, de (4.40) e (4.41) resulta que
F, (z,u") — 0.
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