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Resumo 

Nosso objetivo é estudar aspectos relativos à existência de soluções fracas 
de equações de onda semi-lineares do tipo 

~u- Utt = F(x,u) 

com condições relativamente fracas sobre a não-linearidade F. Neste trabalho 
estaremos interessados em estudar a equação acima sob as condições impostas 
por Strauss [5], as quais exigem continuidade de F e uF (x, u) ~O. 

A idéia principal de Strauss [5] é aproximar F por funções lipschitzianas 
e, então, gerar uma seqüência de aproximações para a solução, na qual cada 
elemento é a solução de uma equação de onda não-linear cuja não-linearidade 
é dada por uma função lipschitziana. A passagem ao limite é garantida por 
um critério de convergência forte em L\ apresentado no Capítulo 4. 

Iniciamos com um estudo sobre soluções fracas de equações de onda lin
eares, sendo apresentadas as resoluções de tais equações para diferentes tipos 
de domínio espacial e regularidade dos dados iniciais. Em todos os casos, é 
utilizado o Método de Galerkin. 

Depois apresentamos os resultados que permitem aproximar uma função 
F contínua e com o mesmo sinal de u, por funções lipschitzianas, bem como, 
o teorema que resolve a equação de onda não-linear cuja não-linearidade é 
dada por uma função lipschitziana. 

Encerrando o texto, além de apresentar a condição suficiente para con
vergência em L1 já citada, resolvemos o problema em que a não-linearidade 
é dada pela função F mencionada no parágrafo anterior. 

Sempre que possível, apresentaremos mais de um caminho para a res
olução de uma equação, apontando as vantagens e desvantagens de cada um. 

Ressaltamos que, em geral, a parte mais difícil da resolução de cada prob
lema é a obtenção de estimativas a priori (as quais permitem a passagem ao 
limite) e das desigualdades de energia, que dão estimativas para o cresci
mento da solução. As demais etapas, como verificação dos dados iniciais, 
são trabalhosas num primeiro momento. Por serem muitas vezes repetitivas, 
feitas uma vez, não trazem maiores dificuldades nos próximos problemas. 
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Introdução 

Nosso objetivo será estudar alguns aspectos relativos à existência de soluções 
fracas de equações de onda semi-lineares do tipo 

~ u - Utt = F (X' u) 

com condições relativamente fracas sobre a não-linearidade F. 
Quando se impõe condições de regularidade mais fortes, como por exem

plo, no caso em que F é lipschitziana na variável u, é relativamente mais fácil 
mostrar a existência de soluções. 

Neste trabalho, entretanto, estaremos interessados em estudar a equação 
acima sob as condições impostas por Strauss [6], as quais exigem basicamente 
apenas continuidade de F (e outra condição envolvendo o sinal de uF (x, u)). 

A idéia principal de Strauss [6] é aproximar F por funções lipschitzianas 
e, então, gerar uma seqüência de aproximações para a solução, na qual cada 
elemento é a solução de uma equação de onda não-linear cuja não-linearidade 
é dada por uma função lipschitziana. A passagem ao limite será garantida 
por um critério de convergência forte em L 1 , apresentado no Capítulo 4. 

O Capítulo 1 trará as definições e resultados utilizados nos demais 
capítulos, além da notação adotada. 

Trataremos de soluções fracas de equações de onda lineares no Capítulo 
2, sendo apresentadas as resoluções de tais equações para diferentes tipos de 
domínio espacial e regularidade dos dados iniciais. 

O Capítulo 3 será preparatório para o seguinte, pois é nele que encon
tramos os resultados que permitem aproximar uma função F (x, u) contínua 
e com o mesmo sinal de u, por funções lipschitzianas, bem como, o teorema 
que resolve a equação de onda não-linear cuja não linearidade é dada por 
uma função lipschitziana. 

Além de uma condição suficiente para convergência em L 1 já mencionada, 
o Capítulo 4 encerrará o texto, resolvendo o problema em que a não
linearidade é dada pela função F mencionada no parágrafo anterior. 

Sempre que possível, apresentaremos mais de um caminho para a reso
lução de uma equação, apontando as vantagens e desvantagens de cada um. 

Ressaltamos que, em geral, a parte mais difícil da resolução de cada pro
blema é a obtenção de estimativas a priori (as quais permitem a passagem 
ao limite) e das desigualdades de energia, que dão estimativas para o cresci
mento da solução. As demais etapas, como verificação dos dados iniciais, 
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são trabalhosas num primeiro momento. Por serem muitas vezes repetitivas, 
feitas uma vez não apresentarão maiores dificuldades de serem refeitas nos 
demais problemas. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Este capítulo apresenta definições e resultados que julgamos importantes para 
a compreensão dos demais capítulos do texto, bem como introduz a notação 
utilizada. 

Denotamos por (·, ·) o produto interno de L 2 (O) e 11·11 a norma por ele 
induzida. ( ·, ·)X' x denota a dualidade entre o espaço de Banach X e seu dual 
X'. O símbolo ll·llx denota a norma de X. Se H é um espaço de Hilbert, 
denotamos por(·,·)" seu produto interno. 

Para O< a ~ 1 indicamos por co,a (O) a classe de funções que satisfazem 
a condição de Hõlder com expoente a, isto é: :::Jc >O tal que Ju (x)- u (y)J ~ 
c llx- YIIQ 'Vx, y E O. Finalmente, por Ck,a (O) indicamos a o conjunto de 
funções k vezes derivável com derivadas de ordem k em co,a (O). 

A notação utilizada para indicar seqüência, será a de subíndice, a menos 
que estejamos lidando com derivadas ou dados iniciais, quando então usamos 
um superíndice, apenas por comodidade na escrita. 

1.1 Os espaços de Sobolev Hm (D) 

Seja O c JRn um conjunto aberto. Denotamos por C0 (O) ou por D (O) 
o conjunto das funções escalares indefinidamente diferenciáveis com suporte 
compacto contido em O. 

Indicamos por i = (i1 , i2 , ••. ,in) uma n-upla de números naturais e Jil = 
i 1 + i 2 + ... + Ín· O símbolo Diu representará qualquer derivada parcial de 
ordem Jil da função u: 
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Definimos o Espaço de Sobolev de ordem m sobre o aberto O como 
o espaço vetorial das funções de L 2 (O) as quais têm todas as derivadas (no 
sentido das distribuições) até a ordem m em L 2 (O). Representamos por 
Hm (O) o Espaço de Sobolev de ordem m sobre O equipado com o seguinte 
produto interno: 

m 

( ) - "" (nlil nlil ) u, V "m(n) - ~ u, V . 
i=l 

Hm (O) é Hilbert (a demonstração do caso unidimensional se encontra em 
Medeiros-Miranda (5, pág. 22]). 

Os espaços de Sobolev mais utilizados neste texto são H 1 (O) e H 2 (O). 
Por isto, ao leitor menos familiarizado explicitamos os respectivos produtos 
internos: 

n ( au av) 
(u, v)",(n) = (u, v)+ L -a . , -a . 

i=l xl xl 

Denotamos por H0 (O) o fecho de D (O) em Hm (O). Sendo D (O) denso 
em L 2 (O), segue imediatamente que H0 (O) também é denso em L 2 (O). O 
símbolo H-m (O) é usado para denotar o dual de Hlf" (O) . 

1.2 Resultados de Teoria da Medida 

Passemos agora ao enunciado de teoremas clássicos de Teoria da Medida que 
serão de grande utilidade nos capítulos subseqüentes. A imagem das funções 
consideradas nesta seção são subconjuntos da reta estendida, salvo menção 
contrária. 

Lema 1 (Fatou) Se {fk} é uma seqüência de funções mensuráveis não
negativas, então: I lim inf fk (x) dx ~ lim inf I fk (x) dx. 

n n 
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Demonstração pode ser encontrada em Bartle [1, pág. 33]. 

Teorema 1 (Convergência Dominada) Seja {!k} uma seqüência de funções 
integráveis (isto é: fk E L1 (O), Vk E N) que convergem q.t.p. para uma 
função a valores reais mensurável f. Se existe uma função integrável g tal que 
lfkl :::; g, q.t.p., Vk E N, então f é integrável e I f (x) dx = lim I fk (x) dx. 

n n 

Demonstração em Bartle [1, pág. 44]. 

Teorema 2 Seja (0, dx) um espaço de medida finita e f E V (O), 1 :::; p:::; 
oc, então f E Lr (O) para 1 :::; r :::; p. Em particular: L 00 (O) C ... C L2 (O) C 

L1 (O). 

A demonstração pode ser feita utilizando a Desigualdade de Hõlder. 

Teorema 3 (Egoroff) Suponha que (0, dx) seja um espaço de medida finita 
e que {fk} seja uma seqüência de funções mensuráveis a valores reais que 
converge q.t.p. para uma função a valores reais, mensurável, f. Então {fk} 
converge quase-uniformemente e em medida para o mesmo limite. 

Demonstração em Bartle [1, pág. 74]. 

Teorema 4 Seja {fk} uma seqüência que converge para f no sentido de 
V (O), 1 :::; p < oc. Então existe uma subseqüência que converge q.t.p. para 

f. 

A demonstração segue do fato que convergência em V implica em con
vergência em medida e, que por sua vez, implica na existência de uma sub
seqüência que converge q.t.p. 

1.3 Desigualdades úteis 

Teorema 5 {Desigualdade de Poincaré) Seja O c JRn um conjunto 

limitado em uma direção. Então existe K >O tal que llfll :::; K IIY' fll, V f E 

HJ (O). 
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Demonstração em Medeiros-Miranda [5, pág. 91] 

Normas equivalentes em Hó (O) e em H 2 (O) n HJ (O) 
Podemos verificar que quando O satisfa:r. as hipóteses da Desigualdade de 

Poincaré 

n ( au av) 
(Vu,Vv)=L: -

8
.,-

8
. 

i=l x~ x~ 

é um produto interno em HJ (O), o qual indu:r. neste espaço, uma norma 
equivalente à norma de H 1 (O). Por este motivo, sempre que supusermos O 
limitado, a norma em HJ (O) considerada é a indu:r.ida por (Vu, Vv). 

Também é possível provar que quando O é limitado e tem fronteira de 
classe C 2

•
0

, O < a ~ 1, o espaço H 2 (O) n HJ (O) equipado com o produto 
interno 

é Hilbert. 

Teorema 6 {Desigualdade de Gronwall) Sejam k (t) e u (t) funções 
reais, positivas e definidas em [O, T] . Suponhamos ainda que u seja abso
lutamente contínua e k integrável. Se existe c > O tal que: u (t) ~ c + 
t 
I k (s) u (s) ds, 'í/t E [O, T] ,então: 
o 

t 
I k(s)ds 

u ( t) ~ ceo , 'í/t E [0, T] . 

Demonstração em Medeiros-Miranda [5, pág. 177]. 
A Desigualdade de Gronwall possui uma generali:r.ação que pode ser obtida 

sem muita dificuldade. Suponhamos que u satisfaça 

t t 

u(t) ~f v(s)ds+ f k(s)u(s)ds,'í/t E [O,T], 
o o 

para alguma função integrável positiva v. Fixando t E [0, T] e tomando T E 
[0, t] arbitrário obtemos: 
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T T 

u (r) ::; f v ( s) ds + f k ( s) u ( s) ds. 
o o 

Sendo v uma função positiva: 

t T 

u(r)::; f v(s)ds+ f k(s)u(s)ds. 
o o 

Observemos que a primeira parcela do lado direito da espressão acima é 
constante em relação a r, de modo que a Desiguldade de Gronwall é válida. 
Segue que: 

(ft ) Í k(s)ds 
u (r) ::; 

0 

v ( s) ds e o 

Tomando r = t, acabamos de provar que: 

Teorema 7 (Desigualdade de Gronwall) Sejam u, k, v funções escalares 
positivas definidas em [O, T]. Suponhamos que u seja absolutamente contínua 
e k, v integráveis. Se 

t t 

u (t) ::; f v (s) ds + j k (s) u (s) ds, Vt E [0, T], 
o o 

então: 

( 

t ) j k(s)ds 
u(t)::; f v(s)ds eo ,VtE [O,T]. 

A Desigualdade de Gronwall apresentada aqui não é a mais geral co
nhecida, porém, ao menos para nossos propósitos, é a que melhor combina 
utilidade e simplicidade. 
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1.4 Identificação de L2 (O) com seu dual 

Lembremos do seguinte teorema: 

Teorema 8 (Teorema de Representação de Riesz em Espaços de 

Hilbert) Seja V um espaço de Hilbert e f E V'. Então existe único J E V 
tal que: (f, x)v'v = (J, x )v, \/x E V. 

Demonstração pode ser encontrada em Kreysig [4, pág. 188]. 
Sabemos que D (O) c HJ (O) c L2 (0), logo, (L2 (O))' c n-1 (O) c 

D' (O) . Aplicando o Teorema de Representação de Riesz ao espaço L2 (O) e 
identificando-o com seu dual ( esta identificação é feita via produto interno de L2 (O)) 
obtemos: 

D (O) c HJ (O) c L 2 (O) - (L2 (O))' c H-1 (O) c D' (O). 

Isto significa que, por exemplo, que a distribuição definida por um ele
mento u de HJ (O) é: 

(T1, v)n'(n)n(n) = (u, v), \/v E D (O). 

É conveniente ressaltar que seu E HJ (O) e O é limitado: 

(T2, v)n'(n)n(n) = (V'u, V'v), \/v E D (O), 

também é um elemento de D' (O). Assim, um elemento de HJ (O) define duas 
distribuições. Para usarmos o Teorema de Representação de Riesz conforme 
fizemos acima devemos necessariamente optarmos por identificar u com T1 . 

Se tivéssemos aplicado Riesz ao espaço HJ (O) e o identificado a H-1 (O) 
(via produto interno de HJ (0)), teríamos identificado u com T2 e então: 

D (O) c HJ (O) = H-1 (O) c D' (O) 

e "perderíamos" L2 (O). 
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1.5 Traço de funções de H1 (O) 

Este texto trata de equações hiperbólicas as quais sempre vem acompanhadas 
de uma condição de fronteira. No entanto, as soluções obtidas são definidas 
q.t.p., de modo que precisamos definir o que se entende por restrição de 
uma função sobre a fronteira. A definição que apresentaremos aqui não se 
aplica a qualquer conjunto O; é necessário que possua fronteira com suficiente 
regularidade. 

Diz-se que n c JRn é um aberto bem regular quando existe uma família 
finita de abertos limitados do JRn, representada por {'!90 , '!91, ... ,'19m} tais que 
'!9o c n,{'!9o,'!91,···,'!9m} é um recobrimento aberto de n e {'!91,•••,'!9m} um 
recobrimento aberto de 80, satisfazendo as seguintes condições: 

• Para cada jtem-se: 
IPi ('!9i nO)= Q+ = {y E Q;yn >O}; 
IPi ( '!9i n nc) = Q_ = {y E Q; Yn <O}; 
IPi ('!9i n 80) = Q n {y E Q; Yn =O}. 

• Quando '!9i n '!9i =f 0,existe um homeomorfismo Jii : IPi ('!9i n '!9i) ---t 

IPi ('!9i n '!9i)indefinidamente diferenciável, com jacobiano positivo, tal 
que: 
IP.i (x) = Jii (IPi (x)), 'Vx E '!9i n '!9j. 

A família { '!9j, IPi} chama-se sistema de cartas locais de 80. 

Teorema 9 Se n for aberto, limitado e bem regular então D ( n) é denso 
em H 1 (O). 

Demonstração pode ser encontrada em Medeiros-Miranda [5, pág. 85]. 
Consideremos a aplicação: 'Y : D ( n) ---t L2 ( 80) definida por "(V (x'' Xn) = 

v (x', O) . Em outras palavras, "(V é a restrição de uma função v E D ( n) à 
fronteira de n. 

Teorema 10 Se n for aberto, limitado e bem regular então 'Y é operador 
linear limitado. 

Demonstração em Medeiros-Miranda [5, pág. 86]. 
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Sendo D (O) denso em H 1 (O) , 'Y se estende a uma aplicação linear 

contínua 'Yo de H 1 (O) em L 2 (80), denomidada traço. Então, o traço é 
um operador linear limitado obtido a partir da extensão de um operador de 
restrição à fronteira de O. De posse deste operador, a expressão u = O em 
ao, significa formalmente que "(oU = O. 

Como sempre trabalharemos com condição nula sobre a fronteira, o próximo 
teorema nos será útil, pois caracteri:1.a as funções que possuem traço nulo. 

Teorema 11 Se O for aberto, limitado e bem regular então ker ('Yo) = HJ (O). 

Demonstração em Medeiros-Miranda [5, pág. 87]. 
Existem resultados mais gerais a respeito do traço de funções de H 1 (O), 

nos quais as hipóteses sobre ao são menos restritivas. 

1.6 Imersões de Espaços de Sobolev 

Teorema 12 Seja O c JRn aberto, limitado e bem regular. Se m > ~ então 
a imersão de Hm (O) em L00 (O) é contínua. 

Demonstração em Medeiros-Miranda [5, pág. 96]. 

Teorema 13 (Rellich) Seja O c JRn aberto, limitado e bem regular. Então 
a imersão de H 1 (O) em L 2 (O) é compacta. 

Demonstração em Medeiros-Miranda [5, pág. 99]. As demonstrações dos 
dois teoremas abaixo podem ser encontradas em Medeiros-Miranda [5, pág. 
103]. 

Teorema 14 (Corolário do Teorema de Rellich) Seja O c JRn aberto, 
limitado e bem regular. Então a imersão de Hm+l (O) em Hm (O) é com
pacta. 

Teorema 15 Se O c JRn aberto e limitado, então a imersão de HJ (O) em 
L 2 (O) é compacta. 

Os teoremas de imersões de espaços de Sobolev apresentados aqui não 
são os mais gerais conhecidos. É possível obter tais resultados com hipóteses 
menos restritivas sobre a fronteira de O. 
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1. 7 Teoria espectral 

Considere os espaços de Hilbert V e H e suponha que V C H. Seja I 
V -t H o operador que a cada v E V associa o próprio vetor v. Não é difícil 
verificarmos que I é linear. O operador I é chamado operador imersão de V 
em H ou a imersão de V em H. Diz-se que a imersão de V em H é contínua 
quando I é um operador linear contínuo, isto é, quando existe K > O tal que: 

llviiH :::; K llvllv, Vv E V. 

(A importância deste tipo de imersão é que convergência no espaço "menor" 
V, implica em convergência no espaço maior, H). O exemplo mais importante 
para este texto é o caso em que O é limitado, V= HJ (O) e H= L 2 (O). O 
resultado que garante esta imersão contínua é a Desigualdade de Poincaré. 

Diz-se que a imersão de V em H é compacta quando a imagem de con
juntos limitados de V, por I, é relativamente compacta em H. A importância 
desta imersão para nossos propósitos é que, quando estivermos diante de uma 
imersão compacta, uma seqüência limitada em V possui uma subseqüência 
convergente em H. Sabemos que quando O limitado, a imersão de HJ (O) em 
L 2 (O) é compacta. 

Suponhamos agora que V c H, com imersão contínua e compacta. Supo
nhamos ainda que V seja denso em H. Seja a : V x V --+ IR uma forma 
bilinear contínua, simétrica e coerciva. Logo, ela define um produto interno, 
o qual induz em V uma norma equivalente à norma original. Então existe 
uma seqüência {..Xk} de números reais positivos, divergindo para +oc, e uma 
seqüência {ek} em V tais que: 

• a(ek,v) = Àk(ek,v)H. 

Outras propriedades da seqüência { ek} : 

• { ek} é ortonormal completa em H; 

• { ek} é ortogonal completa em V, com relação ao produto interno definido 
por a(·,·). 

Exemplo importante: Consideremos O c JRn limitado, V= HJ (O), H= 
L2 (O) e a (u, v) = (Vu, Vv). Estamos sob as condições da teoria espectral 
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acima, logo existe uma seqüência { ..\k} de números reais positivos e uma 
seqüência { ek} em HJ (O) tais que: 

(Vek, Vv) = Àk (ek, v), \lv E HJ (O). 

Tomando v em D (0), usando a definição de derivada de distribuições e a 
identificação de L 2 (O) com seu dual: 

Segue que: 

e portanto, -.6-ek é um elemento de HJ (O). Acabamos de provar que a 
seqüência de autovetores do operador .6., quando o é aberto e limitado, 
constitui uma base ortonormal de L2 (O) e uma base ortogonal de HJ (n). 

Séries de Fourier: Outra propriedade interessante da seqüência { ek} 
diz respeito às séries de Fourier de um vetor v nos espaços V e H. Sendo { ek} 
ortonormal em H, todo vetor v E V pode ser escrito como: 

00 

v= L (ek, v)" ek. 
k=l 

Por outro lado, { ek} é ortogonal em V com relação ao produto interno 
definido por a ( ·, ·) . Então: 

logo: 

v= f: Àk (ek, v)" ek. 
k=l Àk ( ek, ek) H 

Fazendo as devidas simplificações, acabamos de mostrar que os coeficientes 
de um vetor v E V não variam quando consideramos sua série de Fourier em 
H ou em V (produto interno dado por a ( ·, ·)). 
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1.8 Funções com valores vetoriais 

No estudo de soluções fracas de equações de evolução os espaços até aqui 
citados não são suficientes. É necessário que utilizemos também espaços ve
toriais formados por funções definidas num intervalo (a, b) da reta assumindo 
valores em algum espaço de Banach X. Se X é um espaço de Banach, uma 
função u : (a, b) -t X é dita fortemente mensurável se: 

• existe um subconjunto N de (a, b), de medida nula, tal que u ((a, b)- N) 
é um subconjunto separável de X; 

• a função escalar t 1--t (f,u(t))x,x é mensurável, "í/f E X'. 

Neste texto sempre consideramos a medida de Lebesgue em (a, b). O 
espaço V (a, b; X) denota o conjunto das funções u : (a, b) -t X forte
mente mensuráveis tais que a função escalar t 1--t iiu (t)iix é um elemento 
de V (a, b), 1 ~ p ~ oc. Conforme Hille-Phillips [3, pág. 89], V (a, b; X) 
equipado com a norma 

ou 

1 

llull,,,{a,b,X) = (j I lu ( t) 11';, dt) ; , se I <; p < oc 

iiuiir,oo(a,b;X) = supess iiu (t)iix, para p = oc; 
te(a,b) 

é um espaço de Banach. Quando p = 2 e X é Hilbert, L2 (a, b; X) é Hilbert 
se considerado com o produto interno: 

b 

(u, v) 1,2(a,b;X) = j (u (t), v (t))x dt. 
a 

Outro espaço de funções a valores vetoriais de nosso interesse é C0 (a, b; X) , 
o qual consiste do conjunto das funções contínuas definidas em [a, b], com 
valores em X, equipado com a norma: 

llullco(a b·X) = max llu (t)iix · 
' ' te[a,b] 

C0 (a, b; X) é um espaço de Banach. 
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Desde que (a, b) tem medida finita, V (a, b; X) C L1 (a, b; X), 1 :::; p:::; oo. 
Se X é reflexivo, para cada f E (V (a, b; X))' existe única f E Lq (a, b; X') , 

sendo ~ + ~ = 1 e 1 :::; p < oo, tal que: 

b 

(f' u) = f ( 1 ( t) ' u ( t)) dt' 
a 

no qual (·, ·) denota a dualidade entre V (a, b; X) e seu dual. Identificando 
f com[, escrevemos (V (a, b; X))'_ Lq (a, b; X'). A demonstração do caso 
mais geral possível pode ser encontrada em Diestel-Uhl [2, pág. 76 e 98]. 

Observemos que se X = IR equipado com a norma usual, as definições 
aqui introdur.idas coincidem com as definições usuais de Teoria da Medida. 

1.9 Distribuições a valores vetoriais e suas 
derivadas 

Para as funções de L1 (a, b; X) , a integral 

b f u (t) dt 
a 

está definida e é um vetor de X. Esta integral é conhecida como Integral de 
Bochner da função u e sua definição foge aos nossos propósitos. Entretanto, 
convém ressaltar que ela estende a Integral de Lebesgue real para os espaços 
de Banach, mantendo suas propriedades. 

Ao espaço formado pelo conjunto de operadores lineares contínuos definidos 
em D (a, b) assumindo valores em X dá-se o nome de espaço das distribuições 
vetoriais sobre (a, b) com valores em X. Ele será denotado por f, (D (a, b); X). 
Mostremos agora que f, (D (a, b); X) é não-var.io. 

Se v E V (a, b; X) e <p E D (a, b), então <pv E V (a, b; X), de modo que 

b f v (t) <p (t) dt. 
a 

existe. Não é difícil verificar que esta integral define um elemento de f, (D (a, b); X), 
provando que qualquer função de V (a, b; X) define uma distribuição vetorial 
sobre (a, b) com valores em X. 
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Dada uma distribuição TE f. (D (a, b); X), seu valor em <p representa-se, 
como de hábito, por (T, <p) e sua derivada de ordem k é definida por: 

(
dkT ) k ( dk<p) dtk'<p =(-1) T,dtk ,V<pED(a,b). 

~T também é uma distribuição vetorial sobre (a, b), fato que não é difícil 
de ser provado. Identificando v E LP (a, b; X) com a distribuição vetorial 
que define, conclui-se que todo elemento de LP (a, b; X) possui derivadas de 
todas as ordens no sentido das distribuições vetoriais sobre (a, b). Nos demais 
capítulos deste texto, usaremos com freqüência o símbolo Ut, o qual será 
entendido como a derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. 

1.10 Outros resultados 

Esta seção é constituída por resultados técnicos que tornam a leitura mais 
enfadonha, pois o leitor pode não conhecer a utilidade que cada teorema 
tem para a compreensão dos demais capítulos. Por isto sugerimos que passe 
imediatamente ao próximo capítulo e só leia os resultados abaixo no momento 
em que forem mencionados. 

Teorema 16 Suponha que f : [a, b] U [b, c] -t IR satisfaça I f (x)- f (y)l ~ 
c1 lx- Yl, Vx, y E [a, b] e I f (x)- f (y)l ~ c2lx- Yl, Vx, y E [b, c]. Então 
f é uma função lipschitziana em [a, c], com constante de Lipschitz igual a 
2 max { c1, c2} . 

Demonstração: 
Dados x, y E [a, c] arbitrários, só precisamos analisar o caso em que x E 

[a,b) e y E (b,c]. 

I! (y)- f (x)l < I! (b)- f (x)l + I! (y)- f (b)l 
ly-xl - ly-xl ly-xl 

Como IY - xl ~ lx - bl e IY - xl ~ IY - bl : 

lf(y)- f(x)l < 2max{c c} 
I I - 1, 2 . y-x 

• 
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Seja (X, d) um espaço métrico. Uma função T : X -+ X é chamada de 
contração se existe um número real /3, O ~ j3 < 1, tal que d (Tx, Ty) ~ 
j3d (x, y), "i/x, y E X. 

Teorema 17 {Teorema de Contração de Banach) Seja (X, d), X =I= 0, 
um espaço métrico completo e T : X -+ X uma contração. Então existe único 
ponto x E X tal que Tx = x. O ponto x é chamado ponto fixo de T. 

Demonstração em Kreysig [4, pág. 300] 

Teorema 18 Se O c JRn é limitado e u E L 2 (a, b; HJ (0)), então ~u E 
L2 (a, b; H-1 (O)). 

Demonstração: 
Em primeiro lugar, provemos que f E L 2 (O) então fx; E H-1 (O) , 1 ~ 

i ~ n. Tomemos <p E D (O) arbitrária. Da teoria das distribuições: 

Sendo f elemento de L 2 (O) e identificando este espaço com seu dual: 

Uxn <p) = -f f (x) <fJx; (x) dx. 
n 

Logo: 

l(fxp <p)l ~f lf (x) <fJx; (x)l dx. 
n 

Por Cauchy-Schwarz: 

Como f E L 2 (O), mostramos que fx; é um funcional linear limitado em 
D (O). Então fx; possui uma extensão (a qual ainda denotamos por fx;) à 
HJ (0). Sabemos ainda que esta extensão é também um funcional linear 
limitado com a mesma norma do funcional original. Logo: 
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Tomando f igual a a;~:), segue que ~u assume valores em H-1 (O) e 

11 
a2u ~t) 112 ~ 11 au (t) 112' q.t.p. 

8xi H-1 (O) 8Xi 
(1.1) 

A prova de que ~u é fortemente mensurável está baseada no seguinte 
teorema. 

Sejam X e Y espaços de Banach e consideremos um operador T : X -+ Y 
linear e contínuo. Então o operador T* :V (a, b; X)-+ V (a, b; Y), 1 ~ p < 
oc, definido por (T* f) (t) = T (f (t)), é linear, contínuo e IIT*II = IITII· 

A prova de que existe I C (a, b), com med (I) = b- a, cuja imagem por 
T* f é um subconjunto separável de X pode ser feita usando a continuidade 
de T*. 

Dado w E Y' arbitrário, 

(w, (T* f) (t)) = (w, T (J(t))) = (rtw, f(t)), 

no qual Tt : Y' -+ X' denota o operador adjunto de T. Sendo Ttw E X' e 
f E V (a, b; X), a função t H (Ttw, f(t)) é mensurável, valendo o mesmo 
para t H (w, (T* f) (t)), qualquer que seja w E Y'. 

Tomando X = L 2 (O), Y = H-1 (O) e T = ~' prova-se que ~u é forte
mente mensurável. 

Então, t H ll~u (t)IIH-l(n) é mensurável, conforme Hille-Phillips [3, pág. 
72]. O fato de que t H ll~u(t)IIH-l(O) é uma função de L2 (a,b) segue de 
{1.1). 

• 
Se X é um espaço cujos elementos são funções escalares definidas (q.t.p.) 

em O c IRn, como por exemplo, X = L2 (O) ou X = HJ (0), então u : 
(a, b) -+ X está univocamente associada à função u : O x (a, b) -+ IR que 
associa cada ponto (x, t) E O x (a, b) ao valor deu (t) no ponto x. 

Fazendo a identificação de u com u, se F é uma função escalar definida 
em O x IR, a composição de u com F faz sentido. Quando estivermos interes
sados na função t H F (x, u (x, t)), escreveremos F (u (t)) ou simplesmente, 
F (u). Os símbolos F (x, u (x, t)) e F (x, u) são utilizados quando desejamos 
explicitar a dependência da variável x. 
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Teorema 19 Suponha que n c JRn é limitado eu E L 2 (a, b; HJ (0)). Seja 
F : n x JR --+ JR mensurável em x e lipschitziana na segunda variável, isto 
é, existe c> o tal que: IF(x,v)- F(x,w)i ~ civ- wi ,Vv,w E JR,Vx E n. 
Suponha ainda que F (x, O)= O. Então F (u) E L 2 (a, b; HJ (O)). 

A demonstração pode ser encontrada em Treves [9, pág. 261 ]. 

Teorema 20 Seja X um espaço de Banach eu, w E L 1 (a, b; X). Então, as 
seguintes afirmações são equivalentes: 

t 
z. u (t) =constante+ I w (s) ds; 

o 
b b 

ii. I u (t) r.p (t) dt =-I w (t) r.p' (t) dt, Vr.p E D (a, b); 
a a 

iii. %t (u (t), 17) = (w (t), 17), \/17 E X', 
na qual %t denota a derivada no sentido das distribuições es
calares sobre (a, b) e ( ·, ·) a dualidade entre X e X'. 

A demonstração pode ser encontrada em Teman [8, pág. 250]. Observe
mos que se alguma das condições (i)-(iii) for satisfeita, de (i) segue que u é 
q.t.p. igual à uma função contínua em [a, b]. 

Teorema 21 Seja X espaço de Banach. Se Uv --+ u fraco* em X', então 

llullx' ~ lim inf lluvllx'. 

Demonstração em Strauss [7, pág. 9]. 
A razão da importância da topologia fraco* está no seguinte teorema, cuja 

demonstração pode ser encontrada em Hille-Phillips [3, pág. 37]. 

Teorema 22 Se X é um espaço de Banach separável, então toda seqüência 
limitada em X' possui uma subseqüência convergente fraco*. 

Teorema 23 Seja X é um espaço de Banach reflexivo, então Uv --+ u fraco 
em X' se, e somente se, uv --+ u fraco*. 

A demonstração segue da identificação usual entre X e X". 
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Teorema 24 (Aubin-Lions) Sejam X, Y, Z espaços de Banach tais que 
X esteja contínua e compactamente imerso em Y, e Y esteja continuamente 
imerso em Z. Então o espaço 

W = {v, v E V (a, b; X) e Vt E L q (a, b; Z)} , 

sendo 1 :::; p :::; oc e 1 < q :::; oc, está contínua e compactamente imerso em 
V (a, b; Y). 

A demonstração pode ser encontrada em Strauss [7, pág. 34]. A norma 
considerada em W é 

JJvllw = JJvJJ r,v(a,b;X) + JJvtJI r,q(a,b;Z) · 

Observemos que, para utilizarmos o teorema acima, podemos tomar Y = 
Z, mas não X = Y, a menos que Y seja um espaço vetorial de dimensão 
finita. 
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Capítulo 2 

Equação de Onda Linear 

Neste capítulo nos propomos estudar um pouco da equação de onda linear 

{ 

Llu- uu =f; 
u =o em an; 
u (O)= uo; 
Ut (O)= u1 

(problema de Dirichlet homogêneo), variando a regularidade dos dados ini
ciais e o tipo de domínio espacial. 

Uma das motivações para tal estudo, é que exibe um método de resolução 
que pode ser adaptado para problemas não-lineares. Outra razão, e mais 
objetiva, é que nesta dissertação resolvemos problemas não-lineares a partir 
de soluções de problemas lineares. 

Por motivos didáticos, primeiramente consideramos domínio espacial li
mitado. Os dois primeiros teoremas tratam exatamente do mesmo problema, 
sendo que no Teorema 2 obtemos solução mais regular do que no Teorema 
1. Em ambos é usado o Método de Galerkin, que consiste em aproximar 
a solução que desejamos alcançar por soluções de problemas semelhantes, 
porém em dimensão finita. 

O Método de Galerkin gera uma seqüência de aproximações e a tarefa 
mais difícil é mostrar que ela converge. É justamente aí que as demonstrações 
dos teoremas 1 e 2 diferem. 

O primeiro teorema é provado explicitando detalhes que julgamos necessá
rios ao leitor pouco familiarizado com o assunto. Entretanto, em nome da 
brevidade do texto, nos demais teoremas argumentos repetitivos são omiti
dos. 
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Formulação variacional: 
A fim de passarmos à busca de soluções fracas para a equação de onda, 

devemos escolher uma formulação variacional. Suponhamos que todos os 
cálculos abaixo possam ser efetuados. 

Multiplicando ~u- Utt =f por uma função teste v (x) : 

f ~u(x, t)v(x)dx- f Utt(x, t)v(x)dx =f f(x, t)v(x)dx 
n n n 

Integrando por partes e impondo a condição de contorno sobre as funções 
teste: (v = o em 80) 

f Vu(x, t)Vv(x)dx +f Utt(x, t)v(x)dx = -f f(x, t)v(x)dx. 
n n n 

Multiplicando agora por c.p(t) e integrando no tempo: 

T T T 

f (utt (t), v) c.p(t)dt +f (Vu(t), Vv) c.p(t)dt =-f (f(t), v) c.p(t)dt, 
o o o 

e então: 

T d T T 

f dt (ut (t), v) c.p(t)dt +f (Vu(t), Vv) c.p(t)dt =-f (f(t), v) c.p(t)dt. 
o o o 

Vejamos agora os espaços aos quais devem pertencer as funções teste. 
Para que a fórmula acima faça sentido, devemos ter v E H 1 (O), e impondo 
a condição de fronteira, escolhemos v E HJ (O). 

Já <.p (t) deve ter ao menos uma derivada integrável, pois precisaremos 
fa:zer integração por partes também no tempo. É suficiente escolhermos 
<.p E C 1 ([0, T]). No entanto, escolhemos <.p E D (0, T), pois veremos que 
as escolhas são equivalentes. 

Temos então que: 

T T T 
I tt (ut (t), v) c.p(t)dt +I (Vu(t), Vv) c.p(t)dt =-I (f(t), v) c.p(t)dt, Vc.p E D (0, T), 
o o o 
Vv E HJ (O). 

Esta formulação é mais forte do que: 

23 



d 
dt (ut (t), v)+ (Vu(t), Vv) =- (J(t), v), \/v E HJ (O), 

igualdade em D' (0, T). Não escolhemos esta última pois já sabemos que a 
formulação mais forte apresentada acima tem solução. 

Teorema 1 Seja n c JRn aberto e limitado. Seja ainda f E Lfoc(IR; L 2 (0)), 
u0 E HJ(O) e u 1 E L2 (0) arbitrárias. Então existe única função u tal que: 

• u E L~c(JR; HJ(O)) n C0 (JR; L2(0)); 

• Ut E L~c(JR; L 2(0)) n C0 (JR; H-1(0)); 

• Utt E Lfoc(JR; H-1(0)); 

• %t(ut(t), v)+ (Vu(t), Vv) = -(f(t), v), \/v E HJ(O), igualdade no sen
tido de Lfoc (IR) ; 

• u(O) = uo; 

• Ut(O) = U1. 

Vale a seguinte estimativa: 

llut(t)il2 + 11Vu(t)il2
:::; (11ulll 2 + 11Vuoll2 + [' llf(s)il 2 ds) (1 + iti) eltl, q.t.p. 

emiR. 

Demonstração: 
Seja { ek} seqüência formada pelos autovetores de ~' isto é: 

!:lek = -Àkek, \fk E IN, 

na qual { )..k} é uma seqüência não-decrescente de números reais estritamente 
positivos, divergindo para +oo. 

Como n limitado, da teoria espectral desenvolvida no Capítulo 1 resulta 
que { ek} é ortonormal completa em L2 (0) e ortogonal completa em HJ(ü). 
Também vimos que as séries de Fourier de u0 e u1 são: 

00 

uo = 'L:(uo, ek)ek, 
k=l 
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00 

u1 = 'L:(ul, ek)ek· 
k=l 

Tomemos as seguintes aproximações para os dados iniciais: 

m 

urf = 'L:(uo,ek)ek, 
k=l 
m 

u~ = 'L:(ul, ek)ek· 
k=l 

(2.2) 

As aproximações não precisam necessariamente serem tomadas da forma 
acima, eventualmente tomamos outro tipo, como veremos ainda neste capítulo. 
Em geral, é suficiente 

urf -t uo forte em HJ(O), 

u~ -t u1 forte em L2 (0). 

1.!!. Etapa: Problema aproximado: 
Sejam um número natural arbitrário e Vm = span[e1 , e2 , •.. ,em] o sub

espaço gerado pelos m primeiros autovetores de ~- Procuremos um : IR -t 
Vm que satisfaça o seguinte problema aproximado: 

d 
dt (u~(t), v)+ (Y'um(t), Y'v) = -(J(t), v), Vv E Vm; (2.3) 

um(O) = urf; (2.4) 

u~(O) = u~. (2.5) 

Como Vm é espaço vetorial, para que (2.3) se verifique é necessário e 
suficiente que esta igualdade seja válida para os elementos da base, de modo 
que (2.3) é equivalente a: 

:t (u~(t), ek) + (V'um(t), V'ek) = -(J(t), ek), 1:::; k:::; m. 

Usando a ortogonalidade das e~s verifica-se que: 

m 

um(t) E Vm {::} um(t) = '2)um (t), ek)ek. 
k=l 
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Isto permite provarmos que: 

e então, a igualdade (2.3) equivale à seguinte: 

Usando propriedades especiais da base { ek} segue que a igualdade acima 
é equivalente a: 

logo, um satisfaz (2.3) se, e somente se, satisfaz (2.6). 
Escreveremos (2.4) e (2.5) de um modo equivalente e mais adequado aos 

nossos propósitos. Seja 9k(t) = (um(t), ek)· Então: 

m m 

um(o) = u~ {:>L 9k(O)ek = Í:(uo, ek)ek. 
k=l k=l 

Usando a independência linear dos elementos da base: 

(2.7) 

De modo análogo: 

u~(O) = u~ {:> !gk(O) = (u1, ek), 1 ::; k::; m. (2.8) 

Resulta de (2.6), (2.7) e (2.8) que o problema aproximado proposto é 
equivalente a: 

Jlrgk (t) + Àk9k (t) = -(f (t), ek), 1 ::; k ::; m, 
9k(O) = (uo, ek), (2.9) 
%t9k(O) = (u1, ek)· 
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Interpretando o símbolo ~ como derivada no sentido clássico, (2.9) é 
um sistema m x m de EDO's, linear e definido q.t.p em IR. Como f E 

Lfoc (IR; L2 (!1)), existe única solução definida em toda a reta. Isto implica 
que vale o mesmo para o problema aproximado. A igualdade (2.9) se dá 
entre funções Lfoc (IR), logo, é neste sentido que a igualdade do problema 
aproximado é satisfeita. 

2!! Etapa: Estimativas a priori: 
Sem muita dificuldade prova-se que: 

m d 
u~ (t) = L -d 9k(t)ek. 

k=l t 

Isto prova que, para cada t fixado, u~ (t) E Vm e podemos substituir v por 
u~(t) na equação aproximada, obtendo: 

d 
dt(uf(t),u~(t)) + (\7um(t), \7uf(t)) = -(f(t),uf(t)). 

Fazendo alguns cálculos mostra-se que esta igualdade é equivalente a: 

1 d 1 d 
2 dt iiuf(t)il2 + 2 dt ll\7um(t)il 2 

= -(f(t), uf(t)), Vt E IR. 

As funções escalares envolvidas na igualdade acima são elementos de 
Lfoc (IR). Isto permite que as integremos no intervalo (0, t) a fim de escr
ever: 

t 

~ llu~(t)il 2 + ~ ll\7um(t)il 2 = ~ llu~ll 2 + ~ ll\7u~ll 2 - f (f(s), u~(s)) ds. 
o 

Aplicando a desigualdade triangular: 

1 1 1 1 ltl 
2ilu~(t)ll 2 + 2IIVum(t)ll 2

::; 2ilu~ll 2 + 2IIVu~ll 2 +f l(f(s), u~(s))l ds. 
o 

Por Cauchy-Schwarz: 

1 1 1 1 I~ 
2llu~(t)ll 2 + 2IIVum(t)ll2

::; 2llu~ll 2 + 2IIVu~ll 2 + j llf(s)llllu~(s)ll ds. 
o 
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Mas ab ~ a; + b; se a, b 2:: O. Então: 

ltl ltl 

JJu~(t)ll 2 + IJVum(t)JI 2 ~ Jlu~ll 2 + IJVu~ll 2 +f llf(s)JI 2 
ds +f Jlu~(s)JI 2 

ds. 
o o 

(2.10) 
Para t ;::::: O podemos usar a Desigualdade de Gronwall (Teorema 7 do 

Capítulo 1): 

llu;"(t) 11' + IIV'um(t)ll' S: (llu;"ll' + IIV'u;;'ll' +I li!( s) 11' ds) e', Vt ~ O. 

(2.11) 
Para t ~ O não é possível utilizar Gronwall em (2.10), mas usando as 

estimativas obtidas para t ;::::: O temos: 

( 

itl ) 
JJu~(t)JI 2 +11Vum(t)JI 2 ~ JJu~ll 2 + IJVu~ll 2 + [ llf(s)JI2 

ds (1 + Jtl) eltl, Vt ~O. 

De (2.11) e (2.12) resulta que: 

De (2.1), (2.2) e da Desigualdade de Bessel: 

llu~ll
2 

~ Jlulll2
; 

IJVu~ll
2 

~ IJVuoll2 
· 

Logo: 

(2.12) 

( 

itl ) 
Jlu~(t)JI 2 +11Vum(t)JI 2 ~ Jlulll 2 + 11Vuoll2 + [ llf(s)ll 2 

ds (1 + Jtl) eitl, Vt E IR. 

(2.13) 
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Fixando T 2: O arbitrário podemos enfim escrever que: 

llufl(t)il 2 + ll'\7um(t)ll 2 
:::; (11u1ll 2 + 11Vuoll2 + [11f(s)ll 2 

ds) (1 + T) e r; \:lt E 

[-T,T]. 

Então: 
{um} é limitada em DXJ( -T, T; HJ(O)); 

{ u~} é limitada em DXJ( -T, T; L2 (0)). 

(2.14) 

(2.15) 

De (2.14) e do Lema 1, cujo enunciado e demonstração se encontram 
no final do capítulo, existe uma subseqüência { umk} e uma função u E 

L00 (-T, T; HJ(O)) tal que: 

umk-+ u fraco* em DXJ(-T,T;HJ(O)) e 

T T f ('\7umk(t), '\7w(t))dt-+ f ('\7u(t), '\7w(t))dt, \:lw E L1
( -T, T; HJ(O)). 

-T -T 
(2.16) 

Em particular, (2.15) é válida para { umk }. Isto permite a extração de 
uma subseqüência { u11

} de { umk} e garante a existência de uma função w tal 
que: 

ur-+ w fraco* em L 00 (-T, T; L2 (0)). (2.17) 

Como { U11
} é subseqüência de { umk }, de (2.16) temos: 

u11 -+ u fraco* em L00
( -T, T; HJ(O)); (2.18) 

Provemos que na verdade: w = Ut. As convergências fracas (2.17) e (2.18) 
implicam em convergência no sentido de D' (O x (-T, T)). Como a operação 
de derivação é contínua neste espaço, segue que w = Ut· 

Finalmente, podemos escrever: 

u 11 -+ u fraco* em L 00(-T T· L2 (0)) t t ' ' . (2.19) 

Sendo um problema linear, as convergências (2.18) e (2.19) são suficientes 
para garantir que u é a função que procuramos, fato que será mostrado na 
próxima etapa. 
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Como { uv} é uma subseqüência de { umk} , de (2.16) segue que: 

r r 
f (\7uv(t), \7w(t))dt-+ f (\7u(t), \7w(t))dt, Vw E L 1

( -T, T; H~(O)). 
-r -r 

(2.20) 
Fizemos a identificação de L2 (0) com seu dual, logo, o dual de L1

( -T, T; L2 (0)) 
é L 00

( -T, T; L2 (0)) (conforme vimos na Seção 1.8) e a convergência (2.19) 
significa que: 

r r 
f (u~(t), w(t))dt-+ f (ut(t), w(t))dt, Vw E L1

( -T, T; L2 (0)). (2.21) 
-r -r 

3!!. Etapa: Verificação da equação: 
Fixemos m E N arbitrário. Como a igualdade na equação aproximada 

(2.3) se dá em LtocUR), podemos multiplicá-la por <p E CQ'(-T, T) e integrar 
no tempo. Fazendo isto: 

r d r r 

f dt (uf(t), v)<p(t)dt+ f (\7um(t), \7v)<p(t)dt =- f (f(t), v)<p(t)dt, Vv E Vm. 
-r -r -r 

Mas v> m => Vm C Vv. Então, para v> m: 

r d r r 

f dt ( u~ (t), v )<p(t)dt +f (\7uv(t), \7v )<p(t)dt = - f (f(t), v )<p(t)dt, V v E Vm· 
-r -r -r 

Fazendo integração por partes na primeira integral: 

r r r 

f (u~(t), v)<p'(t)dt- f (\7uv(t), \7v)<p(t)dt = f (f(t), v)<p(t)dt, Vv E Vm· 
-r -r -r 

As convergências (2.20) e (2.21) são suficientes para garantir que fazendo 
v -+ +oc, obtemos: 

r r r 

f (ut(t), v)<p'(t)dt- f (\7u(t), \7v)<p(t)dt = f (f(t), v)<p(t)dt, Vv E Vm. 
-r -r -r 
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Como m é arbitrário, por densidade: 

T T T 

f (ut(t), v)<p'(t)dt- f (V'u(t), Y'v)<p(t)dt = f (f(t), v)<p(t)dt, Vv E H~(n). 
-T -T -T 

Sendo t t--+ ( Ut ( t), v) elemento de L 2 (-T, T), define uma distribuição sobre 
(-T, T). A primeira integral da igualdade acima é a derivada desta dis
tribuição. Logo: 

( 
d ) T T 
dt (ut(t), v), <p + f (V'u(t), V'v)<p(t)dt =-f (f(t), v)<p(t)dt. 

-T -T 

Isto implica que: 

d ( 1 dt (ut(t), v)+ V'u(t), V'v) = -(f(t), v), Vv E H 0 (n), 

igualdade no sentido de D'(-T, T). Mas as funções t t--+ (V'u(t), V'v) e t t--+ 

(f ( t), v) são elementos do espaço vetorial L 2 (-T, T), portanto: 

d 1 
dt (ut(t), v)+ (V'u(t), V' v)= -(f(t), v), Vv E H 0 (n), (2.22) 

e a igualdade se dá no sentido de L 2( -T, T). 

4.!!. Etapa:Verificação das condições iniciais: 
Como Ut E L 2

( -T, T; L2 (n)), aplicando o Teorema Fundamental do 
Cálculo , obtemos que u E C0 ( -T, T; L2(n)), de modo que faz sentido cal
cular u no ponto t = O. 

Tomando <p E C1([0, T]) e v E HJ(n), de (2.21) resulta que: 

T T 

f ( ur (t), V )<p(t)dt --+ f ( Ut(t), V )<p(t)dt, 
o o 

ou, equivalentemente 

Td Td f dt (uv(t), v)<p(t)dt--+ f dt (u(t), v)<p(t)dt. 
o o 

31 



O fato de que (ut(t), v)= tt(u(t), v) segue do Teorema 20 do Capítulo 1. 
Integrando por partes: 

r r 

(uv(t),v)cp(t) 1:~ó- f(uv(t),v)cp'(t)dt -t (u(t),v)<p(t) ~~~Ó- f(u(t),v)cp'(t)dt. 
o o 

Tomando <p tal que cp(T) = O e <p (O) = 1 : 

r r 
(uv(O),v) + f(uv(t),v)cp'(t)dt -t (u(O),v) + f(u(t),v)cp'(t)dt. (2.23) 

o o 

A convergência (2.20) garante que 

r r 
f ( uv (t), v )cp' (t)dt -t f ( u( t), v )cp' (t)dt. 
o o 

Logo, de (2.23) 

(uv(O), v) -t (u(O), v), Vv E HJ(n). (2.24) 

Por outro lado: uv(o) = u0 -t u0 forte em Hó-(0), o que implica que 
uv(o) -t uo forte em L2 (0), que por sua vez implica que uv(o) -t u0 fraco 
em L2 (0); em particular: 

(uv(o), v) -t (u0 , v), Vv E HJ(n). (2.25) 

A unicidade do limite, juntamente com (2.24) e (2.25) assegura que: 

(u(O)- u0 , v)= O, Vv E HJ(n), 

e a densidade de HJ(O) em L2 (0) implica: 

u(O) = uo. 

Para provar que u(O) = u0 , foi essencial a continuidade deu, e, para con
seguir isto, foi suficiente informação sobre a integrabilidade de Ut no tempo. 

32 



Para provar que Ut(O) = u1, basta informação sobre integrabilidade de Utt· A 
idéia é reescrever a equação (2.22) de uma forma equivalente e mais adequada. 
Sendo Ut função de L2 (-T, T; L2 (0)), ela define a seguinte distribuição ve-

r 
torial: Ut : ego( -T, T) -+ L2(0), tal que (ut, r.p) = f Ut(t)r.p'(t)dt. 

-r 
Derivando: 

Então, (utt, r.p) assume valores em L2 (0). Mas L2 (0) = (L2 (0))' c H-1(0), 
sendo a identificação entre L2 (0) e seu dual feita via produto interno de 
L2 (0). Logo: 

((utt, r.p), v)H-l(fl),HJ(n) =f (uu, r.p) vdx. 
n 

Da definição de derivada no sentido das distribuições vetoriais: 

((uu, r.p), v)H-,(n),HJ(n) =-f (ut, r.p') vdx =-f (í Ut(t)r.p'(t)dt) vdx. 
n n -r 

Por Fubini: 

r 

((uu, r.p), v)H-l(fl),HJ(fl) =-f (ut(t), v) r.p'(t)dt. 
-r 

Aplicando agora à segunda integral a definição de derivada no sentido de 
D'(-T,T): 

((uu,<p),v)H-,(n),HJ(n) = (!(ut(t),v),<p), . 
TJ (-r,r),TJ(-r,r) 

Sendo t H :t(ut(t),v) elemento de L2 (-T,T), a última igualdade equivale 
a: 

r d 
((Utt,<p) ,v)H-,(n),HJ(n) =f dt(ut(t),v)r.p(t)dt. (2.26) 

-r 
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Como f E Lfoc(JR; L2 (0)), os mesmos argumentos usados para mostrar 
(2.26) permitem escrever que: 

T 

((f,cp),v)H-l(O),Hó(O) = f(f(t),v)cp(t)dt. (2.27) 
-T 

Seja O E D(O) arbitrário. Então: 

J (Vu(t), VO)<p(t)dt = J [~ (a;;:),::.) l <p(t)dt 
-T -T 

Usando a definição de derivada no sentido de D' (O), é possível reescrever o 
segundo membro da igualdade acima de forma equivalente: 

J (Vu(t), VO)cp(t)dt =- J [t (â~u~t), o) l cp(t)dt, 
-T -T i=1 X~ TJ'(O)TJ(O) 

ou seja: 

T T 

f (Vu(t), VO)cp(t)dt = - f (~u(t), O) n'<nJncnJ cp(t)dt. (2.28) 
-T -T 

No Teorema 18 do Capítulo 1 vimos: 

Sendo ~u(t) elemento de H-1 (n) e H-1 (O) c D' (O), resulta de (2.28) que: 

T T 

f (Vu(t), VO)cp(t)dt =- f (~u(t), O) cp(t)dt. 
H-1 (O),HÓ(O) 

-T -T 

Isto implica que 

T T 

f (Vu(t), VO)cp(t)dt = - f (~u(t)cp(t), O) dt. 
H-l(n),HÓ(O) 

-T -T 
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e então: 

T T f ('\?u(t), '\?O)t.p(t)dt = (f ~u(t)t.p(t), ()) , V() E D (O). 
-T -T 

H-1 (O),HÓ (O) 

Sendo D (O) denso em HJ(O): 

l (V'u(t), V'v)t.p(t)dt = (l ~u(t)t.p(t), v) , Vtp E D ( -T, T), Vv E 

H-1 (O),HÓ(O) 

HJ(O). 
(2.29) 

As igualdades (2.26), (2.27) e (2.29) implicam que a formulação varia
cional (2.22) é equivalente a: 

((~u,tp) ,v)H-1(n),HJ(n)- ((uu,'f) ,v)H-1(n),HJ(n) = ((f,tp) ,v)H-1(n),HJ(n)' 

Vv E HJ(O) 

Em outras palavras: 
~u- Utt = j, 

no sentido das distribuições vetoriais com valores em H-1(0). Sendo ~u e f 
elementos do espaço vetorial L2(-T, T; H-1 (O)) resulta que: 

Finalmente, a igualdade (2.22) equivale a: 

~u- Utt = j, (2.30) 

igualdade em L 2 ( -T, T; H-1 (0)). Do fato de Utt ser elemento de L 2 (-T, T; H-1 (O)) 
resulta que Ut E C 0 ( -T, T; H-1 (0)), fazendo sentido calcularmos Ut no 
ponto t =O. Multiplicando a equação aproximada (2.3) por 'f E C 1 ([0, T]) e 
integrando no intervalo [0, T] : 

T d T T f dt (u~(t), v)t.p(t)dt+ f ('\?um(t), '\?v)t.p (t) dt =-f (f(t), v)t.p (t) dt, Vv E Vm· 
o o o 
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Integrando por partes a primeira integral e tomando cp tal que cp (O) = 1 e 
cp (T) = 0: 

7' 7' 7' 

( u;_n, v)+ f ( ur:(t), v )cp'(t)dt-f ('\lum(t), \lv )cp (t) dt = f (J(t), v)cp (t) dt, Vv E Vm. 
o o o 

Considere somente índices v > m. Então: 

7' 7' 7' 

(ur, v)+ f(ur(t), v)cp'(t)dt- f(\luv(t), \lv)cp (t) dt =f (J(t), v)cp (t) dt, Vv E Vm. 
o o o 

De (2.3) e das convergências (2.20) e (2.21) resulta que fazendo v -t +oc: 

7' 7' 7' 

(u 1 ,v)+ f(ut(t),v)cp'(t)dt- f(\lu(t), \lv)cp(t)dt = fU(t),v)cp(t)dt,Vv E Vm. 
o o o 

Por densidade: 

7' 7' 7' 

(u1, v)+ f (ut(t), v)cp'(t)dt- f (\lu(t), \lv)cp (t) dt =f (J(t), v)cp (t) dt, Vv E HJ (O). 
o o o 

(2.31) 
Por outro lado, ~u- Utt =f em L2 ( -T, T; n-l (O)); então: 

7' 7' 

[ (~u(t), v) H-,(n),HJ(n) cp(t)dt- [ (utt(t), v) H-,(n)HJ(n) cp(t)dt = 
7' 

[ (f(t), v)H-,(n),HJ(n) cp(t)dt, Vcp E C1 ([0, T]). 

Usando o Teorema 20 do Capítulo 1: 

r rd r 
f (~u(t), v) H-,(n),HJ(n) cp(t)dt- f dt (ut(t), v) cp(t)dt =f (f(t), v) cp(t)dt. 
o o o 

Fazendo integração por partes: 

7' 7' 7' 

(ut(O), v)+ f (ut(t), v) cp(t)dt+ f (~u(t), v) H-,(n),HJ(n) cp(t)dt =f (f(t), v) cp(t)dt. 
o o o 
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Por densidade, podemos estender (2.29) para funções <p de C 1 ([0, T]), então: 

T T T 

(ut(O), v)+ f (ut(t), v) <p(t)dt- f (~u(t), ~v)<p(t)dt =f (J(t), v) <p(t)dt. 
o o o 

As igualdades (2.31) e (2.32) implicam que: 

Ut(O) = U1. (2.32) 

5.!!. Etapa: Unicidade: 
Sejam u e u* soluções do Teorema 1, definidas em [-T, T]. Então w = 

u - u* é uma solução de: 

tt (wt(t), v)+ (~w(t), ~v)= O, Vv E HJ (O); 
w(O) =O; (2.33) 
Wt(O) = 0. 

Seja s E [0, T] fixo. Multiplicando a equação (2.33) por O E D(O, s) e inte
grando no intervalo [0, s]: 

s d s 

f dt (wt(t), v) O(t)dt +f (~w(t), ~v)O(t)dt =O. 
o o 

Integração por partes da primeira integral nos dá: 
s s 

-f (wt(t), vO'(t)) dt +f (~w(t), ~O(t)v)dt =O, VOE D(O, s) e Vv E Hci (O). 
o o 

Usando resultados de densidade, pode-se mostrar que: 
s s -f (wt(t), Zt(t)) dt +f (~w(t), ~z(t))dt =O, (2.34) 

o o 

para todo z tal que z E C 0 (0, s; HJ (O)) e Zt E C 0(0, s; L2 (0)). Tomemos 
uma função z especial, da seguinte forma: 

s 

z(t) = -f w(Ç)dÇ, tE [0, s]. 
t 
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Observemos que: 

s t s 

constante= f w(Ç)dÇ =f w(Ç)dÇ +f w(Ç)dÇ. 
o o t 

Derivando em relação a t e usando o fato de que w (O) = 0: 

O = w(t) - Zt(t) :::} Zt(t) = w(t). 

Usando esta função z na equação (2.34) obtemos: 

s s 

-f ( Wt(t), w(t)) dt +f ('\l Zt(t), \1 z(t) )dt = O. 
o o 

Isto implica que: 

lfsd lfsd 
-2 dt llw(t)ll

2 
dt + 2 dt II"Vz(t)ll

2 
dt =O. 

o o 

Então: 
-llw(s)ll 2 + llw(O)II 2 + II"Vz(s)ll 2

- 11Vz(O)II2 =o. 

Como w(O) =O e z(s) =O, resulta que: 

llw(s)ll2 + 11Vz(O)II2 =o. 

Logo w(s) =O. Desde que s pode ser escolhido arbitrário: 

w(s) =O, Vs E [O, T]. 

A fim de obtermos esta mesma conclusão para valores de s negativos, 
integramos a equação (2.33) em [s, 0], sendo agora s um ponto arbitrário de 
[-T, O]. Cálculos análogos mostram: 

w(s) =O, Vs E [-T, 0]. 

Segue que: 
u(s) = u*(s), Vs E [-T, T]. 
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6.!!. Etapa: Estimativa a posteriori: 
De (2.13) e do Teorema 21 do Capítulo 1 segue que: 

llut(t)il2 + IIY'u(t)il2 ~ (11u1ll 2 + IIY'uoll 2 + [' llf(s)il2 
ds) (1 + iti) eiti, q.t.p. 

emiR. 

Última Etapa: Obtenção da Solução Global: 
Denotemos por u r a solução definida no intervalo [-T, T] e definamos a 

seguinte função: u (t) = ur (t) , para qualquer número T tal que T 2:: itl. 
Mostremos que a função u está bem definida, isto é, que o valor de u no 
ponto t independe da escolha de T. Tomemos T1 e T2 tais que T2 2:: T1 2:: itl 
e observemos que uT2 1[-r,,r,] é uma solução em [-T1 , T1]. Mas, já provamos 
que ur, é a única solução neste intervalo. Segue que ur2 h-r,,r,]= ur, e, 
portanto, u (t) é independente da escolha de T 2:: itl. 

A prova de que u assim definida é uma solução da equação de onda linear 
não é difícil de ser feita, por isto, é omitida. Também é com certa facilidade 
que se prova que u tem as demais propriedades enunciadas. 

A unicidade de solução decorre da unicidade das u Tt s. 

• 
Teorema 2 Sob as mesmas hipóteses do Teorema 1, a função u é tal que: 

• u E C0 (IR; HJ (O)) ; 

• Ut E C0 (IR; L2 (O)); 

• Utt E Lfoc (IR; H- 1 (O)). 

Demonstração: 
Sabemos da teoria das EDO's que a solução do sistema linear (2.9) é: 

t 
gk(t) = (uo, ek) cos ~t + (Jzl;)sen~t- ~f sen~s (f(s), ek) ds+ 

k ~o 
t 

+~ Jcos~s(f(s),ek)ds. 
------v>:k o 
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Seja T > O arbitrário. 

l_g_ Etapa: Convergência de {um} em C0 ( -T, T; HJ (O)). 
{um} é Cauchy no espaço de Banach C0 ( -T, T; HJ (O)). De fato. Sejam 

m, n índices arbitrários (suponhamos m > n ). Sendo { ek} ortogonal em 
HJ (O) vale o Teorema de Pitágoras. Logo: 

2 
m 

L lgk(t)l
2 >..k. 

HJ(f!) k=n+l 

Usando a desigualdade (a+ b) 2 ~ 2(a2 + b2
), válida para números positivos: 

llum(t)- un(t)ll~,(n) ~ 2 E [(uo,ek) cosvf}kt + (Jf)senvf.Xkt]
2 

>..k.+ 

2 E [~ Í :os..;>:;:~~::), e,) ds- ~ j sen~s (J(s), e,) ds]
2 

>..k. 
k=n+l ~o ~o 

Usando a mesma desigualdade e o fato de que cos2 vl}kt, sen2vl}kt ~ 1, 
obtemos: 

2 m 2 m 2 
llum(t)- un(t)IIH,(f!) ~ 4 2: l(uo, ek)l >..k + 4 2: l(ul, ek)l + 

0 k=n+l k=n+l 

+4 E lj cos vf}ks (f(s), ek) dsi
2 

+ 4 E lj sen.;>:ks (f(s), ek) dsi
2 

k=n+l O k=n+l O 

(2.35) 
Analisemos agora o comportamento de cada um destes somatórios quando 

m,n -t +oc. 
Por Parseval: 

00 

llu1ll
2 =L l(ul, ek)l

2
; 

k=l 

e a segunda soma de (2.35) pode ser feita arbitrariamente pequena param, n 
suficientemente grandes. 

Sabemos que: 
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Como { Jk} ortonormal em HJ (0), vale a Identidade de Parseval: 

00 

lluoll~ó(n) =L i(uo, ek)l
2 

Àk 
k=l 

Isto prova que o primeiro somatório tende a zero quando m, n -t +oc. 
Analisemos agora o terceiro somatório. 

Por Cauchy-Schwarz: 

t 2 itl 2 itl f cos fi;s (f(s), ek) ds ~f ( cos ~s) ds f (f(s), ek)2 ds, n+1 ~ k ~ m. 
o o o 

Logo: 

t 2 T 

j cos /)::s (f(s), ek) ds ~ T f (f(s), ek)2 ds, n + 1 ~ k ~ m, 
o o 

e então: 

(2.36) 

Sendo f(s) elemento de L2 (0) : 

00 

f(s) =L (f(s), ek) ek; 
k=l 

de (2.36) segue que o terceiro somatório de (2.35) também tende a zero 
quando m, n -t +oc. 
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Empregando a mesma argumentação à somatória restante, concluímos 
que {um} é seqüência de Cauchy em C0 (-T, T; HJ (O)) e portanto existe 
u E C0 ( -T, T; HJ (O)) tal que: 

e: 

um ----* u em C 0 
( -T, T; HJ (O)) . 

2-ª- Etapa: Convergência de {ur} em C0 ( -T, T; L2 (O)). 
Lembremos que 

m d 
ur(t) = 2: -d 9k (t) ek, 

k=l t 

Sendo { ek} ortonormal em L2 (O), vale o Teorema de Pitágoras: 

(2.37) 

Procedimento análogo ao da primeira etapa mostra que { ur} é seqüência 
de Cauchy no espaço de Banach C0 ( -T, T; L2 (0)), e portanto: 

ur ----* Ut em C0 
( -T, T; L2 (O)). (2.38) 

3-ª- Etapa: Verificação da equação: 
A convergência (2.37) implica que um ----* u forte em L2 

(-T, T; HJ (O)) , 
que por sua vez implica que um ----* u fraco em L2 

(-T, T; HJ (O)) . 
A convergência (2.38) implica que ur----* Ut forte em L2 (-T, T; L2 (O)). 

Logo ur----* Ut fraco em L2 (-T, T; L2 (O)). 
Isto permite a execução dos mesmos cálculos do Teorema 1 e a conclusão 

de que u satisfaz a equação. 
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4!!. Etapa: Verificação das condições iniciais: 
Em particular, de (2.37) resulta que um(o) --+ u(O) forte em HJ (O). Por 

outro lado u0 --+ uo. 
Sendo um(o) = u0, da unicidade do limite resulta que: 

u(O) = uo. 

Argumentação análoga permite a prova de que Ut(O) = u1. 
As demais etapas são idênticas às da primeira versão. 

• 
Comparando os enunciados dos teoremas acima, observamos que o 2 tem 

resultados melhores do que o 1, fato que poderia justificar a exclusão do 
Teorema 1. A motivação para sua inclusão é que ele exibe um método de 
demonstrar a convergência que pode ser adaptado para situações mais gerais, 
como problemas lineares em domínio ilimitado e problemas não-lineares. 

O emprego do método de convergência do Teorema 2 fica restrito às 
situações nas quais é possível obter a solução explícita do sistema de EDO's 
(2.9). O caso mais importante no qual isto ocorre é quando o sistema de 
EDO's é linear e, portanto, provém de uma EDP linear. 

Outra restrição ao emprego deste método de convergência é a existência 
de uma base ortogonal nos espaços adequados. Observemos que a ortogo
nalidade foi fortemente usada na demonstração da convergência no teorema 
2. 

Para dar um exemplo da utilidade das estimativas a priori, passemos 
agora ao estudo da equação de onda linear em domínio espacial ilimitado. 
Neste caso não podemos garantir a existência da base ortogonal a que nos 
referimos no parágrafo anterior, logo, não é possível adaptarmos a demons
tração do Teorema 2. Porém, as estimativas a priori permitem que demons
tremos existência de solução para este caso também. 

Teorema 3 (Domínio ilimitado): Seja n c JRn um conjunto aberto. 
Seja ainda f E L~oc(IR; L2 (0)), u0 E HJ(O) e u1 E L2 (0) arbitrárias. Então 
existe única função u tal que: 

• u E L~c(IR; HJ(O)) n C0 (JR; L2(0)); 

• Ut E L~c(JR; L 2(0)) n C0 (JR; H-1(0)); 
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• Utt E L~oc(JR; H-1(0)); 

• ;t(ut(t),v) + (Vu(t), Vv) = -(f(t),v),Vv E HJ(O); igualdade no sen
tido de L~oc (IR); 

• u(O) = uo; 

• Ut(O) = U1. 

Vale a seguinte estimativa: 

q. t. p. em IR. 

Demonstração: 
Ao retirarmos a hipótese de limitação feita sobre O, devemos tomar alguns 

cuidados. 
A Desigualdade de Poincaré não é válida, de modo que não temos inclusão 

contínua de H{j (O) em L2 (O) e, portanto, não estamos sob as hipóteses 
da teoria espectral do Capítulo 1. Assim sendo, não é possível garantir a 
existência de uma base de HJ (O) e de L2 (O) formada pelos autovetores de 
6. Isto impede que a demontração dos teoremas 1 e 2 seja válida. Felizmente 
podemos adaptar a prova do Teorema 1 para este caso. 

Estamos considerando HJ (O) equipado com a norma de H 1 (O). 
Seja { ek} base ortonormal de HJ (O). Então: 

00 

uo =L ((uo, ek)) ek, 
k=l 

no qual ( ( ·, ·)) denota o produto interno de H, (!1). 

Seja: 

m 

u~ =L ((uo, ek)) ek. (2.39) 
k=l 

Na obtenção das estimativas a priori, no Teorema 1, foi utilizada a De
sigualdade de Bessel para limitar as seqüências de aproximações dos dados 
iniciais (ver (2.12) e (2.13)). Mas, lembremos que tal desigualdade é válida 
se trabalharmos com base ortogonal. Como a base com a qual trabalhamos 
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agora não é ortogonal em L2 (O), precisamos mostrar que as aproximações 
para u1 são limitadas. 

Sendo HJ (O) denso em L2 (O) , existe uma seqüência { uf}, com u'f E 

Vm, tal que u'f --t u1 forte em L2 (O). Da continuidade da norma: llufll --t 

liuiii, e então existe M1 >O tal que: 

(2.40) 

Como u'f E Vm: 

no qual os ar' s são os coeficientes de u'f na base { ek}. 

1'ª- Etapa: Problema Aproximado: 
O problema aproximado é o mesmo dos casos anteriores, mas o sistema 

de EDO's é: 

no qual gf (t) =((um (t), ek)). 
Este sistema tem solução única definida em toda a reta. 

m m+l 
Observemos que um (t) = L: gj (t) ei e um+l (t) = L: gj+1 (t) ei. Nada 

~1 ~1 

garante que os primeiros m coeficientes de um+I sejam iguais aos coeficientes 
de um (quando trabalhamos com a base de autovetores de .6., isto acontece). 

2'ª- Etapa: Estimativas a priori: 
Procedendo exatamente como na obtenção de estimativas do Teorema 1 

temos: 
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Da Desigualdade de Bessel e de (2.40): 

Seja T > O arbitrário. Logo: 

llur(t)il2 + ll'\7um(t)il 2 ~ ( M1 + lluoll~l(n) +f llf(s)ll2 
ds) (1 + T) e r, 'Vt E 

[-T, T]. 

Como 

t 

um(t) = um(o) +f ur:(s)ds, 
o 

resulta que: 

t 

iium(t)ii ~ llum(O)II +f iiur:(s)ii ds. 

De (2.41) obtemos que: 
{ ur} limitada em v~) ( -T, T; L2 (O)). 
De (2.41) e (2.42) resulta que: 

o 

{um} limitada em vx) (-T, T; HJ (O)). 

(2.41) 

(2.42) 

As demais etapas são semelhantes às respectivas etapas do Teorema 1 e, 
por isto, serão omitidas. A principal dificuldade (que é mais braçal do que 
intelectual) na adaptação consiste no fato de que o produto interno de HJ (O) 
considerado naquele teorema ser diferente do produto interno de H 1 (O). 
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• 
Vejamos agora que tipo de mudança ocorre na regularidade da solução 

quando supomos dados iniciais mais regulares. 

Teorema 4 (Dados iniciais mais regulares) Seja n c JRn um aberto, 
limitado e bem regular. Dados f E LfocUR; HJ(O)), uo E H 2 (0) n HJ(O) e 
u1 E HJ(O) existe única função u tal que: 

• u E C0 (JR; H 2(0) n HJ{O)); 

• Ut E C0 (JR; HJ(O)); 

• Utt E C0(JR; L2 (0)); 

• %t(ut(t), v)+ (V'u(t), V' v)= (f(t), v), Vv E HJ(O); a igualdade se dá no 
sentido de Lroc(IR); 

• u(O) = uo; 

• Ut(O) = U1. 

Demonstração 
As hipóteses sobre n garantem que V= H 2 (0) n HJ(O) equipado com o 

produto interno dado por (,6.u, ,6.v) é um espaço de Hilbert e que a seqüência 
{ ek} dos autovetores de ,6. é uma base ortogonal de V. Podemos fazer a 
demonstração usando argumentos análogos aos do Teorema 1, ou podemos 
escolher um caminho análogo ao do Teorema 2. Adotando o segundo caminho 
obtemos uma solução que satisfaz o enunciado deste teorema. Se adotarmos 
o primeiro obtemos uma solução menos regular, como aconteceu no Teorema 
1. 

• 
Se acrescentarmos às hipóteses dos teoremas 1, 2 e 4 a de que n c JRn 

seja um conjunto com fronteira bem regular, então do Capítulo 1 sabemos 
que HJ (O) é o núcleo do operador traço, de modo que u =O em an (sendo 
mais rigoroso, q. t. p. em IR temos que ')'o ( u ( t)) = O). 

Sob esta hipótese adicional, provamos que existe única função u tal que: 
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{ 

~u- Utt =f; 
u =o em an; 
u (O)= uo; 
Ut (0) = U1. 

sendo que nos teoremas 1 e 2 a equação se verifica no sentido de L~oc (IR; H-1 (D.)), 
enquanto que no Teorema 4, com dados iniciais mais regulares, a igualdade 
se dá entre funções de L~oc (IR; L2 (D.)). 

As equações do tipo onda tem a propriedade de manter a regularidade dos 
dados iniciais, fato que não acontece, por exemplo, em equações do tipo calor, 
nas quais se ganha regularidade. Este fato pode ser comprovado observando 
os enunciados dos teoremas deste capítulo. Nos três primeiros, a posição 
inicial está em HJ (D.) e a solução, q.t.p. no tempo, é uma função de HJ (D.). 
No último teorema, a posição inicial u 0é um elemento de HJ (D.) n H 2 (D.) e 
a solução assume valores neste espaço. 

Mesmo para problemas do tipo onda não-lineares este fato ocorre, como 
podemos comprovar, observando o enunciado do Teorema 2 do próximo 
capítulo ou os teoremas 2 e 3 do Capítulo 4. 

Mostremos agora a continuidade da solução em relação aos dados iniciais. 
Seja W = {v; v E L~c (IR; HJ (D.)) e Vt E L~c (IR; L2 (D.) )}no qual consider
amos a norma 

W é Banach. Consideremos a família de equações à um parâmetro ê 

{ 
! (ute (t), v)+ (Vue (t), Vv) =-(f (t), v), Vv E HJ (D.); 
Ue (O)= Uoe; 
Uet (0) = U1e; 

sendo Uoe E HJ (D.), u1e E L 2 (D.). O símbolo Utedenota a derivada de Ueno 
sentido das distribuições vetoriais. Como o problema é linear, We = u- ueé 
a solução de 

{ 
! (ute (t), v)+ (~ue (t), Vv) =O, Vv E HJ (D.); 
We (O) - Uo- Uoe, 
Wet (0) = U1 - U1e-
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Da estimativa a posteriori 

sendo T > O arbitrário. Podemos então, fazer Ue suficientemente próximo de 
u (no sentido de W), bastando para isto tomarmos Uoe e Uie suficientemente 
próximos de u0 e ui, respectivamente. 

Isto significa que pequenas modificações nos dados iniciais, não acarretam 
grandes mudanças na solução da equação de onda linear. 

Vejamos agora o lema utilizado na demonstração do Teorema 1. 

Lema 1 Se {um} limitada em L 00 
(-T, T; HJ (O.)) então existe uma sub

seqüência { umk} e uma função u E L 00 
( -T, T; HJ (O.)) tal que: 

umk ~ u fraco* em L 00 
( -T, T; HJ (0.)) e 

r r 
f (\7umk (t), \7w (t)) dt ~ f (\7u (t), \7w (t)) dt, 'Vw E LI ( -T, T; HJ (fl)). 
-r -r 

Demonstração: 
Sendo {um} limitada em L00 

( -T, T; HJ (0.)), do Teorema 22 do Capítulo 
1 segue que existe uma subseqüência, que continuamos denotando por {um} 
tal que: 

um~ u fraco* em L00 
( -T, T; HJ (0.)). 

Mas {um} limitada em L00 
( -T, T; HJ (0.)) implica que, para cada i = 

1, 2, ... , n, a seqüência { ~:7} é limitada em L00
( -T, T; L2 (0.)). Sendo as-

sim, existe uma subseqüência { a;:,k} convergente fraco* neste espaço. Em 

particular, para cada w E LI ( -T, T; HJ (0.)) : 

r r 

f (aumk (t) aw (t)) d f ( aw (t)) dt 
a , a t ~ vi, a , 

XI XI XI 
-r -r 

para alguma função VI de LI( -T, T; L 2(0.)). Esta convergência e a con
vergência fraca* obtida anteriormente implicam em convergência no sentido 
de D' (0. x ( -T, T)). Como a operação de derivação é contínua no espaço 
das distribuições, segue que VI = 8 ~ 1 u (t) e então, 'Vw E LI ( -T, T; HJ (0.)): 
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T T 

f (aumk (t)' aw (t)) dt---+ f (au (t)' aw (t)) dt. 
axl 8xl 8xl axl 

-T -T 

Por procedimento análogo, da subseqüência { a;;;::k } extraímos uma su h

seqüência (ainda denotada por { a~;::k}) tal que, Vw E L1 
( -T, T; HJ (0)): 

T T 

f (aumk (t)' aw (t)) dt---+ f (au (t)' aw (t)) dt. 
8x2 8x2 8x2 8x2 

-T -T 

E assim, sucessivamente, podemos provar que existe uma subseqüência 
{ umk} tal que: 

T T f (\7umk (t), \7w (t)) dt---+ f (\7u (t), \7w (t)) dt, Vw E L1 
( -T, T; HJ (O)). 

-T -T 

• 
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Capítulo 3 

O Problema com 
Não-linearidade Lipschitziana 

Este capítulo trata da resolução da equação não-linear: 

{ 

~ u - Utt = F (X, u) ; 
u =o em an; 
u (O)= u0 ; 

Ut (O) = u1; 

na qual F é uma função lipschitziana na segunda variável. Chamaremos esta 
equação de Problema Lipschitz. 

O estudo do Problema Lipschitz se justifica pois introduz um método de 
resolução de EDP's não-lineares que consiste em olhar para equação como 
um problema de ponto fixo. No caso aqui apresentado, a natureza da não
linearidade permite que utilizemos o Teorema de Contração de Banach para 
garantir existência e unicidade do ponto fixo. 

O teorema abaixo permite que aproximemos uma função contínua F(x, u), 
F com o mesmo sinal de u, por funções lipschitzianas, enquanto que o Teo
rema 2 resolve o Problema Lipschitz. Estes dois teoremas são a base da reso
lução de outro problema não-linear, que é apresentado no próximo capítulo. 

Teorema 1 Seja !1 c IRn aberto limitado e F : !1 x IR --+ IR contínua tal que 
uF (x, u) 2: O, 'v'x E n, 'v'u E IR. Então existe uma seqüência {Fk} de funções 
contínuas definidas em n x IR, assumindo valores em IR tais que: 

• Fk --+ F pontualmente em n X IR; 
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• Fk ---+ F uniformemente nos compactos de n x IR; 

• Fk é localmente lipschitziana, isto é, para cada k existe uma função 
ck E L00 (O) que satisfaz: 
IFk (x, u)- Fk (x, v)l ~ Ck (x) lu- vi' Vx E n, Vu, v E IR; 

• uFk(x, u) ~O, Vx E n, Vu E IR, Vk E JN. 

Demonstração: 
u 

Como G (x, u) = f F (x, s) ds, da definição de derivada e do Teorema 
o 

Fundamental do Cálculo segue que: 

ac . G ( x, u + ~) - G (x, u) _ 
F(x,u) = -

8 
(x,u) = hm s ,Vx E O,Vu E IR, 

U k~+oo k 

{ 

1, seu> O; 
no qual S = sinal(u) e sinal (u) = O, seu= O; 

-1, seu< O. 

Se tomarmos Fk (x, u) = a(x,u+'f)-G(x,u), u =/= O, e Fk (x, O) = O, garanti-
I 

mos que Fk ---+ F pontualmente e uFk (x, u) ~ O, no entanto nada garante 
que Fk seja contínua em u = O e, sendo Fk descontínua perdemos qual
quer esperança de que s~ja lipschit:ziana. Para dar um exemplo no qual 
Fk é realmente descontínua na origem, tomemos F (u) = u. Neste caso, 
Fk (x, u) = u +~'que é descontínua em u =O. Com o objetivo de contornar 
este problema, definamos: 

{ 

S k [ G (x, u + ~) - G ( x, u) J , se i ~ I uI ~ k; 

Fk (x, u) = k2 [G (x, 2ff)- G (x, ~)] u, se O~ lul <i; 
Fk (x, Sk), se lul > k. 

Não é difícil verificar que Fk é contínua e uFk (x, u) ~ O. Passemos agora 
a demonstração de que Fk é lipschit:ziana. Pelo Teorema 16 do Capítulo 1 
basta que verifiquemos que Fk é lipschit:ziana em cada intervalo [o, i], [i, k], 
[k, +oc), [-i, o], [-k, -i] e ( -oc, -k]. 

Se i ~ u < v ~ k, pelo Teorema do Valor Médio existe Ç E ( u, v) tal que: 

I

Fk(x,u) -Fk(x,v)l = laFk(x,Ç)f. 
u-v aç 
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Da definição de Fk 

I Fk (x, u~ = :k (x, v) I = k IF(x, Ç + ~) - F(x, Ç) I· 

Logo 

I

Fk(x,u)-Fk(x,v)l [1 J :::; max kiF(x,t)-F(x,s)l;u,vE -k,k. 
U - V t,sE(-k-l,k+l] 

(3.1) 
O mesmo tipo de argumentação mostra que a desigualdade acima é válida 

parau,v E [-k,-i]. 
Como Fk é linear nos intervalos [-f,ol, fo,t], (-oc,-k] e [k,+oc), 

é uma função lipschit:úana cuja constante de Lipschitz, em cada intervalo, 
pode ser tomada como o valor absoluto da inclinação da reta. Neste caso: 

Usando a definição de G : 

I

Fk(x,u)-Fk(x,v)l:::; k max IF(x,s)i. 
U- V sE[í,í] 

Sendo F (x, O) =O, IF (x, s)i = IF (x, s) -F (x, O) I e então: 

Fk(x,u)-Fk(x,v) [ 1] 
u- :::;k m~x2 IF(x,s)-F(x,t)I,Vu,vE o,k. (3.2) 

V t,sE[k'k] 

Cálculos análogos mostram que: 

I

Fk(x,u)-Fk(x,v)l [ 1] _ :::; k m~x, IF(x,s)- F(x,t)i ,Vu,v E --k,O . 
U V t,sE[-'k,-'k] 

(3.3) 
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Como fora do intervalo [-k, k] a função Fk é lipschitziana com constante 
de Lipschitz igual a O, de (3.1), (3.2) e (3.3) segue que: 

I 
Fk (X' u) - Fk (X' v) I 5: k max JF (x, t)- F (x, s)J, u, v E JR. (3.4) 

U - V t,sE(-k-l,k+l] 

e podemos tomar: ck (x) = k max JF (x, t)- F (x, s)J. Sendo F contínua 
t,sE[-k-l,k+l] 

em n, segue que Ck é limitada. 
Da definição de Fk pode-se verificar que Fk ~ F pontualmente. Provemos 

agora que esta convergência é uniforme sobre os compactos. Seja n1 um 
subconjunto compacto de n x JR. Então ele está contido em algum compacto 
da forma n2 X [-T, T] ' sendo n2 um compacto de n. Tomemos índices tais 

k 2:: T. Para u E [i, k] ou u E [-k, -i] : 

JFk(x,u)- F(x,u)J = lsk [c (x,u+ i)- G(x,u)]- F(x,u)l· 

Da definição de G : 

IF.(x, u)- F (x, u)l = Sk ]f F (x, v) dv- F (x, u) 
u 

Reescrevendo F (x, u) de uma forma mais adequada: 

IF.(x, u)- F (x, u)l = Sk ]f F (x, v) dv- Sk ]"F (x, u) dv 
u u 

Daí: 

IF.(x,u)-F(x,u)l = Sk ·rF(x,v)-F(x,u)dv. 
u 

Segue que: 
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u+f 
iFk (x, u)- F (x, u)i ::; Sk f iF (x, v)- F (x, u)i dv. 

u 

Então: 

u+f 
iFk (x, u)- F (x, u)i ::; Sk f max iF (x, v)- F (x, u)i dv. (3.5) 

xEíh 
u 

Sendo F contínua no compacto 0 2 x [-T, T] , é uniformemente contínua. 
Logo, Vê > O existe 81 >O (independente de x eu) tal que: 

ii(y, v)- (x, u)ii1Rn+1 < 81 ::::} iF (x, s)- F (x, u)i < ê. 

Em particular, para y = x obtemos: 

iv-ui < 81 ::::} iF (x, s)- F (x, u)i < ê. 

Como esta implicação é válida para todo X E n2 : 

iv-ui < 81::::} max iF (x, s)- F (x, u)i ::; ê. 
xEfh 

(3.6) 

Tomando k1 E IN tal que k1 > max { T, 6 ~ } , de (3.6) resulta que: 

~~ ~~ 

k > k1 ::::} Sk f max iF (x, v)- F (x, u)i dv::; Sk f ê = ê. 
xEíl2 

u u 

Usando (3.5): 

k > k1::::} iFk (x,v)- F(x,u)i::; ê, Vx E n2, Vu E [-k, ~] u [~, k]. (3.7) 
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Observemos que k1 depende somente de T e 1St, que por sua vez é indepen
dente de x eu. Analisemos agora u E [-í, í]. Neste caso, IFk (u, s)- F (x, u)l = 

jSkG (x, ~) -F (x, u)j e, procedendo como no caso anterior obtemos: 

í 
IFk (x, u)- F (x, u)l ::; Sk j max IF (x, v)- F (x, u)l dv (3.8) 

xE!12 
o 

A continuidade uniforme de F no compacto fh x [-T, T] garante a ex
istência de 82 > O tal que: 

ls- ui < 82 =? max IF (x, v)- F (x, u)l ::; ê. 
xE!12 

Tomando k2 > f
2 

: 

s ..,.. 

k > k2 =? SkjmaxiF(x,v)- F(x,u)ldv::; ê. 
xE!12 

o 

Usando agora a desigualdade (3.8): 

k > k2 =? ~t~ IFk(x, u)- F (x, u)l::; E, \:lu E [-~, ~] . (3.9) 

Basta agora tomar k 0 = max {k1 , k2 } e observar (3.7) e (3.9) para afirmar 
que: 

k > ko =? max IFk (x, u)- F (x, u)l ::; E, \:lu E [-T, T]. 
xE!12 

• 
Passemos agora à resolução do Problema Lipschitz. 

Teorema 2 Seja O c JRn aberto, limitado e bem regular. Seja F (x, u) 
uma função escalar, definida em O x JR, mensurável em x e satisfazendo a 
seguinte condição de Lipschitz: existe c > O tal que I F ( x, u) - F ( x, v) I ::; 
c lu- vi, Vx E O, \:lu, v E JR. Suponha ainda que F(x, O) = O, Vx E O. Se 
u0 E HJ (O) e u 1 E L2 (O), então existe única solução u para o problema: 
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~u- Utt = F(x, u); 
u =o em ao; 
u(O) = uo; 
Ut (0) =UI· 

(3.10) 

A equação é satisfeita no sentido de L~oc (IR, n-I (O)); u E C0 (IR; HJ (O)) 
v 

e Ut E C0 (IR; L2 (O)). Se G (x, v)= I F (x, s) ds, vale a seguinte igualdade 
o 

de energia: 

I~ IY'u (x, t)1 2 + ~ lut (x, t)l 2 + G(x, u (x, t))dx =I~ IY'uo (x)l 2 + ~ lui (x)l2 + 
n n 
G(x, u0 (x))dx, Vt E IR. 

Demonstração: 
A solução para a equação (3.10) pode ser encontrada olhando-a como 

um problema de ponto fixo e usando o Teorema de Contração de Banach 
(Teorema 17 do Capítulo 1). Seja K a constante enunciada na Desigualdade 
de Poincaré, isto é: 

llfll ::; K IIV fi I, v f E nJ (O). 

Definamos: 

e tomemos r > O fixo tal que O ::; j3 (r) < 1. Em breve as escolhas de j3 e de 
r serão justificadas. 

Consideremos o operador S : C0 (-r, r; HJ (O)) ---+ C 0 (-r, r; HJ (O)) que 
associa cada v deste espaço à solução do problema linear: 

~cp- 'Ptt = F(x, v); 
cp =o em ao; 
cp(O) = uo; 
'Pt (O) =ui. 

(3.11) 

As hipóteses feitas sobre F e o fato de v E C0 (-r, r; HJ (O)) implicam 
que F( v) E U)O (-r, r; L2 (O)), conforme demonstramos no Teorema 19 do 
Capítulo 1. Além disso, u0 E HJ (O) e ui E L2 (O). Vimos no Teorema 2 do 
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Capítulo 2 que sob estas condições, o problema (3.11) tem solução única e 
que, de fato, esta solução é um elemento de C0 (-r, r; HJ (O)) (poderíamos 
usar o Teorema 1 do Capítulo 1, obtendo neste caso que S atua em L 00 (-r, r; HJ (O))). 
Provamos que S está bem definido em C0 (-r, r; H{j (O)) e que assume val-
ores neste espaço. 

Mostremos agora que Sé uma contração. Dados v1 , v2 E C0 (-r, r; HJ (O)) 
arbitrários, sejam u 1 = Sv 1 e u2 = Sv2 • Como (3.11) é linear, resulta que 
w = u1 - u2 é a única solução de: 

~w- Wtt = F(x, v1)- F(x, v2); 
w =o em ao; 
w(O) =O 
wt(O) =O 

No Teorema 1 do Capítulo 2 obtivemos a seguinte estimativa: 

T 

IIY'w(t)ll2 :::; (1 + r)er f IIF(vl (s))- F(v2 (s))ll2 ds. 
o 

Como F é lipschitziana: 

T 

IIV'w(t)ll2 :::; (1 + r)er f c2llv1(s)- v2(s)ll 2 ds, Vs E [-r, r]. 
o 

Da Desigualdade de Poincaré: 

Logo: 

T 

IIY'w(t) 11
2 :::; (1 + r)er c2 K2 f li V' ( v1 (s) - v2(s)) 11

2 ds. 
o 

T 

IIV'w(t) 11
2 

:::; (1 +r) e r c2 K2 f llv1 - v2ll~o( -r,r;Hó(O)) ds, Vt E [-r, r] 
o 

Então: 
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e S é uma contração pois O ::; f3 (r) < 1 (aqui ficam justificadas as escolhas 
de f3 e r). Pelo Teorema de Contração de Banach existe única função ur E 
C 0 (-r, r; HJ (0)) tal que Sur = ur, ou seja, ur é a única solução de (3.11) 
no intervalo [-r, r]. 

Mostremos agora que esta solução pode ser estendida para um intervalo 
limitado qualquer da reta. Seja T > O arbitrário. Fazendo cálculos análogos 
aos acima ( a diferença é que a integração no tempo é feita em outro intervalo, 
porém, cada um com comprimento r), podemos usar o Teorema de Contração 
de Banach para garantir que existem únicas funções v E C 0 (0, 2r; HJ (O)) e 
w E C 0 (-2r, O; HJ (O) )tais que: 

{ 

Llv- Vtt = F(x, v); 
v= o em ao; 
v(r) = ur(r); 
vt(r) = ut(r). 

{ 

Llw- Wtt = F(x, w); 
w =o em ao· 

e ' w(-r) = ur (-r); 
wt(-r) = u[ (-r). 

Observemos que r está fixado. A unicidade de solução do problema (3.10) 
garante que vl[o,r] = url[o,r] e wl[-r,O] = url[-r,O]· Então, definindo: 

{ 

ur(t),t E [-r, r); 
u2r(t) = v(t), tE [r, 2r); . 

w(t), tE [-2r, -r], 

obtemos que u2r satisfaz (3.10) no intervalo [-2r, 2r). A aplicação deste ar
gumento repetidas vezes (um número finito de repetições é suficiente) mostra 
que existe única função ur E C0 

( -T, T; HJ (O)) que é solução de (3.10) em 
[-T,T]. 

Procedendo como no Teorema 1 do Capítulo 2 (problema linear) estende
mos ur para uma função u E C0 (IR; HJ (O)) que é solução de (3.10) em toda 
a reta. Observemos que a igualdade se dá no sentido de Lfoc (IR; H-1 (O)) 
pois a igualdade do problema linear (3.11) se dá neste sentido. A unicidade 
da solução decorre da unicidade das u r's. 

Igualdade de energia: 
A equação (3.10) é equivalente a seguinte formulação variacional, con

forme cálculos análogos aos feitos no Teorema 1 do Capítulo 2: 

d 
dt (ut (t), v)+ (Vu(t), Vv) =-(F (u (t)), v), Vv E HJ (O) (3.12) 
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O caminho que nos parece mais natural para obter a igualdade de energia é 
substituir v por Ut (t) em (3.12), integrar em [O, t] a fim de escrever 

t 
1 21 21 21 2 f 2llut (t)ll + 2IIV'u(t)ll = 2llu1ll + 2IIY'uoll - (F (u (s)), us(s)) ds, 

o 

e então, utilizar a Regra da Cadeia para obter a igualdade de energia. 
Porém, devemos observar que Ut (t) E L 2 (O) e a igualdade (3.12) é válida 

para v em HJ (O), o que torna impossível a substituição de v por Ut (t). 
Para contornarmos este problema é suficiente aproximar u por funções mais 
regulares, provar que a igualdade vale para as aproximações e, então, obter 
convergências que permitam a passagem ao limite. Sejam u-:f e u"f seqüências 
em HJ (O) n H 2 (O) e HJ (0), respectivamente, tais que: 

u-:f -t u0 forte em HJ (O) 

ur -t UI forte em L 2 (O) 

(3.13) 

(3.14) 

Estas seqüências existem pois as restrições feitas sobre O garantem que 
HJ (O) n H 2 (O) é um espaço de Hilbert denso em HJ (O) . Seja um a solução 
do seguinte problema linear: 

;t (ur(t), v)+ (V'um(t), V'v) =-(F (u (t)), v), Vv E HJ (O); 
um(o) = u-:f; 
ur(o) = u"f. 

(3.15) 

Do Teorema 19 do Capítulo 1 segue que F (u) E L 2 
( -T, T; HJ (0)), e então, 

estamos sob as hipóteses do Teorema 4 do Capítulo 2. Ele garante existência 
e unicidade de solução para o problema (3.15), de modo que {um} está bem 
definida. Provemos que {um} é seqüência de Cauchy em C0 (IR; HJ (O)) e que 
{ ur} é Cauchy em C0 (IR; L2 (O)) . Para isto tomemos m, n E N quaisquer. 
Subtraindo as equações que definem um e un obtemos: 

d 
dt (u~(t)- uf(t), v)+ (V' (um(t)- un(t)), V'v) =O, Vv E HJ (O). (3.16) 

O mesmo teorema assegura que ur eu~ assumem valores em HJ (O) e pode
mos então, substituir v por ur(t)- u~(t) em (3.16). Fazendo isto chegamos 
a: 
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Integrando em [0, t] : 

iiur(t)- u~(t)ii
2 + ~ IIV (um(t)- un(t))ii 2 

= llui- u~ll
2 + ~ IIV (uõ- u~)ll

2

, 
Vt E IR. 

As convergências (3.13) e (3.14) implicam que um é Cauchy em C0 (IR; HJ (O)) 
e ur é Cauchy em C0 (IR; L2 (0)). Logo, existe w tal que: um ~ w em 
C0 (IR; HJ (O)) e ur ~ Wt em C0 (IR; L2 (O)). Estas duas últimas con
vergências garantem que fazendo m ~ +oc em (3.15), w é uma solução 
de: 

! (wt(t), v)+ (Vw(t), V v)=- (F (u (t)), v), Vv E HJ (O); 
w(O) = u 0 ; (3.17) 
Wt(O) = U1. 

Mas u também satisfaz (3.17). Da unicidade de solução segue que u = w. 
Logo, 

um~ u forte em C0 (IR; HJ (O)) 

ur ~ Ut forte em C0 (IR; L2 (O)). 

(3.18) 

(3.19) 

As convergências (3.18) e (3.19) são suficientes para provarmos a igualdade 
de energia. De fato. Substituindo v por ur (t) em (3.15) resulta que: 

1 d 1 d 
2 dt iiVum (t)li 2 + 2 dt iiur (t)il 2 

= -(F (u (t)), ur (t)). 

Integrando em [0, t]: 

t 

~li V um (t)il 2 + ~ llur (t)il 2 
= ~ 11Vu~ll 2 + ~ llu~ll 2 - f (F (u (s)), u~ (s)) ds. 

o 
(3.20) 

A convergência (3.19) garante que ur: ~ U 8 forte em Lfoc (IR; L2 (O)), con
seqüentemente, ur: ~ U 8 fraco em Lfoc (IR; L2 (O)). Como F(u) E Lfoc (IR; L2 (O)) 

t t f (F (u), u~ (s)) ds ~f (F (u (s)), U 8 (s)) ds. 
o o 
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Esta convergência, juntamente com (3.13), (3.14), (3.18) e (3.19) garantem 
que fazendo m --t +oc em (3.20): 

t 
1 21 21 21 2 f 2ll\?u (t)ll + 2llut (t)ll = 211\?uoll + 2llu1ll - (F (u (s)), Us (s)) ds. 

o 

V sando Fu bini e a Regra da Cadeia 

t t 
I I F (x, u (x, s)) U 8 (x, s) ds =I I F (x, u (x, s)) U 8 (x, s) dsdx = 
on no 

t 
=I I% G(x, u (x, s))dsdx. 

no 8 

Portanto: 

I~ l\7u (x, t)1 2 + ~ lut (x, t)l
2 + G(x, u (x, t))dx =I~ l\7uo (x)l

2 + ~ lu1 (x)l
2 + 

n n 
G(x, uo (x))dx, "i/tE IR, no qual l\7u0 (x)l

2 =i~~~ (x)l
2

• 

• 
A prova do teorema anterior também pode ser feita pelo Método das 

Aproximações Sucessivas. Para que o texto não fique demasiado extenso, 
apresentaremos apenas um esboço dela. Paralelamente, faremos uma breve 
comparação entre embos os métodos. 

Definamos u0 =O e, param 2: 1, um como a solução do problema linear 

~um- u~ = F(x, um-1); 
u =o em an; 
um(o) = u~; 
uf (0) = U1. 

Subtraindo as equações que definem um e um-1, temos que wm = um- um-1 

é a solução de 

62 



~wm- w~ = F(x, um)- F(x, um-1 ); 

w =o em 80; 
wm(o) =O; 
wr (O)= O. 

Usando a estimativa obtida no Teorema 1 do Capítulo 2 (problema linear) e 
o fato de F ser lipschitziana podemos provar, com relativa facilidade que 

t 

em (t) ~ et K 2c2 j em-1 (s) ds, 
o 

no qual em (t) = llwr (t)ll 2 + IIVwfl (t)ll 2
• Esta estimativa permite que prove

mos que {um} e { ur} são seqüências de Cauchy em espaços de Banach ad
equados, portanto, um -t u e ur -t Ut. Esta prova é mais trabalhosa do 
que a demonstração de que o operador S definido no último teorema é uma 
contração. Resta ainda provar que u satisfaz a equação e os dados iniciais, 
dois fatos que requerem algum esforço. Notemos ainda que na demonstração 
via Teorema de Contração de Banach a função u satisfaz imediatamente a 
equação e os dados iniciais, poupando trabalho. 

A igualdade de energia pode ser obtida como na demonstração do Teo
rema 2. 

Fica evidenciado que para provar existência e unicidade de solução do 
Problema Lipschitz, a utilização do Teorema de Contração de Banach exige 
um esforço menor do que o Método das Aproximações Sucessivas. 

No entanto, ressaltamos que esta vantagem se restringe às situções nas 
quais estamos interessados somente em garantir existência e unicidade de 
solução. Na prática, para construirmos a solução podemos usar um método 
iterativo, como o das aproximações sucessivas. 

Mostremos agora a continuidade da solução em relação aos dados iniciais, 
para isto tomemos a família de problemas Lipschitz 

{ 

%t (utê (t), v)+ (Vuê (t), Vv) =-(F (ué (t)), v), Vv E HJ (O); 
Ug (0) = Ugo; 

Ugt (O) = uêl; 

sendo u0ê E HJ (O) e u1ê E L2 (O) . Como na obtenção da igualdade de 
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energia do teorema anterior, aproximemos u e Ug por funções mais regulares. 
Fixado ê, sejam {u(le} e {uk} seqüências em HJ (O) n H 2 (O) e em HJ (n), 
respectivamente, tais que: 

u(le ---t u0ê forte em HJ (O) ; 
uk ---t u1ê forte em L2 (O) . 

(3.21) 

Sejam { u~} , {ui} e {um} as seqüências enunciadas na demonstração da 
igualdade de energia. Definamos u~ como a solução de 

{ 
1t (u~ ~) ,:!) + (~u~ (t), Y'v) =-(F (u~ (t)), v), Vv E HJ (O); 
Ug (0) - u 0ê - Uog, 

Ugt (0) = Uk- Ulê· 

Então, w~ = um - u~ é a solução do seguinte problema linear 

{ 

%t~w~ (t), ~ + (~w;n (t), V'v) =(F (u~ (t))- F (um (t)), v), Vv E HJ (O); 
wê (O) - u0 - u0ê, 

w~ (O) = ui - uk. 

Como w~ E C0 (R; HJ (O)), podemos substituir v por w~ (t) na equação 
acima. De (2.10) segue que: 

i ti 
llw~ (t)ll 2 + IIY'w;n (t)ll 2 

~ llw~ (0)11 2 + IIY'w;n (0)11 2 +I IIF (u;n (s))- F (um (s))ll 2 ds+ 
o 

ltl 2 
I llw~ (s)ll ds. 
o 

Sendo F lipschitziana e usando a Desigualdade de Poincaré: 

I ti 
I llw~ (s)ll 2 

ds. 
o 

Seja M = max {1, c2 K 2 }. Então: 

!ti 

llw;: (t)ll 2 +IIY'w;n (t)ll 2 ~ llw;: (0)11
2 +IIY'w;n (0)11

2 
+M j IIY'w;n (s)ll 2 +llw;; (s)ll 2 

ds. 
o 
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Da Desigualdade de Gronwall 

llw~ (t)II 2+11Vw;n (t)ll 2 ~ (llw~ (0)11 2 + IIVw;n (0)11 2
) (1+T)eMr, Vt E [-T, T]. 

(3.22) 
De (3.18) e (3.19) segue que 

w~ -t Wg = u- Ug em C0 (-T, T; HJ (O)); 
wfe -t Wtê = Ut- Utê em C0 

( -T, T; L 2 (O)). 

Juntamente com (3.21), estas convergências garantem que fa:1.endo m -t oc 
em (3.22) 

llwtê (t)ll 2+ll'\7wê (t)ll 2 
~ (llwtê (0)11 2 + IIVwê (0)11 2

) (1+T)eMr, Vt E [-T, T]. 

Isto prova a continuidade de u em relação aos dados iniciais no espaço W 
definido no capítulo anterior. 
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Capítulo 4 

O Problema com 
Não-linearidade Contínua 

Vejamos agora um critério de convergência em L1 que será útil nos teoremas 
2 e 3. 

Teorema 1 Seja (n, dx) um espaço de medida finita, e X, Y espaços de Ba
nach. Seja { uk} seqüência de funções fortemente mensuráveis definidas em 
n assumindo valores em X, e v :0 ---t Y uma função fortemente mensurável. 
Seja ainda { Fk} uma seqüência de funções definidas em n x X cuja imagem 
está contida em Y. Se: 

(a) {Fk} é uniformemente limitada em n X B, para todo subconjunto 
limitado B de X; 

(b) Fk (x, uk (x)) é fortemente mensurável e existe c> O tal que: 
f liuk (x)llx IIFk (x, Uk (x))llv dx:::; c< +oc, Vk E IN; 
n 

(c) IIFk (x, Uk (x))- v (x)llv ---to q.t.p. em n. 

Então: 

v E L 1 (n, Y) e j IIFk (x, uk (x)) -v (x) li v dx ---tO. 
n 

Demonstração: 
Primeiramente mostremos que v E L1 (n, Y) . Fixado k E IN arbitrário, 

seja Ak = {x E O; iiuk (x)llx :2: 1}, então: 

x E Ak => IIFk(x, uk (x))llv:::; IIFk{x, uk(x))llv liuk (x)llx · (4.1) 
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e 
x E Af =? lluk (x)llx < 1. 

Por (a) existe K >O (independente de k ex) tal que: 

x E A%=? llFk (x, uk (x))llv < K. (4.2) 

Como x H lluk (x)llx é uma função escalar mensurável (Hille-Phillips [3, pág. 
72], Ak é um elemento da a-álgebra. Então: 

f llFk (x, uk (x))llv dx =f llFk (x, Uk (x))llv dx +f llFk (x, Uk (x))llv dx. 
O Ak A% 

De (4.1) e (4.2) segue que: 

f llFk (x, uk (x))llv dx ~f llFk (x, uk (x))llv lluk (x)llx dx +f Kdx. 
O Ak A% 

Por {b): 

f llFk(x, uk{x))llv dx ~c+ f Kdx. 
n A% 

Mas Ak c n,então: 

f llFk (x,uk (x))llvdx ~c+ f Kdx. 
n n 

Como n tem medida finita: 

f llFk (x, uk (x))llv dx ~c+ Kmed (O). 
n 

(4.3) 

no qual med (O) denota a medida de n. Acabamos de provar que a seqüência 
de funções compostas {Fk (·, Uk (·))}é limitada em L 1 (0, Y). Mas: 

lllFk (x, Uk (x))llv- llv (x)llvl ~ llFk (x, Uk (x))- v (x)llv' q.t.p. em n. 

Por {c): 
jjFk (x, Uk (x))jjy -t jjv (x)jjy, q.t.p. em 0. (4.4) 
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Como v é fortemente mensurável faz sentido calcularmos f llv (x)ilv dx. De 
o 

( 4.4) resulta que: 

f llv (x)iivdx =f lim IIFk (x,uk (x))iivdx = fliminfliFk (x,uk (x))iivdx. 
k-++oo 

o o o 

Pelo Lema de Fatou (Lema 1 do Capítulo 1): 

f llv (x)ilv dx::; lim inf f IIFk (x, uk (x))iiv dx. 
o o 

De ( 4.3) segue que v E L1 (0, Y) . 
Passemos agora à demonstração da convergência enunciada no presente 

teorema. Pelo Teorema de Egoroff (Teorema 3 do Capítulo 1) a convergência 
(c) implica em convergência quase-uniforme em n, ou seja, 'V6 >O existe um 
conjunto no c n pertencente a a-álgebra considerada em n tal que: 

med (Oo) < 6 e IIFk (x, uk (x))iiv-+ llv (x)liv uniformemente em ng. 

Então: 
f IIFk (x, Uk (x))- v (x)ilv dx-+ O 
o c o 

(4.5) 

Observemos que temos liberdade de escolha do número 6, no momento ade
quado a usaremos. Seja é > O um número arbitrário. A hipótese (a) diz que 
iiziix é grande se IIFk (x, z)iiv for grande, para algum X E n e algum k E IN. 
Formalmente, existe K 1 >O com a propriedade de que: 

6c 
IIFk (x, Uk (x))iiv > Kl para algum X E n, e algum k E IN=> iiziix > -. 

é 

Definamos o seguinte conjunto: 

n' = {x E no; IIFk (x, Uk (x))iiv > KI}. 

e denotamos por O" seu complementar em 0 0 . Então, 'Vk E IN nós temos: 

0" 0" 
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Usando a liberdade de escolha para 8, tomemos 8 = 6 ~,. Segue que: 

f IIFk (x, Uk (x))ilv dx ~ ~' Vk E IN. 
n" 

Da definição de O' : 

Mas: 

logo: 

X E n'::::} IIFk (x, Uk (x))ilv > Kl. 

6c 
IIFk (x, uk (x))ilv > K1 ::::} lluk (x)llx > -, 

E 

6c 
X E 0'::::} lluk (x) llx > -. 

E 

Então: 

X E n'::::} :c liuk (x)llx IIFk (x, Uk (x))ilv > IIFk (x, Uk (x))ilv. 

Isto nos permite escrever que: 

f IIFk (x, Uk (x))ilv dx ~ :c f iiuk (x)llx IIFk (x, Uk (x))ilv dx. 
n' n' 

Da hipótese (b) segue: 

f IIFk (x, uk (x))ilv dx ~ ~' Vk E IN. 
n' 

Juntamente com ( 4.6), isto prova que: 

Então: 

f IIFk (x, uk(x))ilv dx ~ ~' Vk E IN. 
no 

I IIFk(x, uk(x))- v (x)llv dx = I IIFk(x, uk(x))- v (x)llv dx+ 
n no 
I IIFk(x, uk(x))- v (x)llv dx. 
nc o 
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Aplicando a desigualdade triangular à primeira parcela da direita obtemos: 

f IIFk (x, Uk (x))- v (x)iiv dx::; f IIFk (x, uk (x))ilv dx + f llv (x)iiv dx+ 
n ~ ~ 

f IIFk (x, Uk (x))- v (x)iiv dx 
nc o 

De (4.7): 

f IIFk (x, uk (x))- v (x)iiv dx::; ~+f llv (x)iiv dx+ f IIFk (x, uk (x))- v (x)liv dx 
n ~ ~ 

Pelo Lema de Fatou: 

f llv (x)liv dx::; liminf f IIFk (x, Uk (x))ilv dx. 
no no 

Esta desiguladade, juntamente com (4.7), implica que: 

f llv (x)liv dx::; ~· 
no 

Logo: 

f IIFk (x, Uk (x))- v (x)ilv dx::; ~+~+f IIFk (x, uk (x))- v (x)ilv dx. 
n ng 

A convergência ( 4.5) garante a existência de k0 E IN tal que: 

k > ko ==?f IIFk (x, Uk (x))- v (x)ilv dx < ~· 
nc o 

De (4.8) segue que para tal k0 : 

k > ko ==? j IIFk(x, uk(x))- v (x)ilv dx::; c. 
n 

Como c é arbitrário, o teorema fica provado . 
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Este capítulo apresenta a solução de outro problema do tipo onda não
linear: 

ô.u- Utt = F(x, u) 

sendo que as exigências feitas sobre F são continuidade e possuir o mesmo 
sinal deu. 

A idéia principal é aproximar F por uma seqüência { Fk} de funções 
lipschitzianas (esta seqüência é gerada pelo Teorema 1 do Capítulo 3). A 
partir dela definimos uma seqüência { uk} tal que: 

(a existência desta seqüência é assegurada pelo Teorema 2 do Capítulo 3). 
Convergências fracas bastam para a passagem ao limite dos termos do 

lado esquerdo da equação, mas não são suficientes para garantir que Fk ( uk) 
converge para F ( u) . Para esta passagem ao limite é necessário que busque
mos convergência em norma, e o resultado mais importante na demonstração 
desta convergência é o Teorema 1. Ressaltamos que em geral, a passagem 
ao limite de termos não-lineares só é possível mediante a obtenção de con
vergência forte. Convergências fracas não são suficientes. 

Teorema 2 Seja O c IRn aberto, limitado e bem regular. Seja F (x, u) = 
uP, p um natural ímpar. Denotamos por G a função tal que a;:_ = F e 
G(x, O) = o. Suponhamos que G (·, Uo (·)) seja integrável em o. Se Uo E 
HJ (O) e u1 E L2 (O) então existe única função u tal que: 

• u E L00 (IR; HJ (O)); 

• Ut E V)o (IR; L2 (0)); 

• ô. u - Utt = F (X' u) ; 

• u =o em 80; 

• u (O)= uo; 

• Ut (O)= u1. 
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A equação se verifica no sentido de Lfoc (R; n-([~]+ 1 ) (O)), no qual[~] 
denota a parte inteira de ~. Além disso uF( u) é integrável em o X (-T, T) 
para todo T finito, e a solução satisfaz a seguinte desigualdade de energia: 

f~ IVu (x, t)l 2 
+~lu (x, t)l 2 + G(x, u(x, t))dx ~f~ IVuo (x)l 2 + ~ lu1 (x)l

2 + 
n n 
G(x, Uo (x))dx, q.t.p. em m. 

Demonstração: 
1!!. Etapa: Problema aproximado: 
Seja { u~} a seqüência das truncadas de u0 , isto é: 

É claro que: 

i { ~o, se I uo I ? j; 
u0 = J, se u0 > J; 

-j, se u0 < j. 

lu~l ~ j, e lu~l ~ luol q.t.p. em O. 

Como { un é a seqüência das truncadas de Uo, sabe-se da Teoria de Me
dida que: 

U~---* Uo q.t.p. em 0. 

Mostremos agora que esta convergência se dá também no sentido de 
HJ (O). Mas 

Vui = { Vuo, no conjunto dos pontos tais que luol ~ j; 
0 O, nos demais pontos. 

Da afirmação acima resulta que: 

âu~ âuo 
- ---* -, q.t.p. em o, 1 ~ i ~ n; 
âxi âxi 

~~~:1 ~ 1:: I, q.t.p. em íl, \fj E N, 1 ~i~ n. 

Como u0 é elemento de HJ (0), sendo { ug} a seqüência de suas truncadas, 
do Teorema da Convergência Dominada (Teorema 1 do Capítulo 1): 

. 1 
u~ ---* uo em H0 (O) . (4.9) 
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Seja {Fi} a seqüência enunciada no Teorema 1 do Capítulo 3. Definamos 
o seguinte problema aproximado: 

ó.ui- uft =Fi (x, ui); 
u =o em 80; 
ui (O) = u~; 

uf (0) = U1. 

(4.10) 

Tomando no Teorema 2 do Capítulo 3, (teorema que resolve o Problema 
Lipschit:z) a constante de Lipschit:z igual a llcillr,oo(n), existe única solução ui 
do problema acima, e a equação é satisfeita no sentido de L~oc (IR; H- 1 (O)). 
Observemos que do Teorema 1 do Capítulo 3 segue que ci E L 00 (O) . 

2!!. Etapa: Estimativas a priori: 
u 

Seja Gi (x, u) =f Fi(x, s)ds. Do Lema 2: 
o 

Gi ( u~) ---+ G (u0 ) em L1 (O). (4.11) 

A prova dos lemas aqui mencinados se encontram no final do capítulo. 
Seja: 

[ . J f 1 
I . 1

2 1 
I . 1

2 
. Ei u3 (t) = 2 \lu

3 (x, t) + 2 ut (x, t) + Gi(x, u3 (x, t))dx. 
n 

Então: 

[ . J f 1 I . 

1

2 1 2 . Ei u3 (O) = 2 \luiJ (x) + 2lu1 (x)l + Gi(x, uiJ (x))dx. 
n 

Nesta notação, a igualdade de energia obtida no Problema Lipschit:z pode 
ser escrita da forma: 

Devido às convergências (4.9) e (4.11): 

[. ] /1 2 1 2 Ei u3 (O) ---+ Eo = 21\luo (x)l + 2lu1 (x)l + G(x, uo (x))dx. (4.12) 
n 
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Nesta notação, a igualdade de energia obtida no Teorema 2 do Capítulo 
3 se expressa como: 

(4.13) 

De (4.12) e (4.13) resulta que Ei [ui (t)] -+ E0 uniformemente. Fixado 
X E n, uH G (x, u) é não decrescente em [0, +oo) e não-cresente em ( -oo, O]. 
Como Gi (x, O)= O, da continuidade de Gi segue que Gi (x, u) ~O. Portanto, 
cada parcela de Ei [ui (t)] é limitada. Então 

{ui} limitada em L00 (IR; HJ (n)), 
{ u{} limitada em L 00 (IR; L 2 (n)). 
Isto permite a extração de uma subseqüência (a qual continuamos a de

notar com o índice j) e garante a existência de uma função u tal que: 

ui -+ u fraco* em L00 (IR; Hó (n)), 

uf -+ Ut fraco* em L 00 (IR; L 2 (n)). 

(4.14) 

(4.15) 

Como a função u assume valores em HJ (n) e n é bem regular, segue que 
u lan =O. 

Busquemos agora estimativas que permitam a passagem ao limite do 
termo não-linear. 

Fixemos T >O arbitrário. Desde que L 00 
( -T, T; HJ (n)) c L 2 

( -T, T; HJ (n)) 
e L00 

( -T, T; L2 (n)) c L2 ( -T, T; L2 (n)), pelo Teorema de Aubin-Lions 
(Teorema 24 do Capítulo 1), existe uma subseqüência { u 11

} que converge forte 
para u em L2 ( -T, T; L2 (n)). Como L2 

( -T, T; L2 (n)) = L2 (n x ( -T, T)), 
extraímos de { u11

} uma subseqüência (a qual continuamos a denotar por 
{ U

11
}) tal que: 

U
11 -+ u q.t.p. em n X (-T,T). (4.16) 

(A existência de tal subseqüência e grantida pelo Teorema 4 do Capítulo 1). 
Esta convergência permite provar que: 

Fv (x, U
11 (x, t))-+ F (x, u (x, t)) q.t.p. em n x ( -T, T), (4.17) 

conforme o Lema 3. 
Para fortalecermos a convergência ( 4.1 7), usamos o Teorema 1. Conforme 

cálculos feitos para o caso linear (Teorema 1 do Capítulo 2), a equação ( 4.10) 
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é equivalente à seguinte formulação variacional: 

T T T 
f (urt(t),v)H-,(n)HJ(n)<f(t)dt+ f (''Vuv(t),v)<p(t)dt=- f (Fv(uv(t)),_v)<p(t)dt, 

-T -T -T 
Vv E HJ (O) , V<p E D (-T, T) . 

(4.18) 
Esta igualdade é equivalente a (ver Teorema 20 do Capítulo 1): 

T d T T 

f dt (ur (t), v) <p (t) dt+ f (''Vuv (t), v) <p (t) dt =-f (Fv (uv (t)), v) <p (t) dt. 
-T -T -T 

Integrando por partes a primeira integral: 

T T T 

f (ur (t), v) <p1 (t) dt + f ("Vuv (t), v) <p (t) dt =-f (Fv (uv (t)), v) <p (t) dt. 
-T -T -T 

Por densidade: 

T T T 
- f (ur (t), Ot(t)) dt + f ("Vuv (t), O (t)) dt =- f (Fv (uv (t)), O (t)) dt, \::10 

-T -T -T 
tal que O E C0 ( -T, T; HJ (O)) e Ot E C0 ( -T, T; L2 (O)). 

(4.19) 

Substituindo O por uv em (4.19): 

T T T 

-f llur (t)ll 2 dt + f II"Vuv (t)ll 2 dt =-f (Fv (uv (t)), uv (t)) dt. 
-T -T -T 

Da desigualdade triangular: 

T T T 

f (Fv ( uv (t)), uv (t)) dt ::; f llur (t) 11 2 dt + f II"Vuv (t) 11 2 dt, 
-T -T -T 

e usando a igualdade de energia (4.13): 

T T 

f (Fv (uv (t)), uv (t)) dt::; j Ev [uv (O)] dt, Vv E IN. 
-T -T 
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Sendo E 11 [u 11 (O)] seqüência numérica que converge para E0 , é limitada. Então, 
existe M1 > O tal que: 

T f (Fv (u 11 (t)), U 11 (t)) dt:::; M1, Vv E IN. (4.20) 
-T 

Apliquemos agora o Teorema 1 ao conjunto O x (-T,T), com X= Y = 
IR. (a estimativa acima verifica a hipótese (b) do referido teorema). Então 
F(u) E L1 (O x (-T,T)) e 

Fv (u 11 )--+ F (u) em L1 (O x (-T, T)). (4.21) 

A passagem ao limite se processa de modo relativamente fácil. 

3!!. Etapa: Verificação da equação: 
N atemos que: 

ll (F11 (u 11
), () (t)) dt -l (F (u), () (t)) dtl :::; 

T 

IIOIIu"'{Ox{-T,T)) j, liFv (u 11 (t))- F (u (t))l dxdt 

e a convergência ( 4.21) assegura que: 

T T f (Fv(u 11 (t)),O(t))dt--+ f (F(u(t)),O(t))dt. (4.22) 
-T -T 

Fazendo v --+ +oc em (4.19), as convergências (4.14), (4.15) e (4.22) 
garantem que: 

T T T 
- I (ut(t), Ot(t)) dt + I (\lu (t), o (t)) dt =- I (F (u (t)), o (t)) dt, vo 

-T -T -T 
tal que() E C0 ( -T, T; HJ (O)) e Ot E C0 ( -T, T; L2 (O)) 

(4.23) 
Tomando () em D (O x (-T, T)) e usando a definição de derivada no sen

tido das distribuições: 
~u- Utt =F (x, u), (4.24) 
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igualdade no sentido de D' (O x ( -T, T)). 

4!!. Etapa: Verificação das condições iniciais: 
Sendo u elemento de C 0 (-T, T; L2 (O)) , as verificação de que u (O) = u0 

pode ser feita analogamente ao problema linear (Teorema 1 do Capítulo 
2). Como no problema linear, a demonstração de que Ut (O) = u1 requer 
que obtenhamos a igualdade (4.24) em algum sentido mais forte do que 
simplesmente no sentido das distribuições. Sabemos do Teorema 1 que 
F (u) E L1 (O x ( -T, T)), logo F (u) E L1 ( -T, T; L1 (O)). Do Teorema 12 

do Capítulo 1 segue que L1 (O) c H-([~]+1) (O). Então: 

(4.25) 

Como HJ[~]+l) (O) c HJ (O), segue que H- 1 (O) c H-([~]+ 1 ) (O). Us
ando isto e o Teorema 18 do Capítulo 1 resulta que 

(4.26) 

Reescrevendo (4.24) da forma Utt = ó.u - F (x, u) e observando que 

L1 ( -T, T; H-([~]+ 1 ) (O)) é um espaço vetorial, (4.25) e (4.26) implicam 

que Utt é um elemento de L1 
( -T,T;H-([~]+ 1 ) (O)). Isto nos dá imediata

mente que Ut E C0 ( -T,T;H-([~]+1) (O)), fazendo sentido avaliarmos Ut 

no ponto t = O. A demonstração de que Ut (O) = u1 pode ser adaptada do 
problema linear (Teorema 1 do Capítulo2). 

5!!. Etapa: Desigualdade de Energia: 
Para cada tE ( -T, T) (a menos de um conjunto de medida nula), (4.16) 

implica que: u 11 (t) --t u (t) q.t.p. em O. Esta convergência nos permite provar 
que: 

Gv (·, u 11 
(·, t)) --t G (·, u (·, t)) q.t.p. em O. 

De fato. Fixemos X E n tal que U 11 (x, t) --tu (x, t)' então: 

IGv (x, U
11 (x, t))- G (x, u (x, t))i ~ IGv (x, U

11 (x, t))
-G (x, U

11 (x, t))l + IG (x, U
11 (x, t))- G (x, u (x, t))l 
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Como G é contínua: 

G (x, U
11 (x, t)) --t G (x, u (x, t)). (4.29) 

Analisemos agora a primeira parcela do lado direito de (4.28). Usando a 
definição de G e de G11 não é difícil verificarmos que: 

lu v (x,t)l 

IGv (x, U
11 (x, t))- G (x, U

11 (x, t))l :-s; f IFv (x, s)- F (x, s)l ds. 
o 

Sendo { U 11 (x, t)} uma seqüência numérica limitada, pois é convergente, existe 
M >O tal que iu 11 (x, t)i :-s; M, Vv E IN. Então: 

M 

IGv (x, U
11 (x, t))- G (x, U

11 (x, t))l :-s; f IFv (x, s)- F (x, s)l ds. 
o 

Como o Teorema 1 do Capítulo 3 garante que { F11 } converge uniformemente 
M 

para F no compacto {x} x [O, M], segue que: f IFv (x, s)- F (x, s)l ds --tO, 
o 

e então G11 (x, U
11 (x, t)) --t G (x, U

11 (x, t)). Juntamente com (4.28) e (4.29), 
esta convergência prova (4.27). 

Pelo Lema de Fatou, q.t.p. em ( -T, T) temos: 

f G (x, u (x, t)) dx :-s; liminf f G (x, u11 (x, t)) dx. (4.30) 
n n 

Do Teorema 2 do Capítulo 3 (resolução do Problema Lipschit:z) E 11 [u 11 (t)] = 
E 11 [u 11 (O)], ou seja: 

f~ luf (x, t)l 2 + ~ IVuv (x, t)l 2 + G (x, U
11 (x, t)) dx = 

n 
=f~ lu1 (x)l 2 + ~ 1Vu0 (x)l 2 + G (x, u0 (x)) dx, Vv E IN. 

n 

Segue que: 

lim inf f~ luf (x, t)l 2 + ~ 1Vu11 (x, t)l 2 + G (x, U
11 (x, t)) dx = 

n 
= liminf f~ lu1 (x)l 2 + ~ 1Vu0 (x)l 2 + G (x, u0 (x)) dx. 

n 
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e como lim inf (ak + bk) ~ lim inf (ak) + lim inf (bk) : 

lim inf f~ lur (x, t) 12 + ~ l'\7u11 (x, t) 12 dx + lim inf f G (x, U 11 (x, t)) dx ::; 
n n 

::; liminf f~ lu1 (x)l 2 + ~ 1Vu0 (x)l 2 + G (x, u0 (x)) dx. 
n 

Usando (4.30): 

liminf f~ lur (x, t)l 2 
+f~ 1Vu11 (x, t)l 2 dx +f G (x, u (x, t)) dx::; 

n n n 
::; liminf f~ lu1 (x)l 2 + ~ l'\7u0 (x)l 2 + G (x, u0 (x)) dx. 

n 

(4.31) 

A semicontinuidade inferior da norma na topologia fraco* (Teorema 21 
do Capítulo 1), e as convergências fracas (4.14) e (4.15) implicam respecti
vamente, que q.t.p. em IR temos 

f~ lut(x, t) 1
2 

dx ::; lim inf f~ lur (x, t) 12 
dx, ( 4.32) 

n n 

f~ IVu (x, t)l 2 
dx::; liminf f~ l'\7u11 (x, t)l2 

dx. (4.33) 
n n 

enquanto que o Lema 2 assegura a seguinte convergência: 

f G (x, u0 (x)) dx ~f G (x, u0 (x)) dx. (4.34) 
n n 

Como lim inf (av) = lim a11 quando lim a11 existe, de ( 4.31), ( 4.32), 
v-++oo v-++oo 

(4.33), e das convergências (4.34) e (4.35) segue que: 

f~ lut (x, t)l 2 + ~ IVu (x, t)l 2 dx +f G (x, u (x, t)) dx::; f~ lu1 (x)l 2 + 
n n n 
~l'\7uo(x)I

2
+G(x,uo(x))dx; q.t.p. em (-T,T). 

Como T > O é arbitrário, a desigualdade de energia acima é válida q.t.p. em 
IR. 
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Última Etapa: uF(u) é integrável em nx ( -T, T): 
As convergências (4.16) e (4.17), juntamente com o Lema de Fatou garan

tem que: 

r r f (u (x, t), F (x, u (x, t))) dt:::; liminf f (u"' (x, t), F,_, (x, u"' (x, t))) dt. 

-r -r 

De (4.20): 

r f (u"' (x, t), F,_, (x, u"' (x, t))) dt:::; M1 , 'Vv E IN. 
-r 

• 
Observemos que no Teorema 2, só usamos a forma explícita da função F 

para demonstrarmos o Lema 1. Os demais cálculos se basearam apenas na 
sua continuidade e no fato de que F possui o mesmo sinal de u. 

Explorando este fato, formulamos uma variação: o Teorema 3, no qual se 
exige de F apenas continuidade e que uF (x, u) ~O. Mas, para adaptarmos 
a demonstração do Teorema 2 precisamos adicionar a hipótese de limitação 
q.t.p. sobre a posição inicial da onda. 

Este foi o motivo que nos levou a considerar, no Teorema 2, a função F 
tendo como domínio o conjunto o X IR 

Teorema 3 Seja o c IRn aberto, limitado e bem regular. Seja F: n X IR ---t 

IR uma função contínua e tal que uF (x, u) ~O. Denotamos por G a função 
definida em O x IR com valores em IR tal que Gu = F e G (x, O) = O. 
Suponhamos que G (-, Uo (.)) seja integrável em O. se Uo E HJ (o) n vxJ (o) 
e u 1 E L2 (O) então existe única função u tal que: 

• u E vxJ (IR; HJ (O)); 

• Ut E L00 (IR; L2 (O)); 

• ~u- Utt =F (x, u); 

• u =o em an; 

• u (O) = uo; 
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As demais propriedades de u são idênticas às do Teorema 2. 

Demonstração: 
Como u0 é essencialmente limitada, não é necessário tomarmos suas trun

cadas, como foi feito no teorema anterior. Seja {Fj} a seqüência enunciada 
u 

no Teorema 1 do Capítulo 3 e Gi (x, u) =f F_1(x, s)ds. Afirmamos que: 
o 

De fato, q.t.p. em n temos: 

Então: 

uo(x) 

IGi (x, uo (x))- G (x, u0 (x))i = f Fi (x, s)- F (x, s) ds . 
o 

luo(x)l 

IGi (x, uo (x))- G (x, uo (x))l ~ f IFi (x, s)- F (x, s)i ds. 
o 

Sendo Uo elemento de vx) (O) : 

lluoiiLOO(O) 

(4.35) 

IGi (x, uo (x))- G (x, uo (x))l ~ f IFi (x, s)- F (x, s)l ds, q.t.p. em n. 
o 

Isto implica que: 

lluoiiLOO(O) 

IGi (x, uo (x))- G (x, uo (x))l ~ f _ max IFi (x, s)- F (x, s)l dt. 
0 xEO,sE[O,IIuoiiLoo(n)] 

E então q.t.p. em 0: 

IGi (x, uo (x))- G (x, uo (x))l ~ lluollr,oo(n) _ max IFi (x, s)- F (x, s)j. 
xEO,sE[O,IIuoiiLoo(n)] 
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Como Fj --+ F uniformemente nos compactos de O x IR (conforme Teorema 
1 do Capítulo 3), da desiguladade acima resulta que: Gj (uo) --+ G (uo) uni
formemente em O (a menos de um conjunto de medida nula). Sendo O limi
tado, fica demonstrada a convergência (4.36). As demais etapas são idênticas 
ao Teorema 2 deste capítulo, tomando u~ = uo. 

• 
Sem muita dificuldade podemos obter mais algumas informações sobre u. 

Observemos que se retirarmos um subconjunto I de medida nula de IR, todos 
os pontos de IR - I são de acumulação. Isto garante que se f é uma função 
escalar definida em IR- I, faz sentido calcularmos lim f (t), V a E IR- I. 

t-)-a 

Como u E L':x) (IR; HJ (O)), a menos de um conjunto I de medida nula, 
u assume valores em HJ (O). Seja t ponto arbitrário de IR- I. Considere
mos uma seqüência tj --+ t qualquer, da qual extraímos uma subseqüência 
arbitrária { tjk} . 

Desde que {u (tjk)} é limitada em H{s (O), possui uma subseqüência fra
camente convergente, a qual continuamos a denotar por { u ( tjk)}. O fato de 
que u E C0 (IR; L2 (O)) implica que só pode ser 

(w, u (tjk)) --+ (w, u (t)), Vw E H- 1 (O). 

Isto prova que toda subseqüência de { u (tj)} possui uma subseqüência que 
converge fraco para u (t). Desde que {u (tj)} é arbitrária, provamos que, a 
menos de um conjunto de medida nula, u é uma função fracamente contínua 
com valores em HJ (O) . 

Analogamente se prova que Ut é q.t.p. fracamante contínua com valores 
em L 2 (0). 

Passemos agora à demonstração dos lemas utilizados na prova do Teorema 
2. 

Lema 1 Gj ( u~) --+ G ( u~) em L1 (O). 

Demonstração: 
Da definição de Gj : 

p!1 [ (pi1) ~:; +} (p~1) !!f+ P (p~1) ~~; + ... ] 
se ~ :::; lul :::; j; 1 J 1 1 

(p+l). lul , se - -; :::; u :::; 1; 

p!1 r (7Y+l- o Y+l] u, se i ui > j. 
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Sendo { u~} a seqüência das truncadas de u0 : 

_1 [~ (p+1) ~ + ~ (p+1) (u~r-, + ···] p+l J 2 p J2 3 p-1 
se ~ < I u.i I < J. · 

J- o - ' 
1 I j I 1 ( j)P+

1 1 j 1 (p+l)i u0 - (p+l) u0 , se - 1 ::; u0 ::; ]· 

Logo, para cada j fixado, definindo n1 = {X E n; luo (x) I ::; j} temos: 

(p + 1) liGi ( u~) - G ( u~) I dx = y (P~ 1 ) ~ j, lu~IP dx+ 

1 (p+1) 1 I I jlp-1 1 I I jl I I jlp+1 + p: 3 p-1 n, u0 dx + ... + 1 0 ~ u0 dx + 0 ~ u0 dx. 

Então: 

Por hipótese, u0 E V+l (n). Do Teorema 2 do Capítulo 1, segue que u0 E 

Lr (O), 1 ::; r ::; p + 1. Isto prova que todas as integrais acima são finitas e, 
como u~ --+ u0 q.t.p., a medida de n~ tende a zero quando j--+ ex:. 

• 
Lema 2 Gi ( u~) --+ G (u0 ) em L 1 (0). 

Demonstração: 
A escolha adequada de { uô} assegura que IG ( u~) I ::; IG (uo)l, q.t.p. De 

fato. uF(x, u) ~ O {::} uGu (x, u) ~ O. Isto implica que G é não-decrescente 
com relação a u se u ~ O, e G é não-crescente com relação a u se u ::; O. 
Sendo G é contínua na variável u e G (x, O) =O, segue que 

O::; u::; v=> O::; G(x,u)::; G(x,v); 
u::; v::; O=> O::; G (x, v)::; G (x, u). 

Mas { u~} é a seqüência das truncadas de u0 , de ( 4.37) resulta que 
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jc ( u~) I ::; IG (uo)l, q.t.p. (4.37) 

Como u~ ----t u0 q.t.p. em n e G é uma função contínua, G ( u~) ----t G (uo) 
q.t.p. Por hipótese, G (u0 ) E L1 (O). De (4.38) e do Teorema da Convergência 
Dominada segue: 

G ( u~) ----t G ( u0 ) em L1 (O). ( 4.38) 

Então: 

Esta desigualdade, juntamente com (4.39) e o Lema 1 concluem a demon
stração. 

• 
Lema 3 Fv (x, uv (x, t)) ----t F (x, u (x, t)) q.t.p. em n X JR. 

Demonstração: 
Fixemos um ponto arbitrário de (x, t) E n X lR no qual uv (x, t) ----tu (x, t). 

Para simplificar a notação, escrevamos uv = uv (x, t) eu= u (x, t). 
Se u =/:. O, consideremos somente os índices suficientemente grandes tais 

que uv =/:. O. Da definição de Fv : 

v G(x,uv+~)-G(x,uv) 
IFv (x, u ) -F (x, u)l = §.. -F (x, u) 

v 

ou, reescrevendo de uma forma mais interessante: 

Do Teorema do Valor Médio: 

IFv (x, uv)- F (x, u)l = IF (x, Çv)- F (x, u)l, 
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sendo e v um ponto de ( uv' uv + ~) ou ( uv - ~' uv)' conforme uv > o ou 

uv < O, respectivamente. Como uv ~ u, segue que uv + ~ ~ u. Logo, 
tv ~ u. A continuidade de F conclui a demonstração do caso u =/= O. 

Seu= O então F (x, u) =O e, portanto: 

Para os índices tais que uv ~ O : 

Logo, da continuidade de F: 

IFv (x, uv)l ~ max IF (x, s)l. 
sE[O,u"+~] 

Para os índices tais que uv < O, cálculos análogos mostram que: 

(4.39) 

( 4.40) 

Como uv ~ O, da continuidade de F, de (4.40) e (4.41) resulta que 
Fv (x, uv) ~ O. 

• 
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