SOBRE AS ALGEBRAS SIMETRICA E DE REES
DE UM IDEAL GERADO POR UMA ¢-SEQUENCIA

in

Este exemplar corresponde & redacéo
final da dissertaggo devidamente corri-
gida e defendida por Erika Maria Chio-
ca Lopes e aprovada pela comissao jul-

gadora.

Campinas, 26 de fevereiro de 1998

’ ]

Prof. Dr. Paulo Roberte Brumatti
Orientador

Dissertacdo apresentada ao Instituto
de Matemadtica, Estatistica e Compu-
tacdo Cientifica, UNICAMP, como re-
quisito parcial para obtencdo do Titu-
lo de MESTRE em MatemAtica.

D ORREIROA DENTAN i




Sobre as Algebra,s Simeétrica e de Rees de um Ideal Gerado por uma

d-sequéncia

Erika Maria Chioca Lopes

26 de Fevereiro de 1098



Dissertaciio de Mestrado defendida e aprovada em 17 de fevereiro de 1998

pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

/%//7_&7?—;

Prof (a). Dr (a) PAULO ROBERTO BRUMATTI

SV TEN

Prof (a). Dr (a). ANT(;lN 10 PAQUES

A=

Prof (a). Dr (a). ALEXANDER ANAN’IN

ii



it

Dedico esta dissertacéo
a José Luiz Paro Jinior



Agradecimentos

Apradeco

a meus pais e minhas irméis, pelo apoio e carinho em todos os momentos. Também agradeco

a minha mée pela revisao lingiiistica dessa dissertacéo.

ao José Luiz, por estar sempre ao meu lado, pelo amor, compreensao e tentativas de me

acalmar nos momentos dificeis.

ao meu orientador Prof. Paulo Brumatti, pela paciéncia, profissionalismo e preocupagio em

me ajudar.

aos professores da banca examinadora Prof. Alexander Ananin e Prof. Anténio Paques, pelas

sugestoes e corregoes sugeridas.

aos queridos Elisdngela, Luciane e Gabriel, minha familia de Campinas, pela amizade e por

tudo que aprendemos juntos nesse ano.

aos amigos Diogo, Daniel, Marcelo, Ximena, Marcela, Luciana, Ryuichi, Marcinha, Claudido,
Jodo, Marilaine, Alvino e Victor, Sinval e Claudia, pelo companheirismo, amizade e por me

ajudarem a aprender um pouco de LATEX.
a todos os professores do Departamento de Matematica gue me ajudaram nesses dois anos.

ao pessoal do SAT, que, com paciéncia e boa-vontade, sempre me ajudou a resolver os pro-

blemas que surgiram com os computadores.

a0 CNPq e 4 FAPESP, pelo financiamento desse projeto.

iv



Resumo

Nesta dissertacao, o objetivo foi estudar os ideais de tipo linear, que sao tais que existe um
isomorfismo natural entre as dlgebras simétrica e de Rees desses ideais. Um primeiro teste para
verificar se um ideal é de tipo linear é através do cdlculo das dimensoes das algebras simétrica e de
Rees desse ideal, que foi feito nesse texto. A partir desse calculo, conseguimos uma cota superior
para o numero minimo de geradores de um ideal de tipo linear. Essencialmente, estudamos o
conceito de d-seqiiéncia, que generaliza a no¢do de R-seqiiéncia, e mostramos que ideais gerados

por d-seqiiéncias sdo de tipo linear. Obtivemos ainda uma caracterizagdo dos anéis locals regulares.
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Introducao

A 3lgebra simétrica de um ideal @ de um anel comutativo R € um par (5(@), ), onde S(a) &
uma R-digebra e ¢ : @ — S{@) é vm R-homomorfismo, que satisfaz a uma propriedade universal.
Podemos caracterizé-la através dos geradores do ideal e de relacGes entre eles. Por outro lado,
a dlgebra de Rees de @ é um subanel de R[T]. Tal slgebra é conhecida como “blowup” dlgebra,
pois em termos geométricos ela representa a versdo algébrica da explosio de uma variedade ao
longo de uma subvariedade (Veja [7] e [23]). A teoria das “blowup” ilgebras tem despertado muito
interesse e portanto vem se mostrando ser uma 4rea muito ativa e bem sucedida dentro da Algebra,
Comutativa. Essa teoria tenta investigar varias propriedades algébricas da dlgebra de Rees de um
ideal, comparé-la com o anel graduado desse ideal e descrever a dlgebra de Rees em termos de
geradores e relagdes. Por isso, o estudo que aproxima as dlgebras simétrica e de Rees de um ideal
é relevante, j4 que d4 uma descrigao explicita da algebra de Rees em termos dos geradores do
ideal e suas relagdes. Nesta dissertagéo, estaremos interessados em estudar o epimorfismo natural
definido entre essas duas dlgebras. Mais precisamente, estaremos interessados no caso em que o
ideal é gerado por uma d-seqiidncia, no qual o referido epimorfismo é um isomorfismo {sendo um
isomorfismo, chamamos o ideal @ de ideal de tipo linear).

As dlgebras simétricas comegaram a ser sistematicamente estudadas nos anos 60, por Micali([16]),
o qual mostrou que, quando o anel R é dominic, a condigio necesséria e suficiente para um ideal ser
de tipo linear € que sua dlgebra simétrica seja um dominio. Micali também mostrou que ideais gera-
dos por R-seqiiéncias sdo de tipo linear. Muitos autores entéo se preocuparam em estudar quando a
dlgebra simétrica de um ideal é um dominio, por exemplo [2], [6], [16], [17] € [20). Em [16], também
encontramos a caracterizacao dos anéis locais regulares, isto é, um dominio local (R, ) é regular
se, e s0 se, 71 é de tipo linear. Tal resuitado, por exemplo, caracteriza os pontos regulares de uma
variedade algébrica afim irredutivel. Mais tarde, Huneke([9]) e Valla([24]) mostraram que a nogio
de d-seqiiéncias estava conectada com a integridade de dlgebras simétricas de ideais. No caso em
que a 4lgebra simétrica é um dominio, outras questoes foram formuladas: Barshay([2]) estudou se
ela é Cohen-Macaulay, Samuel{[21]) investigou se ela é fatorial e Ribenboim([19]) e Barshay([2]), se
ela é integralmente fechada. Um primeiro teste para verificar se um ideal é de tipo linear ¢ fazendo
o cileulo das dimensdes das dlgebras simétrica e de Rees. Por isso, o calculo da dimenséo da dlgebra
simétrica de um ideal é importante. Isso foi feito primeiramente por Huneke e Rossi({11]), quando
eles agsociaram a dimensdo da dlgebra simétrica de um mdduloe & cota de Forster-Swan. Isso tornou
a pesquisa pelas formulas de dimensao para a dlgebra simétrica mais ficil. Mais tarde, usando

idéias um pouco diferentes, Simis e Vasconcelos({22]) também encontraram a férmula explicita.



No Capitulo I, fazemos uma breve revisio dos principais conceitos e resultados da Algebra. Co-
mutativa, essencialmente daqueles resultados efetivamente usados no texto. A seguir, no Capitulo II,
introduzimos os conceitos das algebras simétrica e de Rees de um ideal e fazemos os célculos de
suas dimensées. Comecmos o estudo dos ideais de tipo linear no Capitulo III, onde observamos
uma limitagao superior para o nimero de geradores de um ideal de tipo linear. Preocupamo-nos
principalmente com os ideais gerados por R-seqiiéncias, que sao de tipo linear. Como aplicacéo,
obtemos a caracterizac@io dos anéis locais regulares descrita no parigrafo anterior. Como o con-
ceito de d-seqiiéncia generaliza o conceito de R-seqiiéncia, focalizamos nosso estudo no ultimo
capitulo na generalizagéio do resultado para R-seqiiéncias, ou seja, mostramos que ideais gerados
por d-seqiiéncias sdo de tipo linear. Todo o trabalho foi baseado essencialmente nos artigos [16],
[9] e [25].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, revisaremos os principais conceitos e teoremas da Algebra Comutativa, que serdo
usados posteriormente. A maioria das provas sera omitida, pois se trata de provas de resultados
cléssicos de um primeiro curso em Algebra Comutativa, mas elas podem ser encontradas nas re-
feréncias [1] e [12], sendo que este resumo se baseia principalmente em [12]. Durante todo o texto,

consideraremos R 7% 0 um anel comutativo com unidade.

I.1 Produto Tensorial e Seqiiéncias Exatas

Definicao I.1.1 Uma segiéncie de R-mdédulos e R-homomorfismos
- — M LM@*MH“—’
¢ dita exata em M; se Im(f;} = Ker(fi11). A seqiéncia é exata se ela € exata em cada M;.
Assim, temos:

0 — M L5 M 6 exata © f é injetiva
M s M" — () é exata & ¢ é sobrejetiva
0— M Lo M L M — 0 é exata & f € injetiva, g é sobrejetiva, € Imf = Kerg.

Sejam M, N, P trés R-moédules. Uma aplicagdo f ; M x N — P é dita uma aplicacio R-bilinear
se para cada ¥ € M a aplicacio de N em P tal que y — f(x,y) é R-linear ¢ para cada y € NV a
aplicacio de M em P tal que z > f(=z,y) é R-linear.

Proposicao 1.1.2 Sejam M, N dois R-mddulos. Entdo, eriste um par (T,g) consistindo de um
R-médulo T e uma aplicagdo R-bilinear g: M X N — T, satisfazendo a seguinte propriedade:
Dados qualguer R-mddulo P e qualguer aplicacdo R-bilinear f: M X N — P, eziste uma unice
aplicagdo R-linear ' : T — P tal que f = f'og.
MxN-Lp
g

A
T



Além disso, se (T,g) e (T, ¢’} sdo dois pares satisfazendo essa propriedade, entdo existe um,

inico isomorfismo j: T — T tal que jog=g'.

O médulo 7" construido como na proposi¢io é chamado o produto tensorial de M ¢ N e é
denotado por M@g N ou simplesmente por MQN. Ele & um R-médulo gerado pelos elementos z®y,
onde z € M ey € N. Se (2;)icr € (y;)jes sao familias de geradores de M e N, respectivamente,
entao z; ® y; geram M @ N. Em particular, M ® N ¢ finitamente gerado, se M e N o s8o.

Observagao 1.1.3 Podemos também definir o produto tensorial de um nimero finito qualquer
de R-modulos, por meio de uma proposigdo andloga a anterior, come¢ando com uma aplicacio

B -multilinear, zo invés de uma R-bilinear:

Proposigao I.1.4 Sejom M, --- M, R-mddulos. Entio existe wm par (T, g}, que consisie de um
R -mddulo T e uma aplicagcde R-mullilinear g : My X --- X M, — T satisfazendo a seguinie
propriedade:
Dados qualquer R-mddulo P e qualquer aplicacdo R-multilinear f: M1 X -+ X M, — P, eniste
um tnice R-homomorfismo f': T — P tel que flfog= f.
My x---x M,.i» P
vl £
T

Além disso, se (T,g) e (T”",q') sdo dois pares salisfazendo essa propriedade, entdo eriste um

tinico isomorfismo j: T — T7.

Através da propriedade universal de definicio de um produto tensorial, podemos mostrar os

seguintes homomorfismos e isomorfismos candnicos, onde M, N, P sio R-médulos e @ é um ideal

de R:

. M@E@NENQM
rR®y—yQr

2. (MEAN)RPEMQNQP)XMON@P
xRy V21 (YR2) —» QYD 2

3 (MON)QPY(MQP)®B(N®P)
(Zy)®z— (z@2,y®2)

4 ReM=M
rQT T

5. (R/&) ®r M = M/aM

TF&®m— T



6. (M/NY® R¥ (M ®R)/(NQ®R)

mPr—,mr

7.8 u:M — Neov: M — P sio R-homomorfismos, entio existe um R-homomorfismo
u®v: MM — N® P tal que (u ® v)(m @m') = u(m) @ v{m’).

Veremos agora uma proposigio que estabelece a propriedade exata do produto tensorial:

Proposicao 1.1.5 Seja

M Lopm 2 7 —0
uma sequéncia erata de R-mddulos e homomorfismos e seja N qualquer R-méddulo. Entdo, «
seqiéncia

MeoNB meon 2 MeN =0

{onde 1 denota a aplicagdo identidade em N ) € exaia.

Corolério 1.1.6 Sejam E,E' E", F, F', F" R-médulos e as seqiiéncias exatas E' =+ E 2+ E'" — 0
e F' 25 F - F" 0. Entdo, v®t: EQF — E" ® F” € sobrejetivo e seu nicleo 6 igual o
Im(u®@1p)+ Im(lg ® s).

Dem:. : Temos que v @7 = {(v® lpv) o (1g ® #). Como, pela Proposigio anterior, v @ 1pv e
1g ®t sdo sobrejetivas, segue que v ®1% é sobrejetiva. Além disso, como as seqiiéncias do enunciado
sao exatas, temos que Ker(v @%) = Im(lg ® s) + Im(u® 1r). De fato, z € Ker{v @1} se, e s6 se,
(1 ®t)(2) € Ker(v® lpv) = Im({u ® 1p~). Como t é sobrejetive e u ® = (u@ lgr) o (1p ®1),
isso € equivalente a {1z @ #)(z) pertencer a Im(u ® 1), ou seja, (1g ®1)(2) = (u Q t){a), onde
a€E'QF. Sejab=7z—(u®1r)(a). Como (g ®¢#)o(u®1lr) = u®t, segue que {1z @£)(b) = 0,
isto é, b€ Ker(lg ®t) = Im(lp ® 5). Assim, 2 € Ker(v® 1) se,esése, z=b+ (u®1p)(a) €
Im{lg@s)+ Im(u®lp). |

1.2 Teorema da Base de Hilbert

Também estaremos considerando R um anel Noetheriano, isto é, um anel cujos ideais séo
finitamente gerados. Da mesma forma, dizemos que um R-médulo M é Noetheriano se todo

submédulo de M ¢é finitamente gerado.

Exemplos de anéis Noetherianos sdo os dominios de ideais principais (em particular os corpos),
o anel dos inteiros — representado aqui por Z, K[X], onde K é corpo e qualquer imagem homomorfa
de um anel Noetheriano. Pode-se mostrar que R é Noetheriano se, e 56 se, qualquer cadeia de ideais

primos de R é estaciondria.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Base de Hilbert para anéis) Se R ¢ um anel Noetheriano, entdo

R[X] também é.



Dem. : Vamos supor que R[X] nao é Noetheriano, ou seja, suponhamos que exista um ideal
I de R[X] que nio ¢ finitamente gerado. Seja fi € I um polindbmio de menor grau. Se fi(k > 1)
ja foi escolhido, seja fyi1 o polinémio de menor grav em T — (f1,..., fx). Sejam nx € IV o grau
e a; € R o coeficiente lider de fi, para todo k. Pela escolha de fp temos n1 < ng < ---. Além
disso, (a1) C {a1,a2) C --- é uma cadeia de ideais de R que nfo é estacionaria e, logo, R nio é
Noetheriano. Com efeito, suponhamos que (ay, - ..,ax) = (a1,...,0x11). Entdo temos uma equagéo
aki1 =38 bo, bk E Reg = fiyq — Zf=1 X"+ fo « [ —(f1,..., fr) tem grau menor que
fri1; ou g = 0, contradizendo a escolha de fg. 4. |

Corolario 1.2.2 Sejam R um anel Noetheriano ¢ § um anel finitamente gerado sobre R. Entdo

S também é Noetheriagno.

Dem. : Como S € a imagem homomorfa de R[X,..., X,], basta mostrar que R[X},..., X,] é
Noctheriano, o que segue usando o Teorema 1.2.1 e inducfo em n. O
Em particular, temos mais exemplos de anéis Noetherianos: R[X;,...,X,], onde R é um
dominio de ideais principais, e suas imagens homomorfas, como por exemplo Z[X1,...,X,] e

K[X1,...,Xn], com K corpo.

Teorema 1.2.3 (Teorema da Base de Hilbert para mddulog) Se R ¢ um anel Noetheriano
e M € um R-modulo finitamente gerado, entdo M € Noetheriano.

Dem. : Suponhamos que M = {(m;, -, m,). Entfo existe uma tdnica aplicagdo linear sobre-

.

jetiva o : R* — M que leva e; em m;, onde (e;); é a base candnica de R”. E suficiente mostrar
que qualquer submddulo U de R™ é finitamente gerado, pois todo submédulo de M é a imagem
homomorfa de um submédulo de R™.

Para os elementos u = (uq,...,u,) € U, as primeiras componentes u; formam um ideal I de R.
Pela hipétese, I é finitamente gerado, ou seja, I = (ugl),. . u(lk}).

Para n = 1, terminamos.

No caso geral, consideramos elementos %) € U com primeiras componentes ui‘.),a’ =1,...,k
Para um u € U arbitririo, seja w1 = ZLlnug),ﬁ; € R Entac v — Z'f:lmu(") é da forma
(0,u3,...,us) e, portanto, é um elemento de & N R™ !, onde R"! denota o submddulo de R™,
consistindo dos elementos com primeira componente zero. Pela hipétese de indugio, U N R*~1
tem um sistema finito de geradores {vy,...,v}. Entdo {u), ... ,ul®), U,..., ¥} 6 um sistema de

geradores de U. O

Agora, usando o Teorema da Base de Hilbert para mdédulos, podemos definir o conceito de
apresentacado finita de um R-médulo M, que sera utilizado futuramente para o cdiculo da 4lgebra

simétrica do madulo M.



Definicoes 1.2.4 o A apresentacio de M relativa a um sistema de geradores {m)}rea de

M € a segiiéncia erata
0— K — R 24 M >0,

onde a leve o elemento ey da base candnica de RM em my e K := Ker(a).

e Dizemos que M € um mddulo finitamente apresentado ou gue o segiiéncie € ume apre-
sentagao finita de M se existe um n € IN e uma seqiiéncia exate de R-mddulos

0—-K—-R"— M—0,
onde K € finitamente gerado.

Vamos ver que, se M é um R-médulo finitamente gerado e estamos supondo R Noetheriano,
entdo M é finitamente apresentado.
Com efeito, suponhamos que M = {my, - -,m,). Assim, temos a seguinte apresentacio de M:

0K —R"- 2% M —0.

Como K é um submdédulo de R™ e este iltimo é Noetheriano (pelo Teorema da Base de Hilbert
para modulos}, segue que K = (v, "+, vp,). Logo, M é finitamente apresentado.

Vamos também associar uma matriz a essa apresentacio finita de M.

Como K ¢ finitamente gerado, podemos definir uma aplicagdo natural R™ — R" que leva o
i-ésimo vetor da base cantnica de E™ em v;. A essa aplica¢io linear estd associada uma matriz
A, cujas colunas s&o exatamente os vetores vy,..., v, que geram K. Podemos entdo considerar a
seguinte seqiiéncia:

R™ 2 R* 5 M -0,

que é exata, pois Im{4) = K = Ker(a). Essa matriz A é chamada matriz de relagao de M.

I.3 Anéis Graduados

Definigoes 1.3.1 {a) Um anel graduado € um enel R junto com uma decomposicio R = ®;cz R;
{como um Z-mddulo)} tal que RiR; C R;y;, para todos i,j € Z.

(b) Um R-médulo graduado € um R-mddule M junto com uma decomposicio M = B;czM;
(como um Z-mddulo) tal que RiM; C My, para todosi,j € Z.

(c) Uma R-dlgebra A é graduada se A = @;cpA; (como um R-médulo) e A;A; C Aivj, para
todos i, € Z.

Os elementos ¥ € M; sdo ditos homogéneos de grau ¢, 0s elementos r € R; sd0 também
chamados i-formas. De acordo com essa defini¢éo, o elemento zero é homogéneo de grau arbitrario.
O grau de um elemento homogéneo € denotado por gr(z). Um elemento arbitrario z € M tem uma
lnica apresentacdo z = Y ; x; como uma soma de elementos homogéneos x; € M;. Os elementos x;

sdo ditos as componentes homogéneas de z.



Notemos que Ry é um anel com 1 € Ry (pois BRgRyg C Rpe 1 = 1.1 € R;R, C Ry, logo,
i =0) , que todos os somandos M; sdo Ry-mddulos (pois RgM; C M;), e que M = ;g M; é uma

decomposigao em soma direta de M como um Ry-médulo.

Defini¢ao 1.3.2 Sejam R um anel groduado, M = ®;cpM;, N = ®;czN; dois R-mddulos gradua-
dos. Um homomorfismo ¢ : M — N € dito homogéneo de grau zero se o(M;) C N;, para todo
i €Z.

Definigao 1.3.3 Sejam M um R-mddulo graduado e N um submddulo de M. N é dito um
submddulo homogéneo se ele € um mddulo graduado e a aplicacdo inclusdo € um homomorfismo

homogéneo de N em M.

Observacao 1.3.4 A Definicao 1.3.3 é equivalente & condi¢do N; = NN M;, Vi € Z.

Com efeito, se estamos supondo que N é um submddulo homogéneo de M, entao j{N;) C M,
onde j ¢ a aplicacdo inclusao. Logo, N; C N N M;. Por outro lado, se x € N N M;, como N
é graduado, podemos escrever z = 3 pcpng = n; + 2 koti ks COm ng € N C Mg, Vk. Como
x,n; € M;, segue que Zk# g € M;. Mas 3, € ®pzi N C Spza M. Logo, Yreite =0e
x =mn; € N;. Portanto, N, = N N M;.

Reciprocamente, se N; = N N M;, Vi, entao j(N;) C M;, Vi, onde § é a inclusdo. Logo, N ¢

homogéneo.

Em outras palavras, ¥ é um submédulo homogéneo de M se, e s6 se, N é gerado pelos elementos
homogéneos de M que pertencem a N. Em particular, se x € N, entdo todas as componentes
homogéneas de = pertencem a N. Além disso, o quociente M/N é graduado da maneira natural:
M/N = @;egM; /(N N M;).

Observemos que, se ¢ : M — N é um homomorfismo homogéneo, entdo Ker(y) e Im{yp) sio
homogéneos: definamos Ker(p) = ®;ez(Ker(p)) NM; = ®;c2K; e Im(p) = ®;cz{Im(p)) NN;) =
Bz, e essas sdo de fato graduacdes para Ker(y) e Im{yp).

Proposicgo 1.3.5 Para um anel IN-graduado R (isto é, R = ®;ew Ri) cuja componente de grau

zero € Ry, sdo equivalentes:
i) R ¢ um anel Noetheriano.

ii} Ry € Noetheriano e R € uma Ro-digebra finitamente gerada.

Dem. :

i) = ii) Seja Ry = @n>oRn. Logo R= Ry® Ry e Ro = R/R;.! Assim, Ry é Noetheriano. Como
R, & um ideal de R, ele é finitamente gerado, digamos R, = (x1,....%s), e podemos tomar
Z1,...,xs elementos homogéneos de R, de graus k;,..., ks > 0, respectivamente. Seja R/ o
subanel de R gerado por z1,...,%, sobre By. Queremos mostrar que R, C R',¥n > 0, onde
R = ®n>0Rn, por indugio em n. E claro que isso vale para n = (.

!Basta definir o homomorfismo que leva rp + Zn>0 rn € R em rg e verificar que seu nicleo é Ry,
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Seja n > 0 esejay € R,, Como y € Ry, y é uma combinacio linear dos #;, digamos
Yy = 31— %%, onde a; € R,_, {convencionalmente R,, = 0, se m < 0). Como cada k; > 0
(e, logo, n — k; < n), a hipétese de indugde mostra que cada a; é uma polinomial nos z;’s
com coeficientes em Rp. Assim, o mesmo vale para y e, portanto, y € R'. Assim, R, C R e,
portanto, B = R/,

ii} = i) Pelo Coroldrio 1.2.2. O

Exemplo I.3.6 Dado um ideal I de um anel R, podemos definir o anel graduado de I, que serda
gri(R):=R/ISI/ P I*/IPq -

Ele é de fato um anel graduado: se z = a + I™t! ¢ [/l e y = b+ "L € /Y
entio definimos z.y := ab 4 I**™HL ¢ M/ tmAl o egse resultado é independente da escolha
dos representantes a,b de z,y. Isso define o produto de elementos homogéneos de grr(R). Para

elementos arbitrarios, definimos o produto de maneira natural, tal que a lei distributiva valha.

I.4 Variedades Algébricas Afins - Espectro de um Anel

Vamos entao definir alguns conceitos da Geometria Algébrica, que aqui servem como exemplos

e aplicacdo da teoria desenvolvida.

Definicao 1.4.1 Sejam A"(L) o n-espaco afim sobre um corpo L e K C L um subcorpo. Um
subconjunte V. C A™{L} ¢ chamado uma K-variedade algébrica afim se existem polindmios

fi,..., fm € K[X1,...,Xn] tais que V € a solugdo do sistema de equagdes
fi(Xla‘-'an) = (3: 1,...,’1"}(}',)
em AML).

Exemplos 1.4.2 ¢ O conjunto solucdo de um sistema de equacoes lineares é chamado de va-

riedade linear.

e O conjunto solucio de uma equacio f(Xi,...,X,) = 0, onde f € K[X],...,X,] é um
polindémio nédo constante, é chamada de K-hipersuperficie.

» O conjunto solu¢io da equacdo f(X1,Xq) =0, com f € K[X;, Xo] um polinémio nio cons-
tante, é chamado de curva algébrica plana.

s Intersegtes finitas e unides finitas de K-variedades afins sdo variedades afins.
Definicoes 1.4.3 o Para um subconjunto V C A*(L), o conjunto
(V) ={FeK[X1,...,Xp]; F(x) =0,Vz € V}

é chamado o ideal de V em K[X1,..., X,].
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e O conjunto de zeros, em A*(L), de um ideal I C K[X,...,X,] € o conjunto

V({I):={zc A"L); F(x) =0,VF ¢ I}.

o Dizemos que uma variedade V é irredutivel quando temos: se V. =V U Vs, onue Vi € V)

sdo K-variedades, entdo V =17 ou V =15,

Observacao 1.4.4 Podemos generalizar essa (ditima definigao: Um espago topoldgico X é irre-
dutivel se para qualquer decomposigao X = A;UAy, com A;, A2 C X subconjuntos fechados de X,
tivermos X = A; ou X = As. Um subconjunto X’ de um espaco topolégico X ¢ irredutivel se X’
é irredutivel como um espago com a topologia induzida. Usando os conceitos béisicos da topologia,

concluimos que o fecho de um subconjunto irredutivel de um espaco topoldgico é irredutivel.

Segue entao:

Proposicao 1.4.5 A aplicacdo V — (V) do conjunto de todas as K-variedades V C A*(L) no
conjunto dos ideais I de K[X1, ..., Xu) com /T = I é injetiva e reverte inclusdo. Uma K -variedade

V C A*(L) ¢ irredutivel se, e 86 se, seu ideal I(V) € primo.
Usando ¢ Teorema da Base de Hilbert, obtemos o seguinte coroldrio:
Coroldrio 1.4.6 Para um ideal I de K[X,,..., X,], V(I} é umae K-variedade em A"{(L).

Dem. : De fato, como K[X1,...,Xs] é Noetheriano, temos que I = (fi,..., fim). Logo V(I) é
o conjunto solugio do sistema de equagdes f;(X1,...,X,)=0(E=1,...,m). |

Também usando a defini¢do de variedade, obtemos:

Corolario 1.4.7 Se (W3)aen € uma familia de K-variedades em A*(L), enido MyeaVr € uma

K -variedade.

Obtemos, portanto, que o conjunto das K-variedades formam os conjuntos fechados de uma
topologia em A™(L), chamada de topologia de Zariski. Se V C A"{L) é uma K-variedade, entdo
podemos munir V da topologia relativa, ou seja, os subconjuntos fechados W ¢ V, chamados
de subvariedades, sdo as K-variedades contidas em V'. Qbviamente, 0s subconjuntos da forma
D(f) = V —~ V(f), f € K[X], sdo subconjuntos abertos de V' e podemos mostrar, usando as
propriedades bésicas dos conjuntos zeros de um ideal, que esses conjuntos formam uma base para
a topologia de V, ou seja, todo aberto de V' € uma unizo finita de subconjuntos da forma D{f).
Vamos enunciar agora o Teorema dos Zeros de Hilbert, para concluir que a aplicagio definida na

Proposicao 1.4.5 é uma bije¢ao, quando L é algebricamente fechado.

Teorema 1.4.8 (Teorema dos Zeros de Hilbert) Se L € um corpo algebricamente fechado €
I# K[X1,...,X,) € um ideal, entdo V(I) é ndo-vazio.

Usando esse teorema, podemos demonstrar que:
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Proposicao 1.4.9 Seja L|R uma extensdo de corpos, onde L ¢ algebricamente fechado. A aplicagdo
V = I(V) define uma bijegdo do conjunto das K -variedades V C A"(L) no conjunto dos ideais I
de K[X1,...,Xn] com VT = I. Para qualquer ideal T de K[X,..., Xn| vale VI = I{v(n).

A partir de agora, sempre que falaymos de variedades afins, consideraremos L aigebricamente
fechado.

Definigoes 1.4.10 o Uma K-digebra que ¢ finitamente gerada sobre K ¢ chamada K-dlgebra
afim.

e Parg uma K-veriedade V C AM(L),
KlV]:= K[Xl,...,Xn]/I(V)
é chamado o anel de coordenadas de V.

Se V = A*(L), entdo K[V] = K[X1,...,Xs]. Os elementos f do anel de coordenadas K[V]
de uma K-variedade V C A"(L) podem ser considerados como funcoes f : ¥V — L. De fato,
se f=F+ILV), com F € K[X1,...,Xs] e x = (z1,...,2,) € V, entdo definamos f(z) =
F(ry,...,z,). Essa definicio é independente da escolha do representante F da classe de f. A
relagao dada em 1.4.9 pode ser generalizada considerando as K-subvariedades de uma variedade fi-
xada V e os ideais de K[V]. Podemos falar no conjunto zero Vi (I} de 7 em V (uma K-subvariedade
de V) e para um subconjunto W C V, podemos falar no ideal anulador Iy (W) de W em K[V]:

Vy(l):={z eV, flz)=0Vfel}
Iy (W)= {f e K[V]; fz) =0,¥f e W}
Obtemos entéo:

Proposi¢ao [.4.11 Seja V C A*{(L) uma K-variedade. A aplicagio W — Iy (W) que leva cada
K -variedade W C V em seu ideal Iy (W} em K[V] é uma bijecdo que reverte incluséo do conjunto
de todas as K -subvariedades de V sobre o conjunto de todos os ideais I de K[V], com /T = I.
Para cada ideal I de K[V) temos VI = Iy(Vy(I}). Uma K-subvariedade W C V € irredutivel se,
e 86 se, Ly (W) ¢ um ideal primo de K[V].

Veremos agora o conceito de espectro de um anel e a relagio entre uma variedade afim e o

espectro do seu anel de coordenadas.

Defini¢des 1.4.12 o Spec{R) ¢ o conjunto dos ideais primos P de R, com p # R.
e Maz(R) € o conjunto dos ideass marimais TN de R.
o Se I é um ideal de R, o conjunto zero de I em Spec(R) é V(I):={p € Spec(R);p > I}.

o Dizemos que A C Spec(R) € fechado se existe um ideal I de R tal que A= V(I).
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o Portanto, esid definida uma topologic em Spec(R), chamada topologia de Zariski em
Spec(R).

» Para um subconjunto arbitrdrio A C Spec(R), o ideal de A em R € o ideal I{A) = pca P

Segue facilmente dessas defini¢bes que V{I{A)) = A, para qualquer A C Spec(R), onde A é
o fecho de A em Spec(R). Analogamente ao que foi feito para o Teorema dos Zeros de Hilbert,

podemos mostrar que:

Proposicdo 1.4.13 Seja X = Spec(R). Pare qualquer ideal I de R, I(V(I)} = I. Os subcon-
juntos fechados de X correspondem bijetivamente aos ideais de R que sdo iguais aos seus radicais.

Analogamente a Proposicao 1.4.5, temos:

Proposicao 1.4.14 Seja X = Spec(R). Um subconjunto fechado A C X ¢é irredutivel se, e s6 se,

I{A) € um ideal primo.

Queremos investigar a relagao entre uma variedade algébrica e o espectro do seu anel de coor-
denadas. Sejam L|K uma extensio de corpos, onde L é algebricamente fechado e V C A*(L) uma
K-variedade. Para qualquer z € V, o conjunto P, := Iy ({zr}) de todas as func¢des f € K[V] com
f(z) = 0 é um ideal primo diferente de K[V]. Logo est4 definida uma aplicacio ¢ : V — Spec(K[V])
que leva z em P e que é continua. Em geral, ¢ ndo é injetiva nem sobrejetiva. Queremos mostrar
que P € Spec{K[V]) estd na Im{yp) se, e s6 se, sua correspondente subvariedade V() C V tem

um “ponto genérico”, que é o conceito que definimos a seguir.

Definicao L1.4.15 Seja A um subconjunte fechado de um espago topoldgico X. Dizemos quex € A

é um ponto genérico de A se A= {z}.

Se A tem um ponto genérico, entdo A é irredutivel, pois A = {z} e {z} é irredutivel. Para
P € Spec(K[V]), existe um » € V com P = P, = Iy{{x}) se, e s6 se, Vi (P} = {._1:}-, isto é,
quando z € um ponto genérico de V(). Nem toda variedade irredutivel tem um ponto genérico;
por exemplo, se L = K, entdo {z} = {z}, para qualquer ponto z € V. Entretanto, se o grau de
transcendéncia de L sobre K é pelo menos n, entdo podemos mostrar que qualquer K-variedade

irredutivel V C A™(L) tem um ponto genérico,

Proposicio 1.4.16 Sejo X = Spec(R). Qualquer subconjunto fechado ndo vazio e irredutivel
A C X tem um unico ponto genérico P, que é p = I(A).

Dem. : Se P é um ponto genérico de A, entdo A = {p} = V(I{{p})) = V(p), logo I{4) =
I(V(p)). Mas da definicio de V e I segue que I(V(@)) = /F = P. Logo, p = I(A4).

Em geral, por [.4.14, I{4) = (pc4 PP é um ideal primo de R. Aplicando a regra {z} = V({I({z}))
para z = I{A), vemos que {I{A4)} = V(I{4)) = 4 = 4, isto é, I{A) é um ponto genérico de A. O
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Chamamos o radical do ideal zero de um anel R, denotado por +/0, de nilradical de R. Ele
consiste dos elementos nilpotentes de R. Ainda, dado um ideal I de um anel R, dizemos que o
ideal primo P de R é um divisor primo de I se P D I, e dizemos que P é um divisor primo
minimal de [ se P é o menor ideal primo de R que contém I. Usando a proposicdo antetior,

podemos mostrar que, se R tem somente um nimero finito de ideais primos minimais Py,...,Ps,

entdo v0 = (Vo P

I.5 Dimensao de Krull de Anéis e Altura de Ideais - Teorema do

“Going-Down” - Teorema da Normalizagao de Noether

Definicao L1.5.1 Se X # @ ¢ um espago topoldgico, a dimensao de Krull de X, denotada por

dimX, € o supremo dos comprimentes n de todas as cadeigs
ngXlg---an (I.1)
de subconjuntos fechados e #rredutiveis X; de X. Por convencdo, o espacgo topoldgico vazio tem

dimensdo de Krull —1. Se Y # B, ¢ codimensao codimxY de Y em X € o supremo dos

comprimentos das cadeias .1, com Xg =Y.

Definigoes 1.5.2 (a) A dimensdo de Krull de um anel R, denotada por dimR, € a dimensdo

de Krull de Spec(R), ou seja, é o supremo dos comprimentos n de todas as cadeias de ideais
Primos
PoGPIG - G Pn (1.2)
em Spec(R).
(b) A altura de um ideal primo P € Spec(R), denotada por ht(P), € o supremo dos comprimentos
n das cadeias de ideais primos com P = Py, em L2. Pare um ideal arbitrario I # R, o altura
de I € definida como o infimo das elturas dos divisores primos de I, ou equivalentemente, o

mfimo das alturas dos divisores primos minimais de I.

(c) Chamamos dim(I) = dim(R/I) a dimensao ou co-altura do ideal I.

Segue entdo que dim(p) = dim{V(P)) e ht(P) = codimgpery V(P), VP € Spec(R).

Para uma K-variedade V < A®(L), como as cadeias de subconjuntos fechados irredutiveis de
V correspondem bijetivamente as cadeias de ideais primos de Spec(K[V]), segue que dim(V) =
m(K[V]).

Exemplos 1.5.3 e No anel polinomial K[Xj,...,Xy), onde K ¢ corpo, temos que
(O)g (Xl)g(X].?XQ)g'.- g (X].)"' !Xﬂ.)
é uma cadeia de ideais primos, logo dim(K[X),...,Xy]) = n. Veremos que na verdade
dimK[X1,...,X,] = n, com o auxilio do Teorema da Normalizacic de Noether. Como

conseqiiéncia, dim(A”(L)) = n e, logo, variedades afins sfo de dimenséo finita.
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o Em um dominio fatorial R, os ideais primos de altura 1 sao exatamente os ideals principais
gerados por elementos primos. Em particular, segue que dominios de ideais principais que

nao s&o corpos tém dimensdo de Krull 1. Logo, dim(Z) =1 e dim{K[X]) = 1.

Estudaremos agora algumas proposicdes que nos levardo ao Teorema da Normalizagao de
Noether, de fundamental importancia para o cdlculo da dimensio de dlgebras afins e variedades

afins. Sejam S|R uma extensao de anéis e [ um ideal de R.

Definicao 1.5.4 Dizemos que 2 € S ¢ integral sobre [ se existe um polinémio mdnico f de grau
n, com f— X" € I|X], tal que f(z) = 0. Dizemos que e extensdo S|R € inteira se todo x € S €

integral sobre R.

Proposicao 1.5.5 Para x € S as seguinies afirmagées sdo equivalentes:
a) z € integral sobre I.
b) R[z] ¢ finitamente gerado como um R-mddulo ¢ x € \/TR[z].
¢) Eziste um subanel S’ de S com R[x] C S’ tal que S’ é finitamente gerado como um R-maodulo e
xz e VIS.
Dem. :

a) = b) Seja f = X*+ @ X+ -+ an, com g; € [ tal que f(z) = 0. Todo g € R[X] pode
ser dividido por f , isto é, g = q.f + r, com ¢q,r € R[X],gr(r) < gr(f), ou r = 0. Como
g(z) = r(z), vemos que {1,a,...,2" '} é um sistema de geradores do R-médulo R[X]. De
f(z) =0, segue que =" € TR[X], logo, = € /TR[X].

b) = c) Basta colocar §' = R[z].
¢) = a) Se {ws,...,w;} é um sistema de geradores do R-médulo 5 e 2™ € .S, entdo podemos
escrever
I
" w; = Zpik'wk
k:l
ou

!
Z(ﬂ?m&'k —pipwr=00G=1,...1).
k=1

Além disso, 1 = YL _, byws, para alguns b, € R e logo det(a™8 — pix) = 0. A expansio

completa do determinante resulta em
2"+ a2 -+ a, =0,

onden=mJlea 1.

Corolério 1.5.6 Se z1,...,z, € § sdo integrais sobre I, entdo Rlzy,...,x,] é um R-mdédulo

finitamente gerado ¢ x; € JIR[z1,...,Zn], parai=1,...,n.
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Dem. : Basta usar a Proposicao 1.5.5 e indugfo. O

Corolério L5.7 O conjunto R de todos os elementos de S que sdo integrais sobre R é um subanel

de 8. VIR é o conjunto dos elementos de § que 5do integrais sobre I.

Dem. : Para 7,y € R, R[z,y] é um R-médulo finitamente gerado. Pela Proposicao L5.5,
t+1,x -y vy € R Sex €8 éintegral sobre I, entdo x € VIR[x] C \/fﬁ, por 1.5.5.

Reciprocamente, se z € VIR, entdo z™ € IR[xy,...,2y), para adequados xy,....2, € R.
Como R[x1,...,zs] ¢ um R-mddulo finitamente gerado, por 1.5.5 segue que x € integral sobre 7. O

Definicio 1.5.8 Dizemos que R é o fecho integral de R em S. Dizemos que R é integralmente
fechado em S se R = R. Um dominio que ¢ integralmente fechado no seu corpo de fragées é dito

normal.

Exemplo 1.5.9 Qualquer dominio fatorial R é normal. Em particular, Z e R[X;,..., Xp|, se R é

fatorial, s&o normais.
De fato, sejam K o corpo de fracdes de R e x € K integral sobre R. Consideramos a equagao

Jtn-i-rlz:”_l-i-“--l—rn:(l(meR)

e uma representagio z = r/s,r,5 € R, s # 0, onde r e s sdo primos entre si. Depois de multiplicar
a equagio por s", obtemos:
P s L rs™ = 0.

Se existisse um elemento primo de R que divide s, entdo ele também dividiria r, uma contradicao.

Portanto, s é uma unidade de R e x € R.

Para uma extensfo inteira de anéis S|R, existe uma intima relagdo entre as cadeias de ideais
primos de R e aquelas de S. Essa relacfo é dada pela Teoremas de Cohen-Seidenberg (“Going-Up”

e “Going-Down”), que iremos apenas enunciar. Seja

w: Spec(S) — Spec(R)

que é uma aplicagdo continua. Se § € Spec(S) e P = g N R, dizemos que § esta sobre P.
Proposicao 1.5.10 Seja S|R wma eztensdo inteira de anéis.

1. 3¢ qG ¢, com 4,g € Spec(S), entio p=gNRCP' = NR.

2. Se P € Spec(R)}, entdo existe § € Spec(S) tal que gNR=P.

Teorema L.5.11 (Teorema do “Going-Up”) Seja S|R uma extensdo inteira de anéis. Para
qualquer cadeia de ideais primos PoCP1G - &P em R e para qualquer @n que estd sobre Po,
S contém uma cadeia de idears primos DG N g 0 G @, com g; 1 R=p:(i=0,...,n).
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Corolario 1.5.12 Seja S|R uma exiensdo inteira de anéis. Entdo dim(S) = dim(R).

Proposigdo 1.5.13 (Teorema de “Going-Down”) Seja S|R uma extensdo inteira de anéis,
onde R e 5 sdo dominios ¢ R € normal. Seja PoG P1 uma cadeia de primos em Spec(R) e ¢1 um
tdeal primo de S que estd sobre P,. Entdo, existe um @y € Spec(S) com GG ¢ e Qo N R = Po.

Por fim, enunciaremos o Teorema da Normalizagio de Noether, cuja prova omitiremos por ser
muito extensa. Antes, porém, veremos os conceitos de elementos algebricamente independentes e
grau de transcendéncia, usados no referido Teorema.

Sejam S um conjunto e /£ um anel comutativo. Denotaremos por R[S] o anel polinomial de §
sobre R; seus elementos sio da forma ¥~ ayM)(S) = T ap) [lees 27, onde (v) varia entre as
aplicagbes de S em IV que € O, para quase todo z, e q(,) = 0, para quase todo (v}).

Em particular, se S = {X31,..., X,.}. entdo R[S] = R[X1,..., Xnl

Definicio 1.5.14 Sejam K|k uma extensdo de corpos ¢ S C K. Dizemos que 0s elementos S
(ou §) sdo algebricamente independentes sobre k se sempre que Y agyy M,y (S) =0 — onde

4y € k e quase todo ap,y =0 — tivermos todo ap,y = 0.

Podemos colocar uma ordem parcial no conjunto dos subconjuntos algebricamente indepen-

dentes de K pela inclusdo. Pelo Lema de Zorn, existem elementos maximais nesse conjunto.

Definicao 1.5.15 Um subconjunic S de K que € algebricamente independente sobre k e é mazimal

com relegdo a inclusdo serd chamado base transcendente de K sobre k.
Observacio 1.5.16 a) Se K = k(T), entdo T contém uma base transcendente de K sobre &.
b) Se § é uma base transcendente de K sobre k, entao K ¢ algébrico sobre k(S).

Podemos mostrar que

Teorema 1.5.17 Seja K|k uma extensdo de corpos. Quaisquer duas bases transcendentes de K

sobre k tém a mesma cardinalidade.
A partir desse resultado, podemos definir:

Definicao 1.5.18 O grau de transcendéncia de K sobre k € a cardinalidade de uma base

transcendente de K sobre k.

Teorema 1.5.19 (Teorema da Normalizacdo de Noether) Sejam A uma dlgebra afim sobre
um corpo K, I C A um ideal com I # A. Existem naturais § < d e elementos Y1,...,Yy € A tas

que:
a) Yi,...,Yy sdo clgebricamente independentes sobre K.
b} A € finitamente gerado como um K[Yq,..., Yy]-mddulo.
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C) IHK[YI,,YH = (1/5_,_1,..‘,}’&) e K[Yl,.‘.,Yd].
Se K ¢ infinito e A = K[xy,...,Tn], também temos:
d) Parai=1,...,8,Y: €da forma Y, = 3 ;_; auxxs, 0 € K.

Definicao 1.5.20 Para ume K-digebra afim A #£ 0, K[Y1,...,Yq] C A € dita ume normaliza-
¢ao Noetheriana, se Y7,...,Y; sdo elementos algebricamente independentes sobre K ¢ A ¢ um

KiY1,...,Yy]-mddulo finitamente gerado.

Do Teorema da Normalizagao de Noether e dos Teoremas de Cohen-Seidenberg seguem im-
portantes resultados a respeito das dimensdes de dlgebras afins e suas cadeias de ideais primos.
Dizemos que uma cadeia de ideais primos é maximal se nio existe uma cadeia de comprimento

maior que o dessa cadeia e que contenha todos os ideais primos dessa cadeia dada.

Proposigao 1.5.21 Seja A uma K-dlgebra ofim. Se K{Y1,...,Y;] C A € uma normalizagdo
Noetheriana, entdo dim{A) = d. Além disso, se A € um dominio, entdo todas as cadeias ma-
rimais de ideais primos de A tém o mesmo comprimento d. (Em particular, isso vele para a
dlgebra polinomial K[Y1,...,Yq].)

Em particular, segue que dlgebras afing sempre tém dimensdo de Krull finita.

Coroldrio 1.5.22 Sejam P < ¢ ideais primos da dlgebra afim A, com § # A. Todas as cadeias

marimais de ideais primos que comegam com P e terminam com § tém o mesmo comprimento,

que € dim{A/P) — dim{A/q).

Corolario 1.5.23 Sejam P1,...,Ps ideais primos minimais da K-dlgebra afim A e seja L; 0 corpo
de fracoes de A/p;,i=1,...,5. BEnido:

a) dim{A) = mazi=1,._s{grir.(L))}. Em particular, dim(A) = grir.(L), se A é um dominio

com corpo de fragdes L.

b} Se dim(A/p.) ¢ independente de i =1,...,s, entdo para todo P € Spec(A):

dim(A) = ht(p) + dim(A/p).

Dem. : Como toda cadeia maximal de ideais primos de A comeca com um dos P, é suficiente

mostrar as afirmacdes para dominios. Se A é dominio e K[Vj,...,Yy] C A é uma normalizagio
Noetheriana, entdo, como A|K[Y7,. .., Yy] é inteira, dim(A4) = d = grir.g K[Y1,...,Yq] = gritr. i L.
A férmula dim(A) = ht(P) + dim{A/P) segue de 1.5.22. O

Coroldrio 1.5.24 Se A € uma K -dlgebra afim, entdo dim(A) € o nimero mdrimo de elementos
de A gue sdo algebricamente independentes sobre K. Se B C A € outra K-dlgebra afim, entdo
dim(B) < dim(A).

Em particular, se B C A sdo duas K-dlgebras afins, entdo grtr.g(A) = dim{A) — dim(B).
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1.6 Localizacgao

Sejam R um anel, § C R um subconjunto fechado multiplicativamente {por convengéio, 1 € §) ¢
M um R-médulo. Denotaremos, para cada r € R, por u, : M — M a aplicagdo tal que p.(m} = rm.
Queremos introduzir os conceitos de mddulo e anel de fragGes, assim como o que existe para o corpo

de fracoes de um dominio.

Definicao 1.6.1 Um R-médulo M junto com uma aplicagdo linear i : M — Mg € chamado um

modulo de fragoesde M com conjunto denominador S (ou por §) se:

1. Para todo s € S, us : Mg — My € bijetive.

2. Se N é qualquer R-mddulo para o qual s : N — N € bijetiva, paratodos € S, esej: M — N

¢ qualquer aplicagdo linear, entdo existe uma dnica aplicagdo linearl : Mg — N com j = loi.

M-2N
vl
Mg

A aplicagdo 1 € dite a aplicagao candnica no mddulo de fragdes.

Para construir o médulo de fragdes de um R-mdédulo M, denotado por Mg, consideramos a

relacdo de equivaléncia em M X §
(m, s) ~ (m', &) & 3" € §;5"(ms" — sm/) = 0.

e denotamos por % a classe de equivaléncia do representante (m, s). Mg serd o conjunto das classes
de equivaléncia e i : M — Mg a aplicagio natural m +— m/1,¥m € M. Define-se naturalmente a

soma e o produto em Mg:

r f i
mo.._ rm
m oy m o smiem e r.=IM pc R
& & 88 3 g

e verifica-se que essa construcdo resulta realmente no modulo de fracdes de M por 5.
No caso especial em que M = R, temos o0 anel de fracoes de R por 5.

Exemplos 1.6.2 e Se R # 0 é um dominio e § = R — {0}, entdo Rg é o corpo de fragoes de
Rei: R — Rs é aimersio de R no corpo de fragGes que identifica » € R com a “fragao

imprépria” 7.
e Sejam R # 0 um anel ¢ .5 o subconjunto fechado muitiplicativamente dos elementos regulares

de R. Nesse caso, Rg é chamado anel total de fragoes de R, denotado por Q(R).

e Sejam R um anel e g um elemento de R. Temos que $ = {1,g,9%,...,} é um subconjunto
fechado multiplicativamente de R. Nesse caso, o médulo de fracoes de M por S sera denotado

por M, e o anel de fragoes de R por S, por Ry.
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¢ Seja R qualquer anel. Temos que § := R — p é fechado multiplicativamente. O anel de
fragoes de R por S serd denotado por Ry e serd chamado de anel local do ideal primo p
de R ou a localizagao de R em p. Rp é, de fato, um anel local. Seu ideal maximal 77y
consiste dos elementos p/s, com p € P,s € S e é claro que esses elementos formam um ideal
de R. Além disso, se r/s € Ry — My é dado, entdo r € P e r/s é uma unidade de Rp com

inverso s/r. Portanto, My é um ideal maximal de Rp, € ndo existem outros.

Usando a propriedade universal de definigio do médulo de frages, podemos mostrar que se A é
um R-médulo e § C R é um subconjunto fechado multiplicativamente de R, entdo Mg & Rs®@r M.
Vameos estudar agora as principais propriedades dos médulos e anéis de fracées. Consideraremos

R um anel, M um R-médulo e § C R fechado multiplicativamente.
Definicoes 1.6.3 s (J submddulo de torgao de M € o conjunto

T(M) = {m & M;3s € R regular tal que sm = 0}.

e Dizemos que M € livre de torcao se T{M) = (.

o Dizemos que um elemento u € M ¢ um elemento de torgao de M seu € T(M).

Podemos relacionar esse conceito com a aplicagdo natural ¢ : A — Mg, quando considerarmos
S o conjunto dos elementos regulares de R. Como Ker(i) = {m € M;ds € § com sm = 0}, entdo
nesse caso Ker(i) = T(M). Logo, M é livre de torgio se, e s6 se, ¢ € injetiva. Em geral, i : R — Rg
é injetiva se, e $6 se, S ndo tem divisores de zero de K.

Podemos conseguir informagdes locais-globais, ou seja, obter informagoes globais a partir das

informacgoes em cada localizacio:
Proposicao 1.6.4 M =0 se, ¢ 56 se, My =0, para todo ™ € Max(R).

Dem. : Se My, = 0, para todo 77t € Maz(R) e n € M é dado, entio existe s € R — 772 tal que
sn = 0. Logo, Ann(n) nao estd contido em nenhum ideal maximal de R. Portanto, Ann(n) = Re,

logo, 1 € Ann{n), o que significa que n = 0. 0

Definicdo 1.6.5 O suporte de M é o conjunto
Supp(M) = {P € Spec(R); Mp # 0}.
Proposicdo 1.6.6 Se M ¢é finitamente gerado, entdo
Supp(M) = V(Ann(M)) = {p € Spec(R); P > Ann(M)}.
Em particular, Supp(M) é um subconjunto fechado de Spec(R).
Podemos mostrar que:
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Proposicio 1.6.7 Se M ¢ um R-mddulo Noetheriano, entdo Mg é um Rg-mddulo Noetheriano.

Se R é um anel Noetheriano, entdo Rg também é Noetheriano.

Proposigao 1.6.8 Sejai: R -+ Rg a aplicacdo candnica, & o conjunto de todos os P € Spec(R)
com P NS =0. Entio:

a) Todo § € Spec(Rg) € da forma § = Pg, pare um P € T unicamente determinado.

b} Spec(i) : Spec(Rs) — Spec(R) define um homeomorfismo de Spec{Rg) sobre B, considerade
com a topologin relative da topologia de Zariski.

¢) Para todo P € I, temos hi(Ps) = hi{P) e para qualquer ideal I de R com Ig # Rg temos
ht(Ig) > ht(I).

d) dim(Rs) < dim{R).
e) Se R é um anel fatorial ¢ 0 € S, entao Rg também é fatorial.

Coroldrio 1.6.9 Para qualquer p € Spec(R), Spec(Rp) — Spec(R} define um homeomorfismo de
Spec{Rp) sobre o conjunto de todos os ideais primos contidos em P. Temos ht(Pp) = dim(Ryp).

Usando a propriedade universal de definicdo do médulo de fragtes, temos:
Proposicao 1.6.10 As seguintes regras sdo vdlidas:

e Se U C M sdo dois R-mddulos, entdo (M/U)s = Mg/Us.

o Se I éumideal de R e S' € a imagem de S em R/I, entdo (R/I}g = Rs/Is.

s Se M = N L. P ¢ uma seqiiéneia erata de R-mddulos e aplicacdes lineares, entdo a

seqiiencia de Rg-mddulos Mg 28, Ng Fs, Py € exata.

Exemplos 1.6.11 1. Sejam [ um ideal de R, € Spec(R) contendo I e P’ a imagem de P em

R/I. Temos o seguinte isomorfismo candnico:
No caso I = P resulta no isomorfismo:
Q(R/p} = Rp/P Rp.

O corpo residual do anel local Ry pelo ideal maximal P Ry é portanto isomorfo ao corpo de

fracdes de R/P.
2. Se R # 0 ¢ um dominio e § € Spec{R), entdo existe um isomorfismo candnico
Q(R) = Q(Rq)-

Aqui Ry se identifica com o conjunto dos r/s € Q(R), com r € Re s € R —¢. Podemos
considerar os anéis locais como subanéis de (R); naturalmente eles tém o mesmo corpo de

fragoes.
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Proposigao 1.6.12 Se P, Q) sao submddulos de M, entdo P = () se, e 86 se, Py = Q,, para todo
m € Max(R).

Dem. : Temos ((P + Q)/Q)m = (Pm + Qm)/Pm ¢ (P + Q)/P)m = (Pm + Qm)/Pm. Se
P = @, ¥ € Maz(R), entéo (P+ Q)/Q = (P+ @Q)/P =0, por 1.6.4. Logo, P = Q. |

Corolario 1.6.13 Uma segiéncia de R-mddulos e aplicacdes lineares M -2 N 2L, P € exata se,

e 56 se, para todo M € Max(R), a seqiéncia Mpy, =% Nm B, Pm € exata.

Dem. : Se K := Ker(f3) e U := Im(a), vemos facilmente, usando as defini¢des, que Ky =
Ker(fm) e Um = Im(am). Por 1.6.12, K = U se, e 86 se, Ky = Um, Y € Maz(R). 0

1.7 Lema de Nakayama - Cota de Forster-Swan

Definicae 1.7.1 Sejam R um anel e M um R-mddule finitamente gerado. Um sistema de gera-
dores de M com o menor numero de elementos dentre os sistemas de geradores de M ¢é dito um

sistema minimal de geradores de M e seu nimero de elementos € denofado por u{M).

Quando trabalhamos com mdédulos sobre anédis locais, 0 seguinte lema é de fundamental im-

portancia:

Lema 1.7.2 (Lema de Nakayama) Seja I um ideal de R que estd contido na intersegdo de todos
08 ideais marimais de R. Sefam M um R-mddulo qualguer e N C M um submddulo tal que M/N
¢ finitamente gerado. Se M = N + IM, entdo M = N.

Dem. : M := M/N tem um sistema minimal de geradores {m1,...,m;}. Suponhamos # > 0.

Como M = [M, existe uma equagio

t
mi = Zajmj (aj el j= 1,...}t).
j=1

Como a; € I C M, para todo ™ € Max(R), entdo 1 — a; é uma unidade em R. De (1 — a;)m; =
Z;-_‘__ll a;m,;, segue que my € {My,---,m¢_1). Isso contradiz a hipétese de minimalidade do sistema

de geradores. Portanto ¢ = 0, logo M = N. ]

Coroldrio L.7.3 Sejam (R, ™) um anel local, K = R/ seu corpo residual ¢ M um R-module
finitamente gerado. Para elementos my,--- ,my € M, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) M=<mla“'amf>‘
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(b) As clusses residuais Ty, ---,7; € M/MM dos m; formam um sistema de geradores do
K -espago vetorial M /1M .

Dem. : De M/mM = {(mq,---,7%) segue que M = (mq,---,my) + MM e assim M =
{mq,---,my), pelo Lema de Nakayama. (]

Do corolédrio anterior e dos fatos conhecidos sobre espagos vetoriais, resulta:

Coroldrio 1.7.4 Sob as mesmas hipdteses do lema anterior, temos:

(a) p(M) = dimg (M/MM).

(b) my, - ,my € M formam um sistema minimal de geradores de M se, € s6 se, suas closses
residuais my, - --, My € M/MM formam uma base de M/TMM.

(c) Semy,---,my € um sistema minimal de geradores de M € se
f
S rimi=0(r; € R)
i=1
entdo r; €M, para ¢ =1,---,¢t.
(d) Qualquer sistema de geradores de M contém um sistema minimal.

(e) Os elementos my,---m, € M podem ser estendidos a um sistema minimal de geradores de M
se, ¢ 50 se, suas classes residuais wi, - - -, T, € M/MM sdo linearmente independentes sobre

K.

Esses resultados nos dio informagées sobre a geragdo de médulos sobre anéis locals. Passamos

agora para anéis globais.

Definigao 1.7.5 Para p € Spec(R), denotamos por (M) o nimero minimo de elementos em

um menor sistema de geradores do Ry-mddulo My.

Podemos mostrar que

Teorema 1.7.6 Sejam X = Spec(R) Noetheriane e de dimensao de Krull finita e M um R-médulo.

Fntdo
p(M) < W M) = maz{up(M) + dmV(p); p € X N Supp(M)},

onde b(M) € chamado a cota. de Forster-Swan.
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1.8 Teorema do Ideal Principal de Krull - Aplicacoes - Anéis Lo-

cais Regulares

O Teorema do Ideal Principal de Krull dard uma cota inferior para o nimero de geradores de

um ideal em um anel Noetheriano.

Teorema 1.8.1 {Teorema do Ideal Principal de Krull) Sejem R um anel Noetheriano e
(a) # R um ideal principal de R. Entdo ht(p) < 1, para quelquer divisor primo minimal P de (a),

e ht{p) =1 se a ndo é um divisor de zero de R.
Sua generalizacdo é a seguinte:

Teorema 1.8.2 (Teorema Generalizado do Teorema do Ideal Principal de Krull) Sejam
R um anel Noctheriano ¢ I # R um ideal gerado por m elemenios. Para qualquer divisor primo

minimal B de I, ht(P) < m.

Como a altura de um ideal I # (1) é definida como o infimo das alturas dos divisores primos
de I, segue pelo Teorema Generalizado de Krull que um ideal 7 # (1) em um anel Noetheriano

sempre tem altura finita, pois At(I) < u(I).
Definicoes 1.8.3 Seja I # R um ideal em um anel Noetheriano R.
a) Dizemos que I ¢ uma intersegao completa se hi(I) = u(I).

b} Dizemos que I € localmente uma intersecdo completa se Iy € uma intersecdo completa
em Ry, pare todo ™ € Moxz(R) com I C M.

Definicao 1.8.4 Um ideal § de um anel R € chamado primario se qualquer divisor de zero de

R/q € nilpotente.
Equivalentemente, se a,b € R com a.b € § e a & ¢, entdo existe um n € IN com " € ¢.

Observacao 1.8.5 Podemos mostrar, usando as definigbes, que o radical de um ideal primirio é

um ideal primo. Se ¢ é primério ¢ P = /@, dizemos que § é um ideal P-primério.

Proposicao 1.8.8 Sejam {R,7?) um anel Noetheriano local, § um ideal 7-primario. Entéo

u(q) > dim(R). Em particular, (1) > dim(R).

Dem. : Como M = /§ é a intersegio dos ideais primos que contém ¢, supondo que P é
um divisor primo minimal de ¢, temos que 7 C P. Como 77 € maximal, segue que M1, = P.
Logo, 7 é o tnico divisor primo minimal de ¢. Pelo Teorema Generalizado de Krull, segue que

w(q) > ht(m) = dim(R). O

Definicdo I.8.7 Se (R,1) € um anel Noetheriano local, entdo u(} é chamada a dimensao de

mergulho de R, e € denotada por edim(R).
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Como acabamos de ver, edim(R) > dim(R).

Temos a reciproca do Teorema Generalizado de Krull:

Proposicao 1.8.8 Seja B um anel Noetheriano. Se P € Spec(R) tem altura m, entdo existem

elementos ai,...,am € P tais que P & um divisor primo minimal de (ay,. .., am).
Para a dimenséo de Krull de anéis locais Noetherianos, temos a seguinte descriggo:

Corolério 1.8.9 Em um anel Noetheriano local (R, M) existe um ideal T -primdrio § que é uma
intersegdo completa: p(idq) = dim(R). Temos dim(R) = min{u(q); § ¢ M-primdrio}.

Dem. : Seja m := dim({R) = ht{m). Pela Proposi¢io 1.8.8 existem elementos ay,...,a, €M
tais que 172 € o Gnico divisor primo minimal de ¢ := (ay,...,am). Logo, Spec(R/¢) tem somente
um elemento, que é 71 /¢. Como 111 /¢ é o nilradical de R/§, os elementos de 1 /¢ sao nilpotentes
e os elementos fora de 71/¢ séo unidades. Logo, os divisores de zero de R/¢ sio nilpotentes e
portanto ¢ é primario. Como 17 € o tinico divisor primo minimal de ¢, segue que \/§ = 7. Assim,
pw{g) < m=dim(R) 156 < p(g), ou seja, u(g) = dim(R). Portanto ¢ é uma interse¢io completa.
Como u(qg’) > dim(R), para qualquer ideal 772-primdrio ¢, a férmula da dimensio também segue. O

Defini¢ao 1.8.10 Um conjunto {a,,...,aq} de elementos de um anel Noetheriano local (R, 1) de

dimensdo d € chamado um sistema de parametros de R se ele gera um ideal 1M-primdrio.

Pelo Corolario 1.8.9, tal sistema sempre existe.
Queremos obter uma caracterizagio das intersegées completas de anéis Noetherianos arbitrarios.

Definigio 1.8.11 Um sistema de elementos {ay,...,am},m = 0 de um anel R € chamado inde-

pendente se as seguintes condigdes sdo vdlidas:

a) {ay,...,am) # R.

b) Se F € R[Xy,...,Xn] € wm polindmio homogéneo com F(ai,...,am) = 0, entdo todos os

coeficientes de F estdo contidos no \/(ay,...,am).

Lema 1.8.12 Seje R[X] o anel polinomial sobre um anel Noetheriano R. Pare qualguer ideal T
de R com I # R, temos ht(IR[X]) = ht(I), ht((I,X)R[X]) = ht(I) + 1 e se diml < oo, entdo
dimR[X] = dimR + 1.

Teorema L.8.13 Em um anel Noetheriano R, seja I = {a),...,an} # R dado. Entio ht(I) =m
(e logo I € uma intersegdo completa) se, e s6 se, {a1,...,am} € independente.

Coroldrio 1.8.14 Sejom ai,...,a4 elementos no ideal maximal de um anel Noetheriano local
(R,m) de dimensdo d. {ai1,...,aq} € um sistema de pardmetros de R se, e 56 se, {ay,...,aq}

¢ independente.
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Vamos agora fazer um estudo dos anéis locais regulares.

Defini¢do 1.8.15 Um anel Noetheriano local R é chamado regular se edim(R) = dim(R), ou

seja. se o ideal mazimal de R € gerado por dim(R) elementos.

Nessa terminologia, podemos definir o conceito de ponto regular de uma, variedade. Considere
uma variedade afim V' C A® e um ponto z € V. Ao ponto z = {aj,...,a,) estd associado o ideal
maximal M = (X3 —a1,...,Xn — an) D V). Dizemos que z é regular se K[V]7 é um anel
regular, onde 777 = M /I{V).

Exemplos 1.8.16 Exemplos de anéis locais regulares sdo os corpos e os anéis locais Ry,), onde R
é um anel fatorial e 7 é um elemento primo de R, pois dimR,y = | e o ideal maximal de Ry, é

gerado por w. Em particular, os anéis locais Z,y, onde p é um nimero primo, séo regulares.
Mais exemplos sao obtidos a partir do seguinte resultado:

Proposigio 1.8.17 Se (R, M) € um anel local regular, entdo R[X]q também € regular, para todo
@ € Spec{R[X]), com g NR=1.

Corolério 1.8.18 Se K € um dominio de ideais principais, entdo K([X,,...,Xn|q € regular, para

qualquer § € Spec(K[X1,..., Xn]).

Em particular, se R = K[Xy,...,X,], onde K é corpo, entio Ry € regular, para todo @ €
Spec(R).

Observacao 1.8.19 Anéis locais regulares sio dominios e integralmente fechados em seu corpo de

fragoes.

Definicao 1.8.20 Seja M um R-mddulo. Dizemos que a € R ¢ um elemento M -regular [ou
nao é um divisor de zero de M) se ax = 0, com @ € M implica que x = 0. Uma seqiiéncia

{ai,...,am},m >0 de elemenios de R € chamada uma sequéncia M -regular se.
a) M # (a,...,am)M.
b) Parai=0,...,m ~1,a;41 ndo é um divisor de zero de M/(as,...,0:) M.

No caso em que M = R, também dizemos que ay,...,am € uma R-seqli€ncia.

Observacio 1.8.21 Se a1,...,a, 540 algebricamente independentes sobre o corpo K, entdo eles
formam uma Klay,. .., an}-seqiiéncia.

De fato, primeiro observamos que a) ndo é divisor de zero de R = Klay,...,an]:

arflay,...,ap) =0= f=0.
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Suponhamos agora que a; nao seja divisor de zero de R/{ay,...,a;—1)R. Podemos definir a

aplicacao
R X Klait1,- .-, 0n)
0 sej=1,...,¢
a; . .
a; sej=<+1,...,n
cujo nicleo seré o ideal (ay,...,a;) de R.
Logo, R/{ai,...,0;)R = Klaiy1,...,as], que é dominio.
Portanto, supondo que a;11 fiv1 = 0 em R/(aq,...,a:) R, devemos ter f;1; = 0 e segue que a; 1)

nao é divisor de zero de R/(ay,...,a;)R.

Observagao 1.8.22 1. Se (R,m) é um anel local regular, entfio qualquer sistema minimal de
geradores {a1,-..,aq} de 712 é um sistema de parimetros de R e uma R-seqiiéncia. Qualquer

subsistema {a;,,...,ai, } gera um ideal primo de R.

2. (R, m) é local regular se, e s se, qualquer sistema minimal a,,...,a, de geradores de M é
independente.
De fato, se (R,m) é regular, entdo a;,...,a, é um sistema de parametros de R ¢ pelo
Coroldrio 1.8.14, {a1,...,ax} ¢ independente.
Reciprocamente, se ai,...,a, sio independentes, entdo, pelo Teorema 1.8.13, At(1N) = n e,

logo, R é regular.

1.9 Anéis Cohen-Macaulay

Sejam A um moédulo finitamente gerado sobre um anel Noetheriano B e [ um ideal de It
com [M # M. Para qualquer R-seqiiéncia {a1,...,amn} temos {a1,...,&:)M # (a1,...,0:41) M,
para i = 0,...,m — 1. Como M é um mdduio Noetheriano, segue que qualquer R-seqliéncia
{a1,...,a,}, com a; € I pode ser estendida a uma seqiiéncia maximal, isto é, uma seqiiéncia
M-regular {ay,...,aq} C I,n > mtal que qualquer a € I é um divisor de zero de M/(a1,...,ax) M.

Podemos mostrar que

Proposicao 1.9.1 Quaisguer duas seqiéncias mazimais M-regulares em I tém o mesmo nimero

de elementos.

Definicao 1.9.2 Sejam R um anel Noethertano, I um ideal de R com IM # M e M um R-mddulo
finitamente gerado. O nidmero de elementos de uma seqiéncia M-regqular em I mazrimal é chamado
a I-profundidade de A{f, denotada por d(I, M) ou a graduagao de M com relagao a /. Se R
¢ local e I € sey tdeal mazrimal, entdo chamamos d(I, M) simplesmente de profundidade de M

e escrevemos d(M). Em particular, estd definido d(R).

Com esse conceito, obtemos o seguinte critério para intersegdes completas:
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Proposigdo 1.9.3 Sejam R um anel Noctheriano ¢ I # R wm ideal de R com VI = 1. T é
uma intersecdo completa em R se, e s6 se, I € gerado por uma R-seqiéncia. Em particular, uma
variedade afim € uma intersecdo completa se, e 56 se, seu tdeal no anel polinomial é gerado por

uma seqiéncia regular.
Vamos agora discutir a relacdo entre a profundidade de um mddulo e sua dimensiao de Krull.

Definicdo 1.9.4 4 dimensao de um médulo M sobre um anel R € a dimensao de Krull de
R/Ann(M).

E claro que para M = R, ndo hd nada de novo. Se M é um R-mddulo finitamente gerado, entao
os divisores primos minimais de Ann{M) sio também os elementos primos de Supp(M). Assim,
temos a formula:

dim{M) = suppecsuppary{dimR/P}.

Proposicac 1.9.5 Seja (R, 1) um anel Noetheriano local e M # 0 um R-mddulo finitamente

gerado. Entdo
d{M) < dim(M).

Definigao 1.9.6 Seje M wm mddulo finitamente gerado sobre um anel Noetheriano R. Se R €
local, dizemos que M é um mdédulo Cohen-Macaulay se M = 0 ou se d(M) = dim{M). No
caso geral, M € um mddulo Cohen-Macaulay se Mpm, considerado como um Rm-mddulo, €
Cohen-Macaulay, para tedo M € Max(R). R é chamado um anel Cohen-Macaulay se, como

um R-mddulo, R é Cohen-Macaulay.
Com esse conceito e alguns resultados que ndo convém mostrar aqui, concluimos que

Proposicao 1.9.7 Sejam {R, M) um anel Cohen-Macaulay e {a1,...,an} um sistema de elemen-
tos em M. Entdo {ai1,...,an} € uma R-seqiiéncia se, e 36 se, {ay,...,an} pode ser estendido a

um sistema de pardémeiros de R. Em particular, os sistemas de pardmetros de R séo exatamente

as R-semiéncias marimais em 11,

Exemplos 1.9.8 1. Qualquer médulo finitamente gerado de dimenséo 0 sobre um anel Noethe-

riano é Cohen-Macaulay; em particular, qualquer anel Noetheriano de dimensao () é Cohen-
Macaulay.

Com efeito, pela Proposicio 1.9.5, d(Mm) < dim{Mm) = 0; logo, d(Mm) = 0,vm €
Max(R). Assim, My, é Cohen-Macaulay, Vim € Max(R).

2. Qualquer anel Noetheriano regular € Cohen-Macaulay.

De fato, se R é regular, ou seja, se Rm é regular, V772 € Mazr(It), entdo MRy € uma in-
tersecio completa, logo 1M Ry, é gerado por uma seqiiéncia regular de comprimento dim{Rm ).

Assim, d(MRm) > dim(Rm) e logo vale a igualdade.
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3. Se K é um corpo, entdo R = K[X), Xa|/(X%, X, X5) nio é Cohen-Macaulay.

De fato, se 772 é o ideal gerado pelas imagens de X; e X, em R, entio é claro que 1 contém
estritamente o ideal de R gerado pela imagem de Xi; logo, dim(Rm,) > 1. Por outo lado,
como Xy e X, sao divisores de zero de R, segue que M Ry, s6 tem divisores de zero, logo,

d{M Rm) = 0. Portanto, R nédo é uma interseciio completa.
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Capitulo I1

As Algebras Simétrica e de Rees de

um lIdeal

Neste capitulo, vamos ver as defini¢oes da dlgebra simétrica de um mdédulo e da dlgebra de Rees
de um ideal, além de suas principais propriedades. Por fim, faremos o cilculo das dimensdes das

dlgebras simétrica e de Rees, esta iltima no caso em que o anel R é dominio.

II.1 A Algebra Simétrica de um Médulo

Esta se¢do introduz o conceito da dlgebra simétrica de um mdédulo e estabelece os prineipais
resultados ligados a essa definigdo, bem como fornece o célculo da dlgebra simétrica de um médulo

qualquer num anel Noetheriano.

Definigdo I1.1.1 Dades um anel R ¢ um R-mddulo M, a &lgebra simétrica de M ¢é uma
R-dlgebra S(M) junto com um homomorfismo de R-mdédulos i, : M — S(M) que satisfaz a seguinte
propriedade universal: Para qualquer R-dlgebra comutativa A e qualguer homomorfismo de R-mdédulos
@ : M — A, existe um dnico homomorfismo de R-dlgebras ¢ : S{M) — A tal que o diagrama abaizo
¢ comutativo.
ME 4
G
S(M)

Observacao I1.1.2 1. Se {§ /) for uma R-dlgebra que também satisfaz a propriedade uni-
versal de defini¢do da dlgebra simétrica, entdo existe um dnico isomorfismo ¢ de S{M) em 5’
tal que goif,, = ', (Por isso, podemos usar a notacdo S(Af) para a algebra simétrica de A .)
De fato, como (S8’, ') e (S{M), 1), ) satisfazem a propriedade universal das dlgebras simétricas,

temos que existem ¢ : 8" — S(M) e ¢ : S(M) — 5’ tais que os seguintes diagramas sdo co-

mutativos: M —%S(M) M _-;f;_f_)s,
" v %
g S(M)
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Logo, temos:

Yu = oty ={(pod) oy
e

Y =¢oyy = (dop)oi.

Obviamente, os diagramas abaixo também sio comutativos:

M ¥ 5(0) YN
Yl gy V) g
S(M) 5

Pela unicidade da definigdo de algebra simétrica, devemos ter w o ¢ = id = ¢ 0 i, ou seja, ¢

é um Isomorfismo.

2. Se (S(M),1ha) é a algebra simétrica de M, entdo 1,,(M) é um conjunto de geradores da
algebra S(M).
De fato, considere $’ a subilgebra de S(M) gerada por ¥ (M). Existe ¢ : S(M) — &' tal que
¢ © Par = Pay. Podemos considerar ¢ : S(M) — S(M). Como #d 0 1y = 944, Pela unicidade
devemos ter ¢ = id. Logo, S{M) = 5.

M B g

U g
S(M)

Vamos mostrar que, dado qualquer R-mddulo A, existe uma algebra simétrica de M. Para

isso, precisamos definir e mostrar a existéncia da dlgebra tensorial de M.

Definicao I1.1.3 Sejam R um anel e M um R-mddulo. Sejam dados uma R-dlgebra ndo-comutativa
T(M) e um homomorfismo de R-mddulos 8, : M — T{M). Dizemos que (T (M),6) € uma
dlgebra tensorial de M se a seguinte condigdo ¢ satisfeita: Se ¢ € qualquer homomorfismo de
R-mddulos de M em uma R-dlgebra A, entdo eriste um inico homomorfismo 1 da dlgebra T (M)

em A tal que To 8, = .
M4
(M)
Observacdo I1.1.4 De forma andloga & que foi mostrada para a dlgebra simétrica, podemos

meoestrar que:

1. Se (T”7,8") é uma R-algebra que também satisfaz a condigao de defini¢do da dlgebra tensorial,

entdo existe um unico isomorfismo § : T(M) — T’ tal que o 8, = 8.
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2. Se (T(M),fun) é uma &lgebra tensorial de M, entdo #,,(M) é um conjunto de geradores da
dlgebra T(M).

Afirmagdo: Dade qualquer R-médulo M, existe uma édlgebra tensorial em M.
De fato, consideremos para cadan € IN 0 R-médulo T*" (M) = M ®---@ M eseja T(M) = @,»0T (M)

onde 7°(M) = R, 7' (M) = M. Entio,

o 7(M) tem uma estrutura de R-dlgebra:
Para cada par de inteiros n,m > 0, definimos uma aplicacao linear p,pm : 72 (M) QT™ (M) —
Thm(Af), que é a associatividade, se m,n > 0, e é a multiplicacio por escalar candnica, se

m =0 oun = 0. Logo, definimos para z; € M,a € R, que

(-rl®"'®$n)-(37n+l®"'®$n+m) = 5@ --- DIy ®$n+1®"'®$n+m (111)

ot ®---Qx,) = a1 ®- - Qx,) (I1.2)

e definimos por linearidade uma multiplicacio em 7 (M). Essa multiplicaciio é associativa e
tem elemento unidade 1 € R = 70(M).
e Definamos 0 homomorfismo de R-mddulos

T (0,3’3,0,...)

Entdo #,, é um isomorfismo de A sobre um submddulo de T(M), pois 8, é injetiva.

Para mostrar que (T (M), #1) é uma dlgebra tensorial em M, seja ¢ : M — A um homomorfismo
de R-médulos, onde A é uma R-dlgebra qualquer. Vamos definir uma aplicagdo 7: T{(M) — A, tal

que o diagrama abaixo seja comutativo.

M54
o g
T(M)
Para qualquer n > 0, a aplicagac
Wn P M XXM — A
[

TVoEes

(€1, Zn) = @(z1). -+ .0(Tn)

¢ R-mulsilinear.
Pela propriedade de produto tensorial, existe uma aplicagdo R-linear

Tn: THM) — A
21 ®xn = {m).  o(zn)
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e também definamos

n:R— A
a— al
Seja
7:T(M)— A
Sima ¥ Limo Tilwi)
Entéo:

e 7ol =y
Tofy(x) = 7(0,2,0,...) = ni(z) = p(x).

e 7 é um homomorfismo de R-algebras:
Pela construgéo, (1) = 1, logo por linearidade, é suficiente mostrar que r{zy) = 7{z)7(y),
para x € T*{(M) ey € T™{M) (n,m > 0) e também podemos supor que z =21 @ --- Q@ €
Y= Tay1 @+ @ Ty, Pela formula TLL, 7(2)r(y) = [p(m1) - 9{an)] fp(nt1) - olnsm)] =
o(z1) - p(@nem) =7(2y). Sen =00um =0, podemossuporquer =a € Rey=11Q - Qx,
€ T*{M) e pela formula IL2, r(z)7(y) = a.{z1 Q@ - Q@ zy) = alz; @ - - @ z,) = T(zy)-

¢ Unicidade de 7:
Para cada familia finita (x;}7.; de elementos de M temos, pela defini¢do de produto em T (M),

que x1®- - Q@xn = By (T1) - - 05 (7). Defato, se n = 0, isso é verdade. Suponhamos quen > 0
e essa igualdade valida para n — 1. Dali, 8y (z1) - - Ou{zn) = [fuc(@1) - - - Ore(Bn_1)]0ue(2n) =
(£1Q- - - QTn-1)R2p = 218+ -®zy,. Como 708, = @, temos T{z1Q - -®xn) = (1) - - - (xy),
para n > 1 e 7{a) = a.1, logo temos a unicidade de 7 determinada por .

Portanto, (T(M),#,) ¢ uma dlgebra tensorial de M.

Observagio I1.1.5 7(M) é uma Algebra graduada, pois T{(M) = @noT* (M) e T (M) T™(M) C
Trtm(pf),

Proposicao IL.1.6 Sejam M uwn R-mddulo, (T{M),0,) uma dlgebra tensorial de M. Suponha
que o + M — A ¢ uma aplicagdo linear, onde A ¢ uma dlgebra graduada, ¢ que os elementos de
(M) sdo homagéneos de grau 1 em A. Entdo emiste um unico homomorfismo 7 : T(M) — A tal

que Ta By = p e T € homoagéneo de grau 0.

Dem. : Se x1, - ,Tn € M, entio 7(z1 ® - Qzn) = @(z1) - - - (&) é homogéneo de grau n em
A. Segue que os elementos de 7(7™(A{}) sdo homogéneos de grau n, se n > 0, e 7 é homogéneo. O

Finalmente, vamos mostrar que dado um R-mdédulo M, existe uma dlgebra simétrica de M.
Seja (T{M),8y) uma algebra tensorial de M. Denote por Kjs o ideal gerado em T (M) pelos
elementos 0,,(2)0.(y) — Ou (1)01: (), para quaisquer z,y € M. Sejam S(M) a dlgebra T(M)/Kp
en:T{M)— S(M) a projecdo candnica.
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Sejam 1y, = 7 0f,,, A uma dlgebra comutativa e p : M — A um homomorfismo de R-mdédulos.
Como (7(M),6y) é uma 4lgebra temsorial em M, existe um homomeorfismo de R-dlgebras 7 de
T(M) em A tal que rof,, = .

M2 T s

N T
A

Se x,y € M, entao 7(8,,()0u(y) — One (90 (7)) = p(2)p(y) —p(y}o(z) = 0. Logo, o nicleo de
7 contém o conjunto dos geradores de Ky, e, logo, contém Ky, Assim, existe um homomorfismo
de R-dlgebras ¢ : S(M) — A tal que 7 = g o, definido por t+ K — 7(f),t € T(M) (¢ estd bem
definido pois Ky C Ker(r)).

Temos ¢ o1y = powoby =706y =@ Como 8,,(M) é um conjunto de geradores de T{Af),
Ya{ M) = 7(@,(M)) é um conjunto de geradores de S(M) (pois 7 € sobrejetiva) e, portanto, ndo
pode existir mais que um homomorfismo ¢ de S{M) em A tal que g oty = © (pois pohy = =
¢ oV = @(s) = ¢l (m})) = w(m) = ¢ (Y (m)) = ¢'(s),V5 € S(M) = ¢ = ¢').

Portanto, (S(M),y,) é uma élgebra simétrica de M.

Observagao II.1.7 1. S{M) é uma &lgebra comutativa.
De fato, para quaisquer x,y € M, temos: ¥u ()0 (y) = 7w(0r(2)0s (y)) = w80 (¥)0u () =
P (¥)¥n () € como ¥, (M) gera S(M), temos que S(M) é comutativa.

2. S{M) ¢é uma &lgebra graduada. De fato, como S(M) = T(M)/Ku e Kup é gerado por
elementos homogéneos de grau 2, entdo Ky é um ideal homogéneo e como T (M) é graduado,
segue que S(M) é graduado.

3. Se A é uma R-ilgebra graduada e ¢ : M — A é um homomorfismo de R-médulos, entdo ¢ é

um homomorfismo homogéneo, se supusermos que os elementos de p(M) sdo homogéneos de

grau 1 de A.

M4
g
S(M)

De fato, ¢(z1 @ - -+ @ x) = (1) - - - () é homogéneo de grau n em A. Logo os elementos
de ¢(S™(M)) sdo homogéneos de grau n em A. Portanto, ¢ é homogéneo.

Exemplo II.1.8 Se M é um R-médulo livre finitamente gerado de posto n, entdo S{M) é o anel

polinomial R[T1,...,T%).
De fato, temos que M = R"™ e consideremos #,, : M — R[T1,...,T,] um homomorfismo de
R -médulos definido por e; — Tj, onde {e;;1 €4 < n} é a base candnica de M. Observe que 9 estd

bem definido, pois M é livre.
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Considere qualquer R-ilgebra comutativa A e qualquer homomorfismo de R-médulos ¢ : M — A.

M2 A
v P
R[E'I:'”:Tﬂ]

Definamos ¢ : R[T1,...,Tn) — Apor f{T1,...,Tn) = flpler),. .., e(en)). Temos que ¢(iare;))
&(T:) = ple;), isto &, pohy = . Como ¢(T;) = p(e;), entdo ¢ é unicamente determinado por
$oty = . Logo, S(M) = R[T1,...,T5].

QQueremos calcular a dlgebra simétrica de um médulo qualquer, como fizemos no exemplo ante-

rior. Para isso, as proximas proposigoes serao fundamentais,

Proposicao 11.1.9 Sejom R um anel, M, N dois R-mddulos e u : M — N uwm homomorfismo
de R-mddulos. Entdo, existe um, unico homomorfismo de R-dlgebras +f + S{M) — S{N) tal que o

diagrama abaizo é comutativo.

MEN
Yad] [#
S(M)-S S(N)

Dem. :
M s
“
S(M)

Como {5(M),v) é a dlgebra simétrica de M e S{N) € uma &lgebra comutativa, segue que
existe um Unico homomorfismo de R-algebras ' : S(M) — S(N) tal que o diagrama acima &

comutativo, donde segue a proposicao. |

Observagao IL1.1.10 1. O homomorfismo ' definido na proposicio anterior serd denotado

por S{u).

2. Analogamente, definimos o homomorfismo 7 (u) : T(M) — T(N).

Proposicac I1.1.11 Se w: M — N ¢ um homomorfisino sobrejetivo de R-mddulos, entdo T(u) :
T(M) — T(N) € sobrejetivo e seu nicleo € o ideal de T(M) gerado pelo nicleo P de .

M2 N
Y 1'93\!

TS T(v)
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Dem. :
M= N

Bnon

9Ml \, lﬁw
T2 ()

Temos T™(u) : T°(M) — T™(N), onde T™{n) = u®---Qu é sobrejetivo e T0(n) : TO(M) —

nivezes

TO(N) é bijetivo. Além disso, o nicleo 7, de 7"(u) é 0 submddulo de 77 (Af) gerado pelos produtos
T1 Q-+ @ Tn, onde pelo menos um dos z; pertence a P. Isso mostra que o nicleo 7 = &,>17, de
T (u) ¢ o ideal gerado por p em T(M). O

Proposicao 11.1.12 Se u: M — N € um homomorfismo de R-médulos sebrejetivo, entdo S(u) :
S(M) — S(N) € sobrejetivo ¢ sew nicleo € o ideal de S(M)} gerado pelo micleo P de u.

Dem. : Ponhamos v = T(u} : T(M) — T(N), que é sobrejetiva. Temos que v{K ) = K.
De fato,

o v(0u{7)0u(y) — Ou(y)ar(z)) = Ou ()0 (uly)) — On (uly))On(ulr)) = v(Kn) C Ky

o On(a)0n{y) — On(y)0n(2") = On(u(2))0n(uly)) — On(u(y))in(ulz)) = v(Ou(z))v(0un(y)) -
w0 () v(0u(z)) = v ()00 (y) — Only)Oni(a)) = Ky Cv{Ky).

Se I = Ker(v), temos que v~(Ky) = I+ Kp. Como 8(u) : T(M)/Ky — T(N)/Kn,
deduz-se de v por passagem ao quociente que S{u) é um homomorfismo sobrejetivo cujo niicleo é

I'=(I+ Ky)/Kun. Como [ é gerado pelo niicleo P de u, o mesmo vale para I'. O

Proposigdo IL1.13 Se M = {(my,...,my), entdo
T
S(M) = R[X1,...,Xal/q = RIX1,..., Xal/ (3 ais Xa),
i=1

onde A = (aij)nxm & a mairiz de relagdo de M e ¢ = (3.7 6 Xo; 3 1 cima = 0},

Dem. : Seja M = {(my,---,m,), com R Noetheriano. Temos uma apresentacgio finita de M:
LR LM — 0

e = my

onde A = (ai;)nxm é a matriz de relagéo de M, {f;;1 < 7 < m}e {e;1 <7 < n} sio as bases
canonicas de B™ e B", respectivamente. Pelas proposicoes vistas acima, temos o diagrama abaixo
com as linhas exatas:

Y . Rm—f M —0

l !

Rm
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Logo, S(M) = R[X,..., X,]/J, onde J é o ideal de R[X],...,X,] gerado por 37, ¢; X; tais que
Y eim; = 0. Logo,

(53] 5] dl
eKerlg)=Im{y)=| : |=A| i |=sa= z%d, :fzc?,x 5SS i) X
e Cn dn i=1 j=1

(X @i Xi)d; = J C (ideal gerado pelas colunas de 4) = (31 ayX;)

Por outro lado, A.f; = 377, a;e; é uma coluna de A e A.f; € Im(yp) = Ker(p); logo,
>oiey aiym; = p(A.f;) = 0 e, portanto, 3.7 ai;X; € J.
Assim, J = (Z?:l angg). (W]

Como aqui estamos sempre considerando os anéis Noetherianos, essa é a descrigdo da dlgebra
simétrica de um moédulo que usaremos daqui para a frente. A partir disso, podemos tirar duas
propriedades importantes da algebra simétrica: Dados M um R-médulo, P um ideal de R e §' um

subconjunto fechado multiplicativamente de R, temos:

o Sr(M)®@R/P = Spsp (M/pPM)
A partir da apresentacfo finita de M, podemos concluir, usando as propriedades do produto

tensorial, que:

ety s0 = R"oR/p L RQR/p L MeR/P -0
onde ) =y ®R1, P=¢®1, A= (aij)axm é 2 matriz de relagio de M e A é a matriz de
relacao de M ® R/p = M/pM. Entao, considerando {f;;1 < j < m} e {e;;1 <i < n} as

bases candénicas de B™ e R", respectivamente, temos:

T
P(f;@1) (Zm;q)@l _Za‘J e ®1) Z Zamct

LOgO, Z = (a’jv)nxrn e peio exemplo 11.1.13:

R/p[Xlw-”an] . R[Xla'“an]

SpMIPM =TT (k) O P = SRAD O

o Sp{M)® Ry = Sp_,{Mg)
De novo, pela apresentacao finita de M e propriedades do produto tensorial e da localizagéo,

temaos:

RmLRnLM—)O = Rm®RSfi?Rn®RSfE’M®RSF—PO
onde ) = @1, =¢®1, A= (aijlnxm ¢ & matriz de relacdo de M e A é a matriz de
relacdo de M ® Rgr = Mg . Entao, considerando as mesmas bases candnicas do caso anterior,

femos: n n "
P91 =3 age) @1l =3 ayle®1) = Z—li
i=1 i=1

=1
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_ Reg[X1,...,Xn]  R[X1,...,Xnls _ R[X1,..., X,

Sre(Msr) = s = = ® Rg' = Sp(M) ® Ry
y (i 17 X3) (D01 04X )sr (i a5 X:) g R(M) ® Rs

1.2 A Algebra de Rees de um Ideal

Definicao 11.2.1 Dados um anel R ¢ um ideal @ de R, chamamos a dlgebra de Rees de @ ao
conjunto Re(@) = {co+c1T+ - +cnT" € R[T);c; €@, Vi>0}, ondea’ =R ea' =a.

Quando estd claro qual é o anel R, denotamos a dlgebra de Rees simplesmente por R(@).
R{a) é de fato uma R-dlgebra:

e bce R{@) = b+ccRla).
De fato, b=bg+ 1T+ -+ b T c=co+ 1T+ - +cnd™, com b;,c; € &. Assim, b+c¢=
(bop+co)+ (b1 +c1)T+---+ {bs+¢)T?, onde s = mazx{n,m} e b; = 0,Vi > n,c; = 0,Vi > m.
Como b;,c; € @, temos b; + ¢; € @. Logo, b+ ¢ € R{a).

e 1l cR(@), poisl e R=al.

o bce R(&) = bece R(a).
De fato, b = b+ 01T+ ---+ 0, T c = g+ 1T + - + T, com b, ¢ € @'. Logo,
be=uag+aT+ + tnpmn T ™, 0onde ap = bock + b1ck—1 + -+ - + by_1c1 + breg. Como
bi,c; € @&, entdo bicy_; € @' e, logo, ax € @F e bec R{a@).

o b=by+ 0T+ - -+b,T"c R(@), r € R=rbec R(a):
Como rb=rby +royT + --- + 16, T e rl; € &, entdo r.b € R(@).

Como, pela definicio, R{@) = R® T G @>T> @ - - -, segue imediatamente que ela é uma dlgebra

graduada.
Se & = (aj,...,an), entio R(@) = Rla:T,...,a,T|. Como estamos supondo R Noetheriano,

entdo teremos R{&) também Noetheriano, para cada ideal & de R. Nesse caso, podemos definir o

epimorfismo homogéneo
R[Xl,. . ;Xn] —* R(&)

X; — a;T
Denotamos o niicleo desse epimorfismo por ., e sabemos que o, ¢ um ideal homogéneo. Seja
f um polindmio homogéneo de R[X1,..., Xz}, ist0 é, f = Sy, 4 vned P, won X1 o Xn7- Logo,
1T, .. 60T) = (S tsvnmd Porown 81t a5 ) T = flat,...,an)T% € segue que f € goo &
flai,...,an) =0

Defini¢io I1.2.2 Dado um ideal @ de um anel R, chamamos R(@)[T~!] de anel de Rees gene-
ralizado de @.
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Temos que R{@)[T'] é um subanel de R[T,7~']. Afirmamos que:
R@T = {o_rT"+ -+ baT b+ 1T+ +b,T%8,r€ IN,bj €@ b_; € R}.

Com efeito, vamos chamar tal conjuntc de B. E Sbvio que R{@a}C B e que T™! ¢ B. Logo,
R(@)[T‘l] C B. Por outro lado, dado b = b T 7"+ --- + b_ 1TV 4+ bg + 11T + --- + bsT%, com
b € @ b_; € R, temos by + T+ -+ -+ b,T° € R(@) e b_; € R C R(@). Assim, b € R(@)[T}).

I1.3 Dimensées da Algebra Simétrica e da Algebra de Rees

Proposicdo IL3.1 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis Noctherianos. Sejam P €
Spec{B) e g = ¢~ 1(p) (que denotaremos por PN A). Entdo

ht(p) < ht(q) + ht(p/¢B).

Dem. : Substituindo A por Ag e B por By, podemos supor que {4, §) e (B, P) séo anéis locais
tais que P N A = . De fato, supondo que ht{P Bp) < ht(§Aqg) + ht(P Bp/qBp), como hi(p) =
ht(p Bp), ht{q) = ht(qAq) e hi{PBp/qBp) = hi((P/qB)p) = ht(p/¢B), entdo, substituindo na
desigualdade anterior, teremos At(P) < ht(g)+ht(p/gB). A partir dessa redugio, devemos mostrar
que dim(B) < dim(A) + dim(B/¢B).

Seja a1, .. .,a, um sistema de pardmetros de A e ponhamos I = {ay,...,a,). Como VI =¢qe ¢
é finitamente gerado, entdo ™ C I, para algum n > 0. Logo, ¢*B C IB C ¢B. Assim, os ideais 4B
e 1B tém o mesmo radical. Segue da definigio que dim({B/qB) = dim(B/IB). Se dim(B/IB) = s
ese {b;,...,b,} é um sistema de parametros de B/IB, entdo by,...,bs,a1,...,ar € um sistema de

parimetros de B. Assim, dim(B) <7+ s. |

Lema IL.3.2 Sejam A um subdominio Noetheriano e B wm dominio finitamente gerado sobre A.
Sejam P € Spec(B) e g =P N A. Entdo,

ht(p) < ht(q) + grir.aB — grir. g K(B)
onde gr.ir. 4B é o grau de transcendéncia do corpo de fragées de B sobre o corpo de fragées de A,
K(p)=c fr(B/p) e K(q) = c.fr(A/q) = Aq/q4q.

Dem. : Seja B = Al21,...,2.]
Por indugéio em n, é suficiente considerar o caso n = 1. Com efeito, suponhamos que o lema

esteja mostrado para B = Alri,...,2a—1]. Sendo B = Alx1,...,7n] = Alz1,...,Zo-1]{Tn] =
B’[n], temos que B é finitamente gerado sobre B’ e, pelo Teorema da Base de Hilbert, B’ é um

dominio Noetheriano. Aplicando o caso n = 1, concluimos que, para ¢’ = p N B/, vale:
ht(p) < ht(q') + grtr.p: B — grir. gy K(P).
Como ¢ = # N A = ¢ N A, aplicando a hipdtese de indugdo, vale:

ht(q) < ht(q) + grtr.aB' — grir g g, K (@)
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Como gr.tr.aB = grt.g B+grir.aB' e grir.ggK(P) = grir.ggnK(P) + grir.gqK(q'), entéo
ht(P) < ht(q) + grir.aB — grirg g K(®).

Entdo, seja B = Alz].
Substituindo A por Ag e B por By = Aglz], podemos supor que {A, ) é um ane] local. De

fato, suponhamos que a desigualdade foi mostrada para os anéis locais, ou seja,
ht(qu) < ht(QAq) + gT.tT‘.Aqu - gT.tT‘.K(quJK(qu).

Como ht(p) = ht(p Bq), ht(q) = ht(qAq), grir.agBy = grir.4B, K(qAq) = c.fr.(Aq/q4q) =
k(q), K(pBg) = c.fr(By/PBg) = c.fr.(B/p) = K(P), segue, substituindo na desigualdade
acima, que

ht(P) < ht(q) + gritr.aB — griar g K(P).
Sejam k = K(q) = A/q e I = {f(X) € A[X]; f(X) = 0}. Assim, B = A[X]/I

Caso 1: T =(0)
Entio B = A[X],grir.aB = 1 e B/¢B = A[X|/qA[X] = (4/¢)|X] = k[X] (e logo qB é
primo). Portanto, ht(P /g B) < dim(B/qB) = 1, isto ¢,
_ 1, sep Q gB
hi(p/qB) = { L

No primeiro caso, gr.tr.x K (p) = 0. De fato, se ¢B ¢ p, entdo (0)C P = p/¢B C B/gB =
k[X]. Como k é corpo, k[X]| é um dominio de ideais principais e portanto B = (f(X)). Assim,
E[X]/% = k[z], onde x € uma raiz de f, ou seja, k[X|/F ¢ algébrico sobre k. Por outro lado,

— B/gB
HX)/B = 2502 = B/p.
Logo, grir K(p) = grtrele. fr.(B/p)) = grirglc frk[X] /) =

No caso em que P = §B, temos que grtr. K (P) = 1. De fato, como B/¢B = k[X], segue
que 1 = dimy(B/qB) = griri(c.fr.(B/gB)) = grirgle.fr(B/p)) = grir K(P).
Logo, ht(p/qB) = 1 — grir  K(p). Por outro lado, por 11.3.1, ht(P) < ht{q) + ht(p/gB).
Logo, vale a desigualdade ht(p) < ht(q) + 1L — grir  K(@).

Caso 2: [ # (0)

Entdo gr.tr.oB = 0, pois, pela hipStese, existe f € A[X] — {0} tal que f{z) = 0, isto §,
x é algébrico sobre A. Seja P* a imagem inversa de P em A[X] pela projecio candnica
AX]) 5 A[X]/I. Togo, P = P*/I ¢ K(B) = c.fr.(B/P) — e.fr- (200 = c.fr(A(X]/p*) —

K(p*). Temos que ANT = (0) (pois 1 € ANTI = i = () = 0), logo 7 é injetora em

A (pois m{a) = w(@’) = a—a' € INA = a = a'). Portanto, se K = c. fr.(A), entdo
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h{I) = ht{IK[X]) € dim(K[X]}) = 1. Como I # (0) e I é primo, temas ht(I) = 1. As-
sim, pela Proposicao 11.3.1, ht(p) < ht(p*) — ht(I) = ht(p*) — 1. Por outro lade, como
P*NA= g, temos pelo Caso 1 que ht(P*) < ht(g) + 1 — grtr. K(P*) e como ji mostramos
que K(P*) = K(P), segue a afirmacdo. O

Lema I1.3.3 Sejoe B um dominio Noetheriano que € finitamente gerado sobre um subgnel A. Su-

ponhamos que exista um ideal pritno ¢ de B tal que B= A+ ¢ ¢ ANg =0. Entdo:
dim(B) = dim{A) + hi(g) = dim(A) + grtr.aB

Dem. : Podemos supor que dim(A) é finita.

¢ Primeiramente, vamos supor que A = k, onde k é corpo e vamos mostrar que hi{g) = gr.ér.; B.

Como B = k[xy,...,%x], pelo Teorema da Normalizacdo de Noether, existem Y],... Y., € B
algebricamente independentes sobre k tais que a extensio B|k[Y],..., Yy ] é inteira. Como
B=kdqg entioY, = Yi+a,com Y, € gea €k Logo Yi,...,Y, sio algebrica-
mente independentes sobre k, k[Y{,..., Y] = k[¥i,..., Y] e (Y1,...,¥n) C . Portanto,
(Yi,...,Ym) CgNk[Y1,...,Y] e como (Yy,...,Ym) € ideal maximal de k[Y1,..., ¥i], segue
que (Yy,...,Ym) = g N k[Y1,...,¥,]. Como ht(Y1,...,Y,) = m e kXh,...,Y,] é normal
(pois é fatorial), pelo Teorema do “Going-Down”, temos que ht(¢} > m. Por outro lado,
ht{@) < dim(B) = gr.tr.x B = m. Logo, ht(§) = m = grir.B.

e Agora, vamos supor que A é qualquer subanel e vamos mostrar que ht(q) = gr.tr. 4 B.
Como B = A ¢, localizando em § = A — {0}, teremos Bg = As & ¢s =k ® ¢Bg, onde k é
o corpo de fragdes de A. Como § NS =@, entdo ht(§) = ht(gg) = gritryBs = grir.aB.

e Finalmente, vamos mostrar o lema.

Por hipétese, B = A& ¢, logo B/q = A e portanto dim{A) = dim(B/¢) < dim(B) — hi(¢),
ou seja, dim(B) > dim(A) + hi(q).

Por outro lado, consideremos ¢’ € Spec(B) tal que h#(q') = dim(B) (cuja existéncia é
garantida pelo fato de B ser Noetheriano). De acordo com o Lema I1.3.2, temos

dim(B) = ht(¢') < ht(q' N A) + grir.aB — grirggnaK(q) < dim{A) + grtraB =
dim(A) + ht(q).
Portanto, dim(B) = dim(A) + ht(q). O

Teorema I1.3.4 Se R € um doménio Noctheriano e I € um ideal ndo-nulo de R, entdo

dim(R(I)) = dim(R) + 1.

1Como ¢ & o ideal maximal de A, temos que p* N A C ¢. Por outro lado, se y € ¢ = p M A, como 7 é injetora em

A, entio v M y) =y € P N A ouseja, g CprNA
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Dem. : Sabemos que R(I) = R®OITHI*T?> @ --- e tomemos § = IT G [2°T? @ - - -, ou seja,
R(I) = q® R. Logo, R(I)/¢ = R e como estamos supondo R dominio, segue que ¢ é primo. Pelo
Lema I1.3.3,

dim(R(I}) = dim(R) + hi(g) = dim{R) + grtr. g R{I).

Como R C R(I) C R[T] e T € c.fr.(R(I)), segue que c.fr.(R(I)) = c.fr.(R[T]) = K{(T), onde
K =c.fr.(R). Logo, grir.g{R(I)) =1 e portanto dim(R(I)) = dim(R) + 1. 0

Observacao I1.3.5 Vamos considerar B um dominio Noetheriano IN-graduado e A sua compo-
nente de grau 0. Nesse caso, B = A® P, onde P = {372, z;;59 = 0} é ideal primo de B e pela
Proposicde 1.3.5, B ¢ finitamente gerado sobre A. Pelo Lema I1.3.3, para P € Spec(B)e ¢ = PN A,

Lemos

dim(B/P) = dim(A/q)+ grir.aqB/P
dim(Bg) = dim(Aq)+gr.tr.Ang.

Como c.fr.(B/p) = K(P), c.fr(A/q) = K(q), c.fr(Bg) = c.fr(B) e c.fr.(Ay) = c.fr.(A),

temos:

dzm(B/p] = dzm(A/q) + gT.t?‘.K(q)K(p) (113)
dim(Bq) = dim(Aq)+ grir.aB (IL4)

Estamos interessados em calcular a dimenséo da dlgebra simétrica Sg(M ), onde M é um médulo
finitamente gerado sobre um anel Noetheriano R. Observamos primeiramente que, se R é um
dominio, entdo o R-submédulo de tor¢do T" da dlgebra simétrica S{A) é um ideal primo de S{M).
Com efeito, por definigio T = {z € S(M); 3 € R com rz = 0}. Sendo K = c.fr(R) = Ry,
onde S’ = R — {0}, temos que (Sgr(M))s = Sr(M) ® Rs = Sry (M ® Rg') = Sg(Ms), onde
Mg = M ® Ry = M ® K é um espago vetorial de dimensdo finita n sobre K. Logo, Mg é
um médulo livre de posto n. Portanto, Sg,, (Mg) = K[T1,...,T], que é dominjo. Temos uma
aplicagfo candnica

S() = (S(M))s
z = z/l
e Ker(p) = {z € S(M);z/1 =0/1} = {z € §(M);3s € R—{0} com sz = 0} = 7. Portanto, temos
uma imersdo candnica S(M)/T — (S(M))s, ou seja, podemos considerar S(M)/T um subanel de
(S(M))g:, que é dominio. Logo, S{M)/T é dominio, ou seja, T" ¢ ideal primo de S{M).

Seja p um ideal primo de R. Denote por T(P) o R/p-submédulo de torcio de S(M) @ R/P =
Sryp(M/pM). Como R/p é dominio, T(P) é ideal primo de Srp(M/pM). O submédulo de
torcao de S(M) é simplesmente T(0). Sabemos que existe uma projecao candnica

Sr(M)
PSa(M)’

logo T(P) = T(P)/PSr(M), onde T(P) = {x € S(M);Ir ¢ P com rz € PS(M)}. Assim, T(p) é
ideal primo de S{M).

Sr(M) — Sgyp(M/pM) =
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Teorema I1.3.6 Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo. Entdo
dim(S(M)) = b(M)
onde b(M) 1= suppespec(r) {(EM(R/P) -- u(Mp)} € a cota de Forster-Swan.

Dem. : Seja p um ideal primo de R. Vamos mostrar primeiro que gr.ir.g,pS(M)/T(p) =
p#{Mp). Temos que

S(M) SO _ S(M)y _ M)y _ oo Bp

T(p) O = (T(p) )p T T(p)y  pS(M)y ©pR,
= S5(Mp) ® K(P) = Sg(p{Mp/PMp) = K(P)[T1,-..,Tx]

(M) ® Ry @ K(D)

pois Mp/p My é um K(p)-espago vetorial, logo é um médulo finitamente gerado e entdo
n = damg(p] (Mp/pfv[p) = fJ(Mp)

Agora, c. fr.((S(M)/T(P))®Rp) = c.fr.((S(M)/T(P))p) = c.fr(S(M)/T(p)), pois S(M)/T(p)
é dominio e P C T(P). Assim,

p(Mp) = n = grir K@), ..., To] = grirge(S(M)/T(P) @ Rp) = grirgmS(M)/T(P).

Pela férmula 11.3, temos dim(S{M)/T(B)) = dim(R/P) + grtr.p;pS(M}/T(P) = dim(R/p) +
1(Mp) e segue que dim(S(M)) = dim{S(M)/T(p)) = dim(R/p) + n(Mp). Logo, dim(S(M)) >
b(M).

Reciprocamente, seja # um ideal primo de S{M) e ponha g = p N R. E claro que 7(q) C p,
pois P € ideal primo e

T€T(q) >TE Spyg(M/qM) e Ir € 72 =0=>rz€qCP=>c€P.

Logo, escolhendo p minimal tal que dim(S(M)/P) = dim(S(M)), temos que dim(S{M))
dim(S(M)/p) < dim(S(M)/T(q)) = dim(R/q) + u(Myg) e logo dim(S(M)) < b(M).

o |
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Capitulo 111

As Algebras Simétrica e de Rees de

um Ideal Gerado por uma R-sequéncia

Vamos agora definir uma aplicacio da dlgebra simétrica de um ideal qualquer para a sua dlgebra
de Rees e queremos estudar os ideajs para os quais essa aplicagdo é um isomorfismo, que serao
chamados de ideais de tipo linear de R. Veremos que esses ideais tém no mdximo dim(R) + 1
geradores minimais, quando R é um dominio. O objetivo deste capitulo é demonstrar que ideais
gerados por R-seqiiéncias sao de tipo linear. Daremos exemplos desse resultado e contra-exemplos

da sua reciproca e, por uitimo, uma caracterizagao de anéis locais regulares usando o conceito de

dlgebra simétrica.

II1.1 Comparagio das Algebras Simétrica e de Rees de um Ideal

Gerado por uma R-seqiiéncia

Sejam @ um ideal de R, R(@) sua &lgebra de Rees e S(@) sua 4lgebra simétrica. Pela defini¢cdo
de S(a@), a aplicagio ¢ de @ em R(@) que leva ¢ € @ em ¢TI € R{@) se prolonga a um dnico
homomorfismo ¢ de S(@) em R(@) tal que ¢ o)y = @, onde g : @ — S(@) é a aplicacio que define

a Algebra simétrica de @.

a -
val 4
S{@)

R(a)

Vamos ver que ¢ é uma aplicagio sobrejetiva. Os elementos homogéneos de grau 0 de R(@) sdo
os elementos de R, e é claro que ¢(R) = R. Seja entao cI™ € R{@) um elemento homogéneo de
grau n. Logo, ¢ € @" e, usando o fato de que ¢ é um homomorfismo de R-dlgebras, podemos supor
que ¢ = ¢1.* ' .Cn, 0nde ¢; € @. Assim, ¢ler. - .cp) =T - .cnT =cp. .y T =TT

Definicao IT1.1.1 No caso em que a aplicagdo ¢ : @ — S{(@) definida acima & uma bijegdo,

dizemos que @ € um ideal de tipo linear.
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Como consequéncia dessa definicdo e dos Teoremas I1.3.6 € 11.3.4, obtemos:

Corolario HI.1.2 Sejam I wm ideal de R, com R dominio de dimensdo n. Se S(I) = R(I), entdo
p(l) <n+ L

Dem. : Temos u(7) < 8(1) = dim(S(1)) = dim(R(I)) =n+ 1. O

Lema ITI.1.3 Sejam R um doménio e @ um ideal de R. Entdo Ker(¢) é o submddulo de torgdo
de S(@).

Dem. : Suponhamos que & = (a1, ...,a,) # 0e que a, # 0. Sabemos que S{@) = R[X1,...,X,]/q,
onde ¢ é o ideal de R[X,...,Xy] gerado pelas formas lineares 3 i & X; tais que y i bja; = 0
e que R(@) = R[X1,...,Xzs])/9x, onde, para f € R[X1,...,X,] homogéneo, temos f € o &
flay, ..., an) =0, como foi visto na Secéo I1.2. Logo, § C §oo € Ker{d) = §o0/4.

R[X1,...,X.)/q = S(@) % R(@) = RIX1, ..., Xn) /o0

Para mostrar que Ker{¢) = T{S(@)), vamos mostrar que para todo f € @, existe um ¢ €
R — {0} tal que ¢f € g. Como o ideal g é homogéneo, basta tomar f € §o homogéneo. Vamos

usar indugdo no grau m de f
¢ Como todo elemento homogéneo de grau 1 de g, pertence a , o lema vale para m =l e
c=1#0.
o Suponhamos que o lema é verdadeiro para todo polinémio homogéneo de grau < m — 1 de

@oc. Temos:

f(Xy 0 X)) = X filXy, - X)) + X fo( Koy Xa) + - 4 X oK)
onde os f; sio homogéneos de grau m — 1. Consideremos o polinémio homogéneo

Q(Xla- . -;Xn) = lel(al‘r"' >an) + X2f2(”f21-- -:an) e nfn(an)'

Como g(ay,....an) = flai,....0,) = 0, segue que g € g €, como g tem grau 1, segue que

g € g. Por outro lado,
am—lf _ Xm—lg —
a:f_lefl(X:l, coa X)) F ﬂ?_ngfg(Xg, s Xn) o+ a:‘_lXﬂfn(Xn)
—X,T_lefl[al,. . ,an) — X,T_IXQfQ(aQ, - ,(l.n) . — X,T_anfn(an)
= Xl[a':ln_lfl(Xl: .- "JX?’I) - X;,n_lfl(als e savn)] +
+ Xo[a™ o (Xay ., X)) — X falag, . yan)] + -+
+ Xnc1lag T o1 (X1, Xn) = X7 fam1{@noy, 0n)] +
+an T Xo fo Xn) — X7 fulan)
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Como f(X,) = r XL, entdo a1 X, fo( X)) — XM fulan) = a7 1 Xur X0t — XTra ! = (.
Logo,
ar = X7 = Xig1( X1, X))+ F X101 (Knct, Xn),

onde os ¢ s&o polindmios homogéneos de grau m — 1 que anulam a,,...,a, e, logo, que
pertencem & .. Pela hipStese de indugio, para cada i = 1,...,n, existe um ¢; € R — {0}
tal que ;g € 4. Logo, c;iXsgs €@ ecy - co1(al Hf — X7 1g) € g. Portanto,

(e -enral N f=cr (o) f - XTT_192+;C1 i --cn_lX:‘_lg <7

€q cq

Proposigao IIL.1.4 Sejam R um dominio e & uwm ideal de R. As seguintes afirmacdes sdo equi-

valentes:

i) S(a) € um dominio

ii}) S(@) ¢ livre de torcdo

iii) @ € de tipo linear
Dem. :

i) = ii) O submédulo de torcio de S{@) é T{S(@)) = {u € S(@)/Fv € R; u.wv = 0}. Portanto:
S(@) dominio = T(5(@)) = 0 = S{&) é livre de torgio.

if) = iii} Lema IIL.1.3

iii) = i) Se w.v = 0 em S(@), aplicando ¢ & equagdio, teremos § = ¢(u.v) = d(u).¢(v) em R(a),
que é um dominio, pois R[T] é dominio. Logo, ¢(u} = 0 ou ¢{v) = 0 e como estamos supondo

¢ injetiva, segue que u == 0 ou » = 0. Logo, S(@&) é dominio. o
Suponhamos agora que & = (a1,...,a,) e consideremos o homomorfismo homogéneo

R[Xi1,...,Xn,T] — RIT)
Xi — a;’T
T — T

Seu ntcleo J é o ideal de R[Xy,..., X%, T] gerado pelos X; —a,T,i=1,...,n.
De fato, como J é um ideal homogéneo, basta considerar seus elementos homogéncos. Seja

entao
f = Z Pui,..., Uvai“ T 'X:injw € R[Xl;- . '1Xn:T]'

Vi tun Hu=d
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Temos que
flaT,.,anTT)=( 3 puy,wepal @) = flay, ... a5, )T
Ul+"'+'Uﬂ,+'U:d
Logo,
feds flad,...,a,T\T)=0% flai1,...,0,,1) = 0.
Consideremos [ = (X, —a1T,..., X, — a,T). Dai:

-f€l= flar,-..,an, 1) =0= fecJ
- feJ= flal,...,an,1) = 0. Podemos escrever

f:Fl(XI:--'aXnaTJ‘(Xl_alT)+r1<X21"'1Xn1T) € 0=f(al,...,am1)zrl(ag,...,aml)
= FZ(XQ'J"' :XTHT)'(XQ - QQT) +T2(X3:”- :X‘R)T) e 0= TI(QQ)“ -3 @ny 1) = 7-2(631 "‘sa"-‘la]-)

as)

Thne] = Fn(Xﬂ,,T')(IX,,1 — @, 1) + rp(T) 0=rn_1(an,1) =7a(1)
= Fp1(TY.(T— 1) +s e O0=ry{l)=s

Logo,

f = F(Xi,... 1XQ,T)-(X1 - alT) + FQ(XQ, ceey XR,T).(X2 - {IQT) + -+ Fn(Xﬂ,T).(Xn —a, T} +
+Fn+](T).(T— l)

Como f € J, entdo 0 = f(a;T,...,a,T,T) = (T — 1) F711(T). Logo, Fri:i(T) = 0, o que implica

que
f=FR(X1,..., X0, T){(X1 —a1T) + F5(Xo, ..., X0, TY{Xy —aaT) + -+ + Fp(Xn, T).( X, — a,T)

Portanto, f € I.

Além disso, é claro que J N R[X7,...,X,] = @, pela definicio de ¢oo.

Definamos §; = {37 1({X; —a;T) fi € §ooi;grr(fi) <8,¥i=1,...,n}, onde grp(f;) é o grau de
fi em relacdo a T.

1. g, é um ideal homogéneo de R[Xy,..., X,]:

. Z?—l(X'_ﬂf‘TJﬁ's (X —aTg € g, = grr(fi),grr(g:) < s = T(Xi—aD) f;
L(Xi—aiT) g = Eie ) (Xi—aiT) (fitgi), com grr(fitgi) < maz{grr(fi) QTT(Qs }

= Zz’:l( i~ e )i + 3250 ((Xi —aiT)gi € ¢

o Y (Xi—aT)fi €5, f € RIX4,. ... Xu] = [ (Xe—aT)fi) = i (X—aiT) fif,
onde grr(fif) = grr(fi) + grr(f) S s+ 0=s= f.( (X —a:T)fi) € ¢s

o X7 (Xi—aT)fi € g = grr(fi) < s e escrevendo f; em componentes homogéneas,
temos f; = foi+ f1i+- - -+ fr, ontde cada fj; é homogéneo de grau je grr(f;) < grr(fi) < s
=Yt (X —al)fucqs,Vi=1,...,ri = > (Xs—aT)fi = 200X —aT) foi +
S aXi—aT)fii+ -+ 30, (Xi — a;T) fr5, onde cada parcela da soma é uma parte
homogénea da soma 3 o (X; — a;T) f;.
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2. Em R[Xy,...,X,], temos
TGP C - Cls - Clo
Basta ver a primeira inclusdo: Temos que
{Z TV fi € Qoorgrr(fi) =0,¥i=1,...,n}eqg= (Zn:biXi;ibiai =0).
i=1 i=1
Logo, para os geradores de ¢, como & € R, podemos escrever

i=1 i=1
e, para um elemento qualquer z de ¢, temos z = 3 1_; (bu X1+ - bin Xn} fi, fi € RIXh,..., Xa].
Assim, grr(f;) = 0 e j4 sabemos que b;1 X1+« -+b;nXn € go,¥i = 1,...,n. Portanto, = € .

3. qo={C1X:fi € RX1,.... Xuli fi € R[Xy, ..., Xu] € 0y aify = 0}
Dado f € g, temos que f = Y7 (X; —a;T)f; € @, onde grp(f;) = 0,Vi. Assim, f; €
RlX1,...,Xale f=Y 7 X:ifi —T(3 % a:if;). Como f € §oo C R[X1,...,Xn), devemos ter
Yicpaifi=0e f=371  Xifi

4. o= ¢
fFeEQ=f=YXifionde 330 1 aifi =0, fi € R[Xy,...,Xa| = fi = 3 ¢iym;(X), onde
cij € R e my(X) € um mondmio em Xi,...,Xp = 0 =37 6:fi = i a ) cymy(X) =
> (i aici)my(X) = Zz_l aic; = 0,V = YiieXe € V] = [ =YL, Xifi =

Sy Xi 3o cm(X) = 3 ZCAJX% m;(X) €¢.

i=
N —
<

5. Se §; = @41, para algum inteiro s > 0, entdo §, = o4, Vr > 1.

Vamos usar inducao em 7. Por hipétese, §, = §,41. Suponhamos que ¢, = ¢, r—1 € vamos
mostrar que §; = & ,.

F € g = f=0(Xi—al)fi € oo, com grr(fi) < s+rVi= fi = Tfl+
ri(X1,...,Xn), onde grr(f]) < s+r—1legrpr(m) = 0= f =Y (X —aD)Tf +
Sl XDy = T (X —a D) -3 airs) = 3 i (Xe—a YT f =50 0Ty = f—
YR X € R[X1, v Xl S (X el = Yrgam € RIX1,. ., Xp]NT = Qoo =
Y (X —aT)f] € %+r—1, =i{Xi —aT)ri € o C Goyr1 = [ =T(TL (X —aD) f) +

z=1(X%' - azT)rt C Ys4r—1 = Gs

Definigdo II1.1.5 Sejamn @& = (ai,...,an) um ideal de R e S{@) sua dlgebra simétrica. Dize-

mos que o ideal @ obedece a condigao (I) se sempre que tivermos Y o aifi € @, com f; €
R[X1,...,Xq], iss0 tmplicar que 31—, X;fi € @.
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Exemplo III.1.6 Suponhamos que os geradores do ideal @ formem uma R-seqiiéncia. Provaremos

adiante que, nesse caso, o ideal & obedece & condicio (I).

Proposigao II1.1.7 Sejam R um anel e @ = (ay,...,an) um ideal de R. As sequintes afirmacdes

séo equivalentes:
i) @ ¢ de tipo linear
i) 4= qu
i) 4= g
iv) @ obedece a condicdo (1)
Dem. :
i) & ii) pois Ker(¢) = Goo/q.
i) = iii} é trivial,
iii) = ii} Se ¢ = 1, como ja sabemos que §; = §;;1,V: = 0, segue que §; = ¢,V > 0. Entao
teremos ¢ = §oo. Com efeito,

f€ Qo= f=k(Xi —aT)f;, onde f; € R[X,..., Xn, T] = grr(fi) < s,Vi,onde
s =mazx{grr(f;);1 <j < ﬂ} >fE€Eg, =4q.

iv) = ii) Basta provar que @, C §. Como ¢, ¢ um polindmio homogéneo, basta tomar f € ¢
homogéneo de grau m. Logo, f = Yo ((X: —aT)fi, onde 0s f; € R[X;,..., Xy, T] séo
homogéneos de grau m — 1, isto é, f; = by, T™ ! + b1 T™ 2+ oo 4 bm—g;T + bm—1, onde
bji € R[X1,..., Xz] é homogéneo de grau j. Assim,

Z()a aT)(bo T+ b T™ 2 + - 4 b2 T + bino1,3)

il

f

Zbozaz)ir{m‘i' Zb{]sX Zb]’_zﬂ;g?‘m l—l-(X:b];)(2 ZbQ,éat’)Tﬂn_2+“'+
=1

z-—-l i=1 i=1

me 24 Xi — me 1, T+me 1,iX4

=1 t=1

e como f € R[X),..., X}, temos

f= me IzXﬁ,me 1ifti = me 2,iXi, oes iy bosas =300 b1 X,

=1

Z b1t = Z bo,: X e S bosa; = 0.
=1 =1
Pela hipdtese, temos:

meaz =0¢ q=>Zb“ai Zbo,z-Xt— eqz:»Zbg,,;ai:Zb],.,;Xﬁ cq=--=fecq

i=1 =1 i=1 i=1

Portanto, § = @eo.
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i) = iv) Suponhamos que a condigdo (I) ndo ¢ verificada. Entdo, existem f; € R[X1,..., Xu],
i=1,...,n tais que Y " a:;fi € §e Y Xifi € ¢ Como Y1 (X; —aT)f; € J,
i1 fi € C e CTe Y, Xifi =iy (Xi —ai TV f + T(S 0 i fi), entdo Y0, X f; €
JNRIX1,..., Xn) = §oo. Logo, 37 1 Xifi €Edoc — G e oo # 4. 0

Lema ITL.1.8 Sejam @ = (a1,...,a,) um ideal de R ¢ S(@) = R[Xy,...,Xn]/q sua digebra
siméirica. Se a1,...,an € uma R-segiiéncia, entdo §f é o ideal de R[X1,...,X.] gerado pelos
a; X5 —ai X;, (i< j)

Dem. : Sabemos que ¢ = (3j_; 5X;; Y e bia; = 0). Logo, tomando f = 3, 0:X; € ¢,
temos dnan € (ai,...,0n-1)R e como a, nio é divisor de zero méduio (as,...,a,—1)R, devemos

ter by € (a1,...,an—1)R, isto &, by = 37 ! ¢; nay, onde ¢;n € Ryi = 1,...,n — 1. Agora,

n—2 n—2 n—1

bntan—1 = —{D_ bia;) —bpan =~ bias) — (D cinai)an
i=1 =1 i=]1
o
= Gp-—1 (b-n—l + Cn—-l,nﬂn) = _(Z(bi + Ci,na-n)afé) = (ah e :an—Q)R-
Comeo a1 nao é divisor de zero médulo (ay,...,an—2) R, temos que bp—-1+Cn-1nas € (01,...,00-2) R,
isto &, bp_1 = —Cp_1nln + Z:;_lz Cin—18;, COM Ciny € Rj2=1,...,n—2. Por indugio em n, obte-
3 .

mos by = —{321;41 ¢ee) + 2321 Gigais j = 1,...,n. Logo,

n j+1

ke
Sux, = -3 Y iy + 33 cigoiXs
j=1 j=li=j+1 i=li=1
n j+1
= —Z Z i, §04X; + Z qumX (trocando i por j na primeira soma)
=] j=i+1 i=1l4i=1
= =N ajeiXit ) cijeX;
i f i<y
= ) cilaiX; —a; X))
i<j

Teorema II1.1.9 Seja R um anel. Para cade ideal @ de R gerado por uma R-segiiéncia, temos
S(a) = Ra).

Dem. : De acordo com a Proposicdo I11.1.7, devemos mostrar que a condigdo (I) é verificada.
Seja > ;s a;f; €, com f; € R[X1,...,X,),i=1,...,n e vamos mostrar que } ~, X, f; € ¢. Pelo
Lema I1.1.8, temos > i) aifi = Yicj fij(aiX; — a;Xi), com fi; € R[Xq,...,X,] Entio,
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n

Y oaifi = fizlaXe —@Xi) + fslarXs —agX)) + -+ finlo1Xn — anX1) +
i=1
+ f2,3(a‘2X3 - a3X2) +---4+ f2,n(a2Xn — anXQ) +.0 4

+ fn——l,n(ﬂn—an - r},an_l)

n—1 n—1 n—1
—an(D finXi)+ D fiileiX; —a; X)) + Z finti X,
=1

i=1 i<j=2

Assim,

fn+meX1 = Zazfﬂu Z fis(ai X~ a:,XT+me,azxz (61,...,an-1)R[X1,. .., Xn).

=1 i f=2
Como «a,, ndo é divisor de zero médulo o ideal {gy,...,a0,_1)R, entao a, também nao é divisor
de zero médulo o ideal (a4, ...,0,-1)R[X1,..., Xy] e, portanto, f, = — 3.7 f1 2 Xs + 0 aigim,
com gin € R[X1,...,Xn]. Por indugdo em n, como g; nio é divisor de zero mddule o ideal
. —1 —
{ar, . 0 )R[Xy,..., Xy, para { = 1,...,n, devemos ter f; = — Y7, fi; Xi + Zf=11 aigi; +

Soiia1 Jii X — Tim 1 aigyir com g € RIX:,. .., Xp]. Portanto,

n n j—1 n j-1
YXofi = =D XiXifii + ). D aigis X +Z Z XiX;fii— Z Z aig;i X
=1 j=1i=1 j=1li=1 F=li=j+1 j=li=j+1
n " T "
= —ZXz‘Xjfi,j + Zaigi,ij + Z Z XiXifog —Z Z a;jgi ;X
i< i< i=1j=i+1 i=] j=i+1
= =D XiXifii + Y agigXi+ ) XiXifis =Y ajgii X
i< i<y i<j i<j
= =) gislaiX; —a;Xi)
ielj
Logo, de novo pelo Lema 111.1.8, 3°7_; X f; € ¢ e a condigdo (I) é verificada. a

Exemplo I11.1.10 Sejam R = K[X,Y,Z]e @& =(X,Y,Z), onde K é corpo. Como X,Y, Z é uma
seqliéncia regular, veremos no préximo capitulo que S{(@) & R(a). Mas @® = (X2,Y?, 2% XY, XZ,YZ)
nio tem suas 4gebras simétrica e de Rees isomorfas, pois u(@2?) =6 > 4 = dimR + 1.

111.2 Exemplo

Vamos mostrar nesta secdo um exemplo de ideal de tipo linear num determinado anel e também
vamos aplicar o Lema. [11.1.8 para calcular a dimensdo de uma certa variedade. Para isso, precisa-

remos de um lema auxiliar, que sera provade também nesta secio.

Exemplo III.2.1 Sejam K um corpo, a1,...,a, ¢lementos algebricamente independentes sobre
K, R=Kla,...,an], @ = (a1,...,a,) ideal de R. Entao S(@) = R(a@).

50



Com efeito, sabemos que S(&) = R[X,,...,X,]/q, onde g é o ideal do anel R[ X, ..., X,,] gerado
pelas formas lineares 3/, b X; tais que )2, bja; = 0. Como os elementos a; sdo algebricamente
independentes sobre K, entdo ay,...,a, formam uma R-seqiiéncia e pelo Teorema 1I1.1.9 segue
que S{@) = R{@).

Vamos agora demonstrar o referido lema.

Lema IIL.2.2 Sejam x1,..., 20, u, v elementos algebricamente independentes sobre um corpo K, V

a variedade do ponto genérico (uxy,. .., ukn, v&1,...,v5,) e P oideal do anel K(X,,..., Xp, ¥1,..., ¥;]
gerado pelos determinantes X;Y; — X;Yi, 1 < 4. Entdo, P € o ideal da variedade irredutivel V e,
portanto, P € primo.

Dem. : Seja Ix (V) o ideal da variedade V. Temos
fEP = fluz;vr) = ZCi'j(TL$¢U$j —uzjvx;) =0= f € Ix(V).
i<j
Por outro lado, se f € Ix(V), sejam fr., suas componentes homogéneas de grau r nos X; e de
grau s nos Y;. Como f =13 f.,, temos 0 = fluz;vz) = 5 frs(z;2)u"v° e portanto fr.(z;2) = 0.

Observamos que f,.  (z;z) = 0 & f s(wr;vz) = 0. Portanto, podemos supor que f é homogéneo

de grau (r,s). Para mostrar que f € P, vamos usar indugéo sobre o grau total r + s de f.
e Ser+ s =1, temos que f é um polindmio em uma varidvel e que satisfaz f(z;z) = 0. Logo,
f=0ep.
e Suponhamos que r,s > 1. Em f{z;x), o termo em %' ---z% provém dos mondmios do

tipo X{l ---X:;,“Ylj‘ <Y~ tais que iy + j1 = #1,...,%n + Jn = tn € se designarmos por ¢; ;

o coeficiente de um mondmio desse tipo em f, entdo f(z;3) = 0 = Yo o'zl = 0 =

S ci; = 0 {onde a soma ¢ feita nas n-uplas ¢ = (i1,...,%n) € J = (f1,...,7n) tais que
i1+J1 =1%t1,...,in + Jn = t,). Também temos iy = - -+ i, =re j; =+ j, = 5. Fixemos
XPH XYY ondepit @i =ty Pat e =t 1= e = 1= = s

Seu coeficiente cp ¢ satisfaz cpg = — 3 545 i, Cirj- LoOgO,

F o= XD XE YR Y b N X XYY

ip,jstg
SIID DTS URP i (LIS LN I DERPS LS oo c el
i#p.J 7 2P FEg
= = 3 ag(XT XYY - X XYY

i#p,j#y

O polinémio

g=XP - XPYP Y - X XY Y
satisfaz
g(.’r:,.’fr) — 3:11)1 .. .mgnqu .. T%n _mtll .. ._T:an{l .. _x_gln — _,B;ill—f—m .. _$£n+qn _:B?ii+j'1 .. _m:{z"'}n = 0.

E suficiente mostrar que g € P
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1. Se g é multiplo de uma indeterminada, por exemplo de X7, entdo g = X A e como x; é
regular {pois é algebricamente independente sobre k), segue que A{z,z) = 0. Usando a
hipdtese de indugao no grau total, temos que h € P e logo g € P.

2. Suponhamos que g néo € miltiplo de nenhuma indeterminada. Sejam
M={ke{l,...,nh;pe >0} e M ={kc{l,...,n};q > 0}.

Assim,
ke M = pp > 0= iy = 0 {pois, caso contrario, X} seria um fator de g)
k€ M' = g > 0= jr =0 (pois, caso contrério, Y}, seria um fator de g)
kel{l,....n} = pet+a =i+ =%
Logo, M N M’ = 0. De fato,
keMNM =2p,gp>0=240=3=0=>0=4+5 =t = p +q >0,
ahsurdo.
Apés uma reenumeracio, podemos supor que M = {1,...,m}e M’ ' ={m-+1,... m'},
onde 1 <m < m' < n. Temos:
kMO M =>p=g=0=>0=ptg=th=ip+jt=ig=75 =0
Logo,

— VPl ... vpmyImtl @t A yiim wtml | yimd
- Xl Xmm Y;n—i-l Y YI Ymme—f—l Xm"

— yrPitan + Pm+1ltgm41 e R VO & I fm 47 imp1timtl | yimf I
ﬁXl --Xﬂ{‘" qum+] --Ym‘?"‘ m Y Y JmeH Xm, m

— vil ., vimyimil  vim! oyt ytm tm+1_ !
= X Xor Yo Y Yo Xomr Xm

Além disso, r =#; + -+ tm =tmy1 +- -+t = 8. Como 7, s > 1, podemos supor que
t1 > 1 ety > 1. Logo,

= (X]Ym-’ - Xm"Yl)gI + Yle"QQ:

onde
_ t1—1 4 t tm+41 il o1y bt —1
(251 _X X2 YmYn+1 . Ym’ 1 “m’ e
S tmr—l

£1—1 vty Fpyebmal m-‘l By —1 fp—1y-to tm yrimt1l
X XQ fY‘m Ym—l—l m" 1 Y 1/I 1/2 ) Ym Xm+l Xm’—l mt

Com efeito,
(Xa¥or — X ¥1)g1 + Y1 Xmige =
(X1 Yy — X V) XPTIXER - Xtmy;”j;l D it W
+Y1 (X{“‘XQQ---X;',;"Ym”ﬁl-- vl S L Y“-lyzjﬁ Y X X e
= X, X*myf;ﬁl Y XBTIXE L X X Y ---Ym","i‘llYm’I" fy
cl—IX X*mesYlth“- me =1yt =1 _ ltl ___yészz:f X:;’;"

m-1 m
— + m4-1 _ vt + fm+1 ot
—-XI e Ximytman Y- YmX X =g

Além disso,
0 = gz 7) = (01&m — Tmr@1)91{T; ) + 21T g2 (T T) = 1T g2(753) = ga{@; ) = 0,

pois 1 € Ty s80 regulares.
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Como g» € homogéneo nos X; e nos Y;, pela hipétese de indugdo no grau total, segue
que g2 € Pp. Como X1V, — X;'Y) € P, segue que g € P. 0

Considerando entdo V a variedade definida no Lema anterior, o anel de coordenadas de V
é K[V] = K[X1,...,Xu,V1,...,Y,]/Ix(V). Por outro lado, ji que Xi,...,X, formam uma
K[X1,..., Xy]-seqiiéncia, entéo, pelo Lema II1.1.8, S{{X1,...,Xn)) = K[X1,..., X0, Y1,..., Yal/P,
onde P é o ideal do anel K[X;,...,X,,11,...,Ys] gerado pelos determinantes X;Y; — X;Y;, (2 < J).
Pelo Lema I11.2.2, K[V] = §({X1,..., X)), isto é, o anel de coordenadas de uma variedade V sobre
K nada mais é do que a dlgebra simétrica do ideal (X1, ..., X,) do anel polinomial K[Xq,..., Xy)-

Com isso, podemos calcular a dimensdo da variedade afim V. Afirmamos que
dim(V) = dim(k[V]) = n + L.

De fato, dim{K{X1,...,Xn, Y1,...,Yn]) = 2n e ht(p) = n— 1.} Logo, dim(V) = dim(K[V]) =
dimS{(Xq,..., Xn)} =dim(K[X1,.. ., Xo, V1,... Y0]) - ht(P)=2n—-(n—1)=n+ 1.

I11.3 Contra-Exemplos

Vamos dar alguns exemplos mostrando que em geral a dlgebra simétrica nao € dominio.

1. Sejam K um corpo, P um ideal primo homogéneo do anel polinomial K[U,..., U,] tal que
PC(U,...,Un) ,R=K[Us,...,Un]/P = K[ui,-..,un),onde %, = Ui + P, @ = (u1,...,Un)
ideal de R. Vamos mostrar que Ker(¢) # 0 (onde ¢ é a aplicagao de S(@) em R(@) definida
no inicio da Segdo II1.1}.

Temos que S(&) = R[Xy,....X,]/q, onde ¢ = (37, 6:X:; 37— dn; = 0). Tomemos
7= X, €@, considerando « : K{Uy,...,Us] — R o epimorfismo candnico, temos que
b = Q’(f'i); com f‘i € K[U]1 sy Un] LOgO,

0= b = i alfi)aUs) = (Lo Uifi) +p,  Btoé, L, Ufiep.
Como P C ({/1,...,U.)?, entdo cada f; é linear nas varidveis U,,Vj e portanto b; = a(fi) €
a,¥:. Entdo, mostramos que § C @[X1,..., Xx).

A cada polinémio f = Y ay, ., Uit Uir € K[Uy,. .., Uy]. associamos o polindmio

f = Z a(a’ilr"!iﬂ)X;:l T X:].n € R[Xl'-‘ e ,Xn]-

Sejap={fi fep}
1Como P é gerado por X:Y; — X;Y:, (i < j), entdo p C (X1,...,Xx) e logo ht(p) < ht(X1,...,Xn) = n. Se
P=(X\,...,X,) entdo X,Y; € p, 0 que é absurdo, pois X;Y; ¢ Ix{V) =p. Loge, p g{Xl, ..., Xr). Afirmamos
que ndo existe um ideal primo g tal que p C (p,Xn)gq g(Xl, .oy Xr) Defato, Xi¥o —XnYi€e (P, Xn) Cq =
XY.eq(pis Xp €)= Xieq,i=1,...,n—1(pois Yo & (X1,....Xr) 2> Ya €4) = 4 = (X1,...,Xu)
Portanto, o iinico ideal primo entre p e (X1,..., Xs} é (X1,...,X»). Como P é primo, kt(p) =n — 1.
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a1 . L_ LI A B |

e P éum ideal de R[X1,..., X,].
~-fGEP=fgep :>f+g€p=>f+g F+gep
—fep,geR[Xl,...,Xn]

{f S afas, 50) X X, onde f=Tay,. fnUfl---U*'"ep
9=, ,.?nXJl - X3, onde pj . ER= = 0(p,a)
= fg = 3 olan,. ;) X0 X0 alop,.50) X - Xi)

= Y oy, ) (P ) XD T X

‘?j‘
_ i1 471 tntin T,
= Za Bisyoriin P i) X1 Xy = h
,j
onde
_ i o ’1+J'1 tntIn t _:-'1 in
h’ - Zatlv“-uinpjl ?"'sJ‘ﬂ ‘ U on (Z atl? v""n U n (Z Iojlv }JTLU U%ﬂ)
%-lj

isto 6, h= f.g €, pois f €. Logo, fg=h € P.
L] _@ ﬂ&[Xl?...,Xu] = (0)

Temos a seqiiéncia exata

0 — (Ula---:Un) - K[Ul:---:Un] — K — 0
f(O,.. . Ux) = f(0,...,0)

Tomando o quociente dessa seqiiéncia por P, obtemos a seqiéncia exata
0) 5a—R 2K ()

Temos K X% R K e essa composigio resulta na aplicacao identidade. Assim,

fe pnalx,..., X, = f= Za(a,il,_“‘iﬂ)x? cos Xinocom ofai,, 4, ) € 4= Ker(y) >
iy in = '!/)(Q(ail,__,,iﬂ)) = U,V(i‘:l, A ,’in) = f = 0.

Considere o homomorfismo ¢ : S{®) — R(a&) definido por X; + ¢+ w; X.

Seja f = Zb{_h‘_,,inU;l - Um € p — {0} homogéneo de grau m, isto é, iy + --- + i, = m.
Como f € p = Ker{a), temos 0 = aff) = Za(bﬁw‘in)u'i‘ <<yl Por outro lado,
f=alby. )X X £0. Como PNna@l[Xy,....X, = (0) e f € B, entdo f ¢
a[Xy,..., X, logo f & @ (pois § C @[Xy,..., X,]). Assim, f(mod g #0e

¢(f(mod ) = alby, 5 ) (1 X) - (0, X)™ = (3 albyy, i)t - ulf ) X™ = o f)X™ = 0.

Logo, ¢ ndo é injetiva.
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2. Sejam K um corpo, R = K{u,v] um anel com a relagiio ® + «2 + v> = 0 e P = (,v) ideal
de R. Vamos mostrar que S{#) ndo é dominio.
Temos S(p) = R{X,Y]/q, onde ¢ = (aX + bY;an+ bv = 0). Logo, vX — u¥,u(u+ )X +
vY € ¢, 0 que implica que [u(u+1)X +oYV]X —(vX - uY)Y = w({{u+1)X?+Y?) € ¢. Temos
¢ C p[X,Y].% Logo, como u+ 1 ¢ P, segue que (u+ X2+ Y? ¢ ¢ e pela definigio, 1 é um
elemento de torgdo de S(P). Analogamente, mostramos que v é um elemento de torcio de
S(p). Por outro lado, como R = K[U, V]/(U3+U%+V2) e U3+ U?+ V2 é irredutivel®, temos
que R é um dominio. Observemos que R = K[U, V]/(U%+ U? + V?) é 0 anel de coordenadas
da variedade definida pelo ideal (U® 4+ U? + V2).

3. Mais geralmente, sejam K um corpo, V uma variedade, K[V] seu anel de coordenadas, p € V
um ponto e P = Ix(p) = {f; f(p) = 0} um ideal primo de K[V] = R. E facil ver que, se 0
ponto p nao é regular, entao S(P) nao é dominio. Para isso, vamos usar 0 Teorema I11.4.3 da

proxima secao.

De fato, se S(p) é dominio, como S(P)p = S(PRp), temos que S(P Rp) é dominio, e pelo
Teorema 111.4.3, Ry € regular, isto é, o ponto p é regular.

IT1.4 Uma Caracterizacao dos Anéis Locais Regulares
Um caso particular da Definicido 1.8.11 é a seguinte:

Definigao IIL.4.1 Sejam (R, M) um anel local, k = R/M seu corpo residual ¢ ai,...,an um
sistema minimal de geradores de T, Dizemos que ci,...,c € M sdo analiticamente indepen-
dentes se para cadae polindmio homogéneo f de R[X,...,X;] tal que f(c1,...,c:) = 0, todos 0s
coeficientes de f estdo no ideal M, isto €, f e M[X1,...,X:).

Observagao 111.4.2 Do Capitule 1, temos
1. (R,™) é um anel local reguiar se, e $6 se, ay,...,a, sdo analiticamente independentes.

2. Se R é um anel local regular, entdo ai,...,q, formam uma R-seqiiéncia.

Teorema IIL.4.3 O anel R € local regular se, e sé se, a digebra simétrica S{1) do R-mddulo T

é daminio.

Dem. : Se R ¢ local regular, entdo a,,...,a, ¢ uma R-seqiéncia e pelo Teorema II1.1.9, segue
que S(m) = R(M); logo, é dominio (pois ji sabemos que R, sendo local regular, é dominio).

*Como R = K[, V]/{(II® + U? + V*), existe um epimorfismo candnico a : K[[/,V] — B. Temos que p =
(aX +bY;autbv =0). Logo, a = a(a’),d = alb') € 0 = antbv = ala )l +a(b )a(V) = UV HU+U2 + V).
Assim, o’ U+ 6V € (P + U +V*) ecomo U,V & (U? + U? + V?), segue que ¢’ ¢ & nao tém termo constante, isto

é a=ofa),b=a() €p = (n,v). Portanto, § C p[X,Y].
3Como U° + U? + V2 = V2 + U*(U +1) e U 4+ 1 é um elemento irredutivel de K[t/], pelo Critério de Eisenstein

segue que U® + U? + V2 é irredutivel em K{U7, V).
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Suponhamos agora que a dlgebra S{(mM) é dominio. Entdo, S(M) = R[X1,..., X.]/q. onde
= (37 BiXy Yy by = 0). Logo, ¢ C M[Xy,..., Xy, pois caso contrdrio, existiria b; € M, ou
seja, b; serta uma unidade de Re como bia; = — 37,4, bjay, teriamos o; € (ay, ..., 41, 0i41,...,0n),
o que é absurdo, pois a,...,a, é minimal. Agora, como R e S(t) =80 dominios, segue, pelas
Proposigoes II1.1.4 e III.1.7, que para qualquer polindmio homogéneo f € R[X;,...,X,], vale
f €q < fla,...,0,) =0. Assim, a1,...,a, %30 analiticamente independentes e portanto R é

local regular. |

Sejam R um anel Noetheriano € @ um ideal primo de R. Como S(p)p = S(PRp}, se S(p)
€ um dominjo, segue pelo Teorema I11.4.3 que Ry é local regular. A reciproca dessa afirmagao é

falsa, em geral. Para ver um contra-exemplo, vamos demonstrar a seguinte proposicio:

Proposicdo I11.4.4 Sejam K wm corpo, R = K[Xy,...,Xy|, B um ideal homogéneo de R ¢
ai,...,am um sistema minimal de geradores homogéneos de P. Se a dlgebra siméetrica S(p) é um

dominio, entdo aj, ...,y sdo elgebricamente independentes sobre K.

Dem. : Temos que S(p@) = R[Y1,..., Y]/ (e, Y 30 bia; = 0).

Ordenando os a;’s pelos graus, I < gr(a;) < -+~ < gr(am,), teremos § C (Xq,..., X )[Y1,. .., Yl
De fato, supondo que b; & (X3,...,X,)R, paraalgum 1 < j < m, seja s > j 0 maior inteiro tal que
gria;) = gr{as). A relagdo 372, bia; =0nos dd 337 ;1 ga; =0, onde; € R, parai=1,...,j~1

ec € K, parai=jj+1,...,8% Logo, aj = =5 i ,,(c;/cj)ai, pois ¢; # 0 e isso contradiz a
minimalidade de a;,...,an.
“Escreva

by =af’ + (X0, ..., Xn),com o #0,gr(A9) > 1
by = ag” +h9(x:, ..., Xn), com afé” S K,g'f'(hm) >1f=4541,... 4

Como biar + -+ + dj_1aj~1 + bja; + -+ + bslta + o181 + -+ + b = 0, substituindo as expressGes acima,

teremos:

m
T a0+ + ooy + @k +aah 4 £k + 3 biai =0

t=y41
tem grau gr(a;) - > .
tern grau =gri{a;)

bia1 + -+ bj1a- 1+ama + ag

Agora escreva
b = b(') +bm 4ot b(l o )—grlar) +h (2 =1, .., .3 —1,onde b( Y a componente homogénea de gray &k de b; ¢

gr(R )>9'f‘(a;‘)~m(m Logo.

bia; =b[(,£)a.s +b£i]n.¢ +--F b;:(a_?)—gr(a,-)ai + a:h i=1,...,5-1
N e e
tem grau <gr{a;) tem grau —gr(a;) tem gran >gr(z;)

Analisando somente a componente homogénea de grau gr{a;) da soma, teremos

()

{7} (J+1)a 1 et ad

ap aj +ag yai—1 =0

{F—=1}
‘“*bgriajl —gr(e)@t T +"’g«~(aj) orlaj_;

ag” €K, parai=7j,...,8

Te ec;i=af £0e3 " cia; = 0.
€fR, parai=1,...,7~1 mas que ¢ o F Z;.:I a

Entio tomemos ¢; = (1)
yrin ,)—gria;)
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Como S(p) é dominio, temos, pelas proposicoes II1.1.4 e I11.1.7, que para qualquer f €
R[Yy,...,Y,,] homogéneo, f € ¢ © f(ay,...,an) = 0. Assim, para cada polinémio homogénco
fER[YL,...,Yn] tal que flaq,...,a,) =0, temos que f € (X1,..., Xn)[Y1,..., Y.

Suponhamos que exista um polinémio ndo-nulo f =3 c.,;w”_gm}’]’;l L Yim € K[W,. .., Yy tal
que f(a1,...,am) = 0. Seja (j1,...,7m) uma m-upla entre as (i1,...,4m) tal que j; + - + jn

tenha o menor valor possivel e consideremos o polindmio homogéneo de grau §; + -+« + Jm,:

— L VL . it~ (1t dm)  Es 1 1t ts—1 pr{1+ -+ imp— (i1 +-+is
AL CEEE S8 TR o REY i SIS et AR I A

3 +1
{onde a soma é feita nas m-uplas {i1,... %) tais que (41, .- ,%m) # (J1,-. -y Jm) € 31+ o + i >
j1+ -+ jm) eonde i1+ --- + 45 é 0 menor entre os inteiros iy, 41 + 42,41 + 42+ 43, ... .51+ + im

que sa0 malores que j; + -+ + f,. Temos

glay,...,am) =
— le,...,jmﬂ-:{l . "'lfrT + Z Cilvu,imatsl+---+33*[J1+---+Jm)ﬂ::-_+11 . -aj;;’;‘a‘il . ais_—fa‘{;:-'l+“‘+Jm)—(11+“'+?:5—1)
I | L gitL gl e glert i
= Cedmtty O T Z Cﬁl,---.%mall Qs_1 &33(53:_1 Ty
= f(a'la"'?am)zo
Logo, g € ¢ e todos os coeficientes de g estdo em (Xj,...,X,)R. Isso é absurdo, pois o

coeficiente de Yf‘ oYM écp G, isto é, o termo Yfl ... YJm nao aparece na segunda parcela da

soma de g. Caso contrario, teriamos 41 = §i,...,85—1 = Js—1,%s = (J1+-+jm) — (1 +  Fis=1)} =

Js+ o+ Imidsrr = 0,0, jm = 0. Assim, i = ji,Vk, o gue é absurdo. Portanto, teriamos que
Ciryngm € (X1y...,Xp), 0 que também ¢ absurdo, pois ¢, .. j,, € K.
Portanto, ay,...,an $&0 algebricamente independentes sobre K. ]

Exemplo II1.4.5 Sejam K um corpo, R = K[X1,...,Xn]eP = (a1,.. ., amn) R um ideal primo ho-
mogéneo de R com m > n geradores, cuja existéncia Macaulay([14]) demonstrou. Entao ay,...,an
nao s40 algebricamente independentes sobre K, pois como Xq,..., X, é uma base transcendente de
R sobre K, qualquer conjunto algebricamente independente sobre K tem no maximo n elementos.
Pela Proposicdo I11.4.4, S(p) nédo é dominio. No entanto, Rp é um anel local regular, pois R é um

anel polinomial.
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Capitulo IV

As Algebras Simétrica e de Rees de

[ B . [ ]

um Ideal Gerado por uma d-seqiiénci

Como vimos no capitulo anterior, ideais gerados por R-seqiténcias s@o de tipo linear. Neste
#ltimo capitulo, veremos o conceito de d-seqiiéncias, que generaliza o conceito de R-seqiéncias e
mostraremos que ideais gerados por d-seqiiéncias também sdo de tipo linear. Daremos exemplos
desse fato e finalmente, exibiremos um contra-exemplo da reciproca, ou seja, exibiremos um ideal

que é de tipo linear, mas nao € gerado por uma d-seqiiéncia.

IV.1 d-sequéncias

Definicao IV.1.1 Uma segiiéncia de elementos zi,...,z, em um anel comutative R € dita uma
d-seqiiéncia se

i) Xy &' (.'I?l, S 2 Y [ % T [ ,:I!n),Vi': = 1, R

i) Se {i1,...,5} C {1,...,n} (possivelmente wazio} e k,m € {1,...,n} — {i1,....4;}, entdo

(Ziyy o ov iy} s apem) = ({(Tig, .o, @) ¢ o)

Observacao IV.1.2 1. ii} é equivalente a valer iii} para qualquer ordem de x,...,x,, onde

i) Ve zi+1eVi>1, vale: ((z1,...,%i)  Tipire) = ((z1,.. ., 24} ¢ 2.

2. A condigdo iii) equivale a dizer que z;4; néo é divisor de zero médulo o ideal ({z1,...,2;) 1 zx).

De fato, se iii) vale, entdio suponhamos que z; .17 € ((@1,...,2) : zx). Logo, mipirmy €
{@1,... 2} isto 6, » € (w1, ..., =) * zpaxe) = ((21,...,34)  *1). Entdo 341 nao € divisor
de zero médulo ({z1,...,2:) : zx)-
Reciprocamente, se @i+ nao é divisor de zero médulo ({x1,...,2;) : zg), entdo seja r €
((z1,..., %) : Tig1we). Logo, res 1z € (x1,...,T;), isto & oy € ({z1,..., %) : xx). Pela
hipdtese, temos que v € {(z1,...,2:) : x). Como ji sabemos que {{(z1,...,7:) @ 7%) C
((x1,....74)  Tip171), segue a igualdade.
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3. Sexy,...,z, formam uma d-seqiiéncia, entio as imagens de z;, . .., z, no anel R/(zy,...,zi-1)

formam uma d-seqiiéncia.

o Temos que x5 & (#1,...,Tj—1,%541,-..,%n). LOgo, no anel B/{z1, ..., 2:9),

ﬂ&‘ (ﬁa :xj—lam,f-l-l:--'?ﬁ) = (Ea'-'vmj—limj'f-l&" 1T_'”f)1v.} = i?' SRR

e Temos que ((21,...,25) @ k) = ((21,...,2) : 24),Yk > j+ 1,¥5 > 1. Basta

mostrar que ((#,...,75) : Z+17k) C ((Te,...,%5) : Tk), Pois a outra inclusdo é dbvia.
Entao
7€ ((ZTiy...,T5) 1 T+17%) = TE01%% € (Fiy ..., T) = 12417k + 8 € (74, ...,7;),5 €
(1, ., 2i-1) = rrjamk € (21, z5) =71 € (21, ., 25)  zjze) = (21,0, 25) + xr)
= ray € (21,...,05) = ropts’ € (.. ,25),8 € (x1,...,2i01) = T7g € (F,...,T]) =
Te((m,....7;) Tk).

Portanto, 77, ..., %; é uma d-seqiiéncia.

4. Um tnico elemento z & uma d-seqiiéncia se, e 56 se, (0: z) = (0: 22).

5. Qualquer R-seqiiéncia que, permutada, resulta numa outra R-seqiiéncia é uma d-segiiéncia.

Seja q,. .., Tn uma R-seqiiéncia. Como podemos permuté-la, restando ainda uma R-seqiiéncia,

temos que z; & {x1,...,Ti~1,Tit1,...,Tn}, pois podemos permuti-la considerando z; = z,,
como z, nao é divisor de zero médulo (zy,...,op_1), temos que =, & (x1,...,2n—1). Além
disso, se rai+1 € ((z1,...,2;) @ o4), entdo ra; 12k € (1, .., 2;). Como z;,1 nao é divisor de
zero médulo o ideal (24,...,x;}, segue que rzg € (x1,...,3), isto é, 7 € ((zq,...,3:) © zk).
Assim, x| néo é divisor de zero médulo ((z1,...,2:) : zx). Pela Observagao 1, segue que
Tl,...,Tn € uma d-seqiiéneia.

6. Duas d-seqiiéncias maximais em um ideal I nfo precisam ter o mesmo comprimento. Por
exemplo, considere o ideal (X') no anel polinomial KXY, Z]. Certamente, X é uma d-seqiiéncia
maximal em (X}, pois f€(0: X?) = X2f=0= f=0=Xf=0= fc(0:X), logo
(0: X?) = (0: X). Entretanto, XY, XZ também formam uma d-seqiiéncia no ideal (X), pois
(XY :XZ)y=(Y):

FEXY  XZ)= fXZ=XYg=Y|fZ=>Y|f= fc(Y)
feW = f=Yg=2fXZ=XYZge(XY)=> fe (XY :X2)
E XZ nao é divisor de zero médulo (Y).

Exemplo IV.1.3 Seja X = (z;;) uma n X {n + 1) matriz de indeterminadas sobre %k, onde k= Z
ou € um corpo. Seja u; o determinante da matriz formada desconsiderando a (n + 2 — #)-ésima
coluna de X, chamado de menor maximal de X. Seja R = k[z;;]. Entdo u;,..., gy formam vma
d-seqiiéncia.

Com efeito, como mudang¢as na ordem dos menores maximais j1,. . . , ftn+1 Significam rearranjos

nas colunas de X, que nada afetam, pois as entradas sao varidveis, basta mostrar que g1, ..., o1
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formam uma d-sequéncia nessa ordem, isto é, {(p1,... i1} i) = (@3, .-+ pa—1) i), Yk 2 4,
ou, pela Observagao 2, que ;, . .., pp41 ndo sio divisores de zero médulo o ideal ({(p1, ..., mi—1) : 1)

Seia Y anXx(n+2—1) matriz obtida desconsiderando as tltimas i —1 colunas de X (aqui podemos
supor ¢ > 2, pois para i = 1 temos que py,. .., n1; 180 sdo divisores de zero de (0 : py) = 0, jd
que y; é irredntivell), Seja A qualquer menor maximal de Y.

Afirmagao: A € ((py, ..., fi—1) @ 14)-

Temos que A € fixado escolhendo n+ 2 — 7 linhas de X. Seja o uma tal escolha. Expandindo A

sobre a (n + 2 — i)-ésima coluna, obtemos

A=Y (=0 e Ay, (Iv.1)

i€o
onde os A; s20 menores de ordem n+1—i. Sem # n+1,n,...,n+2—1, entdo ZjEG(_l)n+2—i+j$jm)\j =
(—1)n+2—i zjea(—l)j"'m:cjm)\j = (2 e, portanto,

Y (1) amA; = 0. (IV.2)

jeo
Também sabemos que ZﬂH( U zpipinga—; = 0, logo

n41
D () ripinge; =0. (IV.3)
i=1

Multiplicando a equagao IV.3 por A, onde 7 = s, temos Z”'H( 1)*H X2y tnyo—; = 0 e somando

para s € g, obtemos 3" .. A, Z”H( 1Y% 2 ptinto-; = 0, logo,

n+1

Z pinro—i (3 (11" a.zg5) = 0. (1 .4)
ST
Pela equacgao I1V.2, a soma de dentro € zero, para j #n+ 1,n,...,n+2—i. Paraj=n+2—1,
Yeeo (—1)¥ W Aems; = A. Assim, a equagdo 1V .4 se torna

pid 4 i1 (1T 0w s ) + o+ Q1T A ) = 0.
s€a s€0
Assim, A € ((z1,...,4—1) * j;), como afirmamos.
Seja J o ideal gerado pelos menores maximais de Y.
Notemos que J O (p1,...,1i—1). De fato, seja k € {1,...,7 — 1}. Calculando p; através da
sua expansdo pela tltima coluna da matriz que define g, vemos que py é uma combinagdo linear
de subdeterminantes de ordem n — 1. Fazendo a expansao de cada um deles sobre a 1iltima coluna

Y441 & um polinémio em k[z:;; § # n + 1], linear em cada varidvel, logo ¢ irredutivel.

?Na matriz que tomamos para calcular ), trocando sua {n + 2 — i}-ésima coluna pela m-ésima coluna de X,
obtemos uma matriz que tem duas colunas repetidag, logo seu determinante — que, calculado sobre a coluna trocada,
é Zjea(_l)n+2_—i+j$jm)\j - & zero.

3Rasta considerar a (n+41) % {n+ 1) matriz que tem a primeira linha sendo a 7-ésima linha de X e as outras linhas
sendo todas as linhas de X. Essa matriz, por ter duas linhas repetidas, tem determinante nulo e se o calcularmos

pela sua primeira linha, teremos & expressao dada.
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de suas respectivas matrizes, e assim sucessivamente, vemos que i € uma combinagao linear dos
menores maximais de Y.

Mostramos na afirmacdo acima que J C ((g1,..., i—1) © p}-

Notemos também que uy ¥ ¥k =47+ 1,...,n+ 1. Com efeito, como y; é o determinante da
matriz obtida retirando a (n + 2 — {)-ésima coluna de X, entdo em y; ndo aparecem as varidveis
Tjint2-i), Para j = 1,...,n, isto é, se pusermos z(n 494 = 0,V5 = 1,...,n, entdo y4; nio se altera.
Se, por absurdo, u; € J, entao p; = > hpAg, onde Ay é menor maximal de Y. Para calcular Ay,
desenvolvamos em relagdo a coluna n+2 —4 de Y. Entdo Ay € (Tyn49-4)- - - > Tn(n42-1))s OU S€ja,
Ar =0, 88 Tjnyo 4y =0, para j = 1,...,n. Nesse caso, teriamos u; = 0, ¢ que contradiz o que
vimos acima. Para k > 4, vale a mesma coisa, pois a coluna n + 2 — k(< n + 2 — 4) é uma coluna
de Y. Como J é um ideal primo ([8]) e p; € J, entdo p;{(pe1, ... 1) * pte) C{p1y- ey ptic1) C J
implica que ({ge1,---,pi-1) 2 ) C Jelogo J = ((p1,-- -, pti=1) * ).

Como J é um ideal primo e yup & J,Vk = 4,74+ 1,...,n+ 1, entdo u; nado é divisor de zero

médulo J, isto é, p1,..., tns1 formam uma d-seqiiéncia.

1V.2 Generalidades sobre d-sequiéncias

Os resultados desta Segdo serdo utilizados na Segao IV.3 para demonstrar o principal Teorema

desse trabalho, que estabelece que ideais gerados por d-seqiiéncias sdo de tipo linear.

Definicao IV.2.1 Uma seqiéncia de elementos a1,...,an €m um anel R € yma seqiiéncia re-
gular relativa se ((a1,...,a:)1 : a;11) N (a1,...,8,) = (a1,...,a:), onde I = {a1,...,an). Tal
seqiiéncia é dite incondicionada se qualquer permuta¢do dela € uma sequéncia regular relativa.

Vamos agora estudar algumas propriedades das d-sequéncias.

Proposicao IV.2.2 Qualgquer d-segiiéncin x1,...,x, € uma segiéncia regular relativa.

Dem. : Basta mostrar que se y1,...,ys ¢ uma d-seqiiéncia, entdo (0 : 4) N (y1,...,y2) =
(0). De fato, ({(z1,...,2z)] : mx) NI = (z1,...,2) © (0 T N (TG Te) = (0) &
(0:y)N{1,...,y4) = (0}, onde I = (z1,...,22), e se 21,...,2, é uma d-seqiiéncia em R, entdo
¥ = Tifl,...,Yd = Tn € uma d-seqiiéncia em R/(x1,...,%:).

Vamos mostrar que se yy,...,%s é uma d-seqiiéneia, entdo (0 : v1) N (y1,...,54) = (0) por

inducéo em d.
o Sed=1,(0:y)=(0:y}) mostra que (0: 1) N () = (0):
.1:6(0:yl)ﬂ(yl)zimzy]re(0:y1)=>y¥r=0:=>re(0:y¥)=(0:y1)=>:1:=y1r=0.

e Suponhamos d > 1 e a hipétese de inducdo. Seja Y0 ,mz € (0 : 1) C (0 : yan) =

(0 : yq). Logo, ray? € (y1,---,¥a—1) € como yy,..., ¥ formam uma d-seqiiéncia, segue
que rayz € (Y1,...,¥a—1), pois ((,...,9a1) : ¥d) = ((31,---,92-1) @ ya). Mas entio
54 vt € (y1,- -, 9a-1) N (0 31) = (0), por indugdo. O
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Proposicao I'V.2.3 Suponhamos que zy,...,zq € uma d-seqiéncia em R. Entdo as imagens de

21,...,z4 formam ume d-segiéncia em R/{0: 3).

Dem. : E suficiente mostrar que. para k& > j+ 1, #;41 nfo é um divisor de zero médulo o
ideal I = ({((0 : #1},21,...,2;) : 7), € isso segue imediatamente da hipdtese, se mostrarmos que

I=((z1,....,75)  x1).
Seja ¢ € I, isto é, existe uma equagdo cxp = Y _ 7% + w, onde wz; = 0. Mas entdo

erE — Zleﬁ;ri € (z1,...,2a) N (0 : 1) = (0), pela Proposicao IV.2.2 e isso mostra que ¢ €
((T1,...,75) 1 2).

Logo, vale a igualdade, pois a outra inclusdo é ébvia. a
Teorema I1V.2.4 Sejam R um anel € z1,...,5n uma d-seqiéncia mddulo um ideal I de R. Seja
X ={(x1,...,2n). Enitdo

X™NIC X, Ym > L. (IV.5)

Além disso, suponhamos que (R, M) € local, I = (a1,...,ad) € x1,...,Tn sG0 elementos tais que
Q1,...,0d,T1,--.,Tn formam ume d-seqiéncia. Se X = (zq,...,2,), entdo

X"njcmX™ ' vm> 1. (IV.6)

Dem. : (por indugio em n)

e Suponhamos que n = 1.

— Se zT'r € (7)) NI, como (I : z;) = (I : z}), obtemos x1r € I. De fato, podemos supor
m > 2:

efrel=Tre(lie)=(T:z) =27 rel=- s amrel

Logo, z7'r = 2" "L(zr) € 27" 711. Isso mostra o caso n = 1 para a férmula IV.5.

— Suponhamos que I = (ay,...,a4) cOMO no enunciado.
Afirmacgéo: zyr € I = xyr € M1,
Com efeito, mr = Zf=1s,:ai‘ Se algum s; ¢ 771, entdo s; é uma unidade e logo
a;j € (@1,...,8j—1,8;41,---,04,%1), o que contradiz o fato de ay,...,aq, 71 ser uma

d-seqliéncia. Usando a mesma demonstracio anterior, vemos que vale a formula IV.6

para n. = 1.

e Agora, suponhamos que & férmula IV.5 vale, para todo k < n, onde n é fixo. Sejam J =
(T9,...,Tn) € £ = z1. A hipltese de indugdo aplicada a (7,z) mostra que J™ N {I,z} C
Jn NI, x),¥m > 1, pois x4,...,2, é uma d-seqiéncia médulo (I, z). Além disso, como pela
Proposicao IV.2.2, X™N({I:x) C XN(I:2) C I, vemos que X" N{I:z)=X"NI¥m>1
pois X®"N{I:x)cX"nNICcX™N{:z).

Facamos indugao em m:
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~ E claro que IV.5 vale param = 1: X NI C T
— Agora suponhamos que X™ 1 nJc X™ 2],

Sejaa € X™NI Como X™ = J"+ X™ 1 segue quea =b+cx,onde c € X™m 1o pec Jm
Entdo b € J®" N (I,x) C J™" YI,z). Escrevamos b = u + vz, onde u € J* 1T e y € S 1.
Entioa=u+z{v+c)elogov+ce (I:z)nX™ ! = X 1NJ, pelo que vimos acima. Pela
indugio em m, temos X™ 1 NT C X™ 2. Logo,a=u+2{v+c) € J" I+ 2Xm 2] C
X™1]. Isso mostra a férmula IV.5.

A prova para I'V.6 é exatamente a mesma, colocando 1 em cada passo da indugéo. O
Teorema IV.2.5 Seje (R, ) um anel local. Suponhamos que x1,...,7, € uma d-seqiéncia.
Entdo xy,...,2, sio ancliticamente independentes.

Dem. : (por indugdo em n)

e Sen =1, temos {0:x;) = (0: z}) e segue que =, nio é nilpotente:
De fato, estamos supondo z; 3 0. Fixemos r € IN. Suponhamos que z # 0,V < r. Entéo,
Tl =0=271€(0:2}) =(0: z1) = 2 =0, absurdo.
Se F(X) = ¢X*® é um polinémio homogéneo, com r € R e F(x;)} = cz{ = 0, suponhamos
por absurdo que ¢ ¢ M. Como (R, ™M) é local, segue que ¢ é uma unidade em R e, logo,

cxy =0= 75 =¢ 1.0 = 0 = = é nilpotente. Absurdo.

Portanto, x; € analiticamente independente.

e Suponhamos o resultado para os anéis locais e todas as d-seqiiéncias de comprimento < n.

Suponhamos que 1, ...,y Dao sao analiticamente independentes, isto é, existe um polindomio

homogéneo F(T1,...,T) em n varidveis com um coeficiente unitério em um dos mondmios

tal que Fry,...,2.) = (.

Fagamos induc¢do no grau de F para todas as d-seqiiéncias de comprimento n em qualquer
anel local, ou seja, suponhamos que, se G{y1,...,yn) = 0, onde y1,...,yn € uma d-seqiiéncia
e G ¢ homogéneo com gr(G) < gr(F), entdo G € M{I,...,7,]. Podemos supor que F é uma
relagdo de grau minimo {escolha F de grau minimo dentre as que satisfazem F{xy,...,3,) =0

com um dos coeficientes unitério).

Escrevemos F(T1,...,Tn) = T1G(T,...,Ts) + H(Ts,...,T,), onde H é homogéneo de grau
dem Tp,...,T,. Como x4q,...,%, sdo uma d-seqiliéncia, entdo Tz, . .., T, S80 uma d-seqiléncia
em R/Rxi; logo, pela hipdtese de indugio Z7,...,7, sdo analiticamente independentes em
R/Rx1. Como em R/Rx1, H(F3,...,%n) = F(z1,%0,...,2n) = 0, entdo H(T3,...,T,) nio
pode ter nenhum monémio com coeficiente unitdrio, isto é, H(Ta,...,T,) € Mm[Ty,..., T].
Portanto, G(T1,...,Tn) deve ter um coeficiente unitdrio. Agora, a equagao

Hizg,...,2n) + 21G(21,...,2,) = 0 mostra que w = H(xy,...,2,) € J2N (21), onde J =
(z2,...,2n). Pelo TeoremaIV.2.4, J%N{x1) C mMJ% g1, pois J é gerado por uma d-segiiéncia

63



médulo (r1). Assim, existe um polinémio homogéneo H'(Th,...,T,) € m[Ty,..., T, de
grau d — 1 tal que w = a1 H'(z3,...,2,). Logo, m,...,7, é uma solu¢do da equacio
NG(T1,...,Tn) + TH (T, .., T,) = 0, mas 21[G(zy,...,2n) + H' (z3,...,7,)] = 0 implica
que G(xy,...,25)+H (2g,...,2,) € (0:27). Sed > 1, entdo Glz,...,z.) +H (22,...,2,) €
(m1,... &), pois G(T1,...,Tn) + H'{Th,...,T,) é um polinémic homogéneo de grau d — 1.
Pela Proposicdo IV.2.2, temos G(z1,...,2,) + H'(z2,...,2,) = 0. Como G tem um coefi-
ciente unitdrio e H' € m[T,...,Ty], entdo G(T,..., Tn) + H'(Th,...,T,) tem um coeficiente
unitdrio e tem grau estritamente menor que o grau de F', o que contradiz a indugéo. O

IV.3 Comparacio das Algebras Simétrica e de Rees de um
Ideal Gerado por uma d-seqiiéncia

Queremos mostrar que qualquer ideal gerado por uma d-seqiiéncia é de tipo linear. Para isso,

vamos mostrar uma proposigao que generaliza o Teorema 1V.2.4.

Proposigao IV.3.1 Se I é um ideal em R e as imagens de z1,...,r, sdo uma d-seqiéncia em
R/I, entio IN(z1,...,2u){z1,. .., 36)™ C (21, o, Zn)(@1, ..., 26)™ W, 56 0< k<nem>1.

Observagdo IV.3.2 O Teorema IV.2.4 afirma que 7N (z1,...,22)™ C I{@1,...,2,)™ L.
Dem. : (por indugdo em n — k)
e Sen—k=0,entao o Teorema I'V.2.4 citado mostra a veracidade da afirmaczo.

o Suponhamos que a proposi¢io fol mostrada para todo m sempre que n—k —1 < . Queremos

mostrar a proposicio para todomen—-k—1=1.

Seja # = xy. Por indugdo, como z3,...,r, sio uma d-seqiténcia médulo (7,z), podemos
supor que (I,z) N{xa,...,2u){Po,.. ., 2L)™ C (z2,...,Zn){Te, ..., 21)™ (I, x),¥m > 1.
Seja
Jy =
Re™ 4 a™(xg, .., 2n)+a™ Wag, . zp) (2o, ooy )+ 2™ % (g, @) Y, .., 2.

Entdo afirmamos que J, NI C I{@a, ..., 5x)* 2(za,. .., zo)z™ T "+ Juoi NI 1 € u < m+1.

- Se v =m+ 1, entdo

Jo =

Rz™ i 4a™(zs,...,zn)+ 2™ Yo, ooy 2k) (22, .o oy Tn) - 2(Toy -y 2e) ™ @, 20 )+

(ro, ..., 26} (72,...,20n)

=Jn + (22, .., 26)™ {32, .., Tn)-

Assim,ser € Jmes € (xa,...,24) " (xa,...,7n) sdo tais que r+s € I, entdo como J,, C (z) C
(I,2), vemos que s € {za,...,25)" (@2, ..., 2 ) N (I, 2) C (20,...,25)" 22, ..., 2.)(I,2) C
Im+1{za, ..., 2)™ Hag,...,2n). Logo, r+s € J,NI+I{za, ..., 2 )" Hze,...,2s), como
queriamos.
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— Suponhamos que 1 < u < m+ 1. Escreva J, = J,q 4+ 2™ ™% (zg, ... 2 )" zg, . .., 7).

m—l—l—u(mg,_” ’xk)“—l(mg,_ ..,Tn) sd0 tais que y + z € I.

m+l—u

Suponhamos que y € J,—1,z €

Podemos escrever y = xm+2-v v,onde v € (rg,...,2k)" Yzg,...,zs). Entao,

gLy + pw) = g™y + g2y = 2+ y € T e assim z(v + 2w) € T, pois (I x) =

wez2=x

(I : 2) pela definicio de numa d-seqiiéncia. Logo, v+ 2w € (I : z) N (2, z0,...,%n, ) = I,
pela Proposicao IV.2.2. Isso implica que

vE (T2, 2)" Hag, ... zn) N(1,2) C (2, .y 20 ) (@2, .. ., 2 ) 2T, 2).
Assim,
z=g™ My e g™ (g, ,:r:k)“_2 (2o, .., xn) + I{xa,...,2)* *(2g, ..., 20 17"
e, logo, 2 € Ju_y + I{xz,...,2x)* 2{&g,. .., 2s)2™t1"%. Entdo,

Y+ 2 €y NI+ Iz, ..., 20)" Hag, ..., zn)2™ T
COmMo queriamos.
— Consideremos J; = Re™H +2™(zg,...,2y). Serz™H +s2™ € J1NI, com 5 € (T2,...,20);
entdo, *™(s + rx) € I implica, como fizemos acima, que x(s + rz) € I, isto é, s+ rx €
(I:z)n{I,z,22,...,2,) = I,0ouseja, s € (I,z). Logo, z™s € Iz™+ (2™ ) e re™ 1 +52™ €

Re™* NI+ Iz™ C Iz™, pelo Teorema 1V.2.4. Agora,

Il = Rﬁ?m+l+$m(m‘2, - ,:I,'n)‘l—:ﬂm_l(:rg,. e dzo, o Ta) o (o, o 2™ (20, )
= (I:$2:---1mn)(x;$2:--- )xk)m‘
Agsim,
Jmp1 NI = (@1, z0,. .., 20 ) (21,272, Z&)" NI C I NI+ o, o)™ Yy, .. 2n) C
CIm 1 NI+ ag,...,z6)™ Hagy .oy zn) + Iza, oo zi)™ 22, ..., 2n)2 C

C- - CHANT+TI(za, .., 7)™ Hza,...,Zn) + 4+ I{xa,... , zp)2™ * C
Ca™I+I(zy, ..., 26} Hroyooytn) + -+ I{g, ... 2™ C

- I('I:s o,y ... 3:51‘1)(3:5:521 fes smk)m_ls
O que prova a proposicao. O
Teorema IV.3.3 Suponha que I = (z1,...,2,), onde z1,..., 2, € uma d-seqiiéncia. Entdo I ¢ de

tipo linear.

Dem. : Precisamos mostrar que, se H(Xi,...,X,) é um polinémio homogéneo tal que
H{zy,...,2,) = 0,entdo H(Xy,..., Xn)€q =30, 6:X;; 5.0 bizs = 0).
Primeiro mostraremos isso se H{X1,...,Xn) tem grau 1 em todas as varidveis X1,..., Xn. Seja
H de grau 4.
e Suponhamos que somente um mondmio aparece em H. Entao H(Xq,...,X,) = aX;, - X;,.
Como H{z1,...,2n) = az, --- &%, =0, a definicao de uma d-seqiéncia mostra que a €
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(0: z,---2,) = (0 : z,) logo az;; = 0. Definindo F(Xy,...,X,) = aX,,, temos que
Flzi,...,22) =az,=0elogo F€¢q. Mas H=FX;,--- X;,, logo H € q.

e Agora, lexicograficamente, ordenemos 0s mondmios que aparecem em H por
Kiyg - Xy < Xp - X5, € 8d = Jd,8d—1 = Ja—1,y--- 1 0k41 = T+ 1t < Jr,para algum 1 < k < 4.

Facamos indug¢ao no maior mondmio que aparece em H, ou seja, suponhamos que se um
mondémio estritamente menor que esse aparece em H, entdo ele ji pertence a ¢. Seja
aX;, -+ - X;, o monémio maximal que aparece em H{X1,...,Xy) sob essa ordem (Como essa

ordem monomial é total, existe um inico mondémio maximal). Ponhamos
J= {2 kF#0,.,dd,k < ig).

Agora H(z,...,2,) = 0 mostra que az;, ---2, € J pois qualquer outro monémio tem pelo
menos um z; que aparece em J. Como z,,...,2;, formam uma d-seqiiéncia moédulo J,
vemos que a¢ € (J : z,---2,) = (J: 2,) e logo az, € J. Entio, temos uma equacdo
aziy = 3 4 bizk, onde zx € J. Entdo, o polinémio F(X;,...,X,) = aX;, — Spbe Xy € G e,
portanto, X;, -+ X;,_, F € §f e é suficiente mostrar que H — X;, -+ X;, ,F € ¢. Mas

H—Xi X, ,F = H—aXiXi, + 3 XeXi- Xia,
Ny - - " . N 4
com MONOMmIos <X, X, <X, X Xiy |

tem somente mondmios que sdo estritamente menores que X;, -+« X;,. A inducdo agora mostra
que H — X;, --- X;, | F € ¢, o que mostra o teorema, se H(X,..., Xn) tem grau 1 em todas

as variaveis.

Vamos proceder agora tentando “tornar” H de grau 1 em todas as variaveis.

Fazemos indugdo no grau de H para mostrar que H € 4.

Agora, suponhamos que gr(H) =de H(z1,...,2n) =0, com H de grau 1l em Xp,..., Xi41. Es-

crevemos H{Xy,...,X,) = X;F(Xy,...,Xn) + G(X1,..., Xi—1, Xit1,...,Xn), onde F e G tém
grau 1 em X,,...,Xij1,9r(F) = d—1e gr(G) = d Como H(z,...,2,) = 0, vemos que
w=G(z1,..., 21, Zi41,....2n) € {2;) e logo, como 21,...,2i_1, Zit1,-.. 2n SA0 UMa d-seqiiéncia
médulo (z;}, pela Proposicao IV.3.1,
w € (2} 21, Zimly Zigl, -« - 2n) (21, . - o) T Cole, . 1, 2k s Z) (21, zi)¢ 2
Assim, existe um polinémio F'{Xi,...,Xi—1,Xi41,...,Xn) de grau 1 em X,,...,X;41 tal que
w = zF(21,..., 21, 2ix1,-+ ., 2n), onde gr(F'}) = d — 1. Agora como H(zy,...,2,) = 0, temos
(21, )+ mF (2, 21, 2y, -, 20) = 0, (FHFY (21,00, 20) € (0 zi) N (21, ., 20) =0,
por IV.2.2, isto é, (F+ F'){21,...,2,) = 0 e como gr(F + F') <d—1 < d, a indugiio mostra que
F+ F €q. Assim, X;F + X;F' € q e é suficiente mostrar que

G_X-iFr = (X1F+GJ — (XiF—f—_Xz‘F',) e 4.

=H
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Mas G é um polindémio em Xi,..., X;_1, Xigr1,...,Xn degrau Ll em Xy,..., X1 e logo G— X; F'
tem grau 1 em X,,..., X1, X;. Continuando, podemos cair num polindémio de gran 1 em todas

as variaveis e aplicar o trabalho anterior para terminar a demonstragéo. O

IV.4 Aplicagoes

O Teorema IV.3.3 pode ser usado cfetivamente para calcular o anel graduado de um ideal gerado
por uma d-seqiiéncia. Vamos ilustrar isso no caso do exemplo dado na Secdo IV.1, onde [ é o ideal
gerado pelos menores maximais de uma matriz n X (n + 1) genérica X

Primeiro, vamos mostrar alguns isomorfismos;

e Se I = (ay,...,a,), entdo ji vimos que R{I} = RlaT,...,a,T| C R[T)] é a dlgebra de Rees
de I e B = R[a:T,...,a,T,T771] é o0 anel de Rees generalizado. Vamos ver que

B/BT '2gr(R)=R/IGI/I’® /P&
De fato, também ja vimos que
B={b_ T 7+ +b T ' +bg+ b T+ +bT%r,s€ N b€ I b_; € R}.

Logo, definimos o homomorfismo

B e gri(Ry=R/I®I/P?/Pa---
b T "4 b TV b+ 03T+ + b,T® —s b Db &---Dbs

—  estd bem definida:
Sebm=mborT "4 F b T b+ by T4 45T =0 T 4o+ b T 4+ b+
BT+ + b;;Tsi € B, suponhamos, sem perda d¢ generalidade, que s < &. Entao

T+ = b—-rTr! +--+ b_lTr'H’_l + b[}’fr"'r’ + blT""H""f-l 4 bsTs+r+r’
= BT L T T T gl e

Se s < s’ entdo by = 0, para j' = s+1,...,5". Logo, podemos supor que s = 5’ e teremos

entdo que by = b, by = ¥, ... b, = b,,. Portanto, by ®b; B B b, =, BV, & --- BV,
— p é sobrejetiva:

Dado Y207 € gri(R), temos que z; = 0, para quase todo 7. Seja s € IV tal que

Z; =0,Vi> s Temos 2; € Feplzg+ri T+ +a,T) =ToPEID BTs =S oopTi
— Ker{p)=T"1B:

Sebo @b G- @by =0, entdo b; € P+ ¥i=0,...,s Comob_, 7"+ ---+b_ T +

bo + 51T+ - + 5,7 = T(T™H) + (0T)T ' + (MTHT L+ -+ + (BTHT L e
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como b7 € RlaT,...,a,T, T} C B, segue que (5;77*1)T~! € T-1B e como
Tig(TYeT !B, segue que b.r T "+ -+ b T +bg+ 0T+ - +bT° € T 'B.
Reciprocamente, se b = T lg(m;T,...,a, T, T ') € T71B, entdo g = b_,T~" + --- +
baT '+ b+ b T+ +0,T° com b; € Fylogo, T lg=b_o T 4+ + 5T 2+
T by +0:T+ - +bT e T lg) =i+ NG e+ 1)@ & (b + I*) = 0.

Portanto, B/BT~! & gri(R).

¢ Sejam R um dominio, a,b € B. Consideremos o anel B = R{a/b]. Suponhamos que o niicleo
da aplicagdo v : R[T] — Rla/b], que leva T em a/b, é gerado por polindmios lineares. Entio,

B/B(a/b) = R/{a:b).

De fato, defina o homomorfismo ¢ = o

R - B=Rla/b) <+ B/Bla/b)

C — 4 = C

Temos:

—  é sobrejetiva;
d € B/Bla/b) = d € B = d= fla/b),f € R[T| = f(T) = ao+ ;T + -+
anT",a; € R=d = fla/b) = ap + a1.(a/b) + a2.(a/b)% + - - + an.(a/b)" = d —ag =
(a/b).(a1 + az.(a/B) + -+ -+ an.(a/B)" 1) = (a/b).g(a/b),g € R[T] = d — ay € Bla/b) =
d =5 = p(ag),a0 € R
— Ker{yp)={a:b):
-c€(a:b)=>bc=ad,d€e RC B=c=(a/b).de Ba/b=¢=0.
-=0=ce€ Blafb) = c=d.(a/b),d € B=c = (a/b).f(a/b},f € R[T| = TfT) -
c€ Ker(p)) = (e + 8T51 < i <m) = Tf(T) ~c= 32 il T) i + 3T). Como
a; + BT € Ker{y), entdo oy + Bi{a/b} = 0, ou seja, boy; = —af;, isto &, a; € (a1 b).
Logo, Tf(T) —c= T2 fil THei + BiT) = —c = Y12 fi(0)as = c € (a1 b).

Observagdo IV.4.1 Se (a: b?) = (a : b}, entdo Ker(t) é gerado por polindémios lineares:

{veja a demonstragdo no apéndice.)

Feitos esses isomorfismos, vamos considerar o exemplo da Se¢do IV.1.

Sejam X = (7;;) uma n X (n + 1) matriz de indeterminadas sobre k e R = klzr;]). Sejam
A 0 menor maximal de X obtido retirando-se a j-ésima coluna de X e I = (A},... A} ). A
matriz X acrescida da i-ésima linha tem determinante nulo (pois tem duas linhas iguais), logo se
expandirmos seu determinante em relacio a essa linha, teremos 37 J;rll (—1)H ey A’ =0 e chamando
Ay = (ml)"HA;, teremos [ = (Ap,...,Apy1) €

n-+1
=1
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e —= S HL AL B eonhec: ; ses 1i  TOS . Smais AL '
Seja g; = 3717 zizA;. E conhecido que as relagdes lineares nos menores maximais Af, ..., A7 |,

de X so0 geradas pelas relagdes g; = 0 ([10]). Assim, $(I) = R[T,...,Tus1)/J = RT3, ..., Tut1),

onde J é o ideal gerado por ?:]1 7;;I;. Como, pelo Teorema IV.3.3, I é de tipo linear, o iso-

morfismo ¢ : S(I) — R(I) = RMT,..., A1 T] C R[T] leva T; em A,;T e vamos considerar
T~V = A, /AT = Ay /Ty. Seja B = S{(I)[A,/Ti] o anel de Rees generslizado. Queremos encontrar

gri(R) e, para isso, vamos usar os isomorfismos anteriores.

Afirmagéo 1: AT, = AT
Seja f(Th,...,Thv1) = AT — A;T;. Entdo f(Qr,...,Anpr) = MDA} — AjA; =0 e como |
é linear, segue que f € J, ou seja, AT — AT = 0.
Afirmagdo 2: (A, : sz) = {(A;:7T7) em S(I)
Aplicando o isomorfismo ¢, basta mostrar que (A : A%TQ) = (A1 AT) em R(]).
E claro que {A; : AT) C (A, : AZT?),
Seja f € R(I) tal que A2T2f = A h, com h € R(I). Escrevendo f = fo + AT + -+ f.1°,

com f; € Feh=hy+mT+ -+ hepsT* com h; € I’ (4 podemos supor que gry(h) =
2 + grp(f) pois A¥T?f = A1h), e, substituindo na igualdade, teremos

A2f T2 4+ AZFT3 4.+ AT = Ajho + AT + -+ 4 Agh o T°72

Entao:

Athg=0=hp=0

Athy =0=h; =0

Athg=A2fg =2 hy=Mfo=he € (AN CAMT = hyg=Ashh Wb el = fo=hhel
Ahg =A% = hg=Afi=he(A)NPCcA?=fel?

Portanto, concluimos que f; € [F+1. Assim,

MTf=A(Tfo+--+ T+ + T ) € (A) = fe (A AT,

eR(I)

Logo, (Ay: A¥T?) = (A1 : A1T) em R(I).

Afirmacao 3: (A : ) = (Aq,..., Anp1)S{I) = IS(T)
Pela Afirmacdo 1, segue que A; € (A : Ty), logo IS(I) C (A1 : T7). Por outro lado, seja f €
(Al : T;) c S(I): ou Sejaa Tl? = AIE'.I E € S(I)vh € R[TI:--':TH-FI]:T = f(Tl: :Tn-i-l)'
Podemos escrever A = hg 4+ 2Ty + -+ + hny1Tnet, com by € R. Da igualdade T f = Ak
segue que T1f — A1h € J e fagendo T1 = ... = Tpy1 =0, teremos 0 = —A 79 e logo hg = 0,
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Logo

T{}: = AIE = AITI hl + AnghQ + -+ AlTn+1hn+1
=af'1 AlTlh.l + AnghQ + -+ An+1T1h.n+1
= T{Ath+Ashs+ -+ Apy1hnr1)

Como T7 € J, entdo 71 # 0 e como $(I) é dominio, segue que

F=0hy + Aghy + -+ 4+ A By € IS(1).

Portanto, (A; : 71) = I5(1).

Usando a afirmacdo 2 e os isomorfismos mostrados anteriormente, segue que

- B o S A S~ BRITooTegil/d m BIToTnil/d ar BT iTerl] o
7oy YRl 7-ve vy Rl 1S Rl v ciemeriwwey: ¢ Rl (¢ vrmmwiwwey ot v dhl v vemse vy v

a9 Kiziz 11,00 1] o Kr5,T1,, Tt 1]
- kT . - 5 -
(AI v'"\Aﬂ+1)Ej=1 :rlej}

Na referéncia [8], o seguinte resultado é provado:

Teorema IV.4.2 Sejam X = (z;) uma r x s matriz de indeterminadas e Y = (y;;) uma s x ¢
matriz de indeterminadas. Sejam k um corpo e J o ideal em k[xij,y;1) gerado pelas entradas do
produto matricial XY, todos 0s {(a+ 1) X (a+ 1) menores de X e todos os (b+ 1) x (b+ 1) menores
deY. Sea+b<s, entdo J € primo e k[zij,y;n]/J € Cohen-Macaulay e integralmente fechado.

7
Aplicando esse resultado a X = (2;), uma nX (n+1) matriz,e ¥ = : ,uma (n+1) x1

Tat+1
matriz, o ideal J' que define a dlgebra graduada de I é dado pelas entradas de XY e todos os n x n
menores de X. Como n—1 < n-+1, podemos concluir que gr;( R) € Cohen-Macaulay e integralmente

fechado.

I1V.5 Contra-Exemplo da Reciproca do Teorema 4.3.3

Mostramos, na Secao IV.3, que qualquer ideal gerado por uma d-sequencia é de tipo linear.

Em geral, a reciproca desse resultade é falsa, e mostraremos um contra-exemplo. Para tanto,

precisaremos dos seguintes resultados:

Teorema IV.5.1 Sejam J C I ideais do anel R tais que Sp(I) & Rp(I). As seguintes afirmacdes

sdo equivalentes:

1. Spy{I/J) = Rps(1/J)

2. JnIrr=Jr!vyn>1l,
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Dem. : Consideremos I = (a;,...,a). Por defini¢io, Sg(I) = R[T1,...,T.]/¢, onde ¢ =
(i el Yy cioy = 0}, Como, pela hipdtese, Sp(f) = Rp([), entdo § = g, onde para
f € R[Ih,...,T;,] homogéneo, vale f € ¢, < f(ay,...,0a,) =0.

Tanbém pela defini¢éo, Sg/;(1/J) = (R/D[T,...,Tal/a= R/J[T;,...,T], onde @ =
(i 0T o0y bio =1). Logo,

SR,/J(I/J) [T'J'JT?T]/(J? q!)‘r
onde & = (3, b;T3; 370 by € J). De fato, vamos definir o homomorfismo sobrejetivo

RIT,....Tn) -5 Sg (I/J)
T% —

™ —

=5 !;-3]

e vamos ver que Ker{p) = (J,¢).

- Ker(p) C (J.¢)

(’O(f(Tla " )) - 0 com le'J
ZE{TIil Tim Eﬂ.:}ZaITl

T) = SaTl T = el Ty =0 =
ZE(ZEER)=Ondeh_j(TI;---;Tn) € (R/J)n,....T;)]
3 by

ezajag—{}:zaﬂm Zh_( 1) =0=
foh=TaTit Zh (OobyT) € JT,.. T => f= (f=h) + b e(q).
}; eJ{T1,....Tn] eq’4

- (J,q") C Ker(p)

O, .., ) € (L) = f(T,...,Ta) = g(11,... ., Tu)+ 3 A (T b Th), com g € (T, ..., T
ey byos € J = (f(T1,...,T0)) = wlg(T,. .., Tu)+ (b (T, ..., TN b5 T)5 = 0+ 0 = 0.

Como
RIN=ReITOI’T*®---

temos
JRIN =J@JIT® JI’T? &

e, sendo JTR(I) o ideal gerado pelos elementos 7", com a € J temos
JTR(I) =JT @ JIT* e JI’T &
Logo,
(JITR(D =J(J+INT e (JI+IPT @ =J&JTeJIT 9 JI*T8 &

ou seja,

(J,JT) = {Z enThe, € JJIM1L
n=0

*Como 3 bijey € J, entdo ZE{’}_A =0 e, portanto, 3 bjjas €q e 3 b,; T =0.
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Portanto,
RINNIITYRI =R/JSI/JTO P/ IIT* o P/PIT & - -

Assim,
Spys(I/J) =2 RR(D/(J,JT). (IV.7)
Para verificar esse fato, defina 0 homomeorfismo
R[Ty,....,Th] 2 Re(/(J,JT)
T —

7 —

‘il%

Temos

o Ker(y) = {(J,¢'), onde ¢ = (31, bTy; iy bios € J)-

Como ¢ é homogéneo, basta tomar elementos homogéneos.

- Kef"(%b) C (J, qr)

Seja f(T%,...,T.) homogéneo de grau m > 1. (Se f tem grau 0, entdo f =r € R e
P(r) =7 = 0 implica que r € J C (J,¢').) Logo,

P(f(T1,..., 1)) = flan,...,@)T" = 0= flon,...,on) € JI = flon,...,on) =
s aigilen,... on), com a5 € J e gi(Th,...,Tn) homogéneo de grau m — 1 =
a; = Yo bigos = flon,...,an) = S5 Yimg bijaigi(on,. .., an) = h(Th,...,Ta) =
f(T,- - T) — i 2254 Tigi(Th, . .., Tn) € um polinémio homogéneo de grau m que
anula or,...,00 F A E Qe =q= 1 aTh Y cog =0) C ¢, Como

37 b Tigi(Th, .-, Tn) = Zgj(Tla-'-:Tn)(Z biihi)e Y byhied
7 i 7 i z

(pois ; bija; = a; € J), segue que

FTy . T) = k(T To) + 30 b Tigi(Th, .., Tn) €4 C (U, ).
i

— (J,q") C Ker(y)
fe(ng) = flT,....Tn) = g(Th,.... Tn) + 3, hi(T1, ..., Tn) (3 bi5T5), onde g; €
JT,. . Tal e bijos € J =2 (f(Th,..., Tn)) = flaaT,....oaT) = g(@aT, ..., aal) +
Shi(arT,. .., @ T baT) = glonT, ..., onT)+E hi(en T, . .., anTHY bija)T = 0.

e 1 é sobrejetiva
Dado 7 = 7o + 7id + 7aT% + -« + /1% € R(I)/(J,JT), temos que r; € I*, logo r; =
Ri(c,- .., an), onde R; 'é um polinémio homogéneo de grau . Logo, ¥(ro+ Ri (71, ... JTn) +
Ro(Tl,...,T) + -+ Re(Th,..., Tu)) = 7o+ Rilam,...,&)T+ R, ..., )T + - +
Rs(a_h"-s%)Ts:T_0+WT+ET2+"‘+ETSZ?.
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Por outro lado, € claro que

RpysI/Jy = Re(D)/ T, (IV.8)

onde J' ¢ o ideal de Ry () dos elementos 7 e, T™ com e, € JNI™. Para tanto, basta definir o

homomorfismo sobrejetivo
Rr(I) D Rgp(1/J)
STt > S T

que tem niicleo J':
YaIl=0em=08cnc]egelN"e) I el

Observemos que (J, JT} C J', pois JI* 1 C Jn 1"
FPortanto, SRKJ(I/J) = RR/J(I/J) & (J, JT) =JeJnt=JmL a

Proposicao IV.5.2 Sejam ay,...,a; uma R-segtiéncia ¢ f = ZLI a;b; um elemento do ideal
J=(a1,...,a1) tal que, para algum j=1,...,t,(J : bs) = J. Entdo Sp/;(J/(f)) = R/ (J/{(f))

Dem. : Suponhamos que f € J?, isto é, Z:f:laib?; = ZL] a;ci, com ¢ € J,Vi. Assim,

St (b —e)as = 0. Como (b, — et}ar = — 2 (b — ei)as € (a1,...,m—1) e a1,...,0; S50 uma
R-seqiidncia, entdo b — ¢ = Zﬁ;} diza; € J e como ¢ € J, segue que b, € J. Por indugio
em k, segue que by —cp € J e como ¢ € J, segue que b, € JVk = 1,...,t. Isso é absurdo,

pois b; € J = 1 € (J : b;) = J. Logo, a maior poténcia de f que pertence a J é 1. Portanto
(fNJ™ = (f)J* 1.8 Pelo Teorema IV.5.1, segue que J/(f) é de tipo linear, como querfamos. O

Exemplo IV.5.3 Vamos ver agora que a reciproca do Teorema IV.3.3 é falsa, com um contra-
exemplo.

Sejam R = k[X,V, Z,T|/{XT - Y?Z) = k[r,y,2,t] e I = (z,y) = (X,Y)/(XT —Y?Z). Pela
Proposicdo 1V.5.2, considerando f = XT —Y?2Z e J = (X,Y), temos que I é de tipo linear, pois
X,Y éuma k[X,Y, Z, T)-seqiiéncia e (J: T) = J.7 '

No entanto, x,y nio é uma d-seqiiéncia, pois como y°z = xt € (z) entdo z € (x : y*); mas
z ¢ (z : y), pols, caso contrdrio, teriamos zy = xzf(z,y,2,t) ¢ logo, ZY = Xf(X, Y, Z,T) +
(XT -Y2Z)g(X,Y,Z,T). Se pusermos X = 0, seguiria que ZY = —Y?2Zg(X,Y,2,T), o que é

absurdo.

§

o fre(finttre " o fre (!
e sfre(f) "t reJ = sfr € (f)N.T (pois f € J)

"E claro que JC{(J:T). Be fe(J:T)entdo Tf € J=(X,Y) ecomo X,Y,T é uma k[X,Y, Z, T]-seqiiéncia,
segue que f € J. Logo, .J={J:T).
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Apéndice A

Condicoes para Ker(R[T| — R|a/b]) ser

Gerado por Polindmios Lineares

Neste apéndice, nosso objetivo é mostrar que, dados a, b elementos regulares de um anel comuta-
tivo R, T' uma indeterminada ¢ 0 homomorfismo natural de anéis ¢4 : R[T] — Rla/b| que leva T em
a/b, se (a: b?) = (a: b), entdo Ker(y) é gerado por polinémios lineares. Para tanto, provaremos
alguns resultados.

Vamos considerar X = Ker{y). Entdo, K é gerado por polindémios lineares se K é gerado por -
B = {dT —e;d,e € R,0 # be = ad}. Para cada n € IV, consideremos T,, = (b,a)" N (p"*! : a).

Teorema A.1 As seguinies afirmagdes sdo equivalentes:
1.i} K = BR[T], isto €, K é gerado por polindmios lineares.
1.ii) (K, T)R[T]NR={(a:b)

Liii) T, C (5"),¥n > 0

Dem. :
1.1) = 1.ii) (K, T)RTINR2 (B,T)RTINE = ((a: b),TIRIT]NR = (a:b).
A sagunda igualdade vale, pois:
« f4Tge (B, T)R[T] = f = (dT—e)f’, f' € R[T) ebe = ad = f+Tg = (dT—e)f'+Tg =
—ef' +T(g+dffYee€{a:b)= f+Tg € ({(a:b), T)R[T]
erf+Tg € ({a:b),T)RTl,r £0,r €{a:b) = br =as #,s € R=rf+Tg =
(T —=r)(—f)+T(sf +g) € (B T)R[T]

1.ii) = 1.iii) Seja t € T, logo t = rpp18™ + rpa™ b+ -+« + 120l + 1% 7 € R e atfbay) =
—rg € R. Seja f(T) = r 1T + - + 7T + rg. Temos b1y f(a/b) = at + rpb™*! = 0, isto
¢ f(T) € K. Logo, ro € (K, T)RITINR = (a:b) e ~bry = (at/5*+1)b € (a). Assim, t € (bV)
e, portanto, T,, C (b"). |
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1.iii) = 1.i) Seja f(T) = r, 7"+ --- + ro € K. Para mostrar que f(T) € BR[T), vamos usar
indugéo em n e podemos supor que n > 1. Sejat = rpa™ 1 4r,_1a? b4 - Froab? 24 pn L
Entdo, 0 = b f(a/b} = mha™ + - + r1ab™ 1 + rgb™ = at + rb”, logo at = —rph", o que
implica que ¢ € (b”,a). Portanto, t € T,,_; = {(b,a)* 1N (" : a) C (J1) por liii) e
—rgb/a =t/b""1 € R. Assim, g(T) = r, T 1 + - - + 19T + (r1 + ro{b/a)) € K, pois gla/b) =
e /B 4 b ra(a/b) e — (@™ ) — - —ro(a@b™ 2 ) — (BT = 0
e pela indugdo g(T") € BR[T]. Portanto, f(T) = Tg(T) — (ro(b/a)T — ry) € BR[T). O

Corolario A.2 As seguintes afirmacdes sGo eguivalentes:
2.i) K ¢ gerado por polindmios lineares
2.ii) (a/b)R[a/bNR=(a:b)
2.ii1) Ula(b,a)" : 571) = (a1 b)
Dem. :
2.i) & 2.ii) Pelo Teorema A.1, temos que 2.4) <> 1.ii). Vamos entdo mostrar que 1.ii) < 2.4).
Lii) = 2.ii)
e rca:b) = (K T)RITINR=v(r)=rc(a/b)Rla/b) N R
e a/bf(a/b) € RN (a/b)R[a/b] = a/bf(a/b) =1 € R = afla/b) = br = fla/b) €
(b:a) C R = bla/bf(a/b)] = af(a/b) € (a) = a/bf(a/b) € (a: b)
2.ii) = L.if)
erc(a:b)=rcafbRla/biNR=r=y (r) e TRITINR C (K, T)R[T|NR
erc(K,TR[TINR=r=f+Tqg fK=r=1(r)=a/bgla/b) € a/bRla/b}NR
2.ii) < 2.iii) Basta mostrar que [ J(a{b,a)™ : 5™*1) = (a/b)Rla/b] N R.

o a/bfla/b) € R, f(T) € RT] = f(T) = o+ T+ + 01" = flafh) = ag+a1a/b+
ctan(a/b)" = a/bf(a/b) = apa/b+onal /B4 - ana® BT = 5 /b f (a /b)) =
apab™ + a2t + ot @pa™ = alogh™ + @ab™ !t -+ apa®) € alba)t =
a/bf{a/b) € Ula(b,a)" : b"*1)

o 7 e lad, a) : 071 = 7l € a(b, ) = B Tlr = alreh™ + mab™ ! + -+ 4 rpa®) =
r=a/b{rg + ra/b+ -+ rala/b)") = a/bf(a/b), f € R[X] = r € a/bRa/b] O

Corolério A.3 Se (a:b) = (a: b?), entdo K € gerado por polinémios lineares,
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Dem. :

Afirmagao 1: (a:b) = (a:5%) = (a:b) = (a:b"),¥n > L.
De fato, é claro que (a : b) C (a: b"] e temos que:
rE€(a:b") =r=p0"rcla) > refa: ) ={a: ) =bt""rec(a)=" =
bre{a)=rec(a:b)
Afirmagao 2: J(a(b,a)* : 5"} = (a: b)
e r € U(a(b,a)™ : B*) = Tn; b0 r = a(rgh® + rib" la+ - + 1) = e € (o) =
rea: ") = {a:b).
erc(a:b)=>bre(a)=>br=ad,dc R=(b,a)" = r € (a(h,a)’:b) C
U(alb, )™ : o7°F1).

Pelo Corolario A.2, segue que K & gerado por polindmios lineares. 0O
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