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RESsuMO

O problema de viabilidade convexa é um campo fértil de pesquisa que deu
origem a uma grande quantidade de algoritmos iterativos, tais como POCS, ART,
Cimmino e uma miriade de variantes. O motivo para tal interesse é o amplo leque
de aplicabilidade que algoritmos gerais para a solugdo de problemas desse tipo
podem alcangar. Dentre tais aplicacdes encontra-se a reconstrucdo de imagens em
tomografia, caso que geralmente apresenta uma estrutura especial de esparsidade
e tamanhos gigantescos. Também bastante estudados por seu interesse prético e
tedrico sdo problemas envolvendo a minimizagdo irrestrita de fungdes convexas.
Aqui, novamente, a variada gama de aplicacdes torna impossivel mencionar uma
lista minimamente abrangente. Dentre essas a tomografia é, outra vez, um exemplo

de grande destaque.

No presente trabalho desenvolvemos uma ponte que permite o uso de uma
variedade de métodos para viabilidade em conjunto com algoritmos de otimizacdo
para obter a solucdo de problemas de otimizagdo convexa com restri¢des. Uma teoria
geral de convergéncia é apresentada e os resultados tedricos sdo especializados em

métodos apropriados para problemas de grande porte.

Tais métodos sdo testados em experimentos numéricos envolvendo reconstrucdo
de imagens tomograficas. Esses testes utilizam-se da teoria de amostragem com-
pressiva desenvolvida recentemente, através da qual conseguimos obter resultados
sem par na reconstrugdo de imagens tomogréficas a partir de uma amostragem

angular altamente esparsa da transformada de Radon. Imagens obtidas a partir de
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dados simulados sdo recuperadas perfeitamente com menos de 1/20 das amostras
classicamente necessdrias. Testes com dados reais mostram que o tempo de uma
leitura sPECT pode ser reduzido a até 1/3 do tempo normalmente utilizado, sem

grande prejuizo para as reconstrucdes.



ABSTRACT

The convex feasibility problem is a research field which has originated a large
variety of iterative algorithms, such as pocs, ART, Cimmino and a myriad of variants.
The reason for such interest is the wide array of applicability that general algorithms
for this kind of problem may reach. Among such applications there is tomographic
image reconstruction, instance that generally presents a special sparsity structure
and huge sizes. Also widely studied because its practical and theoretical interests are
problems involving unconstrained minimization of convex functions. Here, again,
the huge array of applications makes it impossible to mention even a minimal list.
Among these, once more, tomography is a major example.

In the present work we have developed a bridge that allows the use of a variety
of methods for feasibility in conjunction with optimization algorithms in order to
obtain the solution for convex optimization problems with restrictions. A general
convergence theory is presented and the theoretical results are specialized into
methods useful for large scale problems.

These methods are tested in experiments involving tomographic image recons-
truction. Such tests make use of the recently developed compressive sensing theory,
through which we have been able to obtain unmatched results in tomographic image
reconstruction from highly sparse angular sampling from the Radon transform.
Images obtained from simulated data are perfectly reconstructed using less than
1/20 from the classically needed. Tests with real data show that the time of a sPECT

scan can be reduced to 1/3 of the usual, without too much image deterioration.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os resultados expostos na presente tese compdem duas partes relativamente
independentes, mas com um elo em comum entre si: a tomografia computadorizada
como aplicagdo. O capitulo 2 é dedicado a um estudo teérico de uma nova classe
bastante geral de algoritmos para otimizagdo convexa. Tal classe contém diversos
métodos, dentre os quais alguns que vém sendo utilizados em reconstrucdo tomo-
grafica de imagens e versdes generalizadas desses. Essa parte tem um interesse
primariamente tedrico, mas apresenta alguns resultados numéricos obtidos com
casos especiais dos algoritmos expostos. Eles servem tanto para dar uma idéia do
comportamento tipico dos métodos apresentados como para suavizar a transi¢do
para a proxima parte do texto.

No capitulo 3 discutimos a aplicagdo da que recentemente se tornou conhecida
como “teoria de amostragem compressiva” em tomografia por emissdo. Os resulta-
dos sdo extremamente positivos, indicando que uma drdstica redugdo no tempo de
aquisicdo de uma leitura tomografica é possivel. Nesse capitulo ndo sdo encontrados
desenvolvimentos tedricos inéditos, mas o potencial da nova aplicacdo é bastante
grande. Essa parte também valida numericamente os resultados obtidos no capitulo
anterior pois a maioria das reconstrugdes é obtida por meio de um algoritmo que é

um caso particular deles.
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Antes de iniciar a exposi¢cdo dos resultados originais, entretanto, uma breve
apresentacdo do assunto se faz necessdria. Tal é o papel do restante desta introdugao.
Nela discutimos os fundamentos matemaéticos da tomografia computadorizada,
apresentamos algumas técnicas tomogréficas comuns e chegamos a uma férmula
analitica para a solugdo do problema mais bésico. O algoritmo de retroprojecdo
filtrada é apresentado com um nivel razoével de detalhe. Depois discutimos métodos
iterativos utilizados na solucdo de problemas em tomografia e correlacionamos eles
entre si de uma forma que procura mostrar o desenvolvimento que culminou nos

resultados teéricos que compdem o nticleo do préximo capitulo.

1.1 A TRANSFORMADA DE RADON

A formulacdo matemadtica do problema mais trivial em tomografia computa-
dorizada tem uma solugdo analitica conhecida desde 1917, quando a mesma foi
publicada por Johann Radon. Para detalhes o leitor pode verificar as notas biblio-
graficas em [51, seqdo 11.7]. A presente secdo é dedicada a uma apresentagao dos
principios bédsicos da modelagem matematica; uma solucdo analitica serd obtida em
secOes posteriores.

O problema matematico fundamental que modela a obten¢do de imagens através
das técnicas de tomografia computadorizada remonta a recuperar uma fungdo
f :R? — R a partir do conhecimento de suas integrais de linha ao longo de retas.

Mais especificamente, queremos determinar f dada a seguinte fungdo de (6, ¢t):

RIFIO) = [ F(E(558) +5 (75)) ds: (1)

Também podemos denotar Ry[ f](t) := R[ f](6,t) ou, quando ndo houver ambigiii-
dade com relagdo a f, pg(t) := Ry f](t). A fungdo py = Ryl f | é conhecida como
uma projegdo de f.

A aplicagdo f — R[ f] é conhecida como transformada de Radon ou simplesmente

TR, aqui no caso especial do plano. Para trés ou mais dimensdes a transformada de
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Radon é generalizada através de integrais sobre hiperplanos, mas para a reconstrucdo
de imagens tomograficas tridimensionais ainda teremos os dados fornecidos como
integrais através de retas. Por esse motivo a transformacdo que leva uma fungao
ao conjunto de suas integrais de linha é conhecida como transformada dos raios x ou
transformada da tomografia, enquanto “transformada de Radon” refere-se a integrais

sobre hiperplanos.

Como nos concentraremos no caso bidimensional, onde ambos conceitos coinci-
dem, podemos utilizar os dois termos indistintamente. Além de razdes historicas,
contribui para a preferéncia do termo “transformada de Radon” o fato do conheci-
mento da transformada dos raios x implicar, por integracdo, o conhecimento da TR e,
portanto, saber inverter essa tltima é um problema mais fundamental do que o de

inverter a transformada da tomografia.

Para compreendermos melhor o significado geométrico da defini¢cdo da transfor-
mada de Radon, vejamos um exemplo. Podemos apresentar f como uma imagem se
exibirmos o seu valor em cada um dos pontos do plano de acordo com uma escala
de tons de cinza (ou de cores), assim como na figura 1. Nesse exemplo usamos o
phantom de Shepp-Logan, uma imagem artificial composta por uma soma de fung¢oes
indicadoras de elipses (veja uma descricdo em [43]). A barra a direita na figura ndo
taz parte do phantom, mas serve para orientar sobre a escala utilizada. Ainda pode-
mos ver, sobrepostos a imagem, os eixos ¢, x, y e parte do caminho de integragdo para
um dado par (6,t’), que aparece como o segmento de reta tracejado. Comparando
os eixos e segmentos do desenho com a definicao fica facil compreender os papéis
defet' em R[f](6,t): o angulo 6 determina a inclinagdo do eixo t com relagdo a
horizontal e a integral da funcdo é efetuada sobre a reta perpendicular a esse eixo
que passa por t = t'. Para completar, na parte superior da figura apresenta-se um
gréafico de Ry[ f](t) como fungdo de t. O gréfico foi girado de forma que ambos
eixos t tenham direcOes coincidentes, assim as influéncias das diversas caracteristicas

da imagem na transformada ficam evidenciadas.
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Da defini¢do (1.1, pg. 20) é 6bvio que R[ f] é 27t-periddica em 6. Além disso,
ndo é dificil chegarmos a conclusdo de que R[f]|(0 + m,—t) = R[f](6,t), de
forma que vemos que a informagédo além da faixa 6 € [0, 7) é redundante para o
conhecimento da Tr. Na figura 2 podemos ver a transformada de Radon do phantom
de Shepp-Logan; esse tipo de representacdo de R|[ f ] como uma imagem no plano
§ x t é conhecida como sinograma. Para ilustrar a propriedade de “reflexdo” da
transformada mostramos o intervalo 6 € [0,27]. Note a linha pontilhada passando
pela projecdo mostrada na figura 1.

A transformada de Radon pode ser utilizada para encontrar retas em imagens e
variagOes dela sdo usadas para a deteccdo paramétrica de figuras geométricas. Para
nds, entretanto, essa transformada ndo é um instrumento, mas sim a forma como os
dados do problema sdo apresentados. Para sermos capazes de reconstruir a funcao,
devemos poder partir da figura 2 e chegar a imagem mostrada na figura 1, ou seja,

desejamos formas de calcular a inversa R ..

1.1.1 TRANSFORMADA DE RADON ATENUADA

Algumas modalidades de tomografia computadorizada ndo sdo modelaveis pela

TR. Nesses casos pode ser util introduzir a transformada de Radon atenuada:
RE[f1(6,t) := / f(td+s9')e” S 81818 dr g o (1.2)
R

onde # = (£58) e d = (7 n%). Nao discutiremos solucdes analiticas para a
inversdo da TR atenuada, as quais apenas recentemente foram desenvolvidas [46, 54].
Ao invés disso limitaremo-nos a estudar uma férmula para a inversdo da Tr e
voltaremos diretamente a nossa atenc¢do para os algoritmos iterativos, que possuem
uma gama de aplicabilidade muito maior do que a dos métodos analiticos.

Na préxima secdo discutimos aspectos basicos de alguns dos exemplos mais
comuns de aplicagdes das duas transformadas descritas nesta se¢io em tomogra-

fia. Nesses métodos a aquisi¢do dos dados corresponde, ao menos de maneira

aproximada, a aplicagdo da TR (ou TR atenuada) na imagem desejada.



1.1 A TRANSFORMADA DE RADON 23

FIGURA 1 — Geometria da transformada de Radon no plano. A linha tracejada representa o
caminho de integracdo de R[f](6,t'). Também pode ser visto o gréfico da projegdo Ry f |
posicionado de acordo com o dngulo em que ela foi tomada.

0.5541

0.4156

0.2770

(1'0) [ flu

0.1385

0.0000

FiGura 2 — Transformada de Radon do phantom de Shepp-Logan. Este é o sinograma da TrR
do phantom de Shepp-Logan, calculado com o auxilio de (a.2, pg. 133) e (A.1, pg. 129). A
linha pontilhada mostra a proje¢do da figura 1.
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() (8)

FIGura 3 — Tomografia por Transmissdo: (a) Exemplo de leitura por feixes paralelos; (B)
Feixes divergentes.

\(HHHH\HH\HHHHHHHHHHM\HHHH\HHHHHHHHH\H]\

(a) (8)

FIGUrA 4 — Tomografia por Emissdo: (a) Exemplo de leitura PET; (B) Esquema de leitura
SPECT.
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1.2 TOMOGRAFIA COMPUTADORIZADA

Atualmente é comum para diversos fins de diagnéstico médico submetermo-nos
a radiografias. Esse tipo de exame é capaz de mostrar estruturas internas do corpo
do paciente de forma praticamente nao invasiva e relativamente barata. A imagem
radiogréfica, técnica com 6bvia utilidade médica, foi a primeira aplicacdo prética dos
raios x, tendo sido popularizada imediatamente ap6s a descoberta desses tltimos
em 1895 pelo fisico alemdo Wilhelm Conrad Rontgen.

Os raios x sdo capazes de atravessar a matéria, mas quanto maior o nimero
atdmico do elemento quimico percorrido pelo raio maior é a taxa de absorcdo da
radiacdo pelo meio. Dessa forma, numa radiografia, quando o raio atravessa meios
mais leves chega mais intenso ao filme sensivel do que quando passa por elementos
de grande ntimero atdmico. Af reside o potencial da técnica, j&4 que diferentes
compostos terminam por aparecer com intensidades diversas na imagem registrada
no filme. Ossos sdo 6timos exemplos de 6rgaos que podem ser estudados facilmente
dessa maneira porque atenuam muito mais a radiacdo do que os tecidos mais macios
ao seu redor e essa caracteristica é responsavel por destacd-los na imagem obtida.

A imagem radiografica apresenta a contribuicdo de todos os objetos que absorvem
a radiacdo presentes entre o emissor de raios x e o filme sensivel, o que torna a
visualizacdo de objetos didfanos rodeados por outros mais densos dificil. Uma
pergunta surge entdo naturalmente: caso fosse possivel obter radiografias a partir de
um ntmero suficiente de dngulos, conseguiriamos reconstruir matematicamente a
taxa de atenuagdo em todos os pontos no interior do objeto? A resposta, felizmente,
é sim e essa é a idéia por trds da tomografia computadorizada. No restante desta segdo
e na proxima, entretanto, ainda ndo nos preocuparemos com a reconstrucdo, mas
sim com o processo de aquisi¢do dos dados e a modelagem do mesmo.

O termo tomografia, por si s6, designa originalmente qualquer técnica ndo destru-
tiva destinada a obter imagens do interior de um objeto de estudo dado. O método

utilizado (com raios x) antes do advento da tomografia computadorizada baseava-se
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em principios simples de geometria projetiva para eliminar influéncias de fora do
plano de interesse, mas foi suplantado por técnicas de reconstru¢do matemadtica tdo
logo os computadores ficaram baratos e poderosos o suficiente para dar conta da
carga computacional demandada pela aplicacdo. Hoje em dia “tomografia” é quase
sindnimo de “tomografia computadorizada” e é com esse sentido que utilizamos o

termo daqui por diante.

1.2.1 TOMOGRAFIA POR TRANSMISSAO

A mais antiga técnica de tomografia computadorizada é aquela baseada nos
raios X. As medidas tomadas por um tomoégrafo desse tipo consistem nas intensida-
des detectadas de um feixe de raios x que atravessa o objeto de estudo em diversas
posicdes e dire¢des. O que interessa dessas medidas sdo, na realidade, as razdes
entre as intensidades detectadas e as dos feixes emitidos, pois elas nos fornecem as
exponenciais negativas dos valores das integrais do coeficiente de atenuacédo linear
ao longo das trajetdrias dos raios x. A partir de um conjunto de dados desse tipo
somos capazes de reconstruir matematicamente tal coeficiente nos pontos interiores
do objeto, conforme veremos mais adiante.

De um modo geral, quando a leitura tomografica consiste em transmitir algum
sinal através do objeto de estudo para assim obter informacado sobre a integral da
quantidade de interesse ao longo do caminho percorrido pelo sinal, falamos em
tomografia por transmissdo. Em particular, o exemplo que mencionamos no paragrafo
anterior é conhecido como tomografia por raios x. Nesse caso especifico, 0 caminho
percorrido pelo sinal enviado é uma reta. Muitas outras modalidades tomogréficas
também usam sinais que percorrem uma linha reta, o que lhes torna tratavel através
da transformada de Radon.

Com relagdo ao modelo fisico, se denotarmos a intensidade emitida por I, e a

detectada por I;, temos, de forma simplificada, para a tomografia por raios x:

I

10gé =RI[f1(6,1),
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onde ¢ é uma constante relacionada a distancia emissor/detector e R [ f | é a trans-
formada de Radon (1.1, pg. 20), figura 1. Em se¢des posteriores apresentaremos
algoritmos eficientes que nos permitem aproximar f a partir de amostras de R [ f |.

A forma de amostragem utilizada numa leitura de tomografia por transmissao
pode trazer importantes conseqiiéncias praticas. Vejamos os exemplos ilustrados na
figura 3, onde dois esquemas para a construcdo de um tomografo por transmissao
podem ser vistos. No da esquerda sdo necessdrios diversos emisores direcionais, ou
um tinico que se mova. A primeira hipétese encarece o aparelho enquanto a segunda
prolonga o tempo de um exame. Esse tipo de geometria de aquisigdo é conhecido
como leitura por feixes paralelos. Além disso, uma leitura completa compreende
medidas efetuadas a diversos angulos distintos e isso significa que todo o aparato de
emissores e detectores (ou o objeto de estudo, o que pode ser muito inconveniente)
deve ser girado por algum sistema mecanico.

O esquema a direita, entretanto, exibe uma solu¢do mais engenhosa: ali vemos um
Ginico emissor capaz de iluminar toda uma regido em formato de leque e um conjunto
de detectores apropriadamente dispostos para captar as intensidades incidentes.
Dessa forma a necessidade de emissores extras foi eliminada sem acréscimo para
a duracgdo do exame. Além do mais, todos os elementos estdo dispostos em um
circulo, facilitando a construgdo de um conjunto que gire para a aquisicio dos dados.
Essa geometria é conhecida como leitura por feixes divergentes e é a utilizada nos

tomografos por raios x atuais.

1.2.2 TOMOGRAFIA POR EMISSA0O

Meétodos de tomografia por transmissdo costumam ter como objetivo estudar a
constituicdo fisica de um objeto. Em aplica¢des médicas da tomografia por raios X,
por exemplo, a anatomia de 6rgdos internos pode ser investigada pois eles possuem,
entre si, coeficientes de atenuacgdo diferentes e isso nos permite identifica-los em
imagens obtidas por essa técnica. Em outros casos, porém, nosso interesse em

um exame tomogréﬁco pode ir além da anatomia. Em muitas circustancias o
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metabolismo pode ter maior interesse, em outros casos podemos desejar acompanhar
a dindmica de um medicamento in vivo.

A idéia da tomografia por emissdo é a de detectar eventos ocorridos no interior do
objeto de estudo. Tais eventos costumam ser indicador de algum tipo de atividade
e devem emitir sinais detectdveis de fora do objeto. Em aplica¢des médicas, as
emissdes sdo causadas por decaimento radioativo de algum marcador introduzido
no paciente. A maioria dos elementos possui algum equivalente quimico radioativo
que, ao decair, emite radiagdo detectavel por equipamentos apropriados. Se tais
substitutos radioativos forem introduzidos em compostos que sabidamente tomam
parte em algum processo metabdlico que desejamos acompanhar, o conhecimento
da sua distribuicdo dentro do paciente pode ser de extrema valia. Dois exemplos de
modalidades tomograficas utilizam-se desse expediente: a tomografia por emissio de
positrons, conhecida como PET e a tomografia por emissdo de foton iinico, ou SPECT.

Na PET, como indicado pelo nome, a radiacdo emitida pelo marcador é um
positron. Essa particula interage, ap6s viajar alguns milimetros, com um elétron
em uma reacdo onde ambos aniquilam-se dando origem a dois fétons viajando em
dire¢des (aproximadamente) opostas com uma energia bem definida. Se dispusermos
detectores em volta do objeto de estudo, conforme ilustrado na figura 4A, poderemos
detectar (quase) simultaneamente um par de fétons e deduzir a regido do espago
onde ocorreu a emissdo do poésitron. Na figura, essa situacdo é exemplificada
pela coincidéncia detectada no par (13,31) de detectores. O fato da detec¢do néo
ser exatamente simultanea abre a possibilidade de utilizarmos o tempo entre as
excitacoes dos detectores como informagdo durante a reconstrucdo. Essa informacao
também pode ser 1til no caso de mais de duas detec¢des (quase) simultaneas.

Outros efeitos estdo presentes em uma leitura de PET. O mais evidente é o causado
pela atenuagdo, como exemplificado pela deteccdo isolada ocorrida no elemento
de nimero 7, na figura 4A. Esse efeito é responsavel pela diminui¢do da relagdo
sinal /ruido da PET, mas pode ser modelado de forma simples se alguma informagao

extra sobre a imagem for fornecida — geralmente uma leitura de tomografia por
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transmissdo. Outro efeito fisico, o espalhamento, pode causar emparelhamentos
errdneos, tais como o dos detectores (21,40). Porém, uma vez que a energia dos
fétons emitidos em uma aniquilagdo elétron-pésitron é bem determinada (511 KeV)
e a particula espalhada perde energia, é facil detectar erros como esse e modelar o
fendmeno junto com a atenuacao.

Muitas das emissdes em uma leitura PET sdo ignoradas porque geram pares em
que ao menos um dos fétons ndo estd em rota de colisdo com o arranjo de detectores.
Isso acarreta um menor nimero de deteccdes, o que diminui a qualidade dos dados.
Uma solugdo parcial para o problema é utilizar diversos anéis de detectores arranja-
dos como um cilindro e considerar as coincidéncias entre detectores de diversos anéis
na reconstrucdo; tal expediente diminui as perdas de coincidéncias, contribuindo
para uma diminui¢do do ruido estatistico. Pode-se transformar matematicamente
uma reconstrucdo de PET tridimensional em uma série de reconstrugdes no plano
mantendo o nivel de qualidade e minimizando o custo computacional [29].

Desconsiderando a largura da tira que une dois detectores quaisquer podemos
assumir que o nimero de detec¢des contadas em cada par é proporcional a integral
da concentragdo de radioisétopo ao longo da reta que liga o par de detectores, exceto
por um fator devido a atenuacgdo. Se f for a concentracdo desejada e g o coeficiente

de atenuacdo linear do objeto de estudo temos:
nilkeR[gKGi,k/ti,k) — R [f] (ei,kl ti,k)l

onde 7, é o nimero de coincidéncias detectadas no par (i,k), g representa o
coeficiente de atenuagdo linear do objeto e f é a fungdo que desejamos reconstruir. A
exponencial do lado esquerdo da equacdo é facilmente obtida através de uma leitura
por transmissdo (muitos tomoégrafos PET embutem a funcionalidade de um tomégrafo
por raios X e sdo conhecidos como PET-CT), nos deixando com um problema idéntico
ao de tomografia por transmissdo. A dificuldade aqui é o menor controle sobre a
geracdo do sinal utilizado, o que invariavelmente resulta em uma aquisi¢do de dados

menos precisa do que a obtida por métodos como a tomografia por raios x.
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Por fim, apresentamos a SPECT, cujo principio de funcionamento é similar ao da
PET. A diferenca é que, ao invés de emitir um pdsitron, os radioisétopos utilizados
geram um raio gama ao decair. Esse foton serd detectado por cameras posicionadas
em torno do paciente, como no esquema da figura 48. Essas cameras possuem coli-
madores que permitem apenas a passagem de fétons vindos de uma determinada
direcdo, fornecendo assim a informacgado necessdria para que a reconstrucdo seja
possivel. Tal expediente acaba por resultar em um desperdicio de fétons. Se compa-
rada a SPECT, a PET possui a vantagem de capturar todas as emissdes ndo atenuadas
que geram fétons no plano do anel de detectores, ao passo que na SPECT, grande
parte dos foétons com trajetdrias coplanares a camera é desperdigada. Esse esquema
também torna impossivel realizar uma leitura verdadeiramente tridimensional de

SPECT; tudo que podemos obter é uma seqiiéncia de fatias bidimensionais.

Os mesmos efeitos de espalhamento e atenuacdo da PET manifestam-se na SPECT
(veja ilustragdo na figura 4B), mas no segundo caso a matematica torna-se mais sutil
do que no modelo da PET. A razdo para isso é que a atenuagdo nado é constante ao
longo de um possivel caminho de integragdo, ja que fétons emitidos em pontos mais
distantes do detector possuem uma chance maior de sofrer atenuagdo. J4 ndo é mais
possivel separar a atenuagdo e ficar com uma transformada de Radon simples, é

necessdrio valermo-nos da transformada de Radon atenuada, R¢ | f |, definida em

(1.2, pg. 22):

Mgt = R3[f1(0,1),

onde ngy; é o namero de fétons contados na posi¢do t com a cdmera no angulo 6,
g é o mapa de atenuacgdo e f é a fungdo a ser reconstruida. Deve ser notado que,
mesmo dado g, a reconstrugdo analitica de f a partir de R8[f]| é um problema
mais complexo do que o de inverter R [ f], cuja solugdo foi publicada somente
em 2002 [46, 54]. Antes desses resultados, apenas métodos iterativos, baseados na
discretiza¢do da transformada, costumavam ser aplicados para reconstrugdo com g

conhecido. Existem, por outro lado, métodos para reconstrugdo sem o conhecimento
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de g [13] que, em principio, funcionam para PET e SPECT, mas os procedimentos sdo
numericamente instdveis e dependem de ajuste fino de parametros para funcionar.

Por todos os motivos recém-discutidos, uma tomografia por emissao de pésitrons
possui uma precisdo maior do que uma por emissdo de féton tnico. Porém, a
tltima técnica ainda é bastante popular por utilizar aparelhagem de custo menor e
por permitir o uso de radioisétopos de meia-vida mais longa, tornando possivel a

instalagdo de tomoégrafos mais distantes de centros produtores de radiofarmacos.

1.3 A TRANSFORMADA DE RADON NO ESPACO DE FOURIER

Nesta secdo apresentamos um simples e interessante resultado que relaciona
uma projecdo com a imagem no espaco de Fourier. A transformada de Fourier de
uma projecdo € igual a uma “fatia” da transformada de Fourier da imagem, o que

permite o desenvolvimento de férmulas de inversdo para a transformada de Radon.

1.3.1 TRANSFORMADA DE FOURIER

Aproveitamos para nos recordar da transformada de Fourier F|f] (ou f) de
f:R—C:
= x)e “rdx.
[ £
A partir daqui denotaremos 1 := \/—1. A transformada inversa de Fourier F~'[ f] da

funcdo f : R — C é definida de forma semelhante:

FUF () = 52 [ fl@)ede.

Se denotarmos por (x| z) o produto interno entre x, z € R”, o par transfor-

mada/inversa pode ser definido para fungdes f : R" — C da seguinte forma:

Flfl@) = f()*”"'x x.

o (@) Wolda.
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Também nos referimos a F| f | como a representacdo de f no espago de Fourier ou
no espago da freqiiéncia.

Sob hipéteses adequadas sobre a fungdo f, a transformada inversa de Fourier
recupera a fungdo original de forma que F~! [/?] = f. Nao discutiremos tais
hipéteses aqui em sua maior generalidade. Ao invés disso assumiremos, quando
necessario, que f, f € L., caso em que a propriedade de inversdo é valida, pois
nossos propodsitos sdo meramente ilustrativos.

Bastante importante é a representacdo de convolug¢des no espago de Fourier.

Definimos f * g, a convolucdo de f com g, como a seguinte integral:

/f (x—t)d
/‘“"x/f (x — t)dtdx

:/ / e W (1)e W g(x — t)didu
_/ e (1) / —(x =t o(x — t)dxdt
_ / () / —10% o () dxdt

= (f8) (w).

Portanto, no espago de Fourier convolugdes tornam-se simplesmente produtos.

—

Se avaliarmos f * ¢ teremos:

1.3.2 TEOREMA DA FATIA DE FOURIER

Ap0s essas preliminares podemos enunciar e demonstrar o conhecido

TEOREMA 1.3.1 (da fatia de Fourier, da projecdo). Seja f : R? — C € LL,, entio

R2”

po(w) = j?(w cosf,wsenb).

Demonstracdo. Denotemos @ = w (C059 ) Comecamos por recordar a defini¢ao de

sen f
f(@):

j?(w cosf,wsenf) = f(w) = f( e (@1%) qx.
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Agora efetuamos uma rotacgdo no sistema de coordenadas através da mudanga de

(Senf cont ):

= [, FMptye @Mt e

Notemos que (@ | M9t> = wty, de forma que temos:

@) = [ F (1 (29) +12 () et (13

Podemos, por outro lado, avaliar py:

po(w) 2/ pe(tr)e “dh
_/ / At (5n6) 12 (C5")) diae "ty

= [ [ A (8) 12 (380 ety

Diante da hip6tese de que f € Ll

variaveis x = Myt onde My =

Re- fica claro que a integral em (1.3) existe
e pode, pelo teorema de Fubini, (veja, por exemplo, [45, pg. 359]) ser avaliada
pela seqiiéncia de integra¢des unidimensionais acima, de onde concluimos que

Po(w) = f(w cos 6, wsenb). =

O conhecimento de py(w) para qualquer par (6, w) permite, portanto, que conhe-
¢amos ]?em qualquer ponto. Utilizando a transformada inversa de Fourier é entdo
possivel reconstruir a imagem. Métodos que reconstroem a imagem preenchendo as
amostras necessdrias no espaco da freqiiéncia por interpolacdo das amostras radiais
fornecidas para depois utilizar a transformada inversa de Fourier sdo conhecidos
como métodos de Fourier e tém a reputacdo de apresentarem uma reconstrucdo de
qualidade inferior a dos algoritmos que apresentaremos na sec¢do a seguir. Por essa
razdo ndo discutiremos tais métodos aqui, se houver interesse o leitor pode se dirigir

a [52] para maiores detalhes.

1.4 RETROPROJECAO FILTRADA

Uma outra maneira de inverter a TR via sua representa¢do de Fourier é escrever

F~1[f] em coordenadas polares. Dessa forma o teorema da projecio pode ser
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aplicado diretamente sem necessidade de interpolagdo no espaco da freqiiéncia,
passo que introduz a maior parte dos problemas observados nas reconstrugdes
obtidas pelos métodos de Fourier.

Agora ja temos condi¢des de propor uma férmula para a inversao da transfor-
mada de Radon que sera utilizada no algoritmo de retroprojecio filtrada logo a seguir.
A expressdo “retroprojecdo filtrada” serd também expressa pela sigla ¥Bp, advinda

do termo em inglés filtered backprojection.

PROPOSIGAO 1.4.1 (retroprojecdo filtrada). Suponha que f, j? € L]1R2. Entdo vale a

seguinte formula:

Py (x1 cos 0+x; sen 6)
2n /O . / w dwdo. (1.4)

Demonstragido. Comecamos escrevendo a formula de inversao de Fourier em coorde-

nadas polares. Para tanto utilizamos a mudanga de varidveis @(w, 0) = (gggﬁz ), da

qual o determinante jacobiano é w [56, teorema 8.28]:

£ = FF)) = g [ S@)ed

1

|w|f(( 6))e! 12 dgdw

)? /[0 27] %
)2 /[ ] |w|f(w cos Q’wsene)ezw(xl cosB—I—xzsen@)dew'
Agora utilizamos o teorema da fatia de Fourier para obter:

1
_ = 1w(xq cos 0+x; sen ) dodw.
FO) = e fom, [P0 w

~

Como pg-(t) = pg(—t), temos que Py (w) = Po(—w) e podemos reescrever a

27T
_ 1
— (27m)2 Jiopn] xR,

integral:
1
flx) = 2n)2

Uma vez que f € L}

/[ | |w‘l/9\9(w)ezw(x1cosGerzsenH)dedw'
0,71 xR

vemos que |w|pg(w) € Ly, ;. g € portanto, a integracao

1
[0,71]
pode ser dividida em uma seqiiéncia de operag¢des unidimensionais para concluir-

RR2’

mos:

— 1 = 1w (xq cos 0+x; sen6)
f(x) = o) /[Oln]/]R\w\pe(w)e dwde. O
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Na férmula acima a integragdo interna pode ser reconhecida como uma operac¢do
de filtragem, ou seja, uma multiplicagdo no espaco de Fourier (é o que basta para
nossos propositos). Por isso definimos a projegdo filtrada, a qual denotaremos por
P(0,t) ou Py(t):

1
Py(t) := — 7 wdew.
b(1) = 5 [ lolpo(w)e™d

Se denotarmos Q(w) := |w| teremos uma forma mais compacta para essa defini¢do:
Po(t) = F ' [Qpe] (1).

A férmula de retroprojegio filtrada (1.4) pode ser dada entdo por:

1
flx) = gy /[O,n} Py(x1 cos + xp sen6)d6. (1.5)

Note que o caminho de integracdo para R[ f ](60, x1 cos € + x; sen 6) passa por x e
a integral acima representa a soma de Py avaliada nos pares (6,t) cujas integragdes
em R[f](6,t) passam por x. Essa operacdo é conhecida como retroprojecio (dai o
nome dado a férmula acima) e é importante o suficiente para merecer uma notacao
propria:

R*[f](x) = /[o,n] £(60,x1 cos 0+ xp sen6)de.

A notagao * é devida ao fato da retroprojecdo ser o operador adjunto da transformada

de Radon no sentido de que

fo R RUN@ s 0d0at = [ FoR" (5] (x)dx

Sob tal notacdo temos uma forma mais compacta da férmula de inversao:

f(x) = R*[P] ().

Essa formula pode ser considerada como um caso especial da seguinte identidade

[51, teorema 11.1.3]:
R [g]xf=R[g*R[f]].
Portanto, se escolhermos a fun¢do g de forma que R* [ g| aproxime-se da distri-

buicdo ¢ (a identidade da convolugdo), teremos R*[g+*R[f]] ~ f. Essa nova
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interpretacdo nos permite variar o filtro que desejamos utilizar na reconstrucdo. Para

uma discussdo acerca das possibilidades comumente encontradas veja [52].

1.5 RETROPROJECAO FILTRADA DISCRETA

Em aplica¢des préticas as proje¢des serdo conhecidas apenas em um nimero
limitado de angulos 6y, k = 0,...,m —1 e cada uma dessas projecdes pg, serad
novamente amostrada nos pontos ty, k = 0,...,n — 1. Assim precisamos de alguma

férmula de quadratura

m—1
/[ ] Py(x1cos0 + xpsen0)df &~ Y ay Py, (x1 cos b + xp sen by)
0,7t k=0

para aproximar a retroprojecao.

Nao nos preocuparemos aqui em buscar os coeficientes ou pontos de amostragem
mais precisos e utilizamos, a titulo de exemplo, a regra do retangulo. Logo, se
supusermos que 6y = kAg com Ay = 7t/m, a férmula de retroprojecao filtrada

(1.5, pg. 35) nos dd a seguinte aproximagéo:

Z 9, (X1 cOs O + xp sen by).

Nessa féormula, apenas a retroprojecao foi calculada de forma inexata, mas a amos-
tragem em t deverd ser considerada ao tentarmos calcular Py. E o que faremos a

seguir, logo depois de introduzirmos a transformada finita de Fourier.

1.5.1 TRANSFORMADA FINITA DE FOURIER

Neste ponto torna-se oportuna uma discussdo acerca da transformada finita de
Fourier de f (a qual chamaremos também de T¥F), denotada por Ff ou jAf Como
sugerido pela primeira notagdo, a aplicagdo F : C" — C" é uma aplicacdo linear

(essencialmente uma matriz, apesar da notagdo diferenciada para destacar a sua
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importancia). Ja a notagdo f sugere que as componentes f; do vetor f devam repre-
sentar amostras de valores da fun¢do f : R — C, ou seja, fr = f(tx) = f(to + kAs).
Assim, a TFF serviria, sob determinadas condi¢des, como uma aproximagdo para a
transformada de Fourier de f, mas isso ndo é necessdrio; f pode ser qualquer vetor
em C" que (especialmente quando interpretado como um sinal discreto no tempo)
podemos utilizar o par TFF/TIFF como uma ferramenta para extrair informagdes

sobre ele ou efetuar transformagdes tteis no mesmo.

Um dos principais motivos da popularidade das transformadas finitas de Fourier
é a existéncia de um algoritmo, conhecido como transformada rdpida de Fourier (ou
simplesmente FFT, do inglés fast Fourier transform), tornado popular por Cooley e
Tukey em 1965 [25], mas cujo principio era ja conhecido por Gauss, que reduz o
custo do calculo de O(n?) para O(nlogn) tornando as operagdes extremamente

eficientes do ponto de vista computacional.

Outra vantagem é que nos dias de hoje dificilmente serd necessario se dar ao
trabalho de implementar um algoritmo de ¥¥t, pois ha diversas bibliotecas e pacotes
disponiveis nos mais variados ambientes computacionais que executam as opera¢oes
de forma eficiente. Algumas dessas implementacdes sdo comerciais enquanto outras
sdo distribuidas livremente e acompanhadas de cédigo fonte. Utilizamos em nossos
testes a biblioteca FFTw3 [35] que figura entre as mais rdpidas e flexiveis, além de

aderir aos principios do software livre.

2m

Seja wy, := e~ n , entdo finalmente definimos a transformada finita de Fourier:
R n—1 .
fl = Z fkwn .
k=0

A transformada inversa finita de Fourier de f (ou simplesmente TIFF), a ser denotada

por F~ f ou f é semelhantemente simples:

|-

_ n—1
fe==Y fiw, '™
)
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E uma questdo de manipular essas defini¢des algebricamente para verificar que

FIFf = f:

n—1

1 i—)k
(F1F)=— Y wi Ik
n
k=0
Essa soma vale 1 se i = j e, caso contrario:
(i—j)n
1 1
(F1F) ;= - ———~ —.
n Wl j -1

Isto mostra que a notagédo é apropriada, ou seja, F~!F = . Além disso ¢ 1til notar
que F~1 = 1/nF*.
A transformada de Fourier relaciona-se com a convolugdo periédica ou convolugio

circular:

n—1
(f®g):=) fi&u-x, -
k=0

em que [x], € {0,...,n — 1} é o resto positivo da divisdo inteira de x € IN por n. A
relagdo entre essa convolugao e sua representagdo sob TFF é similar a que existe entre

suas Versées Continuasz
“1/F -~
fog=F(f %),

onde passamos a denotar por f - g o produto por componentes, ou seja, (f - g)x =

fx8x- Isto é equivalente a
F(feog) =Ff Fg.

Para ver porque tal igualdade vale comecemos com

(F(f®g), g}g}

e notemos que

i+[k—i,=k (modn)
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para continuarmos

n—1n—1

(E(f®g)), Z S figpeq wn )

010

Zﬁzg i an[k i]n
= Z fiwi] Z 8[kfi]nwf1[k_i]”
i=0 k=0
_ = : i ol
Zflwn Z giWi-
i=0 j=0

Como a TFF aproxima o valor da transformada de Fourier continua? Para
responder a essa pergunta devemos imaginar o que farfamos para calcular a integral
envolvida na defini¢do de F| f] se nos fossem dadas amostras da fun¢do apenas. A
abordagem mais simples seria semelhante a adotada para aproximar a retroproje¢do
utilizada alguns pardgrafos acima, ou seja, aproximar a integral utilizando a regra
do retangulo. Se interpretarmos a TFF de tal forma revelaremos alguns fatores de

escala que fardo diferenga na operagédo de filtragem:

0y

Ito/ Ay t—t n—1
Wy 2t 1 / WA Kkl _
A f( n At) Ay e at L fiven =

A constante wio/% /A, pode ser desconsiderada quando a aplicacdo da T¥F for
utilizada para uma operacao de filtragem uma vez que a aplicagdo da TIFF cancelara
esse fator, porém o fato de que, a menos deste coeficiente, fl aproxima j?na freqiiéncia
2ntl/(nA;) é importante ao multiplicarmos no espago de Fourier pois os filtros,

qualquer um ndo trivial, sdo fun¢des ndo constantes da freqiiéncia.

Também ¢é importante que os j?l com [ > |n/2] sejam interpretados como aproxi-
macdes de f(w) para a primeira metade do intervalo [—71/ Ay, 71/ Ay], pois em geral
ndo podemos, amostrando a um intervalo regular A;, conhecer as componentes de

freqtiéncias superiores a 71/ A; e, por outro lado, se denotarmos r = [ — n/2, temos,
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gracas a 2mi-periodicidade da exponencial complexa:
3 nil k] Z [(27r/n)kl—27k]
fl — fke—17 f e T 1’1 7T
k=0
n_l 2 = 2
_ Z fke_ZTk(l_n) _ Z fke—z7k(n/2+r—n)
k=0 =

-1
_ nz fke—zz%k(r—n/2 Z f e l — 7T+ 27T/11) }k'
k=0

1.5.2 DISCRETIZANDO A PROJECAO FILTRADA

Agora prosseguimos para a descrigdo de nossa aproximagédo para Py, denotada
por P?, que sera dada por:

R" 5 P = (F’1WFF> ,
O:n—1

onde, com d = 2n — 1, F e R4 guarda as amostras p_z = p,‘i = po(to + kAy),
k=20,....n—1e p_g =0,k =mn,..d—-1eW é uma matriz diagonal® com
componentes Wy, = 27tk/(dAy) parak = 0,...,|d/2| e Wi, = Wy_y 4k dai por
diante. Ou seja, multiplicamos apropriadamente os elementos da transformada finita
das amostras e depois invertemos para obter aproximagdes das amostras Py(tx),
que serdo dadas pelas componentes correspondentes de P?. O completamento com
zeros até a dimensdo 2n — 1 é necessdrio pois estamos calculando uma aproximacdo
para uma convolugdo continua utilizando TFFs e precisamos eliminar a interferéncia
circular que seria causada se ndo modificdssemos a seqiiéncia.

Note que afirmamos que P’ € R", o que é garantido pela simetria do filtro
utilizado. De fato, f € IR¥ se e somente se a sua transformada jAf respeita a condicdo
de simetria Hermitiana j?k = f;fk (a* é o complexo conjugado de a). Uma vez que
Wk,k]?k — le—k,d—kf;—k/ podemos garantir que F_IW? € R¥. Essa simetria pode ser
utilizada para reduzir a metade o custo computacional e de armazenamento desta

seqiiéncia de operagdes, o que efetivamente fizemos em nossos experimentos. Ainda

"Eliminamos, por uma questdo de clareza, a dependéncia em d e A; da notagdo W.
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outra forma de eliminar cdlculos desnecessdrios seria utilizando o fato das tltimas
componentes do vetor p? sendo transformado serem nulas, mas esse expediente nao
foi utilizado em nossas implementacdes.

1.5.3 O ALGORITMO

Podemos entdo enunciar o nosso algoritmo:

Entrada: x € ]Rz' pek eR,k=0,..., m—1;

Saida: fep(x) = ZL Z a L [Pek} (x1 cos O + xpsen b)) =~ f(x);

ALGORITMO 1 — Retroprojecao filtrada

Note que deixamos em aberto os pesos a serem utilizados na regra de quadratura,
mas em nossos experimentos utilizamos sempre ay = 71/Ay, ou seja, a regra do
retangulo. Além disso, o operador Z ndo foi definido. Trata-se de um operador de
interpolacdo que aproxima o valor de h(t) dado um vetor h com amostras hy = h(ty),
aproximagdo que denotamos por Z[ h|(t). Em todos os testes que realizamos usamos
interpolagdo linear por partes, mas qualquer outro tipo poderia ser utilizado (splines
de grau mais elevado, por exemplo).

O leitor atento percebeu que utilizamos trés aproximacgdes diferentes (todas
muito simples, alids) para partir de (1.5, pg. 35) e chegar a um algoritmo pratico,
mas deixamos de valida-lo com estimativas para o erro || fmr — f|| que pode ser
causado por elas. Para um tratamento adequado desse assunto recomendamos a
referéncia [51] pois tais detalhes fogem ao nosso objetivo.

Da maneira como fazemos no algoritmo 1, se desejarmos reconstruir n x n
amostras de uma imagem utilizando-nos de O(n) projecdes (proporg¢ao razoavel de
acordo com [51]) o ntimero de operagdes na retroprojecdo serd da ordem de O(n?).

Por outro lado, se cada projecdo for, por sua vez, amostrada em O(n) posi¢des, a
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operacio de filtragem terd um custo de apenas O(n?logn) operacdes. Assim, a
retroprojecdo é dominante no tempo de execugdo do algoritmo 1 e eleva o custo total
da reconstrugdo para O(n>) operagdes.

Como métodos de Fourier mantém o custo O(n? logn), esse é um ponto negativo
do algoritmo de retroprojecao filtrada. Portanto nao é surpresa alguma que esforgos
tenham sido despendidos para desenvolver esquemas que aliassem a precisao do
algoritmo de ¥BP com a velocidade dos métodos de Fourier. Estaria fora do escopo da
presente tese entrar em detalhes, mas é necessdrio a0 menos mencionar as principais
abordagens porque algumas delas podem ter utilidade em métodos iterativos, que
sd0 0 nosso tema central.

Os esquemas que parecem obter maior sucesso sdo baseados em técnicas rapidas
de TFF ndo uniformes, que se aproveitam dos algoritmos de FFT para calcular
eficientemente a transformada finita de Fourier em freqiiéncias irregularmente
distribuidas. As primeiras paginas de [34] fornecem uma introdugdo acessivel e
esclarecedora a teoria geral e o artigo apresenta um algoritmo de reconstrucao que
utiliza uma transformada ndo uniforme para reduzir o erro da interpolagdo no
dominio de Fourier. A referéncia [33] ndo chega a apresentar reconstrucdes, mas
utiliza-se de uma abordagem diferente para obter métodos similares aos de [34] para
o célculo das FFT ndo uniformes. Ambos os esquemas podem ser utilizados para o
célculo da retroprojegdo em O(n?logn) operagdes.

Outros métodos rdpidos foram desenvolvidos para o cdlculo da retroprojecao
sem a necessidade de utilizar FFT ndo uniformes. Por exemplo temos o método
multinivel de [11] e em [4] o autor reescreve a retroprojecdo como convolugdes
em coordenadas log-polares e utiliza algoritmos de FFT comuns para avaliar essas
operagdes eficientemente. Para nés, de especial interesse pode ser o tltimo sistema
porque parece permitir o calculo da projecdo ou retroprojecdo de apenas uma parcela
dos angulos, propriedade fundamental para uma bem sucedida classe de algoritmos
iterativos de reconstruc¢do (métodos incrementais ou de subconjuntos ordenados). Tal

ndo é verdade com relacao aos métodos de [33, 34], conforme constatado em [50, 70].
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Também precisamos mencionar que o algoritmo que foi desenvolvido nesta
secdo é apropriado para uma geometria de feixes paralelos. Uma adaptagdo para
feixes divergentes pode ser realizada partindo da férmula (1.5, pg. 35), mas ndo nos

aprofundaremos no assunto. O leitor encontrara os detalhes em [43, capitulo 3].

1.6 USANDO O ALGORITMO DE RETROPROJECAO FILTRADA

Nesta se¢do discutiremos exemplos de uso do algoritmo de retroprojecdo filtrada
e algumas dificuldades que podem ser encontradas em sua aplicagdo. Como imagem
de teste utilizamos uma versado discreta do phantom de Shepp-Logan que foi obtida
amostrando o phantom nos pontos centrais de cada um dos pixels duma grade
retangular de 1024 por 1024 elementos como as descritas na segdo B.1; essa imagem
pode ser vista a esquerda na figura 5. Outra caracteristica comum aos testes que
realizamos na presente secdo é que calculamos as amostras da transformada de
Radon da imagem discreta utilizando o algoritmo B.2. Essa abordagem foi preferida
sobre a op¢do de amostrar a transformada de Radon do phantom diretamente (o que
seria simples por se tratar de uma soma de fung¢des indicadoras de elipses) porque é
mais flexivel e é a abordagem que se presta a algoritmos iterativos.

Para o primeiro experimento amostramos a transformada de Radon dessa ima-
gem em 3217 dngulos igualmente espagados entre 0 e 7. Cada uma dessas projecdes
foi, por sua vez, amostrada em 1024 posi¢des entre —1 e 1 (uma imagem dessa
transformada pode ser vista a esquerda na figura 6). Essas amostras cobrem toda
a area que desejamos reconstruir e satisfazem as condi¢des de que a taxa de amos-
tragem em ¢t seja igual a da imagem e em 6 seja 77 vezes maior, de acordo com a
primeira linha de [51, tabela m1.1]. Ainda de acordo com essa tabela, podemos ver
que o esquema de amostragem utilizado aqui ndo é 6timo, mas serve para nossos
propositos ilustrativos.

O resultado, ap6s termos eliminado os valores negativos, pode ser visto a direita

na figura 5. A reconstrucdo final é muito semelhante a original e exibe claramente
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todos os detalhes do phantom. Nesse experimento utilizamos, apenas de forma
ilustrativa, uma amostragem ideal, dificil de ser realizada na prética. A imagem de
teste, entretanto, ndo possui detalhes pequenos o suficiente para que efetivamente
precisemos de tantas amostras. Nos proximos experimentos utilizamos uma amos-
tragem mais realista para mostrar que a reconstrugdo pode ser realizada com menos
vistas e, depois, para estudar o efeito do ruido estatistico na reconstrucao.

Podemos ver, a esquerda na figura 7, que uma reconstrucdo obtida utilizando-se
de 256 projegdes entre 0 e 71, cada uma, por sua vez, amostrada em 256 posi¢oes
entre —1 e 1 ja é muito boa. Por outro lado, se simularmos o caso de tomografia por
emissdo de positrons desconsiderando efeitos tais como atenuagado, espalhamento e
outros e utilizando apenas o modelo estatistico para emissdo de radiacdo [67] com
uma contagem de aproximadamente 5 - 10° detecgdes vemos, a direita na figura 7,
que a imagem resultante fica bastante prejudicada.

Uma parte desse efeito é devida ao fato do ruido estatistico costumar ter, no
espago de Fourier, componentes de altas freqiiéncias e o uso do filtro |w| amplificar
tais componentes além do nivel original. Isso ocasiona o aparecimento dos artefatos
de alta freqiiéncia que podem ser vistos na imagem. Esses elementos esptrios, que
conferem um aparéncia granulosa a imagem, chegam a obscurecer os detalhes do
interior do phantom e reduzem muito a utilidade da imagem.

Podemos tentar remediar essa situagdo aplicando uma estratégia de zerar as
freqiiéncias mais altas para que o algoritmo ndo amplifique o ruido excessivamente.
Na figura 8 a imagem a esquerda foi reconstruida a partir dos mesmos dados usados
na imagem a direita na figura 7, mas, durante a operagéo de filtragem, as freqiiéncias
acima de 0.47t/A; (valor obtido por tentativa e erro) foram zeradas. O resultado é
uma imagem menos granulosa que se assemelha mais a imagem original do que a
reconstrugdo obtida com o algoritmo “puro”.

Esse resultado motiva um outro experimento. Se mantivermos o ntiimero de
detec¢des, mas diminuirmos o ntimero de amostras tomadas em cada projegdo

teremos mais detec¢bes em cada amostra e, a0 mesmo tempo, ndo teremos grande
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1.0000 1.0856
0.7500 + - 0.8142
0.5000 + r 0.5428
0.2500 0.2714
0.0000 0.0000

FIGURA 5 — A esquerda: imagem original composta de 1024 x 1024 pixels. A direita: recons-

trugdo por retroprojecdo filtrada (algoritmo 1 com ay = 7w/Ag e 7 linear por partes) com

amostragem de 3217 angulos igualmente espacados entre 0 e 7t e 1024 posigdes entre —1 e 1
(veja os dados na figura 6). A reconstrucao teve os valores inferiores a zero truncados.

0.5541 56.1188

o+  26.6110

02770 £ - - 1 —2.8968

0.1385 —32.4046

—61.9123

0.0000

FIGURA 6 — A esquerda: representacéo no plano @ x t da transformada de Radon do phan-

tom de Shepp-Logan amostrado nos pontos centrais de uma grade retangular (detalhes

na secdo B.1) de 1024 x 1024 pixels. Essa é a transformada exata, a menos de erros de

arredondamento, da imagem discreta mostrada a esquerda na figura 5 conforme calculada

pelo algoritmo B.2. A transformada foi amostrada em 3217 angulos igualmente espagados

em [0, 77) e 1024 posicdes igualmente espagadas em [—1,1]. A direita: aparéncia dos dados
apos filtragem das proje¢des conforme o esquema da subsecdo 1.5.2.
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1.1133 1.5658
0.8350 - - 1.1743
0.5567 + - 0.7829
0.2783 0.3914
0.0000 0.0000

FIGURA 7 — A esquerda: reconstrucio realizada a partir de 256 projecdes em angulos

igualmente espagados em [0, 1) e 256 posi¢des amostradas regularmente em [—1,1] para

cada projegdo. A direita: imagem reconstruida a partir das mesmas amostras com ruido

de Poisson R[ f ]+ €. Os dados com ruido foram (R[f]+¢€)(6k t;) = Xi;/c onde Xy ~

Poisson (R[ f](0k, t;)c) com ¢ =5-10%/ Y, Yy R[ f](6k, t;). Ambas as reconstrucdes tiveram
os valores negativos truncados.

1.2283 1.1701
0.9212 - 0.8776
0.6141 - r 0.5851
0.3071 0.2925
0.0000 0.0000

FIGURA 8 — A esquerda: reconstrugdo utilizando uma freqiiéncia de corte igual a 0.477/A;,

ou seja, durante a operagdo de filtragem todas as freqiiéncias acima da faixa lw| < 0.47/M

foram zeradas ao invés de multiplicadas por |w|. Os dados utilizados foram os mesmos

da imagem a direita na figura 7. A direita: imagem reconstruida utilizando 256 projegdes

amostradas em 128 pontos com dados gerados de forma semelhante aos utilizados na

reconstrucdo a esquerda e freqiiéncia de corte igual a 0.877/A;. Novamente foram eliminados
os valores negativos obtidos em ambas as reconstrugdes.
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prejuizo na resolugdo radial uma vez que as freqiiéncias altas estdo mesmo sendo
eliminadas na reconstrucdo. Na imagem a direita da figura 8 temos a reconstrugdo
obtida com 256 proje¢des amostradas em 128 pontos e freqiiéncia de corte igual a
0.87t/A¢ e podemos ver que é apenas marginalmente superior a anterior.

Os testes que apresentamos mostram que o efeito de erros nas medidas pode
ser bastante prejudicial na reconstrugdo por retroprojecao filtrada, mas o algoritmo
é efetivo quando as proje¢des sdo tomadas de forma precisa. Esse é o caso na
tomografia por raios x e isso explica a popularidade do método e seu uso ser muito
difundido nos tomoégrafos comerciais desse tipo. Quando o ruido estatistico ndo
pode ser negligenciado modelos mais precisos devem ser levados em consideragdo e
a possibilidade de se utilizar métodos de transformadas é prejudicada porque ha
uma grande dificuldade de se incorporar mais informagdo na reconstrucdo. Esse é o
principal motivo pelo qual os métodos iterativos, assunto que discutiremos a seguir,

obtiveram tamanha popularidade em tomografia computadorizada.

1.7 DISCRETIZANDO O PROBLEMA DE TOMOGRAFIA

A transformada de Radon é linear, ou seja, R [af + Bg| =aR[f]+BR[g]. Isso
significa que em dimens&o finita ela pode ser representada por uma matriz, que
denotaremos por R. Sob essa interpretagdo o problema de reconstrucdo de imagens

em tomografia reduz-se a um sistema linear
Rx = b,

onde x é a imagem desejada e b contém as amostras da TR coletadas. Devido
as enormes dimensdes usuais do problema e a esparsidade inerente a natureza
da matriz do sistema, o uso de métodos diretos para a solugdo desse problema é
invidvel. Ndo é o tamanho a tnica preocupagdo na solu¢do do problema acima,
outras questdes inerentes & matematica da tomografia sdo de muita importancia e as

abordaremos rapidamente no restante dessa secéo.
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1.7.1 TOMOGRAFIA COMO PROBLEMA INVERSO

Dependendo da forma de aquisi¢do dos dados, em alguns casos existirdo muitas
solugdes para o sistema enquanto em outros ndo havera solugdo qualquer. Além
disso, tdo preocupante quanto o nimero de solugdes pode ser o mal-condicionamento
do problema; normalmente essa ndo é uma questdo grave, mas sob determinadas
circunstancias a matriz R pode ter um ntimero de condigdo muito alto (por exemplo
num problema de angulo limitado). Essas caracteristicas tornam o sistema acima
potencialmente um problema mal-posto ou problema inverso [32] e isso ndo é devido a
discretizagdo, mas um problema inerente a suavizagdo imposta pela TR. Em outras

palavras, sdo grandes as chances de que uma das seguintes propriedades seja falsa:
¢ Para todo conjunto de dados existe uma solugdo;
* A solugdo sempre é tnica;
¢ A solucdo depende continuamente dos dados.

No caso linear discreto, as duas primeiras propriedades implicam a terceira, mas se
a matriz R for muito mal condicionada de pouca valia serd essa continuidade.
Para contornar tais dificuldades a solugdo do problema de tomografia pode ser
expressa como:
x € arg min  g(x) + yr(x)
(1.6)
s.a.: x e X.
Aqui g(x) é uma fungdo que forgara consisténcia da solugdo aos dados. Geralmente

g pode ser escrita como g(x) = f(Rx,b) com f tal que

fx,z)=f; &x=z (1.7)

onde f; é o valor minimo de f para um dado z. A introdugdo dessa fungdo serve

para resolver o problema da inexisténcia de solu¢des quando Rx = b é impossivel.
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A simples introducdo de f pode resolver o problema da inexisténcia de solu¢des
e também a questdo da multiplicidade delas. Mas, devido a (1.7), ndo podemos
esperar que somente esse expediente garanta a estabilidade da solucdo; tal é a
razdo do termo yr(x) em (1.6). Ou seja, a fungdo r tem a finalidade de estabilizar
o problema, geralmente favorecendo solu¢ées mais suaves, e o parametro v > 0
serve para controlar o quanto dessa caracteristica serd imposto a reconstrugao. Essa
estratégia é conhecida como regularizacio do problema e r é conhecido como funcional
regularizador. Além do funcional regularizador, precisamos de uma estratégia para a
escolha de v, geralmente denotada por (6, b) onde ¢ é o nivel de ruido nas medidas,
ou seja, ||b — Rx*|| = 4, b sdo os dados do problema e x* é a solugdo real, ou seja,
a imagem que gerou os dados. Nao discutiremos tais detalhes aqui, para mais
sobre a regulariza¢do de problemas inversos veja [32]. Por fim, o conjunto X impde
restri¢des que podem enriquecer o modelo utilizado incluindo informagao a priori
sobre a solucdo. Por exemplo, em tomografia ¢ comum que x € R’} e essa restricao

pode ser incluida no problema.

1.8 METODOS ITERATIVOS

Com o problema (1.6) em maos a necessidade de algoritmos iterativos torna-se
mais evidente, pois, a ndo ser nos casos mais simples, a sua solugdo ndo pode ser
obtida analiticamente. A partir de agora passamos a descrever alguns dos mais
comuns algoritmos iterativos utilizados em tomografia computadorizada. Cada
subsecdo a seguir dedica-se a um desses métodos, descrevendo, por meio de g,
r e X, o problema que o algoritmo resolve, explicitando a iteracdo do método e
discutindo aspectos praticos de sua utilizacdo. A lista ndo pretende ser exaustiva,
mas manter-se representativa apenas das classes mais populares de algoritmos, além
de tentar seguir uma linha historica ligando os métodos. Além disso, sempre que
possivel, relacionamos os algoritmos com os resultados de convergéncia do préximo

capitulo para que a compreensdo da teoria seja facilitada através de exemplos.
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Note que é muito comum que a fungdo f em (1.6) possa ser decomposta em
uma soma de fungdes simples da forma f(x,z) = Y./" ; fi(xj,z;); essa caracteristica
estimulou o surgimento de uma bem sucedida classe de algoritmos baseada na
decomposicdo da fungao objetivo, assunto do préximo capitulo. Sejam f, := f(x, z)

e ¢;(x) := fi(x,b;), entdo um tltimo comentério a esse respeito é que temos:

2

Vg(x) = RTVfy(Rx) = ) Ry ¢i (Rj;%).

1

Il
[y

Dai podemos deduzir a importancia do célculo dos produtos Rx e RTx em um
algoritmo para a solugdo do problema (1.6, pg. 48). Em particular, métodos baseados
na decomposi¢do da fungdo objetivo provavelmente precisardo de rotinas para a
avaliagdo eficiente de R; jx e x + aR[,-’:]T. Conforme poderemos ver nas subsecdes a

seguir, esse efetivamente é o caso para diversos algoritmos utilizados em tomografia.

1.8.1 TECNICA DE RECONSTRUGCAO ALGEBRICA — ART

ProBLEMA: g(x)=c¢,r(x)=ceX ={x|Rx=0b} # Q.

ITERAGAO: Seja {Ax} C [0,2 — I] para algum 6 € (0,1). As iteragdes do algoritmo

sdo dadas por:

Entrada: xo € R"; b e R";, {A};

Saida: lim x; calculado a partir de:

k—o0

Xk0 = Xks
bz - R[i ']xkz 1
7. - T . .
Xpi = Xp,i—1 + Mk 5 i =1 m
IRpiq |
Xk+1 = Xk,m

ALGORITMO 2 — ART
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CoMENTARIO: Observe que, se Ay = 1, ART é simplesmente uma seqiiéncia de
projecdes sobre os hiperplanos definidos pelas equac¢des do sistema, mas valores
de A; bem menores costumam ser mais apropriados [52]. Tal parametro possui
grande influéncia sobre o desempenho do algoritmo e deve ser escolhido cuidadosa-
mente. Também importante é a ordenac¢do dos dados para processamento, veja as
referéncias [39, 52] para detalhes.

Com relagdo a convergéncia, notamos que ART ndo é mais do que um caso
especial do operador V (2.27, pg. 83) com g; = d {x[R}; x=b;} onde dx(x) é a distancia
de x ao conjunto X. Dessa forma, a proposicdo 2.2.3 (veja comentdrio logo abaixo da
demonstragdo), garante que o operador satisfaz as condi¢des necessdrias para que a
proposicdo 2.1.9 possa ser aplicada e garantir a convergéncia do algoritmo.

Na prética algum critério de parada deve ser adotado, usualmente baseado
em )", dx, (x;) ou, talvez, uma aproximacdo Y !";dx,(x;;—1), a qual pode ser
computada aproveitando-se dos cdlculos utilizados nas itera¢gdes. Outra opgdo,
vélida para todos os métodos a seguir, é interpretar um critério de parada como uma
regularizacdo e utilizar estratégias para estimar um bom valor para o nimero de
iteragOes; algumas sugestdes podem ser encontradas em [32, 58]. Daqui por diante

assumimos que o usudrio dispde de um critério apropriado ao seu problema.

1.8.2 ART PARA SISTEMAS INCONSISTENTES

ProsrEMA: Dado b, seja X; = {x € R" | Rj;,x = b;}. Entdo
1 m
== = X =R"
=5 g (x)=c e
ITERAGAO: Com Ay — 0T e Y32 Ay = oo as iteracdes sdo dadas pelo algoritmo 2.

COMENTARIO: Agora ART é apenas um caso do método do (sub)gradiente incremen-
tal (2.15, pg. 74) sem restri¢des. Dessa forma os resultados do préximo capitulo

podem ser utilizados aqui. Em particular, supondo que (2.16, pg. 74) valha (isso
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ocorre se, por exemplo, {x;} for limitada), temos py = O(A;). Uma vez que o
problema é irrestrito, se impusermos ) 5, )\% < o0, 0 teorema 2.1.8 garante que, para

algum x* € X*, temos x; — x™.

1.8.3 PROJECAO SOBRE CONVEXOS — POCS

PROBLEMAS:

1. g(x)=¢, r(x)=c e X:ﬁXﬁé@
=1

1m
_EZ (x)=c e X=R"

No restante deste capitulo todas as fungdes e conjuntos ndo explicitamente

declarados sdo convexos. Isso se aplica aos conjuntos X; acima.

ITERAGOES: Utilizando, respectivamente aos casos acima, os tamanhos de passo

dados por
1. {Ay} C [6,2 — 6] para algum 6 € (0,1);
2./\k—>0+ e Z)\k:OO.

As iteragdes do algoritmo sdo dadas por:

Entrada: xo € R"; {A};

Saida: lim x; calculado a partir de:

k—o00
Xk0 = Xks
X = Xpio1 + M (Px, (Xpiz1) — Xkio1) i=1,...,m;

Xk+1 = Xk,m-

ALGORITMO 3 — POCS
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COMENTARIO: POCs é exatamente a generalizacdo necessdria de ART se quisermos
substitur os hiperplanos por conjuntos convexos arbitrarios (desde que saibamos
projetar sobre eles). Também ndo mudam os resultados sobre convergéncia.

E util salientar que sempre podemos, de acordo com o argumentado na segio 2.2,
criar versdes seqiienciais por blocos de conjuntos ou mesmo métodos totalmente
paralelos a partir do esquema de rocs. O caso plenamente paralelo, entretanto,

possui uma propriedade que o torna mais interessante, conforme veremos a seguir.

1.8.4 CIMMINO

m
PROBLEMA: g(x) = % ) d%i(x), rx)=c e X=R"
k=1

ITERAGAO: Dada a seqiiéncia {Ax} C [6,2 — 6] onde 6 € (0,1]:

Entrada: xo € R"; {A;};

Saida: lim xj calculado a partir de:

k—o0

1 m
X1 = X+ Ag (% Y Px,(x) — xk)-
i=1

ALGORITMO 4 — Cimmino

CoMENTARIO: Cimmino é melhor comportado do que os algoritmos vistos ante-
riormente, pois converge mesmo no caso inconsistente sem que seja necessario
tamanhos de passo tendendo a zero [21]. Essa propriedade nédo é alcangada pela
nossa teoria porque, dentre muitas interpretagdes, Cimmino pode ser visto como
o método do gradiente para uma funcdo “boa”, mas os resultados que discutimos
nesta tese lidam com algoritmos inexatos para fun¢des ndo diferencidveis. A teoria
que apresentaremos no proximo capitulo somente garante a convergéncia do método

no caso em que ()", X; # @ (ou com o tamanho de passo tendendo a zero).
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Nada disso impede que o método seja ttil em nosso esquema. Cimmino pode ser
utilizado no passo de viabilidade em (2.4, pg. 64) e nos permitir encontrar 6timos de
fungdes dentro do conjunto de minimizadores da soma do quadrado das distancias.
Ou seja, um incipiente exemplo de otimizagdo em dois niveis. Os detalhes tedricos
ndo parecem impor dificuldades, mas carecem de uma andlise mais cuidadosa,
assunto que certamente serd abordado em futuras pesquisas. Talvez seja possivel
obter generalizacdes para restrigdes consistindo de otimizadores de fun¢des convexas

arbitréarias.

1.8.5 ALGORITMO EM

Finalmente saimos do campo dos minimos quadrados para comegar a discutir
modelos mais apropriados para o problema em méaos. Desde que introduzimos a
discretizagdo da TR ficou claro que a matriz R poderia incorporar detalhes relativos
a geometria do tomdgrafo e até mesmo sobre o modelo fisico subjacente ao método
tomografico em questdo, mas chegou a hora de aplicarmos o conhecimento do carater
estatistico por natureza da emissdo radioativa para obter melhores reconstrugdes.
Essa é uma tarefa a ser realizada pela funcdo g, que servird como uma medida
estatistica da qualidade de uma imagem.

Este e os proximos trés algoritmos que apresentaremos ndo se encaixam na teoria
que serd desenvolvida no préximo capitulo, mas sdo importantes o suficiente para
merecer uma mencdo aqui. A teoria de convergéncia apropriada a cada caso pode

ser encontrada nas referéncias citadas ao longo das descrigdes.

m
PrROBLEMA: g(x) = —L(x) :=) (Rmx — b; log(R[,-,:]x)>, r(x) =ce X = R". Note
que i=1
b
Rpp gx
1— 2
~VL(x) =R" Rpax
1 o
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ITERAGAO: Seja

. X1 X2 Xn
D(x :dla{ , PR },
(x) BT, Rii1) LiZi Rjig i1 Rji

o algoritmo EM é descrito entdo pelas seguintes iteragdes:

Entrada: xp € R’ ;

Saida: lim x; calculado a partir de:

k—o0

X1 = % + D(x) VL ().

ALGORITMO 5 — EM

CoMENTARIO: A fungdo L(x) aqui é, exceto por uma constante, o negativo do
logaritmo da probabilidade da imagem x ter gerado os dados b de acordo com o
modelo de Poisson para a emissdo de radiagdo [59]. As itera¢des do algoritmo Em
(de expectation-maximization) convergem monotonicamente para um 6timo da fungao
objetivo (para um demonstragdo de convergéncia veja [67] e referéncias 14 contidas).

Esse método foi o utilizado pelos proponentes do modelo estatistico para PET,
mas pode ser adaptado para sPECT de forma imediata. Porém, o algoritmo Em
se mostrou demasiado lento para aplicagdes rotineiras, geralmente exigindo um
numero muito grande de itera¢des para atingir a convergéncia. Tal dificuldade era
especialmente incomoda em vista da tecnologia computacional disponivel a época e

gerou uma demanda por algoritmos rapidos para o modelo estatistico.

1.8.6 0S-EM

ProBLEMA: g(x) =c,r(x)=ceX={xec R} |[Rx=b} # Q.

S
ITERAGAO: Sejam Iy, ..., I tais que U L[={1,....m}ei#j= 1N I; = @. Defina-
i=1
mos agora as fungdes

Li(x) =) (bi log(R[il:]x) — R[i,:]x>

ieIl
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e os fatores de escala

. x1 Xo X
D;(x) = dia { , P }
1) 8 Yier Riin) Xier Rjig) Yich Riin

Entdo as iteragdes de 0s-EM sdo dadas por:

Entrada: xo e R". ; L,...,[;

Saida: lim x; calculado a partir de:

— 00

Xk 0 = Xks
X; = X 1—1 + Dy(xe 1) VL (%% 1-1);

Xk4+1 = Xk,s-

ALGORITMO 6 — OS-EM

COMENTARIO: 0S-EM, do inglés ordered subsets expectation-maximization, é substanci-
almente mais rdpido do que o algoritmo EM, mas ndo converge quando o sistema
¢ inconsistente, exceto em circustancias excepcionais que ndo sdo comuns na pra-
tica [42]. O mais importante legado de 0s-EM, entretanto, foi a introdugdo em
tomografia de um algoritmo seqiiencial baseado em uma funcdo ndo quadrética.
Ainda que a convergéncia somente ocorresse no caso consistente, quando a fungao

objetivo sendo otimizada tem pouca importancia, o primeiro passo estava dado.

1.8.7 RAMLA

A forma da iteragdo de 0s-EM serviu de inspiracdo para RAMLA, um método
semelhante, porém convergente. RAMLA ¢ utilizado em alguns tomégrafos comerciais,
geralmente como forma alternativa de inversao dos dados (¥BP sendo o padrao na

maioria dos casos).

ProBLEMA: g(x) = —L(x),r(x) =ce X =R%.
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ITERAGAO: Seja {Ar} C Ry tal que Z Ax = oo e generalizemos ligeiramente o
k=0
fator de escala utilizado no algoritmo Em. Com p; > 0:

. X1 X2 Xn
D(x) = dia {—,—,...,—}.
(x) B\ ;2

As iteragdes definindo RAMLA sdo dadas pela seguinte férmula:

Entrada: xo € R" ; {A¢}; L,...L;

Saida: lim x; calculado a partir de:

k—o0

Xk,0 = Xks
X1 = Xgi—1 + AD(xp1-1) VL (x1-1);

Xk+1 = Xk,s-

ALGORITMO 7 — RAMLA

COMENTARIO: RAMLA [14], acronimo para a expressao row-action maximum likelihood
algorithm, mantém a velocidade inicial de 0s-Em, mas é assintoticamente convergente
no sentido que f(x;) — f* mesmo quando o sistema é inconsistente (veja detalhes
técnicos em [38]). Note que apesar de ndo estar explicito, as restricdes sobre os
subconjuntos dos dados sdao as mesmas que impusemos para OS-EM.

RAMLA é, basicamente, um método do gradiente incremental pré-multiplicado
por um fator de escala, bem como 0s-EM. Duas diferencas fundamentais, entretanto,
separam os dois métodos: a primeira é a introdu¢do de um tamanho de passo
tendendo a 0 e a segunda é que o fator de escala em RAMLA é constante dentre
as subiteragdes. Como 0s-EM utiliza fatores diferentes para cada subconjunto dos
dados, o uso de Ay — 0 garantiria a convergéncia para uma solu¢do de maxima
verossimilhanca ponderada, diferente da buscada pelo modelo estatistico para

tomografia por emisséo.
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1.8.8 BSREM

Agora passamos a discutir métodos para o modelo regularizado. Comecamos
com um algoritmo relativamente recente, deixando alguns predecessores de lado.

Para um panorama interessante dos métodos disponiveis a época veja [28].
PrOBLEMA: g(x) = L(x), r(x) convexa e X = R’}

ITERAGAO: Seja {Ar} C Ry tal que ) Ay = oo:
k=0

Entrada: xo € R" ; {A¢}; L,...,L;

Saida: lim x; calculado a partir de:

k—o0
Xk,0 = Xks
X1 = Xi—1 + AD(xp1-1) VL (%1-1);

Xir1 = Xps — AyD(xps) Vr(xgs).

ALGORITMO 8 — BSREM

ComeNTARIO: O algoritmo BSREM [28], de block sequential reqularized expection maxi-
mization, é apenas uma versdo especial do algoritmo mais geral, cuja convergéncia
fora ja demonstrada em [14] sob hipéteses um tanto fortes sobre a seqiiéncia f(xy).
Assumindo {A;} € I? (e mais uma hipétese simples), as condi¢des eram passiveis de
remogao para o caso especifico de RAMLA, ou seja, com a fung¢do objetivo L(x) [38].
No caso regularizado, entretanto, tais hip6teses ndo podem ser retiradas, a ndo ser,
por exemplo, com uma alteragdo especifica da fungdo objetivo (que néao altera o

otimizador) e uma adaptagdo no fator de escala D(x), conforme [3].

1.8.9 0s-sPs

ProBLEMA: g(x) = —L(x), r(x) convexa e X = R’}
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ITERAGAO: Sejam {Ar} C Ry tal que Y5> g Ay = o0 e Ypo A7 < o0, D uma matriz
diagonal definida positiva e B uma “caixa” sobre a qual a projecdo Pp(x) seja

facilmente computavel:

Entrada: xo € R ; {Ay};
Saida: klim xx calculado a partir de:
—00
Xk0 = Xks

xi;1 = Pp (xk,ll + )\kD<le (X 1-1) — %vr(xk,ll)>)}

Xk4+1 = Xk g-

ALGORITMO 9 — 0S-SPS

COMENTARIO: 0s-sps vem de ordered subsets-separable paraboloidal surrogates. Em
[3] encontramos uma sugestdo para o fator D que justifica o0 nome do algoritmo
e uma férmula para determinar B de forma que o 6timo esteja contido nesse
conjunto. O algoritmo comprovadamente convergente usa, na realidade, uma versao
modificada da log-verossimilhanga para garantir a limitacdo do gradiente da funcao
objetivo. Uma vez que o fator de escala é constante ao longo das iteragdes, a teoria
que desenvolveremos a seguir pode ser aplicada para estudar a convergéncia do
algoritmo. De fato, os criadores do método adaptam resultados de [53] que sdo casos

particulares dos nossos para garantir as propriedades assintéticas do método.

1.9 DIscussAo

Esta introdugdo apresentou a transformada de Radon, relacionando-a ao pro-
blema de tomografia computadorizada através de algumas das modalidades to-
mograficas comumente utilizadas hoje. Além de apresentar o problema, duas

abordagens distintas para a solugdo do mesmo foram discutidas: uma baseada nas
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propriedades da TR no espago de Fourier, da qual derivamos um método direto e
outra baseada em métodos de otimizacdo convexa. Essa tltima alternativa mostra-se
obviamente mais flexivel. Inclusive pudemos ver também que alguns algoritmos
exibidos aqui com o problema de tomografia em mente sao claramente de maior
generalidade e representam contribui¢des genuinas para o campo da otimizagdo
convexa, especialmente em problemas de tamanho grande e altamente esparsos.
Mas além de servir como anélise da literatura relevante, o presente capitulo
procurou pavimentar o caminho para o préximo assunto que abordaremos. Tal meta
foi perseguida através do relacionamento de alguns dos algoritmos apresentados
com os resultados de convergéncia que apresentaremos no capitulo a seguir e,
como pudemos ver, diversos dos métodos sdo casos especiais do nosso esquema
geral. Devido a sua maior generalidade, entretanto, nossos resultados podem ser
mais fracos do que aqueles obtidos com um método especifico em mente. Isso
é especialmente verdade com ART, onde mais pode ser dito sobre o ponto limite
do algoritmo do que alcanga nossa teoria [52]. O leitor estd instado a buscar as
referéncias mencionadas em cada caso para certificar-se de que ndo ha resultados
tedricos mais especificos do que os nossos para o método em questdo. As referéncias
também devem ser consultadas para experimentos numéricos com os métodos
apresentados. Ndo reproduzimos experimentos desse tipo aqui porque os proximos
dois capitulos apresentam imagens reconstruidas com algoritmos iterativos em

numero suficiente.
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CAPITULO 2

METODOS DE SUBGRADIENTES
INCREMENTAIS PARA OTIMIZACAO

CONVEXA: UMA ABORDAGEM UNIFICADA

Considere o problema matemaético de encontrar um x € R" tal que:

=

x € argmin f(x) =

fi(x)

i=1 (2.1)

s.a.: x e X,

onde as f; : R” — R sdo convexas e X é convexo e fechado. A fim de resolver (2.1),
um algoritmo geral para fun¢des ndo necessariamente diferencidveis conhecido como
subgradiente incremental foi proposto por Solodov e Zavriev em [63]. Para um dado
conjunto convexo fechado X e definindo Px como a projegdo convexa sobre X, uma

iteracdo k do seu algoritmo é definida como:

Xk0 = Xk
Xkl = Xk -1 — Akfk,l I=1,...,p (2.2)

Xk+1 = 7)X(xk,p)-
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Seja df (x) o subdiferencial (que nunca é vazio, veja [40]) de f : R” — R em x:

o ()= {f | f0) + (f | 2= x) < f(2), V2. (23)

Entdo, na formulagédo (2.2, pg. 61) e daqui por diante:

frg € 0fi(xk1-1)-
Uma variagdo deste algoritmo foi analisada por Nedi¢ e Bertsekas em [53]:

Xk0 = Xk
xk = Px (xk,l—l - Akfk,z> I=1,...,p

Xk+1 = Xk,p-

E uma abordagem um tanto quanto diferente é seguida pelo método do gradi-
ente incremental agregado, introduzido em [10] para fun¢des ndo necessariamente

convexas, mas Lipschitz diferencidveis:

xk,() = Xi
dig=dx;1— fro1+ fry

1
Xl = Xj—1 — Ak;dk,l I=1,...,p

Xk+1 = Xk,p-

Ha uma vasta literatura abordando algoritmos de gradiente/subgradiente incre-
mentais para fung¢des objetivo ndo-convexas e convexas (suaves ou ndo) [3, 8, 9,
10, 14, 28, 36, 37, 38, 42, 44, 48, 49, 53, 62, 63, 64, 66]. Métodos incrementais surgi-
ram naturalmente em campos tais como redes neurais (por vezes sob o nome de
backpropagation) [36, 37, 48, 49] e em reconstrucdo de imagens em tomografia (onde
sdo conhecidos como métodos de subconjuntos ordenados) [3, 14, 28, 38, 42]. O
sucesso desta abordagem nestes problemas é devido a rdpida convergéncia inicial
de métodos incrementais, que é especialmente importante dado o tamanho dos pro-

blemas que normalmente surgem em tais aplica¢des. Esse tipo de aceleracdo é ndo
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assintética, mas compreendida no sentido de muitos problemas inversos, quando
“rapido” significa uma chegada ligeira a regido onde o ruido torna-se dominante
(veja [58]).

Apesar dos métodos incrementais terem encontrado ampla aplicabilidade, ainda
ndo ha um algoritmo do tipo capaz de lidar com um conjunto factivel “complicado”.
Daqueles mencionados no paragrafo acima que podem levar em conta um conjunto
factivel X, todos precisam avaliar a projecdo sobre X, a qual pode, por si mesma, ser
uma tarefa computacionalmente cara (veja, por exemplo, a comparacado entre alguns
métodos em [18] para o caso onde X é uma intersecgdo de conjuntos convexos mais
simples). De fato, mesmo o problema mais fraco da viabilidade convexa ha tempos
motiva uma grande quantidade de pesquisa [1, 2, 5, 6, 7, 19, 22, 57] gracas a sua
vasta gama de aplicacoes.

O intuito do presente capitulo é reunir algoritmos incrementais e métodos para a
viabilidade convexa a fim de resolver um problema de otimiza¢do convexa bastante
geral. Em busca deste objetivo analisaremos um algoritmo prototipico cuja iteracdo
consiste em duas etapas: um passo de otimalidade, o qual, ao menos aproximadamente,
direciona a iteragdo na dire¢do do minimizador (ndo necessariamente numa dire¢do
de descida), seguido de um passo de viabilidade que leva a iteracdo no sentido
do conjunto factivel. O ponto central é que no passo de otimalidade podemos
utilizar subgradientes com erros (e-subgradientes) e que proje¢des aproximadas sdo
permitidas no passo de viabilidade, dando origem a uma variedade de métodos
através da combinagdo de otimizadores irrestritos com algoritmos para a viabilidade.
A intenc¢do é mover-se na dire¢do do 6timo enquanto o problema da viabilidade é
resolvido ao invés de precisar resolver subproblemas exatamente a cada passo do
algoritmo.

A idéia de utilizar projecdes aproximadas para resolver o problema de otimizacado
(2.1, pg. 61) ndo é, evidentemente, nova. Podemos mencionar as referéncias [23, 47]
para aplicagdes em recuperagdo de imagens e os artigos mais tedricos [30, 68, 69].

Alternativamente, métodos baseados em minimizagdes sobre superconjuntos mais
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simples do conjunto factivel foram tentados [20, 24] e também métodos baseados
em dualidade [27]. Nossa abordagem é, entretanto, a primeira a permitir proje¢des
aproximadas com gradientes incrementais e fornece um elo 1til entre métodos de

e-subgradiente e proje¢des aproximadas.

A organizac¢do do capitulo é a seguinte: na proxima segdo é descrito um es-
quema geral apresentando os operadores de otimalidade e de viabilidade, definidos
pelas suas propriedades (2.5) e (2.6), e (2.7) mais uma propriedade de ponto fixo,
respectivamente. Os resultados de convergéncia para os métodos definidos por
estes operadores sdo apresentados sob hipdteses realistas. Duas estratégias para o

tamanho de passo sdo discutidas.

Na secdo 2.2 sdo considerados algoritmos derivados de dois casos especiais
do operador de otimalidade: um para o subgradiente incremental e outro para
o subgradiente incremental agregado e suas propriedades de convergéncia sdo
consideradas assumindo a limitacdo dos subgradientes, utilizada para mostrar
que eles satisfazem as condic¢Oes exigidas. Depois disso ver-se-a que proje¢des do
subgradiente seqiienciais por blocos sdo casos especiais do operador de viabilidade
geral e as provas serdo especializadas para estes casos. O comportamento tipico dos

métodos é exibido através de exemplos apropriadamente simples.

2.1 TEORIA GERAL

Esta secdo apresenta o esquema abstrato no qual diversos algoritmos, incre-
mentais ou ndo, podem ser incluidos. Neste esquema, um algoritmo para resolver

(2.1, pg. 61) é escrito, de forma geral, como:

xpr1/2 = Of(Ag, x¢); (2.0
X1 = Vx(Xkp1/2)-
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Onde V é o “operador de viabilidade” e O o “operador de otimalidade”. Daqui por

diante serd denotado:

ffr=inf f(x) e X' :={xeX|f(x)=f"}

xeX

Por defini¢do o operador de otimalidade satisfaz, com X e f fixos, para Ay > 0:

|05 xx) — x||” < [lxe — x]|2 — @Ay (f (x) — £(%)) + Aepy (2.5)

ao menos para todo x € X, onde & > 0 e py — 07. Também assume-se que exista

v > 0 tal que

ka — Of()\k/ xk)H < /\k’)/. (2.6)

Quanto ao operador de viabilidade V, impde-se que para todo § > 0 exista g5 > 0

tal que para qualquer xy1,, com dx(x;1/2) > 0 e x € X tenha-se

1Vx (xk11/2) — 2|1 < [xer1/2 — %[> — &5, (2.7)

e que todo x4,1,2 € X, que sempre serd considerado ndo vazio, seja um ponto fixo

de Vx, ie, que xx11/2 € X = Vx(Xk41/2) = Xks1/2-

2.1.1 TAMANHOS DE PAssO DECRESCENTES

Na presente subsecdo os resultados de convergéncia para tamanhos de passo

decrescentes sdo apresentados. Comecemos definindo

[x], :=max{0,x}, Px(x):=argmin|jz—x| e dx(x):=[x—Px(x)].
zeX

Além disso, neste capitulo serd assumido que a seqiiéncia {x;} foi gerada por (2.4).

PROPOSICAO 2.1.1. Se {dx(xy)} é limitado, A, — 0T e tanto (2.6) quanto (2.7) valem,

entio dx (x;) — 0.
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Demonstragio. Primeiro note que com < dado por (2.6) nés temos, utilizando a

definicdo da funcdo distancia e a desigualdade triangular:

d% (xki1/2) < [%ks1/2 — X+ x5 — Px ()|
< (112 — xll + dx (x0)?
< (Mey +dx (%)’
< d%(x) + MM,

(2.8)

onde M = sup{A;}y% + 27y sup{dx(x;)}. Seja & qualquer nimero positivo e suponha

que k é grande o suficiente tal que

5
My <y e AM<S‘52/2 (2.9)

com &5/, dado por (2.7, pg. 65). Agora, se dx(xx) > J entdo temos dx (xy1/2) > /2
gracas a (2.6, pg. 65) e portanto, utilizando as propriedades (2.7, pg. 65) e (2.8):

d%((xk+1) d%((karl/Z) —&5/2

< d% (x) + MM —e5/5 (2.10)
€
< dy () — 2

Uma vez que isto vale para todo x tal que dx(xx) > ¢ é claro que hd infinitos ks
para os quais dx(x;) < 0. Seja ko tal que dx(xx,) < 0 e para k > kg valha (2.9).

Assim, para tais valores grandes de k temos um dos dois casos abaixo:

dx(xx) < 0: Este caso implica, gragas a (2.7, pg. 65), (2.6, pg. 65) e (2.9), que
dx(xk_|_1) <36/2;

dx(x;) > J: Agora temos, gragas a (2.10), dx (xx1) < dx(xk).

Estas duas possibilidades significam que, para k > ko, dx(xx) < 36/2. Uma vez que

6 > 0 era arbitrario isto demonstra a afirmacéo. O

PROPOSIGAO 2.1.2. Suponhamos que a seqiiéncia { Ay} satisfaca

Ap — 0T, Z A = oo. (2.11)
kf
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Entdo, se (2.5, pg. 65) e (2.7, pg. 65) valem, temos
lilgninff(xk) < f*

Demonstragio. Suponha, por contradigdo, que a proposicao seja falsa, i.e., que existam
0 > 0 e ko tais que, para todo k > ko, f(xx) — f* > . Em tal caso sempre existira
x5 € X tal que f(xx) — f(x5) > 0/2. Agora, (2.7, pg. 65) seguida por (2.5, pg. 65)

nos dé, para todo x € X:

s = %1 < oo — x[I* — @A (f (xe) = f(x)) + Mg (2.12)
Utilizando x = x§ obtém-se

1 — 25112 <l — 2511 — A(ad/2 = py)-
Escolhendo ki > ko tal que para k > kj valha py < ad/4 vé-se que:
licer = 251% <l = x311% — Aad /4.
A contradicdo entdo segue-se da hipétese )y 7, Ay = oco. [
Uma hipétese extra pode melhorar este resultado.

PROPOSIGAO 2.1.3. Se, além das hipdteses da proposicio 2.1.2, [f(Px (xx)) — f(xx)],. — 0,

entdio
liininff(xk) = f*

Demonstragdo. Primeiro notemos que

flx) = f(Px(xr)) = (f(Px (%) — fx))
> f(Px(xx)) — [f (Px(xx)) — f(x1)] ¢
> = [f(Px(xx)) — f(x)],

Portanto, aplicando limites é claro que liminf f(x;) > f*. Juntamente com a propo-

sigdo 2.1.2 isto leva ao resultado desejado. [
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COROLARIO 2.1.4. Se {dx(xy)} é limitada, [f(Px(xx)) — f(xk)],. — 0 e as hipdteses
(2.5, pg. 65), (2.6, pg. 65), (2.7, pg. 65) e (2.11) valem, temos

dx(xx) — 0 e lilgninff(xk) = f*.
Demonstragio. Conseqiiéncia das proposi¢des 2.1.1 e 2.1.3. [

TEOREMA 2.1.5. Se, além das condigdes do coroldrio anterior, o conjunto étimo X* for

limitado, entdo

dx+(xx) — 0 e lim f(x;) = f".

k—o0

Demonstragio. Seja § > 0 e dividamos em dois casos:
f(xg) > f* 4 &: Neste caso (2.12, pg. 67) nos dé

i1 — %12 < [l — 2117 — ahic(f (xe) = F(3)) + Ao

< [l — 21> = A(ad + pr).
Se assumirmos que k é grande o suficiente tal que p; < ad/2 concluimos que
21 — 2|17 < e — 271> — Agwd /2.

Devido a Y ;2 j Ay = oo isto significa que cairemos infinitas vezes no préximo

caso;

f(x) < f* 4+ &: Definamos primeiro:

me=F(Px(x) = fa)], e Xoi={x"eX|f(x") < f"+4}.

Se fizermos d(6) := max,¢ x; dx- (x), entdo a limitagdo de X (a qual, para todo
0 > 0, é uma conseqiiéncia da limitacdo de X™) e a continuidade de f podem
ser usadas para verificarmos que para J > 0:

lim d(5+ 1) = d(9).
i, (64 17) = d(0)
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Note que Px(xx) € X5y, © que nos da dx- (Px(xx)) < d(6 + ng). Por outro
lado, utilizando-nos da desigualdade triangular e da ndo-expansividade da
projecao temos:
dx (k) = [l — P (x|
= |lxx = Px-Px(xx) + Px:Px (%) — Px+(x0) |
< 2k = PxPx (xi) | + | PxPx (%) — Py (xx) |
< [Jak — PxPx (xi) | + [ Px (xc) — x| (2.13)
= |lxx = Px(xi) + Px(x) — Px=Px (1) || + dx (%)
< lxx = Px () [| + [ Px (xic) — PxPx (xi) | + dx ()
= dx+ (Px (%)) + 2dx () < d(6+ 1) + 2dx (x).
Se lembrarmos de (2.7, pg. 65) e (2.6, pg. 65) vemos que:
dxr (xk41) < |21 — P (x|
< [Jxks1/2 — Px (%) |
<dxs(xg) + Agy.

Agora (2.13) leva a
dx+ (xp1) < d(0+1x) + 2dx (xx) + Ay

Uma vez que A, — 07, a proposi¢do 2.1.1 assegura que dx(xx) — 0. Além disso,
nx — 07 garante d(5 + 17x) — d(6). Porque o segundo caso acima ocorre infinitas
vezes é facil ver que:

lim sup dy= (x;) < d(6).

k—o0

E esta relagdo demonstra o teorema pois vale para todo é > 0 e lims_,od(d) =0. O

Com relagdo a hipétese [f(Px(xx)) — f(xx)], — 0, pode-se mostrar facilmente
que ela vale se existir uma seqiiéncia limitada { f,} onde f, € af(Px(x;)) e também
dx(xx) — 0. Condigoes de limitagdo sobre os subdiferenciais como essa sdo comuns

neste contexto entdo, dada a proposic¢do 2.1.1, o préximo passo é assegurar a limitacdo

de {dx(x¢)}.
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PrROPOSICAO 2.1.6. Se as relagdes (2.5, pg. 65), (2.6, pg. 65), (2.7, pg. 65) valem e existe
f1 tal que f(xy) > f;, entdo existe A > 0 tal que com A > Ay > 0 a seqiiéncia {dx(x)} é

limitada.

Demonstragio. Seja 6 > 0. Suponha que dx(xx) > e que temos Ay < 6/2, onde
vem de (2.6, pg. 65). Isto significa que dx (x;11,2) > 6/2 0 que, devido a (2.7, pg. 65),

implica que para algum x € X fixo:

11— %% < lxeg1/2 — %7 = €572
Agora considere (2.5, pg. 65):

k172 = %17 < llx — x]* = @A (f(xx) = (%)) + Arox
<l — %[ — e (fr = f(x)) + Akpx
= [lae — x> + A (a(f(x) = i) + k)
< lxg — x> + AM.

Onde M = a(f(x) — f;) +sup{px}. Assim, se A for tal que Ay < 5/2e AM < €5/2/2

teremos
i1 = %l < v — x]2 = 2.
Esta relagdo mostra que deveremos ter dx(x;) < ¢ infinitas vezes. Além disso, em
particular, dx (x;) > 6 implica em dx (xgy1) < dx(xk).
Note que as condi¢des sobre o operador de viabilidade asseguram que, para
todo x € X, ||xg1 — x|| < ||xkr1/2 — x]||. Portanto, utilizando também (2.6, pg. 65)

obtemos:
dx (xk41) < |21 — Px(x) || < llxkg1/2 — Px (i) ||
< [l — Px(x) || + Axy
= dx(xk) + )Lk’)/.

Desta forma, se dx(xx) < J entdo dx(xxi 1) < 0+ Ay e se dx(xx) > ¢ entdo

dx(xry1) < dx(xx). Isto mostra a limitacdo de {dx(xy)}. O
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O seguinte corolario é uma aplicacdo simples da proposicdo acima. A idéia é
utilizar uma hipétese ligeiramente mais forte sobre a seqiiéncia {A;} a fim de poder

aplicar a proposicdo 2.1.1.

COROLARIO 2.1.7. Se Ay — 07, as relagdes (2.5, pg. 65), (2.6, pg. 65), (2.7, pg. 65) valem e
existe f; tal que f(xy) > f entdo dx(xx) — O.

Demonstragio. Seja kg tal que k > ko implique que Ay < A com A conforme fornecido
pela proposicdo anterior. Desta forma a proposi¢do assegura a limitacdo da seqiiéncia
{dx (%) }k>k,, assegurando assim a limitagao de toda a seqiiéncia. Agora aplique a

proposicdo 2.1.1 para obter o resultado desejado. O

Até agora ndo fornecemos nenhum resultado garantindo a convergéncia de toda

a seqiiéncia {xg}. O proximo resultado vai nessa dire¢do impondo condigdes extras

sobre {pr} e {[f* — f(xx)], }-

TEOREMA 2.1.8. Suponha que {dx(xy)} seja limitada e que, além das hipéteses (2.5, pg. 65),

(2.6, pg. 65), (2.7, pg. 65) e (2.11, pg. 66), tenhamos X* # @ e:
Y Ade[f = flx)l + o} < oo
k=0

Entdo, para algum x* € X*, temos:

xp — x*.

Demonstragiio. Denotemos s? := |x — z||? e 0 := A{a [f* — f(x)]. + px}. Seja

z € X" e note que (2.7, pg. 65) seguida de (2.5, pg. 65) implica que s{; < sf + 0y,

logo:
k—1 00
sp<s§+ Y o <si+ ) o
i=0 i=0

Como s > 0, isso implica que {sf} e, como conseqiiéncia, {x;} sdo limitadas.
Seja, portanto, x* um ponto de acumulagao de {x;}, digamos x;, — x*. O ntimero

nx = maxy, <k l; estd bem definido para k grande o suficiente, bem como 1, — oo e
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xn, — x*. Dessa forma, se aplicarmos limites em

k
* * k=1 * ©
X X X
st <sp+ Y o <sp+ ) o
i:nk i:nk

vemos que s,’f* — 0, 0 que demonstra o resultado. O

2.1.2 TAMANHOS DE PAsso po Trro PoLyak

Deixar a escolha do tamanho de passo para o usudrio favorece a flexibilidade,
mas evita uma discussdo sobre como fornecer concretamente uma seqiiéncia { Ay}
adequada. Se nés, entretanto, refinarmos a propriedade (2.5, pg. 65) e supusermos
que o valor 6timo f* seja conhecido, é possivel fornecer uma escolha apropriada

para os tamanhos de passo, de acordo com o resultado a seguir.

PROPOSIGAO 2.1.9. Suponha que as relagoes (2.5, pg. 65), (2.6, pg. 65) e (2.7, pg. 65) valham
e que exista B > 0 tal que, para Ay > 0, o < AxP. Seja entdo Ay = vi(«/B) [f (xx) — f*],
com vy € [0,1— 0] onde o € (0,1/2]. Entdo, para algum x* € X*:

X — x*.
Demonstragio. Gragas a (2.5, pg. 65), px < AxB e a definigdo de Ay:

xks1/2 = 217 <l — 7)1 = ade (f () = £%) + AZB
2

— [l — x*||2 — v (1 - m%([f(xk) - F14)

<l — 2| = p([F () — £,

onde u = (1 —0)a?/B. Uma vez que |x;11 — x*|| < [|xky1/2 — x¥|| (0 que é

2

assegurado pelas propriedades do operador de viabilidade) podemos escrever:

s — 12 < o — 2|2 = e ([F () = £41,)° (2.14)

Em particular, temos ||x; 1 — x| < ||xx — x|
Isso, é claro, implica que {x;} é limitada, e também {dx(x¢)}. Por outro lado, a

relagdo de monotonicidade (2.14) assegura que Ay — 07. Agora, [ flxe,) —f *} L —0
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por sua vez implica que limsup f(x;) < f*, por outro lado a continuidade de f, a
limitagdo de {x;} e dx(xx) — 0 (conseqiiéncia da proposi¢do 2.1.1) implicam que
liminf f(xx) > f*. Portanto temos f(xx) — f*.

Levando em considera¢do que {x;} é limitada e que f é continua, f(x;) — f*
e dx(x;) — 0 implicam que dy+(xx) — 0, i.e., que todo ponto de acumulacdo da
seqiiéncia {x;} pertence a X*. Se supusermos que ha dois pontos de acumulagdo
diferentes podemos facilmente derivar uma contradi¢do do fato que ||xx 1 — x*|| <

||x¢ — x*||. Portanto, toda a seqiiéncia converge. O

2.2 (Os ALGORITMOS

Nesta secdo sdo efetivamente apresentados operadores satisfazendo as condicdes
impostas na se¢do anterior. Sdo fornecidos dois operadores incrementais de otimali-
dade, os quais ja foram mencionados, e dois operadores de viabilidade baseados em

projecdes aproximadas.

2.2.1 OPERADORES DE OTIMALIDADE

A condicdo (2.5, pg. 65) tem como objetivo incluir métodos de e-subgradientes
da seguinte forma. Lembremo-nos da defini¢do do e-subdiferencial [26, 40, 60], para

€ >0,de f emx:

def(x) :={f | f(2) = f(x) + (f|z —x) —e}.

Entdo note que se f; € 0¢ f(xx_1) teremos:

e = Afi — 1% <l — x> = 2% (f (i) — £(x)) + A || fill + 2Akex
= [l — x> = 22 (f (i) — f(x)) + Axpx,

com px = Ay || fil| + 2€x. Portanto, se e, Ay — 0, a condicdo (2.5, pg. 65) € satisfeita.
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Comecemos considerando o operador de otimalidade subgradiente incremental

T : (A, x¢) — %, onde (Mg, xx) € Ry X Y e X é dado por:

Xk0 = Xk
xi = Py (xk,l,l — )‘kfk,l) I=1,...,p (2.15)
X = xk,p,

com fi; € dfi(xx-1) e Y DO X.

PROPOSIGAO 2.2.1. Suponha que a hipétese de limitagio do subgradiente

||f|| <(C, Vfe afl(xk) U E)fl(xk’l_l), I=1,...,p, k=0,1,... (2.16)
valha. Entdo o operador T : Ry XY — Y satisfaz tanto (2.5, pg. 65) com o« = 2 e

2
o < Ak (Zle Cy)” como (2.6, pg. 65) com vy = Zle C.

Demonstragio. O lema 2.1 em [53] estabelece que

1% 2
1Z(Ak ) — x| < ek — x> = 22 (f (1) — f(x)) + Ai(z Cz) /

I=1
que é a primeira parte. Por outro lado, uma vez que a projecdo é ndo expansiva,

temos, gragas a (2.15):
12k — i1l < A ka,l”
easomade!/ = 1al = p seguida pela aplicacio da hipétese (2.16) leva a

IZ (A x) — x|l < A X0 G O

A condigdo x € Y na defini¢do de 7 nado deve ser um problema pois assumimos
que a projecdo sobre Y seja simples e, portanto, pode ser incluida apds o operador
de viabilidade para assegurar que {x;} C Y.

Consideremos agora o operador chamado de subgradiente incremental agregado,

o qual é definido como A : (A, xx) € Ry XY — ¥ € Y, com ¥ dado por:

Xk 0 = Xk
A
xi1 = Py (xk,l—l - ?kdk,l) , I=1,...,p

X = xk/p,
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onde di; = di;1— fr_1;+ fry com fi; € Ofj(xy1-1) e dro = Zle fr_1,- Note que
dy o sempre satisfara esta tltima imposigdo para k > 1 se a seqiiéncia {x; } for gerada
por (2.4, pg. 64) com O¢ = A e uma estratégia de inicializagdo adequada.

Deve-se notar que, diferentemente do que ocorre com o operador incremental, a
aplicacdo do operador incremental agregado faz referéncia a itera¢des anteriores do
algoritmo. Isto significa que a magnitude da diferenga ||x;1 — || serd importante
no erro da aproximagdo para o subgradiente fornecida pelo método. Uma con-
seqliéncia deste fato na andlise é que o comportamento do operador de viabilidade
deve ser levado em consideragdo em py e, por causa disso, os resultados sdo um
pouco mais fracos do que aqueles obtidos para o operador Z. Por exemplo, ndo se

pode garantir que px = O(Ay) somente com a condi¢do (2.7, pg. 65).
PROPOSIGAO 2.2.2. Suponha que (2.16) valha. Entdo o operador A : Ry XY — Y conforme
definido acima satisfaz (2.5, pg. 65) com o =2 e

Ok = (4 + 1/p)XkC2 + 8Cdx(xk_1/2),

onde C = Y Cje Ay = max{Ay, Ay_1} para k > 0. Ele também satisfaz (2.6, pg. 65)
com v = C.

Demonstragido. Comegamos pela segunda parte. Considere a diferenca entre duas
subiteracdes tendo em vista a ndo expansividade da projecdo e a limitacdo do

subgradiente (2.16):

2

Ak
||xk,lfl - xk,l||2 < Xpl—1— Xk1-1 1 ?dk,l

(2.17)
Ag ) Ak
= —|ldiill” < —)_C.
b b &

Somando paral =1,..., p temos o resultado desejado.
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Seja x € X C Y, entdo podemos, novamente utilizando a ndo expansividade da
projecao:

Ak 2
|2 — x||> = HPY (xk,l—l - ?dk,l> —x

2

A
< a1 — "y — x (2.18)
P
A
= |lxgi1 —x|* — 2? (it | X 1-1 — %) + —
Desenvolvendo o produto interno no segundo termo:
(dip | x = xp1-1) <ka]+ Z fej xk,11>
j=l+1
] . (2.19)
=) <ka ‘x_xkl—1> + ) <fk—1] ‘ X xkl—1>
=1 j=I1+1

l 1

i<fk,j‘x—xk,11>zz<fk,j X — X 1>+Z<fk]’xk] 1— X 1>

]:1 ]= ]_

<Y Fuj| 2 =) + y £ 1 = i |
=1

|
<Y (fr|x=30) + 1 Gl —

=i j=1

onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz seguida por (2.16, pg. 74).
Usando (2.17, pg. 75) podemos inferir que [|x;;_1 — x ;1| < AMC(1—])/p < MG,

portanto:

i <fk,j ‘ — Xj | 1> _i <fk,j ) X — xk,]',1> + AC i C]

j=1 j=1
Lembrando que f; ; € 0 fi(xx,j—1) e valendo-se da definigdo (2.3, pg. 62) de subdife-

rencial obtemos:

l

! I
,Z <fk,j ‘ x —xk,l—1> < Z( f] X, j— 1)) + AC ZC]'- (2.20)

j=1 j=1 j=1
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E para a dltima parte da soma:

p p
)3 <fk—1,j ) X — xk,l—1> =) <fk—1,j ( x— xk—l,j—1>
j=I+1 j=1+1
p
+ ) <fk_1,]- ‘ Xk—1,j-1— xk,171>
j=I+1
. (2.21)
<) <fk—1,j ‘ X — xkfl,jfl>
j=1+1

p
+ ) Cllmeri — x|
j=T+1

Por outro lado, de acordo com a desigualdade triangular,

|%k—1,j-1 — 21— < || 2e—1,j-1 — 212 + %172 — 2l + |26 — 26-1])

—j+1 [—-1
< u)\k_lc +2dx(xx_1/2) + TAkC.

Na segunda desigualdade, o dltimo e o primeiro termos vém de (2.17, pg. 75)
enquanto o termo central é conseqiiéncia do fato que, gracas a (2.7, pg. 65), tanto
Xr_1/2 quanto xj pertencem a uma bola com centro em Px(x;_1,7) e raio igual a
dx(xx_1,2). Portanto:

| %k—1,j-1 — xpp-a]| < Xk%fﬂc + 2dx (xx_1/2) < AkC + 2dx(x4_1/2)-

Voltando a (2.21) teremos

X — xk,l—1>

P p B
< Z <fk_1,]- ’ X — xk_l,j—1> + Z C; (AkC + 2dx (xk-1/2))
=141

y (i

j=I+1

j=T+1
p J—
= Z <fk71,j ’ X — xk_ll]'_1> + AkCZ + 2Cdx(xk_1/2)
j=T+1
P

< Z (f](x) — f]-(xk_l,]-_l)) + XkCz + 2CdX(xk_1/2).?c
j=I+1
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Utilizando este resultado junto com (2.20) em (2.19):
I
(di | x—x-1) <Y (fi(x) = filxeo1)
j=1

+ Z f] f] Xk—1,j— 1))+Xkcz+2Cdx(xk,1/2). (2.22)
j=1+1

Consideremos agora a seguinte identidade:

I p
Y (fix) = filaej—1)) + Y (filx) = fi(x—1,-1))

j=1 j=1+1
I p
= f(x) — f(x) + Z%(fj(xk) — filxkj—1)) + ; (filxe) = filxk—1j-1)) (2.23)
= j=1+1

e analisemos cada um dos dois tltimos termos do lado direito em separado. Deno-

tando g ; € 9fj(x):

l

I
Z fi(xie) = fi(oe - 1)) < Z<gk,j ’ xk—xk,j—1>

J= j=1
! !
<) Hgk'jH ok = xjal| < Y Cillaw —xjal|  (2.24)
j=1 j=1

l . [
<y c]-Ak]—lc <MCY. G,
j=1 P =1

onde nos utilizamos sucessivamente a defini¢do do subdiferencial (2.3, pg. 62), a desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz, a hipétese (2.16, pg. 74) e (2.17, pg. 75). Continuando

de forma semelhante teremos:

p
Z (fj(xk) - fj(xk—l,j—l))

j=I+1
p p
< Z <gk,j ‘ Xk — xk—l,j—1> < Z Hgk,jH ka - xk—l,j—lH
j=I41 j=I+1
p
< ) Gilx

j=l+1
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ou seja,
p
Y (fitx) = filxeon,-1))
j=1+1
p .
—j+1
<Y G ()\k_1LC+2dX(xk—1/2))
j=T+1 p

S )Lk,lcz -+ 2CdX(xk,1/2).

O resultado acima junto com (2.24), quando substituido em (2.23) e (2.22) leva a:
(dip | x = x01) < f(x) = f(x) +2MC? + 4Cdx (x1/2).

Finalmente, utilizando este resultado e a hipotese (2.16, pg. 74) em (2.18, pg. 76)
obtemos

Ay A2
o) — %1% < [lxkp—1 — x[|2 — 25 (ds | 2 -1 — %) + p_§C2

A
<l — x| = 2;k<f<xk> — f(x))
A — A
+ ?k (4)LkC2 + 8Cdx(xk,1/2) + ?kcz> .

Somando sobre [ =1, ..., p obtemos:

A %) = x[* < [l = %[> = 22 (F (i) — (%))
+ /\k ((4 + 1/p)XkC2 + 8Cdx(xk_1/2)) . O

Notemos que, diferentemente do operador Z, onde Ay — 0 assegura py — 0,
para o método agregado A também precisamos da limitagdo de {dx(xx)}. A razédo
para isto é o fator dx(x;_1,2) no segundo termo da férmula para pi. Para ver que a
limitagdo é uma condigdo suficiente, note que sob esta hip6tese podemos utilizar
a proposicdo 2.1.1 para obter dx(xx) — 0. Isto claramente implica dx (xx_1/2) — 0
porque ||xx_1,2 — x;_1]| < Ax_1C. Esta hipétese extra sobre o operador ndo deve
ser encarada como uma limitagdo uma vez que esta propriedade é assumida em

nossos resultados principais de convergéncia. Entretanto, as proposicdes 2.1.2 e 2.1.3
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0.85

0.83

—O— Subgradiente Incremental
--{+-- Subgradiente Incremental Agregado

0.74 0.76 0.78

0.81

Ficura g — Comparacdo entre os operadores de Subgradiente Incremental e de Subgradiente

Incremental Agregado em um problema sem restricdes. Conjuntos de nivel da funcao

objetivo sdo exibidos numa escala de cinza. A seqiiéncia de parametros de relaxacdo seguiu

M =05/(]| fl[Vk+1) onde f € 9f(xp) (veja no texto uma descri¢do de f e da inicializagdo
do operador A).
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precisam desta hipotese extra para valer neste caso. Outra dessemelhanga é que py
ndo é O(Ay) e, como conseqiiéncia, os resultados da se¢do 2.1.2 ndo se aplicam aqui.

A figura 9 nos fornece uma idéia visual do comportamento dos operadores
descritos nesta secdo. Os caminhos tomados pelos dois métodos (incremental e
incremental agregado) para um problema irrestrito sio mostrados. Ainda que nao
seja possivel extrair conclusdes quantitativas a partir de um tnico exemplo, algo
pode ser dito sobre o comportamento qualitativo dos operadores. Comparando as
trajetérias pode-se ver que os subiterandos da versao agregada possuem, de certa
forma, mais “inércia” enquanto a versdo incremental pura possui subiterandos muito
mais “leves” que tendem a oscilar mais.

Para gerar a figura foi utilizado p = 25 com cada f; definido como:

1/

12
filx) =Y ||Aix — by ]
=1

onde cada uma das matrizes A;; tem entradas uniformemente distribuidas em [0, 1]
e b;; = A;;z;; com z;; uniformemente distribuido em [0.75,0.85] x [0.75,0.85]. O

operador A foi iniciado com dog € df (xp) e f 1, = doo/pparal =1,...,p.

2.2.2 OPERADORES DE VIABILIDADE

Cosideraremos agora um exemplo de operador de viabilidade que utiliza-se
de tamanhos de passo do tipo Polyak. Versdes extrapoladas, ponderadas e por
blocos sdo facilmente derivadas a partir da forma original do operador. Comegamos
fornecendo uma representagdo do conjunto factivel X # @ como uma intersecgdo de

conjuntos de nivel de fun¢des convexas:
.
X = (lev(g:),
i=1
onde lev(g;) := {x | gi(x) < 0} e as fung¢des g; : R" — R sdo convexas. Todo
conjunto convexo X pode facilmente ser representado desta maneira, digamos com

r=1e g1(x) = dx(x). Tais casos triviais sdo tuteis quando o célculo da proje¢do
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é simples, pois a projecdo sobre X equivale a S;X (veja no pardgrafo a seguir a
definicdo de S).

Agora apresentamos o principal ingrediente de nosso operador, que utiliza a
direcdo do subgradiente com um tamanho de passo escolhido apropriadamente. A
idéia é a mesma dos tamanhos de passo tipo Polyak utilizados na se¢do 2.1.2 acima

para o operador de otimalidade quando f* é conhecido. Definimos o operador

Sg : R" — RR" da seguinte maneira:

_ ls())s 0.
st = s S <870 229

X c. C.,

onde v € (0,2) e g € dg(x). Esta é uma versdo v-relaxada da projecdo sobre o

conjunto
{z]8(x) +(glz—x) <0}

e é freqiientemente chamada de projecio do subgradiente (do inglés subgradient projec-
tion) [7, 22, 68, 69], mas o termo também é utilizado para referir-se a um algoritmo
de minimizacdo em [60, pg. 29].

A propriedade mais importante da aplicagdo acima é a monotonicidade de Fejér

com relagdo a lev(g). Para ser mais preciso, sejam z ¢ lev(g) e x € lev(g):

Vi) — 2 = ||z — %12 — g(z) v — x 282(2)
|S¢ (2) I I | ” 12 (g )TV IFE
8 g)
< || || ’ |2( ( ) g( ))""U ||g||2
— x|l2 8 *(z) 28( )
S llz =" =2 e TV e
2
~ =P - @ —vE ),

gl

De fato, para z € lev(g) temos Sy(z) = z e portanto, para todo z e para x € lev(g)

temos:

g(2)]%

Is ”2 . (2.26)

IS¢ (2) = xll* < |1z —]* = (2 = v)v
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Nosso operador V é definido como a aplicacdo seqiiencial de S:
V= Sé’: e ng 0---0 S;,’%. (2.27)

Nesta defini¢do assumimos que existe o € (0,1] tal que v; € [7,2 — o] para todo
i, mas, para cada i fixo, v; ndo precisa ser o mesmo em todos os passos. Para uso

posterior denotaremos:

v; .
Sk0 1= Xk41/2 e ski = Sql(Ski-1), i=1,...,1.

Denotemos ainda por g, ; € 0gi(sx;_1) o subgradiente utilizado na avaliagdo de
Sgi(ski-1)-
O operador V definido desta forma é ttil no contexto da teoria recém proposta,

conforme indica o resultado a seguir.

PROPOSIGAO 2.2.3. Suponha que a seqiiéncia {xy. 1,2} seja tal que para toda subseqiiéncia

{x1,41/2} tenhamos

[8i(s1i-1)], = 0= digy(gn(sy,i-1) =0  i=1,...71 (2.28)

max {diey(g) (*)+1/2)} — 0= dx(xy41/2) — 0. (2.29)

=1,...,

Além disso suponha que exista uma constante positiva D tal que

<D i=1,...,r k=1,... (2.30)

||gk,i

Entdo, dado 6 > 0, existe e5 > 0 tal que para todo x € X e xy 1/ com dx(xx11/2) > 0

temos:

1V (xk11/2) — x|1* < [|%ks1/2 — %]|> — &5

Demonstragio. Primeiro notemos que, ja que (2 —v;)v; > (2 —0)o =: u > 0, para

todo x € X podemos aplicar (2.26) sucessivas vezes para obter

r[gi(skio1)]’
1V (xk1/2) = x)* < 20 — x> =1 ) W
i=1 1
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Isto significa que dx (x;) > 0 = |lxgy1/2 — x[|2 — | V(%k41/2) — x||*> > 0.
Fixemos 6 > 0 e suponhamos que exista ko tal que k > ko = dx(x1/2) < 6, dai

teremos simplesmente
2
. Sk,i—1
€5 = min ],tzgl - )] > 0.

1_| kl

Agora concentremo-nos no caso em que ha infinitos termos dx(xx1,2) > d e
suponhamos, por contradi¢do, que o resultado ndo valha. Entdo existirdo 6 > 0, uma
seqiiéncia {z;} C X e uma subseqiiéncia {x;_1/,} satisfazendo dx (x;,41/2) > &
tais que

2 2
1V (x101/2) = 2" = l[x2 = 2" = 0.

Esta segunda possibilidade implica que

2
i\Sy, i—
letonid)ly 0y (231)

2
ngk,i

Note entdo que

[81(Slk,z 1)} +

[gz(slk,z 1)}+.
s

Hslk/ Sy i— 1” Hglk,z'

ngk,i

Portanto, — Slk,i—lH — 0, 0 que implica que Hslk,i — xlk+1/2|| — 0. Agora,

baseados nas hipoéteses (2.28, pg. 83) e (2.30, pg. 83), a partir de (2.31) inferimos que
diev(g;) (S1,i-1) — 0 portanto diey (o) (¥1,4+1/2) — 0 para todo i de 1 até r. Utilizando
entdo a hipotese (2.29, pg. 83) podemos ver que dx (x;,+1/2) — 0, 0 que contradiz

dx (x;,41/2) > 6 e isto demonstra o resultado. O

A proposigdo acima é mais ttil do que parece. Nao é dificil mostrar que se
{xk11/2} € limitado e {sx;_1} C int(dom(g;)) entdo as condicdes (2.28, pg. 83),
(2.29, pg. 83) e (2.30, pg. 83) valem. Por exemplo, se V for utilizado num esquema
de tamanho de passos do tipo Polyak, como descrito na se¢do 2.1.2 a limitagdo

de {xt 1,2} é automaticamente garantida, o que também ocorre se V incluir uma
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projecdo num conjunto limitado (uma caixa, por exemplo) como tltimo passo em
seu célculo. O seguinte resultado estabelece ainda outra, mais facilmente verificavel
(porém mais forte), condi¢do que assegura que as propriedades necessarias para V

sejam respeitadas.

PROPOSIGAO 2.2.4. Se, para algum I, o conjunto lev(gy) é limitado e todas as seqiiéncias

{81.;} sdo também limitadas, entdo V satisfaz (2.7, pg. 65).

Demonstragdo. O fato de lev(gr) ser limitado implica que todo conjunto de nivel
de g7 também é limitado. Uma conseqiiéncia é que existem M e ¢ tais que, para
qualquer x* € X, ||x —x*|| > M = gi(x) > ¢. Portanto, se |[sy;_1 —x*| > M,

utilizando (2.26, pg. 82) junto com a limitacéo de {g; ;} obteremos
Iski-1 —x*[| > M= |lsgr — x> < [[sg,11 — x| —e (2.32)
para algum € > 0.
Entdo sejam x* € X qualquer e

A = max {M, sup ||x — ZH}

x,z€X

e dividamos em dois casos:
dx(xry1/2) > 3A: Aqui podemos pensar em duas possibilidades. A primeira que

consideramos é dX(sk, 1-1) < A. Dai teriamos, gracas a (2.26, pg. 82) seguida

da defini¢do de A e de dx (xx11/2) > 3A:

1V (xki1/2) = X7 < lskr—1 — %7 < 28 < lxps0/2 — 27| = A
Agora basta elevar ao quadrado e usar ||xx; 1,2 — x*|| > 3A que teremos:

2
IV (xi1/2) = 2|17 < 212 — 2|17 = 28 |xp 12 — x| + A7
< |xsr2 — 271 = 54%

A outra possibilidade é dx(si;—1) > A, mas ai (2.26, pg. 82) e (2.32) mostram
que o resultado também vale:
|12 P e < k=2 e

k+1/2) — < lIsk1-1 — < lIsk1-1—
IV (x1/0) = 2|2 < s 7 < s x
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dx(xx11/2) < 3A: Neste ponto notamos que, exatamente como na proposi¢ao 2.2.3,
podemos desconsiderar o caso em que hd finitos xj,1,, com dx(xky1/2) >
0. Suponhamos entdo, por contradicdo, que exista § > 0 tal que haja uma
subseqiiéncia {x; 1,5} com dx (x;,41/2) < 3A e dx (x;,11/2) > 6, mais uma

sequiéncia {z;} C X tais que
i1z = zel* = |V (aasa) = =il* =0

E facil, utilizando (2.25, pg. 82), (2.31, pg. 84) e a limitagdo de {g;,}, ver que

isto leva a

Iski —ski-1ll =0 e  lim[g;(sk;i—1)], =0.
k—0
Como {xj,.1/2} € limitada, podemos assumir que ela convirja (caso contrario
basta utilizarmos uma subseqiiéncia convergente dela no restante do argu-
mento), digamos x;,_,1,o> — x*. Desta forma, o primeiro limite acima implica
s;,i — X e, por continuidade, o segundo leva a x* € X, mas isto contradiz

dx (x;,41/2) > 6.

Unindo os dois casos temos a demonstragao. O

2.2.3 VARIACOES

A natureza estritamente seqiiencial do operador V apresentado acima pode ser
uma desvantagem para computacdo paralela. Felizmente é f4cil derivar versodes
seqlienciais por blocos (ou mesmo plenamente paralelas) simplesmente reescrevendo
o conjunto factivel de uma forma equivalente. Primeiro escolhemos s subconjuntos
Ij c{1,...,r} tais que U;_;I; = {1,...,r}. Entdo construimos as fun¢des G; com j
variando de 1 até s. Cada uma destas fungdes é definida da seguinte forma:

Gj(x) = )_ wij[gi(*)],
iEI]'

onde w;; > 0. Agora é 6bvio que

hlev(gi) = ﬁ lev(G;),
i=1 j=1
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portanto podemos utilizar as fungdes G; ao invés das fungdes originais g; no ope-
rador de viabilidade. E facil ver que se as fungdes g; satisfazem as condigdes da
proposicdo 2.2.3 ou da proposicdo 2.2.4 0 mesmo também podera ser dito das fun-
coes G;. Além disso, pode-se facilmente calcular um subgradiente de G; dados
subgradientes de g; para todo i € I}:

Y wijg; € 9Gj(x),

i€l;

8i(x)>0

onde g; € 9g;(x).

Outra forma de se obter uma versdo paralela do operador é através de uma
formalizacdo em um espago produto, aproximadamente como feito em [55]. O
leitor interessado encontra em [22] um apanhado interessante sobre o assunto. Esta
referéncia é muito ilustrativa e exibe de uma forma geométrica e intuitiva diversos
operadores que podem ser utilizados dentro do nosso esquema.

A fim de dar uma idéia do comportamento das diversas versdes de nosso opera-
dor de viabilidade, na figura 10 vé-se a trajetdria seguida ap6s sucessivas aplica¢des
do operador V. O conjunto factivel é a interseccdo dos conjuntos definidos por

{x € R% | gi(x) <0} parai € {1,2} com

Q(x)=7 (xle_l/xl + x2€—1/x2) + ||x]|c0 — 2.6;
g0) = [|(31) x = () [l + [ (515) x = ()] - 05

A partir deste experimento por si s6 ndo podemos tracar nenhuma comparacdo
quantitativa entre as variantes — nem ¢ o intuito aqui —, mas os efeitos benéficos
da sobrerrelaxagdo ja tornam-se notdveis. Em muitos casos a subrelaxagdo pode ser
mais ttil, como por exemplo com ART [52].

Os paragrafos anteriores mostraram como, de forma simples, podemos paralelizar
o operador V. Também é possivel utilizar os operadores de otimalidade e de
viabilidade em paralelo. Conforme apresentado em (2.4, pg. 64), a aplicacdo dos

operadores é seqiiencial, mas ndo é preciso ser assim, conforme mostraremos a
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1.0 :
——— Paralelo O v=15
............ Sequencial O vV = 05
0.8
0.6 | |
0.1 0.3 0.5

FiGura 10 — Exemplo de variagdes do operador V. Neste problema de viabilidade simples

apenas duas restri¢des foram impostas; parte do conjunto factivel é exibido em cinza.

Linhas continuas representam os caminhos percorridos pelas versdes paralelas enquanto as

pontilhadas sdo para as seqiienciais (as linhas mais finas exibem as subiterag¢des). Os circulos

marcam as posi¢des atingidas pelas variantes sobrerrelaxadas, quadrados representam
iteragdes sub-relaxadas.
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seguir. Suponha que procuramos resolver o seguinte problema

x € arg min  f(x)

s.a.. x¢cX.

Utilizando o algoritmo (2.4, pg. 64) diretamente, as itera¢des teriam a forma x| =

Vx ((’) f(Ak, xk)). Entretanto, reescrevendo o problema da forma equivalente

x € arg min  f(x)
sa. z€X;

X =2z,

obtemos uma versao paralela (e possivelmente com um fator de escala) da seguinte
forma. Primeiro denotemos f(x) = f (Dl/ 2x), onde D é uma matriz hermitiana

definida positiva, entdo note que, se C’)f satisfaz (2.5, pg. 65) para f, entdo
2
)‘Dl/ZO]?(A,D_l/zx) . zHDil < Jlx— 2|2 — aA(F(x) — £(2)) + Ap(A),

onde [|x||p-1 = /(x| D~1x). Denotemos por x o vetor (x1,x;) no espago produto
X = X x X dotado do produto interno (x|z) = (x1|D 'z1) + (x2]z2). Faca

f(x) = f(x1) e defina Of(A,x) como <D1/2(9J7(A,D_1/2x1),x2> temos entdo, na

norma definida pelo produto interno de X:
— 2
105 (A %) = 2" < lIx = 2> = aA(f(x) = f(2)) + Ap(A).

Note que para os operadores de otimalidade apresentados neste capitulo a aplicacdo
de 5f € a mesma de Oy, exceto que a diregdo de atualizagdo é pré-multiplicada
por D. Defina agora o operador de viabilidade V como a aplicagdo do operador
original em x; seguida pela projegao sobre X?, o conjunto diagonal definido como
X = {x € X | 21 = x}, ie, V(x) := Pya(V(x1),%2). Sempre que V for um
operador de viabilidade do tipo de (2.27, pg. 83), V também o sera. Mais que isso,

ndo ¢é dificil mostrar que se (2.7, pg. 65) vale para V entdo também vale para V.
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2.3 TESTES NUMERICOS

Esta secdo dedica-se a uma validagdo numérica do ferramental descrito neste
capitulo. Com este intuito propomos o problema de reconstrugdo de imagens a
partir de poucas vistas e comparamos o desempenho dos operadores incremental e

incremental agregado em sua solugéo.

2.3.1 O PrROBLEMA

Consideramos a tarefa de reconstruir uma imagem a partir de poucas vistas, ou

seja, resolver um problema do tipo:

Rx = b,

z

onde R é a matriz de Radon, x € R" é a solugdo que desejamos encontrar, b € R™
contém os dados, ou seja, b = Rx* onde x* € R’} é a imagem original e m < n.
Assumimos também que a imagem x* a ser reconstruida possua amplas areas
constantes, como é freqiientemente o caso em exames tomograficos. Essa ligeira
hipétese final serd justamente o detalhe que nos permitira reconstruir a imagem com
alta precisao a partir de um ntmero limitado de projecdes.

Retornaremos a este assunto com mais detalhes no préximo capitulo, por en-
quanto basta dizer que hd motivos para crer que uma solugdo do seguinte problema

pode ser uma boa estimativa para a imagem desejada:

min ||Rx —b||;
sa: g(x)=TV(x)—71<0 (2.33)

x € RY,

onde a variagdo total TV : R" — R é definida como

rn 1

TV(x):=)_ ) V@ = xio1j)2 + (i — xij1)?




2.3 TESTES NUMERICOS 91

com condi¢des de contorno xg; = x;0 = 0e T = TV (x*) é a variagdo total da imagem
que gerou os dados.

Note que estamos utilizando informacao extra sobre a variagdo total da imagem
que geralmente ndo estd disponivel através de leituras tomograficas, mas ela ndo é
realmente necessdria. Uma abordagem mais direta é possivel, conforme veremos
no capitulo a seguir. O problema (2.33) apresentado acima somente serd usado
aqui por possuir caracteristicas mais adequadas para a apresentacdo dos algoritmos
que discutimos: uma fungdo objetivo convexa composta por diversas parcelas ndo
diferencidveis e uma restri¢do sob a forma da interseccdo de dois conjuntos de nivel
de fungdes convexas e por funcionar tdo bem como a abordagem mais direta nos

casos em que essa ultima é bem sucedida.

2.3.2 Os METOoDpOS

Os algoritmos que compararemos tém a forma

xpr1/2 = Of(Ag, x¢) (23)
Xer1 = Pro (Sg(xk41/2)),

onde O é ou o operador incremental agregado A ou o incremental Z. Os parametros
livres sdo xp, que nos fizemos igual a imagem obtida por amostragem da solugdo
obtida por FBP (algoritmo 1) e depois projetada em R}, v, que fixamos em 1.5 e a

sequiéncia {A;}. Essa ultima foi determinada pela férmula

onde a seqtiéncia c; comega com ¢y = 0 e os termos seguintes sdo dados por:

_ (Xe12 = X [ X — Xe-1/0)
12172 = X[ |1k = xi—1/2l

Ck

Cada c; é o cosseno do angulo entre as dire¢des tomadas pelos operadores de
otimizagédo e de viabilidade na iteragdo anterior. Dessa maneira, o fator (1 — pcy)

serve como uma forma de prevencado de oscilagdo.
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Quanto aos outros parametros, Ag valeu p||Rxo — b||1/| foll5 (f, é um subgra-
diente da funcdo objetivo em x( e p é o nimero de parcelas em que dividimos a
soma), inspirado nos passos de Polyak. Assim, os parametros livres restantes (além
da escolha do operador de otimalidade) sdo p, p, « e s, a partir dos quais a seqiiéncia
{Ar} (e dai {x;}) é determinada.

Para que valham os resultados de convergéncia precisamos ter Ay — 07 e
Yo oAk = co. Uma vez que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ¢, € [—1,1]
podemos assegurar essas propriedades se os pardmetros livres satisfizerem p € [0,1),
a > 0es € (0,1]. Naturalmente, p é um inteiro positivo.

Com relagdo ao algoritmo falta apenas’ descrevermos a inicializacdo do opera-

dor A. Utilizamos na primeira iteragdo a seguinte atualizacao:

do; = doi1+ fo,

’

7

Ao
X0 = X0,i—1— Tdo,i/

onde dyy = 0 e, obviamente, i varia de 1 até p.
O subgradiente da fungdo objetivo é facil de ser calculado. Primeiro considere a

funcéo ||x||1, a qual possui o subdiferencial

;

1 se x; >0;

geaHle < 8 =4 u; se x;=0;

-1 cc,

com u; € [—1,1]. Em particular, sign(x) € 9||x||1, onde sign(x) é o caso especial em

que u; = 0. Portanto, utilizando [40, teorema vI.4.2.1], sabemos que
RTsign(Rx — b) € 9||Rx — b,

e esse é 0 subgradiente que utilizamos em nossa implementagdo. Note que o subdi-

ferencial é uniformemente limitado por RT1, assegurando que ambos operadores de

'A ordem de processamento das parcelas é um fator importante na aplicacdo do método. Em

todos os testes ordenamos as vistas conforme a seqiiéncia perpendicular proposta em [39].
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otimalidade satisfacam as condic¢des (2.6, pg. 65) e (2.5, pg. 65) com p;x — 0 desde
que Ay — 0.
Também precisamos de um subgradiente para TV. Sempre que bem definidas,
as parcelas do subgradiente t sdo
2Xi; — Xjj1— Xi—1,
\/(xi,j —xij-1)? 4 (i) — xi-1,)?
Xij = Xij+1

\/(xi,]'—l—l = xij)* + (Xijp1 — Xim1,j41)

ti

J=

+

Xij — Xit1,

+ .
i+1,7 = Aij i+1,7 — Ai+1,j—1
\/(x j— X ])2 + (x i Xit1,j )2

Quando um ou mais dos denominadores é nulo, as fragdes correspondentes sao
zeradas. Para ver que este vetor realmente pertence a 0TV (x) basta considerar cada
uma das parcelas da fun¢do separadamente e somar os resultados.

A projegdo pode ser considerada como um caso especial do operador S; com
v=1leg= d]Ri . Portanto, o passo de viabilidade em 2.34 é do tipo apresentado
na subsecdo 2.2.2. Como o subgradiente de dx(x) vale (x — Px(x))/||x — Px(x)||
quando x ¢ X, ambas as fung¢des TV e dIR‘i satisfazem 2.30. Além disso, gracas
as condi¢des de contorno constantes utilizadas na defini¢do da variagao total, os
conjuntos de nivel de TV sdo limitados, o que permite a aplicacdo da proposigdo 2.2.4
para assegurar que o operador satisfaga a condicdo (2.7, pg. 65).

Note que, uma vez que ||[Rx — b|| > 0, tudo estd ajustado de forma que o
coroldrio 2.1.7 possa ser aplicado. Ja que 9||Rx — b||; é limitado, dx(x;) — 0 =
[f (Px(xx)) — f(xx)], — O e, portanto, o teorema 2.1.5 assegura a convergéncia do

algoritmo.

2.3.3 RESULTADOS

Nosso objetivo é comparar a evolugdo das itera¢des (2.34, pg. 91) com as duas
opgdes de operadores de otimalidade que propusemos. Utilizamos 24 proje¢des

amostradas em 256 pontos para reconstruir o phantom de Shepp-Logan discretizado
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FIGura 11 — Execugdes do algoritmo (2.34, pg. 91) com os operadores incremental e incre-
mental agregado. Os parametros utilizados foram p=1—-10"3,p =24, a =les=1/2.
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Incremental Agregado p/ p / s /a

0.38438 0.57108 6 /0.999/0.50/1
0.35157 0.55134  12/0.999/0.50/1
0.34142 0.56430 24/0.999/0.50/1
0.32110 0.62379  12/0.500/0.50/1
0.34887 0.65714  12/0.000/0.50/1
0.33591 0.69446  12/0.999/0.25/1
0.49239 0.53249  12/0.999/1.00/1
0.54718 0.56460 12/0.999/1.00/2
0.60389 0.57041  12/0.999/1.00/4
0.62254 0.59058 12/0.999/1.00/6

TABELA 1 — Resultados de um procedimento de otimizacdo seqtiencial simples sobre os
parametros para o método agregado. Valores exibidos sdo ||x100 — x*|| -

em 256 x 256 pixels através do problema (2.33, pg. 90). Escolhemos um conjunto
tipico de parametros (veja descricdo no comentdario abaixo da figura 11) e rodamos
o algoritmo uma vez com cada operador. A figura 11 mostra o resultado em trés
escalas diferentes: o grafico de cima exibe as dez primeiras iteracdes, incluindo todas
as subitera¢des. Ele revela um comportarmento que é similar ao encontrado no
exemplo da figura 9, onde pudemos ver que o operador agregado possui iterados
muito mais “pesados”. Ele prossegue como se a iteragdo atual fosse um corpo de
grande massa sendo direcionado por uma série de pequenos empurrdes, o que
faz com que seja dificil seguir os “cantos” da fungdo objetivo, como fica claro pela
figura 9. Esse comportamento ndo era tdo ruim no caso bidimensional da sec¢do
anterior, mas em dimensdes mais elevadas causard mais problemas porque a chance
de surgirem “quinas” é muito maior e hd mais dire¢des para manobrar. De fato, os
outros dois gréficos exibidos na figura 11 mostram como o operador agregado sofre

sob tais circunstancias.
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A fim de descobrir se esse tipo de resultado comparativo era efeito da escolha
particular de parametros que utilizamos, rodamos ambos os algoritmos para diversas
combina¢des de pardmetros da seguinte forma: comecamos com um conjunto de
parametros escolhido de forma arbitraria e variamos p através de uma gama discreta
de valores razodveis (para p, por exemplo, os valores possiveis foram 6, 12 e 24)
testando ambos o0s algoritmos para cada um desses valores. Ap6s os testes, o valor de
p que levou o algoritmo agregado ao melhor desempenho ¢ fixado (no caso tivemos
p = 12) e entdo o valor de p é otimizado da mesma forma e assim sucessivamente
para s e &, nessa seqiiéncia. O resultados podem ser vistos na tabela 1, onde fica
claro que mesmo quando os parametros sdo ajustados para favorecer o operador
agregado, o algoritmo incremental ainda apresenta um desempenho superior, ao
menos para esse problema em particular.

Também deve-se notar que as iteragdes do método agregado sdo mais caras
do ponto de vista computacional por duas razdes: primeiro porque requer mais
atualizagOes (a direcdo deve ser atualizada e também o iterado) e segundo, no caso
especifico de tomografia, a economia que pode ser obtida pela atualizagdo somente
das componentes diferentes de zero quando cada subiteragdo utiliza apenas uma
linha da matriz R é perdida porque ndo ha esparsidade em dy ;, mas pode haver bem
poucos elementos ndo nulos em f; ;. Nos experimentos que exibimos essa ultima
questdo ndo preocupou porque ndo chegamos a usar um nivel de incrementalidade
suficiente para que f ; fosse esparso, mas o primeiro problema causou um acréscimo

notavel de demanda computacional ao processo iterativo.

2.4 DiscussAio

No presente capitulo apresentamos uma teoria que fornece um elo entre métodos
de e-subgradientes e algoritmos para viabilidade convexa. O esquema proposto
permite uma variedade de operadores em cada um dos dois passos nos quais

consiste o algoritmo, conferindo uma grande flexibilidade ao esquema. Exemplos
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concretos foram exibidos para mostrar a utilidade dos resultados em problemas de
alto potencial de aplicabilidade.

E interessante notar que o esquema, quando utilizado com V de (2.27, pg. 83),
guarda rela¢cdes com um método incremental para o problema irrestrito de minimizar
f(x) + 7Y [gi(x)], (mesmo quando nao utilizamos um operador de otimizagao
incremental). A vantagem do nosso método é que o valor de -y para que o problema
sem restri¢des seja equivalente ao restrito ndo precisa ser calculado explicitamente,
isso também evita problemas de instabilidade numérica que podem ocorrer quando
7 precisa ser muito grande.

A flexibilidade da teoria apresentada permite que outras aplicagdes interessantes
sejam desenvolvidas. Por exemplo, parece ser possivel mostrar que Cimmino é
um operador de viabilidade aceitdvel no esquema proposto e entdo obter métodos
para a minimiza¢do de uma funcéo restrita ao conjunto de 6timos da fungdo de
proximidade discutida na subsecdo 1.8.4. A abordagem talvez possa ser generalizada
através da interpretacdo de Cimmino como um método do gradiente, resultando

num algoritmo de mais ampla utilidade para otimiza¢do em dois niveis.
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CAPITULO 3

RECONSTRUCAO A PARTIR DE POuUcCAS

PROJECOES

Neste capitulo concentramos nossos esfor¢os em mostrar a efetividade de méto-
dos iterativos para reconstrugdo de imagens em tomografia. Nao se trata, entretanto,
de uma exibi¢do de resconstrugdes obtidas com os diversos algoritmos existentes. De
forma diametralmente oposta, desenvolveremos a primeira aplicacdo em tomografia
por emissdo da nova teoria de amostragem compressiva [16, 17, 31] (ou cs, vindo
do termo equivalente em inglés), que forma um ferramental poderoso e de amplo
alcance pratico. O problema especifico que desejamos atacar aqui é a reconstrugdo
de imagens a partir de uma amostragem angular bastante espacada da TR, cuja

solugdo possui reflexo imediato no tempo de aquisi¢do de um exame tomogréfico.

3.1 AMOSTRAGEM COMPRESSIVA: A MAGICA DA || - ||;

Para introduzir as idéias consideraremos um problema de simples entendimento.
Suponhamos que hd um vetor de quantidades desconhecidas x € R"” que desejamos
descobrir a partir de medidas. Assumimos que cada uma destas medidas seja um

funcional linear em x, de forma que o problema matematico a ser resolvido seria, de
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fato, um sistema linear que denotamos por Ax = b, onde cada uma das componentes
do vetor b € R é uma das medidas. Imaginemos ainda que relativamente poucas
medidas estejam disponiveis, ou seja, m < n. Em geral ndo ha muita esperanca
de recuperar o vetor x que gerou os dados, uma vez que o ntiimero de possiveis
solugdes é tipicamente infinito e ndo hd uma forma genérica de escolher uma dentre
elas. A presenca de multiplas solugdes exige o conhecimento de alguma informacao
a priori sobre o problema para que possamos direcionar a reconstrugao a vizinhanga
da solucao correta.

Em muitos casos acontece da solucdo desejada ser esparsa, ou seja, o vetor x
possui poucas componentes diferentes de zero. Tal esparsidade pode aparecer de
formas mais sutis, como quando x representa uma imagem tipica em tomografia, com
amplas dreas constantes e apenas um pequeno ntiimero de pontos de descontinuidade.
Também ha casos de esparsidade aproximada em que os componentes préximos de
zero sdo abundantes, como os que surgem de expansdes em coeficientes wavelets. E
justamente nos casos esparsos que podemos aplicar a teoria de cs. Antes, porém, de
nos aprofundarmos nos conceitos e resultados teéricos relevantes passemos a um

interessante exemplo numérico.

3.1.1 UM EXPERIMENTO ESTIMULANTE

Em [16] é exibida uma reconstrucdo do phantom de Shepp-Logan a partir de um
namero limitado de amostras no espago de Fourier. A motivag¢do para o experi-
mento é o problema de tomografia, via o teorema da fatia de Fourier. Apesar da
reconstrugdo obtida ser impressionante dado o pequeno ntimero de amostras, a
utilidade em tomografia ndo é imediata devido a uma imprecisdo na transposicao
do teorema da fatia de Fourier do caso continuo para o caso discreto e a dificul-
dade em aplicar a mesma abordagem a modelos mais complexos. A amostragem
compressiva ja é muito ttil, entretanto, em reconstrugdo por ressonancia magnética,
onde a representa¢do das medidas no espacgo de Fourier é mais imediata. Resultados

impressionantes podem ser encontrados em [65].
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Exibimos aqui uma versdo modificada do experimento, ja cldssico, apresentado
em [16]; nossa alteracdo consiste em trocar a matriz do sistema de Fourier para
Radon. Como a transformada de Radon é linear, podemos, no caso de dimensao
finita®, representa-la por uma matriz e o problema de reconstrugdo reduz-se ao

sistema linear

Rx =b.

Na equagdo acima, b contém os dados obtidos por amostragem da transformada de
Radon de x. O ntimero de linhas da matriz é determinada pela amostragem utilizada,
enquanto cada coluna corresponde a um pixel da imagem. A discretizagdo utilizada
foi a descrita no apéndice B. A imagem de teste foi o phantom de Shepp-Logan
discretizado sob uma resolucdo de 512 x 512 pixels. Se amostrdssemos a TR em 512
projecdes em angulos igualmente espacados, cada qual por sua vez amostrada em
512 posig¢oes equidistantes cobrindo [—1, 1] teriamos um problema padrao, apenas
moderadamente mal condicionado, que poderia ser resolvido por técnicas usuais
(como é esparso e muito grande métodos iterativos sdo geralmente utilizados).
Utilizando ¥BP obtemos, a partir de 512 proje¢des igualmente espagadas, a recons-
trucdo exibida a esquerda na figura 12. Por outro lado, diminuindo o ntiimero de
angulos para apenas 22 o resultado degrada-se severamente, como podemos ver na
imagem a direita na mesma figura. Uma vez que o ntimero de proje¢des coletadas
tem influéncia direta no tempo de duragdo de um exame tomografico, um método
matemadtico para eliminar tais problemas com a reconstrugdo é de interesse imediato.

Nossa abordagem (seguindo as idéias principais de [16]) é resolver o problema

min TV(x)
sa. Rx=2b; (3-1)
x € R

'Ou seja, quando a funcdo a ser transformada pertence a um espago de dimenséo finita e

amostramos a TR em um ndmero finito de pontos
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Aqui TV é a variagio total, funcional definido como:

ZZ\/% Xi-1j)* + (X — xij-1)%,

i=1j=1

onde utilizamos as condi¢des de contorno xg; = x;o = 0. O algoritmo utilizado para
resolver esse problema foi do tipo descrito no capitulo anterior, com um operador
de otimalidade ndo incremental e utilizando ART como operador de viabilidade.
Note que a variagdo total pode ser vista como a norma | - ||; de um vetor
complexo obtido por uma transformacio linear do vetor x. E sob esta interpretagdo
que o problema (3.1, pg. 101) ird se encaixar no ferramental tedrico que discutiremos
na proxima secdo. Por enquanto concentremo-nos na reconstrucdo obtida, que
pode ser vista a direita na figura 13. Como podemos ver, todos os artefatos foram
eliminados e a imagem é praticamente indistingiiivel da original mesmo utilizando

menos que 1/23 dos dados classicamente necessarios.

3.1.2 TEORIA

Sejam T C {1,...,n} e A € R™*". Denotemos por |T| o niumero de elementos
de T e por A, 1] € R™* Tl 'a matriz composta pelas colunas de A correspondentes
aos elementos de T. Assim podemos definir a constante de isometria s-restrita [15]

como o menor valor J; para o qual
(1= 60)llx[1? < [[Apzx]” < (1+66)]lx]?

para todos os subconjuntos T com |T| < s e qualquer x € R!Tl. A constante de
isometria s-restrita indica o quanto subconjuntos de no maximo s colunas de A se
comportam como um sistema ortonormal e é um conceito central em amostragem
compressiva. Como um exemplo simples pode-se mostrar facilmente [15, lema 1.2]
que se &y < 1 entdo qualquer x* tal que [|x*|lo < s (onde ||x||o := |{i | xi #0}|) e

Ax™ = b é a tinica solugdo do problema:
min  ||x||o

s.a.. Ax=0D.
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A resolu¢do de um problema combinatério como esse é dificil (entretanto minimiza-

dores locais j& podem ser tteis, veja [65]). Consideremos entdo a alternativa:

min  ||x|;
(3-2)
sa.. Ax=0Db,
onde a funcdo objetivo passa a ser || - |1 ao invés de || - ||o. Isso diminui em muito a

complexidade computacional do cdlculo da solugdo porque, dentre outros motivos,
trata-se de uma func¢do convexa. Mais que isso, esse problema ainda reconstréi uma

imagem esparsa exatamente, conforme o seguinte resultado [15, teorema 1.3]:

TEOREMA 3.1.1. Seja s tal que &5 + o5 + 035 < 1, entdo o inico minimizador de (3.2) é a

solugdo x* de Ax* = b com ||x*||o <'s.

Obviamente a utilidade dos resultados acima depende de forma crucial da
construcdo de matrizes que satisfacam as propriedades sobre as constantes de
isometria restrita com um valor de s elevado. Uma lista contendo alguns casos
conhecidos pode ser encontrada em [17]. Exemplos incluem matrizes com entradas
gaussianas i.i.d. e matrizes construidas a partir de linhas selecionadas aleatoriamente
de matrizes ortonormais, ap6s renormalizagdo das colunas. Os resultados geralmente
asseguram que a propriedade de isometria valerd para uma matriz assim construida
com uma dada (alta) probabilidade. Ndo sabemos se algum resultado do tipo vale
para matrizes de Radon, mas o experimento da subseg¢do anterior é um indicador

interessante da possibilidade de uma resposta a essa diivida ser positiva.

Apresentamos agora um tltimo resultado que leva em consideracao fatores como

esparsidade aproximada e erro nas medidas. Sejam x* a solu¢do que desejamos

reconstruir e ¢ tal que ||Ax* — ¢|| < e. Denotemos por x*° o vetor tal que ||x**||p = s
e que contém as s maiores componentes em valor absoluto de x*. Agora podemos

apresentar o seguinte resultado [17, teorema 1.2]:
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TEOREMA 3.1.2. Suponha que s seja tal que d35 + 645 < 2 entdo a solugdo x° do problema

min || %1
(3-3)
sa: |[Ax—c| <e

satisfaz
||x>i< _ x*,S

NG

De acordo com os autores, para valores “razoaveis” de d4 as constantes Cg e Dq
4s

|x° — x*|| < Cse + Dy L

sdo bem comportadas.

3.2 TESTES coM DADOS REAIs

Com a discussdo acima em mente surge a idéia de aplicar as ferramentas de
amostragem compressiva para reduzir o nimero de projecdes necessdrias numa
leitura de tomografia sem prejudicar a imagem obtida; essa reducdo na aquisigdo
levaria a uma diminuic¢do proporcional no tempo de duracdo do exame. A presente
secdo dedica-se a testar a aplicacdo de problemas como (3.3) na obtencdo de imagens
de SPECT com esse intuito.

Aqui, devido a forma como a esparsidade se apresenta, a fun¢ao objetivo utilizada
foi TV (x) ao invés de ||x|l;. Além disso também forcamos explicitamente a nio

negatividade da reconstrugdo resolvendo o seguinte problema:

min TV (x)
sa. ||[Rx—c|? <€ (3-4)
x € RY.

Para encontrar uma solugdo utilizamos um algoritmo do tipo descrito no capitulo
anterior. Sejam t; € 9TV (xy) e g(x) = |Rx — ¢||?> — €? entdo as iteracdes sdo dadas

por:

Xp+1 = P]Ri (S;(xk — /\ktk))-
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E facil mostrar, gracas a limitacdo dos conjuntos de nivel de TV e de 9TV, que
a seqiiéncia {x;} é limitada se Ay — 0". Essa limitagdo pode ser utilizada para
garantir a convergéncia do algoritmo, os detalhes sdo de menor interesse.

Nos testes a seguir os dados (gentilmente fornecidos por Roberto Isoardi, da
Fundacién Escuela de Medicina Nuclear em Mendonza, Argentina) utilizados foram
obtidos a partir de uma leitura de specT. O objeto de estudo foi um modelo fisico
artificial que apresenta uma regido de baixa atividade, simulando um possivel
dano ao musculo cardiaco. Foram coletadas 30 proje¢des ao longo de 174°, os
dados podem ser vistos na figura 14. Tais imagens, de 64 x 64 pixels cada, sdo a
representacdo pictéria do namero de fétons detectados em cada posi¢do do sensor
da camera durante um periodo de 20 segundos. Gragas aos colimadores, essas
contagens de fétons representam estimativas diretas de amostras das transformadas
de Radon atenuadas de 64 sec¢des transversais da regido estudada.

Ao reconstruir as imagens é ttil reordenar os dados para resolver uma série de
problemas bidimensionais da seguinte forma: seja k a fatia que desejamos reconstruir,
entdo a i-ésima coluna do sinograma a ser utilizado é obtida da k-ésima linha da
i-ésima das imagens mostradas na figura 14. Por exemplo, os 30 sinogramas centrais
obtidos assim sdo exibidos na figura 15. Como ndo foram efetuadas medidas
por transmissdo nés desconsideramos a atenuagdo e, nos experimentos a seguir,
reconstruimos os dados como se fossem amostras da TR.

O primeiro método de reconstrucdo utilizado foi FBP com uma freqiiéncia de
corte de 70% da freqiiéncia de Nyquist, para o qual os resultados podem ser vistos
na figura 16. A partir dai estudamos a influéncia da reducdo no ntimero de pro-
jecOes adquiridas na qualidade das imagens diminuindo a quantidade dos dados
efetivamente utilizados na reconstrugdo. Fizemos testes a partir de metade e de
um terco dos dados, sempre comecando com a projegdo a 0° e seguindo a angulos
igualmente espacados. Como pode ser notado nas figuras 17 e 18 a redugdo no
nimero de vistas gera artefatos radiais que partem das dreas de maior intensidade

na figura e comprometem severamente a qualidade da imagem. Ainda que a regiao
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de baixa intensidade que simula um possivel dano ao musculo cardiaco possa ser
indentificada nas reconstrugdes, outros elementos que poderiam, eventualmente, ser
de importancia clinica sdo eliminados ou gravemente distorcidos em algumas das

imagens obtidas.

A segunda bateria de testes resolveu o problema 3.4 para calcular a reconstrugéo.
Aqui precisamos determinar um valor apropriado para o parametro €. Da mesma
forma como com o algoritmo de FBp, escolhemos uma fatia (a de ntiimero 32) e
buscamos, por tentativa e erro, um valor aceitavel para €. Os valores para as outras

reconstrugdes foram obtidos pela férmula

_ €llbg,

NZi

i

b4 32|

onde b;; é o conjunto de dados utilizados para reconstruir a fatia i e d é o fator
de dizimacgdo aplicado aos dados no teste em questdo, ou seja, utilizando todos
os dados d = 1, metade d = 2 e para um ter¢co d = 3. O sucesso nas outras
reconstru¢des mostra que essa regra heuristica que pressupde um crescimento linear
do erro com o valor da norma dos dados funciona bem para nossos propésitos. O
denominador ||by3,||v/d é utilizado ao invés de simplesmente ||by 3,|| porque esse
segundo valor poderia ndo ser conhecido se as medidas efetuadas tivessem sido
apenas as utilizadas na reconstrugdo (apesar de que em tal caso € ndo poderia ter
sido ajustado ao sinograma by 3, de qualquer maneira). O fato dessa regra ser bem
sucedida implica que procedimentos computacionalmente caros para o cdlculo de €
a partir dos dados sdo necessarios apenas para uma fatia, pois o valor dai obtido

pode ser aproveitado nas outras reconstrugdes.

As reconstrugdes com os dados completos sdo vistas na figura 19 e as obtidas
com os dados parciais sdo exibidas nas figuras 20 e 21. As imagens sdo superio-
res as obtidas com FBP pois os artefatos radiais sdo praticamente eliminados e as
reconstrugdes obtidas com menos amostras assemelham-se muito com aquelas que

utilizaram-se do conjunto completo de dados.
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3.3 DiscussAo

Neste capitulo apresentamos uma nova forma de reconstru¢do de imagens em
tomografia inspirada na teoria de amostragem compressiva que foi desenvolvida
recentemente [15, 16, 17]. O método apresentou resultados estimulantes, mas
testes mais aprofundados sdo necessarios para uma validagdo mais convincente do
esquema. Por exemplo, o objeto de estudo utilizado nos testes com dados reais
era excessivamente simples e os efeitos da atenuagdo nesse phantom sdo muito
menos acentuados do que poderiamos esperar em uma situagdo clinica normal,
onde o coragdo fica cercado de ossos e outros 6rgdos. Experimentos utilizando o
conhecimento da atenuagdo seriam de interesse para estudar o comportamento do
método nesses casos.

Também é interessante nos perguntarmos acerca das propriedades necessarias
sobre a constante de isometria para a validade dos teoremas de amostragem com-
pressiva: elas realmente valeriam para matrizes do tipo da TR ou da TR atenuada?
Essa questdo ndo parece ter, até agora, uma resposta na literatura. Podemos esperar
uma resposta positiva, ao menos aproximadamente e para a transformada sem
atenuacdo, tendo em vista os experimentos exibidos aqui e a relagdo que existe entre
a transformada de Fourier e a de Radon, conforme expressa no teorema da fatia de
Fourier 1.3.1.

Outra questdo é relativa a utilizagdo da norma || - ||o como funcdo objetivo.
Ainda que apenas minizadores locais sejam obtidos, pode ser uma alternativa ainda
mais efetiva, conforme recentes resultados para ressondncia magnética parecem
indicar [65]. Como, para uma mesma matriz, a relagdo dr; < 1 é atingida com valores
maiores de s do que a relagdo d3; + d45 < 2, é bem possivel que a minimizacdo da
norma 0 leve a uma reducdo ainda maior no ntimero de vistas necessdrias para uma
reconstrugdo precisa.

A investigacdo das questdes que surgem a partir desses nossos primeiros experi-

mentos formam um interessante campo para futura pesquisa, cuja utilidade pratica
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pode ser de amplo alcance pois o dominio da técnica levaria a possibilidade de, atra-
vés de uma simples atualizacdo de software, permitir que tomoégrafos de sPECT sejam
capazes de obter imagens a partir de exames mais curtos. Isso obviamente acabaria

por reduzir os custos desses exames, tornando-os mais vidveis economicamente.
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1.0545 1.8047
0.7909 A - 1.3535
0.5273 - r 0.9023
0.2636 0.4512
0.0000 0.0000

Ficura 12 — Efeito da diminui¢do do nimero de vistas: a esquerda temos uma reconstrugao
por FBP utilizando uma quantidade suficiente de dados enquanto a imagem da direita exibe
a reconstrugdo obtida pelo mesmo algoritmo quando amostramos apenas 22 angulos.

1.4053 1.0163
1.0540 A - 0.7623
0.7026 - r 0.5082
0.3513 0.2541
0.0000 0.0000

FIGURA 13 — A esquerda: imagem obtida por ART. A direita: reconstru¢do por minima
variagdo total utilizando os mesmos 22 angulos. A imagem nao apresenta artefatos.
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FIGURA 14 — Proje¢des do modelo cardiaco: cada uma destas imagens mostra o ntimero de
fétons detectados em cada posi¢do do sensor da cdmera do tomégrafo durante um periodo
de 20 segundos. O objeto de estudo utilizado foi um modelo cardiaco artificial.
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0.0 50.8 101.6 152.4 203.2 254.0

FIGURA 15 - Sinogramas do modelo cardiaco: estas imagens mostram 30 dos 64 sinogramas
que podem ser obtidos por reordenagdo dos dados exibidos na figura 14. Cada um representa
a TR atenuada de uma secc¢do do objeto de estudo.
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0.0 135.5 270.9 406.4 541.8 677.3

FIGURA 16 — Reconstrugdes do modelo cardiaco por ¥Br: imagens obtidas aplicando o
algoritmo de retroprojecao filtrada aos sinogramas exibidos na figura 15.
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0.0 139.5 278.9 418.4 557.9 697.3

F1GURrA 17 — Reconstrugdes do modelo cardiaco por ¥Br: aqui apenas metade das proje¢des
disponiveis para cada imagem foi utilizada.
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0.0 150.0 299.9 449.9 599.9 749.8

F1cura 18 — Reconstrugdes do modelo cardiaco por ¥Bp: aqui apenas um ter¢o das projegdes
disponiveis para cada imagem foi utilizada.
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0.0 144.2 288.4 432.6 576.8 721.0

FIGURA 19 — Reconstrugdes do modelo cardiaco por MINTV: estas imagens foram obtidas
através da minimizacdo da variagao total.
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0.0 153.6 307.1 460.7 614.2 767.8

F1Gura 20 — Reconstrugdes do modelo cardiaco por MINTV: aqui apenas metade das projegdes
disponiveis para cada imagem foi utilizada.
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0.0 143.8 287.6 431.4 575.2 719.0

FIGURA 21 — Reconstru¢des do modelo cardiaco por MINTV: aqui apenas um ter¢o das
projecoes disponiveis para cada imagem foi utilizada.
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APENDICE A

TRANSFORMADA DE RADON DE ELIPSES

O objetivo deste apéndice é avaliar a transformada de uma elipse’ a partir do
caso mais simples de um circulo centrado na origem. Estes resultados sdo tteis para

testar implementag¢des do algoritmo descrito no apéndice B.

A.1 PROPRIEDADES BASICAS

Nesta se¢do ressaltamos algumas propriedades da transformada de Radon que
podem ser deduzidas diretamente de sua defini¢do. O intuito é reunir algumas
férmulas que, em conjunto, permitam avaliar a TR de um objeto mais complexo a
partir da expressdo de R| f | para uma funcdo f mais simples.

A propriedade de maiores conseqiiéncias da TR é a sua linearidade

Rlaf+Bg] =aR[f]+BR[g], (a.1)

que segue imediadamente da definicdo (1.1, pg. 20). Agora consideraremos algumas

transformagdes na fungdo f e suas implica¢des em R| f |.

"Para ser mais exato, avaliaremos a transformada da fungdo indicadora da regido delimitada por
uma elipse, mas evitamos o transtorno de repetir toda essa expressao dizendo simplesmente que

calculamos a TR de uma elipse.
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PROPOSICAO A.1.1 (mudanga de escala). Seja D = (“ ) com ap # 0e g(x) = f(Dx)
entdo:

B 1 / ap
Rlgl®1) = \/(xzsenZQ-l-ﬁzcoszGR[f] (9, \/"‘zsenzg"‘ﬁzcoszet) .

Onde 6 = arctan (a/Btan @) se cos6 # 0 e 6’ = 6 caso contririo.

Demonstragio. Desconsideraremos o caso cos 6 = 0 a principio. Avaliamos R[g](x):

_ —sen®

Riglx) = [ g(t () +s () ds

_ tcos§—ssend _ tcosf— 0

= [ g (fmbismt ) ds = [ £ (prembiming) o
Um momento de reflexdo nos mostra que se pretendemos escrever R[g](6,t) =
cR[f](6',t) o angulo ndo poderd ser o0 mesmo, exceto se a razdo a/p for igual
a 1. De fato, pela geometria da integral somos levados a utilizar um angulo tal que

tan6’ = a/Ptanb, ou seja, 6’ = arctan(a/p tan 6) serviria. Agora vejamos que esta

escolha para 6’ realmente é apropriada:
1 atcos f—s% S 1 at cos f—sSent
— B cos 6 — cos 0/
R[g](@, t) ‘BCOSQ /IRf ( Btsen f+s ) ds ﬁCOS@ /Rf ( ﬁtsen()—l—sg ds
1 cos ' f s O—s sen 0/
= 5eoss o/ (Fremiiiiand) as

Esta integral ndo contém mais os termos « e  multiplicando a varidvel de integragao.

Agora, € claro que existem «’ e B’ tais que senf’ = a’senb e cos®’ = B’ cosb. Se
nos lembrarmos da definicdo de 6’ veremos que normalizando para obter sen? 9’ +
cos? 9’ = 1 temos

' o / p

N = e = .
VaZsen20 + 2 cos? 6 P VaZsen2 0 + B2 cos? 6

Desta forma:

_ 1 at cos@—ssen b’
Rlglton = Va2 sen? 0 + B2 cos? f /IRf <ﬁtsen9+scose,> ds.

Resta o problema de determinar um #' apropriado. Em geral ndo é possivel

encontrarmos t' tal que atcosf = t'cos®’ e Btsenf = t'senf’, mas isto ndo é
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necessdrio porque apenas a componente de ( gf ggf;z) perpendicular ao caminho

. ~ P . . . /
de integracdo é importante. Para ver isto, primeiro denotemos ¢’ = <§g§z,> ed't

= (*52%?')_ Para qualquer t € R? temos t = tyd +t Y L'+, Sob esta notaco,

fazendo-se t = (g;ggg‘;) temos

1
VaZsen? 0 + B2 cos? 0
_ 1
~ /aZsen?6 + BZcos? 0
_ 1
~ /aZsen?0 + B2 cos? 0

R[g](6,1) = /]Rf(t,,/ﬂ’ + (ty +5) 8"F)ds

/ f(tyd +s8'+)ds
R

RIFI(0ty) .

Basta agora encontrarmos uma expressdo apropriada para ty:

/
ty = (t]|9') = atcoscos® + BtsenBsend’ = tcost (acos@+ﬁsen9$en6 )

cos 0’
/
= tcos@’ acosG—kasenGﬂ :mcosﬁ
cos 0 os 6

(Cos2 0 + sen? 0)

“COSGI _ ap
cos \/aZsen?f + pZcos?f

Para terminar a prova precisamos considerar o caso cos = 0, mas aqui o calculo

é bem mais simples porque temos:

RIg)60,0 = [g()ds= [ f(F)ds= [ £(5)ds = RIfFI6.p0. O
PROPOSIGCAO A.1.2 (translagdo). Seja g(x) = f(x — y) entdo
R[g](6,t) =R[f](6,t —y1cosf —ypsenh).

Demonstragio. Avaliemos R[g](6,t) denotando ¢ = (£93¢) e ¢+ = (—309):

sen 0 cos 6

R[g](e,t):/Rf(taﬂﬂi—y)ds
:/]sz((t_yﬂ)ﬂ_{—(S_yﬂi)ﬂL)ds
:/]Rf((t—yg)ﬂ+sﬂL)ds:R[f]((),t—yg).

Isto mostra a afirmacédo pois yg = (y | ¢) = y1 cosf + yp senb. O
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PROPOSIGAO A.1.3 (rotagdo). Seja My = (£958 ~senf) entio, se g(x) = f(Mqx) entiio

R[g](0,t) = R[f1(0+at).

Demonstragido. E 6bvio que a imagem g é a mesma que f girada a radianos na
diregdo anti-hordria, portanto a afirmagao faz sentido. O tinico ponto a se notar é

que MpM, = Mg ,:

cosf —senf cosx —sena
MQMDC —
senf cosf sen®  Ccosw
cosfcosa —senfsenx — cosfsenw —senf)coszx)

senfcosa +cosfsenx — senfsena + cosBcosn

cos(0+a) —sen(6+a)
= - M9+DC'
sen(f+a) cos(f+a)

Assim:

RIg1O0)= [ g Mo (1)) ds = [ F(MMo (1)) ds = [ f(Mara (1)) dls. O

Note que a svDb de qualquer matriz A fornece uma decomposi¢do da forma
M,DMgy. Néo entraremos em detalhes, mas esta decomposigdo fornece, gragas as
trés proposi¢des acima, uma forma de calcular a TR de g(x) = f(Ax + y) para

qualquer A € R?*2 nao-singular se R[ f] for fornecida.

A.2 A TRANSFORMADA DE UMA ELIPSE

Partimos para o calculo da TR de uma elipse avaliando a transformada de um

circulo. Comegamos por R[ f | quando f : R? — R é dada por
1 sex|]| <1;
flx) = {
0 c.C.

Seja g(x) = f(M_gx), entdo, pela proposicdo a.1.3, R[f](6,t) = R[g](0,t). Por

outro lado, |[Myx|| = ||x|| como podemos facilmente observar pelo fato de que
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MyM; = 1. Assim, g(x) = f(x) e, portanto R[f](0,t) = R[f](0,t), o que nao é

surpresa dada a simetria do circulo. Desta forma:

RIf10,5) =RIF10.6) = [ f(t,s)ds.

Se |t| > 1 entdo t* + s*> > 1 e a integral se anula. Caso contrério:

Vicp
RIF1(6,) = /]Rf(t,s)ds = [ ds=2V1-F

Agora lembramos que qualquer elipse pode ser descrita como uma mudanga
de escalas seguida de uma rotacdo e de um deslocamento de um circulo centrado
na origem. A equagdo de tal elipse serd dada por |D,;M_-(x —y)| = 1 onde
D,y = (1/ " /b> e a e b sdo, respectivamente, os tamanhos dos semi-eixos hori-
zontal e vertical. Nossos pardametros descrevendo a elipse sdo, portanto, y1, v2,
a, b e v e vemos que a regido delimitada por ela tem como fungdo caracteristica
g(x) = f(DypM_y(x —y)). Procedemos notando que a aplicagdo, em seqiiéncia,

das proposi¢des A.1.2, A.1.3 € A.1.1 nOs permite escrever

RIg)(6,1) = RIF(DosM_-) (6, — y1cos6 — yssen6)
=R[f(Dyp-)](0 — vt —y1cosf —yrsenbh)

B 1 t —yi1cosf —yrsend
N senZ(0—v) , cos?(6—7) R[f] (0’ sen?(0—1) cosz(G'y)) .
\/ 2 + = ab\/ 2 T

E esta é a expressdo para a transformada de Radon da elipse g. Denotando

N

sen?(0 — cos?(6 — B m(0
m(0) = ( (az ”) + (b2 ,Y)) et'(0,t) = %(t —y1cos0 — ypsenb)

podemos sumarizar:
Y 2 / .
[21(6,1) {2m(9)\/1 [t(0,1)]> se|t'(6,t)] <1, (a.2)

0 C.C.
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APENDICE B

TRANSFORMADA DE RADON DE IMAGENS

DISCRETAS

B.1 REPRESENTACAO DISCRETA DE IMAGENS

Para processarmos uma imagem digitalmente precisamos trabalhar com uma
representacdo dela em um espaco de dimensao finita. Cada elemento de uma base
para este espaco serd denominado de pixel®, o valor de cada um dos coeficientes da
expansdo da imagem na base de pixels é comumente chamado de o valor do pixel

correspondente na imagem.

Um algoritmo para o calculo da transformada de Radon deve ser, portanto, capaz
de traduzir os valores dos coeficientes da representacdo da imagem em uma dada
base para os valores das integrais de linha sobre a imagem de forma eficiente. A base
de fungdes utilizada terd uma grande importancia, como veremos, na complexidade
computacional do algoritmo e pode influenciar na qualidade resultante da imagem.
Por simplicidade utilizaremos uma base de pixels quadrados, mas outras poderiam

ser utilizadas. Por exemplo, uma discussdo sobre o uso de B-splines no calculo da

'O termo pixel vem do inglés picture element.
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transformada de radon pode ser encontrada em [41], junto com uma versdo do
algoritmo de ¥BP também baseada em aproximacao por splines.

Suporemos que a imagem em consideragdo tem suporte compacto, ou seja, que a
fungdo f : R? — R cujo valor determina a intensidade da imagem em cada ponto
seja tal que ||x|| > M = f(x) = 0 para algum M grande o suficiente. Indo além,
mas sem perda de generalidade, podemos assumir que a norma € || - || € que M
vale menos que 1, de forma que a parte ndo nula da imagem estaria confinada ao
quadrado semi-aberto [—1,1) x (—1,1].

Tal quadrado concentrard a discretizagdo. Fixamos a resolugdo vertical m e a
horizontal n e dividimos o quadrado em uma grade regular de mn retangulos de
largura Ay := 2/n e altura A, := 2/m onde assumimos que a fungéo tem um valor
constante. Se indexarmos estes retdngulos partindo do canto superior esquerdo, o

retangulo [; ; corresponderia ao conjunto
Lj=[~14jAy =14 (j+1)Ay) x (1= (i +1)Ay, 1 —iA,].

A base de fung¢des de nossa discretizacdo é entdo definida pelo seguinte conjunto de

funcdes:
B(m,n) = {Xli,j/ i:O,...,m—l, i:0,...,1’l—1}
com
1 sexeC
xc(x) ==
0 sex¢C

a funcdo indicadora do conjunto C.

Note que um ponto (x,y) € [~1,1) x (—1,1] pertencera ao retangulo I;; se
e somente se x € [—1+jA, -1+ (j+1)Ar) ey € (1—-(i+1)A,1—iA)]. A
primeira condi¢do equivale a (1+ x)/Ay € [j,j+ 1), ou seja, floor((1+x)/Ax) =,
enquanto a segunda é equivalente a (1 —y)/Ay, € [i,i +1), que pode ser escrita
como floor((1 —y)/A,) = i. Portanto, resulta que

(x’y) < Iﬂoor(%),ﬂoor(iﬂ)' (B.1)

X
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F Ay +
\\ Ay
\\ n
A
N Ay Y
) | cos 6|
\\ v ‘\
67" Ayltanf| t
¥ N
\ it
to X
cosf |

FIGURA 22 — Geometria da transformada de Radon de imagens discretas.

B.2 TRANSFORMADA DE RADON DE IMAGENS DISCRETAS

Aqui determinaremos um algoritmo para o calculo exato da transformada de

Radon de uma imagem discreta ou para o cdlculo aproximado a partir de amostras

de uma imagem continua. A discretizac¢do é a descrita na se¢do anterior, de forma

_ yvm—=1yn-1_ | . . . . N
que f =3}, Lj—o CijX1,; para um conjunto apropriado de coeficientes c; ;.

Primeiro notamos que, devido a hipétese de que f tem suporte compacto, existe
um intervalo [s, s] tal que

RIFIE) = [ F (0 (28

sen 6
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E poderiamos utilizar uma parti¢do sy, sy, ..., sk para escrever essa integral como

uma soma:

k=1 rsip
AN ! 0 — 0
RO =Y [ F(F (58) +5 () s
i=0 "%
Se nos voltarmos a figura 22 podemos ver que uma escolha adequada para a particdo
pode resultar numa soma simplificada onde os integrandos sdo constantes em cada

parcela e teremos simplesmente:

k=1
RIf10,t") =Y (sit1 — si)m;.
i=0
Nessa férmula, m; seria determinado a partir do coeficiente correto ¢; ; cujos indices
poderiam ser calculados, por exemplo, utilizando a férmula (8.1, pg. 136).

O algoritmo que serd apresentado prossegue somando cada uma dessas parcelas,
mas evita o calculo explicito dos valores s; ao determinar os coeficientes ¢; ; relevantes
utilizando um pardmetro de controle semelhante ao utilizado no algoritmo de
Bresenham [12]. A idéia é determinar qual a direcdo em que os pixels mudam
mais rapidamente, que serd chamada de direcdo rdpida, e seguir sempre um pixel
nessa direcdo; apenas quando necessério, seguimos também na outra diregdo. Por
exemplo, na figura 22 os tnicos pixels por onde passa o caminho de integracdo
sao* {(9,1),(8,1),(7,1),(7,0),(6,0),(5,0),(4,0)}. Nesse caso a dire¢do rapida &,
portanto, a vertical, de forma que a cada passo sempre nos movemos um pixel
nessa direcdo e a cada um desses passos, acrescentamos A, tan 6 ao parametro € (a
representacdo grafica de € na figura 22 sdo as barras horizontais entre os pontos s; e
a coluna imediatamente anterior) que é iniciado com a distancia entre o ponto inicial
e a coluna imediatamente anterior a ele (o ponto sy na figura 22). Assim, quando o
valor de € ultrapassar Ay é hora de movimentarmo-nos na diregao lenta e fazemos €
valer € — Ay e continuamos o processo até percorrer todos os pixels por onde passa o

caminho de integragao.

2Aqui os pixels sdo representados pelos seus indices de linha e coluna (i, ), cuja enumeragéo

inicia em 0.
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O processo descrito no paragrafo acima mostra como podemos percorrer os
pixels corretos, falta avaliar s; —s;,_1, mas esse valor é simplesmente A,/|cosf| a
maior parte do tempo, as exceg¢Oes ficam por conta dos casos em que temos que
nos movimentar na dire¢do lenta. Nesses casos nés eventualmente vamos precisar

efetuar um calculo do tipo

€ Ay €

Ay|tan | | cos 6| ~ [senf|’
Como os célculos sdo efetuados em aritmética de precisdo finita é possivel que
pequenos erros sejam muito amplificados quando sen® ~ 0. Para contornar esse
problema podemos utilizar o seguinte expediente: primeiro definimos o fator a =
(Ax —€4)/€, onde €, é o valor de € antes da atualizagdo e podemos usar a expressdo

44 Ay
14 a|cosf|

No célculo de a pode facilmente acontecer de € ser muito menor do que Ay — €;, 0
que também pode levar a erros grotescos de arredondamento. Aqui, porém, quando
isso acontecer, a fracdo a/(1 + «) se aproximara rapidamente de 1, suavizando as
eventuais imprecisoes.

A descrigdo em pseudo-cédigo do algoritmo pode ser vista na listagem B.2 (note
que utilizamos 4 subfuncdes descritas nas listagens 11-14) que pode servir como
base para uma implementagdo. Diversos detalhes ignorados na descrigdo acima sdo
importantes na implementacéo e a listagem fornecida preenche essas lacunas. E
necessdrio comentar que existe um algoritmo eficiente para o computo da TR de
uma imagem discretizada conhecido como algoritmo de Siddon [61]. Seria interessante
comparamos 0 método aqui proposto com tal algoritmo, mas essa comparagdo foge

ao escopo da presente tese.
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Entrada: k, |, m, n, 0[k], t[l], a[m][n];
Saida: pll][k];
Ay =2/n; Ay =2/m; r=m/n;
para (cg = 0; cg < k; ++ cg ) faga
o =sen(0[cg]); &= cos(B[cg]); A =—Sinal(¢);
se (0 == 0) entido
se (A;>0)entdo{i; =0; if=m;}sendo{i;=m—1; iy =—-1;};
para (¢; =0; ¢; < I; ++¢; ) faga

xp = —Atles];

se((x;>—-1)&&(x; < 1)) entdo

j = floor ((1+x;)/Ax);
L para (i =i;i#ipi+=A;)faga { plei][co] += ali][j]Ay; };

| V& para proximo cy;
= tan(f[cg]); T =|7|; Aj = —Sinal(c);
se (T <r)entdo
v = A]'/T,' A=TAy; ¢ = I&]; 6= Ay/E;
para(c; =0, ¢ <I; ++4 ¢ ) faca
vi=tlal/o yr=yi—v yi+t="7%
Yi= AjuSta( Yi, -1,1 ); Yr = AjuSta( Y, -1,1 );
se (y; == Yr ) entdo { V4 para préximo c¢; };
i = Linha(y;, Ay, A;); Zf = Linha( Yf Ay, —A;);
se (|y;| # 1) entdo
se(A;>0)entdo {j=0;}sendo{j=n—-1}
e =|Ai+yil; € —= (ceil(e/Ay) —1)Ay; pledlco] += ali]ljle/¢;
EX=T, i +=A;;
sendo
xX; = t[Ct]/g —VYiT; ] = Coluna( x;, Ay, A] ),'
e = |Aj+xi|; & —= floor (e/Ay) Ay;

,-]

se (|i—if| > 1) entdo
lf —= Al‘,'
para (;i #ipi+=A;) faca
ea=¢ e+=A;
se (e < A, ) entdo { pct][cg] += ali][]]J; }
sendo

L e —=Ay; 0= (Ay—g5)/€ 6 =0(a/(140));
pledleo] += alilljlé; j+= Aji pledlco] += ali][jl(6 —6);
B if +=A;;
if += 4
para (;i#igi+=A;) faca
ga=¢ €+=A;
se (e < Ay ) entdo { p[c|[co] += ali][j]6; }
sendo
e—=Ay; a= (A —en)/s; 5= S(a/(1+w));
pledleo] += alilljlo; j += A -
se((j>0)&&(j<n))entdo{ plct][ce] += ali][j](6 —9); }
B sendo { V4 para proximo cy; };
senio se ( ¢ =0) entdo
| Continua na pdgina 141.




B.2 TRANSFORMADA DE RADON DE IMAGENS DISCRETAS

141

Continuagdo da pdgina 14o0.
sendo se ( { == 0 ) entdo

para(c; =0;¢; < I; ++ ¢ ) faca
yi = —A]'t[Ct],'
se((y;>—-1)&&(y; <1))entdo
L i = floor ((1—yi)/Ay);

senao

Y=NAMT, A=A /T, o= 0], 6 =A/0T;

para (c; =0;¢; < I; ++ ¢ ) faca

X =te /8 xp=xi+7 xi —=;

x; = Ajusta(x;, —1,1); Xp= Ajusta( xp, —1,1);
se (x; == xy ) entdo { V4 para proximo cy; };

j = Coluna(xj, Ay, Aj); jr = Coluna(xy, Ay, —4;);
se (|x;| #1) entdo
se(A;>0)entdo{i=0;}sendo{i=m—1;};

/=T, j+= A
senao
Y = t[ct]/a —x;/7T; i = Linha(y;, Ay/ Ai);
e = |y; — Aj]; € —= floor (e/Ay) Ay;
e(|j—jfl >1)entao
jr == Aj;
para (;j# s j+=A;) faca
ea=¢ €+=A;
se(e< Ay ) entdo { p[Ct][Ce] += (Il[l] []]5/ }
sendo
L e = Ay w=(Ay—ea) /6 5= b(a/(1+));

»

LI =4

jf +=Aji

para (;j # j;; j += A ) faga

e =¢ £+=A;

se (e < Ay ) entdo { p[ci][co) += ai][f]0; }

senao
e—=N; a=(Ay—¢)/& 6=0(a/(1+a));
ple][ce] += ali][j]6; i += Ay

sendo { Va para proximo cy; };

se (Aj>0)entdo{j;=0; jy=mn;}sendo{ji=n—-1 jr=-1L1}

para (j = ji; j 7 jy; j += Bj) faga { pled[co] += ali][j]Ax; };

e=|x; = Ajl; &€ —= (ceil(e/Ay) —1)Ay; plei][ce] += ali][jle/T;

plerllea] += alil[j}3: i += A pledleel += alil[j1(6 - &);

se((i>0)&& (i< m))entdo { p[c][co] += ali][j] (o

ALGORITMO 10 — Projecdo de Imagem Discreta
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Entrada: x;
Saida: s;

se (x <0) entdo
| s=1;

senao
| s=-1;

ALGORITMO 11 — Sinal

Entrada: x, A, A]-,'
Saida: j;
se ( A]- >0 ) entdo

‘ j = tloor <1§—xx>;

senao

L j = ceil (1;—;‘) -1

Entrada: x, [, u;
Saida: x;

se ( x > u ) entdo

| X =1U,
senao
se (x <) entdo
L x=1

ALGORITMO 12 — Ajusta

Entrada: y, Ay, A;;

Saida: i;

se (A; > 0) entdo
. 1=y,

‘ z-floor(Ay ),

senao

L i = ceil (%) —1;

ALGORITMO 13 — Linha

ALGORITMO 14 — Coluna
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