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Abstract

In this work, we study the path geometry in Lie groups using the stochas-
tic exponential and the stochastic logarithm.

We show the geometric constructions of tangent space, one metric and
one natural conection of Lie groups valued path.

Finelly we show one situation that this conection is Levi-Civita and ano-

ther one that is not.
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Resumo

Neste trabalho estudamos a geometria dos caminhos em grupos de Lie
usando a exponencial estocédstica e o logaritmo esocastico.

Apresentamos as construgoes geométricas do espago tangente, uma métrica
e uma conexao natural as caminhos em grupos de Lie.

Finalmente apresentamos uma situgao em que essa conexao é Levi-Civita

e outra que nao é.
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Introducao

Dado um grupo de Lie GG, podemos definir o grupo dos caminhos continuos
em G que comecam em e. Neste trabalho estudaremos a geometria es-
tocdstica desse grupo de caminhos, seguindo o trabalho de Shigekawa [14].

Para tal, no primeiro capitulo fazemos uma revisao bem geral sobre ge-
ometria Riemanniana e cédlculo estocdstico.

No segundo capitulo comecamos estendendo os conceitos de célculo es-
tocéastico do R™ para variedades, e consequentemente, para grupos de Lie. Es-
tudamos duas aplicacoes que serao fundamentais para o estudo dos caminhos
em (G: a exponencial estocastica, que é uma aplicagao da dlgebra de Lie G no
grupo G e o logaritmo estocastico que faz o caminho contrario. Mostramos
que uma ¢ a inversa da outra e verificamos algumas propriedades operatorias.
Utilizando-se dessas ferramentas, trazemos os teoremas de Doob-Meyer e de
Girsanov-Meyer para o contexto dos grupos de Lie.

No fim do capitulo damos um exemplo de uma equacao diferencial es-
tocdstica muito importante em mecanica: a equagao de Lax, vemos uma
aplicacao pratica dessa equagao e encontramos sua solucao.

Finalmente no terceiro capitulo estudamos a geometria dos caminhos em

grupos de Lie comecando por definir o espaco dos caminhos em um grupo de



Lie e o espago de caminhos em uma algebra de Lie.

Em seguida comecamos com algumas nocoes de célculo de Malliavin.
Definimos o espaco de Cameron-Martin, espaco esse que sera das direcoes
em que poderemos definir a derivada de Malliavin. Veremos o que é uma
derivada de Malliavin, conceito fundamental para o estudo da geometria es-
tocéastica dos caminhos em grupos de Lie. Utilizamos essa derivada para
definir o fibrado tangente e a definicao do espaco de Cameron-Martin para
introduzir uma métrica nesse espago. Damos uma expressao para a derivada
de Malliavin da exponencial estocastica e utilizando essa expressao, defini-
mos uma conexao no espago de caminhos. Com essa conexao definimos o
que vai ser o colchete de Lie e verificamos um caso em que essa conexao ¢ de

Levi-Civita e outro caso em que ela nao é de Levi-Civita.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocoes basicas sobre variedades e grupos

de Lie

Ao longo desta secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados so-
bre variedades diferenciaveis e grupos de Lie que serao muito importantes ao

longo do trabalho. Esse assunto pode ser visto com maiores detalhes em [3].

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n € um espaco
topologico M de Hausdorff, que satisfaz o sequndo axioma de enumerabilidade
munido de uma familia de aplicacoes biunivocas x, : U, C R® — M de

abertos U, de R™ em M tais que:
1. U, xa(Us) = M;

2. Para todo par o, B, com x,(Uy)(x5(Us) = W # 0, os conjuntos

x 1(W) e xgl(W) sao abertos em R™ e a aplica¢ao x[;l o X, € dife-

rencidvel;



3. A familia (Uy,X,) € mazimal relativa as condigoes (1) e (2).

Uma familia (U,,x,) satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura
diferencidvel em M.

Observagao: A essa familia de aplicagoes chamamos de parametrizacao
de M. A parametrizacao de M nao é necessariamente Unica.

Queremos agora introduzir uma idéia de espaco tangente a uma variedade
diferenciavel.

Sejam M e N duas variedades diferenciaveis, p € M e ¢ : M — N.
Dizemos que ¢ é diferenciavel em p se dada uma parametrizacao y : V C
R™ — N, de uma vizinhanga de ¢(p), existe uma parametrizacao x : U C

R™ — M em uma vizinhanca de p, tal que:
y ltopox:U—V

é diferencidvel em x~!(p).
Uma aplicagao ¢ é diferenciavel num aberto de M se é diferenciavel em
todos os pontos desse aberto.

Uma curva diferenciavel de M é uma aplicacao diferenciavel
a:(—e€) — M.

Suponha que a(0) = p € M, e denotemos por D,, o conjunto de todas as
fungoes f : M — R, diferencidaveis em p. O wetor tangente a curva a no 0 é
a funcao o/(0) : D, — R definida por:

o'(0)f = d(fd(t) - =0

Dizemos que um vetor v é tangente a M em p, se existe alguma curva

diferencidavel a em M tal que a(0) = p e v é tangente a « no 0.

4



A seguir uma proposicdo que caracteriza o espago tangente a uma va-

riedade num ponto.

Proposicao 1.1.2. Seja T,M o conjunto de todos os vetores tangentes a M

em p. Com as operagoes

(u+v)(f) = u(f) +v(f)

(ku)(f) = k(u(f)),

onde w,v € T,M e k € R, T,M ¢é um espago vetorial que serd chamado de

espaco tangente a M em p.

Sejam M e N variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma aplicacao
diferencidvel em p € M. Dado v € T,M, existe uma curva diferenciavel «,

tal que «(0) = p e &/(0) = v. Definimos

d

priPRaLS ()

(¢)spv =
Observacao: Note que ()0 € Ty N.
Temos que (@), ¢ uma aplicagao linear e é chamada de diferencial de ¢

no ponto p.

O fibrado tangente de M é definido por:
TM ={(p,v):peMeveTl,M}

O fibrado tangente é uma variedade diferencial de dimensao 2n. Temos

também que existe uma aplicacao diferenciavel = : TM — M definida por

m(p,v) = p.



Um campo vetorial X sobre uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao
que a cada ponto p de M associa um elemento X (p) de T,M. Podemos ver
isso como uma aplicacao de M em T'M. Dizemos que esse campo é dife-
renciavel, se é diferencidavel como aplicacao.

Note que se X e Y sao campos vetoriais diferencidveis, podemos consi-
derar o iterado XY, mas isso nao é em geral um campo vetorial. No entanto
se considerarmos [X,Y]f = (XY — Y X)f, para f € C®(M), temos um

campo vetorial. Esse campo serda chamado de o colchete de X por Y.
Proposigao 1.1.3. O colchete verifica as sequintes propriedades:

1. [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade);

2. [aX +02,Y] =a[X,Y] +b[Z,Y] (linearidade);

3. X, Y], Z1+ [[Y, Z], X| + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi).

Vamos introduzir agora uma maneira de se medir comprimentos em va-

riedades.

Definicao 1.1.4. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencial
M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto
interno (,), em T,M tal que dados dois campos X e Y diferencidveis e um

aberto V-de M a funcao ¢(p) = (X,Y), € diferencidvel em V.

Uma variedade diferencidvel M munida de uma métrica Riemanniana é
chamada de variedade Riemanniana.

Notagao: Denotaremos por x(M) o conjunto dos campos de vetores C'™

em M.



Definicao 1.1.5. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M
¢ uma aplicagao

Vi x(M) x x(M) — x(M),

denotada por VxY que verifica para quaisquer X,Y e Z € x(M), f eg €
C*(M):

(a) VixygvZ = fVxZ +gVyZ;
(b) Vx(Y+2)=VxY +VxZ;
(c) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.

A partir da defini¢do de conexao Riemanniana, que a primeira vista pode
parecer nao muito natural, enunciaremos uma proposicao que nos permitira

introduzir uma nocao de paralelismo nas variedades.

Proposicao 1.1.6. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conezxao
afim V. Entao existe uma unica correspondéncia que associa a um campo

vetorial V' ao longo de uma curva diferencidvel ¢ : (—e, €) — M um outro

DV

campo vetorial =

ao longo de c, denominado derivada covariante de V' ao

longo de ¢, tal que:

D _ DV DW .
1. E(V—FW)—W—FT,

2. 2(fvy=4v + for.

dt
3. Se V=Y (c(t)) para algum Y € x(M), entdo B = VY.
Com isso temos um novo elemento no estudo das variedades, a derivada

covariante. Com esse novo elemento introduziremos uma nogao de parale-

lismo em variedades.



Definicao 1.1.7. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conezxao afim
V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ € chamado de paralelo

quando % =0 ao longo de c.

Agora relacionaremos os dois conceitos vistos acima: a métrica e a conexao.
Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana (, ). Diremos que a conexao é compativel com a métrica
se para toda curva diferenciavel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores V'

e W ao longo de ¢, tivermos:

d DV pW
Ly = (22w (v, 22N,
") <dt’ >+<’dt>

Apresentaremos agora uma proposicao que nos ajudard a verificar se uma
conexao e uma métrica sao compativeis. Uma demonstracao dessa proposigao

pode ser encontrada em [3].

Proposicao 1.1.8. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é

compativel com a métrica se e somente se:

XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ), VXY, Z € x(M).

Definicao 1.1.9. Uma conexao V em uma variedade diferenciavel M ¢é dita
simétrica ou sem tor¢ao se:
VxY —VyX =[X,Y].

Agora enunciaremos um dos teoremas mais importantes no que diz res-

peito a conexoes.



Teorema 1.1.10. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, ez-

iste uma unica conexdo afim V em M satisfazendo:
(a) V ¢é simétrica.
(b) V € compativel com a métrica Riemanniana.
A esta conexdo daremos o nome de conexdo de Levi-Clivita.

Até agora vimos algumas propriedades das variedades diferenciaveis, porém,
observamos também que nao existe nenhuma operacao interna nesta estru-
tura. Introduziremos entao essa tal operacao com algumas propriedades a
mais e daremos a essa variedade munida de uma operacao interna o nome de

grupo de Lie.

Definicao 1.1.11. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura difer-
encidvel tal que a aplicagio n : G x G — G dada por n(x,y) = zy~' ¢é

diferencidvel.

Da estrutura diferenciavel temos que um grupo de Lie é uma variedade
diferenciavel e da diferenciabilidade de n que as translacoes a direita R, e
translagoes a esquerda L,, dadas por R,(y) = yz e L,(y) = xy sao difeomor-
fismos.

Dado um grupo de Lie GG, chamaremos de campo invariante a esquerda

os campos X tais que

Xp = (Lp>*Xe:

onde (L,). é a diferencial de L, e X, é o campo X avaliado no ponto p.



Neste trabalho estamos interessados em estudar apenas os campos di-
ferenciaveis invariantes a esquerda. Para isso, observemos que um campo
invariante a esquerda estda completamente determinado pela sua avaliacao
em um unico ponto do grupo, tomemos entao, o elemento neutro e como esse
ponto. Com isso temos uma identificacao que associa a cada campo invariante
a esquerda um elemento de T,G. Se munirmos 7T,G com a operacao colchete,
esse espaco é chamado de dlgebra de Lie de G e serd denotado por G.

Uma métrica Riemanniana em G é dita invariante a esquerda se para

todo x e y € G tem-se:

(u )y = ((La) syt (La)uy) (L), -

Analogamente, dizemos que uma métrica Riemanniana é invariante a

direita se para todoz ey € G

(u, v)y = ((R2) syt (Rx)*yv>(Rz)y‘

Se uma métrica ¢ invariante a esquerda e a direita, diremos que ela é
bi-invariante.

Considere agora o seguinte caso:

Seja g € G. A conjugagdao por g é a aplicagao Cy : G — G definida
por Cy(x) = (Ly)(Ry-1)x = grg~'. A conjugacao é diferencidvel e temos a

seguinte expressao pra sua diferencial no elemento neutro e.

Definicao 1.1.12. Seja u € G, a representacao adjunta de u é a sequinte

10



aplicacao:
ad(u): G — G
v o— [u,v]
Agora apresentaremos um resultado que relaciona a aplicacao adjunta
num grupo G com a representacao adjunta em sua algebra de Lie G. FEsse

resultado pode ser encontrado com maiores detalhes em [13].
Proposicao 1.1.13. (Ad).(u) = ad(u).

Pra encerrar essa se¢ao, um resultado muito importante para variedades:
o Teorema do Mergulho de Whitney. Iremos apenas enunciar esse resul-
tado. Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrado em [9]. Antes,
precisamos definir uma classe especial de aplicagoes diferenciaveis entre va-
riedades.

Sejam M e N variedades diferenciais. Uma aplicacao diferenciavel ¢ de

M em N é um mergulho se:
o (@) TyM — Ty N é injetiva para todo p € M;

e ¢ ¢ um homeomorfismo sobre ¢(M) C N. Ou seja, ¢ : M — ¢(M) é

continua, invertivel e sua inversa é continua.

Teorema 1.1.14. (Whitney) Dada uma variedade diferencidvel M de di-
mensao n, existe um mergulho ¢ : M — R* L tal que a imagem ¢(M) é

fechada em R?"+1,

Com isso temos que toda variedade diferenciavel n-dimensional pode ser

vista como uma superficie fechada em R?*"*1. Vejamos agora uma estrutura

11



muito interessante que pode ser construida em superficies: as wizinhancas
tubulares.

Pela construcao da variedade, consideraremos todas superficies regulares
de classe C'°.

Lembrando que agora estamos no R™. Seja S uma superficie e p um
ponto dessa superficie, dizemos que o segmento de reta que liga os pontos p
e a que denotaremos por [p,al, é normal a S no ponto p, se (a — p,v) = 0,
para qualquer v, vetor tangente a S no ponto p. A bola normal B+ (p;e) é a
uniao dos segmentos normais a S no ponto p de comprimento < e.

Dizemos que um nimero € > 0 é um rato normal admissivel para um
conjunto X C S quando, dados dois segmentos normais [p,a] e [q,b] de
comprimento < € com p # ¢ € X, temos que [p,a] N [q,b] = 0.

Agora enunciaremos um teorema que dada S uma superficie do R?"+!
garante a existéncia de uma fungao € : S — R que funcionard como o
raio normal admissivel. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada

em [9].
Teorema 1.1.15. Seja S C R*™ ™! uma superficie, entao:

1. Existe € : S — R diferencidvel , raio normal admissivel para S.

2. A unido Ve(S) = Upes Bt (p; e(p)) é um aberto do R™ chamado de vizi-

nhanga tubular de S de raio €(p).

Temos que Vi(S) = U,cq Bt (p;e(p)). Com isso, dado q € V.(S), temos
que ¢ € BY(p;e(p)). Dai, suponha que |[p — ¢q| = r < €(p) utilizemos a
seguinte notagao: ¢ = g,. Observe que essa notagao esta bem definida, pois

cada elemento de V,(S) estd em apenas um dos conjuntos do tipo B+ (p; e(p)).

12



Com isso podemos acrescentar o seguinte item ao teorema acima:

8. A aplicacao 7 : V(S) — S que associa ¢ = ¢, a p é C™.

1.1.1 Equacgoes Diferenciais em Variedades

Aqui estenderemos a idéia de equacoes diferenciais para variedades.
Seja M uma variedade e X um campo vetorial sobre M, diremos que uma

curva diferenciavel ¢ : (—¢,e) — M é solugao da seguinte equagao diferencial:

(1.1)

L. ¢(0) =p;

2. d(t)=X(c(t)).
Isto é. se f € C*> (M), entdao Xcu,) (f) = % (foc(t))

t=t

Para garantir a existéncia e unicidade de solugao para equacoes diferen-
ciais em variedades utilizaremos o Teorema do Mergulho de Whitney.

Seja ¢ : M — R**l o mergulho garantido pelo teorema 1.1.14. Com
isso temos que ¢(M) é uma subconjunto fechado do R?"*!. Denote por
(M) = S.

Considere a seguinte equacao diferencial:

V() = (D)ep-1n X (071 (v(1)))
7(0) = ¢(p)

Isso é o campo X que foi transportado de M para S. Denotemos esse

(1.2)

campo por Y. Observe que esse campo nao estd definido num aberto de

13



R27F1 Resolveremos esse problema usando as vizinhancas tubulares. Pelo
teorema 1.1.15 temos que é possivel constuir uma vizinhanga tubular V,(5)
de raio € : S — R..

Definamos em V,(S) o seguinte campo:

2 _ 2

Z(q) = 2(gy) = —5—Y ), para q € Vi(5)

Agora temos um campo definido num aberto do R?"*1. Entao considere-

mos a seguinte equacao diferencial:

V() = Z(v(1))
7(0) = ¢(p)

E possivel utilizar a teoria de EDO’s para determinar as condigoes de
existéncia e unicidade de solucao para essa equacgao, porém essa solucao esta
no conjunto V,(.S). Temos que a condigao inicial da EDO estd em S, a solugao
¢é tangente ao campo e S é tangente ao campo. Dal que a solugao estd em
S. Assim podemos trazer a solucao de volta para M através de ¢~! obtendo

assim uma solugao para (1.1).

1.2 Introducao ao Calculo Estocastico

1.2.1 Nogoes de Teoria de Probabilidades

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos fundamentais de calculo es-
tocastico e alguns resultados sobre integracao estocéstica, como a féormula de

It6 e o teorema de Girsanov-Meyer.

Definicao 1.2.1. Seja Q) um conjunto. Uma familia U de subconjuntos de

Q ¢ dita uma o-dlgebra se satisfaz:

14



1. 0, Qel;
2. Se A €U, entao A° € U (fechado por complementagao);

3. Se Ay, Ag,--- €U, entao U A; (fechado por unidgo enumerdvel ).
i=1

Definicao 1.2.2. Dada uma colecao V' de subconjuntos de 2, diremos que a
o-algebra gerada por V € a menor o-dlgebra contendo todos os elementos de
V. Menor no sentido de que se existe alguma outra o-dlgebra contendo V,

entao essa o-algebra também contém a o-dlgebra gerada por V.

Definigao 1.2.3. Sejam U uma o-dlgebra de 2 e P : U — |0, 1], diremos que

P é uma medida de probabilidade se:

2. Se Ay, As,--- € U sao dois a dois disjuntos, entdo ]P’(U A;) = Z]P’(Ai).
i=1 i=1

Observagao: Diremos que uma determinada propriedade de 2 acontece

P—quase certamente se a probabilidade P do conjunto em que ela nao vale é

0.

Definigao 1.2.4. Chamaremos de espago de probabilidade a tripla (Q,U,P),

onde ) é um conjunto, U € uma o-dlgebra de Q2 e P é uma medida de pro-

babilidade.

Chamaremos de o-dlgebra de Borel do R™ e denotaremos por Borel(R")

a o-algebra gerada por todos os abertos do R".

Definigao 1.2.5. Sejam (Q,U,P) um espago de probabilidade e X : Q — R™,
diremos que X € uma varidvel aleatdria n-dimensional se X 1 (B) € U para

todo B € Borel(R™).
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Notagao: Denotaremos por {X € B} :={w € Q, tal que X (w) € B}.

Seja X : 0 — R"™ e V uma o-édlgebra de €2, diremos que X é V-mensuravel
se {X € B} € V, para todo B € Borel(R").

Dada uma funcdo X : 2 — R", denotaremos por U (X) como a menor
o-dlgebra de 2 que torna essa fungao mensuravel. U (X) é a o-dalgebra gerada

por X.
1, sexe A

0, sex ¢ A

Seja A um subconjunto de . 14(x) :=

Chamaremos 14 de func¢ao indicadora de A.

Diremos que uma variavel aleatéoria X é simples se X = E a;14,, para

=1

aiGReAiEL{.

Definicao 1.2.6. Uma colegdo de varidveis aleatdrias X = {X;: 0 <t < T}

com X; : Q0 — R"™ para todo 0 <t <T', é dita um processo estocastico.

Ao fixarmos w € €, temos uma fungdo X (w) : [0,7] — R" tal que
X(w)(t) = Xy(w). A essa fungao chamaremos de trajetdria de w.

Sejam X ={X;:0<t<T}eY ={Y;:0<1t<T} processos. Dizemos
que Y é uma modificagio de X se P(X; =Y;) =1 paratodo0 <t <T

Definicao 1.2.7. Sejam (2, U, P) um espago de probabilidade, X = Z a;1a,
i=1
uma varidvel aleatoria simples e A € U. Entdo

/ XdP = aP(A;NA).
A i=1

Se X € uma varidvel aleatoria nao negativa, entdo definimos:

/ XdP := sup{/ YdP: Y < X, Y simples}.
A A
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E finalmente, se X é uma varidvel aleatoria, definimos:

/Xd]P’ :z/X*dIP’—/X‘dIP’,
A A A

onde X (w) = max{0, X(w)} e X~ (w) = max{0, — X (w)}.

Ainda mais, se X = (Xy,--+, X,,) € uma varidvel aleatoria n-dimensional,

/AXdIP’ = (/Ade]P’,--- ,/AXndIP’).

/ XdP serda chamada de a integral de X com relagao a medida P sobre
A
A.

Definicao 1.2.8. Seja X uma varidvel aleatoria. A esperanca de X € definida

por:

E(X) = /Q XdP.

A seguir enunciaremos um teorema de extrema importancia na teoria de

processos. Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [7].

Teorema 1.2.9. (Kolmogorov, Centsov) Sejam (Q,U,P) um espaco de

probabilidade e X = {X; : 0 <t < T} um processo estocdstico que satisfaz:

E(X,— X% <Clt —s|'"P,0<s,t<T
Para o, B e C constantes positivas. Entdo existe uma modificagao continua

X={X,:0<t<T} deX.

O que esse teorema diz é que sob certas condi¢Oes os processos possuem
uma modificacao continua. Ao longo deste trabalho consideraremos sempre

as modificagoes continuas.
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Introduziremos agora os conceitos de independéncia.
Seja (Q,U,P) um espago de probabilidade, A e B € U, diremos que A e
B séao independentes se P(A() B) = P(A)P(B). Analogamente, diremos que
Ay, -+ A, € U sao independentes se para qualquer escolha Ay, ,---, A

P

tem-se:
P P

P(() Ax) = [ P(Ax).

i=1 i=1
No caso de o-dlgebras dizemos que a familia {U;} com i € [ elU; C U é in-
dependente se para qualquer escolha finita iy, - - - , i, tem-se que {B;,, -+ , B;, }
sao independentes, para qualquer B;; € U;;.
Seja {X;}2, uma familia de varidveis aleatérias definidas no mesmo
espago de probabilidade. Diremos que {X;}°; sdo independentes, se {U(X;)}2,

o forem.

1.2.2 Esperanca condicional

Definigao 1.2.10. Sejam (0, U,P) um espaco de probabilidade, V uma sub-
o-dlgebra deUd e X : Q — R™ uma varidavel aleatoria integrdvel. Definiremos

E (X|V), como sendo a varidvel aleatdria que satisfaz:
1. E(X|V) é V-mensurdvel;
2. /E(X|V) = / X, para todo A € V.
A A

Demonstra-se pelo teorema de Radon-Nykodim que dada uma varidavel
aleatoria integravel X e )V uma sub-o-algebra de U, a esperanca condicional
E (X|V) existe e é tnica, a menos de conjuntos de probabilidade zero.

Propriedades da esperanca condicional:
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A seguir mostraremos algumas propriedades da esperanga condicional.
Uma demonstragao dessas propriedades pode ser encontrada em [4].
Sejam (€,U,P) um espago de probabilidade, YW e V sub-o-élgebras de U

com W C V, X e Y variaveis aleatorias, entao:

(a) E(E(X]V)) = E(X);

(b) Se X é V-mensurével, entao E(X|V) = X;;

(c) E(aX +0Y|V) = aE(X|V) +DE(Y|V);

(d) E(E(XWV)W) =EXW);

(e) Se Z é uma varidvel aleatéria limitada V-mensurével, entao

E(XZ|V) = ZE(X|V);

(f) Se X é independente de V, entao E(X|V) = E(X).

1.2.3 Martingales

Nesta se¢ao trabalharemos com um tipo particular de processos estocasticos:

os martingales.

Definigao 1.2.11. Seja X = {X; : 0 <t < T} um processo estocdstico tal

que E (| X¢|) < o0, para todo 0 <t < T. Diremos que X é um martingale se:
E (X U(Xs)) = X,

para s < t.
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Sejam (€2, F,P) um espago de probabilidade e uma familia {F; }o<i<r de
sub-o-algebras de F. Diremos que {F;}o<t<r € uma filtracao se for uma
familia nao-decrescente, isto é, F, C F;, se s < t. Neste caso teremos que
(Q, F, P, {F:}o<t<r) 6 um espaco de probabilidade filtrado.

Diremos que um processo A = {A; : 0 <t < T} é adaptado em relagao a
uma filtracao {F;}o<i<r, se A; é Fr-mensurdvel para todo 0 <t < T

Ainda no espaco de probabilidade filtrado, uma fungao 7 : 2 — RU {0}
é dita um tempo de parada se {T <t} € F;, para todo t <T.

Seja X = {X; : 0 <t < T} um processo adaptado, diremos que X é
um martingale local se existe uma sequéncia nao-decrescente de tempos de
parada {7,}, tal que lim, .., 7, = 00 e os processos X™ = {X[" = X ,; :
0 <t < T} sdo martingales.

Notagao: Uma particio do intervalo [0,7] é um conjunto do tipo:
T={0=t <ty <---<t,=T}

Chamaremos de mesh de 7, e denotaremos por |7| como sendo:

7| == 2{2’%{“ —ti 1}

Seja II; = {m, (t)} uma sequéncia de parti¢oes de [0,¢] tal que 7, (t) C
Tm (), se n < m, lim, . mesh (m, (t)) = 0 e f :[0,t] — R continua.
Definimos entao

(P, = lim [ (6) = f (i) |

t¢€7rn(t)

Se esse limite acima existir e independer da escolha de II;, o denotaremos
por (f), e o chamaremos de variagdo de f . Se (f), for finita, diremos que f

possui variagao finita.
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Definigao 1.2.12. Seja (2, F, P, {F; }o<t<r) um espago de probabilidade fil-
trado e X = {X;: 0 <t < T} um processo adaptado, diremos que ele é um
semimartingale se existem M = {M;, : 0 <t <T} e A={A,:0<t<T}
tais que X = M + A onde M ¢é uma martingale local e A é um processo

adaptado com trajetorias de variacao finita e Ay = 0.

1.2.4 Movimento Browniano

Definicao 1.2.13. (Movimento Browniano no R) Seja B ={B;: 0 <t < T}
um processo estocdastico. Diremos que ele € um movimento Browniano ou um

processo de Wiener se:

1. By = 0 quase certamente;

2. Para s <t, B, — B, tem distribuicao normal, com média 0 e variancia

t—s;
3. Sejam 0 <ty <ty <--- < t,. Asvaridveis aleatorias By, Bo— By, -+,

B, — B,_1 sao independentes. (incremento independente).

Definigao 1.2.14. (Movimento Browniano no R") Seja B = (B',--- , B")
um processo estocdstico n-dimensional. Diremos que ele é um movimento
Browniano ou processo de Wiener n-dimensional se { B'}1_, sdao movimentos

Brownianos independentes.

1.2.5 Integracao estocastica

Nessa secao queremos dar um significado para a seguinte expressao:

T
[ xas.
0
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onde X = {X; :0 <t <T}éum processo estocasticoe S = {S;: 0 <t < T}
um semimartingale. Para isso, usaremos uma idéia parecida com a da integral
de Riemann, porém, devido a algumas propriedades dos semimartingales ter-
emos alguns resultados diferentes dos obtidos na teoria de integracao classica.
Agora faremos uma construcao analoga a de fungoes simples.
Considere ao longo desta segao (2, P, F, {F }o<t<r) um espago de proba-
bilidade filtrado.

Definigao 1.2.15. Diremos que um processo X = {X; : 0 <t < T} é um
processo escada, se existe uma particio m = {0 =1t <ty <---<t, =T} e

varidveis aleatdrias {X"},_1.. , onde cada X" é F;,-mensurdvel , tal que:

Xy = Z 1[ti,ti+1)Xti.
i=0

n

Definicao 1.2.16. Seja X = Z]‘[tiyti+l)Xti um processo escada e S um
i=0
semimartingale, entao

T n
/ XstS = ZXn (Sti+1 — Stl) .
0 i=1

Observagao: A integral acima pode ser definida para qualquer ¢t € [0, T].
Para isso, basta considerar as partigoes do intervalo [0, ¢].
Denotemos por L [0, T, i = 1,2, como o espago dos processos estocdsticos

X com valores em R" tais que:

e Para todo 0 < ¢t < T a aplicagdo X : [0,t] x Q@ — R" definido por

(s,w) — X (w) é Borel|0,t] x F;-mensuravel;

T
. E(/ yX|idt> <00, i=1,2.
0
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Temos que processos em L2[0,T] podem ser aproximados por processos
escada, dai, podemos estender a integral estocastica segundo um semimartin-

gale a uma classe maior de processos.
Definigao 1.2.17. (Integral Estocdstica de It6) Seja X € L*0,T], X =

lim,, .o, X", X™ processo escada para todo n e S um semimartingale. Entao

/ X,dS, ;== lim X”dS

T
/ XdSs serd chamada de a integral de Ité de X no intervalo [0,T).
0
Observagao: Essa definigdo nao depende da escolha da sequéncia {X™}.

Corolario 1.2.18 (Propriedades da Integral de 1td). Sejam a e b € R, X e
Y € L2[0,T], S e S" semimartingales e B um movimento Browniano, entdo

temos:

T T T
(a) / aXs +bY,dS, = a X.dS, + b/ YsdSs (linearidade);
0 0 0

(b) E (/OTXSst) =0
(c) E (( /0 ' Xsst>2> =E ( /0 ' deBs> (Isometria de It);

T T
(d) / X,dSs € um semimartingale. Se S for um martingale, ent&o/ X,dS;
0 0

também é um martingale.
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Variacao quadratica e formula de It6

Nesta secao apresentaremos a variacao quadratica, que é um processo que
servirda para definir uma nova integral estocastica e uma ferramenta muito
util para o estudo de problemas de integracao estocastica de Ito: a féormula
de Ito.

Sejam X e Y dois semimartingales. Definimos a covaria¢ao quadrdtica

de X eY por:
t t
(X,Y), = X,V — XoYo — / X,dY, / Y.dX,
0 0

Observe que podemos calcular também (X, X),, mas vamos denoté-lo por
(X)? ¢ o chamaremos de variacio quadrdtica de X.

Observacao 1: Podemos calcular (X,Y), de outra maneira também.
Temos que se (X,Y), existir, entdo ela também pode ser obtida através do
seguinte limite:

Seja II; = {m, (t)}, uma sequéncia de parti¢oes de [0,¢] como definido

acima

<X7 Y>t = 7}520 Z (th‘ - Xtifl)(Y;fi - }/;51‘*1)'

t;€my (t)

Da mesma forma,

<X>? = lim Z (th _Xti—1)2‘

n—oo
ti€mn(t)

Observagao 2: Observe que (X,Y) = {(X,Y),,0 <t < T} é um
processo estocastico de variacao limitada.

Agora, alguns resultados relacionando integral estocastica e variagao quadratica.
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Corolério 1.2.19. Sejam X,Y, M e M’ semimartingales .

t t 2 t
(a) < / X.dM, / ydes> - / X.Y.d (M
0 0 0
t t t
(b) < / X.dM,, / YSdM;>: / XY, (M, M),
0 0 0

Apresentaremos agora a férmula de It6 n-dimensional. Esta féormula é
de grande importancia no estudo do célculo estocéastico, pois a partir dela
é possivel se obter uma nova formulacao para uma grande quantidade de

processos. Uma demonstracao dessa férmula pode ser obtida em [6].

Teorema 1.2.20 (Férmula de Ité n-dimensional). Sejam X = (X', .-+, X™)
um semimartingale continuo n-dimensional, tal que (X', X7), < oo, para

tel[0,T],1<i,j5<nefeC*R"). Entio vale a sequinte férmula:

f(X) = X0+Z/ o (Xo) dX R Z/WW X,)d (X, X .

2,j=1
A seguir enunciaremos o teorema de Girsanov-Meyer no R" para mais

adiante levarmos esse resultado para grupos de Lie. Uma demonstracao

desse teorema pode ser vista em [12].

Teorema 1.2.21. (Girsanov-Meyer) Sejam P e Q medidas de probabi-
lidade definidas num mesmo espago filtrado (2, F,{F:}o<t<r) mutuamente
absolutamente continuas (equivalentes) e X um semimartingale com relagao
alP tal que X = M + Z, onde M € um martingale local com relacio a P e
Z € um processo de variagao finita. Entao, X também € um semimartingale

com relaciao a Q e X = L + C, onde
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t
1
Lt:Mt_/ A_d<A7M>s
0

S

e Ay = Ep(%2|F,). L é um martingale local com relagio ¢ Q e C = X — L ¢

um processo de variagao finita.

Equagoes Diferenciais Estocasticas (EDE)

Vamos definir agora o que é uma equacao diferencial estocastica e que

condigoes um processo deve cumprir para ser a solucao dessa equagcao.

Definigao 1.2.22. Sejam b: R"x [0,T] - R" € LL[0,T] e A: R" x [0, T] —
R™>™ B um movimento Browniano m-dimensional. Considere a sequinte

equagao diferencial estocdastica de Ito:

dZt - b (Zt, t) dt + A (Zt, t) dBt

Z(]:ZO

(1.3)

Diremos que o processo X = {X; : 0 <t < T} ¢é solugdo dessa equagao

diferencial estocdstica de Ito, se:

t t
1. SeXt:Xo—f—/ b(XS,s)ds+/ A (X, s) dB;
0 0
2. X():ZO.

A seguir enunciaremos o teorema que nos da condi¢oes para a existéncia
e unicidade de solugoes de EDE. Uma demonstragao desse teorema pode ser

vista em [11].

Teorema 1.2.23 (Existéncia e Unicidade de solugao para EDE).
Suponha que b: R™ x [0,T] - R" e A: R" x [0,T] — R™™, tal que:
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1. b(x,t) e A(xz,t) sdo Lipschitz com relagao a varidvel x € R™ para todo
0<t<T

2. |o(z,t) |+ |A(z,t)| < L1+ |z|) , para todo 0 <t <T

Entao, existe uma tinica solugio X = {X,:0<t < T} € L2[0,T] para

a sequinte EDE:

dZt - b (Zt, t) dt + A (Zt, t) dBt

(1.4)
Z(] = ZO

Observagao: A unicidade acima é no sentido de que se X; e X; sao

solugoes da EDE acima, entao
P({Xt:Xt,vogth}) ~1.

A essa igualdade, damos nome de igualdade em probabilidade.

1.2.6 Integral de Stratonovich

Existe um outro tipo de integral na teoria de integracao estocastica, a

integral de Stratonovich.

Definicao 1.2.24. Sejam X e S semimartingales. Definimos a integral de

Stratonovich de X em relagao a S pela sequinte formula:

t t
1
/XsodSs ;z/ X,dS, + 2 (X, ),
0 0 2
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Estudemos agora as equagoes diferenciais estocasticas de Stratonovich.

Considere b: R" x [0,7] = R e A: R" x [0, T] — R™™.

OdZt = b(Zt, t)dt + A(Zt, t) o dBt

(1.5)
ZO = ZO

Um processo X = {X;: 0 <t < T} ésolugao de (1.5) se:
L X, = Xo+ [) b(X,, 8)ds + [5 A(X,,s) 0 dB,
2. XO = ZO
Note que a condigao (1) é equivalente a:
t t 1
X, = X, +/ b(X,, s)ds +/ A(X o, 5)dB, + 5 (A(X0, 1), By,
L L 1 1t d
= Xy —I—/ b(Xs, s)ds +/ A(X, s)dBs + —/ — (A(Xs, 8), By), ds

t t
_ X0+/ (b(xs,s)+1i<A(Xs,s),BS>S) ds+/ A(X., s)dB,
0 2d8 0

Ou seja, dizer que X é solucdo de (1.5) é equivalente a dizer que X é

solucao da seguinte equagao diferencial estocéstica de Ito:

1d
dZ, = <b(Zt, t) + 378 (A(Xy, 1), Bt>t) dt + A(Xy, t)dB,
ZO = ZO
Com isso, mostramos que existe uma relagao entre as solugoes de equagoes
diferencias estocasticas de Ito e as solugoes de equacoes diferenciais estocasticas

de Stratonovich. Dai usamos o teorema 1.2.23 para justificar a existéncia e

unicidade de solugoes de equacoes diferenciais estocasticas de Stratonovich.
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Capitulo 2

Calculo estocastico em grupos

de Lie

Neste capitulo estudaremos algumas nogoes de calculo estocédstico para
grupos de Lie e algebras de Lie. Os assuntos tratados nesse capitulo podem

ser encontrados em [5], [2] e [8].

2.1 Calculo estocastico em variedades

Equacgoes diferenciais estocasticas em variedades

Para introduzir as equacgoes diferencias estocédsticas em variedades usa-
remos uma idéia andloga a utilizada para definir equagoes diferenciais or-
dindrias em variedades.

Definigao 2.1.1. Seja X = {X; : 0 <t < T} um processo com valores em
M. Diremos que X € um semimartingale, se f (X) = {f(X;),0 <t <T} é

um semimartingale em R, para toda f € C* (M).
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Definigao 2.1.2. Sejam (Q,P, F,{F:}o<i<r) um espaco de probabilidade
filtrado, H; campos de wvetores sobre M para i = 1,--- ,n, S = {5 =
(S -+ ,8M),0 <t < T} um semimartingale n-dimensional e y° uma varidvel
aleatoria Fo-mensurdvel. Considere a sequinte equagao diferencial estocastica
de Stratonovich em M :
odY, =Y " H;(Y;) 0dS]
i=1 (2.1)
Yo =y’
Entao, diremos que X, um semimartingale com valores em M € solu¢ao

de (2.1) se para toda f € C* (M) e 0 <t <T temos:

e Xo=y’

¢ FX) =1 X0+ [ ) o s,

Exponencial estocastica

Nesta secao definiremos duas aplicagoes muito importantes para o estudo
de calculo estocastico em grupos de Lie: a exponencial estocdstica e o lo-
garitmo estocdstico que nos permitirao trasportar os conceitos estocasticos
definidos no R™ para os grupos de Lie.

Para isso, usaremos o fato de que a algebra de Lie G é um espaco vetorial
n-dimensional e usaremos a exponencial estocastica para levar processos de
g para G.

Uma algebra de Lie G é um espago vetorial, digamos, n-dimensional
com base {by,--+,b,}, entdao temos um isomorfismo ¢ : R — G tal que

o (arer + -+, anen) = abi+- - -+apb,, ondea; e Ryi=1,--- ;ne{e iz n
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¢ a base canonica do R". Portanto, diremos que um processo Z com valores
em G é um semimartingale , se Z = ¢ (Y), para Y um semimartingale no

R"™.

Definicao 2.1.3. Seja Z um semimartingale local na dlgebra de Lie G. Dize-
mos que a exponencial estocdstica (a esquerda) €(Z) de Z, € a solugio da

sequinte equacao diferencial estocdstica:

OdE(Zt) - (L€(Zt))* o dZt

(2.2)
E(ZQ) =€

Definigao 2.1.4. A forma de Maurer-Cartan de G w, € a 1-forma diferencial
definida por:
wy(v) = (Lg-1).v, v € T,G.

Estudemos agora alguns pull-backs importantes da forma de Maurer-

Cartan.

Lema 2.1.5. Seja m : G x G — G definida por m(z,y) = zy, i : G — G,
tal quei(z) =27, m : G X G — G commi(g,h) =g emy: GX G — G com
mo(g,h) = h. Entao:

(a) m*w = Ad~(m)(mjw) + miw;
(b) i'w = —Adw.

Onde m*w e i*w sao os pull-backs de w pelas aplicacoes m e i, respectiva-

mente.

Demonstracgao:
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(a) Seja (u,v) € T,G x T),G,

M Wig.m (U, 0) = wigny(m)s(u,v)
)

— (Ad—l(ﬂz(g, h)) (miwig.n)) + (wgw(gﬁ))) (u, v)

Onde a primeira igualdade decorre da definicao de pull-back e a segunda
da definicao da forma de Maurer-Cartan.

(b) Considere a seguinte aplicacdo: B : G — G x G, onde B(g) = (g, 9).
Entao temos que

mo (Idg x i) o B(g) = e,

para todo g € G. Daf temos que (m o (Idg x i) o B)*w = 0.

(mO(Idgxi)OB)*w(v) = w(mo (Idg xi)o B



Para todo v € T,G. Dai que (i)*w, = —(Ad_l(g))wg. n

Utilizaremos a forma de Maurer-Cartan para fazer a seguinte definigao:

Definicao 2.1.6. Seja X um processo estocastico em G, definimos como o
logaritmo de X, log(X) = {(log X); : 0 <t < T}, o sequinte semimartingale
em G:

(log X); = /Otw odX, (2.3)

Agora veremos duas proposicoes que relacionam a exponencial estocastica

e o logaritmo estocéstico.
Proposicao 2.1.7. logoe = Id

Demonstragao: Pela igualdade (2.3), temos que

log e(My) :/wode

e pela igualdade (2.2) temos,
ode(My) = (Le(ary))« © dM,.

Segue dai que

t t
lOg G(Mt) = / w(Le(Mt))* o th = / (Le(Mt)—l)*(Le(Mt))* O th
0 0

t
= /1odM5:Mt
0
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Proposicao 2.1.8. eolog = Id

Demonstragao: Temos que

Idpg = € olog se e somente se log = log oe o log, mas
log o€ o log = (log o€) o log = log .

Onde a tultima igualdade decorre da proposicao 2.1.7 [ ]

Das proposicoes 2.1.7 e 2.1.8 temos que a exponencial estocastica e o
logaritmo estocastico sao fungoes invertiveis e que uma é a inversa da outra.
Vejamos agora umas ferramentas que nos permitirao trabalhar com essas

duas funcgoes.

Proposicao 2.1.9. Propriedades operatorias:

Sejam X eY semimartingales em G, M e N semimartingales em G. Entao:
¢
(@) log(XY): = [ Ad(Y,") o d(log X.) + log i
0
¢
(b) log(X ") =~ | Ad(X.) o d(1og X.);
0
t
(c) e(My+ N;) = e(/ Ad(e(Ny)) o dMS>e(Nt);
0

(d) (M)t = 5(— /Ot Ad(e(M,)) o dMs>.
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Demonstragao: (a)
log(XY), =log(m(X,Y;)) = /Otw o dm(Xs, Ys)
= [ wreodtey)
0
_ /O t (A (ma)(miw) + w3 ) 0 d(X,, Yo
— /tAd‘l(Ys)wodXs + /tw odY,

0 0

t
= /Ad(Ys_l)odlong—f—loth
0

t
(log X 1), =logi(X), = /wodi(Xs)
Ot
= / 7w o dX,
0
t
= / —Ad(Xs)w o dX
0

_ /t Ad(X.) o dlog(X),

/Ot (Ad(e(Ns)*l)) o dlog(e(/ot Ad(e(Ny)) o dMs>> + log(e(Ny))
. /Ot (Ad(e(Ny)™)) 0 d(/ot Ad(e(N,)) o dM, ) + N,
/ (Ad(e(N)™) ) (Ad(e(N)) o db, + N,

= / odM, + N; = My + Ny = log(e(M; + Ny))
0
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Onde a primeira igualdade segue do item (a) desta proposigao.

(d)
log(e(— /Ot Ad(e(Ms)) odM5>> = _/Ot Ad(e(M.)) o dM, *7

Onde a primeira igualdade decorre da proposicao 2.1.7 ]

Definicao 2.1.10. Um processo X em G € um martingale se:
X = Xoe(M),
onde M um martingale em G.

Teorema 2.1.11. (Doob-Meyer em grupos de Lie) Seja X = Xoe(M)
um semimartingale em G onde M = N + A com N um martingale local
e A um processo de variacao finita em G. FEntao X possui as sequintes
decomposigoes:

X =XYZ=X,2Y,

onde Y eY sdo martingales, Z e Z sdo processos de variacdo finita. Ainda

mais, temos as sequintes formulas para Y,Y ,Z e Z:



t
7, = e(/ Ad(e(N)) o dA)
0
A formula X = XoY Z damos o nome de decomposi¢cao multiplicativa a es-

querda de Doob-Meyer, e & féormula X = XoZY damos o nome de decom-

posicao multiplicativa a direita de Doob-Meyer.

Demonstracao: Temos que M = N + A, dai que

€M)y = €N+ A),
_ e(/o Ad(e(A))odN)e(A)t

t
Tomando Y; = €</ Ad(e(A)) o dN) e Zy = €(A), temos:
0

E(M)t = KZt

com isso, temos que €(M) =Y Z e segue dai que X = XY Z.
Para obtermos a decomposicao multiplicativa a direita de Doob-Meyer,

fazemos os mesmos calculos com €(A + N).

Agora, com o auxilio da exponencial estocéstica e do logaritmo estocéstico,

estenderemos o Teorema de Girsanov-Meyer para grupos de Lie.

Teorema 2.1.12. (Teorema de Girsanov-Meyer em grupos de Lie)
Sejam P e Q medidas de probabilidade num mesmo espaco filtrado
(Q, F,{Fi}o<t<r) mutuamente absolutamente continuas (equivalentes) e X

um semimartingale em G com a decomposi¢cao multiplicativa a esquerda de

37



Doob-Meyer XoY Z com respeito a P. Entao X possui a decomposi¢cao mul-

tiplicativa a esquerda de Doob-Meyer XoVW com respeito a Q, onde

ime [ ilcton [ aca ) oats, [ Loia )

b1
W, = e(log Zt+/ —d(A, B>S>,
0 As
sendo A, = Ep(%2|F,) e B, = log(Y Z), — log(Z), .
Demonstracgao: Seja X = XY Z a decomposi¢ao multiplicativa a esquerda

de Doob-Meyer relativa a P. Temos entao que Y é um martingale local e Z;

um processo de variacao limitada. Pela proposicao 2.1.9 temos:

t
log(YZ), = / Ad(Z;) o dlog(Y), + log Z;.
0

t
Denotemos por B, = / Ad(Z1) o dlog(Y),.
0

Temos que

/Ot Ad(Z;Y) odlog(Y), = /Ot Ad(Z;1)dlog(Y)s + (Ad(Z71),1og(Y)), .

Como Z é um processo de variacao finita, temos que log Z também é um

processo de variagao finita, dai
(Ad(Z71),1og(Y)), = 0.

Com isso, temos

Bt:/tAd(Zs‘l)odlog(Y)S:/tAd(Zs‘l)dlog(Y)s.
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Como Y é um martingale local em G, log(Y') é um martingale local em G,

temos entdo que { [ Ad(Z;)dlog(Y),: 0 < ¢ < T’} também é um martingale

local. Segue dai que B ¢ um martingale local.

Entao temos log(Y Z) = B+log Z, com B um martingale local e log Z um

processo de variagao finita, temos entdo, pelo teorema 1.2.21 que log(Y Z) =

L + C onde
t
1
L, =B, — | —d(A B
= b= [ galA),
e
tq
Cy = log(V Z)s — Ly = log(Z); + / (A, B),
0 S
Dai que

(S

Aplicando € na igualdade (2.4), temos:

Y7, = E(Lt + C’t> = 6(/t Ad(e(Cy)) o dLs)e(Ct)

Tomando W; = ¢(Cy) e V; = 6<f0t Ad(e(Cy)) o dL5> temos:

W= (log(2)+ [ d04.),)

S

r

im o [ ad(ctiog 2.+ [ aeam))oa(s- [ Laca))

Dai que X possui X = XoVW como decomposicao multiplicativa a es-

querda de Doob-Meyer relativa a Q. [ ]
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2.2 Equacao de Lax

Nesta se¢ao trabalharemos com uma equagao diferencial estocédstica em
grupos de Lie em particular, a equac¢ao de Laz.
Seja M = {M,; : 0 < t < T} um semimartingale em G com My, = 0

Considere a seguinte equacao diferencial em G:

odX; = | X}, od M,
= X odM, (2.5)
XO - XO
Esta equacao sera chamada de equacdo de Lax estocdstica.
A equacao estocastica de Lax tem uma motivacao fisica que falaremos

um pouco agora, maiores detalhes podem ser encontrados em [8] e [2].

Movimento aleatério de um corpo rigido

Imagine um corpo rigido no R3. Qualquer movimento rigido dele, (isto ¢,
sem deformé-lo) que mantenha fixo o centro, pode ser representado por uma
curva ¢g; em SO(3) tal que gy = Idgs. Lembrando que SO(3) é um grupo
de Lie, considere w(t) a velocidade angular no espago e (t) a velocidade
angular no corpo como sendo elementos de G que sao definidos pela seguinte

equacao:

Com isso temos que w = Ad(f2).
Denotemos também por m, o momento angular no espago e M o momento

angular no corpo que também sao relacionados da seguinte maneira:
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Se o corpo é simétrico com relagao ao eixo de rotacao, temos que M e 2
estao na mesma direcao. Fixando-se o centro, m é constante, mas M satisfaz
a seguinte equacao de Euler:

dM

W = [MvQ]

A equacao de Euler apresentada acima é uma equacao diferencial or-
dindria, mas suponha agora que o corpo sofra uma pertubacao aleatéria, ou
seja, a sua posicao varia aleatoriamente, com isso, temos que a sua velocidade
angular é um processo estocastico, entao devemos substituir a derivada or-
dinaria pela ”derivada” estocastica de Stratonovich e €2 por od{2. Com essas

alteragoes, temos:

odM = [M, odS)]

Com isso temos a equacao diferencial estocastica de Lax.

Equacao de Lax em grupos de matrizes

Aqui trabalharemos o caso em que GG é um grupo de matrizes.

Proposicao 2.2.1. A solugdo de (2.5) é dada por :
t

X, = Ad(e(— | Ad(e(M))odM))X°

Demonstracao: Tome u = ¢(M) e considere X um processo na algebra

definido da seguinte maneira:
X, = Ad(u; M) Xo.
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Mostremos que odX; = [X;, od logu,].
No grupo de matrizes, podemos escrever Ad(u; ') Xo = u; ' Xou;. Com

1SS0 temos:

odX, = odu; ' Xou,
= odu;* (Xouy) + u; " X o duy
= —u; o duy(ug Xow) + vy Xouguy o duy

= [Ad(u; "), u; " o duy] (2.6)

onde a terceira igualdade segue do fato que u; 'u, = e e da regra do produto.

Lembrando que pela definigao 2.3, temos que log(u); = |, "w o duy. Com isso

0

temos que
odlog(u)y = w, o du,
= (Ly1)x 0 duy
= u; ' oduy
Ou seja,
odlog(u); = u; * o duy. (2.7)

Utilizando a equagao (2.7) e a definigdo de X; em (2.6), temos que:

odX;, = [Ad(u;'),u;" oduy]

= [Xi,odlog(u).
Como u = €(M), temos log(u) = loge(M) = M.
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Onde a ultima igualdade segue da proposicao 2.1.7. Dali, temos que

OdXt = {Xt, Oleg ut] = [Xt, Oth].

Ou seja, X é solugao da equagao diferencial (2.5).

X, = Ad(u;") X,
- Ad<e(M);1>XO

_ Ad(e(— /O t Ad(e(M))) o dM)XO.

Onde a ultima igualdade segue da proposicao 2.1.9.
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Capitulo 3

Geometria dos caminhos de um

grupo de Lie

Faremos agora algumas consideracoes de geometria estocastica. Devido
as diferencas existentes entre a teoria de integracao estocéstica e a teoria de
integracao ordindaria teremos varios aspectos diferentes nas duas geometrias
que iremos ressaltando conforme eles forem aparecendo. Os assuntos tratados

nesse capitulo podem ser vistos com maiores detalhes em [10], [14] e [15].

3.1 Espaco de trajetorias

Sejam G um grupo de Lie e G sua algebra de Lie. Considere os seguintes

espagos:

PG ={vy:10,T] = G, ~ continua e vy, = e}
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PG ¢é o espaco de trajetorias continuas comegando em e de G. Note que

dados 7,0 € PG, se definirmos a seguinte operagao

70 ={(y6)e = wb: : t € [0, 71},

temos que PG é um grupo.
Da mesma maneira construiremos o espac¢o das trajetorias continuas comegando

em (0 ded.

PG ={x:[0,T] = G; z continua e xo = 0}.

3.1.1 Calculo de Malliavin

A seguir utilizaremos as idéias de P. Malliavin para derivar fungoes definidas
nos espagos das trajetérias continuas em grupos de Lie e na algebra de Lie.
Nesta teoria temos o espaco de Cameron-Martin, que desempenha um papel
fundamental: é neste espaco que estao as direcoes nas quais realizaremos as

nossas derivadas.

Definicao 3.1.1. Chamaremos de espago de Cameron-Martin, e denotare-

mos por H o sequinte subconjunto de PG.
H = {h € PG: h ¢ absolutamente continua e h € L*([0,T],G)}
Observagao: Note que falamos que h € L*([0,T],G), nio de 1L2[0.T]

Consideremos o espago das funcoes f : PG — R tais que dado uma
partigao 0 < t; < --- < t, <Te~ € PG, temos que f(v) = F(Vy, -+ yM,), F €
C>°(G™). Denotaremos esse espago por FC(PG)*® e o chamaremos de o

espaco das funcoes cilindricas.
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Neste capitulo trabalharemos com a derivada de Malliavin, que é definida

da seguinte maneira: Sejam h € H, F' definida em PG e x € PG

d
DyF(x) = aF(I + Ah) o

Com isso definimos o espago tangente em PG a x da seguinte maneira:

T.(PG)={h:heH}

Com isso temos:

T(PG) = PG x H.

Como G é um espaco vetorial n-dimensional, portanto fixe &, - - &, uma
base de G. Definimos um produto interno em G da seguinte maneira:
Sejam u e v € G tais que u =Yy " a;§ ev =7y b&, coma; eb €R,

parat=1,--- n.
n

(u,v) := Z a;b;.

i=1
Introduzimos um produto interno em H da seguinte maneira:

T . .
(h, k) = /0 <h(s), k:(s)> ds.
Onde tendo que h = 327 & fi(t) e k=31, &gi(t). Com isso temos

<h(t), k(t)> = i fi(t)gi(t)
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Agora, dado h € ‘H definamos o campo X" sobre PG da seguinte maneira:

XZf = %f(e(uh)y)

Agora definimos um espaco tangente a PG em 7y de maneira parecida a

. feFe(pPa).

u=0
que foi feita em PG.

T,(PG) :={X!: h e H}.
O fibrado tangente é dado por:
T(PG) = | T,(PG).
yePG

Um resultado importante é que T, (PG) ¢ isomorfo a H.

Lema 3.1.2. Seja ¥, : ' H — Xz definido da sequinte maneira:

Entao V., € um isomorfismo entre H e T,(PG).

Demonstracgao:

U, élinear: SejamaebeR, hekeHe fe FC(PG)™

f le(u(ah +bk))vy] = f [e(uah + ubk)y]
— f {6</0 Ad(e(ubk)) o duah)e(ubk‘)'y]

— {e (ua /0 t Ad(e(ubk))hds)e(ubk)'y}

a segunda igualdade segue da proposi¢ao 2.1.9. Ou seja
t
fle(u(ah +bk))v] = f {e(ua/ Ad(e(ubk))hds)e(ubk)fy] . (3.1)
0
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Observemos pela definicao de € que ode(Y;) = (Le(y;))« © dY;. Com isso

temos

U, (ah+bk)f = Xtk

d
d_ =

_ % ( f [e(ua /O t Ad(e(ubk))hds)e(ubk)fy]> |

— Dfo [(LE(O))* <a /0 t Ad(e(O))hds)e(O) + 6(0)(L6(0))*bk} y

= Dfo hds + bk
go o ]
= Df olah + bk]~.

v,(n)f = XIf
= L (F(etwh)) |y
= Df o ((L(0)).h)y

= Dfo(h)y.
Logo

(@l (h) + 00, (k) f = aW,(h)f + bW, (k) f
— aDfo (h)y+bDf o (k)y
— Dfolah+bk]y
— U, (ah+ bk)f.
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A injetividade e a sobrejetividade seguem direto da definicio de X". m

Resulta que T, (PG) ¢ isomorfo a H. Logo, temos que T'(PG) ¢ isomorfo
a PG x 'H. Usando o isomorfismo entre H e T.,(PG) podemos definir um
produto interno em 7., (PG) da seguinte maneira: Sejam Xg e X@ e T,(PG),

entao

(X XEY = (h, k).
Dada uma F' definida em PG podemos definir sua diferencial no sentido

de Malliavin da seguinte maneira:

DF, : T,PG = H — Tp» PG = H,

DF,(h) = DyF(x).

t
Seja v € PG e h € 'H, denotemos por 7 - hy := / Ad(vs)hds.
0
De agora em diante, fixemos 7 = €(x). Utilizaremos as duas notagoes,
escolhendo entre uma ou outra quando isso ajudar na compreensao das idéias

expostas.

Teorema 3.1.3. Seja h € H. Entao temos que
Dey(h) = (Ry)« (v h).

Demonstragao:

ez +7h) = e( /0 t Ad(e(z)) o d)\h) ()



onde a primeira igualdade segue da proposicao 2.1.9(a). Dai, temos que

%%e(A/OtAd(e(xs))hdsNH - %%e(A/JAd(e(a:Q)hds)’)\o.

t
Seja agora, Y\ = )\/ Ad(e(ms)>hds e Z4 = €(YY), entao
0

%Yf = d(e(a) ) h

Pela definicao de exponencial, temos que

42} = (Layy))odYy.

Com isso temos que

d d t , dd,,

aaE(A / Ad(ﬁ(@)h“)\” = at P
d

- ﬁ(<L€<Yf)>*%Y;> A=0

= () paa(e@)i)|
= (%((Le(yp)*)Md(G(%))h)|A=0
(<)

Onde a tltima igualdade segue do fato que €(Yy{) = €(0) = e. Com isso

temos que:

= Ad ((—: (xt) ) h.

A=0

%%E(A /Ot Ad(e(xs)>hds)
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Portanto, temos que

(3 [ (o)), = [ ao(ctea)ias =

Com isso, podemos calcular Dhe(x).

Dhe(:v) =

SIESS|ES

I Il
T X
2

N
*

—~

2

>

Com isso, temos o seguinte diagrama:

Hx PG=T(PG) — T(PG)>=HXx PG
(h,x) — Deg(h)

7 s
PG - PG

x — €(x).

Lema 3.1.4. Seja f € FC(PG)>, entao

D(f o €)(h) = X]".
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Demonstracgao:

Difoeh) =

= (o[ Attt o un)ean))
"
a
du

u=0

(vt

u=0

A segunda igualdade segue da proposigao 2.1.9 e a ultima da definigao de

h
X",

Temos que log : PG — PG, portanto Dlog, : T,(PG) — T,(PG). E

mais, temos que € o log = Id, portanto temos
Deo Dlog = 1Id (3.2)
Lema 3.1.5. Dlog (X¥) =~7"-k

Demonstracao: Temos pela equagao (3.2) que ter Dlogy(X,'j) =t k¢

equivalente a termos X¥ = De, (v - k).

De,(v k) = (Ry), (v- (v kt))

= /Ad v k) ds

= Ad ) Ad(y ) kds
0

i

= (R,), k(t) = X*.

O

kds

N

Q?r
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A segunda igualdade segue do teorema 3.1.3. [ |

Ou seja, temos o seguinte diagrama:

Dlog

Hx PGET(PG) — T(PG)=Hx PG
Xh2=(hy) — 7'k
Temos que PG é uma variedade Riemanniana e temos que € : PG — PG
relaciona as duas variedades diferenciavelmente, entao utilizaremos e para
definir uma conexao em PG.

Dado k& € 'H, consideremos O : PG — PG da seguinte maneira: Seja
o€ PG.

Ok(0): = /Ot Ad(o7 ) kds.

Consideremos agora ® : T(PG) x T(PG) — T(PG) definida da seguinte
maneira:

O(X" X*) = De[ DO}, 0 e(Dlog X™)]

ou seja,

(X", X*), = De,[DOy 0 e,(Dlog, X")].

Proposigao 3.1.6. (X" X*) = X!, onde

Demonstracgao:
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Pelo lema 3.1.5, temos que Dlogv(Xz) =~"1.h.
Calculemos agora DOy o e(Dlog X") = DOy oe(y~1-h). Pelo lema 3.1.4,

temos que

DOy oe(y~' - h) = X107 Mg, (3.3)

]
Mas temos que y-(v~1-h) = v-([J Ad(v;)hds) = [y Ad(ys)Ad(v;)hds =

h. Dai, aplicando esse resultado na equagao (3.3)

D@k o 6(’)/_1 : h) = XZ@]‘C

= % <9k (e(uh)v))

u=0

Temos também que
t .
O (e(uh)y) = / Ad(ys_le_l(uh))k:ds
0

_ /0 t Ad(v-Y) Ad (e<— /0 " Ad(e(uh)) o duh)> Jids
_ /0 t Ad(y-Y) Ad <e<—u /0 s Ad(e(uh))hdr)) Jeds

a segunda igualdade segue da proposicao 2.1.9.

Ou seja

0

Oy (e(uh)y,) = /0 t Ad(v~HAd (e(—u / S Ad(e(uh))hdr)) kds  (3.4)
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denotemos por t(u,t) =

xa {Ad(e(—u I Ad(e(um)hdr)ﬂ

0

u=0

A primeira igualdade segue da proposi¢ao

produto. Ou seja

dci {Ad( (- /0 ) Ad(e(uh))hdr))]
Dai que
DO,oe(yt-h) = <@ (e (uh(t)) )>

%I@%l&

[
[

VRS

[Ad

\

/ ds

e(—u f(f Ad(e(uh))hds). Note que ¢(0, 1)

(o [
(= [

Ad(vs Yad(~h)(k)d

= 0.
ado (L) o {_ /0 " Ad(e(uh)) hr
d (/O Ad(e(uh))hdr)] ‘u O

—UuU—

du

ad((Le)* o <_ /Ot Ad(e)hdr))

ad(—h).

1.1.13, da regra da cadeia e do

(3.5)

S Ad(e(uh )hdr)> fcds)

u=0

(
Ad(e

u=0

)
(uh))izdr) ) ] keds

onde a segunda igualdade segue da equagao (3.4) e a quarta vem da equagao

(3.5).

Com isso temos que

DOy oe(y Lh) = — /Ot Ad(y7H)[h, k)ds

Entao

95
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BXA X, = De (~ [ ad, in )

0

= (Rt (= [ A das)

0

Ad() Ad(~; D[ k}ds)
= (R’Yt)* lt = ng

t
onde [; = —/ [h(s), k(s)]ds e a segunda igualdade vem do teorema 3.1.3.
0

Essa funcao definida acima na verdade é uma conexao em PG.
Teorema 3.1.7. A aplicagio ® € uma conexao.

Demonstracao: Verifiquemos que ® satisfaz as trés condigoes para ser uma
conexao:
(@B(FX" + gXF, X7) = fB(XP, X") + gb(XF, X").

Pela definicao de ®, temos que
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O(fX"+gX* X"), = De,[DO, o e,(Dlog, (f(7)XE + g(7)XE))]
= De,[DO, o¢, (f (y)Dlog, X2 + g(v)Dlog, X';)]
= De,[f(7)D6, 0 e, (Dlog, X!) + g(7) DO, 0 e Dlog, X )]
= (1)De,[ DO, o e (Dlog, X))
+9(7)De.[DO, o ¢, (Dlog, X% )]

= f(MN(X", X"), 4 g(7)0(X*, X"),,

onde a segunda igualdade segue do fato que f(y) e g() € R e da linearidade
de Dlog,, a terceira da linearidade de DO, o€, a quarta da linearidade de

De,. Ou seja, temos
D(FX" + gXF, X") = fO(X", X") + gd(XF, X)

(b)®(X", X 4+ X") = &(X", XF) + (X", X7),
Pelo lema 3.1.2, temos que X* 4+ X" = X**" daf temos

(I)(Xh,Xk—l—Xr) — @(Xh7xk+r)

Sendo
I = - / b, (k 4 1)

- = [mi= [
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t

t
Sejam 1y (t) = —/ [h, k] e la(t) = —/ [h,7]. Com isso temos
0 0
(X" XE 4 X"y = Xhth

= X" +X"

a segunda igualdade segue do lema 3.1.2. Pela proposicao 3.1.6 temos que
Xh = ¢(Xh XF) e X2 = (X" X")

Entao temos que
d(X", XF + X7 = (X", XF) 4+ (X", X7)

(2(X", fXF) = fO(X", XF) + XM (f)X*
Note que

Com isso temos que fX" = X/*

Calculemos ®(X", fX*) pela definigao.

(X", fX*), = De,(DOspoe(v " h))

Calculemos inicialmente DOy, 0 €,(y™* - h).

DOpoe, (v -h) = XI0T Moy,
= X'oy

— % <@fk (E(Uh)7)> |u:0
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A primeira igualdade segue do lema 3.1.4. Entao temos que

On(e(uh)y) = [ Ad((eluh)) ) (FleCuby)i)is
_ /0 Ad(y ) (e(uh)y) Ad(e(—u / " Ad(e(uh))hdr)) (i) ds

0
Pela linearidade de Ad(o), pelo fato de f(o) € R para todo o € PG e

pela proposigao 2.1.9 temos a segunda igualdade, com isso, temos

DOjoe(v " h) = i( /0 Ad(y7Y) f(e(uh)y) Ad(e(—u / SAd(e(uh))hdr))(k)ds)|u:0

du 0

= [ a6 Rk + s [ ] as

- /Ad(TI)[Xﬁ(f)l%—f(v)[h,k]}ds

0

e finalmente, temos

o(X", fX*). = De, (D@fk oen(yt- h))
- De, ( [ ad) (X - sin ] as)
= ®).(v- (/ ) [XAk — Flh ] d ))
(/ X" () — f()[h k]}ds)
= (R (X))o (1) [ i)

_ X 7<f>k+X 56 J3nilds
= XL(NHX] + f(y)e(X", XF),
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Onde a terceira igualdade segue do teorema 3.1.3.

Com isso temos que

O(X", fXF) = XM HXF + fO(X", XF)

Para concluir a construcao de PG como uma variedade Riemanniana,
definiremos o colchete em seus espaco tangente de forma que a conexao seja

simétrica, ou seja:

(X" XM, = vxgxg — Vxi X
E agora uma proposicao para caracterizar a conexao em PQG.
Proposigao 3.1.8. [X", X*] = — X[l
Demonstracgao: Pela definicao de conexao e pela proposicao 3.1.6 temos
que Dlog, VXQX]«C, = — fg[k‘(s), h(s)]ds
Dlog,[X",X"], = Dlog, (Vxi X — Vi X!)
= Dlog, Vx» X" — Dlog, vxsx’;
= DOy R) () =D (T R) (v R)

=~ [ adeihkas + [ Ade ik s

0 0

_ /Ot Ad(9;) ([hs, ] + o, k) ) ds

= - /O tAdml)d%([hs,ks])ds.

a terceira igualdade segue das contas feitas na demonstracao da proposicao

3.1.6 e a quarta da equagao (3.6).
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Entéio,
X" X", = ( / Ad(;Y) = ([hs,k])ds)
_ ( / h,ks]>ds>>

= (Ry). ( /Ad(%)Ad(vs )j <[hs,k;]>d)
= (Ry) ([t i) = X1

a segunda igualdade vem do teorema 3.1.3.

Dai que [X", X¥] = X~ [he ke,

Entao temos uma métrica, uma conexao e um colchete definidos em
T(PG), uma pergunta natural é: Serd que essa conexao é a de Levi-Civita?
Nao é possivel dar uma resposta definitiva para essa pergunta, pois ha casos
em que ela é de Levi-Civita e outros que ela nao é. Ilustremos esses casos.

Pela propria maneira que definimos o colchete, temos que a conexao é
simétrica, verifiquemos entao a sua compatibilidade com a métrica. Pela

proposigao 1.1.8 a conexao e a métrica tém que verificar a seguinte igualdade:
XM (XF,X") = (Vxn XF, X7 + (XF, Vxn X7,

para X" X* e X" € T(PG).

Calculemos entdao X" <Xk, XT’>.

Temos que <Xk,X”> = (k,r) = /T </{;,r> ds. Ou seja <X’“,X’”> inde-
pende do ponto de PG que esté sendo agaliada, portanto, temos X" (X*, X") =

0. Para calcular o segundo termo da igualdade, lembremos que haviamos fi-
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xado &1, -+, &, uma base de G. Escreveremos o segundo termo da igualdade
em funcao dessa base.

Tomando h(t) = Y, Ghalt), k() = Y0, Gkst) e #(t) = S, &m(®)
teremos:

n

(VX XN = 3 (6, 60,6) /0 ki (5)hals)ri(s)ds

1,7,l=1

n

(X5 Vo X) = 3 - (g 64l / Ky ()ha(s)r(s) ds

,5,0=1

Com isso, temos

n

(V3 XE XY 4+ (XE, Vi XT) = 3 ({65061, ) — (65, 6. &) ) T (37)

i7j7l:]‘

onde I;;; = fOT kj(s)hi(s)ri(s)ds

Veja que no caso da algebra de Lie G ser comutativa, teremos que a
conexao é compativel com a métrica, pois dai teremos que [§;, ;] = 0 para
i,7 € {1,--+,n}, e com isso teremos que

i <<[€J”51]7£l> - <£j> [fi,fl]))[ijk =0

ijl=1

Qualquer que seja o valor de [;j;. ou seja

X" (X*, X" = 0= (Vxa X", X") + (XF, V1 X").

No entanto, se a dlgebra de Lie G possui a propriedade de [{,,&] = &

para algum p € {1,---  n} considere o seguinte caso:
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t, se0<t<T )
Defina (t) = , h(t) = d(t)&, r(t) = 30%(t)& e
0, seT'<t
k(t) = 6%(t)&,. Com isso temos que [;;; = fOT 3s?ds=T3sei=1=1,7=p

e 0 nos outros casos. Ou seja,

(VxnXF, X7 + (XF, Vi X") = Z(([ﬁwfﬂ@)—<fj7[51,§1]>>11j1

J=1

I
NE

P (GRS

= Iy =T°#0=X"(X*X")

Ou seja, nesse caso, a conexao e a métrica nao sao compativeis.
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