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Resumo

SOUZA, Vera Lucia Graciani. Fatoracdo de inteiros e grupos sobre coénicas. Campinas - SP:
Universidade Estadual de Campinas, 2009. Dissertacdao apresentada como requisito parcial

para obtencao do Titulo de Mestre em Matematica.

Este trabalho tem por objetivo fatorar nimero inteiro utilizando pontos racionais sobre o cir-
culo unitario. lgualmente pretende determinar alguns grupos sobre conicas. A pesquisa inicia
com os conceitos basicos de Algebra e Teoria dos Nimeros, que fundamentam que o conjunto
de pontos racionais sobre o circulo unitario tem uma estrutura de grupo. Desse conjunto é
possivel estender a idéia de grupo de pontos racionais sobre o circulo para pontos racionais
sobre cdnicas. Para encontrar os pontos racionais sobre o circulo foi usada uma parametriza-
cdo do circulo por funcdes trigonométricas. Para cada ponto sobre o circulo unitario esta
associado um angulo com o eixo positivo das abscissas, portanto adicionar pontos sobre o
circulo equivale adicionar seus angulos correspondentes. Com a operacao "adicdo" de pontos
sobre o circulo & possivel definir uma estrutura de grupo que é utilizada para fatorar nimeros
inteiros. Para a cdnica, a operacao "adicao" é determinada algebricamente ao calcular o co-
eficiente angular da reta que passa por dois pontos dados e o elemento neutro dessa conica,
também justificada geometricamente. No trabalho foram determinados os grupos de pon-
tos racionais sobre cbnicas e demonstrado alguns resultados sobre esses grupos usando 0s
residuos quadraticos e finalizando com a deducdo de alguns resultados sobre a soma das

coordenadas dos pontos sobre uma conica.

Palavras-Chave: Reciprocidade quadratica, Fatoracdo de namero inteiro, Grupo de pontos

racionais sobre cénicas.
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Abstract

SOUZA , Vera Lucia Graciani. Interger factoration and groups on conics. Campinas - SP:
Universidade Estadual de Campinas, 2009. Dissertation presented as partial requisite for the
Mathematic tittle of Master obtention.

The objective of this paper is to factorize integer number using rational points on the unitary
circle. Also, it intends to determinate some groups on the conics. The research begins with
the basic concepts of Algebra and Number Theory ensuring that the rational points set on the
unitary circle has a structure of group. From this set is possible to extend the idea of rational
points on the circle toward rational points on conics. In order to find the rational points on
the circle a parametrization by trigonometric function on it was used. For each point on the
unitary circle it is associated an angle with abscissa positive axis, therefore adding points on
the circle equals to add its corresponding angles. With the operation of "addition" points on
the circle it is possible to define a group structure that is used to factorize integer numbers.
For the conic, the "addition" operation is algebraically determinated when the angle coeffi-
cient of the line is calculated that joins two given points and the neutral element of that conic,
which is geometrically justified. In the research the rational points groups on the conics were
determined, and some result on these groups using quadratic residues were demonstrated,
and it was finalized with the deduction of some results concerning the coordinates sum of

points on a conics.

Keywords: Quadratic Reciprocity, Fatorization of Integer Numbers, Rational Points Groups

on Conics.
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Introducao

O presente trabalho pretende definir uma estrutura de grupo para o conjunto dos pontos
sobre o circulo unitario de centro (0, 0) e generalizar para anel comutativo R arbitrario com
identidade através de uma funcdo bijetora de R no circulo C(R), além de utilizar essa estru-
tura para construir um algoritmo de fatoragdo para nameros inteiros da forma n? + (g — 1).
Para tanto, & necessario construir o conjunto de pontos racionais sobre determinadas conicas
em anéis, cujos elementos sdo classes de restos no anel Z, = Z/nZ.

Na Aritmética, principalmente na Teoria dos Nimeros, 0s conceitos, proposicoes e teoremas
devem ter uma apresentacdao logica e organizada, de modo que ap6s a demonstracao da
teoria faz-se necessaria sua aplicacdo.

Com efeito, a construcdo do conjunto de pontos sobre conicas utiliza a congruéncia quadratica
para resolver equacdes, equivalentemente para encontrar pontos racionais sobre cobnicas
racionais.

Recentemente, o Ultimo Teorema de Fermat, enunciado nos seguintes termos: "E impossivel
separar um cubo em dois cubos, ou uma biquadrada em duas biquadradas, ou em geral, uma
poténcia qualquer, exceto um quadrado em duas poténcias semelhantes", foi provado pelo
matematico inglés Andrew Wiles em 1995. A prova é baseada na teoria de curvas elipticas,
isto &, curvas definidas por equacde clibicas.

Uma grande parte dessa teoria esta embasada nas deducdes algébricas no conjunto de pon-
tos racionais sobre curvas. Tal conjunto tem uma estrutura de grupo, que € particularmente
satisfeita pelas conicas.

Neste contexto, a analise das conicas revela-se primordial para posterior conhecimento de
resultados sobre a estrutura de grupo para pontos racionais em curvas elipticas.

Inicia-se o estudo, no capitulo inaugural, com uma breve sintese de algumas definicdes,
proposicdes e teoremas, considerados pré-requisitos para entendimento dos capitulos seguintes.
No segundo capitulo & apresentada uma abordagem dos residuos quadraticos moédulo um

nimero primo, bem como o Critério de Euler para averiguar se um determinado nimero a €



um residuo quadratico. O simbolo de Legendre e o Lema de Gauss sdo apresentados dentro
de um contexto tedrico matematico que subsidiam a demonstracdo do Teorema da Lei da
Reciprocidade Quadratica de forma diferenciada, objeto de estudo do capitulo trés.

O quarto capitulo analisa 0os pontos sobre cdnicas cujas coordenadas pertencem a um anel
de classe de residuos médulo namero primo.

Por meio de uma parametrizacao da conica, propde-se definir uma lei de grupo para o conjunto
de pontos que satisfazem a equacdo desta. Para tanto, é necessario construir o conjunto de
pontos racionais sobre determinadas cénicas em anéis, cujos elementos sao classes de restos
no anel Z, = Z/nZ.

A pesquisa baseou-se em publicacdes tais como livros, jornais e textos cientificos, sendo pos-
sivel delinear o desenvolvimento do trabalho bem como determinar uma solucao para o objeto
de estudo. Este trabalho pretende ser uma contribuicdo para ampliar o conhecimento sobre as
leis da reciprocidade quadratica e suas aplicacdes, com informacdo histérica e demonstracoes

diferenciadas acerca do tema proposto.



Capitulo 1

Fundamentos Algébricos

A Teoria dos nimeros teve sua origem nas antigas civilizacdes da humanidade, com o
marco inicial na obra "Os Elementos ", de Euclides (aprox. 300 a.C). A evolu¢do de uma
nocdo intuitiva dos nimeros naturais para um conceito mais elaborado foi lenta e teve a
contribuicdo de muitos matematicos por varios séculos.

Um algoritmo é um processo de calculo definido com precisdo. O Algoritmo de Euclides para
o Maximo Divisor Comum, calcula corretamente o m.d.c(a, b) para quaisquer dois inteiros
positivos a e b. Ao supor a e b dois nimeros primos extremamente grandes, ndao é dificil
multiplicar esses nimeros, mas se fosse representado um produto n = ab e se procurasse
fatorar n usando a divisao por tentativas, exigiria um periodo de tempo longo, mesmo no
mais rapido dos computadores.

H3 algoritmos mais sofisticados para fatoracdo, mais rapidos do que a divisao por tentati-
vas. Ao considerar o tempo para multiplicar dois nimeros primos extremamente grandes, o
tempo necessario para fatorar esse produto aumenta enormemente, isso significa que fatorar
nimeros muito grandes é dificil.

A idéia é encontrar um processo de fatoracdo de nimeros inteiros grandes que seja relati-
vamente facil de ser executado, mas que utilize conhecimentos de Teoria dos Nimeros, que
recentemente tornou-se central no mundo da criptografia e da sequranca dos computadores.
A relagdo de congruéncia de nimeros (médulo n) desempenha papel fundamental na Teoria
dos Numeros indispensavel ao proposito de estudar um método de fatoracao de nimero in-

teiro através de pontos sobre o circulo unitario que satisfacam uma equacdo de congruéncia



4 Fundamentos Algébricos

modulo n.
A abordagem de alguns teoremas, proposicdes e conceitos € necessaria como pré-requisito

ao desenvolvimento da pesquisa.

Definicao 1.1 O maximo divisor comum de dois inteiros a e b (a ou b diferente de zero)

denotado por (a, b), é o maior inteiro que divide a e b.

Definicao 1.2 Seja G um conjunto ndo vazio onde esta definida uma operacdo entre pares
de G, denotada por,

x:GXxG—>G

(X, y) — xxy

Dizemos que o par (G, ) é um grupo se as sequintes propriedades sdo satisfeitas:

1. (ax b)*xc = ax(bxc) para todos a, b, c em G (associatividade da operacdo *).

2. Existe um elemento e em G tal que axe = exa = a, para todo a G (existéncia de elemento
neutro em relacdo a operacdo *).

3. Para cada a em G, existe b em G tal que ax b = bxa = e (existéncia de simétrico de cada

elemento de G em relacdo a operacdo *).

Definicdo 1.3 Se um grupo (G, %) satisfaz a propriedade,

axb =bxa, para todos aeb € G, G é denominado grupo comutativo ou abeliano.

Definicao 1.4 A ordem ou cardinalidade de um grupo G é o numero de elementos de G, e

denotamos por #(G).

Definicao 1.5 Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H é um

subgrupo de G se H for éle préprio um grupo com a mesma operacao de G.

Proposicdo 1.1 Seja (G, x) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. H é um subgrupo
de G se, e somente se,

Para todos a, b, em H= ax b € H onde b’ é o simétrico de b.

Definicdo 1.6 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dado a € G, o conjunto

axH ={axh : h € H}, é chamado classe lateral a esquerda de H em G determinada por
a.

De modo semelhante, a classe lateral a direita de H em G é o conjunto formado por todos

os elementos hxacomhe HeaegG.



Definicdo 1.7 O conjunto de todas as classes laterais a esquerda (a direita) de H em G

forma uma particdo de G, a qual denotamos por %

Definicao 1.8 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Se ax H = H x a para todo a € G.

H é denominado subgrupo normal de G e denota-se H 1 G.

Teorema 1.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O conjunto % é um grupo
com a operacdo (axH)(bxH) = (axb)H, para todos a, b em G. Denominado grupo quociente
de Gem H.

Definicao 1.9 Seja n > 1 um namero inteiro. Dados a, b € Z, dizemos que a é cbngruo
b, médulo n, se, e somente se, n | (b— a).

Denota-se; a= b (mod n).

Proposicdo 1.2 A relacdo R de congruéncia modulo n sobre Z.:
xRy <= x =y (modn),ondenecZen > 1, determina em Z um conjunto das classes

de equivaléncia modulo R denominado conjunto quocienteZ/R, indicado por Z/nZ = Z,,.

Definicdo 1.10 Sejam os grupos (G, *) e (H,¢), a aplicacdo f : G — H é um homorfismo
de G em H se, e somente se,

Para todos x, y € G = f(xxy)="f(x)of(y).

Definicao 1.11 Um anel R é um conjunto R munido de uma operacdo bindria denotada por
* e de uma operacao bindria denotada por ¢ que satisfazem as seqguintes condicoes:

1. (R,*) é um grupo comutativo;

2. (xoy)oz=xo(yoz), para todos x, y, Z€ R.

3. A operacdo ¢ é distributiva em relacdo a operacdo *

xo(y*xz)=xoy *xoz

(xxy)oz=x0z*yoz

Definicdo 1.12 Sejam os anéis (G, *,A) e (H,©,e), a aplicacdo f : G — H é um homo-
morfismo de G em H se, e somente se,

(i) Para todos x, yem G = f(xxy) = f(x)o f(y)

(ii) Para todos x, y em G = f(xAy) = f(x)e f(y).



6 Fundamentos Algébricos

Definicao 1.13 Dado um homomorfismo de anéisf : G — H, o nicleo de f é o subconjunto
Nuc(f) C G definido por:
Nuc(f) ={x € G tal que f(x) = 04.

Definicao 1.14 Sejam G e H dois anéis quaisquer. Uma aplicacio f : G = H é um
isomorfismo de G em H se
(i) f é bijetora

(if) f é um homomorfismo de G em H.

Definicdo 1.15 Uma funcdo f é Z- periddica se f(x) = f(x + z), para x no dominio de f e

para algum z € Z.

Definicao 1.16 Seja G um grupo. G é um grupo ciclico se existir a € G tal que

G=<a>={a":nel}

Definicdo 1.17 A ordem de um elemento a de um grupo G é o menor nimero inteiro positivo
k tal que a¥ = e.

Denota-se o(a).

Exemplo 1.1 Dado n € N, definimos no conjunto Z, ={a :a€ Z} ={0, 1, ..., n—1},
ondea={m €Z : m=amodn} ={a + kn : k€ Z}, uma operacdo binaria:

a® b=a+b.

(Z,, ®) é um grupo gerado por 1.

Teorema 1.2 Teorema de Lagrange.

Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo a ordem de H divide a ordem de G.

Definicao 1.18 Um anel R é um conjunto R munido de uma operacdo binaria denotada por
x e de uma operacdo bindria denotada por ¢ que satisfazem as sequintes condicdes:

1. (R,*) é um grupo comutativo,

2. (xoy)oz=xo(yoz), para todos x, y, z€ R.

3. A operacdo ¢ é distributiva em relacdo a operacdo *

xo(yxz)=xoy *xo0z

(xxy)oz=x0z*yoz



Definicao 1.19 Se no anel R existir o elemento 1 tal que x©1 =1ox = x, para todo x € R,

1 é denominado elemento identidade de R.
Definicao 1.20 Se xoy = y o x, para todos x, y € R. R é um anel comutativo.

Definicao 1.21 Se para todos x, y€ R, comxoy =0=x=0ouy =0, R é um anel sem

divisores de zero.

Definicao 1.22 Um corpo é um anel comutativo com elemento identidade tal que todo

elemento ndo nulo tem um inverso.

Definicdo 1.23 Seja (K, %, ©) um corpo e seja P um subconjunto de K. Diz-se que P é um

subcorpo de K se, e somente se, (P, *,o) é um corpo.
Definicao 1.24 Um corpo com um namero finito de elementos é chamado corpo finito.

Definicdo 1.25 Seja p um ndmero primo, < p >= {n.p para n € Z} = pZ é o conjunto

gerado por p.

Definicdo 1.26 Z/ < p>={a+ < p> tal quea=0,1,2,....,.p— 1}.
7] < p>=17/pZ.

Definicao 1.27 P é um subcorpo primo do corpo K se P é um subcorpo de todos os subcorpos
de K.

Definicdo 1.28 A caracteristica de um corpo K é um inteiro associado a K da seguinte
maneira:
i) se o corpo primo de K é Z/ < p > a caracteristica de K é p.

ii) se o corpo primo de K é Q a caracteristica de K é zero.

Observacdo: se a caracteristica do corpo K é p # 0 entdo p.x = 0 para todo x € K.

Definicao 1.29 Seja K é um corpo de caracteristica # 2 e x € K ndo um quadrado,
L = {a+ by/x tal que a, b € K} é um corpo com as operacdes adicdo e multiplicacdo

definidas por:
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(a+ byx)+(c+dyx)=(a+c)+ (b+d)vx
(a+ byx).(c + dv/x) = (ac + bdx) + (ad + bc)/x.
Esse corpo é uma extensdo algébrica de K, denominado corpo quadratico e denotado por

L = K(VX).

Proposicdo 1.3 Se m, n sdo inteiros com m.d.c(m,n) = 1, entdo os grupos Z/mnZ e
Z]/mZ & Z/nZ sdo isomorfos.

Demonstracdo: Consideremos o subgrupo ciclico A de Z/mZ ® Z/nZ gerado por (1, 1),

onde

A = {(1,1)%, com k € Z}.

Para determinar a poténcia k de (1,1) em Z/mZ ® Z/nZ efetuamos a operacdo adicdo do

elemento (1,1) k vezes.

Em Z/mZ obteremos o elemento zero somente depois de adicionar o elemento 1 m vezes,

e em Z/nZ o elemento zero serd obtido apés adicionar o elemento 1 n vezes. Para obter

o elemento zero simultdneamente em Z/mZ e 7Z/nZ o nimero de vezes para adicionar o

elemento 1 deve um multiplo de nm. Como m.d.c(m, n) = 1, entdo o primeiro nimero tal

que isso ocorre € mn. Assim (1,1) gera um subgrupo ciclico de ordem mn, que é a ordem

do grupo Z/mnZ.

Logo, Z/mnZ = 7/ mZ ® 7/ nZ |
Dado n € N, o conjunto Z, = {0, 1, ..., n—1},ondea={m €Z : m=a mod n} =

{a + kn 1 ke 7Z}.

Todo nimero m € Z é congruente mod n a exatamente um dos niimeros
{0, 1, 2, ..., n—1},e estes Gltimos sdo incongruentes entre si mod n.

Para facilitar a escrita representaremos {0, 1, ..., n—1} por {0, 1, 2, ..., n—1}.

Teorema 1.3 O Pequeno Teorema de Fermat

Seja p um namero primo e a um inteiro tal que pta. Entdo a*~! = 1 mod p.

Demonstracdo: Dados p e a com p 1 a, consideremos os conjuntos

{1,2,...,p—1}e{a2a,.. (p—1)a}.
Tem-se: a, 2a,..., (p—1)a# 0 mod p.



Sei,jed{l, 2, ..., (p—1)} eia=jamod p, concluimos i = jmod p, ja que m.d.c(a, p) = 1.
Entdo i = j, pois 0 < |i —j| < p. Isto significa que os nameros a,2a, ..., (p — 1)a ndo sdo
congruentes entre si mod p. Logo, os a,2a, ..., (p — 1)a sdo congruentes, em alguma ordem,
aos 1,2,...,p-1. Podendo concluir entdo que:

(p—1)=12.(p—1)=a 2a..(p—1)a= mod p, ou seja

(p—1)!'=a"Yp—1)! mod p.

Como m.d.c(p, (p—1)!) =1, o fator (p—1)! pode ser cancelado nesta congruéncia obtendo:
a* 1= 1 modp

[

Uma das utilidades do Teorema de Fermat é para mostrar que:

Propriedade 1.1 Um niamero primo g = 2n + 1 divide o nimero de Mersenne M, =2" — 1
ouM,+2 =2"+1

Demonstracdo: O nimero q ndo divide M, e M, + 2, sendo q dividiria M, +2 — M, = 2,
que ndo € verdadeiro.
Como qfa=2eqéprimo, pelo Teorema de Fermat 2971 = 1 mod q, ou seja, 22" — 1 =
2971 —1 =0 mod g. Logo q[2°"—1 = (2"—1)(2"+ 1) = M,(M, +2), concluindo que g|M,
ou /M, +2
[

Nimeros de Mersenne com indice primo nem sempre sao primos. O Teorema de Fermat
pode ser aplicado para elaborar uma condicao necessaria para que um nimero de Mersenne

com indice impar seja composto. Primeiramente serd deduzido o seguinte resultado:

Proposicao 1.4 Seja g primo e a um inteiro ndo divisivel por q. Seja kg o menor nimero
natural tal que a* = 1 mod q e seja o nimero natural k com a¥ =1 mod q, entdo kolk.

(ko é denominado ordem de a médulo q e denota-se o,(a))

Demonstracdo: Existemres € {0,1,2,...} comk = skg+ r onde 0 < r < ky. Temos
1 =ak =gkt = (g")sar = 153" = a" mod q. Como a =1 mod q,e0<r<kyeks€o
menor expoente natural com a* = 1 mod q, concluimos r = 0. Assim kqlk
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Proposicao 1.5 Sejam p, g nimeros primos impares.
Se q|M, entdo q = 2kp+ 1 com ke N.

Demonstracdo: ¢|M, = 2”7 — 1 significa 2° =1 mod q. Seja ko 0 menor expoente positivo
com 2k =1 mod g, pelo resultado anterior ko|p. De 2 # 1 mod g concluimos ky; > 1 e
seque kg = p. Como ¢ {2 temos por Fermat 2971 =1 mod q, p = ko|qg — 1. Logo existe s
eNcomps=qg—1ousejaqg=p.s+1. Como p,q sdo impares, concluimos que s = 2k é
par. Assim g = 2kp+ 1

Teorema 1.4 Teorema de Wilson

Para todo primo p vale (p— 1) =—1 mod p

Em outras palavras: Sejam p € N, p > 1. A congruéncia (p — 1)! = —1(modp) é valido se,
e somente se, p é primo.

Demonstracdo: Parap=2; (2—-1)!=1= —1(mod 2), o resultado é vélido.

Para p > 2. A congruéncia ax = 1 mod p tem uma unica solucdao x = b no conjunto

{1, 2, ..., p—1},comb #1eb #p—1,poisaz =+l modp. Paraae {2, 3, ..., p—2}
existe um Gnico b € {2, ..., p—2} comab=1 mod pe a# b. O conjunto{2, ..., p—2}
pode ser reordenado como

{2, ... p—2} = {a1, b1, ..., ar=s, b,;2;3 }, onde

aby = axb, ... = apzipr-s =1 mod p. Seque
(p—1)t =1.2..(p=1) = 1.(a1h1) ... (@e2be2)(p—1) = 1.1...1{(p—1) = —1 mod p
|

Teorema 1.5 Teorema do Resto Chinés
Se (aj, mj) =1, (m;, m;) =1 parai#j e ¢ inteiro, entdo o sistema
aix = ¢1 (mod my)

X = ¢ (mod my)

a,x = ¢, (mod m,)

possui solucdo e a solucao é tnica modulo m, ondem = my . my ... m,.

Demonstracdo: Do fato de (a;,, m;) = 1l,e 1|¢; tem-se que a;x = ¢; (mod m;) possui
m

uma Gnica solugcdo denotada por b;. Ao definir y; = > onde, m = my .m, ... m,, tere-
1

mos (y;, m;) = 1, uma vez que (m;, m;) = 1 para i # j. Cada uma das congruéncias
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yix = 1 (mod m;) possui uma (nica solucdo denotada por y;. Logo, yiy; = 1 (mod m;),
i=1,2,...,r. O nimero dado por

X = biyiy; + boyoys + ... + byy,y, € uma solucao simultdnea para o nosso sistema de
congruéncias. De fato

aix = aibiyiy,+aibyyay,+ ... +aiby,y, = aibiy; (mod m;) = a;b; = ¢; (mod m;), uma vez
que y; é divisivel por m; para i # j, y;y; = 1 (mod m;) e b; é solu¢do de a;x = ¢; ( mod my)
A solucdo é (nica, se supor que existe outra solucdo x que satisfaca o sistema, entdo
aix = ¢; = a;x (mod mj) e, sendo (a;, m;) =1 obtemos X = x (mod m;). Logo m;|(X — x),
i=1,2, ..., r. Mas, como (m;, m;) =1 para i # j temos que

m.m.c(my, My, ..., m;) = my.my ... m, entdo X = x (mod my.my...m,) assim,

my.my...m.|(X — x), isto € Xx = x (mod m), logo x € X u

Este capitulo constitui-se de uma introducao as idéias da algebra abstrata especialmente
dos sistemas algébricos chamados grupos e estendendo a outros sistemas como anéis, corpos,
etc.

Alguns teoremas sao citados, como O Pequeno Teorema de Fermat que pode ser usado como
teste para verificar se o nimero é composto, isto é: Se existe a inteiro, 1 < a < n tal que
a" #%£ a mod n entdo n é composto, pois podemos ter a7 = a mod n e n ndo ser primo,
sendo denominado nimero de Carmichael.

O método de resolver um sistema com equacdes que envolvem equivaléncias modulares esta
na demonstracdo do Teorema do Resto Chinés.

O Teorema de Wilson fornece um critério para decidir sobre a primalidade de um nimero.
As definicdes, teoremas e proposicdes abordadas neste capitulo subsidiam a teoria dos resi-
duos quadraticos, as equacbes de congruéncia e o essencial Critério de Euler no estudo de

verificacdo de residuos quadraticos, que comp8dem o capitulo seguinte.



Capitulo 2

Residuos Quadraticos

Carl Friederich Gauss (1777-1855) foi um dos maiores matematicos de todos os tempos,
nasceu em Brunswick, Alemanha,filho de uma modesta familia, portador de uma genialidade
surpreendente, ainda crianca aprendeu a ler sozinho e possuia uma grande habilidade de re-
alizar complicados céalculos mentais. Em 1798, Gauss produz uma das obras primas de toda a
matematica, o livro Disquisitiones Arithmeticae, publicado em 1801. No livro, Gauss introduz
a nocao de congruéncia; desenvolve a teoria dos residuos quadraticos, demonstra a Lei da
Reciprocidade Quadratica; estuda as formas quadraticas binarias, deduzindo de forma geral o
Teorema de Fermat, que assegura que todo nimero primo da forma 4n+ 1 se escreve como
soma de quadrados de dois niUmeros naturais; e, na Gltima secdo, deduz o teorema que diz
que um poligono regular com um ndmero primo n de lados, inscrito no circulo, é construtivel
com régua e compasso se, e somente se, n € um nimero primo de Fermat.

Gauss contribuiu de forma significativa a teoria das probabilidades, foi um dos criadores da
geometria ndo-euclideana, da geometria diferencial, das funcdes de variavel complexa, da
topologia e da teoria algébrica dos nimeros. Gauss descreveu a matematica como a rainha
das ciéncias e a aritmética (isto é, teoria dos nimeros) como a rainha da matematica, por
isso, foi considerado, pelos seus contemporaneos e pelas geracdes que se sucederam, um

Principe da Matematica.



13

Definicao 2.1 Residuos Quadraticos

Seja um corpo F. Os elementos a de F com a = b? para algum b € F sdo denominados
quadrado em F. Quando o corpo F = C, temos que todo nimero complexo é um quadrado
em C. Dado o nimero complexo r + si = a existe b € C tal que a = b? para b = x + yi,

2

onder =x?>—y? e s=2xy. ParaF =R, um nimero x é um quadrado se, e somente se

x > 0.

Conhecimento sobre quadrados é importante para resolver equacdes quadraticas. A
equacdo x2 + ax + b = 0 possui solucdes reais se, e somente se o discriminante a?> — 4b
é um quadrado, isto é a®> — 4b = x? para algum x real. Para o corpo finito Z/pZ com p
impar também é possivel determinar os quadrados. Por exemplo, para resolver a equacao
x2+2x—1=0em Z/pZ. As duas solucdes em R obtidas sio: —14++/2 que serdo solucdes
em Z/pZ se 2 & um quadrado em Q(v/2) (relebrando: Q(v/2) = {a+bv2 com a, b € Q}).
Se p=7temos 2 = 3° mod 7, assim a férmula nos da:
—14+vV2=(-1+3)mod7=2mod 7, e
~1-v2=(-1-3)mod 7= -4 mod 7.

De fato na equacdo dada, 22 +22—-1=(—-4)>+2.(-4)—-1=0 mod 7

A reciprocidade quadratica nos ajuda a verificar se certos elementos sdao quadrados ou ndo
emF, =7Z/pZ.

Os quadrados em F, serdo chamados de residuos quadraticos médulo p e 0os ndo quadrados
como residuos nao quadraticos modulo p. Cada residuo quadratico em F, representa os
inteiros cuja classe de restos é um quadrado.

Como zero & sempre quadrado, consideremos I} = Z/pZ — {0}.

Em F% temos 1 =12 mod 3 mas 2 % b> mod 3 com b € T}

Em Fi temos 1 =42 mod 5; 4 =22 mod 5 —1=22mod5 mas2#% b*> mod5 e
3 # b?> mod 5.

Em Fiq:

1 =182 mod 19, 4=17% mod 19; 5=92 mod 19

6=5% mod 19; 7=82mod 19; 9=32 mod 19;

11=72 mod 19; 16 =42 mod 19; 17 =62 mod 19;

2# b*> mod 19; 3 # b*> mod 19; 8 # b®> mod 19;

10 # b> mod 19; 12 # b?> mod 19; 13 # b?> mod 19;
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14 # b%> mod 19; 15 # b?> mod 19; 18 # b> mod 19;

{12,22,32, ..., 172,182} = {1,4,9,16,6,17,11,7,5}=
={1,4,5,6,7,9,11,16, 17} sdo os residuos quadraticos modulo 19, e {2, 3,8, 12,13, 14, 15, 18}

sao os residuos ndo quadraticos méodulo 19.

primo | quadrado nao-quadrado

3 1 2

5 1, 4 2,3

7 1,2,4 3,5,6

11 1,3,45,9 2,6,7,8,10

13 1,3,4,9,10,12 2,5,6,7,8,11

17 1,2,4,8,9,13,15,16 3,5,6,7,10,11,12,14
19 1,45,6,7,9,11,16,17 | 2,3,8,10,12,13,14,15,18

Em geral se p > 2 é primo, os residuos quadraticos mod p do {1,2,...,p — 1} sdo os

nameros representados por {12,22,32, ..., (%51)2}.
{12,22, ..., (p— 1)2}=
={12,22, ., (52)%, (53)%, (B51)% (B3)% . (p = 2% (p — 1)?)=
={17.22, L (52 () (p =) (p =522 . (p—=2)% (p— 1)°}=
={17,2%, . (5% (B )2 (=52 (=550)% (=22 (1)) =
={17,2%, .., (52 (579}

Este Oltimos ”%1 niimeros so incongruentes entre si, pois x° = b> mod p possui as duas
solucdes x = +b mod p.
Assim, podemos afirmar que existem p%l residuos quadraticos modulo p e %1 residuos nao

quadraticos médulo p entre {1, 2, ..., p—1}. N&o existe regularidade para descobrir quais sdo
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residuos quadraticos.
Quando o nimero -1 & um residuo quadratico?

Parap=513e17,-1¢& um residuo quadratico, mas para p= 3,7 e 11 ndo & um residuo

quadratico.

Sabemos que:

5=1mod 4

13=1 mod 4

17=1 mod 4

3#1 mod 4

7#%1 mod 4

11 # 1 mod 4.

Vamos caracterizar os primos p médulo para os quais -1 é um residuo quadratico.

Proposicdo 2.1 Seja p > 2 um primo. A congruéncia —1 = x> mod p admite uma solucdo

se, e somente se, p =1 mod 4.

Demonstracdo: Se —1 = x2 mod p, possui uma solucdo, entdo existe b € Z tal que
—1=b%> mod p

Pelo teorema de Fermat temos:

1 mod p=brl= ()% =(-1)" mod p.

(—1)'32;1, como1l# —1 mod p

seque que 251 & par, isto &: 22 = 2k.

1 modpz(—l)pz;1 mod p= 1

p—1=4k = p=1 mod 4.

Supondo p =1 mod 4. Pelo Teorema de Wilson temos:

—1mod p=(p—1)! =12.253 (p—-2)(p—1) =122 (—3) (-2)(-1) =
(=17 [(B54)!]2 mod p = [(252)!]>modp. Como p = 1mod4, 5% é par, tem-se:

(-7 =1

—1 mod p = [(&2)"]?modp.

—1 = b’modp, para b= (£1)! m
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A tabela abaixo fornece os nimeros primos p < 37 tal que p = 1 mod 4, e as duas

solucdes incongruentes da equacdo —1 = b> mod p.

p = 1lmod4 | Solucdes b e p— b da equacdo —1 = b’modp
5 2,3
13 5,8
17 4,13
29 12,17
37 6,31

Proposicdo 2.2 Sempre 2”7 = +1 mod p, para p>2 primo e p+ta.

Demonstracdo: Pelo teorema de Fermat 1 = a? ! mod p = (apz;l)2 mod p. Consequente-
mente

0=al—1=(a"7)>—1=(a%2 +1)(a —1)mod p

Assim, p | (a"= +1) ou p|(a"z —1). Como p & primo, conclui-se que:

p|ap2;1+1 ou p|ap%1—lobtendo: a7 = +1 mod p

]
Teorema 2.1 Critério de Euler

1

Se a € Z ndo é divisivel por um primo impar p, entdo a é um residuo quadratico (ou
residuo ndo quadratico) de acordo com a"z =1 mod p (ou a”z = —1 mod p).

Demonstracdo: Seja a um residuo quadratico modulo p, assim existe b € Z tal que

a= b’ mod p, pelo Teorema de Fermat

p—1

az = (bz)p;z1 = bP1 =1 mod p. Supondo que a é um residuo ndo quadratico modulo p.
Para todo ¢ € {1,2,...,p — 1} a congruéncia cx = a mod p possui possui apenas uma
solugdo: c' € {1,2,....,p—1}.

Como ¢ # ¢’ (caso contrario a = cc’ = ¢?), podemos escrever o conjunto:

{1,2,...p—1} ={c, ¢}, 0,6, ..., Cot, cf%l} tal que

Ck-C, =a mod p. Paral < k < ’%1

Pelo Teorema de Wilson:
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Definicao 2.2 O Simbolo de Legendre

Dado um primo p e um inteiro a € Z nao divisivel por p. O simbolo de Legendre

{ 1 se a'%lzlmodp

—1 se a7 =—-1 mod p

O simbolo Legendre é uma "sim/ndo-funcdo" para decidir se um niimero a é ou ndo é

um residuo quadratico médulo p.
Proposicao 2.3 Para todo primo p > 2, (3}) = (=1)"z .
A proposicao acima é uma traducdo da proposicao:

Proposicdo 2.4 Para p > 2 primo. A congruéncia —1 = b?> mod p posui uma solucio se, e
somente se p =1 mod 4, para o conceito do simbolo de Legendre.
-1 é um residuo quadratico mod p se, e somente se p =1 mod 4, isto é:

21 g par = (-1)7 =1.

O simbolo de Legendre possui algumas propriedades elementares que sdo:
i — x ay _ (b
(i) Se a = bmodp, entdo (,3) = (5)

1, se a7 = 1modp
—~1, se a2 =—1modp



18 Residuos Quadraticos

Como a= b mod p, tem-se b’ =1 mod p = (2)=1 ou
p—1

bz =-1modp=(2)=-1
Assim (2) = (2).

a : a..a 1.1=1 se a ¢ um residuo quadratico modulo p
) = (7) = (5)(5) =

(-1)(-1)=1 se a é um residuo nao-quadratico moédulo p

(iii) Pelo Critério de Euler, 2" = £1 mod p = a"7 = (2)mod p.

: p-1 p=l ,p1 __
(iv) (&) = (ab)z =az .b2 =(2).(2)modp

Ambos os lados dessa congruéncia sao +1, e sabemos que —1 Z 1 mod p, podemos concluir

que:

aby __ ra\(b

() =()(3)

[ ]
A propriedade (iv) pode ser traduzida como sendo: o produto de dois residuos quadraticos

ou de dois residuos ndo quadraticos médulo p € um residuo quadratico médulo p, e o produto

de um residuo quadratico por um residuo ndo-quadratico € um residuo ndo-quadratico.

Corolario 2.1 O simbolo de Legendre induz um homomorfismo

p:(Z/pL)" — (Z/AZ)" = Z/2Z definido por: p(a) = ¢(2)

Em outras palavras: (2)(2) = (22) para todos a, b € (Z/pZ)*

Lema 2.1 Se p > 0 é um primo impar divisor de um inteiro da forma n° + 1, entdo

p=1 mod 4.

Demonstracdo: Por hipétese p | n? + 1 = existe g € Z tal que n> + 1 = gp

n°=—14+gp=n’>=—1modp = -1 & um residuo quadratico médulo p, assim p = 1 mod 4
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Corolario 2.2 Existem infinitos niimeros primos da forma 4n + 1 com n € N.

Demonstracao: Supondo por contradicdo que existe somente um conjunto finito de
nimeros primos da forma 4n + 1, isto é:

{p1 =5,p» =13, ..., p,} 0 conjunto de todos os primos congruentes a 1 médulo 4.
Parapprimoep=4n+1=p=1mod 4

O namero N = 4p3ps..p> + 1 = (2p1ps...p,)° + 1 € da forma 4n + 1.

Seja ¢ um namero primo tal que g | N entdo (2p1p>...p,)> + 1 =0 mod q.

(2p1ps...p,)°> = —1 mod q, para b = 2p1p,...p, a equacdo b> = —1 mod q possui solucdo,
entdo pela proposicdo 2.4 g =1 mod 4. Assim g € {p1,p>,....,.p;} eqg=4k+1=qg| 1,0
que € absurdo.

Assim q primo ¢ {p1, p2, ..., p; }, logo {p1, P>, ..., p;} ndo estd completo, ndo sendo finito

[

O Simbolo de Legendre para a =2

Para a = 2 faremos um estudo em particular para determinar o simbolo de Legendre (%).

Para p = 3, 2% = 2 = —1 mod 3, assim () = —1. Portanto 2 é um residuo ndo
quadratico médulo 3.
N3o existe b € Z tal que 2 = b?> mod 3, assim em Q(v/2), 2 ndo & um residuo quadratico.
Parap =7, 2% = 2% =1 mod 7, assim (2) = 1; isto € 2 € um residuo quadratico

moddulo 7.

2=32mod 7. Em Q(v/2), V2 = +3 mod 7.
Com procedimento anéalogo 2 & um residuo quadratico médulo 17, 23 e 31 entre os primos

de 3 a 31, e esses primos sdo da forma p = +=1mod8.

Proposicao 2.5 O namero primo 2 é um residuo quadratico modulo um niamero primo p

impar (um residuo ndo quadratico modulo p) se p = +1 mod 8 (p = £3 mod 8).
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Em outras palavras (5) = (=1)" .

Demonstracao: Sendo p primo impar, necessariamente devera ser congruente a 1, 3, 5 ou
7 moédulo 8.

Sep=1mod8=p—1=8k, keZ

p+1=8k+2=2(4k+1)

2_ — 2
p81 _ (p+1)8(p ) _ 2(4k+81)(8k) = 2k(4k + 1) é par.

p=7 mod 8= p—7=28k, kelZ.
p—1=8k+6=2(4k+3)ep+1=8k+8=8(k+1)

2_ — 2
p8 1 (p+1)8(p 1) _ 8(k+1)§(4k+3) = 2(2k + 1)(4k + 3) & par.
= —1 mod 8, entdo p= —1 mod 8.

Se p = +1 mod 8, tem-se % é par.

Sep=3mod8=p—3=8k, kelZ
p—1=8k+2ep+1=8k+4

p2g1 = (p“)S(p*l) = (8k+4)é8k+2) = (2k + 1)(4k + 1) é impar
p=5mod8=p—-5=8k, keZ

p—1=8k+4, p+1=8k+6

vol - DD — (0K 4 1)(4k + 3) & impar
5=-3mod8e -3=5mod8=p

Se p = +3 mod 8, tem-se % é impar

Consideremos: para i impar, p—i = i(—=1)" mod p
para i par, i = i(—1)" mod p

Considerando as ”%1 congruéncias :
p—1=1(-1) mod p
2=2(—1)> mod p
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t= M(—l)p%1 mod p
-1

p—1
Caso 21 seja par, a dltima congruéncia serd t = 21 mod p = 71

(=1)2 mod p.
Caso 2 T seja impar, a Gltima congruéncia serd p — 251 = p—(— )2 mod p. Como p é
impar (p—1,p—3,...,p— —) sdo pares.
Na coluna da esquerda temos p—1,2, p—3, ..., %1 sdo todos pares, que sdo (2,4,6, ..., p—1).
Multiplicando membro a membro nesta coluna, temos:
24.6..(p—1) = (—1)*2H+7 (221 Imodp
2% (B2)1 = (—1)%5 (251) Imodp.
Como mdc((pT) ,p) = 1 podemos cancelar (21)! na expressdo acima, obtendo 2%
(— 1) *modp.
Lembrando que (3) = 2% mod p, obtem-se (2) = (—1)PQT_1 mod p que € 1 ou -1
Se 2L

8

2—1
Se P
Logo 2 & um residuo quadratico se p = +1 mod 8 ou um residuo ndao quadratico se p =
+3 mod 8

[©))

par = (%) =1parap=+1 mod8

[©))

impar = (%) = —1 para p = +3 mod 8

A ordem do grupo (Z/pZ)* é p—1 e para a € (Z/pZ)*, a»~* = 1modp, para p primo e
(a, p) = 1, podemos substituir p — 1 por @(p), onde @ é a funcdo de Euler.
Assim, aP~! = a9P) = 1modp.
O Critério de Euler € uma generalizacdao do Pequeno Teorema de Fermat quando assim
enunciado:
Sejam n um inteiro positivo e a um inteiro relativamente primo com n. Ent3o, a?(" = 1modn,
onde ¢(n) é o nimero de inteiros positivos de 1 a n que sdo relativamente primos com n. E
tal critério fornece condicao de verificar se um nimero inteiro € um residuo quadratico.
A funcao ¢ de Euler faz parte das funcdes chamadas "funcdes aritméticas".
Uma congruéncia do tipo x> = a mod m, onde a e m sdo nameros naturais com m > 1, nem
sempre tem solucdao. O Teorema chamado Lei da Reciprocidade Quadratica, juntamente
com as propriedades do Simbolo de Legendre funciona como um algoritmo para determinar
se um ndmero é ou ndo é residuo quadratico médulo um primo impar p. Tal teorema objeto
de estudo do préximo capitulo, tem na sua formulacdo recursos no Simbolo de Legendre e

Lema de Gauss.



Capitulo 3

Lema de Gauss e Reciprocidade

Quadratica

Reciprocidade quadratica pertence a parte mais importante de toda introducdo a teoria
dos ntimeros. A versdo preliminar foi descoberta em 1742 por Leonhard Euler (1707 - 1783)
em sua primeira pesquisa sobre divisores primos de nameros da forma a” + b" e a versdo final
de Euler foi publicada em 1785, dois anos apés sua morte. Em 1788 Adrien-Marie Legendre
(1752 - 1833) deu uma prova incompleta dessa lei. Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) re-
descobriu a lei da reciprocidade quadratica quando tinha 18 anos, e apresentou sua primeira
demonstracdao um ano apds, mas na décima semana seguinte encontrou uma demonstracao
simples usando a teoria das formas quadraticas binarias, tal lei foi publicada em "Gauss’s
Disquisitiones Arithmeticae", Gauss apresentou diferentes provas completas. Existem outras

provas posteriores.

Definicao 3.1 O sistema reduzido moédulo p, para o primo p = 2n+ 1, é o conjunto
A={ay,a,.., a,}=1{a1 a, .., ap%}, com as sequintes propriedades:

a) os a; sdo distintos modulo p, isto é: se a; = a; mod p, entdo i = j;

b) para todo inteiro ocorre exatamente um dos dois casos; ele é congruente a a; modulo p
ou congruente a —a; modulo p, para algum 1 <1 < p%l.

AU —A é o conjunto completo de classes de residuos # 0 mddulo primo p.
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Lema de Gauss
A principal demonstracdo por Gauss da lei da reciprocidade quadratica é através do Lema de

Gauss.

3.1 Lema de Gauss

Seja p = 2n+ 1 um nimero primo impar, seja um sistema reduzido A = {ay, a,, ..., an},
e a um namero inteiro ndo divisivel por p.
Consideremos o sistema:
ai.a=(=1)*Da,;y mod p
para a,'ne A, onde s(i) € {0,1} e t(i) € {1,2, ..., n}. Entdo
a" = [[(-1)*" mod p

i=1
Assim a € um residuo quadratico ou residuo ndo quadratico mdédulo p de acordo com o

nimero de mudancas de sinais ser par ou impar.

=1
2

. . L. e e 1 .
Para a reciprocidade quadratica o Critério de Euler utiliza o fator a = . Gauss relacionou

o fator 2%

modulo p.

com um sistema reduzido moédulo p e utilizou-0 nas equacdes de congruéncia

Para facilitar a compreensao da demonstracdo do Lema de Gauss, consideremos um
exemplo em particular para o niimero primo p = 13, onde p = 2.6 + 1, obtemos A =
{1,2,3,4,5,6}, e seja a = 2.

Multipliguemos todos os elementos de A por 2 e obtemos:
2.1 =42 mod 13,
2.2 =44 mod 13,
2.3 =+3 mod 13,
2.4 = -5 mod 13,
25 = -3 mod 13,
2.6 =—-1 mod 13.

Lembrando que 8,10,12 é respectivamente o simétrico de 5, 3 e 1 mddulo 13.
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Os trés primeiros produtos estdo em A, e os tres Gltimos estdo em -A onde ocorreu trés
mudancas de sinais (quantidade impar), € 2 ndo é um residuo quadratico médulo 13.
Multiplicando a congruéncia acima, obtemos

26! = (—1)%6! mod 13,

sabendo que m.d.c (6!,13) = 1, efetuamos o cancelamento tendo; 2° = —1 mod 13

Pelo critério de Euler 2 & um residuo ndo quadratico médulo 13.

Se tomarmos a = 3, temos o sistema de congruéncia:

3.1 =+3 mod 13,

3.2=+6 mod 13,

3.3 = -4 mod 13,

3.4 =—-1 mod 13,

3.5 =42 mod 13,

3.6 =45 mod 13.

Como o m.d.c(6!,13) = 1, e no sistema ocorreu duas mudancas de sinais, multiplicando a
congruéncia, e efetuando o cancelamento de 6! obtem-se a expressdo 3° = (—1)2 mod 13 =

1 mod 13, assim 3 & um residuo quadratico médulo 13.

Lema de Gauss
Demonstracdo: O indice t(i) € {1,2,...,n}, entdo os elementos a;(;) sdo exatamente os
elementos a; de A em uma ordem diferente com ayy # ark) para i # k
Os conjuntos {ai, @, ..., an} € {ar(1), ar(2), ---, ax(n)} S30 coincidentes, entdo o produto desses
elementos é o mesmo para cada conjunto, isto é;
[Ta =TT awi), temos por hipétese que a;a = (—1)*Da,;y mod p, para i=1,2, .., n.
Efetuando o produto das n-congruéncias acima e substituindo [] a,;y por [] ai, obtemos:
[Taia=a"[la =T1(-1)*Day;y mod p =T (1) [ a; mod p.
Como o m.d.c([] ai, p) = 1, podemos cancelar [] a; na congruéncia, assim a” = [[ (—1)*") mod p.

Uma segunda demonstracdo da Proposicdo 2.5 é aplicando o Lema de Gauss.

2_
Proposicao 3.1 Para p primo impar, (2) = (-1)%%.
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Demonstracdo: E necessario saber o nimero de mudanca de sinal nas congruéncias médulo
p quando multiplicamos o sistema reduzido {1,2, ..., ”T_l} por a = 2.

Para o niimero primo impar p, consideremos dois casos:

1° Caso)

Para p = 4k + 1, k inteiro positivo = 2% = 2k, fagamos

{1,2,..., 222, . p—1}={1,2,..., 2k} U {2k + 1, ..., 4k}.

Observando que,p =4k +1=0mod p=4k=—-1 mod pep=4k+1=2k+2k+1
= 0 mod p, logo 2k + 1 = —2k mod p, entdo para o sistema reduzido {1, 2, ..., 2k}, temos
21=2mod p

22=4 mod p

2.k=2k mod p
2(k+1)=2k+2=2k+1+1=-2k+1modp

22k =4k = -1 mod p
Para as k primeiras congruéncias nao ocorreu mudanca de sinal, mas para as Gltimas k con-

gruéncias ocorreram k mudancas de sinais. pela Lema de Gauss (%) = (=1)%.

. 2_
Precisamos mostrar que k = 22

mod 2; isto é k € Z/2Z, e consequentemente k & par se
e somente se % é par.

p—1l=4kep+1=4k+2.

Pl - D) _ g2k + 1) =2k + k

5
2 . 21 .
= Z-1mod2. Se k é par & £ & par

- Ve 2— - Ve
Se k & impar < 21 & impar.

2° Caso)
Para p = 4k — 1, k inteiro positivo = 22 = 2k — 1, teremos
{1,2,.., B2y u{&, . p—1} ={1,2,..,2k — 1} U {2k, ..., 2(2k — 1)}
p=4k—-1=2k+2k—1=0 mod p= 2k =(—2k+ 1) mod p.
Considerando o sistema reduzido {1,2,...,2k — 1}, temos
21=2mod p
22=4 mod p
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2(k—1)=2(k—1) mod p
2.k=-2k+1 mod p

2(2k—1)=4k—-1—-1=—-1 mod p

Nao existe mudanca de sinal nas k—1 primeiras equacdes de congruéncia, e existe k mudancas
de sinal nas demais equacdes, novamente temos (%) = (1)~

Sabemos que p— 1 =4k —2 e p+ 1 = 4k, temos % =2k>—k = k = % mod 2,
concluindo que k & par <= 21 ¢ par. Assim (2)= (—1)%
[

Caracterizacdo dos nimeros primos p para 0os quais o0 nimero 2 € um residuo quadratico.
Para p um nimero primo impar deve ocorrer que p é congruente a 1,3,5,0u 7.
Sep=1mod8=p—1=8kep+1=8k+2. Logo,
pggl — (p*1)8(p+1) _ 8k(8$<+2) _ 2k(4k—|— 1) é par.

Sep=7mod8=p—-7=8k, p—1=8k+6ep+1=8k+ 8. Logo,

2 - k K k k .
p8 1 _ (p 1)8(p+1) _ (8 +6)é8 +8)_ 204 +3;8( 1) _ 2(4k + 3)(k + 1) € par.

Sabemos que —1 = 7mod8. Assim se p = +1mod8 = % é par.
Sep=3mod8=p—-3=8k,p—1=8k+2ep+1=8k+4. Logo,
”28_1 = 2(4"“)84(2”1) = (4k +1)(2k + 1) é impar.
Sep=5mod8=p—-5=8k, p—1=8k+4ep+1=8k+6. Logo,

p28_1 _ 4(2k+1)82(4k+3) = (2k + 1)(4k + 3) é impar.

Como —3 =5 mod 8, temos que para p= +3 mod 8 = % é impar concluindo que:

Proposicao 3.2 Para p primo impar,

2 {1 se p==+1 mod 8

(5)_ —1 sep==+3 mod38

Lei da Reciprocidade Quadratica
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A lei da reciprocidade quadratica diz que para 0os nimeros p e ¢ primos impares, as con-
gruéncias x2 = p mod q e x> = g mod p sdo ambas sollveis ou ambas insoltveis, a menos
que p e q sejam congruentes a 3 médulo 4, caso em que uma tera solucao e a outra nao,
em outras palavras p € um quadrado moédulo g se e somente se g € um quadrado médulo p,
exceto no caso em que p =3 mod 4 e g =3 mod 4, quando p € um quadrado modulo g se

e somente se ¢ ndo &€ um quadrado médulo p.

3.2 Teorema da Lei da Reciprocidade Quadratica

Para primos impares p e q distintos, temos:
) (O =(-1)=*F
ii) Leis suplementares:
_ p=1 p’-1
(=17 e(@)=(-1)"

Uma das demonstracdes que usa o Lema de Gauss é devido a Ferdinand Gottohold Eisen-
stein (1823 - 1853). Eisenstein usa uma variante do Lema de Gauss, a idéia é conhecer o
nimero de mudanca de sinais nas congruéncias aa; = (—1)*a,;) mod m e utiliza a funco
seno para obter esse resultado, mas anteriormente vamos relembrar algumas propriedades da
funcdo seno e considerar um caso particular com a finalidade de ilustrar e facilitar o entendi-
mento do que serd feito na demonstracao.

Usaremos a denotacao sin para seno.

Dada a congruéncia a = b mod m = a = b+ mr para algum r € Z, através da funcao sin%7r
temos:

sinZa = sin2m2 = sin2n(2 + r) = sin2w2cos2nr + sin2wrcos2nL =
=sin2m2.1+0.cos2m2 = sin2m 2.

A funcdo seno & uma funcao Z - periddica, capaz de transformar congruéncia a = b mod m

na equagdo sin2mZ = sin2w2, e & uma funcdo impar, isto € sin2m(—x) = —sin2mx.

No caso especial para a constante a = 2 e m = 13. Consideremos o sistema reduzido

{1,2,3,4,5,6}, e transformamos as congruéncias em equa¢des como descritas acima, us-
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ando o fato da funcdo seno ser uma funcdo impar e

2.1 =2 mod 13, sin2m3; = sin2m+%

2.2 =4 mod 13, sin2m32 = sin2m+s

2.3=06 mod 13, sim2m33 = sin2ng

2.4 = -5 mod 13, sin2n3} = —sim2m 3
_ . 25 _ : 3
2.5= -3 mod 13, 51n27rﬁ = —51n27rﬁ
_ . 26 _ . 1
2.6 =-1 mod 13, 51n27rﬁ = —51n27rﬁ

Efetuando a multiplicacdo entre os termos da igualdade nas congruéncias e a mesma
operacao nas equacodes, temos:
256! = (—1)36! mod 13,
° 2a ° a
Hsin 2m— = (—1)3Hsin 2m—
13 13
a=1 a=1
6 H 2a
(-0 =] 2
sin2my3
a=1 o )
Se r € o nimero de mudancas de sinais nas congruéncias, podemos expressar (—1)" como

um produto de valores da funcdo seno.

Generalizando para p primo impar da forma p =2n+ 1.

Lema 3.1 Seja p = 2n+ 1 um nimero primo impar, q € Z, e a funcdo f : Q — C com as
seguintes propriedades

i) f(—=z) = —f(z) para todo z € Q; (f é uma fungcdo impar)

i) f(r) = f(r+ z) para algum z € Z; (f é uma funcdo periddica)

if) (£) # 0 para todo inteiro a ndo divisivel por p. Entdo
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q

(9) = f(P) ,onde A=1{1,2,..., 21} ={1,2, ..., n}.

acA

Demonstracdo: Consideremos que a;.q = (—1)*Va,;y mod p, para a;, ax;) € A, s(i) €

{0,1}.

Através de f transformamos a congruéncia na equacao

f(a,-%) = f[(_l)s(i)ar_(")] - (_1)s(i)f(at_(i))

Como aj e at() € Asao mcongruentes podemos efetuar o produto sobre todos os a; € A.

H f(a2) = H(— )“W(%) = H 1)) Hf at( )) )Hf( . obtendo

79
()= E——

H f(;)
| |

Duas funcdes que satisfazem as propriedades da funcdo f sdo:
1) f(x) = (—=1)>J onde [2x]| & o maior inteiro menor do que ou igual a 2x, com x € Q.
2) f(x) =sin27x.

Proposicdo 3.3 Seja A ={a € Z tal que 1 < a < 1} um sistema reduzido moédulo p,

com p primo /mpar entao

sin(<qa
(1) = H % onde consideramos f(x) = sin 27x.
acA Sm( P )

Na demonstracdo do Teorema da Reciprocidade Quadrética usaremos a expressido Sé?n"zz =
P(sin z), onde P é um polindmio de variavel sin z com coeficientes inteiros e coeficiente dom-
inante (—4)%1. Essa prova é feita por inducdo.

Pela férmula de Euler sabemos que:

e't =cost+isint, comt € R.

Para a e (3 reais, €'(@h) = ¢iatiB = gi®eiB = (cosa +isina)(cosB+isinB) = cosa.cosSB—
sina.sinB + i(cosa.sinB + sina. cos3).

e@*B) = cos(a + B) + isin(a + B).
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Comparando as partes reais e imaginarias das duas expressées, temos
cos(a + B) = cosa. cosB — sina.sin 3

sin(a + B) =sina. cosB + sinB. cos o

Determinemos férmulas para sin gz e cos gz, sabendo que:
sin2z = 2sinzcosz e cos2z = cos’ z —sin*z =1 — 2sin’z
sin 3z=sin(z + 2z)=sin z cos 2z + sin 2z cos z=sin z(1 — 2sin® z) + (2sin z cos z) cos z=sin z —
25sin® z + 2sin z cos? z=sin z — 2sin° z + 2sin z(1 — sin® z)=sin z — 2 sin> z 4 2 sin z — 2 sin> z=

sin z(3 — 4sin” 2)

cos 3z=cos(z+27)=c0s z c0s 2z—sin z sin 2z=cos z(1—2sin? z)—sin z(2sin z cos z)=cos z—
2 cos zsin? z — 2sin? z cos z=cos z — 4 cos z sin® z=cos z(1 — 4sin? 2)
Lema 3.2 Para todo inteiro impar q > 1, existem polinémios P e Q € Z[X] de grauq—1 e

com coeficiente dominante (—4)z tal que

G2 = P(sinz), <59 = Q(cosz).

sinz cos z

Demonstracdo: Para ¢ =1, 12 = 1 = (—4)%.1(sin2)?, e &2 =1,

' sinz Cos z

_ sin3z _ sinz(3—4sin’z) _ 5 2
Para ¢ =3, sinz sin z = —4sin“z+3
cos3z _ cosz(l—4sinz) _ 5 - 2
cosz cosz = —4sin“z+1

Por inducdo consideremos que para q inteiro impar, seja verdadeiro

sin gz
sinz

polinbmios de grau g — 1 e coeficiente dominante (—4)%1, e provemos que é verdadeiro para

Cos gz
Cos z

= P(sinz) = singz = sinz P(sinz) e = Q(sinz) = cos gz = cosz Q(sin z),sd0

o nimero impar g + 2.

sin(q+2)z =singz.cos2z +sin2z.cos qz =
=sin z.P(sin z)(1 — 2sin® z) 4+ 2 cos z. sin 7. cos z.Q(sin z) =
=sin z[P(sin z)(1 — 2sin® z) 4+ 2 cos? z.Q(sin 2)] =
=sin z[P(sin z)(1 — 2sin® z) + 2(1 — sin? 2).Q(sin z)].
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snlat2)z — (1 — 2sin? z)P(sin z) + 2(1 — sin? z)Q(sin z)

sinz

sin(g+2)z
sin z

Isso indica que € um polindbmio em sin z cujo grau € maior que o grau de P em
duas unidades, onde grau P = grau Q, com coeficiente dominante

(~4)7 (-2-2) = ()7 (-4) = (-7
Com o mesmo procedimento podemos calcular

cos(q + 2)z = cosqz.cos2z —singz.sin2z =
=c0s z.Q(sin z)(1 — 2sin® z) — sin z.P(sin z)2sin zcos z =

=cos z[(1 — 2sin? z)Q(sin z) — 2sin z.P(sin z)]

cos(g+2)z
cos z

Assim € um polinbmio em sin z dois graus superior ao grau de P e de Q, e possui

coeficiente dominante (—4)%1

sin2mwqz

Ao considerarmos o polindmio f(z) = T577

que possui raizes quando z = i%, onde B

sao todos os inteiros nao divisiveis por q.

sin2mwqz

Se fizermos sin2mz = X, teremos 257~

= P(sin2mwz) = P(X) & um polindmio de grau
g—1em X e P(X) possui raizes quando X = sin 27r(i§), com B niimero inteiro ndo divisivel
por d.

Como a funcdo seno é Z - periédica podemos restringir os valores de X distintos que sao
raizes de P(X), isto é para valores i% com 1 < B < 1 gera os diferentes zeros de P(X).
O grau de P(X) = g — 1, entdo ndo tem outras raizes, somente g — 1 raizes sem repeticdo.

Proposicdo 3.4 Sejam f e g polinbmios ménicos(coeficiente dominante igual a 1) de grau n

com coeficientes em um corpo F. Se f e g possuem em comum n raizes, entdo f = g.

Demonstracdo: O polindmio f — g é de grau < n (os termos x” se cancelam) as raizes
comuns de f e g sdo também raizes de f — g, mas sobre corpos, os polindmios ndo-nulos
podem ter uma quantidade maior de raizes que o grau do polinédmio. Assim o polindémio f —g
pode ndo ter n raizes distintas, a menos que f — g seja o polindbmio nulo.
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~ . . L _ . _ sin?2 P
Demonstracdo: (Teorema da Reciprocidade Quadratlca) P(X) = P(sin2mz) = =572 &
um polindmio com coeficiente dominante (—4)“z > de grau g — 1, e com raizes £sin 27r—

ondel1 <@ < L=

o
Para f(X) = (- Tl H — sin? 27r§) de grau g — 1, cujas raizes sdo =+ sin 2%%, onde

—1
1<p <Gt

Pela proposicdo anterior P(X) = f(X). Colocando X = sin27z, temos

o o
M—( ' H(sm 27z — sin? 27r )

sin 2wz
BEB

Para z = %, temos

sin 242 _ a
£ :(—4)‘771 l_I(Sin2 2%5 — sin? 2%%), coma € Aef € B onde

sin2m2
P BeEB

Pela proposicao 3.3

q sin(2m <) o1
(E) = Hm = H(— ) 2 H(sm on —sin?om ) =
a€cA p a€cA BgeB

= (-4)7 % H H(sm om> — sin? 21 ) =

acABeB q
=(-1)2 4 quTHH sin? 27r——5|n T— )—

BEB acA

= (—1)"2;“’%1 H 4%z H(sin 2T— —sin“ 27 )—

BeB acA
_ (L sin(24p6)
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3.3 Algumas aplicacoes da Lei da Reciprocidade Quadratica

1. Para primos p > 3, temos:

)=1 sep=1mod12oup=11 mod 12
)=—-1 se p=5mod 12 ou p=7 mod 12

—~
WIN Wl

Pela Lei da reciprocidade quadratica.

G)=(HED7T7 =BT

wlo

Pela definicdao do Simbolo de Legendre determinando os valores de:

=1 sep%zlmod3istoépzlmod3
)=-1 sep=—-1mod3=2mod3

-1 {1 sep%lépar,istoépzlmod4

-1 se p%l é impar, isto é p = 3 mod 4

Para (8)=1e(~-1)7 =1
p—1

e(f)=—-1le(-1)z =-1

—1 . ~ .
temos (%)(—l)pT = 1 Temos os sistemas de congruéncias:

p=1mod3
p=1mod 4

p=2 mod3
p=3 mod 4
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Pelo Teorema do Resto Chinés obtemos as solucdes: p =1 mod 12, e p=11 mod 12

respectivamente.

Para (8)=1e (1) =1
e(8)=-1le(~-1)7 =1
temos (g)(—l)p%1 = — 1, temos os sistemas de congruéncias:

p=1mod3
p=3 mod 4
p=2mod3
p=1mod4

com solucdes p =7 mod 12 e p =5 mod 12, respectivamente.
Juntando as informacées acima, concluimos:
(3)=1sep=1mod 12 oup=11 mod 12

(3) =—-1se p=5mod120up=7 mod 12

|

. O inteiro -3 é um residuo quadratico médulo primo p # 3 se e somente se p = 1 mod 3.

Pela lei da reciprocidade quadratica temos

= — — p=l p=1 p=13-1 _

(D) =)= (D) =(-DFE) = (-DF(-1)FTF (&) = (-1)"1(§) = (%),
pois para p impar, p-1 &€ par. Assim

(F)=(5) =1sep=1mod3

. Lei da Reciprocidade para Simbolos de Jacobi

Definicao 3.2 Para um inteiro positivo m relativamente primo com o inteiro positivo
impar n com uma fatoracdo de primos p1, ps, ..., pr, 0 Simbolo de Jacobi, denotado por
["], é definido por:

71 = (GG ()
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onde os simbolos a direita da igualdade sdo Simbolos de Legendre.

Sejam m e n inteiros impares positivos relativamente primos entdo

1

(L) = (-1)= =
e as leis suplementares

=17 @)=

A prova consistira em reduzir a lei da reciprocidade em Simbolos de Jacobi para a lei
da reciprocidade para Simbolos de Legendre.

Considerando n = p; p, ... p, onde (') = (—1)%, entdo

(F)=GH-(Gh = (i,

Usaremos a inducdo para mostrar que %1 = (”17’1 + ...+ prfl) mod 2

Seja n= pip, com p; e pr impares, temos p1 —1 e p, — 1 sdo pares, temos

(p1 — 1)+ (po — 1) =0 mod 4, sabendo que p;p, € impar e pip, — 1 & par assim
pipo—1=(p1 — 1)+ (p> — 1) mod 4, dividindo por 2 obtemos

pe=l = (2t 4 221y mod 2

Para n = pip>...p, impar, com p1, ... ,p, imparese p; —1, ....p, — 1 pares teremos
n—1léparen—1=0modd4de((pr—1)+(po—1)+ .. +( —1))_0mod4
obtendo

n—1=((p1—1)+(po —1)+ ...+ (pr — 1)) mod 4, dividindo por 2, temos

= (22 + o+ (25L)) mod 2

Assim (71) = (— 1)” :

Consideremos m,n impares escritos na forma fatorada,
m = pyrp2... P, N = q1 Q2 ... QS
1
=22+ .+ 22 mod 2 = Tmod2

S
1 _ (q—1 s—1 _ q —1
5= = (45 +...+q7)mod2_g > mod 2

j=1
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e~ pi—1g —1

—1n—1 _ i— g~
m=1 _E L 2
= 5 5 mod

my _ Py _ , P Pi
(7)) = (G=a) = (@)@ - (@) - (@) - (@) = 11
De forma analoga temos
5
q;
- 11D
=1 Pi
i=1

M) = HH(”’ (@) =TI

=1 j=1 i=1 j=1
r S
i—1lg—1
zz%"mem
=(=1)7t i = (-1)%
(-1) = (-1) .

Novamente por inducdo mostraremos que:

%Ep%—l%— +% mod 2

pip3 —1= 0 mod 16 e (pf—1)+ (p3—1) =0 mod 16, assim
pip3 — 1= (p? — 1)+ (p3 — 1) mod 16, dividindo por 8 obtemos
Pl — (B 221y mod 2

Paran = p; po ... py, teremos

ﬁz(’%l—k +”’8 )mod2

(2)=(2) . (2) = ()% . ()

p%71 P?—l n?-1
=(-1)s ™% mod2=(-1)7s .

O Simbolo de Legendre ( ) fornece informacdo se a € um residuo quadratico médulo p,
isto €, se a congruéncia x> = a mod p tem solucdo, o que ndo ocorre com o Simbolo de
Jacobi.

A assercdo da Lei da Reciprocidade Quadratica de Euler/ Gauss diz que:

Para dois primos impares distintos p e g, ambos os simbolos de Legendre () e (2) estdo
definidos. A questdo que surge é, o que acontece, se trocarmos neles os papéis de p e q 7,
ou seja: O que tem a ver a questdo se g é um residuo quadratico moédulo p com a questdo
se p € um residuo quadratico mdédulo q 7.

Para um nimero impar m temos que ’”T_l € par se m = 1mod4, enquanto impar se m =

3mod4. Assim, o produto p%l%l é impar (par) se ambos p e q sdo = 3mod4 ( pelo menos
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um de p ou q é = 1mod4).

Logo a lel da reciprocidade quadratica diz que podemos simplesmente trocar p e q se pelo
menos um de p ou q € = 1mod4. Porém, se p = g = 3mod4, o simbolo invertido troca de
sinal.

Os residuos quadraticos, os Triplos Pitagoricos e a Lei da Reciprocidade Quadratica fornecem
elementos para determinar as coordenadas dos pontos que satisfazem a equacdo de uma
conica.

No altimo capitulo é abordado a fatoracao de um nimero inteiro utilizando pontos sobre o
circulo unitario.

E possivel conhecer a estrutura do grupo que contém os pontos que satisfazem a equacdo da
conica y? — ax®> =1 mod p ao determinar se a € um residuo quadratico ou n3o. A versio
original do Lema de Gauss é diferente da versdo apresentada. Considere um nimero primo
impar p = 2m + 1 e seja o sistema reduzido A = {1,2,...,m}. Para averiguar se a & um
residuo quadratico, multiplica-se todo elemento de A por a e faz-se o produto médulo p tal
que o resto tenha valor minimo absoluto, isto € um elemento em A dependendo do sinal. Em
seguida seleciona os residuos no conjunto {1,2, ..., p — 1}. Se existirem r residuos negativos,
na versdo original do Lema de Gauss, esses residuos estdo no conjunto {m+1,...,2m}. Em

outras palavras:

Seja p = 2m+ 1 um nGmero primo impar, a um inteiro n3o divisivel por p, e A= {1, ..., m}
um sistema reduzido médulo p.
Escrevemos a ./ = pg; + r; 1<rn<p—1 paral</<m, ondegq = L%J € 0 maior

inteiro < 2. Entdo (£) = (—1)", onde r & o nimero de residuos r; que sdo > %.



Capitulo 4

Pontos racionais sobre conicas e

fatoracao de inteiros

As conicas sdo estudadas desde a antiguidade, Apoldnio de Perga ( 262 - 190 a.C )
estudo-as em sua obra "As coénicas'"’ consistindo em oito livros. Séculos depois Nicolau
Copérnico (1473 - 1543) como um astréonomo revolucionou a visdo da Astronomia ao con-
seguir colocar a Terra movendo-se em torno do Sol. Posteriomente Isaac Newton (1642 -
1727) obteve que as possiveis trajetérias dos objetos em nosso sistema solar sdo exatamente
as conicas. Essas trajetérias podem ser descritas por equacdes da forma ax? + by? = r?,
com a e b > 0 descreve uma elipse, quando a = b = 1 temos o circulo de raio r, no caso
em que a > 0,b < 0 obtem-se hipérboles. As equacdes como y = ax? + bx + ¢ descrevem
parabolas para a # 0.

O estudo das conicas sera feito sobre os anéis cujos elementos sdo classes de residuos ou
classes de restos no anel Z, = Z/nZ.

Se tomarmos como exemplo Z/5Z, o circulo unitario sobre Z/5Z & o conjunto dos pon-
tos (x,y) com x e y € Z/5Z tal que x*> + y?> = 1 mod 5, isto & teremos o conjunto
{(0,1),(1,0),(—1,0), (0, —1)}.Ao desenharmos esse circulo, o resultado ndo é o circulo que
conhecemos na geometria euclidiana, porisso necessitamos de sermos exatos quando usamos

a intuicdo geométrica para estudar objetos como esses.
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4.1 Ternos Pitagoricos

Definicdo 4.1 Um Terno Pitagdrico consiste de trés niimeros inteiros ndo nulos (a,b,c) com

a’ + b* = ¢?

Definicdo 4.2 O Terno Pitagdrico é chamado primitivo se o mdc(a, b, c) =1 (isto é: a,b,c,

sdo primos entre si).

Dividindo a equacdo a® + b> = ¢ por d* = [mdc(a, b, c)]* e colocando & = x e

s = y, temos um Terno Pitagdrico primitivo (x,y, 1) que corresponde aos pontos com
valores racionais que pertencem ao circulo unitario x> + y? = 1, que s3o os elementos do
conjunto

C(Q) ={(x,y) comx ey e Q tal que x> + y> = 1}.

Existem varios métodos para determinar todos os pontos racionais sobre o circulo unitario.
Leopold Kronecker (1823-1891) forneceu dois métodos para deduzir as férmulas dos Ternos
Pitagoricos.

Uma delas é baseada na parametrizacdo do circulo C por funcdes trigonométricas,onde

X = cos a ey =sinaéuma parametrizacdo do circulo C(R) = {(x,y) com x, y € R tal
que x? + y? = 1}, através de funcdes trigonométricas.

As identidades trigonométricas cos?a + sin*a. = 1 e cos’a — sina = cos2a, nos fornecem

os valores de x e y através de um parametro m.

. C0s?%—sin’E  1—-tg*’% 1-—nP
X = Cosa = c0S25 = o — o — ol = >
cos*Z +sin*s  1+tg*5 1+m
. 25in%
, e 2sin%coss CosZ 2tgs 2m
y =sina = sin23 = & s = —sa = = 5
cos*y tsin®y 142z 1+tg?S 1+m
2

onde m = tg3.

Ao escolher um valor racional para m, obtemos um ponto racional sobre o circulo C.

Inversamente, se x e y sdo nameros racionais e y # 0, temos m = tgs = i—_ki conse-
quentemente: m? = —x logo 1+ m? = sabendo que x = 1_—mz ey = 2_m
1+ x 1+x’ 1+ m? 1+ m?
Assim, 1+ m? = m e 1+ m? = ———, igualando as duas expressdes obtemos: m = 4
y 1+x 1+x

que também é um nimero racional.

Essa parametrizacdo fornece todos os pontos racionais (x,y) # (—1,0) sobre o circulo
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unitario C.

Uma das melhores deducdes conhecidas para as formulas dos Ternos Pitagoricos € a parametriza-
cdo dos pontos racionais sobre o circulo unitario C através da técnica de deslizamento de
retas. Consideremos um ponto P sobre o circulo unitario C, seja P = (—1,0) e tracemos as

retas | passando por P com uma declividade racional m, a equacdo y = m(x + 1) define a
1-m?> 2m )

1+m?2 14 m2”
Inversamente, um ponto racional Q sobre o circulo unitario C com Q # (—1,0) define uma

reta | que intercepta o circulo C em um segundo ponto P, = (

reta PQ com declividade racional. Assim, a funcdo ¢ : m —— P,, € uma bijecdo entre o
conjunto Q dos nlimeros racionais € o conjunto dos pontos racionais sobre o circulo unitario
C diferentes de (—1,0).

p:Q— C(Q) - {P}.

L

P= (=10 -

Figura 4.1: Circulo unitario e reta com declividade m

b 4 3
Exemplo 4.1 O ponto (;, E) = (E’ 3

y tais que (x,y) € C(ZJ/TZ) satisfazendo a equacdo x* + y?> = 1 mod 7, primeiramente

) € C(Q). Para determinar os nimeros inteiros x e

resolvemos a equacao 5w =1 mod 7 cuja solucdo é w = 3, pois 15 =1 mod 7.

43 33
L ﬁ) = (12,9) = (5, 2), sabendo que:
12=5mod 7 e 9 =2 mod 7. Assim o ponto (5,2) € C(Z)7Z).

a b
Em seguida consideramos: (E' E) = (
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4.2 QO circulo unitario sobre anéis arbitrarios

A definicdo de C(Q) pode ser generalizada para anéis arbitrarios R que sdo comutativos
e possuem elemento unidade 1.
Consideremos C(R) = {(x, y) com x, y € anel R tal que x> + y? = 1}
Se R &€ um anel finito, entdo C(R) também é finito, logo podemos determinar sua cardinali-
dade.
Seja o anel R = Z/nZ.
Para o circulo C(Z/nZ) = {(x,y) com x,y € Z/nZ tal que x> + y? = 1}, utilizamos o
método de encontrar todos os pontos sobre C(Q) adaptando-o ao circulo unitario C(Z/nZ).

A reta que inicia no ponto P = (—1,0) com declividade m € Z/nZ intercepta o circulo

1-m?> 2m
C(Z/nZ) no segundo ponto P, = :
m.d.c(1+m? n) # 1 podemos ter m?>+ 1 = 0 mod n e conseguentemente no sera possivel

) onde m.d.c(1+ m? n) = 1, pois se

determinar P,,.

Reciprocamente, se Q@ = (x,y) € um ponto diferente de (—1,0) sobre o circulo unitério
C(Z/nZ), entdo Q = P,, para algum m = XLH € Z/nZ, desde que m.d.c(1 + x, n) = 1.
Para n =2, C(Z/2Z) = {(1,0),(0,1)}

Seja p primo impar, existem duas possibilidades para p em termos de congruéncia modulo 4,
p=1 mod 4 oup=3 mod 4.

Se p = 3 mod 4, entdo m.d.c(m? + 1,p) = 1 para todo m, assim para cada m € Z/pZ
obtemos um ponto sobre C(Z/pZ).

Para m, n € Z/pZ com m # n temos Py, # P,.

Supondo que P, = P,, isto &;

1—-m? 2m )_(1—n2 2n
14+m2’ 14+ m2’ “14n14n

( )

Igualando as coordenadas L—m Sl
u X ey
g 1+ m? 1+n?

multiplicando ambos os lados da igualdade por (1 + m?)(1 + n?) e simplificando os de-
nominadores,obtemos,
(14 n?)(1 —m?) = (1+ m?)(1 — n?), obtendo
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2

m? = n?, assim, m?> = n° mod p, isto & m = +n mod p, substituindo na coordenada y

2m  2n
Trm Ty 0P
Como m? = n? mod p, podemos ter que 1 + m?> = (1 + n?) mod p, consequentemente

m = n mod p, concluindo que para m # n teremos P, # P,.

Os pontos deC(Z/pZ) que ndo sdo obtidos, sdo aqueles que mdc(x + 1, p) # 1, isto é:
x = —1 mod p.

(x+1=0mod p); (x,y)=(-1,0).

Assim podemos ter uma funcdo bijetora entre Z/pZ e C(Z/pZ) — {(—1,0)}.

E possivel determinar a cardinalidade de C(Z/pZ) através da cardinalidade de Z/pZ.

Proposicdo 4.1 Para p primo impar, existem p — (’?1) pontos sobre C(Z/pZ).

Demonstracdo: p = #(Z/pZ) = #{C(Z/pZ) — {(—1,0)}, logo a #C(Z/pZ) = p+1

Se p =1 mod 4, temos que —1 é um residuo quadratico médulo p, isto é:

m? = —1 mod p = m?+1=0 mod p, possui duas solucdes (a saber m e —m).
Assim a cardinalidade de Z/pZ € igual a cardinalidade de {C(Z/pZ) + {(—1,0)}}, logo
B(C(Z) = p—1 .

4.3 O grupo sobre o circulo

Historia dos Grupos sobre Conicas.

O conceito de grupos abstratos desenvolveu-se lentamente, os axiomas desses grupos tornaram-
se conhecidos apds o ano de 1890. Os de grupos abstratos foram descobertas primeiramente
para o conjunto dos nimeros complexos. Quando Gauss identificou o conjunto dos pontos
sobre o circulo de centro (0, 0) e raio 1 com o conjunto C dos niimeros complexos com valor
absoluto igual a 1, definiu implicitamente uma lei de grupo sobre o circulo com a operacao
multiplicacdo em C.

A estrutura de grupos algébricos sobre o circulo unitario foi definida primeiramente sobre

anéis finitos R = Z/nZ e ndo sobre Q. Schonemann (1839) mostrou que o conjunto
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C(Z/nZ) = {(x,y) comx, y € Z/nZ tal que x>+ y> =1 mod n} & fechado com relagdo
a operacao adicdo:
(x,y)® (X, y) = (xx'—yy', xy'+x'y). A definicdo de Schonemann foi algébrica, mas Juel

(1896) definiu geometricamente a lei de grupo sobre conicas.

O circulo unitario C(R) no plano euclideano € descrito como o conjunto dos pontos (x, y)
€ R x R satisfazendo a equacdo x? + y? = 1, o qual pode ser parametrizado pelas funcdes

trigonomeétricas.

Seja a funcdo ¢ : R — C(R) definida por: ¢(a) = (cos2ma, sin2ma)
sobre o circulo unitario associando a todo arco de comprimento a € R o ponto ¢(a) sobre
C(R).
Se p(a+ n) = p(a) para algum n € Z, a funcdo ¢ cobre o circulo infinitas vezes.
Seja R/Z = {a + Z, a € R}, o conjunto quociente de Z em R.
A funcdo ¢ induz a uma funcdo bijetora u : R/Z — C(R).
Para x +Z € R/Z, u(x +Z) = P € C(R).
O elemento neutro (1,0) € C(R), entdo existe x + Z € R/Z tal que
u(x+2Z) = (1,0)= @(x) = (cos2mx, sin 27x).
cos2mx =1 esin2wx =0, temos x =0
w(0 4+ Z) = (1,0), assim o nacleo de u = {0 + Z}, o que mostra que . & injetora.
Para qualquer ponto P € C(R), existe a € R tal que ¢(a) = P, mas ¢(a) = @(a + n)
para todo n € Z, logo a + n pertence a classe lateral o + Z € R/Z tal que P = u(a + Z),

provando que p € sobrejetora.

O conjunto R/Z é um grupo aditivo abeliano ao definirmos a operacdo adicdo entre seus
elementos como sendo:
Para todos a; + Z, ar + Z em R/Z
a1+ Z+or+Z=(a1+ax)+ 72
Usando a fun¢do ¢, podemos tornar o circulo unitario C(R) em um grupo abeliano. Para
somar dois pontos Py e P, sobre o circulo, determinamos as imagens inversas a; = u~ 1(FP;)
e ar = 1(P,) e colocando P, & P, = u(og + )

Para cada ponto P sobre o circulo unitario define um angulo <NOP, onde O = (0,0) e
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N = (1, 0) e somando pontos sobre o circulo estamos somando seus dngulos correspondentes.

Figura 4.2: Circulo unitario com angulo determinado por dois pontos

Para deduzir a lei que define a operagdo entre os pontos P, = (x;,y;) com j = 1,2; e
determinar o; € R (definido médulo Z) com x; = cos2mwa; e y; = sin2wa;, tomamos 0s
pontos:

Py = (x1, y1) = (cos2may, sin 2way ).

P, = (X2, o) = (cos2may, sin 2wasy).

As férmulas de adicdo de arcos para as funcdes seno e cosseno nos fornecem,

cos2m(a; + ) = COS 2. COS 2T Ay — SIN 21, SIN 2T = X1.X0 — Y1.V5.

sin2m(a; + ap) = CoS2MTary. Sin 2Ty + COS 2T o, SIN 2TQAy = X1.Ys + Xo. 1.

Se P& P, = pu(ar + as) = (cos2m(a; + as),sin2m(a; + az)), temos;

PLo P = (x1,01) + (X2, ¥2) = (X1.% — Y1.¥2, X1. Y2 + Xo.)1).

Ao considerar um anel comutativo R com elemento unidade, podemos definir C(R) =
{(x,y)com x, y € R tal que x*> + y?> = 1} como o conjunto de pontos sobre o circulo
com coordenadas no anel R e fazer de C(R) um grupo com a operacdo adicdo acima.

Em C(R) o elemento neutro é (1,0) = u(0 + Z).

Suponhamos que o elemento neutro seja (e, e2) € C(R) tal que:

(x,y) ® (e1, &) = (x,y), para (x,y) € C(R).

(xer —yes, xer +yer) = (x,y)

Ao resolver o sistema linear,

xXep —ye, =X

yer+xe =y

temos o resultado: e; =1 e e = 0.
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O elemento simétrico de (x,y) em C(R) é (x, —y).

pwla+7Z) = (x,y) onde x2 + y? = 1.

Supondo que o inverso de (x, y) em C(R) seja (a, b) tal que:
(x,y) @ (a b) = (1,0)

(xa—yb,xb+ya)=(1,0)

Resolvendo o sistema linear com variaveis a € b, obtemos a = x e b = —y, assim
—(x,y) = (x,—y).

Provando a propriedade associativa

[(x1,y1) ® (2, y2)] @ (X3, ¥3) = (xix2 — y1ya, xaya + Xoy1) + (X3, ¥3) =

= (x1XeX3 — Y1Yoys — X123 — XoYoY3 — Xo¥1Y3, X1Xo¥3 + X1Xoy3 + XoX3y1 — Y1Yoy3) =
= a(exs — yays) — i(yoxs + x2x3), xi(eye + x3¥2) + y1(00x3 — yay3)] =

= (x1. 1) + [(ox5 — Yoy, Xoys + x3¥2)] = (xay1) @ [(x. y2) ® (X3, y3)].

As demonstracdes das demais propriedades sdo imediatas.

Proposicdo 4.2 Sejam o circulo C definido pela equacdo x> + y®> = 1, o ponto N = (1,0)
sobre o circulo C e o anel comutativo R com elemento unidade. Entdao a operacdo adicdo
para pontos no conjunto C(R) = {(x,y) com x, y em R tal que x>+y? = 1} com elemento
neutro N tal que C(R) é grupo dada por:

(r,s)® (t,u) = (rt — su, ru+ st).

Demonstracdo: Para adicionar os pontos P = (r,s) e Q(t, u) pertencentes ao circulo,
tracamos por N uma reta paralela ao segmento PQ que ao interceptar o circulo determina
o ponto M, obtendo o segmento de reta NM paralelo ao segmento PQ cuja declividade &

S—u . . . .
- Assim a reta NM possui a mesma declividade e tem equacdo y = m(x — 1).

m =

Para determinar o ponto M, fazemos a interseccdo dessa reta com o circulo substituindo

x = £ +1 na equacdo x? + y? = 1, obtendo:

3% 2 5 : .y 2

— + — =0. Como 0 pois para x = 1 temos o ponto N, assim — + — =0
Sttty y # 0 pois p p sttty
14+ m?
Para definir a operacao adicdo entre os pontos P e Q , precisamos determinar x e y em funcao

resultando que y = ex= %—k 1, temos M = (x,y) em funcdo de m

das coordenadas r, s, t, u lembrando que r’ +s?=1le t? +u° =1
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o=2m . 2(E) —2(s—u)(r—t)
YU IAm T 14 (592 (r—02(s—u)?
—2(s—u)(r—1t) _2(s—u)(r—t)_

(r2 4+ u?) + (s2+t2) = 2(rt + su) 2-2(rt+su)

_(s—u)(r=1t)(ru+st) (sr — st — ur + ut)(ru+ st) B
=14 (rt+su)](ru+st) —(ru+st) +su(ru+st) + rt(ru+st)

_ (sr+ut) = (ru+st)[(ru+st)
C—(ru+st)+ut(r2 +s2) +sr(t2 +u?)

_ [(sr+ ut) — (ru+ st)](ru+ st)

(Grut)—(ru+sp] 0ot

v (ru+st)+3= (ru+st)(r—t)+(s—u)
y B s—u -

3
I

r—

rPu—rut+str—st?+s—u tr(s—u)+s(—t*+1) —u(l—r?)
s—u S—r

_tr(s—u)+su?—us® rt(s—u)—su(s—u) (rt—su)(s— u)—rt B
B s—u - s—u - s—u -
Assim (r,s) @ (t,u) = (rt — su, ru + st)

Su.

4.4 Fatorando Inteiros com o Circulo Unitario

Dado um namero inteiro S, queremos fatorar tal nimero como um produto de nimeros
primos utilizando pontos sobre o circulo unitario C(Z/SZ).
Lembremos que se a, m sdo nimeros inteiros positivos com m > 1 e mdc(a,m) = 1, a
ordem de a com respeito a m & o menor inteiro positivo i tal que a =1 mod m.
O ponto P = (x, y) possui ordem k se k.P = (1,0). Um ponto P é dito ser ndo trivial quando

sua ordem ndo € tdo pequena, em particular os pontos P = (+1,0)e(0, £1) sdo considerados
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triviais, pois: 1(1,0) = (1,0).
2(-1,0)=(-1,00@(-1,0)=((-1)(-1)—0,(—-1)0+0(—1)) = (1,0). 2(—1,0) = (1, 0);
4(0,41) = (1,0).

2(0,-1) = (0,-1) @ (0, —1) = (0 — 1,0 + 0) = (-1, 0).

4(0,-1) = 2(0, 1) ® 2(0, —1) = (=1,0) ® (—1,0) = (1 — 0,0 + 0) = (1, 0).

Para S = n? + 3, temos o ponto P = (7A,2) € C(Z/SZ) pois n> +22 = n> + 3+ 1
S+1=1modS.
Para S = n? + 8, temos o ponto P = (n,3) € C(Z/SZ) pois n> +3% = n> +8 + 1
S+1=1modS.
Para S = n? + 15, temos o ponto P = (n,4) € C(Z/SZ) pois n®> + 4> = n> + 15 + 1
S+1=1modS. Assim,

Para S=n*+(¢°—1) € Z.
" +q¢>=n>+(¢>?-1)+1=S+1=1modS.
n?> 4+ g> = 1modS, assim o ponto P = (71,q) € C(Z/SZ). Supomos que temos um fator
primo p que divide S. Vamos verificar o que ocorre quando calculamos kP = (x,y) = (1,0)
para k = p — ().
{kP} é o conjunto dos multiplod de P e um subgrupo de C(Z/pZ).
Como a ordem do grupo {kP} &€ um mltiplo da ordem de P sobre o circulo unitario C(Z/pZ)
percebemos que x =1 mod pe y =0 mod p.
Assim, para y ndo divisivel por S podemos recorrer a um fator ndo trivial de S proveniente das
coordenadas de kP calculando o mdc(y, S) ou mdc(x — 1,S). Ao substituir k por alguns
multiplos podemos obter um algoritmo de fatoracao.
Se k =p-— (’71) é composto de pequenos fatores primos, entdo é possivel escrever um M
como multiplo de k sem conhecer p. Considere um valor B como poténcia de 10 (digamos
B = 10,102,103, ...) e formamos o produto M = [] p?(p) onde p?(p) € a maior poténcia de
um p primo menor do que B.
Descreveremos o algoritmo para fatorar inteiros S = n? + (¢° — 1).
1°) Escolha um B, coloque m =0, p,, =1, P = (n, q).
2°) Seja ppe1 © Menor primo > pp, S€ pmy1 > B entdo S =1.5 (S € primo). Se py1 < B

escolha o maior niamero natural b tal que p2_; < B;
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3°) Determine 0 ponto Ppy1 = (x,y) = phiq.Pm; se mdc(y, S) = 1, substitua m + 1 por
m+ 2 e faca o 2° passo; se

mdc(y,S) = S, repita o algoritmo com um menor B determinado ( ou refaz o célculo de
pb P, verificando se mdc(y, S) = 1 depois de cada passo); caso contrario coloque mdc(y, S)
como um fator de S.

O calculo de p”P é feito adicionando convenientemente p” vezes o ponto P

Exemplo 4.2 Seja S = (56)> + (22 — 1) = (56)? + 3 = 3139, P, = (56,2) e B = 10.

O primeiro primo é p=2 e 23 =8 < B.

Calcular P, = 23.Py = 8(56, 2).

Para facilitar o calculo, fazemos:

2Py = 2(56,2) = (56,2) @ (56,2) = (3136 — 4,112 + 112) = (3132, 224) = (-7, 224).
Sabendo que: 3132 = —7 mod S.

4Py = (—7,224) @ (—7,224) = (—3042, —3136) = (97,3), ja que 97 = —3042 mod S e
3= —-3136 mod S.

8Py = (97,3) @ (97, 3) = (9400, 582) = (—17,582), onde 9400 = —17mod S.

Assim P, = (—17,582) e mdc(582,S) = 1. Como mdc(y,S) = 1 continuamos com o
primop=3e32=9<B.

Para determinar P, = 3°P, = 9P, = 8P, & P.

2P, = (577, —954), 4P, = (389, 873), 8P, = (1297, 1170).

9P, = (1520, 438) e mdc(438,S) =73, 73 é um fator primo de S, assim S = 73.43

Quando consideramos a lei de composicdo de grupo sobre o circulo unitario, determinar
um ponto racional ndo trivial sobre ele pode ndo ser tdo simples e imediato, entdo podemos
substituir o circulo unitario pela conica y?>+ax® = 1 escolhendo aleatoriamente x e y inteiros

2 . . . -~
LY~ mod N, mas para isso precisamos da lei de composicio de grupo sobre

x2

e colocando a =
cbnica.

Para N = n?>+ (¢?> — 1) o ponto (n, q) € C(Z/NZ). O coeficiente angular da reta que passa

pelos pontos (n,q) e (—1,0) é t = 7 j_ e

Dada a funcdo ¢ : Q — C(Q) — {(—1,0)} sobre o circulo unitério definida por:
1—t> 2t

d(t) =( ), tem-se:

1+t2 14 ¢t2



49

q

(1) :(D(l—f—n

) =(nq) € C(Q) - {(-1,0)}.

4.5 A estrutura de C(Z/nZ)

Para anéis comutativos R com unidade, qual seria o procedimento para determinar o grupo
C(R)?
Ao tomarmos o anel R = Z/nZ podemos determinar C(Z/nZ), faremos isso para n = 2 e
inteiros impares n < 15.
Para n=2. O ponto P = (0,1) em C(Z/2Z) gera o sub-grupo {(0,1),(1,0)}.
2(0,1)=(0,1)® (0,1) =(-1,0) = (1,0) em Z/2Z.
C(z/2Z) = {(0,1),(1,0)} e a estrutura de circulo é Z/27.
Para n =3. C(Z/3%Z) = {(0,1),(0,-1),(1,0),(—=1,0)}.
O ponto (0,1) em (Z/3Z) gera o sub-grupo {(0,£1), (£1,0)}.
Logo a estrutura de C(Z/3Z) é Z./4Z.

Paran=5
C(zZ/57) = {(0,+£1),(£1,0)}, cuja estrutura é Z/4AZ.
Paran=7

O ponto P = (2,2) satisfaz a equacdo: (£2)? + (£2)?> =1 mod 7.

C(z/77Z)= {(0,+1), (+1,0), (£2, £2)} com estrutura do grupo Z/8Z.

Paran=9

Os pontos (41, £3)e(43, 1) satisfazem a equacdo: (£1)? + (£3)2=1 mod 9.
C(z/9z) = {(0, £1),(£1,0), (£1,£3),(£3,£1)}, com estrutura do grupo Z/12Z.
Para n =11

Os pontos (43, +5)e(+5, +3) satisfazem a equacdo: (£3)? + (£5)? = 1mod11.
C(Z/117Z) = {(0,£1), (£1,0), (£3, £5), (£5,£3)} com a estrutura do grupo Z/127Z.
Para n =13

Os pontos (+2, +6)e(+6, +2) satisfazem equacdo: (£2)? + (£6)2 =1 mod 13.
C(Z/13Z) = {(0,£1), (£1,0), (£2, £6), (£6,+2)} cuja estrutura de grupo é de Z/12Z
E para n = 15, os pontos (0, £4), (£4,0), (£5, £6), (£6, £5) além dos triviais satisfazem a
equacao:

x>+ y?>=1 mod 15
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C(Z/15Z) = {(0, £1), (£1,0), (0, £4), (£4,0), (£5,+6), (£6, £5)} cuja estrutura de grupo
é de Z/4Z ® Z/AL.
Observemos que C(Z/9Z) = Z/12Z, seque que # (C(Z/9Z)) = 12.

Para primos p=3,7,11 p= 3 mod 4 e #(C(Z/pZ)) = p + 1.
Para primo p=5,13, p= 1 mod 4 e #(C(Z/pZ)) =p — 1.
Para p = 15 = 3.5, notamos que #(C(Z/15Z)) = 16.

Proposicdao 4.3 Sejam R e S anéis com unidade, e seja ® : R — S um homomorfismo

entre anéis. Entdo ® induz um homomorfismo ®¢ entre os grupos C(R) e C(S) definido por:
Pc(x,y) = (®(x), P(y)).

Demonstracdo: Sejamx, y, X',y € R, (x,y) e (X', y') € C(R), temos que:

Pe(x,y) = (®(x), P(y)) e Pc(X, y') = (P(x), D(y)).

Pc(x,y)+ (X y)] = Pc(x+x" y+y) = (P(x+ X" y+y')) = (P(x) + P(x), P(y) + P(¥'))

= (O(x), ®(y)) + (®(x), ®(y)) = Pclx,¥) + Pc(X, )
|

Proposicdo 4.4 Se ® é um isomorfismo do anel R no anel S entdo &, também é um iso-
morfismo de C(R) em C(S).

Demonstracao: Por hipétese ® é um homomorfismo de R em S, pela proposicdo anterior
®c € um homomorfismo. Ao provar que ®¢ é bijetor, temos que - € um isomorfismo.
Supondo que Pc(x,y) = dc(X,y').

(D(x), P(y)) = Pc(x,y) = Oc(X, y') = P(xX), P(y'). © &€ um isomorfismo, obtendo que:
d(x) = d(xX') e d(y) = P(y'), concluindo que: (x,y) = (x',y'), logo ® € injetor.

Seja (u,v) € C(S) tal que (u,v) = dc(x, y) para algum (x,y) € C(R).

(u,v) = dc(x,y) = (P(x), P(y)), obtendo que: v = d(x)ev =P(y). ¢ éum isomorfismo,
logo para todo (u, v) € C(S), existe (x,y) in C(R) tal que ®c(x,y) = (u,v). Assim d¢
é sobrejetor

Proposicdao 4.5 Seja o homormorfismo ® entre os anéis R e S cujo nucleo de ® é dado por

Nuc () = {x € R tal que ®(x) = 0}. O homomorfismo é injetor se, e somente se Nuc

(®) =10},
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Demonstracdo: Por hipdtese ® € um homomorfismo injetor e #(0) = 0 seja a € R tal que
®(a) = 0s, entdo a = 0g. Assim o nlcleo de ® = {0z}

Se o nicleo de ® = {0g} e d(a) = P(b), entdo 05 = P(a) — d(b) = d(a—b) e
a—b=0goua=b. Logo ® & injetor.

Proposicdo 4.6 Se & : R — S é um homomorfismo injetor entre anéis, entao

®c 1 C(R) — C(S) também é um homomorfismo injetor.

Demonstracdo: Seja P = (x,y) € C(R) e suponhamos que P-(x,y) = (1,0) assim
(1,0) = (®(x), ®(y)).

® & um homomorfismo injetor, assim, x =1e y =0

Pc(1,0) = (1,0) = &-'(1,0) = {(1,0)} = ®¢ & um homomorfismo injetor. m

Se & : R — S for um homomorfismo sobrejetor entre R € S, o homomorfismo
®c : C(R) — C(S) ndo precisa ser sobrejetor.
Por exemplo & : Z — Z/nZ & um homomorfismo sobrejetor, mas & : C(Z) — C(Z/nZ)
geralmente ndo € um homomorfismo sobrejetor, pois C(Z) = {(+1,0), (0, £1)}.

Temos que Z/m.nZ = 7.)mZ & Z/nZ, para m,n inteiros com m.d.c(m,n) = 1.

Das proposicdes 4.3, 4.4 e 4.5, seque que:

Corolario 4.1 Se m e n sdo inteiros com m.d.c(m, n) = 1, entdo
C(Z/m.nZ) = C(Z/mZ) @ C(Z/nZ).

Isso reduz o problema ao determinar a estrutura de C(Z/mZ) quando m é uma poténcia

de um nimero primo, (m = p").

4.6 Construcao de Corpos

Proposicdo 4.7 Se K é um corpo de caracteristica # 2 e se x € K ndo é um quadrado,

entio
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L = {a+ by/x tal que a,b € K} é um corpo com as operacdes adicdo e multiplicacdo
definida por:

(a+byx)+(c+dyx)=(a+c)+ (b+d)vx

(a+ bv/x).(c + dy/x) = (ac + bdx) + (ad + bc)/x.

Esse corpo é denotado por L = K(\/x).

Demonstracdo: (L,+) é um grupo comutativo com elemento neutro 0 = 0 + 0/, € 0
elemento simétrico de a + by/x é —a — by/x.

(L* =L —{0},.) € um grupo comutativo com elemento unidade 1 = 1 + 0/x.

Para a+ by/x # 0 seu inverso (a+ by/x) ' = 52— — 52—/

com a’> — b?’x £ 0.

Esse resultado é obtido quando admitimos que existe ¢ + dv/x € L — {0} tal que:

(a+ by/x).(c+ dv/x) =1+ 0vx.

Para provar que a’> — b°x # 0, usamos a contradicdo, supondo que a°> — b’°x =0, se b =0
= a>=0=a=0, temos a+ by/x = 0+ 0/x 0 que contradiz a hipétese, se b # 0 entdo

X = (%)2 = x é um quadrado; absurdo, pois por hipétese x ndo é um quadrado.

Provando a propriedade associativa para a operacdo multiplicacdo.
Dados a + by/x, c + dv/x,e + f/x € L — {0}
[(a+ bv/x)(c+ dvX)]|(e+ f\/x) =[ac + bdx + (ad + bc)v/X].
(e+ fy/x) =ace+ bdex + adfx + bcfx + (acf 4+ bdfx + ade + bce)/x
Por outro lado (a + by/x)[(c + dv/x).(e + f/x)=
= (a+ by/x)[ce + dfx + (cf + de)/x]=
ace + adfx + bcfx + bdex + (acf + ade + bce + bdfx)/x

Para a propriedade distributiva & valido:

[(a+ bv/X) + (c+dyX].(e+FyXx)=[a+c+ (b+ d)vXx].(e + F/X) =

=ae+ ce+ bfx+ dfx+ (af + cf + be+ de)/x =

[ae + bfx + (af + be)y/x] + [ce + dfx + (cf + de)/x] =

= (a+ bvX)(e + FV/x) + (c + dvX)(e + Fv/X).

As demais propriedades de corpo sao de verificacdo imediata. [ ]
Considerando K = Z/pZ, se x € K & um residuo ndo-quadratico modulo p, entdo

L = K(+/x) & um corpo.



53

L =K(v/x) ={a+ by/x com a, b, x € Z/pZ}

Para cada a € Z/pZ temos p possibilidades em Z/pZ, logo temos p.p = p? possibilidades de
formamos o elemento a+ by/x em (Z/pZ)(\/x).

Assim (Z/pZ)(y/x) & um corpo finito com p? elementos.

Um corpo finito com n elementos é denotado F,,

Uma questdo interessante & saber quantos corpos finitos com p? elementos existem.

Temos ”%1 residuos nao quadraticos modulo p, e para x € corpo K e sendo um residuo nao
quadratico, entdo construimos ’%1 COrpos.

Se x e y sdo residuos ndo quadraticos, entdo existe z € Z/pZ com y = xz?, obtendo

VY = zy/x o elemento a+ b\/y € (Z/pZ)(\/y) é a+ bz\/x € (Z/pZ)(\/x) concluimos que
esses corpos sao isomorfos.

Para toda poténcia p” de um nimero primo p existe um corpo finito com p" elementos.

4.7 A cardinalidade de C(F,)

Na secdo 4.5 vimos que para p primo impar #(C(Z/pZ)) € p+ 1 quando p = 3 mod 4
ou p—1quando g = 1 mod 4, o que sugere C(Z/pZ) = (Z/(p £ 1)Z).
Ao determinar a estrutura do corpo F, com g = p”, obtem-se C(F,) = (Z/(q + 1)Z) para
primos p = £1mod4, onde a caracteristica de I, # 2.

Podemos determinar a cardinalidade de C(F,) da sequinte forma:

Proposicao 4.8 Se K =, é um corpo de caracteristica # 2, entdao

#(C(K)) = #(C(Fy)) = { g—1 seq=1mod4

g+1 seqgq=3 mod 4

Demonstracdo: Seja a equacdo y? — ax?> = 1, p um ndmero primo impar, F, um corpo
finito. Para a = —1 € F,,temos o circulo C(F,). Consideremos as duas possibilidades:
g=1mod4eq=3 mod 4.

Para ¢ = 1 mod 4, sabemos que:
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a= —1 é um residuo quadratico médulo g, temos (’71) =1
Sey=0entdox>=1mod g & x==+1 mod q, e (%) =1=1 €F, Assim existem
dois pontos (%1, 0) sobre o circulo C(F),).
Se x =0, entdo y> =1 mod g & y = +1 mod q, portanto existem dois pontos (0, 1)
sobre o circulo C(F,), assim temos quatro pontos sobre C(F,) cujas coordenadas pertencem
alF,.
Seja o conjunto L, = {2,3,...,g — 2} C F,, considerando as restantes classes de residuos
moédulo q, entdo existem "%5 elementos y em L, tais que 1 — y? € um quadrado. Seja
t? =1— y? para algum t € F},.
Entdo x> = t°> mod q & x = £+t mod q.
Se (t, y) é solucdo de y?—(—1)x? = 1 entdo (—t, y) também é solucio, logo (t,y) e (—t,y)
e C(Fy).
Para caday € L, tal que 1 — y2 é um quadrado, temos dois pontos (+t, y) sobre
C(F,),assim existem 2.(%2) = q¢ — 5 pontos sobre C(FF;) com y € L.
Sabemos que existem quatro pontos (£1,0) e (0, £1) sobre C(F,), assim existe um total de
g—5+4=qg— 1 pontos sobre C(F,).

Para ¢ = 3 mod 4, sabemos que:
a= —1 ndo é um residuo quadratico. Se y = 0, entdo
x2 =1 mod q & x =41 mod q portanto (—1,0) e (1,0) € C(F,).

Sex=0,entdo y° =1 mod g y==+1 mod q
Assim existem dois pontos (0, £1) € C(F,).
Como anteriormente, existem "7_3 elementos y em L, tais que 1 — y? é um quadrado. Seja
t> =1—y? para algum t € L,. Entdo
x2=t2 mod g & x =+t mod q.
Se (t,y) € C(F,) entdo (—t,y) € C(F,).
Para caday € L, com 1 — y? temos dois pontos sobre C(F,), assim existem 2.(‘72;3) =qg—-3
pontos sobre C(F,).
Conhecemos quatro pontos (£1,0) e (0, £1) em C(FF,),totalizando g —3+4 = g+ 1 pontos
racionais sobre C(IF,) demonstrando a proposi¢do.
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4.8 O Grupo sobre Conicas

Para definir o grupo sobre a conica€ diferente do circulo dada pela equacdo y? —ax? = 1,
escolhemos uma operacdo @ sobre quaisquer dois pontos P e Q pertencentes a essa conica,

conforme a proposicao seguinte:

Proposicdo 4.9 Seja a coénica €(R) sobre um anel R, a um elemento ndo nulo de R e
o ponto N = (0,1) sobre a cbnica €. Entdo a lei de grupo sobre o conjunto €(R) =
{(x,y) comx, y em R tal que y> — ax?> = 1} com elemento neutro N e operacdo adicio
para pontos de €(R) é dada por:

(r.s)® (t,u) = (ru+st,rt+asu) e o inverso de (r,s) = (—r,s).

Demonstracdo: Para adicionar os pontos P = (r,s) e Q = (t, u) pertencente a conica,
tracamos por N uma reta paralela ao segmento PQ que ao interceptar a cénica determina
o ponto M , obtendo o segmento de reta NM paralelo ao segmento PQ cuja declividade é
m= i%;’ Assim a reta NM possui a mesma declividade e tem equacdo y = mx + 1.

Para determinar o ponto M, fazemos a interseccdo dessa reta com a cdnica substituindo

mx + 1 na equacdo y? — ax? = 1, obtendo m?x®> + 2mx — ax®> = 0. Como x # 0 pois para

2m
a—m?

x = 0 temos o ponto N, assim m?x + 2m — ax = 0 resultando que x = ey=mx+1

_ atnm?
a—m?’

temos M = (x,y)
Para definir a operacao adicdo entre os pontos P e Q , precisamos determinar x e y em funcdo

das coordenadas r, s, t, u, a, lembrando que s> —ar’ =1le u?> —at> =1

Como m=

temos,
t

2m  2(s—u)(r—t) 2(s —u)(r—1t) B
a—m?2  a(r—1t)2—(s—u)? (ar?—s2)+ (at?2 — u?) — 2art + 2st +2su

X =

o 2s=u)(r—=t) (s—u)r—=t) (s—u)(r—t)(ru+st)
T —1—1-—2art+2su  l+art—su  (L+art—su)(ru+st)
[(rs+ ut) — (ru+st)](ru+ st) (rs + ut) = (ru+ st)](ru + st)

=— = t
(ru + st) 1 rs(af® — i) + tu(ar — 5) (ri + st) — (rs + tu) s
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Assim x = ru + st

Para obter y usamos m e x acima.

sS—u sru+s?t—ru?—ust+r—t
p t(ru+st)+1: pa— =

y=mx+1=

Csu(r—t)y4+t(s*>—1)—r(u*—1)  su(r—t)+tar’ —rat®

r—t r—t

su(r—t atr(r — t
= ( )r+ : ( )::su+atr.

Assim y = su + atr.
Concluindo que a operacao adicdo de dois pontos sobre a conica fica definida por:
P®Q=(rs)®(t,u)=(ru+st,su+ art)

Seja (r,s) € €(R) e (x,y) o simétrico de (r,s), tal que (r,s) @ (x,y) = (0,1), assim

(ry + sx,sy + arx) = (0, 1). resolvendo o sistema obtemos, (x,y) = (—r,s).

Vamos considerar R = IF, e o conjunto de pontos sobre a cbnica dado por:

C,a(F,) = {(x,y), comx, y, a€TF, tal que y*> — ax*> = 1}

Teorema 4.1 Sejam €, ,(F,), e p um primo impar que ndo divide a, entdo:

p—1 se(5)=1

#(Q:p,a(Fp) =p—- (g) - { p+1 se (ﬁ) =1

Demonstracdo: Seja IF, um corpo finito e a € ;. Consideremos as duas possibilidades:
p=1mod4ep=3 modA4.

Para p =1 mod 4, temos dois casos:
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1) a € um residuo quadratico médulo p, temos (%) =1. Se y =0, entdo

ax> = -1 mod p & x> = -1 mod p & x = £,/—1 mod p, entdo (—1) = 1 devido a

_ /_1
(2) =1, portanto /-3 € F,

Assim existem dois pontos (£4/—1,0) sobre a conica €, ,(F,).

Se x =0, entdo y> = 1 mod p & y = &1 mod p, portanto existem dois pontos (0, &1)
sobre a conica €, ,(F,), assim temos quatro pontos sobre &, ,(IF,) cujas coordenadas per-
tencem a F,.

Seja o conjunto L, = {2,3,...,p — 2} C F,, considerando as restantes classes de residuos
médulo p, entdo existem 222 elementos y em L, tais que y L & um quadrado. Seja t2 = ¥ ;1
para algum t € F}.

Entdo x> = t° mod p & x = £t mod p.

Se (t,y) € solucdo de y? — ax? = 1 entdo (—t,y) também é solucdo, logo (t,y) e (—t,y)
€ €, ,5(Fp).

Para caday € L, tal que y é um quadrado, temos dois pontos (+£t, y) sobre

¢, a(F,),assim existem 2.(”2—5) = p — 5 pontos sobre €, ,(F,).

Sabemos que existem quatro pontos (i\/g, 0) e (0,+1) sobre €, ,(F,), assim existe um

total de p —5+4 = p — 1 pontos sobre €, ,(F,).

i) a ndo é um residuo quadratico moédulo p, temos (%) = —1. Se y = 0, entdo

1

2 L mod p, obtemos que (=) = —1,

ax> = —lmodp & x*> = —2 mod p & x = £/

devido a (2) = —1, portanto /=X ¢ F,, logo n3o existe pontos sobre €, ,(F,).
p a p P p

Se x = 0, entdo y2 = 1 mod p & y = +1 mod p, obtemos dois pontos (0, +1)

€ &, ,(Fp).

Existem ”%1 elementos y em L, tais que yQT_l é um quadrado. Seja t2 = y L para algum
teF,.

Entdo x°> = t° mod p < x = £t mod p.

Temos (t,y) e (—t,y) € €, ,(F,), mas quando y é um quadrado para 'y € L, temos dois
pontos (+t, y) sobre a conica €, ,(F,), assim existem 2.(251) = p—1 pontos sobre &, ,(F,).

Ja sabemos que (0,+1) € €, ,(F,), logo teremos um total de pontos sobre &, ,(F,) igual a



58 Pontos racionais sobre cbnicas e fatoracdo de inteiros

p—1+2=p+1.
Para p = 3 mod 4, consideremos os dois casos:

) Seja (3) = 1. Se y =0, entdo
ax> = —1mod p < x> == mod p & x = /= mod p, (’?1) = —1, quando p = 3 mod 4,
isto € —1 ndo & um residuo quadratico médulo p, assim (=t) = —1, portanto (/= ¢ F,,.

Logo ndo existem pontos sobre €, ,(F,).

Sex=0,entdo y° =1 mod p < y =+1 mod p.
Assim existem dois pontos (0, £1) sobre €, ,(F),).

: p—3 : y>=1 4 oy2-1
Existem 2= elementos y em L, tais que *—= & um quadrado. Seja *—=

= t? para algum t
€F,.

Entdo x° = t° mod p < x = +t mod p.

Temos os pontos (t,y) e (—t,y) € €, ,(F,), mas quando yQT_l € um quadrado paray € L,
temos dois pontos (+t,y) sobre a conica €, ,(F,), assim existem 2.(22) = p — 3 pontos
sobre €, ,(F,), mas (0, £1) € &, ,(F,), entdo teremos um total de p—3+2 = p—1 pontos

racionais sobre €, ,(F),).

i) Seja (2) = —1. Se y =0, entdo
ax>=—1mod p & x*>== mod p & x==+/= mod p
Como (2) = —1 = (3!) = 1, portanto (1/ =}, 0) € €, 4(F,).

Sex=0,entdo y>=1mod p< y==+1 mod p
Assim existem dois pontos (0,+1) € €, ,(F,).
Como anteriormente, existem ”7_3 elementos y em L, tais que # é um quadrado. Seja
t? = La_l para algum t € L,. Entdo
x2=t?> mod p & x = £t mod p.
Se (t,y) € €, 4(F,) entdo (—t,y) € €, .(F,).
Para caday € L, com L;l temos dois pontos sobre €, ,(F,), assim exitem 2.(”2;3) =p—-3

pontos sobre &, ,(F,).
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Conhecemos quatro pontos (:I:\/g, 0) e (0,,£1) sobre €, ,(F,),totalizando p—3+4 = p+1
pontos racionais sobre €, ,(IF,) demonstrando o teorema.

Exemplo 4.3 Seja p = 7, os elementos do conjunto {1,2,4} sdo os residuos quadraticos

modulo 7, pois:

1=12 mod 7,
2=32mod7,
4 =52 mod 7.

Vamos determinar os pontos racionais sobre as cénicas y*> — ax> = 1 sobre Z/TZ, com X.y,
acl/Tz

Paraa=1, (1) =1= #(€71(Z/7Z)) = 6
O ponto (1, 3) satisfaz a equacdo 3> — 12 =1 mod 7

¢71(Z/72) = {(0,1),(0,6),(1,3).(1,4).(6,3).(6,4)}

Paraa=2, (2) =1 = #(€,(Z/TZ)) =6
&(Z/77Z) = {(0,1),(0,6),(2,3),(2,4),(5,3), (5, 4)}
da mesma forma o ponto (5,3) € €;,(Z/7Z) pois satisfaz a equacdo 32 —2.52 = —41 =
1 mod 7

Para a = 3, ndo é um residuo quadratico médulo 7, (2) = —1 = #(&;3(Z/7Z)) = 8
¢73(2/7%) = {(0,1),(0,6),(1,2),(1,5),(3,0), (4,0), (6,2),(6,5)}.

Para a = 4, é um residuo quadratico médulo 7, #(€; 4(Z/7Z)) = 6
¢7.4(Z/72) = {(0,1),(0,6),(3,3),(3,4),(4.3), (4. 4)}

Para a =5, ndo é um residuo quadratico modulo 7, #(€75(Z/7Z)) = 8
¢75(Z/7Z) = {(0,1).(0.6).(2,0).(3,2).(3.5). (4.2), (4.5).(5.0)}

Para a = 6, ndo é um residuo quadratico médulo 7, #(€7¢(Z/7Z)) = 8
&7,6(Z/72) = {(0,1),(0,6),(1,0),(2,2),(2,5).(5,2),(5,5),(6,0)}
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Teorema 4.2 Sejam F, um corpo finito com p primo, o grupo €, ,(F,) Z ¢ .(F,) a soma

das primeiras coordenadas x de todos pontos racionais (x,y) em €, ,(F,), entdo

LI (=1

<, (Fp) = P
Sem-{ 5 0

2

Demonstracao: Seja p =1 mod 4 e a um residuo quadrético modulo p. Entao existem

-1
a

";—5 pontoscomy € L, ={2,3,...,p—2} C F, tais que y L & um quadrado. Seja t2 = yi=1
para algum t € I},

Entdo x° = t2 mod p & x = £t mod p.

Quando y L ¢ um quadrado, temos dois pontos (t,y) e (p—t, y), portanto o total da soma

das coordenadas x desses pontos € p.

1

Existem ’%5 pontos em L, tais que sz, € um quadrado, assim a soma dos pontos (x,y)

sobre a cbnica é:
_ 2_
p(252) = £522.
Quando y = 0, temos dois pontos (£4/=*, 0) sobre a conica €, ,(F,) e a soma das coorde-

nadas x desses pontos é p. Assim a soma total das coordenadas x de todos 0s pontos sobre

Q:an(IFP) é
275 o 273
p 5 p + p= p 5 P

Seja p =1 mod 4 e a um residuo ndo quadratico médulo p.Entdo existem ”T_l yel,

tais que YQT_I é um quadrado Seja t? = ﬁ para aIgum t € F;. Entdo x> = t> mod p

— X =

—t,y) com
te I, portanto o total da soma das coordenadas x desses pontos & p.

Existem ”; pontos em L, tais que y € um quadrado.

Assim a soma total das coordenadas x desses pontos sobre €, ,(F,) é

p(25t) = 252

Quando y = 0 ndo temos pontos sobre a conica pois a ndo é residuo quadratico, logo a soma

total das coordenadas x de todos os pontos sobre €, ,(F,) é ”22—_".

Seja p = 3 mod 4 e a um residuo quadratico. Entdo existem ’%3 y em L, tais que L;l é

um quadrado. Seja t* = y ! paraalgum t € F%. Entdo x> = t> mod p <> x = £t mod p.
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Quando yQT_l é um quadrado temos dois pontos (t,y) e (p — t,y) com te F,, portanto o
total da soma das coordenadas x desses pontos & p.

Existem ”7_3 pontos em L, tais que La_l € um quadrado, assim a soma das coordenadas x
desses pontos é: ”2;—3”.
Quando y = 0 ndo temos pontos sobre a cdnica, pois -1 ndo é residuo quadratico moédulo p
para p = 3 mod 4, consequentemente \/g ¢ F, logo a soma total das coordenadas x de

P 273
todos os sobre €, ,(F,) & 2

Seja p = 3 mod 4 e a um residuo ndao quadratico. Entdo existem ”;—3 y em L, tais
que La’l é um quadrado. Seja t° = ﬁT’l para algum t € F;. Entdo x> = t? mod p «
X = £t mod p

Quando y é um quadrado temos dois pontos (t,y) e (p — t,y) com t € L,, portanto a
soma das coordenadas x desses pontos ép.

Existem 2=2 pontos em L, tais que y € um quadrado, logo a soma total das coordenadas

x de todos os pontos (x, y) sobre Qip,a( o) € p(253) = B

Quando y = 0, temos dois pontos (+4/=, 0) sobre a conica €, ,(F,) pois (<) & um

residuo quadratico, e a soma das coordenadas x desses dois pontos é p.

2

. ~ - . 2__ _
Assim a soma de todas as coordenadas x da cdnica €, ,(F,) é ”2—3” +p=25"

Teorema 4.3 Sejam F, um corpo finito com p primo, o grupo €, ,(F},) Z ) a soma

das segundas coordenadas de todos os pontos racionais (x, y) sobre €, ,(F,), entdo

p2

22 se p=1(mod4) e (2)
D GL(F,) =< 222 sep=1(mod4) e (2) =1
Pop se p=3(mod4)

N

Demonstracdo: Seja p =1 mod 4 e a um residuo quadrético modulo p. Entao existem
ﬁ pontos comy € L, = {2 3,...,p—2} C Fp, tais que y € um quadrado.

Se y € um residuo tal que y €& um quadrado, entdo —y=p — y & um residuo tal que y 1
também & um quadrado. Entao a soma das coordenadas y desses pontos € p. Como sao ”—5

pontos em L, tais que y € um quadrado, entdo a soma das coordenadas y desses pontos
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é:
— 2_
p(252) = 2522,
Quando y = 0 temos dois pontos (1,0) e (—1,0) cuja soma das coordenadas y é p.

. 2_
Existem 2522

dos pontos (x, y) sobre a conica é:
p—l—( —5p)_p23p

Seja p =1 mod 4 e a um residuo nao quadratico médulo p. Entdo existem p;l yel,

tais que =1 & um quadrado. Se y € um residuo tal que y L & um quadrado, entdo —y=p—yVy

éum re5|duo tal que T_ também é um quadrado. Entao a soma das coordenadas y desses

4 5. p—1 : 2-1
pontos & p. Como sdo %= pontos em L, tais que ==

5~ € um quadrado, entdo a soma das

coordenadas y desses pontos é:
— 2_
p(55) = 252,
Quando y = 0 temos dois pontos (1,0) e (—1,0) cuja soma das coordenadas y é p.

. 2__ 2_
Existem 22 pontos em L, tal que £=1

& um quadrado, assim a soma das coordenadas y
dos pontos (x, y) sobre a conica é:

2__ 2
pr () = 552

”3yEL tais

Seja p = 3 mod 4 e a um residuo quadratico médulo p Entdo existem
que y é um quadrado Se y é um residuo tal que y é um quadrado, entdo —y=p — y
éum re5|duo tal que T também é um quadrado. Entao a soma das coordenadas y desses
1

2 ~ p=3 . 2_
pontos ¢ p. Como sao N pontos em Lp tais que r==

5~ € um quadrado, entdo a soma das

coordenadas y desses pontos é:

p(52) = 5%,

Quando y = 0 temos dois pontos (1,0) e (—1 0) cuja soma das coordenadas y € p.
Existem u pontos em L, tal que y é um quadrado, assim a soma das coordenadas y
dos pontos (x, y) sobre a conica é:

p+(55%) = 552,
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Seja p =1 mod 4 e a um residuo ndo quadratico médulo p. Entdo existem ”2;3 y €L,
y2=1

tais que sz_l € um quadrado. Sey é um residuo tal que *—

€ um quadrado, entdo —y=p—y

3 . 2_ _ ~

€ um residuo tal que yTl também é um quadrado. Entdo a soma das coordenadas y desses
P — 21 . ~

pontos &€ p. Como temos ”73 pontos em L, tal que yTl € um quadrado, entdo a soma das

coordenadas y desses pontos é:

-3y _ p>-3
p(552) = B3,
Quando y = 0 temos dois pontos (1,0) e (—1,0) cuja soma das coordenadas y é p.
Existem @ pontos em L, tais que L;l é um quadrado, assim a soma dos pontos (x, y)
sobre a cOnica é:

2_ 2_
pt (5%) = 52
]
Exemplo 4.4 Considerando o exemplo 4.3 temos que: &5 (F,) =14 e & (F,) =21

Observacao 4.1 De modo analogo sdo validos os sequintes resultados para o grupo

€, .(F,) ={ (x,y) comx, y emF, tal que x> — ay® =1}

ngsp se p=1(mod4) e (5) =1
ZQ:;,a(Fp) = pZ;p se p=1(mod4) e (5) = -1
Pop se p=3(mod4)

N

B3 g ()=1

Zeg,a(lﬁ‘p) = { é

5 se(2)=-1
4.9 Interpretacio Geomeétrica

Seja o corpo K, tomemos um ponto arbitrario N como elemento neutro, a lei de com-
posicdo para adicionar dois pontos P e Q, sobre a cdnica C, devemos tracar uma paralela
ao segmento PQ iniciando em N. Essa reta intercepta a cénica C em um segundo ponto R,
coloque P& Q@ = R. Se C é o circulo unitario, a adicdo coincide com a lei da adicdo ja
definida e N = (1,0).
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Figura 4.3: Adicdo de pontos A e B sobre o circulo

Para subcorpos K de R, é possivel provar geometricamente que a definicao acima define

uma lei de grupo sobre o circulo unitario que coincide com o método visto anteriormente.

Sejam N = (1,0) e os pontos A e B sobre o circulo unitério, determinando C = A® B através

da intersecdo entre a paralela ao segmento AB iniciando em N com o circulo. A interseccao

das retas BA e ON obtém-se o ponto Q.

Sejam os angulos:
a = <NOA
g =<NOB
v =<ONC
<ONC = <0QB
No AOQRB
T =<0QB + B+ <OBA
ORB=71—-0p—<0OBA
No AOBA (isésceles)
<OAB=A= B =<0BA
m=(B—a)+2<0BA
T = <<OAB + <OBA
JONC =<0QB=1m—-p—-<0OBA
2<ONC =27 — 23 — 2<OBA
m=08—a+2<0BA
obtemos: 2<ONC =71 -0 —«
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No ACON (isésceles)

<ONC = <OCN
CON=m—-2<ONC=m—nm+B+a=a+p

C=A+B A

Figura 4.4: Adicao dos pontos A e B sobre o circulo unitario, visao detalhada.

A adicao dos pontos A e B é a adicao dos angulos correspondentes.
Se o corpo K ndo é um subcorpo de R, a definicdo de lei de grupo sobre cénica tem que ser
provada computacionalmente ou usar alguma geometria algébrica.
Se K for apenas um anel, pode parecer que a definicdo da lei de grupo ndo faca sentido pois
a interseccao de uma reta passando pelo ponto P € K x K com a cobnica definida sobre
K,leva a uma equacdo quadratica e em anéis a equacdo quadratica pode ter mais de duas
raizes. (Por exemplo em Z/8Z a equacdo x> — 1 possui 1,3,5,7, 9 como raizes). A equacio
quadratica possui uma solucdo em K que corresponde a um ponto P da cbénica, a outra raiz
da equacdo possui multiplicidade, assim a operacdo adicao de pontos sobre conicas também
é valida para anéis.
Relebrando que para adicionarmos os pontos A e B sobre uma cdnica, escolhemos um ponto
N sobre ela e tracamos por N segmento de reta paralela ao segmento AB, a interseccao desse
segmento com a conica € um ponto P=A& B
A propriedade associativa para a lei de grupo com a operacdo adicdo é valida quando
(AeB)® C=Aa (B® C) para os pontos A, B, C sobre a conica.
Usando o método acima, colocamos P = A® B e Q = B & C, a propriedade associativa
é equivalente a sequinte afirmacdo geométrica: se A, B, C, P, Q e N sdo pontos sobre a
cdnica tais que AB || NP e BC || QN, entdo AQ || CP.
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Figura 4.5: Representacao geométrica da propriedade associativa

Através da parametrizacao do circulo por funcdes trigonométricas é possivel determinar
0s pontos sobre éle, e € possivel definir uma estrutura de grupo para o conjunto de pontos
que satisfazem a equacdo do circulo. Essa estrutura de grupo pode ser estendida ao anel
Z/nZ, e utilizando pontos sobre o circulo unitario C(Z/nZ) é possivel fatorar um nimero
inteiro.

A estrutura do grupo C(Z/mZ) é determinada quando fatoramos m.

Ao considerarmos o corpo K = f, com g = p”", p primo, € possivel determinar a estrutura
de C(F,) através da estrutura do grupo Z/(q £ 1)Z.

A lei de grupo sobre conica com a operacdo adicao de pontos sobre a mesma também é
determinada através do coeficiente angular da reta que passa por dois pontos e o elemento
neutro N = (0, 1)da cdnica.

O ponto resultante da adicao de dois pontos dados fica determinado através da parametriza-
2m  a+ m2)

_m2’a_m2

¢do da conica dada por P, = (a



Figura 4.6: Adicdo de pontos P e Q sobre a hipérbole y? — x* = 1
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Consideracoes Finais

Na passagem de um para outro dos capitulos que integram esse trabalho foram ponderados
os principais temas abordados e foi indicado qual seria 0 objetivo dos passos seguintes.
A leitura deste trabalho ndo exige pré-requisito especifico uma vez que no capitulo 1 os
assuntos tratados contemplam as informac&es necessarias para tornar este trabalho acessivel
a todos.
A teoria de grupo ciclico forneceu subsidios para determinar pontos sobre o circulo unitario
ao ser parametrizado pelas funcdes trigonométricas.
O Critério de Euler e o Simbolo de Legendre mereceram destaque pelo fato de serem essenciais
na averiguacao de um ndmero ser residuo quadratico médulo um ndmero primo p.
A Lei da Reciprocidade Quadratica contribuiu para identificar se um dado nimero a é um
residuo quadratico médulo um ndmero primo p, como também é a principal ferramenta
utilizada para o estudo da estrutura de grupo identificando os pontos que satisfazem a equacao
da cbnica.
A lei de grupo foi de suma importancia na construcao do conjunto de pontos que satisfazem
a equacao de uma conica.
Através do circulo unitario, por ser um caso especial de uma conica, e a lei de grupo sobre
o conjunto de seus pontos que satisfazem a equacdo x> + y2 = 1 mod p foi possivel
determinar a lei de grupo sobre a conica geral €(K, e o método mais simples para determinar
a lei de grupo sobre essa cbnica geral & tomar um ponto P sobre ela sendo K um corpo
e usar a parametrizacdo de €(K), que é uma bijecdo entre K e €(K) — {P} para tornar
¢(K) — {P} um grupo.
Conhecendo os pontos do circulo que satisfazem a equacdo x> + y? =1 mod p, foi possivel
fatorar um namero inteiro da forma n*> + (¢*> — 1).

2 =1 mod p com p primo, o conjunto de pontos que

Para as cdnicas com equacio y° — ax
satisfazem a equacdo possui uma estrutura de grupo que fica definida ao determinar se a é

um residuo quadratico moédulo p ou nao é um residuo quadratico.
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Os assuntos aqui abordados podem dar inicio a alguma pesquisa dos grupos sobre curvas

elipticas.
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