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RESUMO

Este trabalho é voltado ao estudo de existéncia e persisténcia de oOrbitas periddicas e
orbitas homoclinicas em perturbagoes de sistemas dinamicos reversiveis.

Primeiramente, rompemos a reversibilidade de centros no plano e em dimensoes superi-
ores e detectamos condigoes para a existéncia de ciclos limites e toros invariantes. A seguir,
estudamos a existéncia de solucoes periddicas simétricas de perturbacoes de uma familia de
equagoes diferencias reversiveis. A existéncia e persisténcia de 6rbitas homoclinicas em tais

equacoes também foram discutidas.
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ABSTRACT

In this work we study the existence and persistence of some minimal sets in perturbations
of reversible systems. First we make non reversible perturbations of centers in R? and R*
and we detect conditions for the existence of limit cycles and invariant tori. We study
the existence of periodic solutions of the perturbations of a family of differential equations
expressed by z(*") 4+ ayx@"_z) + ..+ az® + 2 =0, for n = 2,3. The existence and

persistence of homoclinic orbits in such equations are also discussed.
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INTRODUCAO

No estudo da teoria de sistemas dinamicos ¢ grande o interesse na deteccao e no en-
tendimento de certas complexidades como: ¢érbitas periddicas, orbitas homoclinicas, toros
invariantes, variedades folheadas por orbitas periddicas, etc... Esses objetos sao, em geral,
tratados em familias de campos vetoriais que podem ou nao preservar alguma estrutura

como, por exemplo, Hamiltoniana, simetria, integrabilidade e reversibilidade.

Em 1895 Liapunov publicou o conhecido Teorema do Centro, veja [1] pagina 498. Este
teorema, para sistemas Hamiltonianos analiticos com n graus de liberdade, afirma que se as
autofrequéncias do sistema Hamiltoniano linearizado sao independentes sobre Z, préximo de
um ponto de equilibrio estavel, entao existem n familias de solugoes periddicas que preenchem
uma variedade bidimensional suave e tendem ao ponto de equilibrio com periodos limitados.
Este resultado foi generalizado por Weinstein [38] e Moser [30]. Weinstein considerou o caso
onde o Hamiltoniano tem Hessiana definida positiva no equilibrio, e Moser, usando reducao
Lyapunov-Schmidt, estendeu o teorema de Weinstein para sistemas possuindo uma integral
primeira, nao necessariamente Hamiltoniano. Devaney em [10] provou uma versao do Te-
orema de Centro de Lyapunov para sistemas reversiveis. Recentemente este resultado foi
generalizado por Golubitsky, Krupa e Lim [17] no caso reversivel e por Montaldi, Robert e
Stewart [28] no caso Hamiltoniano. Lembramos que em [17] o Teorema de Devaney foi esten-
dido e algumas simetrias extras foram consideradas. Contrastando o método geométrico de

Devaney, eles utilizaram a reducao de Lyapunov-Schmidt adaptando uma prova alternativa
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do Teorema do Centro de Lyapunov reversivel dada por Vanderbauwhede [39]. Em [28] a
existéncia de familias de orbitas periédicas em torno de um ponto equilibrio semisimples
eliptico é analisada. Sistemas com simetrias, incluindo simetrias reversiveis, que sao anti-
simpléticas sao estudadas. Seus métodos sao continuagoes do trabalho de Vanderbauwhede,
em [39], onde as familias de solugdes periddicas estao em correspondéncia bijetiva com as
solugoes de um problema variacional.

Uma das propriedades caracteristicas de sistemas Hamiltonianos e reversiveis, é que
6rbitas periddicas em tais sistemas surgem em familias a um parametro, o contrario de
sistemas gerais onde orbitas sao, geralmente, ciclos limites, isto €, elas sao isoladas.

Assim, um problema geral pode ser formulado. Considere um campo vetorial reversivel
ou Hamiltoniano em R". Existem familias a um parametro de solugoes peridédicas? Quantas?
Essas familias persistem sob perturbagoes que preservam a estrutura inicial do campo? E se
a perturbacao nao preserva a estrutura original? Neste caso, surgem ciclos limites?

Quando tratamos de familias de dérbitas periédicas em sistemas Hamiltonianos ou re-
versiveis, é possivel que seus periodos tendam ao infinito. A érbita limitante pode, no
entanto, ser limitada, por exemplo, ser uma o6rbita homoclinica.

Um 6rbita homoclinica nao degenerada (elementar) em um sistema Hamiltoniano (re-
versivel) é o limite de uma familia a um parametro de érbitas periddicas cujo periodo tende
a infinito quando esta se aproxima da orbita homoclinica. Assim as seguintes questoes po-
dem ser formuladas: Como detectar a existéncia de 6rbitas homoclinicas em um sistema com
uma certa estrutura? Sob que condigoes essas érbitas sao limites de familias a um parametro
de orbitas periddicas? Elas persistem sob perturbagoes que preservam a estrutura do campo
original? E sob uma perturbagao qualquer?

O objeto principal deste trabalho é estudar as questoes formuladas acima, tanto sobre
orbitas periddicas como sobre homoclinicas, para perturbagoes de certas equagoes diferenciais
reversiveis.

Em se tratando de existéncia de 6rbitas periédicas utilizamos a Teoria de “Averaging” (veja
2], [20], [32] e [36]). Resumidamente, podemos dizer que a Teoria de “Averaging”estabelece
uma relagao entre solugoes de um sistema diferencial nao autonomo dependente de pequeno
parametro, e solugoes do sistema diferencial “averaged” que é autonomo.

Quando estudamos a existéncia de familias de orbitas periddicas utilizamos a Reducao
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de Lyapunov-Schmidt (veja [3], [18], [29], [35] e [37]). Tal método tem como objetivo reduzir
o problema de existéncia local de solugoes periddicas de um dado sistema, a resolver um
sistema de equacoes algébricas num espaco cuja dimensao depende do tipo de ressonancia
que o campo vetorial em questao satisfaz. Teoria de Formas Normais, que consiste em
encontrar mudancas de coordenadas proximas a identidade que levam o campo a uma forma
mais “simples”, é uma ferramenta muito 1til na aplicacao da Reducao de Lyapunov-Schmidt.

Iniciamos o Capitulo 1 introduzindo a terminologia e conceitos basicos utilizados neste
trabalho. Resumimos algumas propriedades importantes dos campos vetoriais reversiveis
e definimos quando um campo vetorial estd na forma normal de Belitskii. Além disso,
descrevemos resumidamente as técnicas utilizadas neste trabalho: Método de “averaging”e
Reducao de Lyapunov-Schmidt.

Os sistemas em R? e R* estudados nos Capitulos 2 a 4 sao da forma X, = Xy +F, onde
F é uma funcao C'° e ¢ um pequeno parametro. Para cada valor positivo do parametro ¢,
usaremos o termo sistema perturbado para referir ao sistema X., enquanto o valor ¢ = 0
corresponde ao entao chamado sistema nao-perturbado. Entendemos bifurca¢ao como o
fenomeno de existéncia de solugoes periddicas para o sistema perturbado que converge a
alguma solucao periddica do sistema nao-perturbado quando £ — 0.

Comecamos nosso estudo em R? perturbando centros reversiveis. Usando a teoria de
“averaging” estabelecemos o niimero méximo de ciclos limites de média amplitude H (m,n)
que podem bifurcar de um centro linear quando o perturbamos dentro de uma classe de

todas as equagoes diferenciais polinomiais de Liénard de graus m e n como segue:

T =1y,
. 1
§ === Y (fH@y + gh (@), @
k>1
onde para todo k os polinomios g* (z) e f*(x) tém grau m e n respectivamente, e ¢ ¢ um

pequeno parametro. Resumindo, no Capitulo 2 estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Se para todo k = 1,2,3, os polinomios f¥(x) e g~ (z) tém grau n e m
respectivamente, com m,n > 1, entdao para || suficientemente pequeno, o nimero mdzrimo
de ciclos limites de média amplitude dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard (1)

bifurcando das orbitas periddicas do centro © =y, y = —x, €
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[g}, ou max{ {HT_T + [%} , [g]} ou {HTTH], onde [.| denota a fun¢do maior

inteiro, isto é, para x € R, [x] é 0 maior nimero inteiro menor ou igual a x.

No Capitulo 3 tratamos o problema de encontrar ciclos limites para pertubacoes de cen-
tros lineares reversiveis em dimensao 4. Considerando perturbacoes polinomiais, aplicamos

novamente o Método de “Averaging” (de primeira ordem) sobre o sistema:

71 = —pry + e(Fi(z) + Fy(x)),
gy = pm + e(FP(x) + FR(x)), @)
gy = —quxg + e(F(x)+ FR(x)),
gy = quy + e(Fl(x) + Fy(x)),
onde F)! = Z a%klxia:%xl;xi, param=1,Nen=1,2,3,4.

i+j+k+l=m
Obtemos os seguintes resultados:

Teorema 0.0.2. Considere p,q nimeros inteiros primos entre si com p+q > 2, p > 1

e N=p+q—1. Entao para N > 2 par e € # 0 suficientemente pequeno as sequintes

afirmagoes se verificam.

(a) Se a fungao deslocamento de ordem e nao é identicamente nula, entdo o nimero
mazximo de ciclos limites da equagao diferencial (2) que bifurcam das orbitas periddicas

do sistema (2) quando € =0 € menor ou igual a 2pq.

(b) Existe exemplo da equagao diferencial (2) possuindo 2pq ciclos limites que se bifurcam

das orbitas periddicas do sistema (2) quando € = 0.

Teorema 0.0.3. Considere p,q niumeros inteiros primos entre si com p+q > 2, p > 1
e N=p+q—1. Entao para N > 3 impar e € # 0 suficientemente pequeno, se a fun¢dao
deslocamento de ordem € nao € identicamente nula, entao o numero mdximo de ciclos limites
do sistema diferencial (2) que bifurcam das orbitas periddicas do sistema (2) quando € =0

¢ no mdximo pq(N + 1) se p > 2. Quando p =1 este nimero é (N + 2).

Os Teoremas 0.0.2 ¢ 0.0.3 sdo generalizagoes dos resultados obtidos em [4] onde foi provado

ocasop=1.
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No capitulo 4, descrevemos um algoritmo para estudar a existéncia de toros invariantes
folheados por érbitas peridédicas de um sistema perturbado que surge do conjunto de érbitas
periddicas de um sistema linear em p : ¢ ressonancia. Tal algoritmo ¢é baseado na teoria de
« fn o) : : 403

averaging” de primeira ordem e ¢ ilustrado com um exemplo.

Nos capitulos 5 e 6 estudamos perturbacoes reversiveis de um sistema expresso por:

x(Qn) + O[2n7272$(2n_2) 4+ ..+ O{1$(2) +x = 07 (3)

. 2n — 2 i
comn=23 o ei=1,..., 5 parametros reais.

No capitulo 5 estudamos a existéncia de familias a um parametro de érbitas peridédicas
simétricas utilizando a Reducao de Lyapunov-Schmidt e Teoria de Formas Normais. Deste
modo, estabelecemos condicoes sobre os termos de ordem 2 ou 3 da forma normal de per-
turbagoes de (3) para garantir a existéncia de tais familias.

Para certos valores de «; o sistema (3) possui ponto de equilibrio eliptico com p : q : r
ressonancia. Por dificuldades técnicas, resumiremos os teoremas principais do capitulo 5 de

uma maneira coloquial no seguinte enunciado:

Teorema 0.0.4. Seja X um campo de vetores reversivel definido numa vizinhanca de um
ponto de equilibrio do tipo eliptico com ressonancia p : q : r. FExibimos condicoes para a
existéncia de familias a 1-parametro de orbitas periodicas convergindo para 0 com periodo

limitado (familia Lyapunov).

No capitulo 6 encontramos campos vetoriais a dois parametros X, que sao perturbacoes
particulares de (3) que possuem solugoes homoclinicas. A partir daf estudamos suas propri-

edades e estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.5. Para cada p > 1 e k > 0 fizados, X, possui uma solucao homoclinica
em relacao a origem. Tal orbita persiste sob perturbagoes C* que mantém a reversibilidade
do sistema original. Além disso, ela € o limite de uma familia a um parametro de orbitas

periodicas.

Finalmente descrevemos as perspectivas para trabalhos futuros.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo é dedicado a introduzir definicoes, resultados e técnicas que serao utilizadas no
decorrer deste trabalho. Em geral, nao apresentaremos demonstracoes e, em alguns casos,

indicaremos as devidas referéncias bibliograficas.

1.1 Sistemas Reversiveis

Sejam
T = f(x) (1.1)
um campo vetorial C'*° e

R:R*™ — R* (1.2)
um difeomorfismo involutivo, isto é, R? = R.

Defini¢ao 1.1.1. Dizemos que o campo vetorial (1.1) é R-reversivel, ou simplesmente re-

versivel, se existe uma involucao R tal que:

DR(z)f(z) = —f(Rx), (1.3)
para todo x € R?".

Denotaremos por Xz(R?") o conjunto de campos vetoriais C*° na origem R-reversiveis.

1



Defini¢ao 1.1.2. Dizemos que o campo vetorial (1.1) é conservativo se existe uma integral

primeira, isto ¢, uma funcao de classe C*, H : R*" — R tal que:
DH(z).f(xz) =0, (1.4)
para todo x € R?". Isto significa que H é constante ao longo de 6rbitas de (1.1).

Proposicao 1.1.3. Se (1.1) é R-reversivel, R uma involu¢do, entao
Royy=w_;0oR, (1.5)
onde p; € o fluxo de f.

A identidade (1.5) significa que a involugdo R aplica érbitas do fluxo ¢, em 6rbitas do

mesmo fluxo invertendo a diregao de percurso em relacao ao tempo.

Definicao 1.1.4. Para cada z, € R?" definimos a érbita por xy como:
(o) = {x € R*™; 2 = py(x0), t € R},
onde ¢, é o fluxo de f.

Definicao 1.1.5. Dizemos que uma érbita de um campo vetorial R-reversivel é simétrica

em relagdo a R, se R aplica a 6rbita nela mesma, isto é, se R(7y) = .

Definigao 1.1.6. Um ponto zy € R?" ¢é dito um ponto de equilibrio simétrico de (1.1) se
f(xg) =0 e zy € Fiz(R), onde Fiz(R) = {r € R*™; Rx = z}.

Para os objetos descritos aqui temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.1.7. Sejam xo € R?" e v(x) a drbita por xy de um campo vetorial R-

reversivel. As sequintes trés situacoes sao possiveis:

(i) A orbita v(xg) ndo encontra o conjunto Fix(R). Neste caso, y(xg) e R(y(xo)) sao

duas orbitas distintas.

(ii) A orbita y(xo) encontra o conjunto Fix(R) em apenas um ponto. Neste caso, y(xg) €

simétrica e portanto y(xo) e R(y(xo)) representam a mesma orbita.

2



(i1i) A orbita v(xy) encontra o conjunto Fixz(R) em exatamente dois pontos. Neste caso,
v(xo) € uma drbita periddica simétrica e se'T" é o periodo de y(xq) e x € y(xo)NFix(R)

entdo SDg(Q?) € Fiz(R).
Sejam xy € R?" um ponto de equilibrio de (1.1),

Weé(xo) ={z € R?": tlggl@ wi(x) = 20}

W(zo) = {z € R*™; tliznoo wi(x) = 20}

as variedades estavel e instavel, respectivamente, em z(, onde t € R.

Definigao 1.1.8. Dizemos que x é um ponto homoclinico para x¢ se x € W*(zo) N W"(xg).

A érbita vy por x é chamada de 6rbita homoclinica associada ao equilibrio xg.

Suponha que o ponto de equilibrio xg seja hiperbdlico. Entao podemos classificar as
érbitas homoclinicas pelo grau de transversalidade da intersegao de W*(zo) e W*(xy).

Para uma variedade M C R?" denotamos por T, M seu espaco tangente em z € M.

Defini¢ao 1.1.9. A solugao z(t) = ¢4(x) (ou a correspondente 6rbita ) é chamada nao-

degenerada se

dim(Tm(t)W“(xo) N Tx(t)WS(xo)) =1 (1.6)

para todo t € R.

Observagao 1.1.10. Seja v um 6rbita homoclinica nao-degenerada associada ao equilibrio
To em um campo conservativo com integral primeira H. As variedades W¥(zo) e W*(zo)
pertencem a mesma superficie de nivel de H a qual é localmente uma subvariedade de
codimensao um. Assim, a nao-degenerescéncia da érbita implica que a intersegao de W*(x)
e W#(z) é transversal nesta superficie de nivel. (Relembre que duas variedades M, N € R
interseptam-se transversalmente em um ponto z € M N N se T,M + T,N = R".) Como
intersegoes transversais persistem sob pequenas perturbacoes, concluimos que a orbita

persiste sob perturbagoes que mantém o campo conservativo.



A condigao de nao degenerescéncia, (1.6), pode ser expressa analiticamente como segue.
Seja B(t) = Df(z(t)). A condigao (1.6) significa que, a menos de multiplos escalares,

y(t) = &(t) é a tnica solucao limitada da equagao variacional ao longo da 6rbita homoclinica

y = B(t)y.

Veja [40].

Para uma érbita homoclinica vy simétrica introduzimos o seguinte conceito geométrico:

Definigao 1.1.11. A solucdo z(t) = ¢i(x) (ou a correspondente érbita ) associada ao

equilibrio zg é chamada elementar se W*(z) intercepta Fiz(R) transversalmente.

Observagao 1.1.12. Se W#(x,) intercepta Fiz(R) transversalmente, digamos em x(0),
como R(W") = W* entao W"(xy) também intercepta Fiz(R) transversalmente. Andlogo
as Orbitas nao-degeneradas em sistemas conservativos, orbitas elementares persistem sob

perturbagoes que mantém a R-reversibilidade do sistema.

Resaltamos que uma 6rbita homoclinica v nao-degenerada é sempre elementar. Isto segue

do seguinte lema, demonstrado em [40].
Lema 1.1.13. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) v € elementar.
(1) TyoyW"(xo) N Toio)W¥ (o) C Fiz(—R) onde Fiz(—R) = {x € R*; Rx = —x}.

Assim, se v é nao-degenerada entao Tyo)W*(xo) N TypyW?*(x0) tem dimensdo um e é
gerado por £(0) = f(z(0)) € Fiz(—R). Portanto a afirmacao (i7) do lema acima ¢ satisfeita
e dai y é elementar.

Quando tratamos de familias de orbitas periédicas em um sistema Hamiltoniano, con-
servativo ou reversivel é possivel que o periodo tenda a infinito. A o6rbita limitante pode,
no entanto, ser limitada, por exemplo, ser uma érbita homoclinica. Em [40] é demons-
trado que esse tipo de comportamento é tipico préximo as orbitas homoclinicas em sistemas

conservativos ou reversiveis. Descreveremos a seguir os principais resultados de [40].

Teorema 1.1.14. Assumimos que (1.1) é conservativo com integral primeira H. Além disso,
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(i) existe uma drbita o de (1.1) homoclinica em relagio a um equilibrio hiperbdlico xo €

R2n .
(ii) a drbita homoclinica vy € nao-degenerada;
(1ii) DH(yo) # 0 para algum yo € 7o.

Entao voUxg € o limite de uma familia a um parametro de orbitas periodicas cujos periodos

tendem ao infinito quando tal familia se aproxima da orbita homoclinica.

Teorema 1.1.15. Assumimos que (1.1) é R-reversivel. Além disso,

(i) existe uma drbita~yo de (1.1) homoclinica simétrica em rela¢ao a um equilibrio simétrico

hiperbolico xy € Fiz(R);
(ii) a drbita homoclinica vy é elementar.

Entao voUxg € o limite de uma familia a um parametro de orbitas periodicas cujos periodos

tendem ao infinito quando tal familia se aproxima da orbita homoclinica.

1.2 Forma Normal de Belitskii

Seja
&= f(x), r e R" (1.7)

um campo vetorial C'*°, R-reversivel com f(0) = 0.
Para f € C*°(R") denote por T,, f o polinomio de Taylor de grau m em x =0 e T,.f sua

parte homogénea de grau m, isto é,

T.f(@) =Y +D'(0)0,  VreR"

onde () denota a l-upla (z, ..., 7).



Definicao 1.2.1. Diremos que o campo vetorial (1.7) estd na forma normal de Belitskii até

ordem m, m > 2, em relacao a A, se
AT f(x) = DT, f(z)A*x, le{2,..,m},
isto é, ’flf(x), [ =2,...,m, comutam com a matriz A*, onde A* é a matriz adjunta de A.

Considere
D : R* — R"

y = Q) =y+hy)
um difeomorfismo com h(y) = o(|y?|).

Aplicando a transformagao x = ®(y) a (1.7) obtemos

g =" f(y) :=Do(y)"" f(®(y)) = g(y).

O teorema seguinte garante que sempre é possivel encontrar uma mudanca de coordenadas

da forma ® que coloca (1.7) na forma normal. A demonstragao pode ser vista em [35].

Teorema 1.2.2. Seja f € C*°(R"). Para cada m > 2, existe uma vizinhanga da origem Uy,

em R™ e uma aplicagao ® € C*U,,) tal que ®* f(y) = Ay + g(y), onde Dg(0) =0 e
ATyg(y) = DTig(y)A'y, 1€ {2,...,m}.

Como estamos supondo f um campo vetorial R-reversivel, queremos encontrar uma

aplicagao ® que nao altera esta propriedade. Para isso, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.2.3. A aplicagao ® do Teorema 1.2.2 pode ser escolhida de forma que ®R(y) =
R(®(y)). Assim, se g(y) = " f(y), temos que DR(y)g(y) = —g(Ry).

1.3 Método de “averaging’

Definicao 1.3.1. Um ciclo limite de um sistema de equacoes diferenciais é uma oérbita

periédica isolada no conjunto de todas as orbitas periédicas do sistema.

Seja € um conjunto aberto e limitado de R™ e ¢ : Q — R” uma funcdo que satisfaz
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g € CHQ,R")NC(Q,RY), (1.8)
y € R™ é tal que y ¢ f(09), (1.9)

se z € Q é tal que f(z) =y entao f'(z) = Df(x) é ndo singular. (1.10)
Proposicao 1.3.2. Se g satisfaz (1.8), (1.9) e (1.10), entao a equagao
g(x) =y (1.11)
tem um numero finito de solugoes em §2.

Definigao 1.3.3. Seja g satisfazendo (1.8), (1.9) e (1.10). Definimos

k
d(g,,y) =Y sgn det f'(z;)
i=1
onde x1, ...,z sdo as solugoes de (1.11) em Q e

+1, se det f'(z;) >0

sgn det f'(x;) =
—1, se det f'(z;) <0,

i=1,....,7. Se (1.11) nado tem solugao em 2 definimos d(g, 2, y) = 0.

Definig¢ao 1.3.4. Sejam f € C(Q,R") e y ¢ f(09). Definimos o grau de Brouwer de f em

y em relagao a ) por
dB(faQay) = ;Er}cd(g,ﬂ,y)

onde g satisfaz (1.8), (1.9) e (1.10).

Para mais detalhes sobre grau de Brouwer veja [33].

Apresentaremos alguns resultados da teoria de “averaging”. Para demonstracao, veja



Teorema 1.3.5. (Método de “averaging”de primeira ordem) Considere o sequinte
sistema diferencial

i(t) = eFi(t,z) + *R(t, z,¢), (1.12)

onde F1 :Rx D —R" R:Rx DX (—¢yr,e7) = R" sao fungoes continuas, T-periddicas na

primeira varidvel e D é um subconjunto aberto de R™. Definimos f, por

T
fi(z) = / Fi(s, z)ds, (1.13)
0
€ asSumimos que

(i) F1 e R sao localmente Lipschitz em relagdo a x;

(ii) para a € D com fi(a) =0, existe uma vizinhang¢a V de a tal que fi1(z) # 0 para todo
z € V\{a} edp(fi,V,0) #£0.

Entao para e > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugao T-periddica (-, €) do sistema

(1.12) tal que ¢(-,€) — a quando € — 0.

O Teorema 1.3.5 tem hipdteses mais fracas do que um resultado similar estabelecido em
Verhulst [36], Teorema 11.5, onde (i) e (i¢) sdo substituidos por

() Fi, R, D,Fy, D*F, e D, R estao bem definidos, sdo continuos e limitados por uma
constante M (independente de €) em [0,00) X D, —e; < e < ¢y, e

(7j) para a € D com fi(a) = 0 temos Jy, (a) # 0,
respectivamente.

Aqui denotamos por J¢(a) o determinante da matriz Jacobiana de f calculado em a.

Observagao 1.3.6. Seja g : D — R™ um fungao C', com g(a) = 0, onde D é um subconjunto
aberto de R" e a € D. Se Jy(a) # 0 entao existe uma vizinhanca V' de a tal que g(z) # 0
para todo z € V\{a}. Daif dg(g,V,0) € {—1,1}.

Teorema 1.3.7. (Método de “averaging”de segunda ordem) Considere o sequinte
sistema diferencial

@(t) = eFy(t,z) + e Fy(t, ) + e’ R(t, 1, ¢), (1.14)
onde Fy, Fo :RxD — R", R:RxDx(—¢g,e5) — R" sdo fungoes continuas, T-periddicas

na primeira varidvel e D € um subconjunto aberto de R™. Assumimos que
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(1) Fi(t,-) € CY(D) para todot € R, Fy, Fy, R e D, F| sao localmente Lipschitz em relagao

ax.

Definimos f1, fo: D — R™ por

fi(z) = /0 Fi(s, z)ds,
(1.15)

T s
fal2) = / [DzFl(s,z)~/ Fi(t, 2)dt + Fa(s, )| ds.
0 0
Além disso, assumimos que

(1t) para V. C D um conjunto aberto e limitado e para cada € € (—ef,e5)\{0}, existe
a. € V tal que fi(a:) +efalac) =0 e dp(fi +ef2,V,0) # 0.

Entao para le| > 0 suficientemente pequeno, eziste uma solugao T-periddica p(-,€) do sistema

(1.14).

Teorema 1.3.8. (Método de “averaging”de terceira ordem) Considere o sequinte

sistema diferencial
@(t) = eFy(t,x) + 2 Fy(t, x) + 2 F3(t,x) + £*R(t, 7, €), (1.16)

onde Fy, Fy, F5 : Rx D — R", R: Rx D x (—¢f,67) — R" sdo fungoes continuas,
T-periédicas na primeira varidvel, C' na sequnda varidvel e D é um subconjunto aberto de

R™. Assumimos que

(i) Fi(t,-) € C*(D) para todo t € R, D>Fy e D, Fy sao localmente Lipschitz em relagio a

X.

Definimos f1, fo, f3: D — R™ dados por (1.15) e

T 182F1 2 18F1
A = [ a2+ 5 s s, )+

(1.17)
OF,

E(Sa Z)y1<37 Z) + F3<37 Z) dS,



onde

yl(s,z)—/ Fi(t, z)dt,
0

yz(s,z):/os {%(t,z) /OtFl(r,z)erng(t,z) dt.

Além disso, assumimos que

(ii) para V- C D um conjunto aberto e limitado e para cada ¢ € (—eyp,e7)\{0}, existe
ac € V tal que fi(a.) +efa(a.) + &2 f3(a) =0 e dp(fi + efa + €% f3,V,0) # 0.

Entao para le| > 0 suficientemente pequeno, eziste uma solugao T-periddica o(-,€) do sistema

(1.16).

1.4 Reducao de Lyapunov-Schmidt

A reducao de Lyapunov-Schmidt tem-se mostrado uma técnica muito eficiente na analise
da dinamica de um sistema dinamico em torno de um ponto de equilibrio, principalmente na
abordagem da existéncia de familias a 1-parametro de érbitas periddicas. O objetivo desta
teoria é reduzir o problema de existéncia local de solucoes peridédicas de um dado sistema a
resolver um sistema de equagoes algébricas num espaco de dimensao finita, cuja dimensao
depende do tipo de ressonancia que o campo vetorial em questao satisfaz.

Counsidere uma familia de EDOs R-reversiveis
= f(z,)\), €R™ NeR (1.18)

satisfazendo f(Rz,\) = —Rf(x,\) para todo A € R e R uma involugao linear em R?".
Assumimos que f(0,A) = 0 para todo A préximo de 0 e denotamos Ay := Dy f(0, \).
Denote C9_ como sendo o espago de Banach de fungoes continuas 27r-periédicas z : R —
R?*" n > 2 e por Ci_ o correspondente C'-subespaco.
Definimos um produto interno em C9_ por

1

(531,952) = %

/0 7r<acl(zf), xo(t))dt

onde (.,.) denota um produto interno em R*".
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Seja ap um numero real nao-nulo. Estamos interessados em encontrar solugoes periddicas
de (1.18) com periodo préximo a 2=,
@

Considere a aplicagao F : C3 x R x R — C9_ definida por
F(z, A, 0)(t) = (1 + 0)ai(t) — f(x(t), V).

Se (g, Ao, 00) € C3. x R x R é tal que

F (20, Ao, 00) =0 (1.19)
entdo Z(t) := xo((1 4 o¢)apt) é uma solucao (lﬁaﬁ—periédica de (1.18). De fato, temos

#(t) = (1 + o)ando((1 + a)aot) = fwo(1 + oo)ant, \) = F(&,N),

onde a segunda igualdade vem do fato de F'(xg, Ao, 00) = 0. Dai Z(t) é solucao de (1.18).

27
(1400)ao

f<t+ ufﬁ) - :1:0<(1 +ao)a0(t+ Ofﬁ» =

zo((1 + o¢)agt + 2m) = xo((1 + 09)apt),

Agora verifiquemos que é -periédica.

onde a tltima igualdade é valida ja que x((t) é 2m-periddica.
Assim, o problema de encontrar solugoes periédicas de (1.18) com periodos préximos de

um dado periodo, no caso, i—g

, se reduz a encontrar os zeros de F' com o e A\ proximos de
zZero.

Nosso objetivo agora é reduzir esse problema, inicialmente definido em espacos de di-
mensao infinita, para outro equivalente em espagos de dimensao finita.

Observe que (0,0,0) é uma solugao de (1.19) pois f(0,0) = 0.

Seja L := D1F(0,0,0) : C3_ — C9_dada por

1

Lx(t) = &(t) — — Apx(t).
Qg
Definimos a adjunta de L, L* : Ci_— C9_por
L z(t) = —i(t) — —Ajz(t),
Qo

onde A{ é a matriz adjunta de Aj.
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Iremos supor que A, tenha apenas autovalores imaginarios puros.
Sejam {ey, €3, ..., €2, } a base canonica do R*" e 1}y a soma direta dos autoespacos gene-

ralizados de Ag com autovalores multiplos inteiros de icag. Seja
N ={q,q(t) = exp(tSo/ao)ve; vo € V5'} C Csy

onde Sy ¢ a parte semi-simples de Ay e Vg é o espago dos vetores reais em Vj. Note que
dimN = dimV_t e portanto finita.

A idéia para a construcao desse subespaco é a seguinte: Se olharmos para a aplicagao
L = D1F(0,0,0), o subespago N é escolhido de forma que o niicleo do operador L (ker(L))

esteja contido em N. De fato,

La(t) = & — — Aga(t).

Qp
Assim, Lz(t) = 0 se, e somente se, & = O%Oon(t) que tem solugao em Cj  contida em N
O objetivo a partir daqui é colocar as solugoes de (1.19) em correspondéncia um a um

com as solugoes de uma equagao em N. Desta forma, defina os subespagos:

X, ={xeCy;(z,N) =0},

Y1 = {z € Cy (2, N) = 0}

como os complementos ortogonais de N" em C}_ e CY | respectivamente.
Lema 1.4.1. LN C N e L*N C N.
tS

Demonstragao: Seja ¢(t) = e € N. Dai

So 1 tSg tSo 1

Ligt)) = Z2e 20 g — — Ape a0 vy = e 0 [—(So - AQ)]UO eN,
(7)) (7)) (7))
L*(q(t)) = e [a_(_SO - AO)} v EN.
0

Lema 1.4.2. (Alternativa de Fredholm): Sejam A(t) uma matriz em CY e g em Cr, entdo
a equacao

T =A(t)r + g(t)
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tem uma solugao em Cr se e somente se

T
| ity atende =o
para toda solugao y da equacdo adjunta
y=-A()y
tal que y esta em Crp.
Lema 1.4.3. L: X; — Y) € bijetora.

Demonstracao: Observe que ker(L) C N e pelo lema (1.4.1) LN C N. Logo, L é injetora.
Tome z; € X;, dail (Lxy,N) = (21, L*N) = 0 pois L*N C N. Assim, Lz; € Y] e
portanto L(X;) C Y].
Agora, seja y; € Y;. Assim, (y;, N) = 0. Pelo lema da Alternativa de Fredholm existe
x € Cy_tal que Lx = y;. Mas LN C N logo z € X; edal y € L(X;). Portanto, ¥; = L(X}).

Escreva

F(iL'7/\,O_) = F(Q‘i‘.Tl,)\,U) = F(Q?'xla)\ao—%

geNex €X,.
Definimos o operador em C9_

P: C’QO7r — OSF

por
m

P() = Z('aCIi)Qi?

i=1
onde {g;}™, é uma base de N.
Observe que P é projecao sobre N com nicleo igual a Y;. A projecao complementar

I — P sobre Y; tem nitcleo igual a N. Assim valem as seguintes somas diretas:

Cr, =X10N C) =Y,ON.
Além disso,
(I — P)F(q,x1,0,A\) =0

F(qa‘TlaO)A) =0«
PF(q,x1,0,)\) =0.
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Pelo Teorema da Funcao Implicita e o Lema (1.4.3), a primeira equacgao pode ser local-
mente resolvida para z; = x{(q, 0, A). Assim, precisamos resolver PF(q, zi(q,0,\),0,\) = 0.
Mas

1 2
PF(q,2i(q,0,A),0,\) =0 (F,q;) =0< —/ (F,q;)dt =0<
0

2T
1 2m tSg
— e F(z*(vo, \,0),\,0)dt =0
2 Jo
e como S5 = —S5) temos que

1 2r  _, o
PF(q,z(q,0,\),0,\) =0 < 2—/ e %0 F(z*(vg, A\, 0), A\, 0)dt = 0.
0

™

Estabelecemos a equagao:

B(vg,\,0) =0,

onde B : R*™ x R x R — R?" definida por

2

1 2 s,
B(vg, A\, 0) = / e 0 F(z*(vo, N\, 0), A, 0)dt,
0

onde
g s
" (v, A, 0) = €20 vy + ] (e =0 vy, A, 7).

Proposicao 1.4.4. A aplicagao B possui as sequintes propriedades:
1. (pﬁ(B<UOa A, U)) = B((,O/@(Uo), A, U)a
2. RB(v), A\, 0) = —B(Ruvg, A\, 0),

onde pguo = exp(—3/ao)uo.

Demonstragao:
—BSg 1 27 —1Sg —B5g
L Bles() o) = Ble W w0 A) = oo [ e e w0 o), A o
m™Jo
1 2m —tSp tSog  —BSp tSg  —BSg

= — e 0 F(e®e @0 vg+ azi(e=0e 20 vy, \ 0))dt
2 Jo

fazendo 7 =t —  temos t = 7 + 3. Dal

1 _ (r48)So -BSg

2
BW%MM‘gﬁe‘mﬂﬂNWM@Wﬂﬁ
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e @ 2 ~ (MSo -85Sy
= / e e F(z*(e 20 vy, \,0),\ o)dt
2 J,

= gpg(B(Ug, A, 0))

1 2T g
0
2. RB(vy), A, 0) :3(2—/ e o F(x*(vo,)\,a),)\,a)dt>
0

™

1 2 e

:% ; e @ RF(JI*(UOy)\,U),/\,U)dt

1 2m —tS
— 0
= e 20 F(Rx*(vo, A\, 0), A\ 0)dt

_%0

= —B(Ruvy, A, 0).

A condigao (1) diz que a aplicagdo B é rotacionalmente equivariante enquanto que (2)
afirma que a aplicacao B herda a propriedade de reversibilidade do campo X.

Assumiremos que (1.18) estd na forma normal de Belitskii até ordem m. Assim seja
o campo vetorial f(z,\) = Ayz + f(z,\) + r(z,\) com r(z,\) = o(|z|™*!). Com estas

hipdteses temos o seguinte resultado:

t.S
Teorema 1.4.5. 1. 2*(vg, A\, 0)(t) = QTSUO + 0(|U0|m+1);

2. B(vo, A\, 0) = (14 0)Svg — Ayvg — f(vo, A) + O(|Juo]|™ ).

Demonstragao: Consideremos a restricao de F a N:

.Sy
F(vg, \,0) := F(e®0 v, 0,\,0).
~ tSp
Como ¢ = i—gq para todo ¢ € N, e como Ay, f comutam com e<0 obtemos
tSg tSq Sg

F(vo,A,0) = (1+0)ag <€°TO>.UO - f<€ “0 Vo, )\> =e0 <(1 +0)Sovo — Axvg — f(UOa A)) -
t.S ~ .~
7“(67(?'00,)\> o qual para F(vg, A, 0) := (I — P)F(vg, A\, 0) implica que D?(F(0,\,0)) = 0
para 0 < j < m para todo (A, o). Temos:
A tSg tSg
(I — P)F (e vy, xi(e20 vy, \,0),\,0) =0;

) tS
diferenciando esta identidade em vy = 0 temos D7z} (eﬁvo, A, 0) =0 para 0 < 53 < m para

todo (A, o) numa vizinhanga de (0,0). Desta forma:

tSg
zi(e 0 vg, A, 7) = O(|fwo )™
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e o resultado segue da definigao de z*(vg, A, o).
A segunda parte segue imediatamente da definicao de B. -
Lembre que uma solugao periddica de (1.18) é R-simétrica se ela intercepta Fiz(R) em
exatamente dois pontos. Dali, obtemos todas solucoes periddicas de (1.18) resolvendo a
equacao:

G(’UD? /\, U) = O,

com G(vg, A, 0) = B(vg, A, 0)]

vo€Fiz(R)"
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CAPITULO 2

EQUACAO DE LIENARD

Usando teoria de “averaging”estudaremos o nimero méximo de ciclos limites, H(m,n), que
podem bifurcar de orbitas periddicas de um centro linear quando o perturbamos dentro de

uma classe das equacgoes diferenciais polinomiais de Liénard.

2.1 Introducao

A segunda parte do problema de Hilbert esta relacionada com o niimero de ciclos limites

de campos vetoriais polinomiais. A equagao polinomial generalizada de Liénard

T+ f(x)i+ g(x) =0, (2.1)

foi introduzida em [21]. Aqui o ponto denota diferenciagdo em relacao ao tempo ¢, f(x) e
g(x) sdo polindmios na variavel = de graus n e m, respectivamente. Para esta subclasse de
campos vetoriais polinomiais temos uma versao simplificada do problema de Hilbert, (veja
[27] e [34]).

Em 1977 Lins, de Melo e Pugh [27] estudaram as equagdes diferenciais polinomiais
cléssicas de Liénard obtidas quando g(x) = x e estabeleceram a seguinte conjectura: Se

f(z) tem graun > 1 e g(z) = z, entao (2.1) tem no mdximo [n/2] ciclos limites. Eles
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também provaram a conjectura para n = 1,2. A conjectura para n € {3,4,5} continua em
aberto. Para m > 6 esta conjectura nao é verdadeira e foi demonstrada recentemente por
Dumortier, Panazzolo e Roussarie em [13].

Notemos que uma equagao diferencial polinomial classica de Liénard tem um tnico ponto
singular. Porém, é possivel que as equagoes diferenciais polinomiais generalizadas de Liénard
tenham mais que um ponto singular.

Muitos dos resultados em ciclos limites de equacoes diferenciais polinomiais tem sido
obtidos considerando ciclos limites que bifurcam de um ponto singular, chamados ciclos
limites de pequena amplitude, (veja [19]). Denotamos por H(m,n) o nimero maximo de
ciclos limites de pequena amplitude para equagoes diferenciais da forma (2.1). Os valores
de H(m,n) fornecem uma cota inferior para o nimero méaximo H(m,n) (i.e. o nimero de
Hilbert) de ciclos limites que a equagao diferencial (2.1) com m e n fixados pode ter.

Descreveremos resumidamente os principais resultados sobre ciclos limites em equagoes

diferenciais de Liénard.

i) Em 1928 Liénard [21] provou que se m = 1 e F(x) = [ f(s)ds é uma funcdo continua
0
impar a qual possui uma tunica raiz em x = a e ¢ mondtona crescente em x > a, entao

a equacao (2.1) possui um tnico ciclo limite.

(ii) Em 1973 Rychkov [31] provou que se m =1 e F(z) = [ f(s)ds é um polinomio fmpar

de grau cinco, entao a equagao (2.1) tem até dois ciclos limites.
(iii) Em 1977 Lins, de Melo e Pugh [27] provaram que H(1,1) =0e H(1,2) = 1.
(iv) Em 1998 Coppel [6] provou que H(2,1) = 1.
(v) Dumortier, Li e Rousseau em [14] e [11] provaram que H(3,1) = 1.
(vi) Em 1997 Dumortier e Chengzhi [12] provaram que H(2,2) = 1.

Até agora os tinicos numeros de Hilbert H(m,n) determinados sdo os quatro casos mar-

cados com asteriscos ((iii)-(vi)) na Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Valores de H(m,n) ou H(m,n) para equagoes de Liénard em fungao dos graus

men.
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Blows, Lloyd e Lynch, [5], [22] e [26] usaram argumentos indutivos para demonstrar os

seguintes resultados:

(I) Se g é fmpar entdao H(m,n) = [n/2].
(I) Se f é par entdo H(m,n) = n.
(IIT) Se f é fmpar entdo H(m,2n + 1) = [(m — 2)/2] + n.

(IV) Se g(z) = z + g.(x), onde g, é par entdo H(2m,2) = m.

Christopher e Lynch [8], [23], [24], [25] desenvolveram um método algébrico para deter-

minar os numeros de Lyapunov da equagao (2.1) e provaram o seguinte:

~

(V) H(m,2)=1[(2m+ 1)/3].

(VI) H(2,n) =[(2n +1)/3].

~

(VII) H(m,3) = 2[(3m + 2)/8] para todo 1 < m < 50.

~

(VIII) H(3,n) = 2[(3n + 2)/8] para todo 1 < m < 50.
(IX) Os valores da Tabela 2.1 para ]:[(4, k) = ﬁ(k,él), k=6,7,8,9e ]f[(5, 6) = ﬁ(G, 5).

Em 1998, Gasull e Torregrosa, [16], obtiveram cotas superiores para ﬁ(?, 6), ﬁ(6,7),
H(7,7) e H(4,20).

Em 2006, os valores da tabela 2.1 para H (m, n) = H(n,m), paran = 4, m = 10,11, 12, 13;
n=>5m==6,7,89;,n=06,m=25,6 foram dados por Yu e Han em [41].

Usando a teoria de “averaging”estudaremos o niimero méximo de ciclos limites H(m,n)
que podem bifurcar de érbitas periddicas de um centro linear perturbado sob a classe de

todas equacgoes diferenciais polinomiais de Liénard de graus m e n como segue:

T =y,
§= 1= 3y + g (@), (22)

k>1
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onde para todo k os polinomios g* (z) e fF(x) tém grau m e n respectivamente e £ ¢ um
pequeno parametro, isto €, o nimero maximo de ciclos limites de média amplitude que podem
bifurcar das érbitas periddicas do centro linear & =y, § = —x, perturbado com em (2.2).
Na realidade, calcularemos cotas inferiores de H (m, n), oumelhor, calcularemos o niimero
méximo de ciclos limites H, k(m,n) que podem bifurcar das érbitas peridédicas do centro linear
T =1y, y = —x, usando a teoria de “averaging”de ordem k, para k = 1,2,3. Claramente,
Hy(m,n) < H(m,n) < H(m,n). Note que até agora nio havia nenhuma estimativa para

H(m,n) quando

(a) m=4en>13, oum >20en =4,
(b)y m=5en>9 oum>9en=>5,
(c) m=6en>T70oum>T7en=0>6,

(d) m,n>T7.

2.2 “Averaging’ de primeira ordem em equacoes de

Liénard

Nesta secao aplicaremos a teoria de “averaging”de primeira ordem nas equagoes diferen-

ciais polinomiais de Liénard para obter uma cota inferior de H(m,n) para todo m,n > 1.

Teorema 2.2.1. Se para cada k = 1 o0s polinémios f%(x) e g¥ (x) tém graus n e m respecti-
vamente, com m,n > 1, entdo para || suficientemente pequeno, o nimero mdzimo de ciclos
limites de média amplitude dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard (2.2) bifurcando

de orbitas periodicas do centro x =y, y = —x, usando a teoria de “averaging”’de primeira

ordem € ﬁl(m,n) = [g]

Do Teorema 2.2.1 segue imediatamente a Tabela 2.2.
Para aplicar a teoria de “averaging”de primeira ordem escrevemos o sistema (2.2) com
k = 1, em coordenadas polares (r, ) onde x = rcosf, y = rsenf,r > 0. Nessas coordenadas,

o sistema (2.2) é escrito na forma padrao para aplicar a teoria de “averaging”. Se escrevemos
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Tabela 2.2: Valores de Hy(m,n).
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flz) = Zaixi e g(x) = Z bix', entdo o sistema (6.26) fica
i=0

1=0

n m
r = —€ ( g a;7 "t cos’ G sen? 6 + g b;r* cos' 0 sen 9) ,
i=0

i=0
(2.3)
. I3 n . . n . .
0 = —1 —_— . Z+1 Z+1 2t Z+1 .
. (Z ;7" cos'™ f@send + Z b;r* cos'™" 0
i=0 =0
Tomando 6 como nova varidvel independente o sistema (2.3) fica
d u , . o
d_g = <; a;7" 1 cos' @ sen? 0 + ; b;r" cos' 0 sen 9) + O(&?).
A correspondente fungao f; dada por (1.13) fica:
1 2m n ) . m , )
fi(r) = Py / Z a;r'™ cos’ B sen? 6 + Z bir* cos' @send | df.
T Jo i=0 i=0
Para calcular a exata expressao de f; usamos as seguintes férmulas
2
/ cos?* 1 hsen? 0 db = 0, k=0,1,..
0
2w
/ cos®Osen?f dd = o, # 0, k=0,1,...
0
2
/ cos” fsen 6 df =0, k=0,1,..
0
Dai
1 < :
filr) = B Z aor (2.4)
1=0
1 par

Entao, o polindémio fi(r) tem até [n/2]| raizes positivas, e podemos escolher os coeficientes

a; com i par de tal modo que fi(r) tenha exatamente [n/2] raizes positivas simples. Assim

o Teorema 2.2.1 estd provado.
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2.3 “Averaging’ de segunda ordem em equacoes de

Liénard

Aplicaremos a teoria de “averaging”de segunda ordem nas equagoes diferenciais polino-

miais de Liénard para obter uma cota inferior de H(m,n) para todo m,n > 1.

Teorema 2.3.1. Se para cada k = 2 os polinémios f(x) e g* (z) tém graus n e m respecti-
vamente, com m,n > 1, entdo para |e| suficientemente pequeno, o nimero mdazimo de ciclos

limites de média amplitude dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard (2.2) bifurcando

de orbitas periodicas do centro x = y, y = —x, usando a teoria de “averaging”de sequnda
dem & oo, o 5] [5]
ordem € m,n) =max< |—— —, =
2 ) 9 92 ) 9

Demonstracao: Para demonstrar o Teorema 2.3.1 usaremos a teoria de “averaging”de

segunda ordem.

Se escrevemos fi(z Zazx fo(z cha: g1(z Zb ' e go(x) = Zdixi,
i=0
entao o sistema (2.2) com k= 2 em coordenadas polares (r,0), r > 0 fica
F= —c (Z a;7" " cos' fsen? 6 + Z b;r cos’ 0 sen 9) -
i=0 i=0
2 (Z e cost fsen? O + Z d;r? cos' f sen 9) ,
=, =, (2.5
0= —1— < (Z a;r " costt fsend + Z b;rt costtt 6’) —
" \'=o i=0
c2 n . . m . .
— Z c;r' ™ cost ™t B sen ) + Z d;ricos™t o | .
”
i=0 i=0

Tomando 6 como nova varidvel independente, o sistema (2.5) é escrito como

dr

i =l (0,r) +Fy(0,7) + O(?),
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onde

Fi(0,r) = Z a;r"™ cos’ @ sen? § + Z bir' cos’ @ sen 6,
i=0

1=0

Fy(0,r) = (Z c;r' ™t cost 0 sen? 0 + Z d;r* cos® 0 sen 9) —
i—0 =0

m 2
rsen 6 cos 6 (Z a;r cos' O sen ) + Z bt cos’ 9) )

i=0 =0

Agora determinaremos a correspondente fungao f, definida em (1.15). Para isso, calcu-

lamos:

d " S m ‘ ,
—F(0,r) = Z (i + 1)agr" cos’ fsen”  + Z ibir" ™ cos’ O sen 0,

. i=1
1=20

0
e/o Fu(é, r)do =

ayr?® (o1 sen 6 4 agp sen(360)) + ...

+ayr' <a11 send + g sen(30) + ... + QL sen((l + 2)9) +

agr (a100 + Qg sen(20)) + ... (26)
Hapr®™! (albﬁ + agpsen(20) + ... + o pray, sen(b + 2)9)

1
bo(1 —cos @) + ... + by,r™ (ﬁ(l — cos™ ™! 8)) :

m

onde [ é o maior niimero impar menor ou igual a n, b ¢ o maior niimero par menor ou igual
\ ~ . . 0
an, e o;; sao constantes reais que aparecem durante os cdlculos de fo cos’ ¢sen? ¢ d¢ para

todo i. Sabemos de (2.4) que f; é identicamente nula se e somente se a; = 0 para todo i par.
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Além disso,

27
cos' @ sen® 6 db

S—

2w

cos' @ sen® 6 sen((2k + 1)6) db

S—

27
cos?™1 0 sen’ 0 db

S—

27
cos?' f sen?6 db

S—

2w

cos' @ sen6 db

S—

2w

cos® 6 sen® sen((2k +1)0) df

S—

2

cos®t1 0 sen® sen((2k + 1)6) do

S—

Dai

d

27
—Fy(0 0,r)df =
| Erenme)

b ’ i+ 1
2 2 e

j=2 i=1

j par 4 impar

2
0

k I
Z Z jagbr / cos’ fsen f (Ozu sent + .. + iz, sen((i + 2)6)) do

j=2 i=1

J par ¢ impar

’I“(dfl()alb() + (dlzalbg + @30&3[)0)7’2 +

26

1=0,1,...
1, k=0,1,..
1=0,1,...
1=0,1,...
1=0,1,

1, k=0,1,
1, k=01,

27
a;bjr'™ / cos 7t g sen? 0dh+
0



141

onde d;; = —TAiHH +3J (oth]1 +ag Bl + ...+ a%iB;”), para todo i,j e k sendo o
j+i

maior nimero par menor ou igual a m.
Além disso,

2m b 2m
/ Fy(0,7)df = Z cir' ™ / cos' 0 sen® 0dO+
0 0

1=0
¢ par
k l o
Z Z 2r' a;b; / cos' it g sen? §df) =
0
j=0 i=1

j par 4 impar

A()C()T + ...+ AbeTb+1 + 2 <A26L1b0’f’ + A4(a3b0 + albg)’l“g + ...+ AH_]H_lTH—k Z Cl,ibj> .
i+j=l+k

Entao f(r) é o polindémio

T(’Oloalbo + (pr2a1bz + p3oasbo)r® + (praarbs + ps2asbs + psoasbe)r+ (2.7)
oo b+ Ageg 4+ Agcar® + .+ Abch’b>7 .

[+k—-1 9

onde p;; = &y; + 2A,1j41 para todo 7,j. Note que para encontrar raizes positivas de fo
devemos encontrar os zeros de um polinémio em r% de grau igual & max {T’ 2}

b
Temos que — = [—} e
2 2 2 2

1 1
. ny Ltk - {n ] + [T] Veja Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Valores de (I + k — 1)/2 escritos usando a funcao parte inteira.
n m 1 k (l+k—1)/2 [(n—1)/2] + [m/2]

fmpar | par | n | m (n+m—1)/2 (n—1)/2+m/2
par par |n-1| m mn—14+m-—1)/2 (n=1)—=1)/2+m/2
fmpar | impar | n | m-1 (n+m-—1-1)/2 (n—1)/24+ (m—1)/2

fmpar |n-1 |m-1|(n—14m—-1-1)/2|((n—1)—-1)/2+(m—1)/2

par

Concluimos que f, tem até max{[(n — 1)/2] + [m/2], [n/2]} raizes positivas. Além disso,
podemos escolher os coeficientes a;, b;, ¢ de tal modo que (2.7) tenha exatamente max{[(n —

1)/2] + [m/2], [n/2]} raizes positivas. Assim o Teorema 2.3.1 esta provado. -
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Tabela 2.4: Valores de Hy(m,n). Os valores em negrito melhoram os correspondentes valores

da Tabela 2.2.

48 1 49 | 50

24124 | —

24 125 | —

24 125 | —

25|26 | —

25126 | —

26 | 27 | —

26 | 27 | —

27 128 | —

27 |28 | —

28 | 29 | —

28 1 29 | —

29 30| —

29130 | —

47 | 48 | —

47 | 48 | —

13
6

7
7
8
8
9
9
10
10

12

11

10 |10 | 11

10 | 10 | 11

10

9
9

9

9
9

10 (10 |11 |11 |12

10 (10 |11 |11 |12

8

9
9

9
9

10
11

12
13

48 124 | 24 | 25 | 25|26 | 26 | 27 | 27 | 28 | 28|29 |29 | 30
49124 (24 |25 | 25|26 |26 |27 | 27 | 28 | 28|29 |29 | 30

50
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2.4 “Averaging’ de terceira ordem em equagoes de

Liénard

Aplicaremos a teoria de “averaging”de terceira ordem nas equacoes diferenciais polino-

miais de Liénard para obter uma cota inferior de H(m,n) para todo m,n > 1.

Teorema 2.4.1. Se para cada k = 3 o0s polinémios fX(x) e g* (z) tém graus n e m respecti-
vamente, com m,n > 1, entdo para || suficientemente pequeno, o nimero mazximo de ciclos
limites de média amplitude dos sistemas diferenciais polinomiais de Liénard (2.2) bifurcando

de orbitas periodicas do centro © =y, y = —x, usando a teoria de “averaging”’de terceira

- 1
ordem € Hsz(m,n) = {w] .

n

Z ax', fa(x

) =Y piat, gi(x) =Y b, go(w) =
=0 =0

2
Escrevendo fi(x) = Zaixi, fa(x)
i=0

Zdiwi e gs(z) = Zqixi, um sistema equivalente ao (2.2) com k = 3 serd encontrado.
i=0 i=0

Considerando-o em coordenadas polares (r,0) teremos:

=0

7= —sent (5A+5zB +53C’) ,
: cos 6 9 3 (2.8)
0= —1-— (eA+e°B+€°C),
r
onde
A= Z a;r 1 cos O sen O + Z bt cos' 6,
i?LO ’inzlo
B = Z c;r ™t cos’ @ sen O + Z d;rt cos' 6,
i=0 i=0
C = Zpir”l cos' @ sen ) + Z qir’ cos' 6.
i=0 i=0
Tomando € como nova varidvel independente o sistema (2.8) fica
d A2 cos 6 sen 6
d—g = cAsenf + % ( Bsenf — — 2707 ) +
”
A3cos?Osenf 2ABcosfsent (2.9)

“(

+ C'sen 9) +O(eh).

r2
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Sabemos por (2.4) que f; é identicamente nula se e somente se a; = 0 para todo i par,
e por (2.7) obtemos que f, é identicamente nula se e somente se os coeficientes a;, b; e ¢

satisfazem

1
=7 Y. pgab (2.10)
m

t+j=p+1
i fmpar, j par
onde p é par, A, e p;; sao dados na Secao 2.3.

Para aplicar a teoria de “averaging”de terceira ordem precisamos calcular a correspon-
dente fungao f3; definida em (1.17). A demonstracao do Teorema 2.4.1 serd consequéncia

direta dos préoximos lemas.

A demonstracao do préximo lema segue de cédlculos pesados e serd omitida.

Lema 2.4.2. As correspondentes fungoes y1(0,1) e y2(0,7) da teoria de “averaging”de ter-

ceira ordem sdo expressas por (2.6) e

yz(e,T) = Co + 017“ + CQT2 + ...+ C)\T)‘,

respectivamente, onde A = max{2n + 1,2m — 1} e

E 0 E 0 E 0
02k+1 = cz-jaiaj + dzjbzb] + eijaibjﬁ—f—
i+j+=2k i+j=2k+2 i+j=2k+1

k1
Z ia;0% + dopir + con) + Z bib; (Z ag;q cos(2i + 1)0) +

i+j=2k i+j=2k+2 =0
k+1
( Z a;a; + Z bib; + Z a;b;0 + d2k+1> (Z agi+2 cos(2i + 2)9) +
it+j+=2k i+j=2k+2 i+j=2k+1 i=0
k1
Z a;b; (Z ;s sen(2i + 1)6) +
i+j=2k+1 =0
k+1
( Z a;b; + Z a;a;0 + czk) <Z 30 s€0(20 + 2)9)) :
i+j+=2k+1 i+j=2k i=0
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Cow= Y chaaj+ > dibbi+ > elabio+

i+j+=2k—1 i+j=2k+1 i+j=2k
k+1
Z a;a; + Z bzbj + Z aibﬂ) (Z bgiJrl COS(Z?: + 1)9) —+
i+j=2k—1 i+j=2k+1 i+j=2k =0
k1
> b@) (Z b9;1o cos(2¢+2)9> +
i+j+=2k+1 i=0
k+1
Z abj + cop—1 + Z aibj(?) (Z by sen(2i + 1)0) +
i+j=2k i+j=2k
k1
Z aibj> (Z by sen (26 + 2)6’)) :
i+j+=2k =0

l ! ! l L o : — _
onde ab; q, ab; o, bhii1, ahiis, Z], dU, ij» Jij sao constantes reais para | = 1,2 and k =

A
0,1,..., =.
P 72

‘ 27 1 aQFl 9 ) o
Lema 2.4.3. A integral (s,7)(y1(s,7))*ds € o polinomio

o 2 Or?
7(Dg + Dir + Dor® + ... + D) (2.11)

(
n+2m—1 se m>n+1 e m oun par,

n+2m—2 se m>n+1 e men impar,

onde k =
3n+1 se m<n+1 e n par,
[ 3n se m<n+1 e n impar,
e
1 1
D, = E Bijraia;ax + E Vi ibjbrt
i+jtk=x—1 i+jrk=x+1
2 : 1
6Z'jkaiarjbk,
i+jtk=x

_ 1 o -
para x = 0,1,...,k onde ”k, fy”k, 0;;5 SG0 constantes reais.

Demonstragao: Denotaremos

0?Fy

W(Sﬂ’) = hy(r) + ha(r),

onde
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hy(r) = Z i(i + 1)a;r" " cos’ fsen? 0,
i=1
ho(r) = Z i(i — 2)bir" 2 cos' @ sen 0,
i=2
e
(y1(s,7))" = g (r) +291(r)ga(r) + g5(r),
com
g1(r) = s1(r) + s2(7),
onde
s1(r) = a1r? (agg sen 6 + g sen(36)) + ...
+apr' (Oal senf + ag sen(30) + ... + QLssy sen((l + 2)6) ,
So(r) = aor (100 + agosen(20)) + ...
+aprttt (a1b9 + agpsen(20) + ... + by, sen(b + 2)9) ,
e
1
g2(r) = bo(l —cos@) + ... + b,r™ (m——i—l(l — cos™ ™! 9)) :
Entao
0?Fy ) )
gz (5 7) Wils, )" = Tu(r) (g7(r) +201(r)g2(r) + g2(r)) +
ha(r) (91(r) + 291 (r)g2(r) + g3(7))
De
2m )
/ cos? fsen? Osen(p,0) sen(pa0)dd = My(2i,p1,p2) # 0, p1, p2 impares,
0
2m )
/ cos®t @ sen” O sen(p,0) sen(p6)df = 0, p1, p2 Tmpares,
0

para 1 = 1,2, ... temos que

l l

2m b
/ hi(r)si(r)?dg = Z Z Z C}jkaiajakri_lrjﬂrkﬂ
0
k=1 =1 i=2

k impar j impar i par
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k2 2
k e/ . .
onde (j;; = Z Z AR 1)Oép12+1j04p22+1kM1(2,P17P2)> com
pr=1 p2 =1

p1 Impar  po impar

53k o 1 Sep1:p2ej:k7

2 se py # pyouj £k

Assim, Hy(r) = fo% hi(r)s1(r)?df é um polinomio em r de grau 3n — 1 se n é par e 3n se n
¢ impar.

Sabendo que
2m )
/ cos' @ sen’® 6 sen(p,0)0 db = My(i,p1,0) #0, p1 fmpar,
0
2 ]
/ cos® 6 sen® @ sen(p.6) sen(pef) d = 0, p1 impar, ps par,
0

2
/ cos®t1 0 sen? 6 sen(p,f) sen(paf) df = Ms(2i,p1,p2) #0,  py fmpar, py par,
0

para 1 = 1,2, ... temos que

2 b l n
/ 2hy(r)s1(r)sq(r)do = Z Z Z ijkaiajakriflrjﬂrkH%—
0
k=0 j=1 i=1

k par 7 fmpar
b

l l

3 i—1_j+1. k+1

Yo DL Chaar T
k=0 j=1 i=1

k par j impar ¢ impar

k+2 J+2
onde (), = Z Z 2i(i + 1)ozp1T+1jozp2T+2kM>\(z', p1,p2), A=2,3.
p=1 p2=0

p1 fmpar  py par

2m
Assim o grau do polinomio Hy(r) = / 2hq(r)s1(r)se(r)df em r é 3n.
0
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/ cos' 0 (sen® ) 6% d = M,y(i,0,0) # 0,
0
/ cos? 6 sen® @ sen(p.0) sen(py0) df = Ms(2i,p1,p2) #0,  p1, po par,
0
/ 05?1 sen? 6 sen(p:6)sen(pa0) dd = 0, p1, P2 par,
0
2
/ cos' f sen®f sen(p6) 0 df = M;g(i, p1,0) # 0, p1 par,
0
para ¢ = 1,2, ... temos que

onde l]k

27 n
/ hi(r)sa(r)d = Z Z Z ijkaiajakri_lrj+lrk+1+
0
—0 j=0 i=1

k par j par
b b n

DR DI R RIPNE R
k=0 j7=1 =2
k par j par i par

b b n
6 i—1, j+1, k+1
E E E Cijk@iajaxr R S

k=0 j=0 i=1

k par j par
k+2 Jj+2
Z Z 5f)lfp2 i+ 1)0m+2 ozt WM(E, p1,p2), A =4,5,6 com 67F  como
p1=0 p2=0

p1 par  p2 par

27
acima. Assim Hj(r) = / hi(r)s3(r)df é um polinomio em r de grau 3n + 1 se n é par e
0

3n — 1 se n é impar.

Sabendo que
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2w
/ cos' @ sen®f sen(p,f) dd = 0, pr=1,2,..
0
2m )
/ cos® 6 (sen® @) 6 do = M(i,0,0) # 0,
0

2m
/ cos® 1 6 (sen?0) 0 df = 0,
0

para 1 = 1,2, ... temos que

2 m b n
/ hi(r)(s1(r) + s9(r))g2(r)dl = Z Z Z (ijaiajbkrz’lrﬁlrk,
0
k=0 j=0 i=1
J par

2
onde ki é fmpar e (), = i(i+1)ay;M7(i,0,0). Assim Hy(r) = / ha(r)(s1(r)+s2(r))ge(r)do
0
é um polinomio em r de grau 2n+m—1 se m é par, 2n+m se n é par e m impar, e 2n+m—2
se n, m sao impares.

As igualdades

2
/ cos? @ sen?0 df = M;g(i,0,0) # 0,
0

2
/ cos® 0 sen?6 dfd = 0,
0

para ¢ = 1,2, ... implicam que
2 m m n
JRGE IR SED DR SR Tl
0
k=0 j=0 i=1

1 sej=k,

onde ¢, = dji(i + 1)Ms(i,0,0) com &5, =
2 sej+#k.

27
Assim Hj(r) = / hi(r)g3(r)df é um polinémio em r de grau 2m +n — 1 se n ou m sio

0
pares e 2m +n — 2 se n e m sao impares.
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27
/ cos' 0 sen® sen(pi0) sen(pxf) dd = 0,  pi, pp impar
0

para 1 = 1,2, ... temos que
2
Hg(r) = / ho(1)s3(r)dd = 0.
0

Das integrais

2
/ cos® 0 (senf) 6 sen(p.6) df = Moy(i,p1,0) #0, p; impar,
0
2m )
/ cos?*1 0 (senf) O sen(p.0) df = 0, p1 impar,
0
2m )
/ cos' 0 senf sen(pi0) sen(paf) dd = 0, p1 par, p impar |
0

para ¢ = 1,2, ... temos que

27 l b m
/ ha(r)s1(r)se(r)dd = Z Z Z (pbiajapr™ 2T TR
’ k=1 j=0 i=2

k impar j par ¢ par

+2 o
onde () = Z i(i — 1)agjap 1, My(i,p1,0). Assim Hy(r) = / ho(r)s1(r)sqa(r)do é
? 0
p=1
p1 impar

um polinomio em r de grau 2n +m — 1 se m é par e 2m +n — 2 se m ¢é impar.
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As formulas

2
/ cos' 0 (sen @) 6* df = Mi(i,0,0) # 0,
0
2m ]
/ cos® 6 (sen®) 6 sen(p,6) do = 0, p1 par,
0
2m )
/ cos®1 0 (sen®) 0 sen(p10) d) = Myi(i,p1,0) #0, p; par,
0
2 )
/ cos' @senf sen(p10) sen(paf) dd = 0, p1, p2 impar,
0

para ¢ = 1,2, ... implicam que

2m b b m
/ = 3 3 S Wb
0
k=0 j=0 i=1
k par j par

b b m
Z Z Z Ciljlkbiajakri_ZTjHTHl,
k=0 j=0 i=1
k par j par k impar

onde
no= 6lkz(z — DayjaMio(i, p1, 0),
b+2
e 8 Sttt
p1 par
com
1 1 sej=kF, 2 1 sej==Fk, p=0,
5]](? - 5jk:p1 - .
2 sej#k, 2 sej#k, pi #0.

2
Assim Hg(r) = / ho(r)s3(r)df é um polindémio em 7 de grau m+2n se n é par e m+2n — 2
0

se n ¢ impar.

37



21
cos? 6 senf sen(pif) dd = M(i,p1,0) #0,  p; impar,

S—

27

/ 0s**1 0 senf sen(p,f) dd = 0, p1 impar,
0
2m )

/ cos' 0 (sen ) 0do = Mi3(4,0,0) # 0,
0
2m ]

/ cos® 6 senf sen(p1f) dd = My(i,p1,0) #0,  p; par,
0
27

/ 0s* 0 senf sen(pf) dd = 0, p1 par,
0

para ¢ = 1,2, ... temos que

m

/ﬂh2<7")(31<?")+32<7"))92(7”)d9: Z Z Z Cz]kb a;br =2k
’ k=0 j=1 i=1

j impar

m b m
SN S e
k=0 57=0 i=1
J par

m ! m
Z Z Z (iﬁbiajbkri_zrjﬂrk,
k=0 j=1 i=1

J par
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onde

& di-1)
Z ) a%leg(i,pl,O) para k + ¢ par,

12 pr=1
ijk
p1 Impar
\ 0 para k + ¢ impar,
s i—1) _
ik T TE i 041jM13(Z,0a0)a
42 .
i(i —1) : :
Z 2 aplTujMM(z, p1,0) para k + ¢ par,
b= oo
p1 par
0 para k + ¢ impar.

\

2
Assim Hy(r) = / ha(r)(s1(r) + s2(r))ga(r)df ¢ um polindémio em r de grau 2m +n — 1 se
0
n ¢ par e 2m +n — 2 se n ¢ impar.

Das integrais

2
/ cos'0 senf df = 0,
0

para ¢ = 1,2, ... temos que

Hiyo(r) = /0 ’ ha(r)g3(r)dd = 0.

10

27 2
10°F;
Concluimos que / =L, )y (s,r))2ds = E H; cujo grau é o maior dos graus dos
0 2 0r? —

H;. Assim concluimos a prova do lema. =

As demonstragoes dos préximos trés lemas sao similares a prova do lema anterior e serao

omitidas.
: T1OF, , o
Lema 2.4.4. A integral éa—(s,r)(yg(s,r))ds ¢ o polinémio
0 r
4 2 9
—(Bo + Bir + Eyr® + ..+ Egr"), (2.12)
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n—+2m se m>n+1 e n par,

n+2m—1 se m>n+1 e n impar,

onde 9 =
3n+ 2 se m<n+1 e n par,
| 3n+1 se m<n+1 e n impar,
e
2 2 2
By = Y Bhaar+ Y Adpaibibe+ Y 0Xbici+
itj+k=21—1 it j+k=21+1 itj=21
2 2
Z ni;aid; + Z Uy a0 bg,
y=2 itj+k=2l
i par
2 2 2
= Z @jkaiajak + Z ’}/l-jkaibjbk —+ Z (Sl-jbiCj—F
itj+k=21—2 it+j+k=21 itj=21—1
2 2 2
Z nijaidj + Z Uijkaiajbkw + Z S @iC4T,
= itj+h=21—1 i+j=21-2
i par i par

)
_ 2 2§22 .92 2 = ~
paral =0,1, ..., > onde B, YVigks Oijs Mij» Vijks Sij SG0 constantes reais.

T 1 9F.
Lema 2.4.5. A z'ntegml/ ia—2(s,r)(y1(s,r))ds € o polinomio
0 r

g(F0+F1T+F2r2+---+FUTV)7 (213)

n+ 2m se m>n—+1 e n par,

n+2m—1 se m>n+1 e n impar,
onde v =

3n + 2 se m<n+1 e n par,

3n+1 se m<n+1 e n impar,

F21+1 = Z ﬁ?jkaiajak + Z ’ngjkazb]bk —+ Z 65’]sz]+

i+j+k=21—1 i+j+k=21+1 itj=21

Z n?jaidja

i+j=21
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By= Y Bhagat > adabibet Y b+

i+ jt+k=21—2 i+jt+k=2l i+j=21—1
3 3 3
E nijaidj + E ’Uijkaiajbkﬁ + E G AiCy T,
i+j=21—1 o o
B itji+k=20-1 i+j+=20-2
i par 1 par
ara l =0,1 v onde 33 363 m3. vd 3 sdo constantes reais
p T My by ey 27 ijk; %]’k} ij7 771]; ijkz §Z~ .

2m
Lema 2.4.6. A integml/ F3(s,r)ds € o polinomio
0

T
—(Go + Gar? + ... + Gyr¥), (2.14)
,
.
n—+2m se m>n+1 e n par,
n+2m—1 se m>n+1 e n impar,
onde Y =
3n+2 se m<n+1 e n par,
| 3n+1 se m<n+1 e n impar,
e
Go = Z ﬁfjkaiajak + Z ijkaibjbk + Z 5?]-172-6]'4‘
i j+h=21—2 it+j+k=21 ij=21—1

Z Mijtid; + par—a,

i+j=21—-1

4

— ¥ 4 4 542 ~ ‘
para l=0,1,..., 1 onde B, Vijks Oijs Mij» Vi G0 constantes reais.

Pelos lemas 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5 e 2.4.6 obtemos
_« 2 3 4 o—1 4
fg(T’) = ? (M0+M1T+M2T +M37“ +M4T —I—...—l-MQ_lT +MQT' ),

onde
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My, = E Bijkaiaja, +

it j+k=21—1

Z nijaidj +

i+j=21

2.

i+ j+k=21+1

2.

i4j=2I

1 par

>

i+jt+k=21—2

2.

i+ j+k=21—2

Vija;aibp,

My = Z Bijraibiby +

itj+k=21

+ Z nijaidj +

i+j=21—1

2.

itj+k=2—1

2.

Vijkaiajbk +

1 par

2.

itj+hk=20-2

1 par
2
TijkAi A AT,
1 par

paral=0,1,2,...= e

N |

n+2m se m>n—+1 e

n+2m—1 se m>n+1 e

3n+ 2 se

\ 3n+1

m<n—4+1 e

se m<n—+1 e

Aplicando as igualdades a; = 0, para todo i par e (2.10),

para k impar. Além disso, de (2.10) obtemos ¢, =

i+j=20—2

2.

%jkaibjbk—k Z 5ijbicj+

i+j=21

fyijkaiajak + Z 5ijbicj

i+j=2l—1

Mijk@iQQx + To_oPo—o+

pijkaicj T+

par,
impar,
par,

impar.

obtemos que My =0e M, =0
a;b; = 0 para k > 0. Entao

itji=k+1

1 impar

J par
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M, = 0 para k maior que

n+m—2 se n, m impares,
n+m—1 se n impar, m par,
n-+m—2 se n, m pares,

n+m—1 se n par, m impar.

Assim
fg(’l“) = Qr (M2 + M4T2 + M@’f’4 + ... 4+ MA_47“>\_2 + M)\_QTA)
onde
M, = Z Bijraibsbi + Z 0;bici+
i+7+k=uw, i+j=w-—1,
i impar i par
J par j impar
k fmpar
Z nz{jaidj + WwPu-2-
i+j=w-—-1,
i fmpar
j par

Consequéntemente f3(z) é um polinomio de grau A na varidvel r2. Entdo f3(z) tem até
n+m—1
2

que este é o numero maximo de ciclos limites do sistema diferencial polinomial de Liénard

raizes positivas. Assim, pela teoria de “averaging”de terceira ordem concluimos
(2.2) com k = 3 bifurcando das érbitas periédicas do centro & = y, y = —z. Isto completa

a prova do Teorema 2.4.1.

A seguinte Tabela resume nosso resultado.
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Tabela 2.5: Valores de Hz(m,n). Os niimeros escritos no estilo 6 coincidem com os corres-

pondentes na Tabela 2.1. Os ntimeros escritos no estilo 6 sao menores que os correspondentes

da Tabela 2.1. Os ntimeros escritos no estilo 6 nao estao presentes na Tabela 2.1.

n

12345678 9]10]|11|12]13 48 | 49 | 50
Ljjof[1|1|2]2|3|3]4|4]5|5|6]6 24 | 24 | —
2 1|1 223|838 4| 4|5|5|6]6|7 24| 25| —
3122383445566 77 25| 25| —
421238445566 7| 7|8 25 | 26 | —
5028344565667 |7|8)|8 26 | 26 | —
6 | 3|84 45566 |7|7|8|8|9 26 |27 | —
T3 4455667788909 27 |27 | —

mi8 (4| 4|55 6[]6|7|7|8|8[9]|9/10 27 |28 | —
9 4|5 |5|6|6|7|7|8|8|9|9]10| 10 28 [ 28 | —
1005566 7|7|8]8|9]|9]|10|10]11 28 (29 | —
1566|778 |8[9]|9 1010|1111 29 (29 | —
12006 6|7 7]8|8[9]9 1010|1111 |12 29 (30 | —
136778899 ]10/10|11|11|12]|12 30 (30 | —
20 10| 10| 11| 11{12 |12 |13 |13 |14 |14 | 15|15 16 33 (34| —
48 | 24| 24| 25| 25|26 |26 |27 |27 |28 2829|2930 47 | 48 | —
49 |24 25| 25| 26|26 | 27|27 |28 |28 2929|3030 48 | 48 | —
oL i bbbyl BE
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CAPITULO 3

RESSONANCIA EM R*

Estudamos a bifurcacao de ciclos limites de centros em dimensao 4 sob uma classe de sistemas
diferenciais polinomiais. Nossos resultados estabelecem uma cota superior para o nimero
de ciclos limites. Essa cota dependerd do grau do polindmio de perturbagao considerado.

Utilizaremos o método de “averaging”de primeira ordem.

3.1 Introducao

O problema de determinar o nimero méaximo de ciclos limites que um dado sistema
diferencial pode ter, tornou-se um dos principais topicos em teoria qualitativa de sistemas
diferenciais.

A segunda parte do 16° problema de Hilbert, resumidamente falando é, encontrar uma
cota superior para o nimero de ciclos limites que um sistema diferencial polinomial planar
com um determinado grau pode ter.

No capitulo anterior, estavamos interessados em encontrar o nimero de ciclos limites
bifurcando de um centro planar quando o perturbamos dentro de uma classe de sistemas
de Liénard. Relacionado a este problema existe um especial interesse na seguinte questao:
Quantos ciclos limites surgem de uma perturbacao de um centro no plano? Este problema

tem sido estudado por muitos pesquisadores e muitos resultados foram obtidos, veja, por
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exemplo, o livro [9]. Neste capitulo, nossa principal preocupacao é trazer este problema para
dimensao superior.

Consideremos o seguinte problema: Quantos ciclos limites surgem das orbitas periodicas
de um centro em R* quando o perturbamos dentro de uma classe de sistemas diferenciais

polinomiais? Mais precisamente, considere

T = Az, (3.1)
onde
0O —p 0 0
0O 0 0
a=|7r ,
0 0 0 —q
0 0 g O

com p e q inteiros positivos, primos entre si. Fazemos a seguinte perturbagao
&= Az + eF(x), (3.2)

onde £ € (—¢&gp,&9) ¢ um pequeno parametro real e F' : R* — R* é um campo vetorial
polinomial F(z) = (F'(x), F*(z), F3(z), F*(z)) da forma F¥ = FF + F& onde FF, i =1, N
sao polinémios homogéneos de grau 7 nas variaveis r = (z1,x2,r3,24) € N é um nimero

inteiro. Assim o sistema (3.2) fica

7 = —pry + e(Fi(z) + Fy(x)),
iy = px + e(Fi(z)+ F3(x)), (3.3)
g3 = —qug + e(FP(x)+ FR(v)),
gy = qxy + e(Fi(z) + Fy())
Assumimos que
Ey = Z a?jkzxiﬂchlgdp
i+j+k+l=m

param=1Nen=1,23,4.
Nossos resultados sao baseados na teoria de “averaging”de primeira ordem. Para aplica-
la, precisamos de uma conveniente mudanca de coordenadas a qual escreve o sistema (3.3)

na forma padrao de “averaging”.
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Lema 3.1.1. Mudando as varidveis (x1, 2, x3,x4) a (0,7, R, s) por

1 = rcos(p 6), xe = rsen(p 0),
r3= Rcos(q(0+s)), za= Rsen(q(f+s)),

o sistema (3.3) € transformado em um sistema da forma

dr 9

@ — 5H1<07T7R75>+O(8 )7

= 0. R5) +O(), (34
ds 9

i eH3(0,r, R, s) + O(e?),

onde,

Hy= (F}+F})cos(p 0) + (F? + F)sen(p 0),
Hy = (F}+ F3)cos(q(0+ s)) + (F + Fx)sen(q(6 + s)),
o= (R + ) cos(a(9 +5)) = (F} + FR) sen(q(6+ 5))) -

(12 FR)cos(p ) — (L + Fh)sen(p 0))

Tomamos ¢ suficientemente pequeno, n arbitrariamente grande e D,, = (1/n,n)x (1/n,n) x
S'. Entdo o campo de vetores do sistema (3.4) estd bem definido e é continuo em S x D,, X
(—ey,e5) onde 8,5 € S', r, R € [t,n) eec € (—ef,e5). Além disso, ele é 2m-periddico em

relagdo a 0 e analitico em relagao a (r, R, s,€).

Demonstracao: O sistema (3.3) nas variaveis (6, r, R, s) fica
6 = 1+ 61)% (FE+ F%)cos(p 0) — (F! + Fy)sen(p 6)),
= eHi(0,rR,s),

R = eHy(0,r,R,s),
$ = eHs(0,r R,s).

(3.5)

Note que para |e| suficientemente pequeno, 9(15) > (0 para cada t onde (0,7, R,s) € S! x D,,.
Eliminamos a variavel ¢ no sistema acima considerando ¢ a nova variavel independente. O
lado direito do novo sistema estd bem definido, é continuo em R x D,, x (—¢y,e¢), é 27-
periédico em relagao a variavel independente 6 e analitico em relagao a (r, R, s). Ap6s uma

expansao em relagdo ao pequeno parametro e, obtemos (3.4). -
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3.2 As fungoes h;(r, R,s) parai=1,2,3

Nosso objetivo é aplicar o Teorema 1.3.5 em (3.4). Assim o préximo passo é encontrar

a correspondente fungao (1.13). Vamos denoté-la por h : D,, — R3 h = (hy, hy, h3)T. Para

cada 7 = 1,2, 3, a componente h; é definida pela férmula

2m
hi(r, R,s)—/ H;(0,r, R, s)do,
0

onde as fungoes H; sdo dadas em (3.4).
Para calcular a exata expressao de h, usamos o seguinte lema cuja prova pode ser vista

em [4].
Lema 3.2.1. Sejam n um nidmero inteiro nao negativo, o e 3 numeros reais. As sequintes

afirmacoes se verificam

[n/2]

(a) cos" a = Z b; cos ((n — 2i)a);
i=0
n/2
Z b; cos ((n — 2i)«) sen € par;
noo_ =0
(b) sen™ o = (m1)/2

Z b;sen ((n — 2i)a) semn € impar.
=0

(c) A expressdo cos’ asen’ a cost Bsen' 3, onde i, j, k,l sdo inteiros ndo negativos, € igual

a

[52] [

cmm cos (147 —2m)a) £ ((k+1—2M)p)),

m=0 M=0
ou

(2] [

SN dmursen (i +j — 2m)a) £ ((k+1—2M)B))

m=0 M=0

se j+ 1 € par ou impar, respectivamente.

Lema 3.2.2. As sequintes afirmacoes se verificam.

(a) Se N =p+q—1 € par entao
hi(r, R,s) = air + 17 ' RP (by sen(pgs) + c1 cos(pgs)) .
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(b) Se N =p+q—1 é impar entio

N—-1

hi(r,R,s) = air + 7' RP (by sen(pgs) + ¢; cos(pgs)) + Z dyrN M R
M=0

)

onde ay, by, ¢; e dl;’s dependem dos coeficientes de perturbacio de F(z).

Demonstragdo: Escrevemos H; = H{ + HY onde H] = F} cos(pf) + F?sen(pf) e hy =

A 1 [20
hi + hY com h] = By H{(6,r,R,s) df, j =1, N. Assim
T Jo
hi(r, R, s) =
1 [ o , ,
Z b / alur ™ RE T cos™ (ph) sen’ (pf) cos® (q(6 + s)) sen’ (q(6 + s))do+
itj+ht=1 0

1 [ o , 4
Z D / az;ur ™t RF cos' (pf) sen’ (pf) cos® (q(0 + s)) sen’ (q(0 + s))d =
i+j+kH=1 0

1 2
1000 T 49100
2

Agora calculamos

hy'(r, R, s) =

1 [ o , 4
Z D / alur ™t RF cos™ (ph) sen’ (pf) cos® (q(0 + s)) sen’ (q(0 + s))d6+
i+ HhH=N 17T o N | |
Z by / afjkﬁ”]RkH cos’ (pf) sen? ™ (pf) cos™(q(0 + s)) sen’ (q(0 + s))db.
i+j+k+l=N 0

Aplicando o Lema 3.2.1 temos que

) 1]

[
L 1 [ g
m(rRs)= Y r”’R’“H% / Ck(9)db
it+j+k+I=N 0 m=0 M=0

onde C7* (9) 6
c;ffé[ cos (((z +i+1=2m)pd) £ (k+1—2M)q(0+ s)))-I—
d?% sen (((i +j +1—2m)pf) £ ((k +1—2M)q(0 + 5))),

49



ol il . N : .
com ¢V, e d?V, dependentes dos coeficientes da perturbagao. Todas estas integrais em

relacao a 6 sao nulas exceto onde

p(i+j+1—2m)=qlk+1—2M). (3.6)

Sem perda de generalidade, assumimos que p < q. Como p e ¢ sao primos entre si, existe
um inteiro positivo n tal que i +j+1—2m =ng e k+1—2M = np. Além disso, é facil
verque 0 <i+757+1—-2m <N+ 1=p+q. Entao ng <p+gq, istoé,ngp% < 2. Assim
temos duas possibilidades: (1) k+1—2M =0, ou (2) k+1—2M = p.

Primeiramente consideremos o caso onde N = p+qg—1épar. Se k+1—2M =0
entdo k + 1 é par. Dai i+ j = N — (k + 1) é par pois N é par, o que contradiz (3.6). Se
k+1—2M = pentao (3.6) implica que k+1+2m = p. Assimm =0ek+{ =p. Assim M =0
e i+ j = q— 1. Portanto, neste caso, temos hi¥(r, R, s) = 19 ' RP(b; sen(pgs) + ¢ cos(pgs))
com by e ¢; dependendo de 7% e d7%  Assim demonstramos a afirmacio (a).

Agora consideremos o caso N = p+ ¢ — 1 impar. Se k + [ — 2M = 0 entao de (3.6)
temos que k + [+ 2m = p + ¢q. Assim para cada M de 0 a (N — 1)/2, obtemos os termos
dirNTPMR2M Qe k + ] — 2M = p entdo (3.6) implica que k + [+ 2m = p. Assim m = 0
e k+1 = p. Consequentemente, M = 0 e i+ j = q— 1. Finalmente temos h¥(r, R,s) =

N-1
2
ri~1RP(by sen(pgs) + ¢; cos(pgs)) + Z NP R com by e ¢y dependentes de ¢7%, e dIR
M=0
Isto demonstra a afirmacao (b). -
Lema 3.2.3. As sequintes afirmacoes se verificam.
(a) Se N =p+q—1 € par entio
ho(r, R, s) = agR + r*RP~ (by sen(pgs) + ¢ cos(pgs)) .
(b) Se N=p+q—1 é impar entdio
N1
2
ho(r, R, 5) = agR + r?RP~* (bysen(pgs) + ¢y cos(pgs)) + Z @2, PN GMAD RIMAL
M=0

onde ay, by, co e d3; dependem dos coeficientes da perturbagao.
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Demonstragao: Como no Lema 3.2.2 escrevemos
H, = H} + H} onde Hj = F}cos(q(0 + s)) + Fisen(q(f + s)), ha = hi + hY e hj =
1 2m

— HL(0,r, R, s)df, j =1,N. Assim
21 Jo

hy(r, R, s) =

2
ST o [ R cos (p6)sen (p9) cost a0+ 5))sen (a6 -+ 5)) o+
0

i+jt+k+l=1

1 [ - , .
g o / g™ RF cos’ (pf) sen? (pf) cos® (q(0 + s)) sen' ™ (q(6 + s5))df =
i+jtk+i=1 TJo

3 4
4010 + Go001 R
2
Agora calculamos hY(r, R,s). Encontramos uma similar expressiao a obtida no Lema

3.2.2 exceto que os termos da integral que nao sao necessariamente nulos sao dados por:

p(i+j—2m)=qk+1+1—-2M). (3.7)

Primeiramente, consideramos o caso N = p+q¢g—1par. Se k+1+1—2M = 0 entao k+1
é impar. Dai i + j é impar o que contradiz (3.7). Se k+ 1+ 1— 2M = p entao (3.7) implica
que k+1l4+2m=p—1 Assimp—1+2M+14+2m=pem =M =0. Logok+1l=p—1
ei+j=q.

No caso N = p+ ¢ — 1 impar temos o seguinte. Se k+ 1+ 1 — 2M = 0 entao (3.7)
implica que k + [+ 2m = N. Assim para cada M de 0 a (N — 1)/2, obtemos os termos
d2,rN-@MA) R2MH1 Qe | 4 [ 41 — 2M = p obtemos o mesmo que no caso N par, isto é,

k+l=p—1lei+j=q.

Resumindo, se N é par entao

hy (r, R, s) = r2RP~(by sen(pgs) + ¢ cos(pgs)),

e se N é impar
—
hy (r, R, s) = r"RP~(by sen(pgs) + 3 cos(pgs)) + Z d3 N MA) RAMAL
M=0
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2 ijkl | ijkl : <
com by, ¢z e dy; dependendo de ¢, e d,7,. Isto conclui a demonstracao do lema. -

Lema 3.2.4. As sequintes afirmagcoes se verificam.

(a) Se N=p+q—1 € par entao hs(r,R,s) é

asz + 7 2RP (bgsen(pgs) + c3 cos(pgs)) + 7 RP2 (dz sen(pgs) + ez cos(pgs)) .

(b) Se N =p+q—1 é impar entdo hs(r,R,s) é

as + 172 RP (by sen(pgs) + c3 cos(pgs)) +

N—-1

=
r?RP~? (ds sen(pgs) + e3 cos(pgs)) + Z A3, pN— (@MY p2M
M=0

onde as, bs, c3, dz, e e d3; dependem dos coeficientes da perturbagao.

Demonstragao: Escrevemos Hy = H} + HY onde

A 1 1
H) = Ra (F]4 cos (q(0 + s)) — Ff sen (q(0+ s))) — o (F]2 cos — F} senf) |
A 1 2
e hy = hl + hY onde h§:2—/ H(0,r, R,s)dd, j =1, N.
T Jo

Usando os mesmos argumentos dos Lemas 3.2.2 e 3.2.3 obtemos

4 3 2 1

1 _ Qgp1o0 — Ggoo1 Q1000 — Q0100

hs(r, R, s) = — :
2q 2p

Agora calculemos hi (r, R, s). De forma andloga aos Lemas 3.2.2 e 3.2.3 obtemos duas

somas da forma

i 1P 2 i
WY (r,Rs)= Y R oo /O > Cim(0)do+
itjth+l=N m=0 M=0
eIy
o 1 &
Z 7,1+j*1Rk+l2_ / E;glljﬂ\fl(e)de’
. ™ Jo
i+j+k+I=N m=0 M=0

onde C7% (9) ¢

c:fj\z cos (((z +j—=2m)pd) + ((k+1+1—-2M)q(0+ s)))+
A% sen (((i+ j —2m)pf) + ((k +1+1—2M)q(0 + 5))),
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e B9 (9) ¢

eM cos (((i 47+ 1 —2m)ph) £ ((k +1—2M)q(0 + 5)))+
fivesen (((i+ 5+ 1 —2m)pd) £ ((k + 1 — 2M)q(0 + s))),

ijkl  gijkl ikl | rijkl . ~
com ¢, Aoy €mnr € froay dependendo dos coeficientes da perturbagao.

Na primeira soma os termos cujas integrais nao sao necesariamente nulas sao dadas por
p(it+j—2m)=qlk+1+1-2M), (3.8)

€ na segunda soma por

pi+j+1—2m)=qlk+1—-2M). (3.9)

Os mesmos argumentos usados no Lemas 3.2.2 e 3.2.3 mostra que, na primeira soma se
N ¢ par entdo os termos que permanecem sao r¢RP~%(d3sen(pqs) + ez cos(pgs)) e se N é
fmpar rN"CMFORIM com M de 0 a (N — 1)/2, e 77RP~%(d3 sen(pgs) + ez cos(pgs)).

Na segunda soma, se N é par entdao o termo 79 2RP(bssen(pgs) + c3cos(pgs)) perma-
nece. Se N é fmpar obtemos os termos di,rV"CMTURIM com M de 0 a (N — 1)/2 e

7972 RP(bz sen(pgs) + c3 cos(pgs)). Isto conclui a demonstragao do lema. -

Lema 3.2.5. Sejam p, q, o, (8, v e d numeros inteiros nao negativos tais que o+ 3 = q— 1

ey+9 =P Entao
1 ™
o / cos®(ph) sen” (ph) cos?(q(0 + s)) sen’ (q(0 + s))df =
T Jo

( (-5
CU= costpas) e B, 8 pares:
(=)= .
e — sen(pgs)  se B par, § impar

(_1)5+t25—1 /

T sen(pgs) se [3 impar, 6 par ;
(_1)B+g—2 5 /

\ Wcos(pqs) se 3, 0 impares.
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Demonstragao: A expressao cos®(pf) sen®(pf) cos”(q(0 + s)) sen®(q(f + s)) pode ser es-

il 4 =0\ [ i _ o—ipd B/ gia(0+s) 4 e—ia(0+s)\ 7/ gia(O+s) _ o—ig(6+s) g
crita por - : . Na
2 21 2 21

expansao dessa expressao somente consideramos os termos e??, ¢~ ¢11(0+5) ¢ e=1a(0+s) que

possuem grau superior, isto é, a+ 3 = qg—1e v+ = p, pois a integral dos outros termos no
ez’pq@ i (_1>ﬁe—ipq9) <€ipq(9+s) 4 (_1)6e—ipq(0+s)>

intervalo [0, 27] s@o zero. Assim temos (

24 48 op 70
Logo
g ' B

(—1 2

el 4 (—1)Pe=tpa 241 cos(pqf) se [ par

€ —1)~e

29 ;8 =
(-1 /
W Sen(pqg) Se ﬁ mmpar.
\

)

—1
<2p1 cos(pq(0 + s)) se 0 par,

M

6ipq(6'+s) + (_1)6€—ipq(9+s)

2 9

6—1

(=1

12 sen(pg(6 + s)) se d impar.

Para (3,0 pares temos:

1 21

27 Jo

%/0 " ((;ql_)f cos(pq9)> <(2—pl_)12 cos(pq(f + s))) do =

B+d
2

cos®(ph) sen” (ph) cos? (q(6 + s)) sen’ (q( + s))dh =

(=1

W COS(pQS).

Os outros casos sao similares e concluimos a demonstracao. -

Lema 3.2.6. A func¢do hy do Lema 3.2.4 é tal que by = —c1/p, c3 = bi/p, d3 = —c2/q e
e3 = by/q.

Demonstragdo: Seja al,ziajrka um monomio de Fjy tal quei+j =q—1ek+1=p.

Pelas expressoes de hy e hz estes monomios aparecem em h; como

1 2

o alicos'™ (p) sen’ (pf) cos™ (q(0 + s)) sen’ (q(6 + s))df (3.10)
0
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e em hs como
1 21

o agjklwsi(pﬁ) sen? ™ (pf) cos™(q(0 + s)) sen’(q(0 + s))db. (3.11)
0

Pelo Lema 3.2.5 temos que (3.10) e (3.11) sao iguais a (veja Tabela 3.1):

Tabela 3.1: Valores das integrais (3.10) e (3.11).

3.10 3.11
) a}jkl(_l)ﬁ—l az‘ljkl(_l)j+l
j, [ pares SN cos(pgs) BT sen(pgs)
. , a’zljkl(_l)jﬂil alljkl<_1 et
j par | impar N sen(pgs) N, cos(pgs)
. D
’ 2N 2N
ajj (—1)7+2 azl'kl<_1];j+l

4, 1, impares ]Q—N cos(pqs) J o, sen(pgs)

Para j, [ pares, o coeficiente a}jkl do monoémio aparece na soma que determina o coefi-
ciente de 1971 RP cos(pgs) em hj, e também aparece na soma que determina o coeficiente de
ri=2 RP sen(pqs) em hs com sinal oposto e dividido por p.

1
ijk

Para j par e [ impar, o coeficiente a;;,; do monomio aparece na soma que determina
o coeficiente de 97! RP sen(pgs) em h;, e aparece na soma que determina o coeficiente de
r?=2RP cos(pgs) em hs dividido por p.

Para j, [ impares, o coeficiente a%jkl do monomio aparece na soma que determina o coe-
ficiente de r?~!' RP cos(pgs) em hj, e na soma que determina o coeficiente de r7~2RP sen(pgs)
em hg dividido por p.

Para j impar e [ par, o coeficiente ailjkl do monomio aparece na soma que determina o co-
eficiente de 791 RP cos(pgs) em hy, e na soma que determina o coeficiente de 7?2 RP sen(pgqs)
em h3 com sinal oposto e dividido por p.

Podemos fazer o mesmo para todos os monomios de Fz, F'y e Fiy e finalmente provamos

que bz = _Cl/pa C3 = bl/p7 ds = —02/q € e3 = b2/q‘ ]

3.3 Caso N par

Nesta secao consideraremos N = p + g — 1 par.
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Proposicao 3.3.1. Se N ¢€ par entao

hi(r,R,s) = ar + r7 ' RP(by sen(pgs) + ¢1 cos(pgs)),
ho(r,R,s) = ayR + r?'RP~(bysen(pgs) + ¢z cos(pgs)),

b
h3(r, R, 8) = as + TQ—QRP (—ﬁ Sen(pqs) -+ _1 COS(pqs)) + (312)
p D
74 RP—2 (_%2 sen(pgqs) + %zcos(pqs)) )

Demonstragao: A demonstracao segue diretamente dos Lemas 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 e 3.2.6.

Teorema 3.3.2. Considere p,q niumeros inteiros primos entre si com p +q > 2, p > 1
e N =p+q—1. Entdo para N > 2 par e € # 0 suficientemente pequeno as sequintes

afirmacoes se verificam.

(a) Se a fungdo deslocamento de ordem e ndo € identicamente nula, entdo o nimero
mdzximo de ciclos limites da equagdo diferencial (3.2) que bifurcam das orbitas periddicas

do sistema (3.1) € menor ou igual a 2pq.

(b) Eziste exemplo da equacao diferencial (3.2) possuindo 2pq ciclos limites que bifurcam

das drbitas periddicas do sistema (3.1).

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 3.3.1, as fungoes hy(r, R, s), hao(r,R,s) e
hs(r, R, s) sao dadas por (3.12). Consideremos a seguinte mudanga de varidveis: A = —, B =
r

ri= RPL u = sen(pgs), v = cos(pgs). Nessas novas varidveis o sistema (3.12) fica:

R

1(A, B,u,v hi(r,R,s)/r = a3+ AB (biju + cqv),
2(A, B,u,v ho(r,R,s)/r = a3 A+ B (bou + cov),

) pu—
) pu—

3(A,B,'LL,1}) = Rhg(?”7 R7 8)/?” = aJ3A+ B (_%U‘i‘ b—QU) + AQB (_E’U,—F ﬁ'U) )
) pu—

!

1

q q p p
w? + 0 —1.

714(A, B,u,v

Seja h; = ﬁi(A, B, u,v) para i = 1,2, 3,4. Devemos resolver (izl, ho, hs, /34) =(0,0,0,0).

De ilg = ( temos
- —Aa2

byt + v’
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Substituindo B em h; = 0, obtemos

a1 (bou + cov)
as(byu + cv)’

e entao

. —a9 aq (bQU + CQ’U)
bgu + Cov ag(blu + Cl’U) )

Agora, substituindo A e B em hs = 0 temos

Biu? + Byuv + Bsv?
pq(bau + cov)(biu + ¢qv)

=0, (3.13)

onde

By = pqazbiby + pasbico + gaibacy,
By = pq(asbacy + azcaby) + plagcica — agbiba) + qaicica — aybaby),

Bs = pgascacy — pasciby — qaqcab;.

Os zeros de (3.13) sdo u = v = 0 ou um par de retas passando pela origem. Entao o
nimero maximo de solugoes de (3.13) e u? + v* = 1 é 4. Note que para cada zero de
(El,iLQ,;Lg,iLgl) = (0,0,0,0), com A > 0 e B > 0, podemos encontrar pq zeros (1, R,s) de
(hi, ha, hs) = (0,0,0). Observe que se para um zero (ug, vg) de (3.13) obtemos uma solugao
By > 0, entao para (—ug, —vp) solugao de (3.13) obtemos —By < 0 que é impossivel. Isto
prova que o numero maximo de zeros de (hy, ho, h3) = (0,0,0) é 2pq. Portanto pelo Teorema
1.3.5, o nimero maximo de ciclos limites obtidos via teoria de “averaging”de primeira ordem

para o sistema (3.3) é 2pq. Isto completa a prova da afirmacao (a) do Teorema 3.3.2.

Para encontrar um exemplo do sistema (3.2) possuindo 2pq ciclos limites, escolhemos os

coeficientes a%kl de F todos zero exceto:
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1900 = —2'7P (16 + 47) p,

a%OlO = 2%P (1447)q,

a2 10,0 = 277 (16 +47) p,
a%qufl - _42—13 (1 + 4;0) q,

a/;lop_lo - _22_p (1 _|_ 4p) q

Entao o sistema (3.2) fica

d = —pay + e(=2"P(16+47)par + (1+47P)paf af),
o = pa + (27716447 p 2Pt 2h),

Gy = —qm 4 @1+ 0) gy — 4P (14 0) g af ),
= qaxz + (30 qag—227P(1+4P) gl ).

Calculando hq, hy e hg para este sistema obtemos

hi(r,R,s) = —27P (16 + 4P) pr + r9 ' RP(27P (16 + 47) p cos(pgs) + (1 + 4*7P) psen(pgs)),
ho(r,R,s) = 2*P(1+4P)gR + r?RP~1(—227P (1 + 4P) g cos(pqs) — 4*7P (1 + 4P) g sen(pgs)),
ha(r,R,s) = 15+ r1RP~2(2277 (1 + 4P) sen(pgs) — 4*7P (1 + 47) cos(pgs))+

ri 2 RP((1 + 427P) cos(pgs) + 277 (16 + 47) sen(pgs)).

Os zeros de (hq, he, h3) = (0,0,0) s@o

2
(r,R,s) = (1,1,k—7r) , k=0,...,pqg—1
y4

2
(r.R.s) = (2,2p—1 T

, ), k=0,..pqg—1.
2pq Pq
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2
O determinante Jacobiano de h = (hy, hg, h3) calculado em (1,1,k—7r) para k =
Pq
0,....,pqg —1¢
3257p2% (16 + 17 49 + 16°)* (p+q — 2) # 0
7

2
e calculado em (2, or-l — 4 k—T) para k =0,...,pg—1¢
2pqg  pq

321732 (16 + 17 4P 4+ 167)° (p + ¢ — 2) # 0.

Aplicando o Teorema 1.3.5, concluimos a demonstragao da afirmacao (b) do Teorema 3.3.2

finalizando sua demonstracao.

u
3.4 Caso N impar
Nesta secao consideraremos N = p + ¢ — 1 impar.
Proposicao 3.4.1. Se N é impar entao
5
hi(r,R,s) = ayr+r7'RP (b sen(pqs) + c1 cos(pgs)) + Z dyrN M R
M=0
N1
2
hao(r,R,s) = ayR+ riRP~! (bysen(pgs) + co cos(pgs)) + Z @3N~ BMAD Rl
M=0
hs(r,R,s) = az+ r?72RP (bssen(pqs) + c3cos(pgs))
N-—1
2
+r9RP~2 (d3 sen(pgs) + e3 cos(pgs)) + Z d3,pN M) M
M=0
(3.14)

Demonstragao: A demonstragao segue diretamente dos Lemas 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 ¢ 3.2.6.

Teorema 3.4.2. Considere p,q niumeros inteiros primos entre si com p+q > 2, p > 1
e N=p+q—1. Entao para N > 3 impar e € # 0 suficientemente pequeno, se a func¢ao

deslocamento de ordem £ nao € identicamente nula, entao o numero maximo de ciclos limites
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do sistema diferencial (3.2) que bifurca das drbitas periddicas do sistema (3.1) € no mdzimo

pq(N + 1) se p > 2. Quando p =1 este nimero € q(q+ 2).

Demonstracao: As fungoes hy(r, R, s), ha(r, R, s

~—

e hs(r, R,s) sao dadas na Proposigao
B

3.4.1. Fazendo a mudanca de coordenadas A = E, = ri 1 RP7Y 4 = sen(pgs), v =
cos(pgs) obtemos '
No1
hi(A,B,u,v) = hy(r,R,s)/r = a+ AB (byu+ c;v) + A PB Z dy AP
M=0
N_1

2
ho(A, B,u,v) = ho(r,R,s)/r = asA+ B (byu+ cyv) + A>PB Z da, A%M,

M=0
iL3(A’ B7 Uu, U) = Rhg(ﬂ Ra S)/T = CLBA + B (_C_QU + b_21)> +
q q .
2 cl by 2 ~ 5 ou
AB(——u+—v | + A*"B Y d} APM,
p p Mo
hi(A, B, u,v) = u? +0? — 1.
Resolvemos (hy, hy,hs) = (0,0,0) e encontramos uma solucdo B = AP~'B;(A?), u =

A*PU(A?), v = A*PV(A?), onde Bi(z) é o quociente de um polinomio de grau 2 por
um polinémio de grau (N + 3)/2, U(z) e V(z) sdo o quociente de um polindémio de grau
(N 4 1)/2 por um polinémio de grau 2.

Substituindo u e v em iL4 = (0 temos as seguintes situagoes:

Se p = 1 entao obtemos o quociente de um polinémio de grau ¢+ 2 na varidvel A? por um
polinémio de grau 4 em A% Entdo o nimero méximo de raizes positivas A do numerador
de hy 6 g + 2.

Se p = 2 entdo u = U(A?), v = V(A?%) e dai obtemos o quociente de um polinémio de
grau N + 1 na varidvel A% por um polinomio de grau 4 em A%. Neste caso o niimero maximo
de raizes positivas A do numerador de hy é N + 1.

U(A?) V(A?)

Se p > 2 entao u = = ev= =2 Logo, obtemos o quociente de um polinomio de

grau N + 1 na varidvel A% por um polinoémio de grau p + 2. Como p +2 < N + 1 obtemos

que o numero maximo de raizes positivas A do numerador de hy é N + 1.
Para cada solugdo Ay temos no méximo um By = B(Ag) > 0 e um par (ug,vy) =

(u(Ap),v(Ap)). Para cada par (ug,vp) podemos encontrar sy, ...,s,, € [0,27) tais que
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sen(pgs;) = wug e cos(pgs;) = vg para i = 1,...,pq. Assim, pelo Teorema 1.3.5, o ntimero
méximo de ciclo limites obtidos via teoria de “averaging”para o sistema (3.2) é q(q + 2) se

p=1epq(N +1)sep>2. Istocompleta a prova do Teorema 3.4.2. -
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CAPITULO 4

TORO FOLHEADO POR ORBITAS
PERIODICAS

Fornecemos um algoritmo para estudar toros invariantes folheados por érbitas periddicas de
um sistema perturbado o qual surge do conjunto de érbitas periddicas de um sistema linear

em p : g ressonancia. Ilustraremos o algoritmo com uma aplicacao.

4.1 Introducao

Um dos principais problemas em teoria de perturbagao ¢ detectar a persisténcia de certas
propriedades, ou seja, queremos analisar como certas propriedades de um sistema nao per-
turbado se comportam ao perturba-lo. Frequentemente o sistema nao perturbado é linear e

os objetos a serem estudados sao equilibrios, érbitas peridédicas ou toros invariantes.

Consideremos o sistema de dimensao quatro:

x = Ax, (4.1)
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onde

0 —p 0 0
0 0 0

a=|7 ,
0 0 0 —g
0 0 ¢q 0

onde x = (z,y,z,w) € RY, p e ¢ sdo niimeros inteiros primos entre si. Claramente todas as

érbitas do sistema (4.1) sdo periddicas.

Perturbamos o sistema (4.1) da seguinte forma:
x = Ax + e F(x), (4.2)

onde € € (—¢&g, &) é um pequeno parametro real e ' : U — R? é uma fungao C? definida em

um subconjunto aberto U de R*.

4.2 O algoritmo

Nesta secao descreveremos o algoritmo para estudar o toro invariante folheado por érbitas
periédicas do sistema perturbado (4.2) que surge do conjunto de érbitas periédicas do sistema

nao perturbado (4.1). Tal algoritmo é baseado na teoria de “averaging”de primeira ordem.

1
Fazendo um reescalonamento da variavel independente por t = —7, podemos assumir que
q

a parte linear do sistema diferencial (4.2) é dado pela matriz

0 —a 0 0
a 0 0 0

0 0 —1 |
0 0 1 0

onde a = —p/q.

Seja F' = (Fy, Fy, F3, Fy). Assim pela mudanga de varidveis de (z,y,z,w) a (r,0, R, )

por

1-— 1 —
'CC:’T‘COSH, yzrsen@, Z:RCOS(0+( Oé)sp)a U):RSGI]<0+( CY)SD)7
o !
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o sistema (4.2) é transformado no sistema

(4.3)

p =

com
cos F1(r,0, R, ) +sen Fy(r,0, R, ),

Gy = % [cos O Fa(r,0, R, ) —sen® Fi(r,0, R, ¢)]

cos (0 + (1_—00@) F3(r,0, R, ) + sen (6 + (1;04)@) Fu(r,0,R, ),
o a

o« 1 (1—a)
Gy = 1_a{ﬁ<cos<«9+ -

sen (6’ + a ;a) 30) Fy(r,0, R, s0)> +

90) F4<T7 97 Rv 90>_

S| =

(sen@?l(rﬁ, R, ) —cosf Fy(r,0, R, gp))} ,

onde

(1—n)

_ 1
Fi(r,0,R, o) = Fj (rcos@,rsenG,Rcos (9—1— ( - n)go) , Rsen (6—1—

¢)).
para k =1,2,3,4.
Tomando # como nova variavel independente o sistema (4.3) fica

dr € 9
@ - aGl(TveaRa ()0) + 0(6 )7

dR_ €

7=
de _
a6

EG3<r707R’ 90) + 0(62)7 (4'4)

L+ —Gu(r6, R, ) + O(),

Da tltima equagao do sistema (4.4) temos que qualquer solugao (r(), R(9), ¢(9)) do sistema

(4.4) é da forma ¢(0) = 0+ vy + O(e). Substituindo essa expressao de ¢(6) no sistema (4.4)

podemos reduzi-lo a
dr

do
dR

do

2@1(7«, 0.R,0 + o) + O(c2),

aGg(T, 9, R, 9 + QOO) + 0(62).

(4.5)

m
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Agora estudaremos a existéncia de 6rbitas periddicas do sistema (4.5) via teoria de “ave-

raging”, isto é, aplicando o Teorema 1.3.5. Calculamos o sistema promediado do sistema

(4.5) obtendo

dr
@ = €g1<7,.7 R7 900),
(4.6)
= coulr. o)
do = £&gs\1, 1, ¥o),

onde

1 2

gr(r, R, ) = 2—/ Gr(r,0,R, 0 + ) df, k=1,3.
T Jo

Assumimos que para todo ¢y € S o sistema promediado (4.6) possui um ponto singular

(7(0), R(w0)) tal que
det (8(91,93)

o(r, ) r:r«oo),R:R(m)))
Logo, aplicando o Teorema 1.3.5 ao sistema diferencial yp-paramétrico (4.5), obtemos que

£0. (4.7)

o sistema (4.5) para ¢ # 0 suficientemente pequeno e para cada ¢y € S' possui uma tnica
orbita periodica
(7(65 (). Bl20))). B (85 (r(0). Bl20))) )

tal que

(7(0: (r(0), Ri0))), R(0 (r(0), R(0)) ) = (r{s0), R(o))  quando & — 0.

Retornando ao sistema diferencial (4.4), obtemos que este sistema para ¢ # 0 sufici-
entemente pequeno possui uma familia continua de érbitas periddicas dependendo de um
parametro ¢y € S!, isto é, temos que o sistema (4.4) possui um toro invariante folheado
por drbitas periddicas. Consequentemente os sistemas diferenciais (4.3) e (4.2) (os quais em
novas variaveis podem ser escritos como o sistema (4.4)) possui um toro invariante folheado
por orbitas periddicas.

Isto completa o algoritmo para detectar toros invariantes folheados por érbitas periddicas

de um sistema em p : ¢ ressonancia.

4.3 Aplicacao do algoritmo

Nesta secao, aplicaremos o algoritmo descrito na se¢ao anterior em um sistema diferencial

em 1 : 2 ressonancia.
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Teorema 4.3.1. Considere o sistema diferencial

definido em

onde € € (—eg,g9) € um pequeno parametro real.

o sistema perturbado (4.8) possui um toro invariante bi-dimensional folheado por orbitas

4x
= —y — 1 %0 + ——2
@ y—e(z+ )(y—l— w+x2+y2>’

2
= 11— —=
Y x—iray(w—l— x2+y2>’
z = —2w,
b =2z +e(y+1) 2 !
w=2z+c¢ wl———-—-=
y w2422 2)7

{x = (2,9,2,w) € R" : x # (2,,0,0) and x # (0,0, 2,w)},

periodicas o qual converge ao toro

{(z,y,z,w) ER*: 2 +y* =6 +4cosp, 2> +w? =4 com ¢ € S'},

quando € — 0.

Demonstracao: Neste sistema o = 1/2 e o sistema (4.3) fica

_5% (6 — 7%+ (r* + 2) cos(20) + 2R cos(¢p — 0) + 4R cos(p + 0)+

2R cos(p + 30) + r(2Rsen ¢ + rsen(20) + 2R(r cos(p + 26) sen O+

RcosOsen(2(p +0)) + sen(p + 29)))),

1 1
3 + €53 senf (2R cos ¢ + (r? + 2) cos§ + 2R cos( + 260)+
r

r(2R(Rcos(¢ + 0) + 1)sen(p + 6) + r(sen @ + Rsen(p + 26)))),

1
1 (R?* —4) (rsenf + 1) sen?(p + 6),

1 +e <__(R2 —4)(rsenf + 1)sen(2(p +6))—

52 sen (2R cos ¢ + (r? + 2) cos 6 + 2R cos(p + 26)+

r(2R(Rcos(p + 0) + 1) sen(p + 0) + r(senf + Rsen(p + 26))))) .
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Escrevemos o sistema (4.4):

d 1
d_g = e (6 — 7% + (r? 4+ 2) cos(20) + 2R cos(po) + 4R cos(20 + o)+

2R cos(46 + o) + r(2R sen(0 + ¢o) + rsen(26) 4+ 2R(r cos(36 + o) sen 6+

Rcosfsen(2(20 + ¢o)) + sen(30 + ¢p)))) + O(e2),

dR 1
W= CIm (R? —4) (1 +rsenf)sen?(20 + pg) + O(&?).
(4.10)
Calculando o sistema promediado do sistema (4.10), temos
d 1
d—g = 52—(7“2 — 6 — 2R cos ¢y),
" (4.11)
dR _ _SR —4
dg AR

O tnico ponto singular do sistema (4.11) com 7 e R positivos é

r = 4/6 + 4 cos g, R=2.

Para este ponto singular o determinate (4.7) é sempre —1/2 independentemente de ¢y.

Assim, pelo algoritmo segue a demonstracao do Teorema 4.3.1. -
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CAPITULO 5

EXISTENCIA DE ORBITAS
PERIODICAS

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solugoes periddicas de perturbagoes das equacoes
diferenciais

2™ 4oz + 2 =0, (5.1)

2 4 N2 4 Nz + 2 =0, (5.2)

onde a, A\ e Ay sao parametros reais.

5.1 Introducao

O Teorema do Centro de Lyapunov para sistemas conservativos afirma que em torno de
um ponto de equilibrio eliptico p nao ressonante, existe uma familia a um parametro de
orbitas periddicas convergindo para p com periodo limitado.

Utilizaremos a reversibilidade de (5.1) e (5.2) no estudo de existéncia de érbitas periddicas.
Note que o Teorema do Centro de Lyapunov também vale para pontos fixos simétricos em

sistemas reversiveis. Devaney, [10] foi o primeiro a demonstrar este fato.
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Teorema 5.1.1. (Teorema do Centro de Lyapunov) Considere a equagio diferencial
reversivel
&= F(x) r € R*™, (5.3)
Seja xy um ponto fivzo de (5.3) e denotemos por A = DF(xo) a derivada de F em x.
Assumimos a sequinte relacdo de nao ressonancia:
dwi sao autovalores simples de A e kwi nao é autovalor de A para todo k € N.
Entao existe uma familia a um pardametro de solugoes periddicas x,(t) de (5.3), parame-

trizada por a > 0, com periodos prozimos a 2m/w onde xo(t) = 0.

O objetivo deste capitulo é fornecer resultados similares ao Teorema do Centro de Lya-

punov para perturbagdes reversiveis das equagoes diferenciais (5.1) e (5.2).

5.2 Orbitas Periédicas em R*

Analisaremos a existéncia de Orbitas periédicas em torno da origem de perturbacoes

reversiveis da familia de equagoes diferenciais (5.1) da seguinte forma:

2+ ag” +x + f(z) =0, (5.4)

com f(z) =z + o(z?), onde o(z*) denota os termos de ordem superior a 3.

Note que (5.4) também pode ser escrita como um sistema

Ty =y

Y1 = To
(5.5)

Ty = Yo

(92 = —azs — 21 — f(21),
o qual é R-reversivel com

R(z1, 41, 22,92) = (1, —y1, T2, —Y2). (5.6)

O problema linearizado na origem é:
" +ar" +2=0 (5.7)
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e o correspondente polinomio caracteristico é:
M4+aN+1=0, AeC. (5.8)
E f4cil checar que:

e quando a < —2 temos quatro autovalores reais distintos A1, =X, A1 < Ay < 0,

quando —2 < «a < 2 temos quatro autovalores complexos distintos £(A 4 ip),
e quando a > 2 temos quatro autovalores imaginarios dipy, Fips, 1 < po < 0,
e quando o = —2 temos autovalores +1 duplos,

e quando o = 2 temos autovalores imaginérios duplos =+i.

Primeiramente, estudaremos a existéncia de solugoes periddicas de (5.4) quando o = 2
usando a Reducao de Lyapunov Schmidt. Observe que neste caso temos 1:1 ressonancia e a

linearizagao de (5.5) na origem ¢ dada por & = Az onde

0 1 0 O
0 0 1 0

A=
0 0 0 1
-1 0 -2 0

A forma de Jordan de A é dada por:
0 -1 1 0
1 0 0 1

AO -
0 0 0 -1
0 0 1 0

A mudanca de coordenadas que leva A a Ag transforma R em R, onde

1 0 0 0

0 -1 0 O
Ro ==

0 0 —-120

0 0 0 1



Consideremos o sistema na forma normal de Belitskii, e a partir dai, o inserimos numa

familia genérica a um parametro mantendo a reversibilidade da seguinte forma:

i = Az + flz,\) 4+ O(|z|),

com
0 -1 1 0
1 0 0 1
Ay =
A 0 —1
0O X 1 0
e
FRERY
s f~2(l’,>\)
flz, ) =1 "
Pz, N)
f(x, \)
onde

FH, A) = yi(ar(Nzays + as(Nyd + as(\)af — ar(Nzag),

F2 (2, A) = =21 (ar(Nzays + as(N)y? + az(Maf — ar(Nz1ys),

P2, ) = bV} + ba(N)yaa? + a1 (Nyrgws + as(Nyiys + bs(Nzrzays + bi(Nyie: —
a1 (N)yzz1,

JM(% A) = bi(Nziyr + bi(Ny? — ar(Na3yn — bs(MNyiwiye — aa(N)atzs — ba(Nyizs +
a1 (A)yaxoxy.

Os coeficientes a; e b;, 1 = 1,2, 7 = 1,2,3 dependem de A de modo C* e

1 12

@(0) = 5 b1(0) = 1531
3 63

az(0) = 1024 by (0) = ~ 1024
66

b3(0) = 1024
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Neste caso,

0O -1 0 O
1 0 0 0
S(] — )
0 0 0 -1
0 0 1 O

e a equacao de reducao de Lyapunov-Schmidt

B(z,\,0) = (14 0)Sz — Az — f(z, \)

restrita ao conjunto

Fiz(R) = {1 = y2 = 0},

fica:

—0x1 — Y2 + $1(a2(>\)5’3% - al(A)mlyﬁ =0,

oyz — Axp — bi(N)ad + a1 (N)yazs — ba(N)xdys = 0.

A primeira equagao pode ser resolvida para ys, isto €,
yo = —ox1 + O(||z1, a)*.
Substituindo na segunda equacao temos:
ory + oA+ b (N2t + Oz, o) = 0.

Deste modo, 1 = 0 ou

A= —0? —b(N)a? + O(||z1, o).

(5.9)

Como by depende diferencialmente de A, segue que se by(0) # 0 entao by(A) # 0 para ||

pequeno. Portanto a forma quadratica em (5.9) é nao degenerada e determina o comporta-

mento qualitativo das solugoes desta equagao em torno da origem. Como b;(0) < 0 temos o

seguinte diagrama de bifurcacao:
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Figura 5.1: Diagrama de bifurcagao de (5.9).

Deste modo, concluimos que: (veja Figura 5.1)

e Para A < 0 nao existem orbitas peridédicas préoximas a origem.

e Para \ = 0 existe uma familia a um parametro de 6rbitas peridédicas simétricas.

e Para A > 0 existem duas familias a um parametro distintas de orbitas periddicas

simétricas.

5.3 Orbitas Periédicas em RS

Nesta secao estudaremos a existéncia de érbitas periédicas simétricas préoximas a origem

de perturbagoes da familia de equagoes diferenciais (5.2). Tal equagao pode ser escrita na

forma do sistema:
T =
Y1 =
.f.Cg -

Yo =

Ys =

n

X2

Yo

Z3

(5.10)

Ys

—A\1T3 — ATy — 11
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Primeiramente, estudaremos pertubagoes reversiveis do tipo:

1= 1+ fi(z1, y1, T2, Y2, T3, Y3)
1= @2+ fo@1, Y1, T2, Y2, T3,Y3)
5%2 = Yo+ fa(T1, 91, T2, Y2, T3, Y3) (5.11)
Yo = T3+ f4(l‘1, Y1, 22, Y2, T3, yS)
B3 = Y3+ f5(x1, Y1, T2, Yo, T3, Y3)
U3 = —\ix3 — ATy — 21 + fo(T1, Y1, T, Y2, T3, Y3),
com f;(z) = o(||z||?), = (z1,y1, T2, Y2, T3,y3) € i = 1,..., 6.
A seguir, consideraremos perturbacoes reversiveis da forma,
2V 4+ Mz 4 N 4z + f(z) =0, (5.12)
isto é,
T = Y
Yy = @2
G0 =
T (5.13)
Y2 = T3
T3 = Y3
yg = —)\12U3 — )\2.132 — I + f(xl),

com f(z1) = o(x7).

O correspondente polinémio caracteristico da equagao diferencial (5.2) linearizado na

origem é:

PNIEED VD SIS VS iy

Logo seus autovalores sao dados pelas raizes quadradas positivas e negativas dos zeros de

um polinomio p de grau 3.

p(z) = 2* — Ao — Nz + 1.

Se denotarmos por x1, o € x3 0s zeros de p, entdo os autovalores serao +./r7, £./75 €

+./T3.

Estamos interessados nos casos onde todos os autovalores sejam imaginarios puros.

Suponhamos que x1, x5 e x3 sejam raizes negativas de p. Logo

T1X2T3 = —1.
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1

Sem perda de generalidade, consideremos z; = — . Dai
o3
1
)\1:—($1+$2+SE3): — T9 — I3
ToT3
e
1 1
)\2 = X9x3 + T1T3 + T1X3 = Tokyg — — — —.
T2 T3

Denotemos +o; = £,/7;, j = 1,2, 3.

Focaremos nosso estudo nas seguintes relacoes de ressonancia que podemos encontrar:
1) a:1:p ressonante

Definicao 5.3.1. Dizemos que os autovalores fia;, j = 1,2,3 estao em o : 1 : p

ressonancia se

p ag —az =0, pE L e
aq 7é koovy + kgag, W ]fg,kg e 7.

1

e +iv/2 que estao
\/5 q

7
Exemplo: Considere \; = \y = 3 Os autovalores sao +17, +

em « : 1: 2 ressonancia.
2) Nao ressonante.

Definicao 5.3.2. Dizemos que os autovalores +ic;, 7 = 1,2, 3 sao nao ressonantes se

eles satisfazem:
3
Y kja;=0, k€Z  =k=0  j=123,
j=1

ou seja, sao linearmente independentes sob os inteiros.

31
Exemplo: Se tomarmos A\ = — e Ay = 5 entao temos como autovalores j:z\/ﬁ,

6
. 1 .
+iv3e +i— e portanto nao ressonantes.

V6
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5.3.1 Caso «:1:2 ressonante

Nesta secao utilizaremos a reducao de Lyapunov- Schmidt para encontrar solucoes periddicas
simétricas com periodo préximo a 2w e 7 para perturbagoes reversiveis da equagao (5.2)
quando seus autovalores possuem a relagao de ressonancia do tipo «: 1: 2, « € R\Q . Para
isso, primeiramente encontraremos a forma normal de Belitskii até ordem 3.

Se denotarmos a perturbacio (5.11) por & = X(z), * € R° podemos supor, sem perda

de generalidade, que a matriz A = DX (0) tem a forma:

0 —a 0 0 0 0
@« 0 0 0 0 0
0 0 0 -10 0

A= ,
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 —2
0 0 0 0 2 0

com « € R\ Q. Além disso, vamos supor que X é R reversivel onde R é a involucao linear

em R® dada por

R(x1,y1, 72,2, T3,Y3) = (T1, —Y1, T2, —Y2, T3, —¥3).
Obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.3. Seja X € Xg(R®) tal que X(0) = 0 com A = DX(0) e R dados pelas

condigoes acima. FEntao X € conjugado, numa vizinhanca da origem, a sequinte forma

normal:
i1 = —ay —yi(ar (o] +y7) + az(23 + y3) + az(x3 +y3)) + o|z[|*)
= ar +zi(a(2? +yi) + as(23 + y3) + as(@3 + y3)) + o(l|z]|!)
Ty = —yo + bi(sys — zays) — ya(ba(af + y7) + ba(x3 + y3) + ba(a3 +43)) + of[|]|*)
o = T+ bi(x2ms + yoys) + 2 (ba(w] + y7) + ba(a3 + y3) + ba(@F +3)) + o([|2*)
3= —2y3 — 2c122ys — ya(ca(@] +u7) + ea(2d + 43) + calad + y3)) +o(l|2[|)

Js = 2x3+ (@3 —y3) + zs(ca(@} +y7) + cs(23 +y3) + ca(a3 + 43)) + o(||]|*)
(5.14)

onde v = (x1,Y1, T2, Y2, T3,Y3).
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Demonstragao: Considere o campo em coordenadas complexas (21, 22, 23) onde z; = x1 +

11, 20 = XTg + 1Yy € 23 = T3 + 1y3. Nestas coordenadas,

at 0 0 0 O 0

0O —az 0O O O O

0 0O 2 0 O 0
A=

0 0O 0 —2 0 0

0 0O 0 0 2 O

0 O 0 0 0 —2

Escrevendo @ = Az+h(z)+o(|z|*) com h(x) = (hy, he, hs, hy, hs, he) e x = (21, 71, 29, 22, 23, 23),
temos que a condicao

A*h(x) = Dh(x)A*x,

implica que

Dhy(x) = «ihy,
Dhy(x) = —aihs,
Dhs(z) = ihs,
Dhy(x) = —ihy,
Dhs(x) = 2ihs,
Dhg(x) = —2ihg,
onde
D = aizli — az’z’li + z'z2i — iigi + 22'z3i — 2iz§i.
0z 0% 0z 0%, 023 073

Vejamos quais monomios da forma u = zf151k2z§352k4z§‘523k6 estdao na forma normal até

6
ordem 3. Neste caso teremos |k| = Z ki =2,3 com k = (ky, k2, ks, k4, k5, k).

j=1
Primeiramente, analisemos h;. De Dh; = athy temos que
aiu = Du = aiu = («iky — aiky + iks — ik + 2iks — 2ikg)u =

kl—kgzl (§] ]{?3—]{34+2(/{75—/{36):0.

Nao existem elementos k que satisfazem as condig¢oes acima e ainda |k| = 2. Logo hy nao

possui monomios de ordem 2.

78



Os elementos k que satisfazem as condigoes acima e ainda |k| = 3 sao dados por
(2,1,0,0,0,0),(1,0,1,1,0,0),(1,0,0,0,1, 1),
que representam respectivamente
zfz‘l, 212929 € 2123%23.
Logo,

~ 2 _ ~ _ ~ _
h1 = ai1:1% + Qoz12229 + (3212323

Similarmente, para ho obtemos
-, __— __—
hg = b121 21 + b2212222 + b3212323.

Sabemos que h; = hy. Entdo a; = b~j, j=1,2,3.

Da R reversibilidade, onde R(z1, z1, 29, 22, 23, 23) = (%1, 21, 22, 22, 23, 23), temos I;j = —a,,
Jj =1,2,3. Segue dai que a; = ia;, a; € R.

Assim,

. 2 _ _ _

hy = i(a12{21 + agz122%2 + azz12323),
h _ . — 2 - —-

o = —i(a121°21 + a9z1 2229 + a3212323).

Calculos analogos seguem para hs, hy, hs € hg.

Obtemos assim a forma normal

2 = aiz +izi(ar]z1)* + ao|z2|? + as|z3|?) + o(||z||Y)
22 = iZg + i(b12_223 + bQZSZ_Q + 6322232_3 + b4212_122) + 0(”2’“4)
23 = 2223 + i(clzg + 02232_3 + C3202023 + 64212_123) + 0(”2”4),

com z = (21, 22, 23), ou ainda, em coordenadas (x1, Y1, 2, Y2, T3, Y3)

i1 = —ay — yi(ar (@] +yi) + as(23 + y3) + as(x3 + v3)) + o[|z[|*)

= axy+ (e (23 + y7) + az(e3 + y3) + as(23 + v3)) + o([|z]|!)

T2 = —yo + bi(sy2 — Tays) — y2(b2(aT + yi) + b3(23 + v3) + ba(a3 + y3)) + o([|z[|")
o= T+ bi(x2xs + yays) + w2 (ba(2] + y7) + ba(23 + y3) + ba(@3 +3)) + o([|2*)
T3 = —2y3 — 2c102y2 — Ys(ca(f + y7) + ca(ad + y3) + ca(ad +43)) + o([[z[|*)

Us = 2x3+ (@3 —y3) + xs(ca(af + yi) + es(a3 + y3) + ca(a3 + 43)) + o(||[|*)
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Definimos os conjuntos:

U’ = {X € Xp(R®); J*X expressa-se por (5.14) com byc; > 0}.

U' = {X € Xp(R®); J3X expressa-se por (5.14) com ¢4 # 0}.

Aplicando a Reducao de Lyapunov- Schmidt, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.4. As sequintes afirmacgoes se verificam:

i) Cada X € U° possui uma familia a um pardmetro de solugdes periddicas simétricas

convergindo para a

origem com periodo convergindo para 2T;

ii) Cada X € U possui uma familia a um pardmetro de solugoes periddicas simélricas

convergindo para a

origem com periodo convergindo para .

Demonstracao: Para encontrarmos as solugoes peridédicas de periodo proximo a 27 a

aplicacao de reducao B :

B(U4, O') = (]. + U)S4U4 - A4U4 — E,(U4) + 0(||U4H3>

onde

o O = O

com

R* x R — R* é dada por:

-1 0 0 Lo
0O 0 O -
) Uy = v ) h4
0 0 -2 T3
0 2 0 Y3

hs = bi(xsys — x2y3)
hy = by(x2x3 + y2ys)
hs = —2ci22y2

he = 01(553 - yg)

Assim, devemos estudar o seguinte sistema de equagoes:

.

—oys — bi(wsys — Tays) + o([|z]|*) =0 (a)
oxy — bi(2223 + yoys) + o([|z[I) =0 (b);
—20y3 + 2c122y2 + o([|7[|*) = 0 (
20w3 — 1 (23 — y3) + o([[z[|*) = 0 (
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onde z = (z2, Y2, T3, Y3)-

Das equagoes (c) e (d) obtemos respectivamente:

9 3 2 .2 3
gy = 2z olllel®) et = 4h) + of|lall®) (5.16)
2% 20

que ao substituirmos em (a) e (b), nos fornece o seguinte sistema:

_20'2 —i—bC.TQ +bC 3+~ Zo, :0
Y2 + biciwzys + bicrys + G1(w2, yo) (5.17)

20219 — bic1Toys — bic1ws + Po(22, y2) = 0,

onde @;(r2,y2) = o(||(z2,y2)||?), i = 1,2. Da R-reversibilidade de B segue que
R(1(2,92), P2(22,92)) = —(P1R(22, 42), P2 R (22, 52)) =

(P1(2, y2), —P2(T2,¥2)) = (—P1(w2, —Y2), —Pa(T2, —Yy2)) =
P1(w2,92) = —P1(x2, —Y2)

logo 951(%7 yz) = y2@($27y2)7 onde @(9527?/2) = @@2; —?/2)-

Como s4B(u,0) = B(syu,0), onde u = (x1, Y1, Ta, Y2, T3, Y3) € Spu = exp(—¢@Sp)u temos

que se ¢ = 7 ¢ B = (fi. fo, fo, fu. f5. ) entiio

fl(“)cl + fZ(U)Sl fi(Cizy + Sy, =Siz1 + Ciyn, Yo, =2, =23, —Ys3
_fl(u)sl + f2(U)CI fo(Crzy + Sy, —S121 + Ciyn, Yo, —T2, —T3, —Y3

(
(
fa(u) f3(Croy + Sy, —S121 + Ciyr, Y2, —To, =13, —Y3
~ fy(u) | A
f5( (

( (

—f5(u) f5(Cizy + Sy, =121 + Chys, Yo, —T2, —T3, — Y3
—fe

)
)
)
Cizy + Sy, =S121 + Ciy, Y2, — T2, —T3, —Y3)
)
)

u) f6(Cixy + Sy, —S121 + Ciy, Yo, =2, — T3, Y3
T us . .

onde C] = cos (045) e S; = sen (ozE). Assim, a igualdade
f3(Crzy + Siyr, =Siz1 + Cryr, Y2, — T2, —T3, —y3) = fa(u),

tem a seguinte consequéncia no sistema (5.17):

852(372,3/2) = 851(92, —1'2) = —372@(3/2, —1'2) = —372@(Z/2>CU2) = —952@1(9527?;2)-
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Portanto o sistema (5.17) pode ser escrito como:

yQ(—20'2 + blcll'% + b1C1y§ + @(1’2, yQ)) = 0
—25(—20% + bicrys + bierxs + O1(za,12)) = 0.

Para obter solucoes R-simétricas tomamos y = 0. Dai
—29(—20% + bicy23 + O1(22,0)) = 0,

e solugoes nao triviais para o sistema (5.15) sao

202 o
Ty R A —), T3 R — Yo =1y3 =0
b101 b1

Em U° o sistema (5.15) possui 2 solugoes nao nulas que tendem a zero quando o tende

se bic; > 0.

a zero que equivalem a mesma Orbita pois B ¢ sg-equivariante. Logo X possui uma familia
a um parametro de 6rbitas periddicas simétricas convergindo para o equilibrio cujo periodo
converge para 2m.

Para solucoes periddicas de periodo proximo a m, temos a aplicagao de reducao B :

R? x R — R? dada por:

B(UQ, O') = (1 + O')SQUQ — A2u2 — iL(UQ) + O(HUQH4>

onde
0 -2 T3 ~ h5
Sy = A = ) Ug = s hy = )
2 0 Y3 he
com
hs = —ysca(z3 + y3)
he = x3ca(al + 3).

Portanto estudaremos o seguinte sistema de equagoes:

—201q + C?L‘2+2+~5L'7 =0
ys +ys(ca(ws +y3)) + @a(3, 43) (5.18)

2013 — x3(ca(w3 4+ y3)) + a(xs, y3) = 0,

onde @i(x?ny?)) = 0(||($3,y3)||4)» L= 172

Como no caso anterior, da R-reversibilidade de B temos @3(x3,y3) = y302(x3,ys3), com

Oa(73,y3) = O2(x3, —Y3).
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Agora tomando ¢ = % a relacao s,B(u,0) = B(sgu, o) implica que
a3, y3) = P3(ys, —13) = —1302(ys, —13) = —30,(ys, T3) = —1303(3,Y3).
Dessa forma o sistema (5.18) torna-se

y3(—20 + cs(23 + y3) + Oa(23,y3)) =0

(5.19)
x3(20 — ca(z3 + y3) + O3(x3,y3)) = 0.

Para encontrarmos as orbitas periddicas simétricas, restringimos o estudo ao conjunto

FizR. Assim, temos z3(20 — c423 + O2(x3)) = 0 cujas solugdes nao nulas sao:
20
T3 =~ + -,
C4
desde que g > 0.
Cq

Em U! o sistema (5.18) possui 2 solugoes nao nulas que tendem a zero quando o tende
a zero que equivalem a mesma Orbita pois B é sy-equivariante. Concluimos que existe uma
familia a um parametro de érbitas peridédicas simétricas convergindo para o equilibrio cujo
periodo converge a 7. -

Agora consideremos pertubagoes de (5.2) da forma (5.12) com f(x) = az® + o(z*), onde
a € R e o(x?) denota os termos de ordem superior a 3.

O sistema (5.13) pode ser escrito da forma

X = AX + F(X) (5.20)
onde X = (xl,yz,xz,ym%ys)?
01 0 0 0 0
00 1 0 0 0
00 0 1 0 0
A= (5.21)
00 0 0 1 0
00 0 0 0 1
—1 O —>\2 0 _)\1 O
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(5.22)

o O o O O

azy + o(f|z1[|*)

Considere A\; e Ay tais que os autovalores de A estejam em ressonancia do tipo « : 1 : 2.
Deste modo, existe uma matriz P tal que P~'AP = J onde J é a matriz de Jordan de A da

forma:

0O —aa 0 0 0 O

a 0 0 0 0 O

I 0 0 0 -1 0 0

0O 0 1 0 0 0

0O 0 0 0 0 -2

0o 0 0 0 2 0

Denotemos P e sua inversa P~! por

Jin Jiz Ji3 Jua Jis Jie la liz by ha bis lis
J21 Jo2 J23 Joa P25 J26 lor loa log log los o
p_ J31 Js2 Js3 Jsa Jss  Jse p-1_ Isi sz 33 lza I35 l36
Ja Jaz Jaz Jaa Jas Jae lan laz bz laa las las
Js1 Js2 Js3 Jsa Jss  Js6 Is1 ls2 sz lsa 55 56
Je1 Je2 Jes Jea Jos J66 ler le2 los loa los les

Lema 5.3.5. Eziste uma transformagio v = ®(y) com ® € C*(R®), tangente a identidade,
que transforma (5.13) com f(z1) = ax? + o(z}), a € R, na forma normal (5.14) até ordem

3 com coeficientes:
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3a

a = g(jiq'zllﬁ — Jhla), by = 0,
ag = %(2j%4j12l16 — 2jisd11l26), ba = %(Qj%2jl4l36 — 2511 j13l46),
a3z = %a(?ﬁ@jmllﬁ — 2jt5711l2), by = %a(—jfgl% + Jialse),
by = %(_2j125j13l46 + 25%61al36),

c = 0,

C2 = %(Zj%2j16l56 - 2j%1j15l66)a

c3 = %(2j%4j16l56 — 257315l66);

cy = :%a(jfelm — Jisles),

onde ji, el k=1, ...,6 sdo as entradas de matriz P e P~' dadas acima.

Demonstracao: A transformacao z = PZ com x = (x1, 41, X2, Y2, T3, Y3),
& = (&1,71, 2,72, T3,73)7 leva o sistema (5.13) ao seguinte sistema X = AX + F(X) com

mesma parte linear que (5.14) com:

i1 = —afi+alig (judi + jiofh + f1sfo + juale + f1sds + j16ﬂ3)3 + o([|Z]|*)
= aii+als (juds + jiodh + J13%s + jrafe + JisTs + jislis)’ + o(||F])
Fo= —fs+als (judi + jiofh + JiaFo + Jiala + jisis + jicls)” + o([|Z]*) (5.23)
o= &2+ al (judi + jiofh + J13%2 + J1afe + jisis + jiels)” + o([|Z]*)

Ty = —203 + +a lss (juds + jiodh + J13%2 + Jrafe + jiss + Jislis)” + o(||Z]*)

Us = 2T3+ a lge (J11T1 + Jr201 + J13Ta + j1al2 + J15T3 + j16@3)3 +o(]|Z[|*).

Levamos (5.23) na forma normal (5.14) até ordem 3 por uma transformacio & = ®(y) = y+

G(y). O difeormorfismo ® : RS — R® foi encontrado usando o programa MATHEMATICA
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G1(w1, Y1, 72, Y2, T3, Y3
G2(1, Y1, T2, Y2, T3, Y3

6.0 da seguinte maneira: Definimos G(z1,y1, %2, Yo, T3,y3) = 931, 1, 2, Yo T3, U
9a(@1, Y1, T2, Y2, T3, Y3
(

(

95\T1,Y1,T2,Y2,T3,Y3

)
)
)
)
)
96(21, Y1, T2, Y2, T3, Y3)

6

onde gi = Z ak1k2k3k4k5k6x]1€1y52x§3y§4x§5y§6 coi |k| = Z kz
|k|=3 =1

Impomos a condi¢do R® = PR e calculamos B(z1,y1, T2, Y2, T3,y3) = J& — DPJ.

Assim, nosso sistema fica: X = AX + F(X) 4+ B(X), com X = (21,91, T2, Yo, T3, Y3)-
Igualando esse campo ao campo dado na forma normal (5.14) obtemos os coeficientes de ®

e também os coeficientes da forma normal de (5.13). -

Definicao 5.3.6. Dizemos que um campo vetorial R-reversivel
X =AX+F(X), zeR™

com A uma matriz 2n x 2n real e F' = (fi, fo, ..., fon) satizfaz a condigdo de normalidade
sobre FizR se

(A,NF 0,

>‘Fz‘xR -

onde (-, -) denota o produto escalar canénico do R?" e

0 0 O 0 10

0 0 O 0 0 1
N =

1 0 0 0 00

01 0 0O 0 0

Definimos os conjuntos
U = {X € Xp(R%); J? Xexpressa-se na forma normal de Belitskii dada por (5.14) com
a;, b;, ¢, i =1,..,4 dados pelo Lema 5.3.5}

e os subconjuntos
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U’ = {X € U; Xsatisfaz a condigao de normalidade sobre FizR} e
U ={X €eU;cy # 0}

Teorema 5.3.7. As sequintes afirmagoes se verificam.:

i) Cada X € U° possui 1 ou 2 familias a um pardametro de solugdes periddicas simétricas

convergindo para a origem com periodo convergindo para 2m;

i) Cada X € U" possui uma familia a um parametro de solu¢oes periddicas simétricas con-
vergindo para a origem com periodo convergindo para 27 e uma familia a um parametro
de solucoes periodicas simétricas convergindo para a origem com periodo convergindo

para .

Demonstracao: Para encontrarmos as solugoes peridédicas de periodo proximo a 27 a

aplicacao de reducao B : R* x R — R* é dada por:

B(U4, 0') = (1 + 0)S4U4 — A4U4 — iL(U4) + 0(||U4”4)

onde
0 -1 0 0 To hs
1 0 0 0 . h
Sy =As= ) Uy = v ) hy = !
0 0 0 =2 T3 I
0 0 2 0 U3 he

Assim, devemos estudar o seguinte sistema de equacoes:

(

—oys + y2(bs (23 + y3) + ba(23 + 43)) + S1 (w2, Y2, 23,43) =0 (
oxg — a(bs(x3 + y3) + ba(25 + v3)) + Pa(2, Y2, 25,y3) =0 (b); (5.24)
—20ys + ys(cs (23 + y5) + cala3 +43)) + Ba(x2, Y2, 73, 3) = 0 (

(

20w — w3(cs(23 4+ y3) + ca(@3 +43)) + (w2, Y2, 23, 3)) = 0

\
onde b;, ¢;, i = 1,2 sdo dados pelo Lema 5.3.5, ¢ (2, y2, 3, y3) = o(||z]|*), x = (22, ya2, T3, y3),
j=1,..4

Da R-reversibilidade de B, segue que

R(1(x2, Y2, 3, Y3), P2(Ta, Yo, T3, Y3), P3(T2, Y2, T3, Y3), Pa(T2, Y2, ¥3,Y3)) =

—(P1R(22, Y2, 23, Y3), P2 R(w2, Y2, T3, Y3), P3R(w2, 12, 73, y3), PaR(T2, Y2, T3, Y3)).
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Dai

O1(T2, Y2, 3, Y3) = —@1(T2, —Yo2, T3, —Ys3)
G3(w2,y2, 3, Y3) = —P3(@2, —¥2, T3, —Y3),
e assim,
O1(x2, Y2, T3, Ys3) = Y201(x2, Y2, T3, Y3) + y3O2(x2, Y2, T3, Y3)
e

P3(x2, Yo, T3, Ys3) O5 (22, Y2, T3, Y3) + Y3O6(72, 42, T3, Y3).

g y2
Como s4,B(u,0) = B(sgu,0) se ¢ = g obtemos
952(x2,yza$3,?/3) = 951(312, —T2, —96‘3793) = —1‘2@1(?/2, —Z2, —xg,y3)+y3@2(y2, —Z2, —$3,y3) =

Ga(x2, Yo, T3, Y3) = T2O3(Ta, Yo, T3, Y3) + Y3O4(T2, y2, T3, Y3).

s
Da mesma forma, se ¢ = e obtemos

(V2 VR VB e ~
27 27 99 N

—Pu(x2, Y2, T3, Y3) = P3 (—932 + Y2, — T2+ Y2, —Y3, T3

2 2 oty TRy

<—£$2 + \/—§y2> Os (ﬁ V2 Qiﬁz + \/§y27 —y37$3> +

T2+ Y2, — T2+ (Y2, —Y3, T3

o (Vi VBB
1396 | 9 5 ¥2 77 2 '

Dai

P1(T2, Y2, T3, Y3) = 120O7(22, Y2, T3, y3) + 23O8(22, Y2, T3, Y3) + Y209 (T2, Y2, T3, Y3).
Portanto o sistema (5.24) restrito ao Fixz R pode ser escrito por:

0Ty — IL‘Q(Z)?,ZL'% + b4.’L‘§) + 5172@3(172, (L‘g) = 0, (5 25)

20'273 — 1'3(031'% + C4ZE§) + $2@7(l’2, 1’3) + 273@8(272, 1'3) = 0.
Se x5 = 0 entao z3(20 — 422 + O5(0,x3)) = 0. Assim se ¢y # 0 obtemos duas solugoes

nao nulas para (5.3.1) que tendem a 0 quando o — 0 dadas por

20
x9 =10 y2 =0 T3 X[ — y3 =0,
Cq
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que pela Redugao de Lyapunov-Schmidt implicam na existéncia de uma familia a um parametro
de érbitas periddicas simétricas.

Por outro lado, impondo a condi¢ao de normalidade, (A4, F') = 0, com A, dada acima e

F= <f17f27f37f4) obtemos
x2f4(‘r27 0,1’3, 0) + 2I3f2(l’2, 0,%3, 0) =0.

Dai nos pontos (x2,0,0,0) temos xsfs(x2,0,0,0) = 0. Isto implica que fy4(x2,0,23,0) =
x3f4(x2,x3). Analogamente, temos fo(x9,0,x3,0) = ngg(a:g,xg). Assim, o sistema (5.33)
fica

To(0 — b33 — byad + Os(xg,23)) =0 |

25(20 — c323 — c423 + Og(x2,3)) = 0
Genericamente, este sistema possui 2 ou 4 solu¢oes nao nulas que tendem a zero quando o
tende a zero. Pelo método de reducao de Liapunov-Schmidt elas representam 1 ou 2 familias
a um parametro de érbitas periddicas simétricas convergindo para o equilibrio.

Para solucoes periddicas de periodo proximo a m, temos a aplicacao de reducao By :

R? x R — R? dada por:
BQ(UQ, O') = (1 + O')SQUQ - A2u2 — B(UQ) + O(||UQ||4)

onde

0 —2 I3 ~ h5
So = Ay = , Uy = , ho =
2 0 Y3 he

Portanto devemos resolver a seguinte equagao:

201’3 — C4£B§ + 1’3@8(273) =0 (526)

/2
I‘3%:|: C—U,
4

Em U! a equacio (5.26) possui 2 solugoes nao nulas que tendem a zero quando o tende

que tem como solucao nao nula

se ¢y #£ 0.

a zero. Concluimos que existe uma familia a um parametro de érbitas periddicas simétricas

convergindo para o equilibrio cujo periodo converge a 7.
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Exemplo: Considere \; = Ay = ; em (5.13) com f(z1) = 3.

Primeiramente, fazemos um rescalonamento do tempo por: ¢t = /27 transformando o

sistema (5.13) em:

Itlz
o=
Ty =
Yo =
T3 =

Ys =

\/5?/1
\/i’UQ
\/§y2
\/§$3
\/593
—\/5/\11173 — \/5)\21'2 - \/§SU1 + \/517:1)’

(5.27)

~ . ~ . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
A transformacao xr = PZ com x = ($1>y1,$2ay27$3yy3>7 r = (1317y1,5€2;y273737313) com

leva o sistema (5.41) ao seguinte sistema

com mesma parte linear que

0 5
1 0 4 0 T 0
1
0 -1 0 =220 NG
-1 0 -20 -1 0
1
0 1 0 2 0 7
1 0 1 0 1 0
X = JX + F(X) (5.28)

(5.14) com a = V/2:

. 3
- - ~ Y3
—V 241 — 22 + 4V 2ys + ——
\/_y1 \/_<y1 \/_yz 4\/§>
V27,

s B Y
—y2+§\/§<y1+4\/§y2+£)

442 (5.29)

X2
8 75\’
205 + gx/i (@1 + 4255 + m)

273.
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Assim, pelo Lema 5.3.5, existe um difeomorfismo ® que leva F'(X) no jato de ordem 3

da forma normal (5.14) com coeficientes dados por:

-3
a; = T b1: 0 C1 = 0
1
a9 = —48 b2: \/§ Cy =

2v2

as = g—j b3: 16\/§ C3 — 8\/5
b= Y2 - L
128v/2°

32
isto é, ® transforma (5.28) em X =JX + JPX + R(X), onde R(X) = o(||X||*). Aplicando

o Teorema 5.3.7 segue imediatamente que

(i) X € U" e portanto possui uma familia a um parametro de solugoes periédicas simétricas
convergindo para a origem com periodo convergindo para 27 e uma familia a um
parametro de solucoes peridédicas simétricas convergindo para a origem com periodo

convergindo para 7, ja que neste caso, ¢4 # 0.
Por outro lado, se perturbarmos (5.20) da forma
X = AX + F(X) + h(X) (5.30)

com F = (0,0,0,0,0,23)T e h = (h1, ha, hs, ha, hs, )T onde para cada i = 1,...,6 temos
hi(X) = o(||X||Y), tal que h(z) = P(—R)P~(X). Assim ® transforma (5.30) em X =

JX + J3X e assim podemos aplicar o Teorema 5.3.7 ¢ conclufmos (i) e também:

(i) X € U° e portanto possui 1 ou 2 familias a um parametro de solugdes periddicas

simétricas convergindo para a origem com periodo convergindo para 2.

5.3.2 Caso «:1:3 ressonante

Encontraremos solugoes periddicas simétricas com periodo préximos a 27 e 27/3 para
perturbagoes reversiveis da equagao (5.2) quando seus autovalores possuem a relagdo de
ressonancia do tipo « : 1: 3, @ € R\Q . Utilizaremos a forma normal de Belitskii até ordem

3.

91



Sem perda de generalidade podemos supor que a matriz A = DX(0) tem a forma:

0O —a 0 0 0 O

a 0 0 0 0 O

0 0 0 -1 0 0
A= ,

0 0 1 0 0 O

0o 0 0 0 0 -3

0o 0 0 0 3 0

com o € R\ Q.

Teorema 5.3.8. Seja X € Xr(R%) tal que X(0) = 0 com A = DX(0) e R dados pelas

condigcoes acima. FEntao X € conjugado, numa vizinhanca da origem, a sequinte forma

normal:

#1= —ay —yi(a (@] +97) + az(23 + 3) + as(23 + y3)) + o([|z[|*)

j1=" oz +ai(a (@] +7) + az(23 + 3) + as(23 + y3)) + o([|z[|)

2 = —yo + 2017273y — b13Ys + biyays — ya(ba(af + yi) + b3(23 + y3) + ba(af + y3)) + o(||z[|")
Yo = g+ 2b1209yays + bixszs — biysrs + wa(ba(x] + y7) + ba(23 + y3) + ba(a3 +v3)) +o([l[*)
i3 = —3ys — 3123y + 1y — ys(ca(a} + u3) + c3(23 + y3) + ca(xi +v3)) + o(||z]|*)

Y3 = 313 — 3c1xays + 1wy + +ag(ca(ad + y7) + ea(w3 +y3) + calad +y3)) + of[|]|!)

(5.31)

onde x = (ml,y1,$2,y2,$37?/3)-

Demonstracao: Consideremos o campo em coordenadas complexas (21, 22, 23) onde 2y =

1+ 1y, 22 = To + Y2 € 23 = x3 + 1y3. Nestas coordenadas, temos que

at 0 0 0 O 0

0O —az 0O 0 O 0

0 O 2 0 0 O
A —

0 0O 0 —2 0 0

0 0O 0 0 3 0

0 O 0 0 0 =3




A condigao

implica que

Dhy(xz) = «ihy,
Dhsy(x) = —aihs,
Dhs(x) = ihs,
Dhy(z) = —ihy,
Dhs(x) = 3ihs,
Dhg(x) = —3ihg,
onde
D= aizli — az’z‘li_ + iZQi — iz_gi_ + 31’23i - 3@'2_31_.
0z 0% 029 075 023 073

Sejam u = zf151k2z§3z_2k42g553k6, k = (ki, ko, ks, k4, ks, k). Vejamos quais desses monomios
estao na forma normal até ordem 3.

A anélise de h; é idéntica ao caso anterior. Para hs, da relacdo Dhs = t1hs, obtemos
iu = (aiky — aiky + iks — iky + 3iks — 3ike)u =

kl_kQZO (§] k’g—k4+3<k5—k6):1

Nao existem elementos de ordem 2 que satisfazem as condi¢oes acima e os de ordem 3
sa0:

(0,0,1,0,1,1),(0,0,0,2,1,0),(1,1,1,0,0,0),(0,0,2,1,0,0),

que representam respectivamente,
_  _9 _ 2 _
Z9R3R23, %2 R3,R1R1R2 € Z9%9.

Assim
~ _ ~ _9 ~ _ ~ 9_
hs = Ci12923%3 4 CoZa” 23 + C3212122 + Ca2522.
Analogamente, encontramos
T o e G2 L T e G 22
hy = di292323 + dozy 23 + d32z1 2120 + daze2a”.

De hy = hy e pela R reversibilidade, temos ¢ =1icj, dj = —icj, c; €R, =1, ...
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Célculos analogos seguem para hs e hg.

Obtemos assim a forma normal

2= iz + iz (ar|z1]? + aglza* + as|z3)?) + o(|2]|*)
22 = ’iZQ -+ i(b1212_122 -+ bzzgz_z + b322232_3 + b4Z_2223) + O(HZ||4)
,7;’3 = 3223 —|— 7:(012127123 —|— 02225223 —|— 0325273 —f- C4ZS> —|— 0<||Z||4),

com z = (21, 22, 23) que em coordenadas (x1,y1, T2, Y2, T3,y3) fica

i1 = —ayi —yi(ar(@] +y7) + aa(23 + y3) + as(a3 + y3)) + o(|z[|")

1= o+ xi(an(e] + i) + az(23 + y3) + as(af + 3)) + o([l]*)

g = —ys + 2b12923ys — D1x5ys + biysys — ya(ba(w] + y7) + ba(a3 + y5) + ba(a3 + 43)) + o(||2[|*)
Yo = @2+ 2b122Yoys + bixiws — biyiwy + 2(ba(af + yi) + bs(23 + y3) + ba(23 + 3)) + of[|[|*)
3= —3ys — 3c1x3ys + c1ys — ys(ea(af + yi) + ca(@3 +3) + ca(@3 +43)) + ol z]*)

s = 3w — 3cimays + 1wl + +az(ea(af + y7) + ea(ad + y3) + calad +3)) +olllz]|f),

com x = (x1,Y1, T2, Yo, T3, y3) € finalizamos a demonstragao. -

Definimos os conjuntos

U’ = {X € Xp(RY); J2X expressa-se por (5.31) com ¢4 # 0},

U' = {X € Xp(RY); J2X expressa-se por (5.31) com bz # 0},

2 6\. 73 B —bic;vVA

U? = {X € Xg(R®); J°X expressa-se por (5.31) com A >0, — #0} e
U, = {X € U"; Xsatisfaz a condigao de normalidade sobre FizR}, i =0, 1, 2.
Considerando o campo vetorial na forma normal de Belitskii, utilizaremos a reducao de

Lyapunov-Schmidt para estudar a existéncia de solugoes periddicas simétricas e garantir o

seguinte resultado:
Teorema 5.3.9. As sequintes afirmacoes se verificam.:

i) Cada X € UJUU] possui uma familia a um parametro de solucoes periddicas simétricas

convergindo para a origem com periodo convergindo para 2m;

i) Cada X € UE possui duas familias a um parametro de solugées periddicas simétricas

convergindo para a origem com periodo convergindo para 2.

w) Cada X € U° possui uma familia a um parametro de solucoes periddicas simétricas

. . . , 7
convergindo para a origem com periodo convergindo para 3
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Demonstragao: Para encontrarmos as solugoes periddicas de periodo proximo a 27 a

aplicacao de reducao B, : R* x R — R* ¢ dada por:

B(us,0) = (1+ 0)Syus — Agus — h(u)s + of[|ua||*),

onde
0 -1 0 0 s hs
Sy Ay 1 0 0 0 R I3 hy |
0 0 0 -3 T3 hs
0 0 3 0 Ys h
COo1

hs = 2b1xox3ys — bixsys + biysys — y2(bs(x3 + y3) + ba(x3 + 43))
hy = 2b12oyays + bixiws — biyiws + xo(b3(23 + y3) + ba(x2 + y3))
hs = —3c13ys + c1ys — ys(ca(a3 + y3) + ca(@3 + 3))

he = —3ciays + 1y + +ws(es(23 +y3) + ca(23 + 43)).

De By(u,0) = 0 obtemos o sistema

—0ys — b1 (22223y2 — w3Y3 + Y3y3) + y2(bs(23 + y3) + ba(23 + 43)) + P1(w2, Y2, 73, 43) = 0,
02 — bi(2T9y2ys + 2573 — yax3) — w2(bs(23 + y3) + ba(23 + 43)) + P22, Y2, 73, 93) = 0,
—30ys + c1(323y2 — y3) + ys(es(ad + y3) + ca(@3 + v3)) + Pa(we, y2, 23, 43) = 0,

30wy + c1(3v2y3 — 23) — w3(ca(w3 + y3) + ca(ad + y3)) + Pa(w2, Yo, T3, y3) = 0,

(5.32)
onde 95j(~’172;3/2ax37y3) = 0(”1’”4), T = ($27y275€3ay3)7 j = 17 74
Da R-reversibilidade de B, segue que

R(1(22,y2, 3, Y3), P2(Za, Yo, T3, Y3), P3(T2, Y2, T3, Y3), Pa(T2, Y2, 3, Y3)) =

_(SﬁlR('x% Y2, T3, y3)7 ¢2R($2, Yo, X3, y3)7 953R(x27 Y2, T3, y3)7 S0~4R($27 Y2, X3, y3))

Dai
O1(x2, Y2, T3,Y3) = —P1(T2, —Y2, T3, —Y3)
953($2,92,9U37y3) = —953(352, —Y2, T3, —y3),

e assim,

G1(22, Yo, 3, Y3) = Y201(22, Y2, T3, Y3) + y3O2(22, y2, T3, ys3)
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O3(x2, Y2, T3, Y3) = Y2Os5(x2, Y2, T3, y3) + y3O6(22, Y2, T3, y3).

Como s4,B(u,0) = B(sgu,0) se ¢ = g obtemos
Do (T2, Yo, T3, Y3) = D1(Ya, —T2, —Y3, T3) = —2201(y2, —T2, —Y3, T3)+2302(Ya, —T2, —Ys3, T3) =

Da(x2, Y2, T3, Y3) = T2O3(xa, Y2, T3, y3) + 2304(2, Y2, T3, Y3).

Da mesma forma

P1(T2, Y2, T3, y3) = 207(22, Y2, T3, y3) + 2308(22, Y2, T3, Y3).
Portanto o sistema (5.32) restrito ao Fiiz R pode ser escrito por:

oy — blm%xg — bgl‘g — b4$21’§ + ZEQ@g(IQ, 1‘3) + IL‘3@4({L’2, 133) = 0,
(5.33)
3013 — 105 — 37373 — 45 + 1907 (o, 13) + 13O8(w9, w3) = 0.

Impondo a condi¢do de normalidade, (A4, F' )‘ riep = 0, com A, dada acima e F' =

(f1, fa, f5, f1) obtemos
I2f4(‘x2) 07 .T?” O) + 31’3f2<l’2, 07 [,U37 0) — 0

Dai nos pontos (x2,0,0,0) temos xsfs(x2,0,0,0) = 0. Isto implica que fy(x2,0,23,0) =
x3f4(x2,333). Analogamente, temos fa(x9,0,23,0) = ngg(arg,xg). Assim, o sistema (5.33)

fica
I’Q(O‘ — blfL'Qng — bgf]f% — b4l‘§ + ég(fL’Q,Ig)) = 0 (Gl),

r3(30 — 322 — 2l + (:)8(962, r3)) =0 (Gy).

De Gy temos 25 = 0 ou 0 — byzyxs — sz — bya? + Os(xa, x3) = 0.
Se x5 = 0 entao z3(30 — c422 + Og(x3)) = 0. Assim, se ¢; # 0 entao as solugdes nao nulas

para o sistema (5.3.2) sao
30

To =0 T3 Ay —.
Cq
Se 0 — bywoxrz — b3wa — byxs + (:)3(:762, x3) = 0 entdo ao substituirmos em G5 obtemos:
23(3b1 2973 + 3bss 4 3byri — c3wh — cuwh + (:)(xg, x3)) =0.

Novamente, podemos ter z3 = 0 ou 3bywoxs + 3bsx3 + 3b422 — 323 — 413 + O (1, w3) = 0.
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Se x3 = 0 temos como solucao nao trivial

Z)’/’Q%:l:1/b£ 1‘320.
3

Se 3by 29w+ 3bsa3+3bs22 — 313 — 42340 (25, ¢3) = 0, utilizando o programa Mathematica

encontramos 4 solugoes nao nulas:

_ 4 3b, = VA \/S(B — biesyV/A) B i\/S(B — biesV/A)
2T 2V2(30s — o) C e 20

onde

A= Qb% + 36bgb4 — 12b403 + 12b304 — 40304
B = 36b§b4 + Sb%C?) — 18b3b403 + 2b4C§ + 6b§C4 - 2b303C4
C = 366%[)3 + 6b%b463 - 12b3bi€3 -+ bic% + 12b§b464 + b%0364 — 2b3b40304 + bgci

Em U UU; o sistema (5.32) possui 2 solugdes nao nulas que tendem a zero quando o
tende a zero. Assim existe uma familia a um parametro de érbitas periddicas simétricas
convergindo para o equilibrio cujo periodo converge a 27.

Em UZ o sistema (5.32) possui 4 solugoes nao nulas que tendem a zero quando o tende a
zero. Assim existem duas familias a um parametro de érbitas periddicas simétricas conver-
gindo para o equilibrio cujo periodo converge a 2.

Para solugbes periddicas de periodo préximo a 27/3, temos a aplicagao de redugao By :
R? x R — R? dada por:

Bs(uz,0) = (1 4 0)Syus — Aguy — h(us) + o([|uz|*)

onde
0 -3 T3 ~ h5
3 0 Y3 he

So = Ay =
Portanto devemos resolver a seguinte equacao:

303 — cuTy + xg(:)g(xg) =0 (5.34)

/3
333%:‘: 0_0-7
4
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se cg # 0.

Em U° a equacgao (5.34) possui 2 solugoes nao nulas que tendem a zero quando o tende
a zero. Concluimos que existe uma familia a um parametro de érbitas periddicas simétricas

. L e . . e 7T
convergindo para o equilibrio cujo periodo converge a 3
Agora consideremos pertubagoes de (5.2) da forma (5.12) com f(z) = ax®+o(x?), a € R.

O sistema (5.13) pode ser escrito da forma X = AX+F(X), onde X = (1, 9, T2, Y2, T3, ¥3),
A e F sao dados por (5.21) e (5.22), respectivamente.

Considere A\ e Ay tais que os autovalores de A estejam em ressonancia do tipo a : 1 : 3.
Deste modo, existe uma matriz P tal que P~'AP = J onde .J é a matriz de Jordan de A da

forma:

0O —a 0 0 0 0

a 0 0 0 0 O

I 0O 0 0 -1 0 0

0 0 1 0 0 0

0O 0 0 0 0 -3

0O 0 0 0 3 0

Denotemos por P e sua inversa P~! por

Juin Jiz g1z Jua Jis Jie la liz bz ha bLis lis
J21 Jo2 J23 Jea P25 J2o lor oo log log las o
p_ J31 Js2 Js3 Jsa J3s  Jse o Pl ls1 sz 33 lsa I35 36
Jar Jaz Jaz Jaa Jas  Jae la lio lag L ls las
Js1 Js2 Js3 Jsa Jss  Js6 Isi ls2 sz lsa 55 56
Je1 Je2 Jes Jea Jes Je6 ler lo2 los lea los les

Lema 5.3.10. Existe uma transformacio x = ®(y) com ® € C*(R"), tangente a identidade,
que transforma (5.13) com f(x1) = ax} + o(x}), a € R na forma normal (5.51) até ordem 3

com coeficientes:
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3a 3a

a; = _§<j?2l16 — Jiilas), by = 3 (Ji315la6 + Jiadr6l36),
az = _%<2j%4j12l16 — 2jtsd11l26), bo = —:%a@]'%zjml:aﬁ — 2jf113l46),
ag = —%(ijajlﬂlﬁ — 2jTsj11las), b3 = —%(—jf3l46 + Jialss),
by = —%(—2jf5j13146 + 2575 14l36),

c1 = %(15’4156 + jisles),

C2 = —%a(?j%zjml% — 25} 15066),

C3 = _%(Qj%4j16l56 — 2ji3715l66)

Cy = _%(j%ﬁl% — Jisleo),

onde ji. el k=1, ...,6 sdo as entradas de matriz P e P~' dadas acima.

Encontramos os coeficientes da forma normal utilizando o programa MATHEMATICA
6.0 da mesma forma do caso o : 1: 2.

13
Exemplo: Considere (5.13) com f(z1) = 25 + h(xy), \1 = Ay = 3 Neste caso, os

7
autovalores de A sao , +t, j:% e +iv/3 que estdo em ressonancia a : 1 : 3.

Primeiramente, fazemos um rescalonamento do tempo por: ¢t = /37 transformando o

sistema (5.13) em:

i1 = 3y
(1
Ty = \/592
Y2 = \/§$3
i3 = V3ys
Js = —V3 xs — V3w — V31 + V3x3 + V3h(my).
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~ o ~ _ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
A transformacdo v = PZ com x = (21, Y1, T2, Y2, T3,Y3), T = (I17y1,$2,y27$3;y3) com

0 1 0 93 0 L

1 0 9 0 s 0
1

b 0 —-1 0 =3V/3 0 —3v5

-1 0 =30 -0

0 1 0 V3 0

1 0 1 0 1 0

leva o sistema (5.41) ao seguinte sistema
X =JX +F(X)+ H(X) (5.36)

com mesma parte linear que (5.14) com a = v/3:

: 3v3 ’
= V3 - <y1+9\/_yz+£> +h<y1+9\/_y2+ y3>

V3 9Vv3
3?1 = \/_331
. 5 _ Us
Ty= it +9 +— + 9V3(y + =
2 T \/_ (y1 eI ) (y1 V37a 5 \/g) (5.37)
Yo = T2
3 ~ 27 ~ ~ g3 y3
T3= =33+ —V3 (i +9V3 +—> +h< +9v/37, + )
3 Y3 16 (yl Y2 9\/§ U1 312 9\/§
Us = 33

e H(X) = P'hP(X), h = (0,0,0,0,0,h).
Assim, pelo Lema 5.3.10, existe um difeomorfismo ® que leva F(X) no jato de ordem 3

da forma normal (5.31) com coeficientes dados por:

Y 9v/3 po— 8L . LT
7 32 DY T 198
_2187V3 p_ 8 9

TG 27 T4 Y]
V3 b _ 19683 2187

VDS 37 T8 T T e

b _ 1 B 1
1T T 102 “= 73456



Note que este exemplo nao satisfaz a condigao de normalidade sobre Fiz R ja que ¢; # 0.

Assim, o Teorema 5.3.9 nao pode ser aplicado.

5.3.3 Caso a:1:p, p> 3 ressonante

Sem perda de generalidade, podemos supor que A = DX(0) é da forma

0

a
0
0
0
0

—-a 0 0
0 0 O
0 0 -1
0 1 0
0 0 O
0 0 0

0
0
0
0
0

p

com o € R\ Q, p € N, p> 3. Obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.11. Seja X € Xg(R®) tal que X(0) = 0 com A = DX(0) e R dados pelas

condicoes acima. FEntao X € conjugado, numa vizinhan¢a da origem, a Sequinte forma

normal:

i1 = —ay —yi(ar (2] + 7)) + az(23 + y3) + as(a3 + 43)) + o(||[|*)
U1 = azy+ x1(ar (2 +y?) + ax(@ + y3) + as(zi 4+ y2)) + o(||z]|*)

By = —yo — y2(bi(al + i) + ba(ad +3) + bs(af +3)) + o([lz]|*)

(5.38)

Yo = w2+ 2a(br(af +yi) + ba(x3 + y3) + bs(23 + 3)) + o([|[|*)
iy = —pys — ys(cr(al +u7) + c2(@3 4+ y3) + cs(23 +y3)) + o(||z||*)
ys = pas+as(ci(@d +of) + co(a3 + y3) + cs(a3 + v3)) + of[|z]|*),

com & = (T1, Y1, T2, Y2, T3, Y3)-

Demonstragao: Considerando o campo em coordenadas complexas temos que

/X6’

0
0
0
0
0

0

o O O O

~.

o o O
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A condicao

implica que

Dhy(z) = «ihy,
Dhy(x) = —aihs,
Dhs(x) = ihs,
Dhy(x) = —ihy,
Dhs(z) = pihs,
Dhg(x) = —pihg,
onde
D =iz — —aizZy — + 29— — 12— + pizz— —pz’z’gi_.
021 0% 029 075 0z3 073

A anélise de hy e hy é exatamente igual a dos casos anteriores.

Para hg temos que Dhg(z) = ihs implica que
iu = (iaky — iaky + iks — iky + ipks — ipke)u =
ki —ko=0 e ks — ks + p(ks — k¢) = 1.
Nao existem elementos de ordem 2 que satisfazem as condigcoes acima e os de ordem 3 sao:
(0,0,1,0,1,1),(0,0,2,1,0,0),(1,1,1,0,0,0).

Assim

~ _ ~ 9_ ~ _
h3 — C129%2323 + Coz9 22 + C32121%29.
Analogamente, encontramos hy

hy = di2a23% + dozeis® + d32171 7.
Como anteriormente temos ¢; = ic;j, dj = —icj,c; €ER, g =1,... 4.
Para hy, de Dhs(x) = iphs temos que
ipu = (1aky — iaky + iks — iky + ipks — ipke)u =
ki —ko=0 e ks — kg + p(ks — k¢) = p.
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Nao existem elementos de ordem 2 que satisfazem as condig¢oes acima e os de ordem 3 sao:

(0,0,0,0,2,1),(0,0,1,1,1,0), (1,1,0,0,1,0).

Dai
~ 2 _ ~ _ ~ _
hs = €12523 + €3222223 + €32121 23.
Analogamente,
- s
he = f12323" + faza2a23 + f3212123,
com €; = te;, f; = —iej,e; €ER, j=1,... 4.

Obtemos assim a forma normal
2',’1 = iCYZl + izl(a1]z1|2 + a2|22‘2 + ag‘Zg‘Q) + 0(”2H4>

Zo = 129+ i22<b1’21|2 + b2|Z2|2 + b3|Z3‘2> + 0(||ZH4>

ipzs +izz(c1|z1 2 4 oz f* + cslzs]?) + o(||2[|Y),

23

com z = (21, 22, 23), que em coordenadas (z1,y1, T2, Y2, T3,y3) fica

1= —ay; —yi(a1(2? +y3) + ao(23 + y3) + az(z3 + y3)) + of||z||*)
1= ax +zi(a (2] +yi) + ax(@3 + y3) + as(23 + y3)) + of[|z[|!)
iy = —yo — ya (b1 (22 + y2) + bo(a2 + y2) + bs(z2 + 12)) + o(||z[|*)
Jo = o+ za(bi(] + y7) + ba(a3 + y3) + ba(23 + 43)) + o[ x]*)
b= s — ys(er(? 4 42) + ea(a + 92) + es(@+ 42)) + ol

gs = prs+ws(ca(@d + i) + ca(a + 3) + es(ag + u3)) + o[|2][P),

e finalizamos a demonstracao.
Definimos os conjuntos
U’ = {X € Xp(RP); J3X expressa-se por (5.38) com c3 # 0},
U' = {X € Xp(RY); J2X expressa-se por (5.38) com by # 0},
U? = {X € Xp(RY); J2X expressa-se por (5.38) com by(p(bs + by) — (ca +¢3)) # 0} e
U, = {X € U X satisfaz a condigao de normalidade sobre FizR}, i = 0,1,2.
U ={X € Xp(RO); J3X expressa-se por (5.38) com c3 # 0}.

Para érbitas periddicas temos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.12. As sequintes afirmacoes se verificam:
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i) Cada X € UJUUS possui uma familia a um parametro de solugoes periddicas simétricas

convergindo para a origem com periodo convergindo para 2.

i) Cada X € U possui duas familias a um parametro de solugées periddicas simétricas

convergindo para a origem com periodo convergindo para 2.

iii) Cada X € U3 possui uma familia a um pardmetro de solugdes periddicas simétricas

) ) . 2
convergindo para a origem com periodo convergindo para —.
p

Demonstragao: Para encontrarmos as solugoes periddicas de periodo proximo a 27 a

aplicacao de reducao B, : R* x R — R* ¢ dada por:

B(ug,0) = (1 + 0)Ssus — Aguy — B(u4) + 0(”“4”4)7

onde
0 -1 0 0 Ty hs
S A, — 1 0 0 O | "y — Yo | E4: hy ’
0 0 0 —p 3 hs
00 p 0 Ys he
com
hs = —ya(ba(3 + y3) + bs(23 + 13))
hy = xo(bo(25 + y3) + s (23 + 13))
hs = —ys(ca(xs +43) + cs(a3 +33))

he = ws(ca(23 + 3) + c3(a3 + y3))-
De By(u,0) = 0 obtemos o sistema

( ~

—0ys + ya(ba (23 + y3) + bs (23 + 43)) + P1(w2, Y2, 23, 43) = 0,
oxy — Ta(bo(x3 + y3) + b3 (23 + v3)) + Galw2, Y2, 3, y3) = 0, (5.39)
—poys + ys(ca (23 + y5) + cs(x3 + v3)) + Ps(x2, Y2, 73,93) = 0,

poxz — 333(02<5U% + y%) + 03(-%:2?, + y%)) + @a(2, Y2, T3, y3) = 0,

\

onde @j($2792a$3>y3) = 0(”1’”4), j = 17 74

Impondo a condigdo de normalidade, (A4, F )‘ riop = U, com A, dada acima e F =

(f1, fa, f5, f1) obtemos
ZC2f4<':E27 vaS; O) +])£Ii'3f2(:c2, 071'37 O) =0.
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Dai nos pontos (z2,0,0,0) temos xsf4(x2,0,0,0) = 0. Isto implica que fy(x,0,23,0) =
x3f4(x2,$3). Analogamente, temos fo(xs,0,x3,0) = xzfg(a:g,:vg). Assim, o sistema (5.39)

restrito ao Fliz R fica

To(0 — bowy — b3 + O1(||(w2, 23)[]*) =0 (Gh),
z3(po — cox3 — c3x3 + Oo([[ (22, 23)|°) =0 (Ga).

De GG obtemos o = 0 ou 0 = byx2 + by + O (|| (w2, z3)| >

Se x5 = 0 entdo z3(po — 3735 + Oa(|| (w2, 23)|*)) = 0. E daf uma solugdo nao trivial é

ZL‘QZO ZL‘3::|: IE,
C3

se c3 # 0.
Se 0 = byx3+b3x2+0.(||(22, 23)||? entdo x3(pboa2+pbsa2 —cox2 —c3x24+O(|| (12, 23)| ) =
0. Assim podemos ter x3 = 0 ou pbyx3 + pbsa — cox3 — cz3z2 + O(||(z2, 23)|>) = 0. Caso

||?> e portanto uma soluc¢ao nao nula é:

[o
Rty —
T2 bg’
se by # 0.

Caso pbax3 + pbsas — cowd — 322 + O(|| (22, 23)||?) = 0, se pby — c3 # 0 essa equacio pode

x3 =0 temos o = byz2 + O1(||(z2, z3)

ser resolvida para 3 em termos de w3, daf:

2 —(pbs — 03)55%
Ty R ———
pba — o

o

ba —
0, (M N 1)
pby — ¢

~ o(pbs — c3) T A a(pby — c3)
i i\/—bg(p(by, b (et 7 i\/—b2(p(b3 ) —(a t )

se bg(p(bg + bg) — (Cz + Cg)) 7é 0.

Em UJ e em U; o sistema (5.39) possui 2 solugdes nao nulas que tendem a zero quando

e portanto 73 ~ . Dessa forma as soluc¢oes nao triviais sao dadas por

o tende a zero. Assim existe uma familia a um parametro de orbitas periddicas simétricas

convergindo para o equilibrio cujo periodo converge a 27.
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Em UZ o sistema (5.39) possui 4 solugdes nao nulas que tendem a zero quando o tende a
zero. Assim existem duas familias a um parametro de érbitas periddicas simétricas conver-

gindo para o equilibrio cujo periodo converge a 27.

Para solugdes periddicas de periodo proximo a 27 /p, temos a aplicagao de redugao By :

R? x R — R? dada por:
Bs(uz,0) = (1+ ) Sauy — Agus — h(uz) + o(||ua|*),

onde

0 — ~ h
SQ:AQ: p , Ug = 3 , h2: 5

p 0 Y3 he

Portanto devemos resolver a seguinte equagao:
z3(po — c3a2 + Oy(x3)) = 0 (5.40)
que tem como solucao nao nula

o
$3%i1li—,
3

Em U? a equagio (5.40) possui 2 solugdes nao nulas que tendem a zero quando o tende

se c3 # 0.

a zero. Concluimos que existe uma familia a um parametro de érbitas periddicas simétricas

: e ) 2m
convergindo para o equilibrio cujo periodo converge a —.
p

Agora consideremos pertubagoes de (5.2) da forma (5.12) com f(z) = ax®+o(x?), a € R,

onde o(z*) denota os termos de ordem superior a 3.

O sistema (5.13) pode ser escrito da forma X = AX+F(X),onde X = (x1, Yo, T2, Yo, T3, Y3),
A e F sao dados por (5.21) e (5.22), respectivamente.

Considere A\ e Ay tais que os autovalores de A estejam em ressonancia do tipo «: 1 : p,
p > 3. Deste modo, existe uma matriz P tal que P~'AP = J onde J ¢ a matriz de Jordan

de A da forma:
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0 —aa 0 0 0 O

a 0 0 0 0 O

7 0O 0 0 -1 0 0

0O 0 1 0 0 O

0 0 0 0 0 —p

0O 0 0 0 p O

Denotemos P e sua inversa P~! por

Juin Jiz Ji3 Jua Jis Jie lha liz by ha s lis
J21 Jo2 J23 Joa P25 J26 lor loa lag log los Iz
P J31 Js2 Js3 Jsa Jss  Jse o Pl ls1 32 I3z lsa I35 36
Jar Jaz Ja3 Jaa Jas  Jae la bz lag la ls las
Js1 Js2 Js3 Jsa Jss  Js6 s ls2 sz lsa 55 56
Je1 Je2 Jes Jea Jes J66 ler le2 los loa los los

Lema 5.3.13. Eziste uma transformacio r = y + ®(y) com ® € C(RY), tangente a
identidade, que transforma (5.13) com f(x1) = ax? + o(x}), a € R na forma normal (5.58)

até ordem 3 com coeficientes:

a; = —%(jfgl16 — Jiiles), by = —%(ijzjmlsﬁ — 211 J13l46),
az = _%(Zjijwllﬁ — 2j73511l26), b2 = —%(—jfgl46 + Jialss),
as = —%(2j36j12l16 — 25 11l26), b3 = —%(—2jf5j13l46 + 2j76J14l36)
€1 = —%(ijgjlﬁlm - 2j%1j15l66)>
C2 = —%(2j124j16156 — 2ji3715l66)
s =~ (ialsn — Fiso).

onde ji, e lyy k= 1,...,6 sdo as entradas de matriz P e P~' dadas acima.
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Encontramos os coeficientes da forma normal utilizando o programa MATHEMATICA

6.0 da mesma forma do caso « : 1 : 2.

31
Exemplo: Considere (5.13) com f(x;) =23 e \j = \y = 5 Assim, os autovalores de

. . { . - ..
Asdo +i, £— e :i:Z\/B, que estao em ressonancia « : 1 : 5.

V5

Primeiramente, fazemos um rescalonamento do tempo por: t = /57 transformando o

sistema (5.13) em:

T = \/53/1
= \/5$2
i2 = by
Yo = \/5373
T3 = \/593
—\/5/\13153 —V/BAaxs — V51 + \/Exi'

(5.41)

Ys

~ _ ~ _ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
A transformagao r = P com r = (x17y1,$2,y2,$3,y3), Tr = (a:l,yl,xg,yg,xg,yg) com

0 1 0 255 0 Lo

255
1 0 25 0 = 0
1
b 0 —-1 0 —=5V5 0 sz
-1 0 -5 0 -1 0
1
0 1 0 V5 0
10 1 O 1 0
leva o sistema (5.41) ao seguinte sistema
X =JX + F(X) (5.42)
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com mesma parte linear que (5.14) com a = v/5:

Us =

—V/551 — 5\/_ (

\/_I1
. 1 .
—y2+%\/5<

w5

) (5.43)

T2

195 N 7 \°
505 + —2\/5

Ys T 56 Vr-( 25xK§)
5.

Assim, pelo Lema 5.3.13, existe um difeomorfismo ® que leva F (X ) no jato de ordem 3

da forma normal (5.38) com coeficientes dados por:

15v/5 125 5
a1 = —5q 1= TT59 1= —755
128 128 128
46875v/5 390625 15625
g — ——/—— b2: - Coy = —
v§4 256 128
3v5 1 1
A2 = —_— — _——_— Cq = J—
3 3 3 160000’

40000 3200

Isto 6, ® transforma (5.42) em X =

R(X) satisfaz a condicdo de normalidade, nao podemos

JX + JPX + R(X).

Como nao sabemos se

aplicar o Teorema 5.3.12. Por

outro lado, podemos perturbar (5.41) com uma fungao h = (h1, ha, hs, ha, hs, hg) tal que
h(z) = P(—R)P~(X). JX + J3X e aplicando o

Teorema 5.3.12 segue imediatamente que:

Desta forma, nosso sistema fica X =

i) X € U UU; e portanto possui uma familia a um parametro de solugdes periédicas

simétricas convergindo para a origem com periodo convergindo para 2.

ii) X € UZ e portanto possui duas familias a um parametro de solugoes periddicas

simétricas convergindo para a origem com periodo convergindo para 2.

iii) X € U e portanto possui duas familias a um parametro de solugoes periédicas

27T
simétricas convergindo para a origem com periodo convergindo para =
19683 504549
4 by = —>2 4 ). — A= )
Ja que 5= o5 7 “ 3456:# 16384 ¢

1152 (1768 + 27v/6229)

429981275
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5.3.4 Caso a:1:1 ressonante nao semi-simples

Este caso é analogo ao caso da Secao 5.2 onde analisamos a presenca de ressonancia 1 : 1

nao semi-simples em R%.

5.3.5 Caso oj : oy : &3 nao ressonante

O Teorema do Centro de Lyapunov garante a existéncia de trés familias a um parametro
de solugoes periddicas com periodos proximos 5, 1 = 1,2, 3 para perturbacoes da equagao
(5.2). Nesta segao utilizaremos a redugao de Lyaplunov—SChmidt para encontrar um resultado
similar. Para isso, primeiramente, encontraremos a forma normal de Belitskii. Sem perda

de generalidade podemos supor

0 —a; 0 0 0 0

a, 0 0 0 0 0
A= DX(0) = 0 0 0 —as 0 0 |

0 0 a 0 0 0

0 0 0 0 0 —og

0 0 0 0 a3 O

a;eR, j=1,23.

Teorema 5.3.14. Seja X € Xp(R%) tal que X(0) = 0 com A = DX(0) e R dados pelas
condi¢oes acima. Entao X € formalmente conjugado, numa vizinhanga da origem, a sequinte

forma normal:

iy = —auyr — yipr (] + yi, w5 + Y3, 25+ v3)

= ary + a0 (22 + 2, 22 4 2, 22 + )

T2 = —aoys — Yopa(2] + 7, 5 + ¥5, 23 + y3) (5.44)
Vo = QoTy + Topa(r? + y?, 23 + y3, 23 + y3)

i3 = —agys — yspa(af +y7, 23 + y3, 75 + u3)

Ys = agxs + 3ps(x + i, w5+ y3, 5 4 u3).
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Demonstragao: Considerando o campo em coordenadas complexas temos que
at 0 0 0 0 0
-yt 0 0 0 0
0 agi O 0 0

0 0

0 —Oégi

0
0
0 0

0 0 0 0 azx O
0 0 0 0 0 —agt
Se h(z) = (hi(z), ..., he(z)) a condi¢ao

A*h(x) = Dh(x)A*x,

com = = (z1, 21, 22, 22, 23, 23), implica que

Dh1<$> = —Oélihl,
Dhg(fﬂ) = Oél/l.hQ,
Dhg(l‘) = —Oégihg,
Dh4(l’) = Oég’ih4,
Dh5(l’) = —&3ih5,
Dhﬁ(l’) = OégihG,
onde
D = —io 25— +ion 2 m— — tagze—— + 1y —— — 0323 =—— + loig 3 ——.
! 1821 ! 182_1 2 2822 2 282_2 3 3823 3 382_3
Seja u = 281 k2 258 7k ohe ke

De Dhy(x) = —iaih; temos
—lagu = (—ianky + tarky — iagks + icoky — iasks + iasks)u =
—ay = —aq (k1 — ko) — ag(ks — ky) — az(ks — k).
Como os autovalores sao nao ressonantes, devemos ter
ki — ko =1 ks = ky ks = ke,

isto é,

u =22t gk 253 7" z§5 2",
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Dai

hy = 2’1901(|2’1|2, |22|27 |Z3|2)-

Analogamente

hy = 51902(|21|27 |22|2, |753|2)-

Se denotarmos por ¢, e ¢, os coeficientes de ¢, e o, respectivamente, teremos @, = ¢s,
j4 que hy = ho. Da R reversibilidade temos que ¢p = —¢;. Daf ¢1 = i, ¢1 € R.
Assim
h = izp1 (|2 |2l | 23)%)

hy = —iZ_1901(|21|2a |Z2|27 |Z3|2)'

De maneira analoga obtemos hs, hy, hs € hg € a forma normal:

2= donz +ize(|z 2], | 2s)?)
Zy = donzs +izapa(| 2% | 22]?, |25)%)
Zy = dagzy +iz3s(|21]?, 2], |2]7),

que escrito em nas coordenadas (x1, Y1, T2, Y2, T3, y3) ¢ dado por

i1 = —auyr — yipi (T + Y1, 25 + 3, 23 + y3)
= oax+z1e1 (23 + v a5+ ys, ok + y3)

By = —aoys — Yoo (2 + 2, 23 + y3, 23 + y3)
o= QoTy+ Topa (0 + 2 2k +y2 a2+ y2)
T3 = —agys — ys@s(r] + 7, 25 + y3, 13 + y3)
Us = azrz + w3p03(2? +yi xd + ys, 13 + y2).

Defina
U' = {X € Xr(RP); J? Xexpressa-se por(5.44) com a; # 0
onde a; é o coeficiente do monémio z? em @;}, i = 1,2, 3.

Utilizando a Redugao de Lyapunov-Schmidt, obtemos:

Teorema 5.3.15. Cada X € U’ possui 1 familia a um parametro de solugoes periddicas

simétricas convergindo para a origem com periodos convergindo para —, j = 1,2, 3.
& .
j
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27

Demonstragao: Para encontrarmos as solugoes periddicas de periodo proximo a — a
aq
aplicacao de reducao B : R? x R — R? é dada por:
B(u,0) = (1 + 0)Su — Au — h(u) + o(|Ju||*),
onde
0 —«a x - h
S = A = ! y u = ! i h = !
o 0 U1 ha
Portanto devemos encontrar as solucoes nao triviais do sistema
—oann + (et + 32)) + () [ = 0 s
2 2 ~ 4 (5.45)
conzy — z1(ar(zy +y7)) + z1@2(||(z1, 91)[[*) = 0.

Para obter as solugoes R-simétricas fazemos y; = 0 e assim
ri(oar + arzi + @o([| (1)) = 0,

e solucdes nao triviais para o sistema (5.45) sao dadas por

oQ
nRE/— =0,
ai
se a; # 0.
Similarmente obtemos os resultados para orbitas periddicas simétricas com periodos
L. C 2 2w
préoximos a — e —. [ |
(0] (0%

Agora consideremos pertubacoes de (5.2) da forma (5.12) com f(z) = az®+o(z*), a € R
onde o(z*) denota os termos de ordem superior a 3.

O sistema (5.13) pode ser escrito da forma X = AX+F(X), onde X = (1,9, T2, Y2, T3, ¥3),
A e F sao dados por (5.21) e (5.22), respectivamente.

Considere A1 e Ay tais que os autovalores de A sejam do tipo a; : as : a3 nao ressonantes,

a; € R. Deste modo, existe uma matriz P tal que P~'AP = J onde J é a matriz de Jordan

de A da forma:
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0 —a; O 0 0 0

a0 0 0 0 0

0 0 0 —as O 0
J =

0 0 a O 0 0

0 0 0 0 0 —a3

0 0 0 0 a3 O

Denotemos P e sua inversa P~! por

Ju Jiz iz Jue Jis Jie i he hs ha lis lis
Jau J22 J23 Jaa D25 Joe lo1 lag loz loa las Iz
p_ Js1 Js2 Js3 Jsa Jss  Jse o Pl ls1 I3z sz lsa s lss
Ja Jaz Jaz Jaa Jas Jae la lag laz laa las las
Js1 Js2 Js3 Jsa Jss  Js6 s ls2 sz lsa 55 lse
Je1 Je2 Jes Jea Jes Jeo ler lo2 los loa los les

Lema 5.3.16. Eriste uma transformacao x = ®(y) com ® € C*(R®), tangente d identidade,
que transforma (5.13) com f(z1) = az} + o(z]), a € R, na forma normal (5.44) até ordem

3 com coeficientes:

ay = —ajil, by = —3ajiyjralse,
Qg = _3aj%4j12l167 by = _ajill?)ﬁa
a3 = —3a2jisj12lie, bs = —3ajigiialse,
o= —3ajijelse,
Co = —3aj124j16156;
C3 = —aj136156,

onde ji. el k= 1,...,6 sdo as entradas de matriz P e P~' dadas acima.
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Encontramos os coeficientes da forma normal utilizando o programa MATHEMATICA

6.0 da mesma forma do caso « : 1 : 2.

31
Exemplo: Considere (5.13) com f(z;) = 23, A\ = 5 © Ay = e Neste caso os

autovalores de A sdo +iv/2, +iv/3 e j:%.

~ . ~ o ~ o ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
A transformacao z = PZ com x = (9517y1,5€27y2737373/3)a T = (xhyl,%z,ymﬂ?zays) com

0 — 0 —— 0 36V6
X 42 9v/2 VG
1 0 L0 36 0
1 1
0 — —6v/6
P = X 2v/2 X 3v/3
-~ 0 -~ 0 -6 0
2 1 3 1
0 — 0 — 0 6
V2 V3
1 0 1 0 1 0

leva o sistema (5.41) ao seguinte sistema X = AX + F(X) com mesma parte linear que

1
(5.44) com a; = V2, s = V3 e ag = %:
. 3
1= —V2j
: - (4f N >
1= V2
3
2%2 = _\/_yQ + — ( + 36\/_y3>
, \/_ (5.46)
Jo = /3y
- 3
3 y3 1 yl
Ty = +— + 361673
V6187 ( Vit \/—
L T3
Y3 NG
Assim, os coeficientes da forma normal estabelicidos no Lema 5.3.16 sao dados por:
o 3v2 _ 3V3 L 8
"T3R2 YD) TN
V2 ; 2v3
Ao = _— = Co = —
*7 297 T a3 ’ 561v/6
699841/2 466561/3 1679616
11 17 187/6
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Daf do Teorema 5.3.12 segue imediatamente que X € U’ e portanto possui uma familia
a um parametro de solugoes periddicas simétricas convergindo para a origem com periodo
convergindo para E, j=1,2,3com g = V2, as =3 e ag = %, ja que a; # 0, b; # 0,
ci#O,izl,Z,S.a °
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CAPITULO 6

EXISTENCIA DE ORBITAS
HOMOCLINICAS

Neste capitulo estudaremos a existéncia, persisténcia e propriedades de solugoes ho-

moclinicas de pertubagoes das equagoes diferenciais (5.1) e (5.2).

6.1 Uma Orbita Homoclinica em R*

Considere a equacao diferencial:

2@ — a(p)a” +x + B(p, k)t — y(p,k)zrt =0 (6.1)
4 6 5 4 3 2 4 3 2
pr+1 p° 4+ 5p° + 8p* +4p°> —p° —p p* 4+ 6p° + 11p° + 6p
onde Oé(p) = 2 7ﬁ(pa k) = 2 77(p7 k) = 1 )
p ka-E ko

p,keR, pk>0.

Proposicao 6.1.1. A equagdo diferencial (6.1) é reversivel, Hamiltoniana e possui solu¢ao

simétrica homoclinica a 0.
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Demonstracao: Podemos escrever (6.1) como o sistema X, ; representado por:

r= Y,
y= w,
24+1 441 (6.2)
2=z +B(p k)xr" —y(p, k)xrT,
W= —z +ap)y,

com fun¢ao Hamiltoniana

2 2
H(‘TvyVZ?w):Zy—i_%_%_%_Fgapvk)v

onde F' é uma primitiva de f(z,p, k) = G(p, k)x%“ +7(p, k)x%Jrl_
O sistema (6.2) é reversivel com R(x,y, z,w) = (x, —y, —z,w), onde o conjunto de pontos

fixos é Fiz(R) = {(z,y,z,w);y = z = 0}. Uma solugao homoclinica I" é dada por

z(t) = k sech”(t),

y(t) = —kp sech”™ () senh(t),

2(t) = _k (2p* 4 6p® + 4p? + cosh(2t) + 1) sech?3(¢) senh(t) (6.3)
- > 7

w(t) = k(p+ 1)p sech?™(t)senh?(t) — kp sech?(t),

a qual intercepta o conjunto de pontos fixos da involugao R no ponto (z(0),y(0), z(0),w(0)) =
(k,0,0,—kp), isto é, I é simétrica em relagao a R.

Observagao 6.1.2. Descreveremos o método utilizado para encontrar a equacao diferencial
(6.1). Consideremos a conhecida solu¢ao homoclinica a zero, z(t) = k sech”(t), p,k € R,
p, k> 1. Assim,

2'(t) = —kpsech?™ () senh(t),

2"(t) = —kpsech?(t) + kp(1 + p) sech”™?(¢) senh?(t) =

kp? sech?(t) — kp(1 + p) sech”™2(t),
0 que resulta em
p(1+p) 142

" —pPr 4+ S5 T =0, (6.4)
k»
Multiplicando (6.4) por 2’ e integrando obtemos
2 2,.2 2, .2+2
H(x,x’):x——px +p$2 = E = cte. (6.5)
2 2 2%k
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Derivando (6.4) duas vezes encontramos

, 1 2) (2
AR plp+ )gp +2) (—xi1$'2 + $§x”) =0. (6.6)
pk;E p

Substituindo (6.4) e H(x,z') = 0 em 6.6, obtemos

. 2 1 2
" — pr + <p2 + —) Alp, k)zrt' — (p—( —i—p) + —]2)) Alp, k)ar ™! (6.7)
p kr k»
p(1+p)(2+p)
S :

onde A(p, k) =
pk»

4

1
Agora somamos e subtraimos o termo 2 em (6.7,) e por (6.4) e obtemos:

p2

$iv o p4 + 11,//

pS + 5p° + 8p* + 4p® — p? — P 2ol pt 4+ 6p3 + 11p? + pr%H
P? -

2 =0
ka; ko

+a+

e assim obtemos a equagao diferencial (6.1).

6.1.1 Propriedades da Orbita Homoclinica em R?

Apés o resultado sobre a existéncia de uma oOrbita homoclinica simétrica I' em zero para

cada p, k > 0, estudaremos algumas de suas propriedades.

Lema 6.1.3. Sejam «, (3 nimeros reais tais que o < 0 e § > 0. Para toda fun¢ao h(t)

continua e limitada em R, a equacao
2 + az” 4 Bz — h(t) =0, (6.8)
possut uma unica solucao limitada.

Demonstracao: Consideremos a equacao ) + ax” + Bz = 0 e a correspondente equacao

caracteristica

M4 aN + 5 =0. (6.9)

Como a < 0 e > 0 temos que (6.9) ndo possui raizes imaginarias puras A = iw pois caso

contrario terfamos w* — aw? 4+ 3 = 0 o que seria um absurdo.
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A equagao (6.8) é equivalente ao sistema

Ty = =
2 ’ (6.10)
Th o= @y
¥y = —axy— Pr1+ h(t),
ou ainda,
¥ =Ax+ H(t) (6.11)
0 1 00 0
0 0 10 0
com v = (x1, %9, T3,24), A= e H(t) =
0 0 01 0
-6 —a 0 0 h(t)
Como o sistema homogéneo #’ = Az ndo tem autovalores imagindrios puros e H(t) é

continua e limitada em R, entdo (6.11) tem uma tnica solugao limitada em R. (Veja [7].)
Portanto, para toda fun¢ao h(t) continua e limitada em R, a equagao (6.8) tem uma

unica solucao limitada.

Proposicao 6.1.4. Para cada p > 0 e k > 0 fizados, a solugao homoclinica I" dada por

(6.3) é nao-degenerada e elementar.
Demonstracgao: Consideremos a equacao variacional ao longo de I'.
&= D(T)x. (6.12)

Temos que provar que o espago de solugoes globalmente limitadas de (6.12) tem dimensao 1
e daf gerado por I,

A equacao variacional ao longo de I' é dada por

2" — a(p)a” + g(t,p,k)x =0 (6.13)
2 4
com g(t,p, k) = 1+ B(p, k) (ﬂ> k3 sech?(t) — v(p, k) (ﬂ> ks sech(¢).
p p
Se x é limitada entao

2V —a(p)r” + g(t,p,k)x =0 2" —a(p)r” +x =2 — g(t,p, k) = h(t).
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Como para cada p e k fixados temos que —a(p) < 0 e que a fungao g(t,p, k) é continua e
limitada. Portanto h(t) é continua e limitada e pelo Lema 6.1.3 = é tinica soluc¢ao limitada.

Como T é solucdo limitada de (6.12) entdao = =T -

Teorema 6.1.5. Sejam p > 0 e k > 0 tais que X, seja C%. Entdo a equagdo diferencial
(6.1) possui uma solugao homoclinica em relagao a origem. Tal drbita persiste sob per-
turbacoes C'° que mantém a reversibilidade do sistema original. Além disso, ela € o limite

de uma familia a um parametro de orbitas periddicas.

Demonstragao: A demonstragao segue diretamente da Proposigao 6.1.4, da Observagao

1.1.12 e do Teorema 1.1.15. -

6.2 Uma Orbita Homoclinica em R®

Considere a equacao diferencial

| | 1
2 —a(p, k)2 + (1 - _2> "+ + A(p, k)ar ™+ B(p, k)ar T + C(p, K)o = 0 (6.14)
p

onde
a(p) = pl
p?
6 5 4 3 2
p” +5p° +8p* +4p° —p* —p
6(]97 k) = 2 y
p?k?r
p* + 6p® + 11p% + 6p (6.15)
7(p7 k) - é 9
ko
2 1+p
Alp.K)= Blp.k) (— " 1) p+p?) - 112
p p ke

Bk = .0 (2 +1) (T2 =P ) (3 1) e

ki ki
4 —4 1+
Cok) = —(p,k) (— T 1) ( p_pd p)) |
p kp ko
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p,keR, pk>0.

Proposicao 6.2.1. A equagao diferencial (6.14) € reversivel e possui solugdo homoclinica

em 0.

Demonstragao: Podemos escrever a equacgao diferencial (6.14) como um sistema:

Ty = Iy,
:t‘Z = I3,
T3 = I,
P (6.16)
Ts5 = s,

1
tg = a(p)rs — (1 — —2) T3 — T — Azt — Bgatl C’acgﬂ,
p
Este sistema é reversivel com R(x1, xe, T3, T4, 5, Tg) = (21, —T2, T3, —T4, T5, —Tg) €
Fixz(R) = (21,0, 23,0, 5,0, z).
Uma solugao homclinica I' do sistema (6.16) é dada por
(o (), wo(t), g (t), 25 (), xg’ (1), (1)),
onde zy(t) = ksech(t)?. A solugao I' intercepta Fiz(R) em
(20(0), 2(0), 25(0), ' (0), 25°(0), 25(0)) = (k,0, —kp, 0, kp® + 2kp(1 + ), 0).
Desta forma, I' é simétrica em relacao a R.
[

Observagao 6.2.2. Descreveremos o método utilizado para encontrar a equacao diferencial
(6.14). Provamos na segao anterior que a equagao diferencial (6.1) possui solugao homoclinica

a 0 dada por z(t) = k sech(t)P. Assim derivamos (6.1) duas vezes e encontramos:

. . 2 2
v — Oé(p)l‘w —I—ZE” +ﬁ(p, ]{?) < +p) (—J}IQ’_1<JZ/)2 + x?)x”) _
p p
(6.17)
4 4
v(p, k) (ﬂ> (—9314’_1(96’)2 + xix”) =0,
p p

onde a(p), B(p, k) e v(p, k) sdo dados na Proposi¢ao 6.15.
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Substituimos (6.4) e H(z,2") = 0 com H dada por (6.5) em (6.17) encontramos

) ) 2 2 —2p — p(1 4
l.(m) - Oé(p)ﬂ?(w) +l’”+ﬂ(p, k) ( :)—p) ((2p+p2)$p+l + < p p( +p)) .Z'p+1) .

2
kr

Y, k) (%) ((4p+p2)x3“ + <_4p_p(1 +p)) $2+1> —0.

e
(6.18)
"
Somamos e subtraimos o termo 2—2 em (6.18) e por (6.4) obtemos
' ' 1 2+ 1+p) »
x — a(p)a™ + (1 - —2> o +x+ | Bp. k) ( p) (2p+9°) — —5 |
p p pk‘E
2+0p —2p—p(l+p 4+p 4
(st (222 (P oy () (pp) ) b (019
P kr P
44p —4p—p(1+p 6
v(p, k) ( » ) ( kQ( )) zr = 0.

E assim encontramos (6.14).

6.2.1 Propriedades da Orbita Homoclinica em RS

Lema 6.2.3. Sejam a, § nimeros reais tais que o > 0 e § < 0. Para toda fung¢ao h(t)

continua e limitada em R, a equacao
) 4 B2 4z’ —x — h(t) =0, (6.20)
possut uma unica solucao limitada xg.

Demonstragao: A equacio diferencial (6.20) é equivalente ao sistema X = AX + H(t) com

01 0 0 0 O 0

00 1 0 0 O 0

00 O 1 0 O 0
X = <$17I27x37l’4,x5,x6)7 A - € H(t) -

00 0 0o 1 0 0

00 0O 0 0 1 0

10 —a 0 —6 0 h(t)
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O sistema homogéneo X = AX néo possui autovalores imagindrios puros A = iw, pois
caso contrario terfamos —w® + fw* — aw? — 1 = 0, o que é um absurdo pois B < 0 e a > 0.

Portanto, para toda funcao h(t) continua e limitada em R, a equagao diferencial (6.20)
possui uma unica solucao limitada.

Proposicao 6.2.4. Para cada p > 1 e k > 0 fixados, a solugao homoclinica I' é nao-

degenerada e elementar.

Demonstracao: Consideremos a equacao variacional ao longo de T',
= D(I)x. (6.21)

Temos que mostrar que o espaco de solugoes globalmente limitadas de (6.21) tem di-
mensio 1 e daf gerado por I'.

A equagao (6.21) é dada por

, ‘ 1
ZE(UZ) — Oé(p)(w) + (1 - _2) CL’” + g(tvpa l{j)l’ = O’
p

onde g(t,p, k) =
2 2 4 4 6
1+ A(p, k) (ﬂ) k# sech(t)? + B(p, k) <ﬂ) kv sech(t)*+C(p, k) (ﬂ> kv sech(t)S.
p p p
1
Para cadap > 1, k > 0, temos 1 — — > 0, —a(p) < 0, g(¢,p, k) < 0 é continua e limitada.

Assim, se z é uma solugao limitada de (6.21), entéao

. y. 1
.CE(W) — Oé(p)(w) + (1 - _2) v + g<t7p7 k’).’L’ =0<
p

V1 v 1
o0 —a)® + (1= )~ = o glt,p. K)o = hit. o)
com h(t,p, k) continua e limitada. Logo pelo Lema 6.2.3 = é tinica solugao limitada. Como
I é solucdo limitada de (6.21) temos que z = I é tinica solucio limitada.

Teorema 6.2.5. Para cada p > 1 e k > 0 fizados, a equagio diferencial (6.14) possui
uma solu¢ao homoclinica na origem. Tal orbita persiste sob perturbagoes C*> que mantém a
reversibilidade do sistema original. Além disso, ela € o limite de uma familia a um parametro

de orbitas periodicas.
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Demonstracao: A demonstragao segue diretamente da Proposi¢ao 6.2.4, da Observagao

1.1.12 e do Teorema 1.1.15. -
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PERSPECTIVAS FUTURAS

Dentre as perspectivas futuras de continuidade deste trabalho destacamos o estudo de duas
equagoes diferenciais que generalizam as equagoes estudadas nos Capitulos 2, 5 e 6 desta

tese:

(I) Considere a seguinte equagao diferencial:

2n — 2

comneN, a;, 1 =1, ..., 2 e k sao parametros reais. Esta equagao pode ser expressa

por

Ty = Ty
Ztg = T3
(6.23)
i’gn = —&2737—233'2”,1 — ... — T3+ kiCl.
Considerando perturbagoes de (6.22) da forma:
227 4 &%m(znﬂ) +o At oz® =ka + f(2), (6.24)
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com f uma fungao real com f(0) = 0 e perturbagoes de (6.23) da forma:

.Tl = $2+f1(231,$2,...,x2n)
.’t2 = I3+f2(x1 o, ..., To )

e (6.25)
Top = —Q2m—2Top-1 — ... — T3+ kxy 4 fon (21, 22, ..., T2p),

com f; fungdes reais com f;(0,0,...,0) = 0, i = 1,...,2n, as seguintes questoes estao dentro
de nossas perspectivas de futuros estudos:

1) Classificacao de pontos de equilibrio ressonantes e exibigao de formas normais.

2) Para perturbagoes (6.24) e (6.25) que preservam a estrutura de reversibilidade ou
Hamiltoniana, procurar resultados equivalentes ao Teorema do Centro de Lyapunov.

3) Sob perturbagoes (6.24) e (6.25) que preservam a estrutura de reversibilidade ou Ha-
miltoniana, estudar a existéncia e persisténcia de érbitas homoclinicas limitantes de familias
a um parametro de érbitas periddicas.

4) Para perturbagoes (6.24) e (6.25) que nao preservam reversibilidade, verificar a existéncia
de ciclos limites e érbitas homoclinicas.

(IT) Usando teoria de “averaging”, objetivamos encontrar o ntimero maximo de ciclos
limites que podem bifurcar de um centro linear reversivel quando o perturbamos sobre uma

classe de equacoes diferencias polinomiais generalizadas de Kukles como segue:

T =1y,
g=—r— Y (fE (@) + b, () + hE, ()9 + diy?),

k>1

(6.26)

onde para cada k os polinomios fF (), gF, () e h¥ (x) tém graus ny, ny e ny respectivamente,
df é um ntimero real e £ é um pequeno parametro real, isto é, o nimero maximo de ciclos
limites de média amplitude que podem bifurcar do centro linear & =y, y = —x, perturbado

como em (6.26).
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