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Introdução 

Por uma variedade algébrica V c An(L) entende-se o conjunto solução de um sistema 
de polinômios j 1 , ... , fm E K[X1, ... , Xn], onde An(L) é o espaço afim n-dimensional 
sobre o corpo L, e K é um subcorpo de L. Dizemos que uma variedade é uma 
interseção completa, se o seu ideal no anel K[Xt, ... , Xn], dado por 

I(V) ={f E K[X1, ... ,Xn]l f(x) =O, 'lx E V} 

for gerado por n- dimV polinômios. 
Saber que uma variedade V é interseção completa nos permite, entre outras coisas, 

determinar tal variedade geometricamente, mesmo que aliado a outras teorias, como a de 
singularidade. Tal é o caso do resultado encontrado em [5, Proposição 1.12, pag. 169), 
que diz que uma variedade não singular V C An(L) de dimensão d é uma interseção 
completa se, e só se, V é a interseção de n - d hipersuperfícies H1 , ..• , Hn-d que 
satisfazem: para todo x E V e para todo i, x é ponto regular de Hi e mais ainda, os 
hiperplanos tangentes Tx(Hi) são linearmente independentes. 

Este texto é baseado essencialmente no trabalho de J. Herzog [4], e nele estamos 
interessados em descrever condições para determinar se certo tipo de variedade, em A 3 ( k), 
é ou não interseção completa. Assim, apresentaremos um critério para determinar quando 
curvas parametrir.adas pelas equações 

onde k é um corpo algebricamente fechado e (n1 ,n2 ,n3 ) = 1, são ou não interseção 
completa. Esse critério está ligado ao fato de o semigrupo gerado por n1 , n2 , n 3 ser ou 
não simétrico. 

Para chegarmos a esse critério, introduziremos, no capítulo 1, alguns conceitos e resul­
tados sobre Teoria de Grupos, como a definição de posto de um grupo abeliano finitamente 

' gerado, e sobre Algebra Comutativa, como a definição de variedades algébricas, o lema 
de Nakayama, o teorema da normalização de Noether, além da definição de interseção 
completa para ideais e variedades. No final do capítulo, daremos exemplos de curvas, 
em A3(k), parametrizadas do tipo descrito acima, que são e que não são interseções 
completas, que só serão justificados com o desenvolvimento do texto. 

No capítulo 2, desenvolveremos a teoria de semigrupos, começando com a definição 
formal de semigrupo e algumas propriedades dessa estrutura, de acordo com [7]. Depois, 
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seguindo os passos de [4], daremos as definições de relação de definição de semigrupos e 
de anel de semigrupo. A partir de algumas propriedades referentes a essas relações, fare­
mos uma demostração para o fato de que todo semigrupo comutativo finitamente gerado 
é finitamente apresentado, ou seja, é o quociente de um semigrupo livre por uma con­
gruência finitamente gerada. Mostraremos também que o número mínimo de elementos 
que geram a relação definidora de um semigrupo é maior ou igual ao posto do semigrupo, 
menos o posto do seu grupo associado. Se a igualdade ocorre, diremos que o semigrupo é 
uma interseção completa. Daremos ainda, a definição e uma caracterização de semigrupo 
simétrico. Por fim, faremos a equivalência entre semigrupos que são interseções comple­
tas e variedades associadas a esses semigrupos. E teremos condições para justificar um 
dos exemplos feitos no capítulo 1. 

No terceiro capítulo, estudaremos as propriedades de semigrupos dos naturais gerados 
por três elementos, para mostrarmos a equivalência entre semigrupos que são interseções 
completas e semigrupos simétricos. Aplicando esse resultado à geometria algébrica, 
deduziremos que uma curva, como a descrita acima, é uma interseção completa se, e 
somente se, o semigrupo gerado por nh ~. n 3 for simétrico. Esse é o critério de que 
precisávamos para justificar os exemplos dados no final do primeiro capítulo. 
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Capítulo 1 

Alguns Resultados Gerais 

Este capítulo traz alguns conceitos e resultados de Teoria de Grupos e Álgebra Co­
mutativa que serão úteis para o desenvolvimento do texto, tais como: posto de um grupo 
abeliano finitamente gerado, variedades algébricas, lema de Nakayama, teorema da nor­
mali7.açào de Noether e a definição de interseção completa para ideais e variedades. 

1.1 Grupos Abelianos Finitamente Gerados 

No capítulo 2, vamos precisar da teoria de grupos para definirmos o grupo associado 
a um semigrupo S. Também será necessária a definição de posto de um grupo abeliano 
finitamente gerado. Para isso, vamos considerar a seguinte definição: 

Definição 1.1.1 Um grupo abeliano G é chamado grupo abeliano livre finitamente 
gerado, se uma das seguintes propriedades equivalentes é satisfeita: 

i) G admite uma ?Z ba.se finita, isto é, existem 91 1 92 1 ••• 1 9n E G tais que, para cada 
9 E G, g se escreve de maneira única na forma 9 = z191 + z292 + · · · + Zn9n, com 
Z1, ... ,Zn E ?Z. 

ii) G admite um sistema finito de geradores linearmente independentes sobre ?Z, 

isto é, existem 91, ... , 9n E G tais que G =< g1, ... , 9n > e tais que se 
Z1Y1 + Z292 + · · · + Zn9n =O com ZIJ ... , Zn E IZ, então Zt = · · · = Zn =O. 

iii) G é isomorfo ao produto direto de um número finito de cópia.s de ?Z, isto é, 
G "' 7Z X 7Z X ..• X zz. 

Como exemplos de grupos abelianos livres podemos citar: YL, que tem {1} como 
base; 27L , que tem {2} como base e 7L x ZZ x · · · x ?Z, isto é, n cópias de YL, que tem 
{(1,0, ... ,0), (0,1, ... ,O), ... ,{0,0, ... , 1)} como base. 

Pode ser visto com maiores detalhes em [3] que, para um grupo abeliano livre finita­
mente gerado, todas as bases possuem o mesmo número de elementos. 
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Definição 1.1.2 A cardinalidade comum de uma base de um grupo abelz'ano livre finita­
mente gerado, damos o nome de posto de G, que denotamos por postoG. 

Um resultado clássico da teoria de grupos sobre grupos abelianos livres finitamente 
gerados é dado a seguir. 

Teorema 1.1.3 : Seja G um grupo abeliano livre de posto n > O e seja H um subgrupo 
de G. Então: 

a) H é um grupo livre de posto m:::; n. 

b} Existe uma base {u1, ... , un} de G e existem inteiros positivos c~, ... , Cm E IN tais 
que c; divide c;+l para todo i= 1, ... 1 m~ 1, de modo que { c1u1, ... 1 em um} é uma 
base de H. 

Dem. : Veja [3] D 

Um grupo abeliano G é finitamente gerado se ele admite um sistema finito de 
geradores, isto é, se G =< 911· .. , 9n >1 para alguns g1 , ... , 9n E G. Um grupo dessa 
forma é imagem hornornórfica de um grupo L abeliano livre finitamente gerado. Para a 
demonstração dessa afirmação, veja [3]. Como conseqüência disso e do teorema anterior, 
tem-se: 

Corolário 1.1.4 : Se (G, +) é um grupo abeliano finitamente gerado e não trivial, então 
G = H1 EB· · ·EBHrEBK, onde H1, ... , H r são subgrupos cíclicos, com Ci = IHil > 1, cilci+l• 
para i= 1, ... , r+ 1 e K é um subgrupo livre finitamente gerado de posto k. 

Tal resultado nos leva à seguinte definição: 

Definição 1.1.5 : Para um grupo G abeliano e finitamente gerado definimos 
o posto G :=posto K, onde K é dado pelo resultado anterior, ou seja, é definido como 
o posto da parte livre de G. 

1.2 Ideal Homogêneo 

Neste texto, sempre que falarmos em anel, estaremos referindo-nos a anel comutativo 
com identidade. 

Usaremos também, nos capítulos seguintes, o conceito de ideal homogêneo e o seguinte 
resultado: o núcleo de um homomorfismo homogêneo é homogêneo. Mais detalhes do 
que será apresentado nesta seção pode ser visto em [2]. 
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Definição 1.2.1 : 

a) Um anel graduado é um anel R junto com uma decomposição primária R= ff\ezl4, 
como um :ZZ-módulo, tal que R;,Rj C f4+J para todo i, j E :ZZ. 

b) Dado um anel graduado R, um R-módulo graduado é um R-módulo M junto 
com uma decomposição M = EBiezMi, como um :ZZ-módulo, tal que ~MJ C Mi+J, 
para todo i, j E :ZZ. 

Os elementos x E Mi são chamados homogêneos de grau i; os de ~ são também 
chamados i-formas. De acordo com essa definição, o elemento zero é homogêneo de grau 
arbitrário. O grau de x E Mi é denotado por deg x. Um elemento arbitrário x E M tem 
uma única apresentação, x = L:i xi, como uma soma de elementos homogêneos xi E Mi. 
Os elementos Xi são chamados componentes homogêneas de x. 

Note que Ro é um anel com 1 E Ro, que todos os somandos Mi são Ro-módulos 
(RoM1. c Mi) e queM= EBiezMt é uma soma direta de M como um Ro-módulo. 

Definição 1.2.2 : Seja 1/J : M --+ N um homomorfismo de R-módulos graduados, 
dizemos que 1/J é um homomorfismo homogêneo se 1/J(Mi) C Nü para todo i E 72. 

Sejam M um R-módulo graduado e L um submódulo de M. L é chamado um 
submódulo graduado se L é um módulo graduado e se a inclusão é um homomorfismo 
homogêneo. Em outras palavras, L é um submódulo graduado de M se, e somente se, L 

é gerado pelos elementos homogêneos de M que estão em L. Em particular, se x E L, 
então toda compenente homogênea de x está em L. 

Definição 1.2.3 : Um ideal! de-R é chamado ideal homogêneo, se dado x E I suas 
componentes homogêneas estão em I, isto é, se como um R-módulo, I é um submódulo 
graduado. 

Proposição 1.2.4 : Se fjJ é um homomorfismo homogêneo, então Ker(t/J) e Im(t/J) são 
graduados. 

Dem. : Seja 1/J : M --+ N um homomorfismo homogêneo de R-módulos graduados. Do 
fato de 4J ser homogêneo, vemos que 

Ker(</J) = ffi;ecKer </J n M; = ffi;EzK; 

e portanto 
J4(Ker(</J) n M;) Ç M;+; 

pois ~Mi c Mi+i· 

Além disso, a inclusão de Ker(,P) em M é um homomorfismo homogêneo, pms 
(Ker(</J) n M;) C M;, para todo i E 7Z. Portanto, Ker(</J) é graduado. Analogamente, 
tem-se que Jm(</J) é graduado. D 

Portanto, pela proposição acima e pela definição de ideal homogêneo, ternos que o 
núcleo de um homomorfismo homogêneo é homogêneo. 
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1.3 Variedades Algébricas 

Sejam An(L) um espaço afim n-dimensional sobre um corpo L e K C L um subcorpo. 

Definição 1.3.1 : Um subconjunto V C An(L) é chamado uma X-variedade algébrica 
afim, se existem polinômios h, ... , fm E K[X1, ... , XnJ, tal que V é o conjunto solução 
do sistema de equações 

J;(XI,···,Xn)=O, parai=1, ... ,m (1) 

em An(L). (1) é chamado sistema de definição de V, K o corpo de definição de V, e L 
o corpo de coordenadas. 

Uma X-variedade V é também uma K'-variedade para qualquer subcorpo K' C L 
que contém todos os coeficientes de um sistema de equações de definição de V (ou 
K C K'). O conceito de K-variedade é invariante sob transformações de coordenadas 
afins 

n 

xi = L aik Yk + bt., para i = 1, ... , n 
k=ol 

se os coeficientes aik e bi estão todos em K. 
Como um exemplo de K -variedade, temos a K -hipersuperficie, que é definida por 

apenas uma equação f(X1 , ... , Xn) = O, onde f E K[X1, ... , Xn] é um polinômio não 
constante. Para n = 3, as hipersuperfícies são chamadas simplesmente de superfícies. 

Definição 1.3.2 : Para um subconjunto V E An(L), o conjunto 

I(V) :={F E K[X1, ... ,Xn][ F(x) =O, 'ix E V} 

é chamado o ideal de V em K[X1 , .•. , Xn] e o conjunto 

Z(I) := {x E An(L) I F(x) =O, V F E I}, 

onde I é um ideal de K[X1, ... , Xn], é chamado conjunto de zeros de I (ou variedade 
de I). 

Para as operações I(V) e Z(I), as regraE abaixo ocorrem e podem ser facilmente 
mostradas. 

Observação 1.3.3 :Regras: 

a) I(An(L)) = (0), se L é infinito e 1(0) = (1). 

b} Para qualquer conjunto V E An(L), temos I(V) = JI(V). 
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c) Para qualquer variedade V E An(L), temos Z(I(V)) ~V. 

d) Para duas variedades V1 e V2 , temos que V1 c V2 se, e somente se, !(Vi._) ~ I(V2). 

e) Para duas variedades V1 e V2 , temos: 

I(Ví u V,)~ I(Ví) n I(V,) e Ví u V,~ Z(I(V1)I(V2)). 

f) Para uma família {V.>.heA de variedades V>., 

n VÀ ~ Z(L; I(VA)). 
ÀEI\ ÃEI\ 

Dem. : : Ver [5]. 

Definição 1.3.4 : Uma K -variedade V é chamada irredutível, se V = V1 u V2 com 
K -variedades Vi._, V2 , então V= V1 ou V= Vz. 

A proposição abaixo nos dá um critério de irredutibilidade para K-variedades. 

Proposição 1.3.5 : Uma X-variedade V c An(L) é irredutível se, e somente se, o seu 
ideal I(V) é primo. 

Dem. : Sejam V uma X-variedade irredutivel e f~, h E K[X1, ... , Xn] polinômios com 
/d2 E I (V). Para H, :~ Z(f,), para i ~ 1, 2, nós temos que V~ (V n H 1 ) u (V n H 2 ). 

De fato, é claro que (V n H 1 ) U (V n H 2 ) c V. 
Reciprocamente, seja x E V, então (!d2)(x) ~ O, isto é, f 1 (x) ~ O ou f 2 (x) ~ O. 

Logo X E Hl ou X E H, e portanto X E (V n H,) u (V n H,). Então v ~ v n H, ou 
V = V n H 2 , pois V é irredutível. De V c H1 ou V c H 2 segue que ]I E l(V) ou 
j, E I(V), ou seja, I(V) é primo. 

Agora, seja l(V) primo. Suponhamos que existam X-variedades Vj_, V2 com 
V ~ V1 u V,, V f Vi (i ~ 1, 2). Por 1.3.3 nós temos I(V) ~ I(V,) n I(V2) e 
I(V) f !(Vi) (i ~ 1, 2). Então existem polinômios f; E I(V;), f; <{c I(V) para i~ 1, 2, 
maE como !Ih E I(Vl) n I(V,) ~ l(V1 U V,), temos uma contradição. D 

Definição 1.3.6 Um anel R é chamado Noetheriano se qualquer ideal de R for finita­
mente gerado. 

Como exemplos de anéis Noetherianos, ternos os domínios de ideais principais, em 
particular os corpos (com os quais trabalharemos neste texto), bem como 7Z e k[X], se k 

for um corpo. Qualquer imagem por homomorfismo de anel Noetheriano é Noetheriano. 
Urna caracterização elementar da definição de anel Noetheriano é dada por: 
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Proposição 1.3.7 : Seja R um anel. Então as seguintes condições são equivalentes: 

1. R é Noetheriano. 

2. Qualquer cadeia ascendente de ideais de R 

/1 C h C · · · C In C · · · 

torna-se estacionária. 

3. Qualquer jamüia não vazia de ideais de R contém um elemento maximal. 

Dem. : A demonstração dessa equivalência pode ser vista em [5]. D 

Um resultado clássico da Álgebra Comutativa, conhecido por teorema das Bases de 
Hilbert, é dado pela proposição abaixo. 

Proposição 1.3.8 : Se R é um anel Noetheriano, então R[X] também é. 

Dem. : Ver [5] D 

Uma conseqüência da proposição acima, usada indutivamente, é que se R é Noethe­
riano, então R[ X b ... , Xn] também é. Outras conseqüências de 1.3.8 são dadas pelos 
corolários abaixo. 

Corolário 1.3.9 : Toda cadeia decrescente 

de K-variedades afins Vi C An(L) é estacionária. 

Dem. : Por 1.3.3 temos a seguinte cadeia crescente 

J(V1) c J(V2 ) c··· c J(V,) c··· 

onde !(Vi) C K[Xh ... , Xn] que é estacionária pela caracterização de anel Noetheriano 
feita acima. Logo, usando novamente 1.3.3, concluímos que 

Ví::>V,::>···=>Vn=>··· 

é estacionária. o 

Corolário 1.3.10 Para um ideal I de R[X1, ••. , Xn], Z(I) é uma K -variedade em 
An(L). 
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Dem. : Como R[X1, ... ,Xn] é Noetheriano, temos I= (fi, ... ,f,,.), então Z(I) é o 
conjunto solução do sistema de equações fi= O para i= 1, ... , m em An(L). Portanto, 
Z(I) é uma K-variedade. O 

Para um ideal I c R[X11 ... ,Xn] sobre um corpo K e uma extensão L de K, o 
conjunto de ?:eros Z(I) c An(L) pode ser va?:io. Entretanto, faremos um teorema que é 
fundamental para a geometria algébrica, pois garante a existência de variedades. 

Teorema 1.3.11 (Teorema dos Zeros de Hilbert): Se L é algebricamente fechado e 
I# R[X1 , .•• , Xn], então Z(I) é não-vazio. 

Dem. : Ver [5]. O 

Como uma conseqüência do teorema dos Zeros de Hilbert, temos o seguinte resultado: 
(Sua demonstração pode ser encontrada em [5].) 

Proposição 1.3.12 : Seja L/K uma extensão de corpos, onde L é algebricamente 
fechado. A aplicação dada por V ,.__., I(V) define uma bijeção do conjunto de todas as 
K-variedades V c An(L) sobre o conjunto de todos os ideais a de K[X1 , .•. ,Xn] com 

-./il =a. Mais ainda, para qualquer ideal a de K[X, ... , Xn], temos que -./il = I(Z(a)). 

Definição 1.3.13 : 

a) Uma K -álgebra que (como um anel) é finitamente gerada sobre K é chamada 
K -álgebra afim. 

b} Para uma K-variedade V C A"(L) 

K[VJ := R[X, ... , Xnl/ I(V) 

é chamado o anel de coordenadas de V. 

Vamos agora dar a definição da dimensão de Krull, para com ela chegarmos à definição 
de dimensão de urna variedade. 

Definição 1.3.14 : Dado um anel R, o Spec(R) é o conjunto dos ideais primos de R e 
a dimensão de Krull de R, dimR é o supremo dos comprimentos n das cadeias de ideais 
primos de R 

Po C 1'1 C··· C Pn (pi+l # P;) (1) 

A altura, ht(JJ), de p E Spec(R) é o supremo dos n de todas as cadeias (1) com 

p = Pn· Para qualquer ideal I =1- R, a altura ht(I) está definida como o ínfimo das 

alturas dos divisores primos de I {um divisor primo de I é um ideal primo que contém 
I}. Definimos também dimensão (ou co-altura} do ideal I por dim(I) := dimRji. 
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Podemos agora definir a dimensão de uma K -variedade V. 

Definição 1.3.15 : A dimensão de Krull de uma K -variedade V c An(L) é a dimensão 
do anel de coordenadas K[V] de V, isto é, dim V:= dimK[V]. 

1.4 Localização e Lema de N akayama 

Seja R um anel qualquer. Vamos generalizar a construção do corpo dos racionais t1J a 
partir do anel dos inteiros LZ. Considere S um subconjunto multiplicativo de R tal que 
1 E S. Definimos uma relação de equivalência em R x S da seguinte forma: 

(a, s) = (b, t) <=i- (ai- bs)u =O para algumu E S. 

Certamente essa relação é reflexiva e simétrica . Para mostrar que é transitiva, 
seja (a, s) = (b, t) e (b, t) =(c, d), então existem v, w E S tal que (at- bs)v =O 
e (bd - ct)w = O. Eliminando b das duas equações obtemos ( ad - cs )tvw = O. Como 
Sé fechado para a multiplicação, nós obtemos tvw E Se logo (a, s) =(c, d). Portanto, 
temos uma relação de equivalência. 

Denotamos por ajs a classe de equivalência de (a, s), e por Rs o conjunto das classes 
de equivalência. Podemos dar a Rs uma estrutura de anel definindo a adição e a multi­
plicação dessas "frações" aj 8 da seguinte forma: 

(ajs) + (bjt) = (at+bs)jst, 

(a/s)(b/t) = ab/st. 

Temos um homomorfismo de anéis f: R --t Rs definido por f(x) = x/1. Em geral 
f não é injetivo. 

O anel Rs é chamado o anel de frações de R com relação a S e tem a seguinte 
propriedade universal: 

Proposição 1.4.1 : Seja g: R----+ B um homomorfismo de anéis tal que g(s) é uma 
unidade em B para todo 8 E S. Então existe um único homomorfismo h : Rs ----+ B tal 
queg=hof. 

Dem. : (Unicidade) Se h satisfaz as condições, então h(a/1) = hf(a) = g(a) para 
todo a E R e logo se s E S 

h(l/s) = h((s/1)-1) = h(s/1)-1 = g(s)-1 

e, portanto, h(ajs) = f(a/l)h(ljs) = g(a)g(st\logo h está unicamente determinado 
por g. 
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(Existência) Seja h(ajs) ~ g(a)g(s)-1 Então h será certamente um homomorfismo, 
se provarmos que ele está bem definido. Suponhamos então que ajs = a'Js', temos que 
existe tE S tal que (as'- a's)t =O, logo 

(g(a)g(s')- g(a')g(s))g(t) ~O; 

agora g(t) é uma unidade em B e assim g(a)g(s)- 1 ~ g(a')g(s')-'. o 

Corolário 1.4.2 : Se g : R --+ B é um homomorfismo de anéis tal que: 

a) Se sE S, então g(s) é uma unidade em E. 

b) Se g(a) ~O, então as~ O para algum sE S. 

c) Todo elemento de B é da forma g(a)g(s)- 1
• 

Então existe um único isomorfismo h : Rs ----+ B tal que g = h o f. 

Dem. : Veja [1] o 

Daremos agora alguns exemplos de anéis de frações. 

Exemplo 1.4.3 : 

1. Seja p um ideal primo de R, então S = R - p é um subconjunto multiplicativo, 

nós escrevemos Rp no lugar de R8 . Rp é chamado localiz.ação de R em p. Os 

elementos aj s com a E p formam um ideal m em Rp. Se bft ~ m, então b fJ. p, 

logo b E S e portanto bjt é uma unidade em Rp. Disto segue que se a é um ideal 

de Rp e a ~ m, então a contém uma unidade e é portanto o próprio anel. Logo 

m é o único ideal maximal em Rp, ou seja , Rp é um anel local. 

2. Se R é um domínio de integridade e S = R - O, então Rs é o corpo de frações de 
R. 

3. Sejam f E R e S = {1, j, ]2, .. . }, denotamos o anel de frações neste caso por R1. 

Usando a notação J.L(M) para o número de elementos de um conjunto mínimo de 
geradores do módulo M, podemos mostrar o Lema de Nakayama, que será usado em 
algumas demonstrações no desenvolvimento do texto. 

Lema 1.4.4 (Lema de Nakayama): Dado I um ideal de R que v;tá contido na interseção 
de todos os ideais maximais de R. Sejam M um R-módulo arbitrário e N C M um 
submódulo para o qual MJN é finitamente gerado. SeM= N +IM, então M = N. 
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Dem. : Chame M := MfN, ele tem um sistema mínimo de geradores {mb ... , mt}. 
- m N(N+TM ( -Suponha que t >O. Como M =1M, pois MjN = N =I M/N) =IM, existe 

uma equaçao 
t 

mt = LajmJ 
j=l 

(aj E I, j = 1, ... , t) 

Como Ut está em todos mE Max(R), pois I c nmeMax(R) m, e portanto 1- Ut é 
uma unidade em R, de (1- at)mt = Z:}~i ajmj, segue que mt E< m1, ... , mt-1 >. Isso 
contradiz a minimalidade do sistema de geradores de M. 

Logo t =O e assim M = N. O 

Como um corolário do Lema de Naka:yama, temos o resultado abaixo. 

Corolário 1.4.5 : Sejam (R, m) um anel local, k := Rjm seu corpo de resíduos eM um 
R-módulo finitamente gerado. Para elementos mh ... , mt E M as seguintes afirmações 
são equivalentes: 

a) M =< m1, ... , mt >. 

b) O conjunto de resíduos m1, ... , mt E M/ mM dos mi formam um sistema de 
geradores do k-espaço vetorial MjmM. 

Dem. : Ver [5] D 

Do corolário acima e de fatos sobre espaços vetoriais, nós obtemos os seguintes resul­
tados: 

Corolário 1.4.6 : Sob as hipóteses de 1.4.5 temos: 

a) f.'(M) = dimk(MjmM). 

h) mb ... , mt ~ M formam um sistema minimal de geradores de M se, e somente se, 
suas classes de resíduos m1 , ... ,mt E MjmM formam uma base. 

c) Se { m1, ... , mt} é um sistema minimal de geradores de M e se I:~=l rimi =O, ri E R, 
então ri E m para i = 1, ... , t. 

d} Qualquer sistema de geradores de M contém um sistema minimal. 

e) Elementos m 1, ... , mr EM podem ser estendidos a um sistema minimal de geradores 
de M se, e somente se, suas classes de resíduos m1 , ..• , mt são linearmente inde­
pendentes sobre k. 
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1.5 Teorema do "Going-up" 

Sejam B um anel e R um subanel de B (tal que 1 E R). Um elemento x E B é 
chamado inteiro (ou integral) sobre R se é raiz de um polinômio mônico com coeficientes 
em R, isto é, se x satisfaz uma equação da forma 

Xn + an-lXn-l +···+ao= 0 (1) 

onde ai E R. Se todo elemento de B é inteiro sobre R, dizemos que B é uma extensão 
inteira de R. É claro que todos os elementos de R são inteiros sobre R. 

Exemplo 1.5.1 : Considere B =IR e R =UJ temos que x = V2 E IR é inteiro sobre(JJ, 
pois é raü: do polinômio mônico F= X 2

- 2 EdJ[XJ. 

A proposição abaixo nos dá uma caracterização clássica de elemento inteiro e sua 
demonstração pode ser vista em [1]. 

Proposição 1.5.2 : Dados R, B anéis com R subanel de B, então as seguintes afirmações 
são equivalentes. 

a) x E B é inteiro sobre R. 

b) R[x[ é um R-módulo finitamente gerado. 

c) R[x] está contido em um subanel C de B, tal que C é um R-módulo finitamente 
gerado. 

d) Existe um R[x]-módulo fiel M que é finitamente gerado como um R-módulo. 

Uma conseqüência da proposição anterior, é que se Xi E B, i = 1, ... n são inteiros 
sobre R, então R[x1, ... , Xn] é um R-módulo finitamente gerado. A demonstração desse 
resultado é feita por indução sobre n. 

Um outro corolário de 1.5.2 é que o conjunto C dos elementos de B que são inteiros 
sobre R é um subanel de B contendo R. A demonstração usa o fato que se x, y E C 
então R[x, y] é um R-módulo finitamente gerado. 

O anel C, descrito acima é chamado fecho integral de R em B. Se C = R, então 
R é chamado integralmente fechado em B. O exemplo abaixo nos mostra que 7Z é 
integralmente fechado sobre Q. 

Exemplo 1.5.3 : Sejam R = 7Z e B =Q. Se um número racional x = r f s é inteiro 
sobre Zl, onde (r, s) = 1, então nós encontramos: 

Se existe um primo p E 7Z tal que p I s, então p I r também, o que é uma contradição. 
Logo s = ±1. Portanto x E 7Z. Logo 7Z é integralmente fechado sobre Q. 
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Temos a propriedade transitiva para a dependência integral, isto é, se B é uma ex­
tensão inteira de R e C é uma extensão inteira de B, então C é uma extensão inteira de 
R. 

A próxima proposição mostra que a dependência integral é preservada passando ao 
quociente e para o anel de frações. 

Proposição 1.5.4 : Seja B I R uma extensão inteira de anéis. 

1. Se IJ é um ideal de B e a= IJ n R, então B /Ó é inteiro sobre R/ a. 

2. Se S é um subconjunto multiplicativo de R, então Bs é inteiro sobre Rs. 

Dem.: 

1. Se x E B temos que xn + an_ 1xn-l + · · · + a0 = O com ai E R, pois B é inteira 
sobre R. Reduzindo esta equação módulo 0, temos xn + an 1xn-l + ... + a0 = O, 

com ãi E Rja, ou seja, ?tE Bj0 é inteiro sobre Rja. 

2. Seja xf s E B 8 , x E B e sE S, então na equação acima temos 

(x/s)" + (an_,js)(x/s)"- 1 + ... + a0 /sn =O 

que nos mostra que x/sé inteiro sobre R 8 . 

o 

Proposição 1.5.5 : Sejam R Ç B domínios, B inteiro sobre R, então B é um corpo 
se, e somente se, R é um corpo. 

Dern. : Ver [1] o 

Corolário 1.5.6 : Sejam B inteiro sobre R e q um ideal primo de B e p = q n R. 

Então q é maximal se, e somente se, 'fJ é maximal. 

Dem. : Por 1.5.4, temos que Bfq é inteiro sobre Rfp e, como os ideais são primos, 

temos que Bjq e R/p são domínios. Logo, pela proposição anterior, temos que Bfq é 

corpo se, e somente se, Rfp é corpo. Logo, q é maximal se, e somente se, pé maximal. D 

O teorema a seguir é usado na demonstração do teorema de uGoing-up'' e nos garante 
a existência de um ideal primo q em B tal que, dado um ideal primo p em R, ele seja a 

contração de q, isto é, q n R = p. 
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Teorema 1.5. 7 : Sejam E uma extensão inteira de R e p um ideal primo de R. Então 

existe um ideal primo q de B tal que q n R = p. 

Dem. : Por 1.5.4 temos Bp é inteiro sobre Rp, onde Bp = Bs, com S = R \p e o 

diagrama 
R-->B 

"+ + ~ 
Rp--> Bp 

onde as setas na horizontal são injetivas, é comutativo. Seja n um ideal maximal de Bp, 

então m = n n Rp é ideal maximal por 1.5.6. Logo, é o único ideal maximal do anel 
Ioca!Rp. Se q=/3-'(n),então qéprimoenóstemos qnR=a-1(m)=p. D 

Finalmente temos o Teorema de "Going-up". 

Teorema 1.5.8 : Sejam B uma extensão inteira de R, p1 Ç ... Ç Pn uma cadeia de 

ideais primos de R e q1 Ç ... Ç lfm (m < n) uma cadeia de ideais primos de B tal que 

qi n R = 'fJi, 1 ::; i ::; m. Então a cadeia (/_1 Ç ... Ç lfm pode ser estendida a uma cadeia 

([1 Ç ... Ç lfn tal que lfi n R ='fi, para 1 ::;, i ::::; n. 

Dem. : Por indução, podemos reduzir ao caso m = 1 e n = 2. Sejam R = Rjp
1 

e 

B = B/([1, então R Ç B e B é inteiro sobre R por 1.5.4. Logo, por 1.5.7 existe um ideal 

primo q_2 de B tal que q2 n R= ]J2 , a imagem de p2 em R. Voltando q
2 

para B, temos 

um ideal primo q
2 

que tem as propriedades desejadas. O 

Como conseqüência desse teorema temos o seguinte corolário, que nos diz qual a 
dimensão do anel R e de um ideal q de B. 

Corolário 1.5.9 : Seja B uma extensão inteira de R, então 

a) dimR = dimB. 

b) Para qualquer q E Spec(B) nós temos ht(q) S ht(qn R) e dimq = dim(qn R). 

Dem. : Isso segue de 1.5.8 e das definições de dimensão e altura. D 
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1.6 Teorema da Normalização de Noether 

Lembramos que elementos }]_, ... , Yn E A são algebricamente independentes sobre 
K, onde A é urna álgebra afim sobre um corpo K, se para F E K[X1 , . .. ,Xn], temos 
F(Y, ... , Yn) =O, então F= O. 

Daremos agora o Teorema da Normalização de Noether. 

Teorema 1.6.1 : Sejam A uma álgebra afim sobre um corpo K e I c A um ideal, 
I =f A. Existem números naturais O ::;_ d e elementos Y1 , ..• , Yd E A tais que: 

a) Y1, ... , Yd são algebricamente independentes sobre K. 

h) A é finitamente gerado como um K[}í, ... , Yd]-módulo. 

Se K é infinito e A= K[x1, ... ,xn], então podemos obter também: 

d) Para i= 1, ... , O, fi é da forma Yi = Lk=1 aikXk, a.;k E K. 

Dem. : Veja [5] D 

Definição 1.6.2 : Para uma K-álgebra afim A i' {0}, K[Y1 , ... , Y,] c A é uma nor­
malização Noetheriana se Y~, ... , Yd são algebricamente independentes sobre K e A é 
finitamente gerado como um K[Y~, ... , Yd]-módulo. 

Uma conseqüência do teorema da normalização de Noether nos dá uma condição 
necessária para obtermos a dimensão de uma K -álgebra afim. 

Proposição 1.6.3 : Se K[Y1 , ... , Yd] c A é uma normalização Noetheriana, então 
dimA= d. 

Dem. : Considerando o anel de polinômios K[Y1, ... , Yd] sobre um corpo K, temos que: 

(O) c (Yí) c (Y,, Y,) c· .. c (Yí, ... , Y,) 

é uma cadeia de ideais primos de comprimento d. Portanto, pela definição de 
dimensão de Krull, segue que dim K[Y1, ... , Yd] 2: d, agora usando 1.5.9, temos que 
dim A = dim K[Y, ... , Y,] 2 d. 

Assim para uma cadeia de ideais primos 
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em A, resta mostrar que m :::; d. Faremos isto por indução sobre d. 

Se colocarmos 'Pi := 'li n K[YlJ ... , Yd], então 

Po C ... C Pm 

é uma cadeia de ideais primos em K[Y1, ..• , Yd]· Para d =O, nada a fazer. 
S~ja d > O e suponha, como hipótese de indução, que a afirmação tenha sido provada 

para álgebras de polinômios com menos variáveis. Então existe algo a ser provado somente 
param> O. 

Por 1.6.1 existe uma normalização Noetheriana K[TI. ... , Td] C K[}í, ... , Yd] com 
p, n K[T, ... , Td] = (T'+" ... , Yd), com 6 ~ d. Como p1 i' (0), nós temos 6 <de, então, 

K[Y1, ... , Y,] c K[lí, ... , Yd]/Pi é uma normalização Noetheriana também. 

Pela hipótese de indução, para o comprimento da cadeia de ideais primos 

nós temos m -1:::; ó < d. Segue quem:::; de portanto m =de dimA = d. o 

Como um corolário de 1.6.3 temos: 

Corolário 1.6.4 : Sejam p1, ... 1'/)8 ideais primos minimais de A, se dimAjpi =r, r 

fixo, para i = 1, ... , s, então para todo 1J E Spec(A), temos 

dim A= ht(p) + dim(Ajp) 

Dem. : Essa demonstração pode ser encontrada em [ 5]. o 

Ainda em relação à proposição 1.6.3, podemos caracterizar a dimensão 
de Krull de uma K -álgebra afim A, que é um domínio, de uma outra 
maneira. A saber, lembremos que se L I K é uma extensão de corpos com 
L = K(xh ... , Xn), então o grau de transcendência de L sobre K, denotado 
por grtr(L), é o máximo dos números r, tal que existem y1 , ... , Yr E L 
algebricamente independentes sobre K, com L I K(y1 , ... , Yr) sendo extensão 
algébrica. E, assim, a partir da proposição 1.6.3, tem-se o resultado: 

Corolário 1.6.5 : Se A é uma K -álgebra afim que é um domínio e L é o corpo de 
frações de A, então dimA = grtrK(L). 
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1.7 Ideais e Variedades que 
Completas 

-sao Interseções 

Um outro resultado importante da Álgebra Comutativa é o Teorema do Ideal Principal 
de Krull, que nos dá uma cota inferior para o número de geradores de um ideal de um 
anel Noetheriano. Formalmente temos: 

Teorema 1.7.1 (Teorema do Ideal Principal de Krull Generalizado): Seja R um anel 
Noetheriano, I =f R um ideal gerado por l elementos. Para qualquer divisor primo 

minimal 'fJ de I, temos ht(]J) :<= l. 

Dem. : Veja [5]. o 

Como a altura de um ideal I =I (1) está definido como o ínfimo das alturas dos divisores 
primos minimais de I 1 segue de 1. 7.1 que um ideal I =j:. (1) em um anel Noetheriano sempre 
tem altura finita, na verdade ht(I) :<= !J(J), onde !J(J) denota o número de elementos de 
um conjunto mínimo de geradores de I. Agora vamos estudar o caso especial em que a 
igualdade acontece. 

Definição 1.7.2 :Seja I =f:. R um ideal de um anel Noetheriano R. 

a) I é chamado uma interseção completa, se ht(I) ~ !J(J). 

h) I é chamado um "set-theoretic" interseção completa, se existirem elementos 

a1, ... , alE I tais que ...(i= .J(a1 , ... , al), onde l = ht(I). 

c) Dizemos que I é localmente uma interseção completa, se Im é uma interseção completa 
em R,., para todo mE Max( R), com I C m. 

Observação 1.7.3 1. No caso c) Ip também é uma interseção completa em Rp_ para 
todo 'fJ E Spec(R) com I C 'fJ, pois se 'fJ C m, com mE Max(R), então ht(Im) :<= 

ht(Ip) S: ~t(Ip) S: !J(Im), e de ht(Im) ~ !J(Im) segue que ht(Ip) ~ ~t(Ip). 

2. Se I é uma interseção completa, é claro que é também um "set-theoretic(( e local­
mente uma interseção completa, pois ht(Ip) ~ ht(I) para todo 'fJ E Z(I). veremos 

no final do capítulo 3, um exemplo de que a recíproca não é válida, isto é daremos 
uma exemplo de uma ideal que é ''set-theoretic"interseção completa, mas que não 
é interseção completa. 

3. Nos casos a) e h) da definição acima segue, do Teorema do Ideal Principal de Krull 
generalizado, que todos os divisores primos minimais de I têm altura l. 
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Uma definição equivalente a 1.7.2 para a geometria algébrica é a seguinte: 

Definição 1.7.4 : Seja V uma K ~variedade d~dimensional de um espaço afim n-dimensional 
sobre L. 

a') V é chamado interseção completa, se seu ideal no anel K[X1 , .•• , Xn] é gerado por 
n - d polinômios. 

b') V é chamado um "set~theoretic" interseção completa, se é interseção de 
n - d K ~hipersuperfícies. 

c') Dizemos que V é localmente uma interseção completa, se o seu ideal I(V) no anel 
K[X1 , ... , Xn] é localmente uma interseção completa. 

Vamos mostrar que a definição 1.7.2 é equivalente à definição 1.7.4. 
Dem.: 

( a) # a') ) Se V é interseção completa então I'(J(V)) s; n- d = dim A"(L)- dim V. 
Por outro lado pelo corolário 1.6.4 temos que ht(I(V)) = n- d e logo 
I'(J(V)) s; ht(I(V)). Agora, sabemos, pelo teorema 1.7.1, que I'(I(V)) 2: ht(I(V)). 
Portanto I'(J(V)) = ht(I(V)) e, então, J(V) é uma interseção completa. 

Reciprocamente, se I(V) é uma interseção completa, então 

I'(J(V)) = ht(I(V)) = dimA"(L)- dim V= n- d 

pela definição 1.7.2 e pelo corolário 1.6.4. Portanto, V é uma interseção completa. 

( b) {:} b') ) Se V é "ideal- theoretic" uma interseção completa, então V= n?::id Z(fi), 
mas pela proposição 1.3.12 JI(V) = JU1, ... , fn-d), como queríamos. 

( c) #c') ) Segue direto da definição. 

D 

Exemplo 1.7.5: A curva V= {(t4 ,t10 ,t13) I tE k} C A3(k), é uma interseção com­
pleta, já a curva V'= {(t3,t4,t5

) I tE k} c A3 (k) não é uma interseção completa, onde 
k é um corpo algebricamente fechado. Tais fatos serão justificados por um critério que 
determina se uma curva do tipo {(tn\ tn\ tn3 ) I tE k} C A 3 (k) é ou não uma interseção 
completa, onde k é um corpo algebricamente fechado e (n1, n2, n3) = 1. 

Tal critério está intimamente ligado com o fato de o semigrupo S gerado por n 1, n2 , 

n3 ser ou não simétrico, o que será analh:ado nos próximos capítulos. 
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Capítulo 2 

Semigrupos e Interseção Completa 

Neste capítulo, daremos a definição e algumas propriedades de semigrupos. Tra­
balharemos com relações que definem semigrupos e mostraremos que todo semigrupo fini­
tamente gerado é finitamente apresentado. Daremos também as definições de semigrupos 
numéricos e simétricos e uma caracterização de semigrupos simétricos. Por fim, daremos 
a noção de interseção completa para semigrupos e uma equivalência entre semigrupos 
que são interseções completas e curvas parametri7.adas que são interseções completas. 

2.1 Semigrupos 

Definição 2.1.1 : Um semigrupo é um conjuntoS, não vazz·a, munido de uma operação 
binária ( *) associativa. 

Um semigrupo Sé dito: 

1. com a propriedade do cancelamento se para todo a, b, c E S tais que a*b = a*c 
e b *a = c* a, temos b = c. 

2. comutativo (ou abeliano) se para todo a, b E S, temos a* b = b *a. 

3. com elemento neutro se existe a E S tal que para todo b E S, temos a* b = b e 
b *a= b. 

Exemplo 2.1.2 : O conjunto dos números naturais, que denotaremos por IN, é um 
semigrupo comutativo com elemento neutro com a operação de adição. 

O conjunto IN = IN\ {O} é um semigrupo comutativo sem elemento neutro, com a 
operação de adição. 

Neste texto trabalharemos com semigrupos comutativos, com a propriedade do cance­
lamento e com elemento neutro. Por isso, usaremos a notação aditiva ( +) para a operação 
do semigrupo; assim, quando dissermos semigrupo aditivo ou simplesmente semigrupo 
estaremos referindo-nos a semigupos desse tipo. 
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Definição 2.1.3 : Um subsemigrupo de um semigrupo S é um subconjunto H de S que 
é fechado em relação à adição. 

Definição 2.1.4 : Um semigrupo S é finitamente gerado se existe um conjunto finito, 
B = {a1 , ... ,an}, de elementos de S, tal que Sé gerado por ele, isto é, 

n 

S = {L; a,m;, m; E JN}. 
i=l 

O conjunto B é chamado conjunto (ou sistema) de geradores de S. B é dito conjunto 
mínimo de geradores (ou sistema minimal de geradores) se é o menor conjunto de 
geradores de S. 

Denotamos S gerado por B por S =< B >. 

Exemplo 2.1.5 : Considere B = {3, 4, 5}, então 

S =< 3, 4,5 >={v E SI v= n 13 + n24 + ns5, ni E IN, i= 1,2, 3} 

é um semigrupo contido em IN. 

Definição 2.1.6 : Seja S um semigrupo finitamente gerado. Chamamos de posto de S 
ao número de elementos de um conjunto mínimo de geradores de S. 

A noção de semigrupo livre é fundamental para a descrição de um semigrupo genérico 
e é dada na nossa próxima definição. 

Definição 2.1.7 : Um semigrupo F é chamado semigrupo livre de posto n, n E IN, se 
existe um sistema de geradores, B ={e~, ... , e11}, de F, tal que todo elemento a E F 
pode ser unicamente representado na forma: a= fhe1 + · · · + b11 e11 , onde bi E IN para 
i= 1, .. . ,n. 

Os elementos e1 , ... , e11 são chamados geradores livres de F. 

Exemplo 2.1.8 : F= JNn = {v = (m1 , ... , mn) I m; E JN} é um semigrupo livre, com 
a adição nas coordenadas, gerado por e1 = (1, O, ... , 0), e2 = (0, 1, ... , 0), ... , 
e11 = (0,0, ... ,1), que é a base canônica de IN11

• 
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Como não poderia deixar de ser, uma outra noção fundamental é a de homomorfismo. 

Definição 2.1.9 : Dados dois semigrupos aditivos S, S1 e 1> : S ~ S 1 uma aplicação 
entre eles, dizemos que 1> é um homomorfismo entre S e S' se dados a, b E S temos 

,P(a + b) = ,P(a) + ,P(b) 

Chamamos um homomorfismo sobrejetor de epimorfismo. 

Assim como construímos 7Z a partir de IN, podemos construir a partir de um semi­
grupo S um <lmenor" grupo contendo S como um subsemigrupo. De fato, consideremos 
em S x S a relação dada por: 

(a, b) ~ (c, d) = a + d = c+ b. 

Como em S temos a propriedade comutativa e do cancelamento, fica fácil mostrar 
que a relação ('.I é de equivalência. Consideremos s := s X s; ('.I o conjunto das classes de 
equivalência de S, isto é, dados (a,b) E S x S, chamamos (a,b) = {(c,d); (a,b) ~ (c,d)} 
a classe de equivalência determinada por (a, b), temos que S = { (a, b), (a, b) E S x S}. 

Agora definamos em S a adição por: 

(a,b) + (c,d) =(a+ c,b+ d) 

É simples mostrar que tal operação está bem definida, é associativa e comutativa. Mais 
ainda, observe que: 

1. Dados a E S, (a, a)= (0,0) e portanto (c,d) = (c,d) + (0,0) = (a, a)+ (c,d) 
quaisquer que sejam a, c, d E S. 

2. Dados a, b E S, (a,b) + (b,a) =(a+ b,b +a)= (0, 0), isto é, -(a, b) = (b, a). 

3. 1>: S-> S dada por </J(a) =(a, O) é injetiva e satisfaz </J(a + b) = </J(a) + </J(b). 

A partir de todas estas propriedades, temos que (S, --t) é um grupo e que S pode ser 
identificado de modo natural com um subsemigrupo de S. Na verdade, observe que, em 
S, -(b,O) = (O,b) e portanto dados a E S identificamos, em S, (a, O)= a, ternos então 
que (a, b) =a- b E§ e assim podemos concluir, de m~do natural, que Sé o "menor" 
grupo que contém S como um subsemigrupo. O grupo S é chamado grupo associado de 
S. 

Vê-se, naturalmente, que quando Sé um semigrupo gerado por { s1 , .•. , sn} o grupo§ 
também é gerado (corno grupo) por {s1 , ... , sn}, isto é, se Sé um semigrupo finitamente 
gerado, então S é um grupo finitamente gerado e temos um novo invariante que é o posto 
de S, isto é, o posto da parte livre de§ (veja 1.1.5). 

Definição 2.1.10 : Dado um semigrupo aditivo e finitamente gerado S, definimos a 
dimensão de S como sendo o posto de §. Denotamos por dimS =postoS. 
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- -
Exemplo 2.1.11 : Seja S =< 3, 4, 5 >. Temos que S =< S > e portanto S = 7L, que . -
é livre de posto 1. Logo postoS = 1 e dimS = 1. Aliás, para qualquer semigrupo não 
trivial S Ç 7L tem-se dimS = 1. 

O próximo conceito nos será muito útil quando estivermos trabalhando com variedades 
algébricas associadas a semigrupos numéricos. 

Definição 2.1.12 : Seja A um subconjunto não vazio de S. Um ideal a de S gerado 

por A é definido por: 
a= (A)= {a+s,aE A,s E S). 

Observação 2.1.13 : 

1. Um ideal a é dito principal se é gerado por apenas um elemento, isto é, a= (a), 

onde a E S. 

2. Para a= (a), temos que b E a se, e somente se b- a E S (lembre-se que podemos 

falar em b - a E S). De fato, 

b E a{::::::::} b =a+ s, sE S {=:::::} b- a= s E S 

3. Vamos denotar por !h( a) o número de elementos do conjunto mínimo de geradores 

de a. 

Considere um semigrupoS, onde para todos E S, sI- O tem-se -s f/. S. Sob esta 
condição temos o seguinte resultado. 

Proposição 2.1.14 : Seja a= (a1, ... , an) um ideal de S tal que a;- a; fi S, i -f j. 

Então se 6 = (bb ... , bn) temos, depois de uma reordenação, se necessário, que 

al=b1, ... ,an=bn. 

Dem. : Suponhamos que 6 = (ai, ... , an) = (b1, ... , bn)· Temos a1 = bi
1 
+ s1, com 

s1 E S. Por outro lado, bi1 = ai1 +si, com s~ E S. 
Logo a1 - ai1 = s1 + s~. Agora se a1 =f. ai,, então a1 - ai, E S, i =f. j, que é uma 

contradição. Portanto a1 = ai1 e s1 = s~ = O, pela condição que assumimos em S. 
Logo a1 = bi

1 
• 

Analogamente temos a2 = bi2 , . .. , an = bin. Reordenando b1 = bi1 , ••• , bn = bin, tere-
mos a1 = b1, ... , an = bn· D 
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Corolário 2.1.15 : Se a= ( ab ... , an) é tal que ai - ai r}. S, i i- j, então p(a) = n. 

Dem. : Suponhamos que a= (b11 ••• 1 bn-d· Pela prova da proposição anterior e depois 

de rearranjar 1 se necessário, temos a1 = b1 1 ... , o.n-1 = bn-1. 
Logo a= (a11 ... , an-d = (bh ... 1 bn-d· No entanto se an =ai+ 8 1 com s E S, para 

algum i= 1, ... , n- 1 então an- ai = s E S, que é uma contradição. 
Portanto a~ (a~> ... , an) e I'( a)~ n. D 

2.2 Relações e Anel de um Semigrupo 

Seja S um semigrupo finitamente gerado por {si. ... , sn}· Existe um epimorfismo 
p* : F ---+ S, onde F é um semigrupo comutativo livre do posto n. Mais precisamente, 
dada uma base livre de { e1 , ... , en} de F, define-se p*(E?=1 miei) = Ef=1 misi1 mi E IN. 

O epimorfismo p* define uma relação binária em F: 

p ~{(v, w) E F x F I p'(v) ~ p'(w)} 

Observamos que p é uma relação de equivalência e tem a seguinte propriedade de 
compatibilidade, que chamaremos de C: se (v,v') E p e w E F, então (v+w,v' +w) E p. 

Definição 2.2.1 Um subconjunto E Ç F x F é chamado uma congruência em F se: 

1. E é uma relação de equivalência. 

2. E tem a propriedade C. 

Por esta definição temos que pé uma congruência em F. Mais ainda, dado v E F se 
denotarmos a classe de equivalência determinada por v por [v]= {w E F I (v, w) E p}, 
temos que, no conjunto das classes de equivalência F I p, podemos definir a adição dada 
por 

[v]+ [w] ~[v+ w] 

Tal adição está bem definida, torna F I p um semigrupo e a proJeçao canônica 
n: F---+ Flp dada por n(v) =[v] é um epimorfismo de semigrupos. 

Lema 2.2.2 Se F e S são semigrupos comutativos finitamente gerados, F é livre, 
p* : F ~ S é um epimorfismo e p Ç F x F é a congruência, dada por 

p ~ {(v,w) E F x F I p'(v) ~ p'(w)} 

então F I p é isomorfo a S. 
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Dem. : Nas condições do enunciado, temos que pé uma congruência e que a pro,jeção 
canônica 11': F -t F/p dada por n(v) =[v] é um epimorfismo de semigrupos. Agora 
defina 4>: F/p-+ S por </>([v])= p'(v). Pode-se mostrar que 4> está bem definido e é 
bijetor, isto é, ~ é um isomorfismo entre semigrupos. o 

A observação a seguir nos mostra como construir uma congruência a partir de uma 
relação qualquer em F. 

Observação 2.2.3 : Do fato de que a interseção de congruências é uma congruência, 
podemos concluir que dada uma relação p existe uma "menor" congruência p que contém 
p. Mas, de fato, é possível construir explicitamente a congruência p. Primeiramente, 
observamos que dada uma relação p em F, existem, a congruência trivial em F 

~ = {(v,v) E F x F I v E F} 

com F/~"' F, e 
p-1 = {(v,w) E F x F I (w,v) E p}. 

Construção de p: 

1. Coloquemos p0 =pU p-1 U ~. então po é reflexiva, simétrica e contém p. 

2. Co!oquemoo P1 = {(v+ w, v'+ w) E F x F I (v, v') E p0 , w E F}, então p1 é 
reflexiva, simétrica e satisfaz a condição C e 

3. (Fecho transitivo) Definamos (v, w) E F x F um elemento de p se existem 
vo, v1, •.. , Vt E F, Vo =v, v1 = w com (vi, vi+l) E p1 para todo i= 0,1, ... ,l- 1. 

É fácil verificar que p é de fato a congruência desejada. 

Definição 2.2.4 Uma congruência p em F é finitamente gerada se existe um subconjunto 
finito a C F X F tal que p = 'ã. 

Definição 2.2.5 Um semigrupo S é finitamente apresentado se S "' F f p, onde F é um 
semigrupo livre finitamente gerado e p é uma congruência finitamente gerada. 

O nosso próximo passo é, a partir de um anel comutativo com identidade R e um 
semigrupo aditivo S, associar um anel comutativo com identidade R[S], chamado o 
R-anel do semigrupo S. 

Sejam R um anel comutativo com identidade e S um semigrupo aditivo. Definimos 
R[S] = EBsESRxs {isto é, o R-módulo livre com base {x_,., sE S}) e em R[S] introduzi­
mos o produto que é estendido, respeitando a distributividade, a partir das relações 
X 81 X82 = X81 +s2 quaisquer que sejam s1, Sz E S. Pode-se verificar facilmente que R[S] 
é um anel comutativo cuja unidade é x 0 (isto é, x 0 = 1) e, evidentemente, pela própria 
definição, ele é E-graduado. 
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Quando S é gerado por n elementos, podemos exibir um homomorfismo sobrejetor 
entre R[X1, ... , Xn] e R[S] da seguinte forma: 

Seja R[X1 , ••• , Xn] o anel de polinômios com n indeterminadas sobre R. Consideremos 
xv = I1~= 1 X[\ v E !Nn, v= (l'ni) e S como a imagem do epimorfismo p*: !Nn---+ S. 
Este epimorfismo indur. um epimorfismo de R-álgebras r : R[X1 , ... ,Xn] ---+ R[S], 
definido por r( XV) = Xp•(v)· 

Podemos considerar R[ X~, ... , Xn] como um anel S-graduado no seguinte sentido: 
Um polinômio F E R[ X~, ... , Xn] é dito homogêneo de grau s, s E S, se F= L rvXv 

com p*(v) = s para todo v tal que r v =f:. O. Podemos verificar que isso define realmente 
uma graduação para R[X1 , ... , Xn]. 

Da definição de r, segue que r é um epimorfismo homogêneo de grau zero, isto é, 
se F E R[X1, .•. , Xn] é homogêneo de grau s, então r( F) é homogêneo de grau s em 
R[S]; logo, denotando por Is o seu núcleo, temos que Is é um ideal homogêneo, segundo 
a 8-graduação. Para A E p, isto é, A= (v,w), v,w E INnep*(v) = p*(w), definimos 
FA =Xv -Xw. 

Os nossos próximos quatro resultados se referem à situação acima. 

Proposição 2.2.6 : Usando a notação acima, temos 18 = ({FA}AEp)· 

Dem. : Seja J = ({FA}AEp)· É claro que J Ç ls, pois se FA = xv- xw, com 
A= (v, w) E p, então p'(v) = p'(w) e assim r(FA) = Xp'(")- Xp•(w) =o. 

Reciprocamente, escolha F E fs, F homogêneo de grau s, s E S (basta mostrar 
para F homogêneo, pois ls é homogêneo). Então F= 2::~ 1 rv;Xv; com p*(vi) = s para 
i= 1, ... ,m e L~ 1 rv, =O. Assim, F= L:~1 1 r 11 ,{Xv; -Xvm) = Lf:!:J:1 rv,FAp onde 
Ai E p para i = 1, ... , m- 1. 

Corno p*(vi) = p*(vm) = s, para todo i= 1, ... , m -1, nós obtemos que~ E p para 
todo i= 1, ... , m- 1 e então F E J. Logo Is Ç J. 

Portanto, Is = ({FA}AEp)· o 

Com as mesmas hipóteses da proposição anterior, se tomamos a Ç !Nn x !Nn e 
consideramos ao= aua- 1 UL1 e a1 dados na observação 2.2.3 temos o seguinte resultado: 

Lema 2.2.7: SeJ·a a= {A~, ... ,Am}~ onde Az E p para i= 1, ... ,m. Então 
({FA}AE",) = ({FA, ... ,FAm}). 

Dern. : Chame I= ( {FA} A Eu,) e J = (FA, ... ,FAm). 
Que J Ç I é claro, pois FA, E {FA I A E ai}. 
Reciprocamente,seja AEa1 • Então A=(v+w,v'+w), (v,v')Ea0 e wEF. 

Logo FA E I é tal que FA = xv+w- xv'+w = xw(xv- xv') = xwFR, com 
B =(v, v') E ao= a U a-1 U Ll. 

SeBE a, então FA E J. Se B =(v, v') E a-I, então 

FA = xw(X"- X"')= -Xw(x"'- X")= -xw FA' 
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com A'= (v', v) E a e FA' E J. Logo I ç: J. 

Portanto I ~ J. o 

Proposição 2.2.8 : Seja a= {A~, ... , Am}, onde Ai E p para i= 1, ... , m. Então as 
seguintes condições são equivalentes: 

1. p ~{f, 

2. fs ~ (FA, ... ,FAm). 

Dem. : (1::::::> 2) Se A E p, então FA = L.Fn;,Bi E cr1 . De fato, como pé fecho 
transitivo de cr1. temos que se A = (v, w) E p, então existem Vo, ... , v1 E F tais que 
v= v0 e w = v1, com Bi =(vi, vi+I) E a 1 C p. Assim, 

l 

LFR; = z=xv;- xvi+l = xvo- xvl = xv -xw = FA· 
i::::l 

Logo ({FA}AEp) Ç ({FA}AEu,)· 
Por outro lado temos ({FA}AEu,) Ç ({FA}AEp), pois p ~ <7 e assim ({FA}AEu,) ~ 

( { FA} AEp)· Agora pela proposição 2.2.6 e pelo lema 2.2.7 segue que ls = (FA 11 ••• , FAm). 

(2 :::} 1) Sabemos que (FAn ... , F Am) = ( { FA} AEõ' ), pois (f é o fecho transitivo de a1. 
Sejam S' = INn fã e a* : INn --+ S' o epimorfismo canônico, então 

O ----> (FA,, ... , FAm) ----> R[X1, ... , Xn] ~ R[S'j ---->O 

é uma sequência exata, pois por 2.2.6 
ls = (FA,, ... ,FAm) = ls'· 

Portanto, se A E p, A= (v, w) então f'(FA) = Xu~(v) -Xu·(w) =O. 
ou, equivalentemente, A E 7J e portanto p = 7J. 

Logo "'(v)~ <7'(w) 
o 

Corolário 2.2.9 : Um semigrupo aditivo finitamente gerado é finitamente apresentado. 

Dem. : Sejam S um semigrupo aditivo gerado por n elementos e k um corpo. O 
epimorfismo p' : /N" ----> S indu7. o epimorfismo k[X1, ... , Xn] ...!:.t k[S], onde k[S] é o 
anel de semigrupo de S sobre k. 

Como k é um corpo, temos, pelo Teorema das Bases de Hilbert, que k[X1 .... , Xn] 
é um anel Noetheriano. Logo o núcleo do homomorfismo r, que denotaremos por 18 , é 
finitamente gerado. 

Agora, ls ~ ( {FA) AEp) pela proposição 2.2.6, assim ls ~ (FA, ... , FAm), com A, E p 

para todo i= 1, ... ,m. 

28 



Seja a = {A1 , ... , Am}· Pela proposição 2.2.8, temos que p =a, ou seja, pé uma 
congruência finitamente gerada. Logo, S "' F I p, onde F é livre e p é finitamente gerada, 
e então, pela definição, S é finitamente apresentado. O 

A nossa próxima definição é a de posto de uma congruência p e a partir dela vamos 
apresentar um resultado que relaciona o posto de p com a dimensão de S, onde S é o 
semigrupo que ela determina. 

Definição 2.2.10 Sejam F um semigrupo livre finitamente gerado e p Ç FxF uma con­
gruência finitamente gerada. O posto de p é definido como sendo o número de elementos 
de um conjunto mínimo de geradores de p. 

Definição 2.2.11 Sejam S = Flp, com F livre e p Ç F x F uma congruência. Para 
A E p,A= (v, v'), nós definimos wA =v- v' E F. O conjunto M,(S) = {wA I A E p} é 
um subgrupo de F e é chamado o módulo de relações de S com releção a p. 

É fácil ver que S"' F/M,(S). 

Proposição 2.2.12 : Se F é um semigrupo livre e finitamente gerado e p uma con­
gruência finitamente gerada de F e S = F I p, então postop ~ postoS - dimS. 

Dem. : Seja a= {A h ... , Ar}, com Ai E p para i= 1, ... , r e suponhamos que p =a, 
então { wAJ, i= 1, ... , r gera M,(S) e portanto postoM,(S) 5, postop. 

Do fato de que S ~ F jM,(S) e da definição do posto de um grupo 
temos que postoS= postai'- postoMp(S). Também, postai'~ postoS, pois F é livre 
e p* :F ---t S é homomorfismo sobrejetor. 

Portanto, dimS ~ postoS - postop. O 

2.3 Semigrupo Simétrico 

Neste parágrafo, vamos trabalhar com uma classe especial de semigrupos. 

Definição 2.3.1 : Seja S um semigrupo de inteiros positivos. S é chamado semigrupo 
numérico, se para algum m E IN temos m + IN Ç S. 

Dados a 1 , ... , an E IN, (a1 , ... , fln) denotará o máximo divisor comum e [a1 , ... , an] 
denotará o mínimo múltiplo comum de {a1 , ... , an}· 

Proposição 2.3.2 : SejaS um semigrupo finitamente gerado por {a1 , ... , an} Ç IN, tal 
que ( a1, ... , an) = 1. Então S é um semigrupo numérico. 
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Dem. : SejaS=< a 1 , ..• , an >, onde (a1 , ... , an) = 1, então 1 = a1k1 + · · · + ankn, com 
ki E LZ, para i= 1, ... , n. Depois de uma reenumeração, se necessário, podemos supor 
que 1 :::; a1 < · · · < an-

Para todo z E LZ, temos z = a1b1 + · · · + anbn, com bi E 7Z. Dividindo bj por an 
obtemos bj = QjCln + ri, onde %· E 7Z e O :::; ri < an para j = 1, ... , n - 1. Logo, 
z = Lj;;;;{ ajTj + an(bn + L_j;;;;{ ajQj). 

Temos que O ::; 'L,j;;;;{ airi < (Ej-=1 Tj)an < (n- 1)a~. Portanto, se tomarmos 
z 2: (n -l)a; teremos z > Lj;;;;f a1ri, logo z- Lj;;;;i_ airi >O, assim, 

n-1 n-1 

an(bn +L a;q;) = z- L a;r; >O. 
i=l j=l 

Chamemos bn + Lj;;;;f a_iqi = Tn >O e portanto z = Lj;;;;f ajrj +anrn E< a11 •.. , Un >. 
Logo, acabamos de mostrar que para todo z 2: ( n - 1 )a;, tem-se z E S, isto é, S for 

numérico. D 

Proposição 2.3.3 : Todo semigrupo numérico é finitamente gerado. 

Dem. : Como Sé semigrupo numérico, existem a, b EStais que (a, b) = 1, logo< a, b > 
é um semigrupo numérico por 2.3.2, então seja mo E IN tal que m0 + JN Ç< a, b >. 

Afirmamos que S = (S n [O, m0 )) U [mo, oc). 
Que S Ç (S n [0, mo)) U [mo, ex::) é claro, pois se s E S, então 8 ::; m 0 ou 8 ~ m 0 . 

Logo sE (S n [0, mo)) u [mo, oc). Reciprocamente, seja dE (S n [0, m0)) u [mo, oc). Se 
dE (S n [0, mo)), então dE S. SedE [m0 , ex::), então d 2: m0 , logo dE< a, b >Ç S. 

Assim, Sé finitamente gerado por {S n [ü,m0),a,b}, pela afirmação acima e por 
(S n [0, m0)) ser finito e [m0, ex::) Ç< a, b >ser finitamente gerado. o 

Proposição 2.3.4 : Seja n1 , ••. , n1 E IN com (nh ... , n1) = 1. Suponhamos que 
[(n1, ... , ni), ni+I] E< n1, ... , ni >para i= 1, ... , l -1. Então, 

l-1 l 

m = :~:)(n1, ... , ni), nHI]- Lni 
i=l i=l 

é o maior inteiro não pertencente a S =< n1, ... , nt >. Mais ainda: dado z E ZZ, z E S 
se, e somente se, m - z fj. S. 

Dem. : Seja ci = ((, ... ,n; .])• para i = 2, ... , l, então usando propriedade de máximo 
UJ, ••• ,Uj 

divisor e mínimo multiplo comum, temos [(n1, ... , ni), ni+I] = Ci+Ini+l' mas por hipótese 
ci+lni+I E< n1, ... , ni >, logo [(n1, ... , ni), Tli+I] = Ci+lni+l = Lj=1 riini (*), onde 
Tij E IN e c; divide ni para todo i > j. 
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Do fato, de (n11 ... , nt) = 1 sabemos que dado z E 7Z, z = L!=l bin;, bi E .7Z. 

Afirmação 1: Dado z E ~' z =L:~= I aini, onde para todo i 2: 2 tem-se O ~ ai < ci. 

dem.: Suponhamos primeiro que z = b1n1 +b2n2, então, tomando-se b2 = q2c2+a2, 
O .S ~ < C:2, temos que z = b1n1 + Q2c2n2 + a2n2. Mas t:~n2 = run11 por(*), assim 
z = (b1 + q2r 11 )n1 + a2n2, com O :::; a2 < C2. 

Agora assumamos que dado 2 .S k < l e Z = 2:::=1 bini, então Z = 2:::=1 aini, com 
O :::; ai < Ci para todo i 2: 2. 

Tomemos z = L:;f bini, aasim z = L:f=l bini + bk+tnk+l, mas bk+I = Qk+ICk+l + ak+l 

com O :::; ak+l < ck+l, logo z = L:f=1 bini + qk+lnk+lck+l + ak+lnk+I, agora usando (*) 
temos que z = L~ 1 (bi + ak+ITki)ni + ak+lnk+l = Z+ ak+1nk+I· Mas por hipótese (de 
indução) Z = L:=l aini, com O:$_ a1 < ci se i 2: 2, isto é, z = L:~f aini, com O:::; a 1 < t; 
se i 2: 2. Portanto, por indução, temos o que queríamos. 

Afirmação 2: Se z = L:!= I aini, com O :::; a 1 < Ci se i 2: 2, então z E S se, e só se, 
a1 ~O. 

dem.: É claro que se a1 2: O temos z E S. Agora suponhamos que z E Se a1 <O. Como 
z E S, temos que z = ~=l b;.~, com bi 2: O, para i = 1, ... , l. Consideremos agora que 
J = {j; 2 <; j <; l e b; >c;}, ru;simparatodoj E Jtemosb;n; = (b;-c;)n;+c;n;. Logo, 
trocando z por z' = z-L,jE;(bj-Cj)nj temos ainda que z' E Se z' =L,~= I bi, com bt :;:::: O e 
O :$_ bi :$_ Ci se i?: 2. Mais ainda: ao escrevermos z' = L,l=1 a,in; com O:$_ a: < Ci se i:;:::: 2, 
temos que a1 =a~, isto é, na verdade podemos supor que z = I::!=1 bini, com O:$_ bi :$_ t; 
se i 2:: 2. Portanto z = Lf=1 aini = L!=l bini e obtemos que 2::!=2 rini = r 1 n 1 i= O, com 
]ri] < Ci para i= 2, ... ,l, pois ri =a; - bi· 

Seja k o menor inteiro tal que rk =J. O. Como Ci divide nj, para todo i> j, segue que 
n -O d C (n:':-;; ) ( n (n,. ... ,n, ')) 1 ' t rk = mo ck. orno ,,ck = 1 n 1, 1 1 = , nos encon ramos 
•>k i>k c, 11.1 , ... , k n1 , ... ,nk 

rk =O mod ck. Uma contradição, pois ]rkl < ck. 

Afirmação 3: Dado z E .7Z, z E S se, e só sem- z rJ. S. 

dem.: De fato, temos m-z = ( -1-a1)n1 + L,~= 2 (t;-a;-1)ni; segue, pela afirmação2, que 
z ESse, e somente se, a1 2:: O, isto é, se, e só se, (-1-a1) <O se, e somente se m-z rJ. S. 

Afirmação 4: m é o maior inteiro não pertencente a S. 

dero.: De fato, m =m-O, então a1 =O , logo m (j. S. Agora tomemos z = m + k, com 
k ~ 1, aasim m- (m + k) = -k (j. S, portanto z E S, como queríamos. D 

A proposição 2.3.4 dá origem a uma definição geral. 
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Definição 2.3.5 : Um semigrupo S é chamado simétrico, se existe m E S tal que, dado 
sE§, temos sE S se, e somente se, m- s rj. S. 

Observação 2.3.6 : 

1. Se S ç IN, então m, na definição de semigrupo simétrico, é o maior inteiro não 
pertencente a S. 

De fato, sejam S um semigrupo simétrico, m E S como na definição e m' o maior 
inteiro não pertencente a S. É claro quem r) S, pois m =m-O(/:. S. Sem f. m', 
então m- m' <O, logo m- m' f/. S. Mas então m' E S, que é uma contradição. 
Portanto m = m'. 

2. A proposição 2.3.4 não determina todos os semigrupos simétricos de inteiros. Como, 
por exemplo, o semigrupoS gerado por {5, 6, 7, 8}. 

Temos que S =< 5, 6, 7, 8 > não satisfaz as hipóteses de 2.3.4, pois 
[(5, 6), 7] ~ 7 '/-< 5, 6 >. No entanto, S é simétrico, pois S ~ {5, 6, 7, 8, 10, 11, ... } 
e m = 9 satisfaz as condições da definição 2.3.5. Que n E S com n 2: 10 pode se 
ver da seguinte forma: se n ~ 10, então n = 5k +r, k 2': 2 e O :S r :S 4. Agora para 
r~ O já temos n E S, se 1 ::; r ::; 3 temos n ~ 5(k -1) + 5 +r, com 5 +r E {6, 7, 8} 
e de novo n E S, para r~ 4 temos n ~ 5(k- 2) + (5 + 1) + (5 + 3) e n E S. 

3. Se S é um semigrupo numérico, então M = S - {O} é o ideal maximal de S e 
chamamos M- ~ {z E >Z I z + M Ç S}. 

O próximo resultado dá outras caracterizações de um grupo simétrico. 

Proposição 2.3. 7 : Seja S um semigrupo numérico, então as seguintes condições são 
equivalentes: 

1. S é simétrico. 

2. M- = { m} U S, onde m é o maior inteiro não pertencente a S. 

3. Cada ideal principal próprio de S é irredutível, isto é, se s E S, s f. O, então o ideal 
(s) não pode ser escrito como a interseção de dois ideais em S, ambos contendo 
propriamente (s). 

4. Existe um ideal principal próprio de S que é irredutível. 

Dem. : (1 =} 2) Seja z E M- com z f/. S. Se z =J. m, então m- z E M, pois S é 
simétrico e portanto, como z ~ S, tem-se z + M Z: Si absurdo, já que z E M-. 

(2 =} 1) Suponhamos que S não é simétrico, então existe um maior inteiro m 1 f/. S tal 
quem- m 1 '1- S. 
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Afirmamos queM- 2 {m1, m} U S. De fato, suponhamos que m1 f/_ M-, então existe 
s E M tal que mi + s f/_ S. Pela definição de mt, segue que m - m1 - s E S. Portanto, 
m- m1 :::: (m- m1- s) +sé um elemento de S, o que é uma contradição. 

Assim, se S não é simétrico, ternos queM- -;;_ {m} U S como queríamos. 

(1 o> 3) Se (s) é um ideal principal e s1 E Sé tal que s1 'i (s), então s +mE (s1), de 
fato, como s1 f/_ (s), segue que si-s f/_ Se portanto m-(s1-s) E S, pois Sé simétrico. 
Logo (m + s)- s1 E S, ou equivalentemente m +sE (si)· 

Suponhamos agora que (s) é redutível, então existem s1, s2 E S, s1, s2 fj. {s) tais que 
{s1) n (s2) Ç (s). Portanto, da afirmação acima, segue que s +mE (s1) n (s2), no en­
tanto s+m f/_ (s), pois caso contrário s+m-s E S, logo mE S, o que é uma contradição. 

(3 o> 4) É óbvia. 

(4 =? 1) Nós mostraremos que se S não é simétrico, então cada ideal principal é redutível. 
Afirmamos que se (s) é ideal principal próprio, então (s) :::: (s, s + m) n (s, s + mi), 

onde m é o maior inteiro não pertencente a S e m1 é o maior inteiro não pertencente a 
S tal que m- m1 'i S. 

De fato, é suficiente mostrar que (s+m) n (s+m1) Ç (s). Sejas' E (s +m) n (s+ml), 
então s1 :::: s + m + s1 = s + m1 + s2 , com si, s2 E S. Primeiro suponhamos si ;:::: O, então 
m - m1 f/_ S, uma contradição. 

Portanto s1 >O e isto implica quem+ si E Se assim s' E (s). 
Pela definição de me m1, segue que s + m1 E Se s + m E S. Então (s, s + m) e 

(s, s + ml) contêm (s) propriamente. Logo (s) = (s, s + m) n (s, s + m1), isto é, (s) é 
redutível, absurdo. Portanto S é simétrico. O 

2.4 Interseção Completa 

No que segue, consideraremos somente subsemigrupos finitamente gerados 
de ;zm ={v= (zJ, ... ,Zm) I Zi E :iZ}. 

Sejam v1 , ... , Vn E LZm geradores de Se k um corpo algebricamente fechado. O anel 
de semigrupo k[S] de S sobre k é isomorfo a k[Tv', ... , Tv"], onde Tv; = ri.f=1 T_j'J, 
vi = ( Zij) para todo i = 1, ... , n e { T1 , •.. , T m} é um conjunto algebricamente indepen­
dente sobre k. De fato, numa representação S e:: INn f p e sendo J o núcleo do epimorfismo 
r : k[XI, ... 'Xn] ~ k[TV1 ' ••• 'TVn], r(Xi) = Tv; para i= 1, ... ' n, observaremos que 
J = ls = (FA, A E p), por 2.2.6, assim k[SJ é isomorfo a k[T"', ... , T""]. 

Consideremos Vs = {(x~, ... ,Xn) I x, E k, f(XJ, ... ,xn) =O, I! f E ls}, nosso 
próximo resultado diz respeito à dimensão da variedade V8 . 

Proposição 2.4.1 : V8 é uma variedade irredutível e dimVs = dimS. 

33 



Dem. : Lembramos que Vs é irredutível se, e só se, o seu ideal I (Vs) é primo, pela 
proposição 1.3.5. Agora, por k ser algebricamente fechado, temos I(Vs) =VI;, mas Is 
é primo e assim I(Vs) = Is. _ 

Agora, vamos mostrar que dimV8 = dimS. Sejam S =< v11 ... , Vn >e S o seu grupo 
associado. Sabemos que o posto de S é o número máximo de vetores 2-linearmente 
independentes em { v11 •.. , vn}· Chamando r = posto§, podemos supor, sem perda de 
generalidade, que {v1 , ..• , Vr} é 2-linearmente independente. 

Sabemos que k[S] "'k[Tv,, ... , yvn] e;,' k[X1, ... , Xn]f Is, que é um domínio. 
Chamemos A= k[T"', ... , Tu~] e consideremos K = c.f.(A) (corpo de frações de 

A) e L= c.f.(k[T"', ... , T"•]), onde k[T"', ... , T'•] Ç A. 

Afirmação 1: A extensão K I L é algébrica. 

dem.: Considerando-se { Vr+l• VIJ ... , v.,.} C ;;zm, temos que estes elementos são linear­
mente dependentes, isto é, ar+l Vr+l +a~ v1 +· · ·+a~v.,. = O, com ar+l, a~ E 2m, i = 1, ... , r 
não todos nulos. Podemos supor a.,.+l > O, pois v11 ... , v.,. são linearmente inde­
pendentes, logo ar+IVr+1 =a1vi+···+UrVr 1 com aiE2m,i=1, ... ,r+l. Assim, 
(TVr+l )ar+l = ya,v, . , , yarv~. 

Logo, Tvr+' é raiz do polinômio j(Y) = ya,.+, - Tif:::l ya;v; E L. Portanto yvr+1 é 
algébrico sobre L e logo fazendo de modo análogo para Vr+I, ... , Vn, temos que K I L é 
algébrica. 

Afirmação 2: Tv', ... , rv~ são algebricamente independentes. 

dern.: Seja f E k[Y, ... ,Y,], então f(Y,, ... ,Y,) = L:,a,(}í)'' ... (Y,)'•, 
f=(il, ... ,ir)· 

Temos que f(Tvl, ... , TV~)= O se, e somente se, L: 1 a,(T"')i1 ••. ('rr)ir =O. Como 
v1, ... ,v.,. são linearmente independentes, temos que, dado I= (i1, ... ,i.,.) não existe 
J = (j, ... , j,) diferente de !tal que (T" )'' · · · (T'• )'• = (T'' )i' · · · (T'• )i• e assim segue 
que a1 =O, para todo I. Logo f= O e a afirmação está provada. 

Logo, das afirmações 1 e 2, segue que o grau de transcendência de K I k é r e, pelo 
Teorema da Normalização de Noether, temos que dimA =r= postoS= dimS, isto é, 
dim Vs = dimS. O 

A proposição a seguir nos dá uma condição necessária para que, dado um conjunto 
de geradores de um ideal homogêneo a de um anel comutativo possamos escolher um 

conjunto mínimo de geradores de a. 

Proposição 2.4.2 : Seja S c ;zm um semigrupo finitamente gerado e suponha que 
S não tenha elementos invertíveis. Seja R = ffisESRs um anel S-graduado, com R 0 

um corpo. Então, para um ideal homogêneo a de R, dado um conjunto homogêneo de 
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geradores de a, podemos escolher um conjunto mínimo de geradores de a. 

Dem. : Como S não tem elementos invertíveis, temos que p = ffisES,s:FoRs é realmente 

um ideal de R e por Rjp = R0 ser um corpo, temos que p é um ideal primo. Logo Rp é 

um anel local. 
Seja a Çp um ideal finitamente gerado por {a1, ... , an}, onde ai, para i= 1, ... , n 

são elementos homogêneos, então aRp é finitamente gerado pelo conjunto de elementos 

homogêneos B = {aJ/1, ... , an/1} em Rp. 
Pelo Lema de Nakayma, podemos escolher um conjunto mínimo de geradores de aRp 

entre os elementos do conjunto de geradores B. Seja B1 = { a1, ... , am} esse conjunto, 
onde n 2: m. 

Vamos mostrar que este conjunto é um conjunto global de geradores de a. 
Seja x = d80 E a um elemento homogêneo; temos que x = 2:?=1 airi, onde 

Ti E R e ai E {alJ ... ,an}, logo, x/1 = Lf=1 a.:ri/1 e assim existe b E R\p, 

b = bo + L.sES, #O b8 , bo f O, tal que xb =E~= I ai ui, Ui E R. 
Agora, como Ui E R, temos que Ui = Us' + Es:ts' U81 onde s' é tal que s' +Si= s0 , u8 é 

homogêneo de graus e Si é o grau de a;. Assim, E~ 1 aiui = E~ 1 aius; + L.r;;1 ai L.s:Fs' Us 
e temos que a segunda parcela do lado direito dessa igualdade tem grau diferente de s0 • 

Logo, xbo = L-::1 a.:us'· Como Ro é corpo e b0 # O pertence a R0 , segue que x 
L.~ 1 aili, com li E R. 

Portanto, {a1, ... , am} é um conjunto mínimo de geradores de a. o 

Como conseqüência da proposição anterior, temos a iguadade entre o posto da con­
gruência p e o número de elementos do conjunto mínimo de geradores de 18 . 

Corolário 2.4.3 : Se S Ç ;zm não tem elementos invertíveis, então postop = J.t(Js). 

Dem. : Escolhida uma representação de s = wn I p, onde n = postos, temos que 
k[S] ~ k[X, ... , Xn]/ Is, onde Is = ( {FA} AEp) é um ideal homogêneo. Pela proposição 
2.4.2, podemos escolher a= {FA, ... ,FA,} Ç {FA \A E p} tal que a é um conjunto 
mínimo de geradores de Is. Logo tt(Is) = l. Pela proposição 2.2.8, temos que p = 7f e 
então postop <; l = !J(Is)-

Por outro lado, também pela proposição 2.2.8, dada uma congruência p1 temos que 
!JUs)<; postop. Portanto, postop = f.t(Is), como queríamos. o 

A nossa próxima definição é a de semigrupo que é interseção completa. Evidente­
mente, essa definição vem do fato de que a variedade algébrica associada a um semigrupo 
desse tipo é interseção completa1 conforme a definição 1.7.4. Tal fato é apresentado no 
corolário 2.4.5. 
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Definição 2.4.4 : Dizemos que um semzgrupo S é uma interseção completa, 
se S pode ser representado como S = F f p, onde F é livre e p é uma 
congruência tal que postop = postoS - dimS. 

Corolário 2.4.5 : Se S Ç ~m não tem elementos invertíveis, então as seguintes 
condições são equivalentes: 

1. S é uma interseção completa. 

2. Vs é interseção completa. 

3. V8 é, na origem, uma interseção completa. 

Dem. : (1 :::} 2) Se Sé uma interseção completa, então S = Fjp, onde F é livre 
e p é uma congruência tal que postop = postoS - dimS. Pelo corolário 2.4.3, temos 
!'(Is) =postoS- dimS. 

Agora ls = l(Vs), logo !'(I(Vs)) = postoS- dimS = n- dimVs. Portanto, Vs é 
gerado por n - dim Vs polinômios. 

Logo V8 é uma interseção completa. 

(2 => 1) Como Vs é uma interseção completa, temos que I'(Is) =postoS- dimS. Pelo 
corolário 2.4.3, segue que postop =postoS - dimS. 

Portanto, S é uma interseção completa. 

(2 => 3) Temos que ls C (X1, ... , Xn) = m, onde m E Max(k[X~o ... ,XnJl· Pela 
demonstração da proposição 2.4.2, temos que l'(ls) = I'(Isk[X~, ... ,Xn]m)· Por hipótese, 
!'(ls) =postoS- dimS, logo !'(Isk[X1, ... , Xn]m) =postoS- dimS. 

Por outro lado, ht(Isk[X~o ... , Xn]m) = ht(Is) e 

ht(Is) = dimk[X1, ... ,Xn]- dimk[X1, ... ,Xn]/ls 

=postoS - dim Vs = postoS - dimS 

Portanto, !'(Isk[X~o ... , Xn]m) = ht(Isk[X!, ... , Xn]m) e logo Vs é, na origem, uma 
interseção completa, de acordo com a definição 1.7.4. 

(3 => 2) Por hipótese, temos que !'(lsk[X!, ... , Xn]m) = ht(Isk[Xlo ... , Xn]m)· Agora 
ht(I8 k[X1, ... , Xn]m) = ht(Is) = postoS-dimS. Assim, pela demonstração da proposição 
2.4.2, segue que ~-tUs) =postoS- dimS. Logo, pela definição, temos que Vs é uma in­
terseção completa. D 

Observação 2.4.6 : Dado S um semigrupo representado por S = F/ p, onde F é livre 
e finitamente gerado, consideremos s· := {p'(v) I :3 w i' v E F, (v,w) E p}. Afirmamos 
que: 
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1. S* é um ideal de S. 

Com efeito, se t E S* e s E S, então t = p*(v) tal que existe w E F, w f- v 
com (v, w) E p, e s ~ p'(v'), v' E F. Assim, t + s ~ p'(v) + p'(v') ~ p'(v +v'). 
Afirmamos que existe w' E F, w' =1- v + v' tal que (v + v', w') E p. De fato, 
w' ::::: w + v', pois v + v' =f w +v', já que v =f- w e (v +v', w +v') E p, pois p é uma 
congruência. 

2. s· ~ {degFA I A E p}, onde degFA denota o grau de FA com respeito a 
S-graduação em k[Xb ... , Xn]· De fato, se p*(v) E S* então existe w =1- v tal que 
A ~ (v, w) E p. Logo, para FA ~X"- xw, temos degFA ~ p'(v). Portanto, 
s· ç {degFA I A E p}. Reciprocamente, seja degFA ~ s ~ p'(v) E s, como FA é 
não nulo, temos que existe w =1- v E F tal que A::::: (v, w) E p. Logo, p*(v) E S* e, 
portanto, {degFA I A E p} ç s·. 

A próxima proposição nos dá uma relação entre o número de elementos do conjunto 
mínimo de geradores de I s e de S*. 

Proposição 2.4. 7 O número de elementos, p(S*), de um conjunto mínimo de geradores 
de 8* é menor ou igual a J-L(ls). 

Dem. : Pela observação acima, temos que S* = {degFA I A E p}. Seja p = a, onde 
a~ {A ~o ... , A.} e A,~ (v;, w,) E p. Temos que postop ~ i"Us). 

Afirmamos que {degFA, I A, E a} gera s•. 
De fato, seja A= (v, w) E p então A = {2=~= 1 'fniViJ 2:~= 1 m:wi), mi, m: E IN, para 

i= 1, ... , n, Assim, degFA::::: p*(v) = p*(I:f=1 mivi) = I:f=1 m;p*(w) = 2:?=1 TnidegFA,., 
Portanto, 1"(8') :S postop ~ !"(Is). o 

Corolário 2.4.8 : Se Vs é uma interseção completa, então J-L(S*) :::; postoS- dimS. 

Dem. : Por hipótese, temos que !'(Is) ~postoS- dimS. 
Pela proposição anterior ~t(S') :S !!Us), e ru;sim temos ~t(S'):::; postoS- dimS. o 

Com a teoria desenvolvida até aqui, temos condições para justificar parte do exemplo 
dado no final do capítulo L É o que faremos no próximo exe~plo. 
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Exemplo 2.4.9 : Usando o último resultado, podemos mostrar que a variedade V de 
A3(k) dada pela parametrização 

não é uma interseção completa. 
Com efeito, considere o semigrupo S =< 3, 4, 5 >Ç ZZ. Se Vs fosse uma interseção 

completa, teríamos, de acordo com 2.4.8, que Jl(S*) :S: postoS ~ dimS = 2, pois 
postoS = 3 e dimS = posto7Z = 1. No entanto, S* não é gerado por dois elementos; na 
verdade, S* = (8, 9, 10). Isso pode ser visto da seguinte forma: S* = {8, 9, 10, 11, ... }, 
que n E S* com n 2: 10 façamos o seguinte: se n 2: 10 então n = Bk + r, com k 2: 1 e 
O::; r::=;: 7. Agora, para r= O já temos n E S*, se 1:::; r::; 2 temos n = 8(k -1) + 8 +r 

coro 8 +r = 9 ou 10 e de novo n E S*, para 3 ::; r :::; 7, temos r E Se logo, de 
acordo com a definição 2.1.12, segue que n E S*. Agora, usando o corolário 2.1.15 
tem-se que tt(S*) = 3. Que o posto de S é 3 se deduz imediatamente pelo fato de que 
S = {3,4,5,6, 7, ... } e que 5 't< 3,4 >. 

38 



Capítulo 3 

Curvas, em A3(k), Parametrizadas 
por Monômios 

Neste capítulo, vamos desenvolver uma teoria sobre relações minimais de semigru­
pos gerados por três elementos e estudar as propriedades do conjunto dessas relações, 
denotado por M. Usaremos tal teoria na demonstração do teorema que nos dá uma 
equivalência entre semigrupos simétricos e interseções completas. Faremos uma aplicação 
desse teorema à geometria algébrica, dando alguns exemplos de curvas parametrir.adas 
em A3 (k) que são e que não são interseções completas. Mais ainda: daremos exemplos 
que provam que um resultado análogo a este teorema não é verdadeiro para semigrupos 
gerados por mais de três elementos. 

3.1 Relações Minimais 

Dado um semigrupo numérico S =< n1 , •.. , nt >C IN, consideremos p* : INt -----7 S 
o epimorfismo dado por p*(ei) =~.onde {ei, ... , et} é a base canônica de JNt. Eviden­
temente, p* pode ser estendido a um epimorfismo p* : yzt ------+ § de grupos. Ao núcleo de 
p* chamamos o con,junto de relações de S determinadas por {n1 , ... , nt}, isto é, uma tal 
relação é um elemento z = (z1, ... , Zt) E zzt tal que z1n1 + ... + Ztnt. Quando o conjunto 
de geradores de S está fixado, vamos dü:er apenas relação de S em vez de relação de S 
determinada por {n1, ... , nt}· 

Ainda nesta situação, no capítulo anterior, definimos Mp(S) = {wA I A E p}, onde 
para A= (v, v'), WA =v-v'. Lembrando ainda que dados A E JNt xJNt, A= (v, v') E p 

se, e só se, p•(v) = rf(v'), temos imediatamente que M,(S) = ker(fi'), isto é, 
M,(S) = {(z,, ... , z,) E Zi' ll:ld z,n, =O}. 

Neste capítulo, estaremos interessados em semigrupos numéricos gerados por três 
elementos; então, desde já, fixamos S =< n1,n2,n3 >,com ni >O, (n1,n2,n3) = 1 e 
p* : JN 3 -----7 S o epimorfismo dado por p*( ei) = ni, onde { e1 , ~. e3 } é a base canônica de 
IN' e p = {(v,v') E IN3 x IN' I p'(v) = p'(v')}. Daqui em diante, a menos que seja dito 
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o contrário, estaremos referindo-nos a essa situação. 

Lema 3.1.1 : Se v E Mp(S), v = (zt, z2, Z3) =f:. O, então existe um iv E {1, 2, 3h tal que 

1. Zi, >O e Zj::; O, para j =f:. iv, ou 

2. Zi, <O e Zj 2:: O. para J. f- iv· 

Dem. :De v E Mp(S), temos que z1n1 +Z21&.2 +z3n3 =O. Do fato de v ser não nulo, 
evidentemente, os inteiros z1, z2, Z3 não têm todos o mesmo sinal e portanto dois deles 
têm o mesmo sinal e o terceiro forçosamente é não nulo e tem o sinal contrário. O 

Definição 3.1.2 : Dado v E Mp(S), dizemos que v é do tipo i, 1 < z < 3 se Zv = t, 

onde iv é dado pelo Lema 3.1.1. 

Definição 3.1.3 : Dizemos que v = {zt, z2 , z3) E Mp(S) é uma relação minimal do 
tipo i, se v é do tipo i e para todo v1 = (zLz~,z~) E Mp(S) do tipo i, temos lz~l2:: lzil· 

Uma relação é dita minimal, se é minimal de algum tipo. 

Denotamos o conjunto das relações minimais de Mp(S) por M. A seguir, damos uma 
maneira de se obter rel~ões minimais. Por exemplo, se queremos relações minimais do 
tipo 1, tomemos Ct E IN tal que cm1 seja o menor múltiplo de n1 para o qual existam 
r2, rs E IN com c1n1 = r 2n2 + rsns, isto é, 

c1 = min{ c E IN I cn1 = r2n2 + r3n3, r2, r3 E IN}. 

É claro que c1 existe, pois se tomarmos c = n2, r2 = n 1 e r3 = O vemos que o conjunto 
acima é não- vazio. 

Afirmamos que v = (-c~, r2, r3) é uma relação minimal do tipo 1. De fato, seja 
v'= (a1, a2, a3) uma relação do tipo 1, então: 

No caso a) temos a1n1 = -(a2n2 + a3ns), com -a2, -as E IN, assim, c1 ::; a 1 . 

No caso h) temos -a1n1 = a2n2 + a3n3, onde -a1n1 >O e c1::; -a1 =lati· 
Analogamente, construímos relações minimais do tipo 2 e do tipo 3. 

Proposição 3.1.4: Se v'= (a1 ,a2,a3) EM é uma relação minimal do tipo i, então 
ai = ±ci. onde Ci é da forma descrita acima. 
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Dem. : Faremos a demonstração para v = ( a1, a2, a3} E M uma relação do tipo 1, assim 
temos que la11 ::=:; lcii· Por outro lado, temos que v= (-c~,r 2 ,r 3 ) é minimal do tipo 1, 
pelo que foi feito acima,então lc1l ::S::: lati· 

Portanto lad = lc11. D 

A partir dessa proposição vemos que M é finito, pois, por exemplo, de 
clnl = r2n2 + Tana, com T2, Ta E IN, temos o :.::::; f2 ::s; cn~' e o :.::::; Ta ::s; cn:'. Um Ci dado 
acima é dito mínimo para as relações do tipo i. 

Ilustramos com o exemplo abaixo a construção de relações minimais feita acima. 

Exemplo 3.1.5 : Considerando o semigrupo S =< 3, 4, 5 >, vemos, de maneira simples, 
que v1 = ( -3,1, 1} é uma relação minimal do tipo 1; v2 = (1, -2,1) é uma relação minimal 
do tipo 2 e va = (2, 1, -2) é urna relação rninimal de tipo 3. 

Voltandoàsituaçãoinicial,consideremos Vt 1 v2, Va EM, tais que VI= (-ct,TI2,Tta), 
v2 = (r21J -c2, r2a), v3 = {r311 T32, -c3), são relações rninirnais do tipo 1, 2, 3 respectiva­
mente e portanto rij ~O, i, j E {1, 2,3}, i# j. Distinguimos dois casos: 

Caso 1: Tij >O para todo i, j = 1, 2,3. 

Caso 11: Existem í, j E {1, 2, 3} tais que r;; =O. 

As duas proposições a seguir são propriedades do caso I, que serão muito usadas no 
desenvolvimento deste capítulo. 

Proposição 3.1.6 : No caso I, temos v1 + v2 + va =O. 

Dern. : Seja v =VI +vz +va = ( -c1 +r21 +ra1, r12 -c2 +Ta2, Tt3 +Tz3 -ca). Suponhamos 
que v i- O e que v seja do tipo 1. 

Se a primeira componente de v é menor que zero, isto é, -c1 + T21 + Ta1 < O, como 
c1 é minimal para as relações do tipo 1, temos que -c1 + T21 + T31 ::S::: -c1 , que é uma 
contradição, pois r21 > O e T31 > O. 

Se a primeira componente de v é maior que zero, isto é, -c1 +T12+r31 >O, novamente, 
como c1 é minimal para relações do tipo 1, temos -c1 +rt2+ra1 2::: c1. Mas então r 21 2::: c1 

ou r 31 2::: c1. Se supomos que T21 2::: C1, então Vt + v2 = (r21- c1, r12- c2 , Tta + r 23 ), onde 
T21 - c 1 2::: O, r13 + r23 > O e T12 - c2 < O, é uma relação minimal do tipo 2. Como cz é 
rninimal para as relações do tipo 2, temos r 12 - c2 :.::::; -Cz , ou seja, T12 ::S::: O, que é uma 
contradição pois r12 > O. Analogamente, se supomos r 31 2::: c11 teremos uma contradição 
com r31 > O. Logo v = O. 

A prova é análoga se consideramos v do tipo 2 ou 3. D 

A proposição seguinte descreve o conjunto de relações minirnais para o caso L 
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Proposição 3.1.7: No caso I, M = {±v1,±v2,±va}. 

Dem. : Seja v~ = ( -c1, r~ 2 , rb) como no caso I, isto é, r~ 2 > O e r{a > O. Aplicando 
3.1.6, obtemos v~ +v2 +v3 =O. Portanto, v~= -(v2+v3) = v1. Analogamente, mostra-se 
que v2 e va estão unicamente determinados. O 

Na próxima proposição, consideremos Vt = (-c~, TI2, r13), vz = (r21, -c2, T23), 

Va = (rat, raz, -ca) EM, com Tij 2. O para i,j = 1, 2, 3, i# j. 

Proposição 3.1.8 : No caso II, temos: 

a) ±(0, -c,, c3 ) E M, ou 

b) ±(c~> O, -c,) EM, ou 

c) ±(-c1 ,c2,0)EM. 

Dem. : Seja v2 = (r21 , -c2 , r23 ) E M. Assumimos, sem perda de generalidade, que 
Tzi =O, assim v2 = (0, -cz, r23). 

Se r 23 = c3 , então a afirmação é válida, isto é, v2 = {0, -c2, ca) EM. Podemos supor 
então r 23 > c3 , pois ca é minimal. Consideremos v2 +va = {rat1 r32- cz, T23- ca)· Como 
Ta1 2:: O e r 2a- ca > O, obtemos que ra2- c2 < O e logo Vz + va é do tipo 2. Isto implica 
que T32- c2 :S -c2, logo Ta2 :S O, entretanto ra2 2:: O, portanto Ta2 =O e ra1 2:: c1. 

Se T31 = cl? então nossa afirmação segue novamente, isto é, va = (c~, O, -ca) E M. 
Assim, suponhamos que ra1 > c1, temos então que VI+ va = (Tai- Ct, T12, T1a- ca) é uma 
relação do tipo 3, pois Ta1 - c1 > O e T12 2': O, portanto T13 - c3 < O. Pela minimalidade 
de ca, segue que Tia - ca ::; -ca, logo T13 =O. 

Portanto, v1 = ( -CI, T12, O) e r12 2: c2. Se r12 = c2, então v1 = ( -ci, c 2, O) E M como 
queríamos. Se T12 > c2 teremos VI +v2 +va = (r ai- c1, TI2 - C:l, rz3 -c3 ) seria uma relação 
com Ta1 - c1 > O, r12 - Cz > O e r2a - c3 > O, que é uma contradição. Portanto, Ta1 = c1 
e va = (c11 O, -ca), o que prova nossa proposição. O 

Seja x um número real, denotamos por [x] o maior inteiro menor ou igual a x. O 
próximo resultado descreve explicitamente o conjunto das relações minimais no caso II. 

Proposição 3.1.9 : No caso li, o conjunto de relações minimais é: 

a) M = {± (0, -c,, c,)} U {± (d(O, -c,, c3) + ( -c1 , r,2, r13)), -[~] S d S ['?,-], dE ~}. 
ou 

b) M ={±(c,, O, -c,)}u{± (d(c,, O, -c,)+(r,,, -c,, r,,))}, -[';;'] S d S [7;'], dE~}, 
ou 

c) M = {± (-c, c2 , O)} U {± (d( -c, c2 , O)+ r3, r,, -c3)), -[';';'] S d S [';;'], dE ~}. 
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Dem. : De acordo com 3.1.8, podemos assumir que (0, -c2, c3) E M. Sejam 
v1 = (-c,, r12, r13), v2 = (0, -c-,, c,) e N = {±v,,± (dv, + 111)}, onde -1':!{-J <; d <; I 'f,-]. 

É claro que M 2 N, pois ± v2 E M por 3.1.8 e dv2 +VI = ( -ci, TI2- dc2, fia+ dca) 
é uma relação rninimal do tipo 1, por 3.1.4. 

Reciprocamente, consideraremos dois casos: caso a) tomamos uma relação minimal 
do tipo 2 (ou 3) e o caso b) tomamos uma relação minimal do tipo 1. 

caso a) Seja v~ = (rh, -c2, r~ 3 ) uma relação minimal do tipo 2. Se r~ 3 = ca, então 
v; - v2 = ( r;1, O, O), portanto r;1 = O. Em outras palavras, v; = v2 e logo v; E N. 

Se r~ 3 =F c3 , então v~- v2 = (r~ 1 , O, r~ 3 - c3 ) é uma relação do tipo 3, pois r;I 2:: O 
então r;3 - ca < O. Então, pela minimalidade de ca, temos r;3 - ca :::; -ca e, logo, r;a =O. 
Portanto, v;= (r;1, -C:!, O). 

Agora, v1 +v~= {r;I- c1, TI2- f2, r13) é uma relação do tipo 2, pois r~I- ci 2:: O e 
ria = O e, portanto, r 12 - c2 :::; O. Se r12 - C2 = O, então r;1 = CI e TI3 = O. Logo, VI = v~ 
e então v~ E N. 

Se r12 - Cz < O, então r 12 - Cz :::; -c2, o que implica que r12 = O e então 
VI = ( -ch O, Tia)- Agora, v1 +v~ - v2 = (rh - ci, O, Tia - c3 ) é uma relação com 
r~I - c1 2 O e r1a - ca 2:: O. Logo, VI + v~ - Vz = ci, ris = c3 e então v; = v2 - v1. 

Em qualquer dos dois casos, ternos que v~ E N. Analogamente, mostra-se que qualquer 
relação minimal v3 do tipo 3 é um elemento de N. 

caso b) Se v~ = ( -ci, r~ 2 , rb) for qualquer relação rninimal do tipo 1, então 
v~ - v1 = (0, r~ 2 - r12, r~ 2 - r13) = dv2, onde d E 7Z e as condições para d são óbvias. 
Com efeito, supondo r~ 2 - r12 > O, teremos r~ 3 - ria :::; O e portanto v{- v1 é uma relação 
do tipo 2. Fazendo a divisão de rb -ri2 por c2 e a divisão de -(r~ 3 -r13) por c3, obtemos 
r~ 2 - r12 = q2c2 + r2, onde O:::; r2 < C2 e -(r~ 3 -Tia) = qscs + ra, onde O :::; ra < cs. 

Suponhamos q2 < q3. Corno rz < c2 e f2TZ.:2 = egng, pois (0, -c2, c3) E M, temos 

mas rans 2:: O e qs - qz - 1 2:: O e chegamos a um absurdo. Analogamente, supondo 
qs < q2 , chegaremos a um absurdo, assim qz = qa. 

Agora, devemos mostrar que r 2 = rs = O. Como (r~ 2 - r12)n2 = ( rb- r 1a)n3 e q2 = qs, 
segue que r 2 ~ = TstlJ e então (0, -r2, r 3) é uma relação do tipo 2 tal que r2 < c2 , que é 
uma contradição, pois c2 é minimal para as relações do tipo 2. 

Logo v~= VI +dv2 E N. D 
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Observação 3.1.10: Para v E ~ 3 , v= (z1,z2 ,z3), nós assumimos v+= (max(zt,O)) e 
v- = v+ - v. Obviamente, temos v+, v- E JN3 . 

Se v E M,(S), então (v+, v-) E p. De fato, 

3 

v E M,(S) <='>:L n,z, =O= :L n,z,- :L n,z, =O= 
i=l z;2:::0 -z;>O 

:L n,z, = :L n;z, <='> p'(v+) = p'(v-) <='>(v+, v-) E p. 
z;;::O -z;>O 

Lembrando que estamos supondo S =< n1, n2, n3 > e assim considerando R um anel 
comutativo com unidade e v E Mp(S), definimos Fv E R(X1 , X2 , X3] por Fv = xv+-xv-. 

Proposição 3.1.11 : Nestas condições, temos ls = ({Fv}veM,(SJ)· Portanto 
R[S] ~ R[Xt. X,, X,]/( {F"}"EM,(SJ). 

Dem. :Sabemos por 2.2.6 que Is = ({FA}AEp)· 
Seja v E Mp(S); então, pela observação anterior, temos (v+,v-) =A E p. Logo, 

F" =X"+ -X"- E ({FA}AEp). 
Reciprocamente, se A = (v, v') E p, então wA = v -v' E Mp(S). Logo, 

FWA = xw:t- XWÃ E ({Fvh.EMp(SJ). 
Agora, 18 é o núcleo do epimorfismo r, R[X"X2,X3]----> R[S]. 
Logo, temos R[S] ~ R[X!,X2,X3]/({F"hEM,(S))· D 

Na verdade, gostaríamos de provar que ls = ( { Fv}veM), mas para isso introduziremos 
uma ordem parcial em S da seguinte maneira: dados s~, s2 E S, temos s1 2:: s2 se, e só se, 
St - s2 E S . Podemos verificar que essa definição nos dá uma relação de ordem parcial 
sobre S 

Observação 3.1.12 : Com a ordenação acima, temos a seguinte regra: se { sih=1 ,2 , ... E S 
tal que si+l :S si para todo i= 1, 2, ... , então existe io tal que para todo i~ io, si+l =si. 
De fato, como si+l :S Si, 'Vi= 1, 2, ... , então Si- BiH E S. Usando a ordenação usual dos 
números naturais, temos que si- si+1 ~ O, logo Si ~ Si+l· Assim, temos uma seqüência 
decrescente de números naturais. Portanto, existe i 0 tal que para i 2:': i 0 , si= sHl· 

Para F, G no anel S-graduado R[X1 ,X2 ,X3], deg(F) < deg(G) significa que deg(F) 
é menor que deg(G), no que se refere à ordenação em S. 

Queremos mostrar que as relações { (v+, v-) \ v E M} geram p; devemos então provar, 
de acordo com 2.2. 7, que ( {Fv}vEM) = ( {Fv}veMp(S)) e essa igualdade é uma conseqüência 
da próxima proposição. 
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Proposição 3.1.13 : Seja v E Mp(S). Então Fv pode ser escrito como Fv =F'+ QFw, 
onde F' E ({F,},EM), w E M,(S), Q E R[X,,X,,X,] e deg(Fw) < deg(F,). 

Dem. :Caso I: M = {±v11±v2,±v3}, por 3.1.7. 
Seja v E Mp(S), v rJ. M. Podemos assumir, sem perda de generalidade que, 

v = ( -ah a2, a3), a1 > c1, a2, a3 2_ O. Obtemos 

onde w E M,(S). 
Como deg(Fw) = deg(Fv)-deg(X~in(a 2 ,rn) x;nin(a3 ,r13

)) e (a2, a3) i- (0, 0), temos que 
deg(X~in(a 2 ,rn) X;'in(a3 ,r13

)) >O. Logo, deg(Fw) < deg(Fv). Isso prova nossa afirmação 

I I F' xat-Ct F. Q xmin(az,Ttz)xmin(a3,T13) para o caso ; ornemos = 1 v1 e = 2 3 . 

Caso 11: Vamos fazer nossa demonstração para o caso M = { ± V2, ± (dv2 + v1)}, 
onde v1 = ( -c11 r12, r13), 'V2 = (0, -c2, c3) e -[~] ::; d::; [~]. 

1) S~a v = ( -a1, a 2, a 3) uma relação do tipo 1. Logo, a1 2': Ct e a2, a3 2': O. Podemos 
assumir que a1 > c1, pois se a1 = c1, então, vEM e, logo, Fv E {Fv, vEM}. Como no 

I bt F. X a,-c,F. - xmin(a2,Tt2)xmin(a3,TtJ)F. M (S) s o caso , o emas v - 1 v1 - 2 3 w 1 com w E P • e a2 > 
e a3 > O, então deg(Fw) < deg(Fv) e está provado. 

Suponhamos que a2 = O. Se r 13 > O, então novamente deg(Fw) < deg(Fv), pois 
a3 > O. Se r13 = O, então r12 2': c2 e vi = v1 + v2 = ( -c1, r12 - c2, c3) é minimal do tipo 
1, cuja terceira componente é maior que zero. Portanto Fv- Xf1 -c1 Fv' = x~n(aJ,CJ) Fw'J , 
com w' E Mp(S) e deg(Fw') < deg(Fv), pois min(a3 ,c3 ) > O. A prova é análoga se 
colocarmos a3 = O. 

2} Seja v = (a1, -a2, a3) uma relação do tipo 2. Podemos assumir que a2 > c2 , pois se 
a2 = c2 , teremos que Fv E {Fv I vEM}. Se a3 =O, então v é também uma relação do 
tipo 1 e isso já foi tratado no caso L 

S . o 1- F. xa2-C2F. xmin(a3,c3)F. ' M (S) e a3 > , en ao v- 2 v2 = 3 w'' com w E P e 
deg(Fw') < deg(Fv), pois min(a3,c3) >O. O caso em que v E Mp(S) é uma relação do 
tipo 3 é análogo a este caso. o 

Como um corolário de 3.1.13, obtemos: 

Teorema 3.1.14 :As relações {(v+,v-) I vEM} geram p. 

Dem. : Chamemos Is = ({F,},EM,(s)) e J = ({F,},EMl· Vamos mostrar que Is = J e 
assim, pela proposição 2.2.7, temos que pé gerado pelas relações {(v+, v-) I vEM}. 

Como M Ç Mp(S), temos que J Ç fs. Reciprocamente, seja Fv E 18 

e suponhamos que Fv f/. J; pela proposição 3.1.13, temos que Fv pode 
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ser escrito como Fu =F{+ Q1Fwn onde F{ E J, Ql E R[Xt,X2,X3], W1 E Mp(S) 
e deg(Fw,) < deg(Fu). Aplicando 3.1.13 em Fw1 , obtemos Fw 1 =F~ +Q2Fw2 , onde 
F; E J, Q2 E R[X,X2,X3], w2 E M,(S) e deg(Fw,) < deg(Fw,)· E teremos 
Fu =F{+ Q 1 F~ + Q1Q2Fw2 , onde Fw2 f/. J, pois Fu f/. J. Aplicando a proposição 3.1.13 
sucessivamente teremos 

Fv = F{+ Q~F~ + Q~F~ + · · · + Q~Fwi 

onde Fw; (/. J e assim obtemos urna seqüência em S, {deg(Fw;)}i=l,2, ... tal que 
deg(Fw;+

1
) < deg(Fw;), para todo i = 1, 2,.. .. Mas isso é uma contradição, pela 

observação 3.1.12. Portanto F" E J. Logo Is = ({F"hEM)· 
o 

3.2 Semigrupos Simétricos e Interseções Completas 

Nesta seção, usaremos a teoria de relações minimais, feita na seção anterior, para 
demonstrarmos quando um semigrupo simétrico S =< n1, n 2, n 3 > é urna interseção 
completa e conseqüentemente quando a curva parametrizada por S é também interseção 
completa. 

Na situação Msumida neste capítulo, temos: 

Lema 3.2.1 : Sejam M = {±(0, -c,, c,), ±(d(O, -c2, c,)+ (-c, r 12 , rl3))}, com dE 2 
e -['f,-]<:;: d <:;: ['f,-], v2 = (0, -c,, c3) e 

Então, para qualquer v E M, temos v = ± v2 ou v = ± (d'v2 +vi), com 
d' =o, 1, ... '[rg.J + [~]. 

Dem. : Seja v E M. Se v = ± '1.12, não temos nada a fazer. 
Suponhamos v=± (dv2 + (-c1,r12,r13)). Temos 

[rl'] [r1'] = dv2 + (0,- - c,, - ca) + v1 
ca ca 

[rl'] [r13] = (0, -dc2 , dc3) + (0,- - c,, - c,)+ Vt 
ca ca 

[rl'] [r13] =(0,-c,(d+- ),c,(d+- ))+v1 . 
ca ca 
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Chamemos d' = d+ [~],então v=± (d'v2 +v1), onde d1 =O, 1, ... , [~]+[~],pois 
-["'"] < d < ['"']. D 

C3 - - C2 

Daremos agora uma caracterização de semigrupos que são interseções com­
pletas para os casos I e li. Aqui consideraremos, como sempre, v1 = (-ct,Tt21 Ttg), 

V2 = (r21, -C2, T23), V3 = (r31 1 Tg21 -cg), Tij ~ Ü, i=/=- j. 

Teorema 3.2.2 : No caso I : S não é uma interseção completa. 

No caso li: S é uma interseção completa. 

Dem.: Casoi:SejaM={±v~,±v 2 ,±v 3 }. Sabemosquels=(Fv1,F1N.,FvJ,onde 
Fv, = x;•2 x;•a -X~'' FV2 = xr21 X323 - XF' Fvs = xr31 X232 - xga, onde Tij > o para 
i,j = 1,2,3. 

Suponhamos que temos uma equação 

Dela obtemos: -Q1Xf' = Q2Xf2
' X323 + Q3Xj3

, onde Qi = Qi mod X2, com 
Q, E R[X1 , X 3] para i= 1, 2, 3. 

dem.: De fato, como r23 > O, temos Q1( -X{') = X3(Q2Xf12 x;:l3- 1 - QaX~ 3 - 1 ). Deve­
mos mostrar que X3 divide Q1. Mas Q1 =X3G+Qi, G E R[Xt,X2,X3] e 
Qí E R[X1], assim Q1(X1, O) = Qí e da igualdade acima Qí = O e Q1 = X 3 G. Por 
outro lado, Q1 = Ql mod Xz, isto é, Q1 = Q1- X2T, com TE R[X1,X2,Xa]. Logo, 
Ql = XzT + XaG e, portanto, Ql E (X1, X 2, X a)· 

Assim, se tomarmosp um ideal primo em R[XI,Xz,Xa] contendo (X1,X2 ,X3 ), tere­

mos que Q1 não é uma unidade no anel local R[X1 , X 2 , X3)p. Analogamente, começando 
com as equações do tipo Q2Fv2 = QlFt!, + QaFt/3 e QaFt~ 3 = Q1Ft1, + Q2Fv2 , chegaremos 
à conclusão de que Q2 e Q3 não são unidades no anel local R[X1 ,X2,X3]p. 

Afirmação 2: Dadop um ideal primo de R(X1 , X2 , X 3 ] contendo (X~, X2 , X 3 ), temos 

que ~t(IsR[Xl, X,, X,]p) = 3. 

dem.: De fato, chamemos kfp) = R[X1, X,, X,]p/PR[X~o X,X,]p e suponhamos 

que Fv,, F;;, Fv3 E l 8 R[X1 , X 2 , X 3]/PlsR[X1 , X 2 , X 3], sejam k(:l!)-linearmente inde­

pendentes. 
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Assim, podemos supor que existem Qz, Qg E R[X1, Xz, Xs] tais que 
F, - Q2F, - Q3F,, EJ>lsR[Xl, X,, X 3]p, isto é, existe T E R[X1, X,, Xa] \p, com 

T Fv1 - TQzFv2 - TQ 3 Fv3 E'/)ls, ou seja, 

TFv1 + TQzFv 2 + TQsFv3 = Q~Fv, + Q~Fv 2 + Q~Fv3 

com Q~, Q~, Q~ E p, mas então temos, (T- QDFv, = Q"zF112 + Q"sFv3 e assim 

teremos, pela afirmação 1, que T- Q~ E (XI, XzXg), com Q~ EP e T (j.p, o 

que é absurdo pois (X1, X 2 Xs) Çp. Assim, pelo lema de Nakayama, temos que 

I'(IsR[x,x,,X,]p) = 3 :<:: !'(ls) :<:: 3. 

Agora podemos concluir que 8 não é interseção completa nesse caso, pms 
postop = !'(ls) = 3 > 2 =postoS- dimS. 

Caso 11: Podemossupor queM = { ± (0, -c2 , c3), ± (d(O, -c2 , c3)+( -c, r12, r13))}, 

com dE Z? e -[=] < d < ["']. C3--C2 
Sejam vz = (0, -Cz, cg) e VI = ( -ci, Tiz + [~]cz, r13- [~]cs) = ( -ci, riz, Tis), então, 

para qualquer vEM, temos v= ±Vz ou v=± (d1
Vz +vi), com d1 =O, 1, ... , [~] +[~], 

pelo lema 3.2.1. 
Afirmamos que ls = (Fv,, Fv2). Com efeito, se v E M, v = dv2 +VI, d > O, então 
( - - + d ) F. x1'12-dC2x'fi3+dca X" E I v= -c1, r12- Cz, r13 cs e v= 2 3 - 1 s· 

Sabemos que existe um polinômio Q E R[XI,Xz,Xs], tal que Fdv2 = QFv
2

, então 

Isso prova a afirmação. Assim, p(I8 ) = postop = 2 = postoS - dimS. 
uma interseção completa. 

Corolário 3.2.3 : Em qualquer dos dois casos, postop :::; 3. 

Portanto, S é 
o 

Dem. : Da demonstração do teorema anterior, temos, no caso I, postop = 3 e, no caso 
li, postop = 2 < 3. o 

O teorema a seguir nos dá uma equivalência entre semigrupos simétricos e semigrupos 
que são interseções completas, além de nos fornecer uma cota inferior para o número 
mínimo de geradores de S*, lembrando que S* = {degFA I A E p}. Mas antes de 
apresentarmos tal teorema, necessitamos introdu:dr um novo número importante. 
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Seja s(v) = p'(v+)(= p'(v-)) para todo v E M,(S) e definamos 

Teorema 3.2.4 : As seguintes condições são equivalentes: 

a) S é uma interseção completa. 

b) S* é gerado por 2 elementos. 

c) "' </. S. 

d) S é simétrico. 

Dem. : (a:::} b) Se Sé uma interseção completa, então por 2.4.5 temos que Vs é uma 
interseção completa, logo p(S*) :s; postoS- dimS = 2, por 2.4.7. Portanto, S* é gerado 
por 2 elementos. 

(b::::} a) Suponhamos que S não seja uma interseção completa; então, por 3.2.2, temos 
que M = { ± v1 , ± v2 , ± v3}, com vh v2 , v3 corno no caso L 

s· é certamente gerado por {s(!'I}, s(v,), s(v,)), pois s· é gerado por 
{ degFv; I i = 1, 2, 3}, de acordo com a observação 2.4.6. Suponhamos que 
s(vz)-s(vt) E S, então existem at, az, as E IN tais que C2rt:2-c1n1 = a1n1+a2n2+a3n3, 
logo (-c1- a1)n1 + (cz- az)n2- asns =O. Como -as:; O e -c1 - a1 <O, temos 
Cz - az > O. Isso implica que C%! - a2 ~ c2 e, então, a2 = O. Assim, nós obtemos 
a relação v = ( -c1 - a1, (%!, -a3 ), que é minimal do tipo 2, portanto v = -v2 • Logo 
r21 = a1 + Ct ~ c1, entretanto r21 = c1 - r 31 < c1, pois r 31 > O, que é uma con­
tradição. Portanto s(v2)- s(v1 ) </. S. Analogamente, mostra-se que s(v;)- s(v;) </. S, 

para i, j = 1, 2, 3, i f j. Logo, pelo corolário 2.1.15, temos que J..t(S*) = 3, absurdo. 

(a::::} c)(a::::} d) Podemos supor que temos as relações minimais v1 = (-c1 , r 12 , r 13 ) e 
v2 = (0, -c2, c3), pois S é interseção completa. 

dem.: Lembremo-nos de que (n1, n2 , n 3) = 1. Como v2 é minimal do tipo 2, temos que 
c2 é o menor natural tal que c2n2 = c3ns e então [n2 , n 3} = c2n 2 = c3n 3 E< n3 >. Como 
v1 E M, temos que c1n 1 é o menor mútiplo de n1 tal que c1n1 = r 12n 2 + r13n3 . Agora se 
d= (n2,n3), então d= n2k+n3 k', com k, k' E ZiJ. Logo 
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Portanto, de acordo com a afirmação 1, a proposição 2.3.4 se aplica ao semigrupo 
S =< nt,nz,na >. 

Como I::::: Cz~ + c1n1- n1- nz- na= [n2, na]+[(~,~), n1]- n1- n2 - na, segue 
que"( '1- S, pela proposição 2.3.4, e que S é simétrico. 

(c =? a) Suponhamos que S não é interseção completa. Sem perda de generalidade, 
assumimos que s(vt) < s(vz) < s(va), vi como no caso I, para i= 1, 2, 3. Então, 

1 s(v!) + s(vz)- n1- nz- na= c1n1 + czn2 - n 1 - n2- na 

T12n2 + rtana + rz1n1 + r2ana- n1 - n2- na 

- (r,!- 1)nl + (r12 -1)n2 + (c3 -1)n3 

A última igualdade segue de Vt + 1.'2 + Va = O. Como r21 > O, r 12 > O e c3 > O, temos que 
"( E S, o que é uma contradição. 

(d =?a) Suponhamos que S não seja interseção completa. Sejam 

Afirmação 1: "/i !f S, para i = 1, 2. 

dem.: Suponhamos que 1 1 E S. 
')'1 = a1n1 + azn2 + aana. Agora 

Então existem a1, a2 , aa E IN tais que 

')'1 ::::: c1n1 + cznz- n1- nz- na- rt2n2 = (c1 -1)nt + (ra2 -1)nz- na, 

por 3.1.6. 
Podemos assumir que O -:; aa < c3 e segue que 

(c1 -1- a1)n1 + (r32 -1- a,)n,- (-1- a,)n, =O. 

Suponhamos que c1 -1- a1 :::;_ O, então raz -1- ~ > O e isto implica que raz -1- az 2: cz. 
Como r12+r32 = c2, por 3.1.6 temos que -1-a2 2:_ Ttz >O, logo az < O, urna contradição. 

Suponhamos que r 32 -1- a2 -:; O, então c1 -1- a1 >O e portanto c1 -1- a1 2: c1, 

logo a1 < O, uma contradição. 
Temos portanto que c1 - 1 - a1 > O e raz - 1 - az > O, logo -1 - aa -:; -ca. Como 

O< a
3 

< c3 temosque -1-a3 = -c:31 entãova= (ct-1-a1,raz-1-az,-1-ca) e 
loio ra2 -1- a2 = r3z e então az = -1, o que é uma contradição. Portanto, ')'1 '1- S. Da 
mesma forma mostra~se que 12 f/. S. 
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Afirmação 2: "fi + s E S, para todo s E S, s -=/=- O, i = 1, 2. 

dem.: Mostraremos para 71 e analogamente mostra-se para "(2. Basta mostrar que 
'Y1 + ni E S, para i= 1, 2, 3. 

'Yl + n1 = c1n1 + c2n2- n1- n2- ng- r12n2 = (c1 -l)n2 + {r13 -1)ng 

"(1 + n2 = c1n1 + c2n2- n1- n2- na- r12n2 = (r12- l)n1 + (cg- l)ng 

'YI + n3 = c1n1 + l%ln2 - n1- n2- ng- r12n2 = (c1- l)n1 + (r32- l)n2, 

onde os coeficientes do lado direito das igualdades são positivos. Logo, l'l + ni E S 
para i = 1, 2, 3. Isso prova a afirmação 2. 

Agora, suponhamos que S é simétrico e m é o maior inteiro não pertencente a 
S. Temos m- "fi E S, pois, pela afirmação 1, í'i rJ. S e então da afirmação 2, segue 
que "fi+ (m- í'i) = m E S. Portanto, temos que m- /'i = O. Logo ')'1 = "(2 e assim 
r 21 n1 = r 12n2, que é uma contradição pois O < c2 < r12. Portanto, S é uma interseção 
completa. O 

Como uma conseqüência do teorema anterior, temos uma fórmula para calcular o 
maior inteiro não pertencente a S, que é o m da definição de semigrupo simétrico. 

Corolário 3.2.5 : Se S é um semigrupo simétrico de inteiros gerado por 3 elementos 
{n1, n2, ng}, com (nt, n2, na)= 1, então 'Y é o maior inteiro não pertencente a S. 

Dem. : Segue direto da demonstração do teorema anterior. o 

O próximo resultado é uma aplicação de 3.2.4 à geometria algébrica. 

Corolário 3.2.6 A curva Vs = {(tnl, tn\ tn3
) I tE k}, onde k é um corpo algebricamente 

fechado, é uma interseção completa se, e somente se, S =< n1, n2, na > for simétrico. 

Dem. : Vs = {(tn', tnz, tn3 ) I t E k} é uma interseção completa se, e somente se, 
S =< nb n 2, n3 > é uma interseção completa, por 2.4.5. E S é interseção completa se, e 
só se, S for simétrico, por 3.2.4. O 

Daremos agora alguns exemplos de curvas parametrümdas em A3(k) que são ou não 
interseções completas. E com eles justificamos os exemplos dados no final do capítulo 1. 
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Exemplo 3.2. 7 : 

1. Considerando S =< 4,10,13 >, ternos que 

[4, 10] = 20 E< 4 > e [(4, 10), 13] = 26 = 16 + 10 E< 4,10 >. 

Assim, pela proposição 2.3.4 1 temos que S é simétrico e portanto, pelo teorema 
3.2.4, segue que 8 é uma interseção completa. Pelo corolário 3.2.6, temos que 

Vs={(t4 ,t10 ,t13
) itEk} 

é uma interseção completa. 

Na verdade, todo semigrupo da família de semigrupos 

{Sm =< 4, 10, 2m+ 1 >, com m 2' 3} 

é simétrico, pois [(4, 10), 2m+ 1] = 4m + 2 = 4(m- 2) + 10 E< 4, lO >. Assim 
toda curva 

Vm = {(t4 ,l10,t2m+l), l E k} 

m ?: 3 é interseção completa. 

2. Agora, consideremos S =< 3, 4, 5 >, S não é interseção completa, como já foi visto 
no exemplo 2.4.9. Outra forma de justificar isso é a seguinte: pelo exemplo 3.1.5, 
temos que v1 = ( -3, 1, 1 ), v2 = (1, -2, 1 ), v3 = {2, 1, -2) são relações rninimais de 
tipo 1,2, 3 respectivamente; então estamos no caso I e, pela proposição 3.1.7, temos 
que 

M = {±( -3, 1, 1), ±(1, -2, 1), ±(2, 1, -2)}. 

Portanto, S não é interseção completa, por 3.2.2, logo, S não é simétrico, por 3.2.4. 
Assim, pelo corolário 3.2.6, temos que a curva 

V={(t3 ,l4,t5)ltEk} 

não é uma interseção completa. 

3. Considerando ainda S =< 3, 4, 5 >, podemos mostrar um exemplo para a ob­
servação 1. 7.3 item 2, isto é, um ideal que é 11 set-theoretie' interseção completa, 
mas não é interseção completa. 

De acordo com o teorema 3.1.14, temos que Is = (Fb F2, F3), onde 

F1=X2X3-Xí, F2=X1Xs-XieFs=XfX2-Xi 

Agora, temos que X~_ XfX2 mod{F3), aasim 

F'(:= XiXi- 2X{X,X3 + X1 = Xf(Xi- 2X1X,X, +X() mod(Fs) e 
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Ff = Xf Xi- 2X1X,iX3 +X~ = X2(Xt- 2X1X,X, +X~) mod(F3 ). 

Chamando P = X{- 2X1X 2X3 +X~, temos que F'f = XiP + H1F3 e 
Fi = X 2 P + H2F3 , onde H1o H2 E k[Xll X2, X3), logo F1

2 Fl E (P, Fa). Por outro 
lado, temos quePE Is, pois X'fP EIs eIs é primo, logo (P, Fs) Ç Is. 

Sabemos ainda que F,, F, E .j(P, F,) Ç fs. Portanto V(P, F,) = Is. Logo Is é 
''set-theoretic"uma interseção completa, mas não é interseção completa, pois pelo 
item anterior V não é uma interseção completa. 

Na verdade, este resultado é válido para qualquer semigrupo gerado por três 
elementos que não é interseção completa. A generalização pode ser encontrada em 
[5]. 

Observação 3.2.8 : Observamos que o teorema 3.2.4 não é válido para semigrupos 
gerados por mais de três elementos. De fato. 

1. O semigrupo S =< 5, 6, 7, 8 > é simétrico, veja 2.3.6 , mas não é urna interseção 
completa, pois s• = (12, 13, 14, 15, 16). Logo M(S') = 5, pelo corolário 2.1.15. Por 
2.4. 7 temos I'(Is) 2 5. Portanto, de acordo com 2.4.3, postop 2 5 > postoS -
dimS = 3. 

2. Consideremos o semigrupo S =< 6, 8, 9, 10 >, como veremos, r(S*) = 3 e no en­
tanto S não é interseção completa, isto é, o análogo, neste caso, a afirmação b) do 
teorema 3.2.4 não é equivalente a ser interseção completa. 

Afirmação L Temos que tt(S') = 3 e tt(Is) ::> 3. 

dem.: Observe que S* é gerado por S* = {16,18, 20); na verdade, temos que 
S* = {16, 18, 20, 22, 24, 25, ... }. Vemos que n ~ 24 E S*, da seguinte maneira: 
dividindo n por 16, teremos n = 16k + r, com k ~ 1 e O ::; r ::; 15, para 
r E {6, 8, 9, 10, 12, 14, 15}, temos que n E S*, pois esses números estão em S, r= 13, 
temos n = 16k- 1+20+9 e então n E S'. Para r= 11, temos n = 16(k-1)+ 18+9 
e novamente temos n E S*; procedendo de modo análogo para O ~ r :::; 7, temos 
que n E S*. Agora, usando o corolário 2.1.15, ternos que ~-t(S*) = 3 e, portanto, 
pela proposição 2.4.7, temos que Jl(/s) ~ 3. 

Afirmação 2: Temos que M(ls) ::> 4. 

dem.: De fato, considerando as seguintes menores relações: (vi, wi) E p para 
i=l,2,3,4 tais que 

53 



F2 = Xi- xlx4, 
F3 = Xi- X2X4, 

F4 = Xi- XfX4. 

Devemos mostrar que Fi E (Is)mfm(Is)m são linearmente independentes, onde 
m = (X11 X2,X3,X4 ) é ideal maximal de k[X1,X2,Xa,X4]. 

Suponhamos a1F1 + a2F2 + a3F3 + a4F4 = O, com a1, a2, aa, a4 E k, temos que isso 
ocorre se, e somente se a1Ft + ~F2 + aaFa + a4F4 E m(Js)m, isto é, 

t 

a,(Xf-X 3 X,)+a,(X~-X,X,)+a 3 (Xf- X2X4)+a,(Xj'-Xf X4 ) ~ I; m,(X''-Xw') 
i=l 

com mi Em e p*(vi) = p*(wi)· A única possibilidade para que apareça a 1Xr do 
lado direito da igualdade é que se tenha xv; = X{ - X~ 2 X~ 3 e que mi tenha uma 
parcela X 11 mas isso não é possível, pois v1 é a menor relação tal que X1 aparece 
sozinho elevado a alguma potência, pois 6,12 ;;J.< 8, 9,10 >, portanto a1 = O. 
Analogamente, mostra-se que ai= O para i= 2,3,4. Portanto J-L(ls)m ~ 4. 

Como !'(Is)?: !'((Is)m)?: 4, segue que postop ~ !'(ls)?: 4, por 2.4.3. Logo, S não 
é interseção completa, pois postoS - dimS = 3. 
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