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Introducao

Por uma variedade algébrica V' C A™(L) entende-se o conjunto solu¢do de um sistema
de polinémios fi,..., fn € K[Xi,...,X,], onde A"(L) é o espaco afim n-dimensional
sobre o corpo L, ¢ K é um subcorpo de L. Dizemos que uma variedade é uma
intersecdo completa, se o seu ideal no anel K|[Xi,...,X,]|, dado por

IV)={f € K[Xy,...,Xq] | f(z) =0, Vz € V}

for gerado por n — dimV polinémios.

Saber que uma variedade V € intersecio completa nos permite, entre outras coisas,
determinar tal variedade geometricamente, mesmo que aliado a outras teorias, como a de
singularidade. Tal é o caso do resultado encontrado em |5, Proposi¢do 1.12, pag. 169),
que diz que uma variedade ndo singular V C A®(L) de dimensdo d € uma intersegdo
completa se, e sé se, V é a interse¢do de n — d hipersuperficies Hy,..., H,_4 que
satisfazem: para todo z € V ¢ para todo ¢, = é ponto regular de H; e mais ainda, os
hiperplanos tangentes T,,(H;} sdo linearmente independentes.

Este texto é baseado essencialmente no trabalho de J. Herzog [4], e nele estamos
interessados em descrever condigbes para determinar se certo tipo de variedade, em A3(k),
é ou ndo intersecdo completa. Assim, apresentaremos um critério para determinar quando
curvas parametrizadas pelas equacOes

X1 = ™ X2 = tng X3 = tﬂa

onde k& é um corpo algebricamente fechado e (n,n2,n3) = 1, sdo ou ndo interse¢io
completa. Esse critério estd ligado ao fato de o semigrupo gerado por ny, ng, ng ser ou
ndo simétrico.

Para chegarmos a esse critério, introduziremos, no capitulo 1, alguns conceitos e resul-
tados sobre Teoria de Grupos, como a defini¢io de posto de um grupo abeliano finitamente
gerado, e sobre Algebra, Comutativa, como a definicdo de variedades algébricas, o lema
de Nakayama, o teorema da normalizacido de Noether, além da defini¢io de intersecio
completa para ideais e variedades. No final do capitulo, daremos exemplos de curvas,
em A3(k), parametrizadas do tipo descrito acima, que sdo e que ndo sdo intersecdes
completas, que sd serao justificados com o desenvolvimento do texto.

No capitulo 2, desenvolveremos a teoria de semigrupos, comegando com a definicdo
formal de semigrupo e algumas propriedades dessa estrutura, de acordo com [7]. Depois,
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seguindo os passos de [4], daremos as definigoes de relagio de definicdo de semigrupos e
de anel de semigrupo. A partir de algumas propriedades referentes a essas relagdes, fare-
mos uma demostragdo para o fato de que todo semigrupo comutativo finitamente gerado
¢ finitamente apresentado, ou seja, é o quociente de um semigrupo livre por uma con-
gruéncia finitamente gerada. Mostraremos também que ¢ nimero minimo de elementos
que geram a relagdo definidora de um semigrupo é maior ou igual ao posto do semigrupo,
menos o posto do seu grupo associado. Se a igualdade ocorre, diremos gue o semigrupo é
uma intersecdo completa. Daremos ainda, a defini¢do e uma caracterizagdo de semigrupo
simétrico. Por fim, faremos a equivaléncia entre semigrupos que sio intersecGes comple-
tas e variedades agsociadas a esses semigrupos. E teremos condi¢des para justificar um
dos exemplos feitos no capitulo 1.

No terceiro capitulo, estudaremos as propriedades de semigrupos dos naturais gerados
por trés elementos, para mostrarmos a equivaléncia entre semigrupos que sio intersecoes
completas e semigrupos simétricos. Aplicando esse resultado & geometria algébrica,
deduziremos que uma curva, como a descrita acima, é uma interse¢do completa se, e
somente se, o semigrupo gerado por n,ng, ng for simétrico. Esse é o critério de que
precisivamos para justificar os exemplos dados no final do primeiro capitulo.



Capitulo 1
Alguns Resultados Gerais

Este capitulo traz alguns conceitos e resultados de Teoria de Grupos e Algebra Co-
mutativa que serdo teis para o desenvolvimento do texto, tais como: posto de um grupo
abeliano finitamente perado, variedades algébricas, lema de Nakayama, teorema da nor-
malizacdo de Noether e a definicio de intersecao completa para ideais e variedades.

1.1 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

No capitulo 2, vamog precisar da teoria de grupos para definirmos o grupo associado
a um semigrupo S. Também serd necessiria a definigio de posto de um grupo abeliano
finitamente gerado. Para isso, vamos considerar a seguinte definicéo:

Definicao 1.1.1 Um grupo sbeliano G é chamado grupo cheliano lLivre finitamente
gerade, se uma das seguintes propriedades equivalenies € satisfeita:

i) G admite uma Z base finita, isto €, existem gi,92,...,9, € G tais que, pera cada
g € G, g se escreve de maneira dnica na forma g = 2191 + 202 + -+ - + ZpGn, cOM
21y...,2n € .

il} G admite um sistema finito de geradores linearmente independentes sobre 77,
tsto é, emistem ¢1,...,9, € G tais que G =< gy,...,9, > e tais que se
gLt zoget -t angn =0 comz,.. ., 2n € Z, entdozy == 2, = 0.

iii} G € isomorfo ao produto direto de um numerc finito de cdpias de Z, isto €,
GEZxZx---xXZ.

Como exemplos de grupos abelianos livres podemos citar: Z, que tem {1} como
base; 2Z , que tem {2} como base e Z x Z X --- x Z, isto é, n cépias de Z, que tem
{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,{0,0,...,1)} como base.

Pode ser visto com maiores detalhes em [3] que, para um grupo abeliano livre finita-
mente gerado, todas as bases possuem o mesmo nimero de elementos.
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Definicao 1.1.2 A cardinalidade comum de uma base de um grupo abeliano livre finita-
mente gerado, damos o nome de posto de G, que denotamos por postoG.

Um resultado classico da teoria de grupos sobre grupos abelianos livres finitamente
gerados € dado a seguir.

Teorema 1.1.3 : Seja G um grupo abeliano livre de posto n > 0 e seja H um subgrupo
de G. Entdo:

a) H é um grupo livre de posto m < n.

b) Eziste uma base {uy,...,un} de G e existem inteiros positivos cy,...,cm € IN tais
que ¢; divide ¢4y para todo i =1,...,m—1, de modo que {c1uy,...,Cnlm} € uma
base de H.

Dem. : Veja [3] O

Um grupo abeliano G é finitamente gerado se ele admite um sistema finito de
geradores, isto é, se G =< ¢y,..., ¢, >, para alguns ¢1,...,9, € G. Um grupo dessa
forma é imagem homomérfica de um grupo L abeliano livre finitamente gerado. Para a
demonstracdo dessa afirmagdo, veja [3]. Como conseqiiéncia disso e do teorema anterior,
tem-se:

Corolério 1.1.4 : Se (G, +) é um grupo abeliano finitamente gerado e ndo trivial, entdo
G=Ha& - ®H.®K, onde H,..., H, sdo subgrupos ciclicos, com ¢; = |Hi| > 1, eilcit1,
parai=1,...,7r+1 e K € um subgrupo livre finitamente gerado de posto k.

Tal resultado nos leva a seguinte defini¢do:

Definicdo 1.1.5 : Para um grupo G abeliano e finitamente gerado definimos
o postoG := posto K, onde K € dado pelo resultado anterior, ou seja, € definido como
o posto da parte livre de G.

1.2 Ideal Homogéneo

Neste texto, sempre que falarmos em anel, estaremos referindo-nos a anel comutativo
com identidade.

Usaremos também, nos capitulos seguintes, o conceito de ideal homogéneo € o seguinte
resultado: o nicleo de um homomorfismo homogéneo é homogéneo. Mais detalhes do
que serd apresentado nesta segdo pode ser visto em [2].



Definicao 1.2.1 :

a) Um anel graduado ¢ um anel R junto com uma decomposi¢io primdriea R = @iz R;,
como um Z-mddulo, tal que RiR; C Ryy; para todo i, j € Z.

b) Dado um anel graduado R, um R-mddulo graduedo é um R-mddulo M junio
com uma decomposicio M = @iz M;, como um Z-mddulo, tal que RiM; C My,
para todo i, j € Z.

Os elementos x € M; sdo chamados homogéneos de grau #; os de R; sdo também
chamados i-formas. De acordo com essa definigdo, o elemento zero é homogéneo de grau
arbitrario. O grau de z € M; é denotado por degz. Um elemento arbitrdrio z € M tem
uma, dnica apresentacdo, x = Y; Z;, como uma soma de elementos homogéneos z; € M;.
Os elementos z; sao chamados componentes homogéneas de z.

Note que Ry ¢ um anel com 1 € Ry, que todos os somandos M; sdo Ry-mddulos
(RoM; C M;) e que M = @iz M; é uma soma direta de M como um Ry-médulo.

Definigdo 1.2.2 : Seja ¢ : M — N um homomorfismo de R-mddulos graduados,
dizemos que ¢ é um homomorfismo homogéneo se ¢(M;) C N;, para todo i € Z.

Sejam M um R-mdédulo graduado e L um submdédulo de M. L é chamado um
submddulo graduado se I é um mdédulo graduado e se a inclusao é um homomorfismo
homogéneo. Em outras palavras, L ¢ um submédulo graduado de M se, e somente se, L
é gerado pelos elementos homogéneos de M que estio em L. Em particular, se x € L,
entio toda compenente homogénea de ¢ estd em L.

Definicao 1.2.3 : Um ideal I de R ¢ chamado ideal homogéneo, se dado x € I suas
componentes homogéneas estdo em I, isto €, se como um R-mddulo, I é um submddulo
graduado.

Proposigéo 1.2.4 : Se ¢ é um homomorfismo homogéneo, entdo Ker(p) e Im(d) sdo
graduados.

Dem. : Seja ¢ : M — N um homomorfismo homogéneo de R-mddulos graduados. Do
fato de ¢ ser homogéneo, vemos que

Ker(¢) = @iezKer N M; = Bz K;
e portanto
Ri(Ker(¢) N M;) C Myy;

pOiS R,MJ C M§+j.

Além disso, a inclusdo de Ker(¢) em M é um homomorfismo homogéneo, pois
(Ker{¢) N M;) C M;, para todo ¢ € Z. Portanto, Ker(¢) é graduado. Analogamente,
tem-se que I'm(¢) € graduado. O

Portanto, pela proposi¢do acima e pela defini¢do de ideal homogéneo, temos que o
nicleo de um homomorfismo homogéneo é homogéneo.
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1.3 Variedades Algébricas
Sejam A™(L) um espago afim n-dimensional sobre um corpo L ¢ K C L um subcorpo.

Definicdo 1.3.1 : Um subconjunto V C A™(L) ¢ chamado uma K -variedade algébrica
afim, se existem polindmios fi,..., fm € K[X1,..., X4, tal gue V € o conjunto solucdo
do sistema de equacdes

filX1,...,Xn) =0, parai=1,....m (1)

em A™(L). (1) € chamado sistema de definicdo de V, K o corpo de defini¢io de V, e L
o corpo de coordenadas.

Uma K-variedade V é também uma K'-variedade para qualquer subcorpo K' C L
que contém todos os coeficientes de um sistema de equagdes de definicdo de V' (ou
K C K'). O conceito de K-variedade é invariante sob transformagdes de coordenadas
afing

n
X;=> auYe+b, parai=1,...,n
k=1

se os coeficientes a;y ¢ b; estao todos em K.

Como um exemplo de K-variedade, temos a K-hipersuperficie, que é definida por
apenas uma equagdo f(Xi,...,X,;) =0, onde f € K[X,,...,X,] é um polindmio néo
constante. Para n = 3, as hipersuperficies sio chamadas simplesmente de superficies.

Definigao 1.3.2 : Para um subconjunto V € A"(L), o conjunio
IV ={FeK[X,...,Xs | Flz)=0, Yz € V}
¢ chamado o ideal de V em K[Xi1,...,Xn] € o conjunto
Z(I):={z € AM{L) | F(z)=0, VF I},

onde I é umideal de K[Xy,...,X,), é chamado conjunto de zeros de I (ou variedade
de I).

Para as operagdes I(V) e Z(I), as regras abaixo ocorrem e podem ser facilmente
mostradas.

Observagao 1.3.3 :Regras:
a) I{A™(L)) = (0), se L é infinito e I(@) = (1).

b) Para qualquer conjunto V' € A™(L), temos I(V) = +/I(V).



¢) Para qualquer variedade V € A*(L), temos Z(I{V))=V.
d) Para duas variedades V] e V5, temos que Vi C V; se, e somente se, T1{V]) D I(V3).
e) Para duas variedades V; e V3, temos:

IMUW) =IV)nI(Vy) e ViuV, = Z(I(W)I{(W)).

f} Para uma familia {V)}sea de variedades V),

N Va=Z(>, I{Vy).

eA AeA
Dem. : : Ver [3].

Definicdo 1.3.4 : Uma K-variedode V € chamada irredutivel, se V=ViUVy com
K-variedades V1, Vs, entdo V =V, ou V =V,.

A proposi¢do abaixo nos dé um critério de irredutibilidade para K-variedades.

Proposicao 1.3.5 : Uma K-variedade V C A™(L) é irredutivel se, e somente se, o seu
ideal I(V) € primo.

Dem. : Sejam V uma K-variedade irredutivel e f1, f» € K[X,,..., X,] polinémios com
fifo € I{V). Para H; := Z(f;), para i = 1,2, nds temos que V = (VN H) U(V N Hy).
De fato, é claro que (VN H,)U(Vn H,) C V.

Reciprocamente, seja 2 € V, entdo (fif2){z) = 0, isto é, fi(z) = 0 ou folx) = 0.
Logoz € Hiouz € Hy eportanto z € (VN H)U(VNH,). EntdioV =V NH, ou
V = VN Hy, pois V é irredutivel. De V C H; ou V C H; segue que f; € I(V) ou
fo € I{V), ou seja, I1(V) é primo.

Agora, seja I(V) primo. Suponhamos que existam K-variedades Vi, V3 com
V=WuW, V#V(@iE=12. Por 133 nés temos I(V) = I(V})nI(V;) e
I(V) # I(V;) (1 =1,2). Entdo existem polindmios f; € I(Vi), fi € I(V) para i = 1,2,
mas como f1fa € I(V1) N I{V3) = I{(V1 U V2), temos uma contradigdo. O

Definicdo 1.3.6 : Um anel R é chamado Noetheriano se qualquer ideal de R for finita-
mente gerado.

Como exemplos de anéis Noetherianos, temos os dominios de ideais principais, em
particular os corpos (com os quais trabalharemos neste texto), bem como Z e k[X], se k
for um corpo. Qualquer imagem por homomorfismo de anel Noetheriano é Noetheriano.

Uma caracterizacao elementar da definicdo de anel Noetheriano é dada por:



Proposicdo 1.3.7 : Seja R um anel. Entdo as sequintes condigdes sdo eguivalentes:
1. R é Noetheriano.
2. Qualquer cadeia ascendente de ideais de R
LchcCc---Ccl,C---
torna-se estaciondria.
3. Qualquer famdlic nio vazia de ideais de R contém um elemento mazimal.

Dem. : A demonstragio dessa equivaléncia pode ser vista em [5]. O

Um resultado classico da Algebra Comutativa, conhecido por teorema das Bases de
Hilbert, é dado pela proposicao abaixo.

Proposicao 1.3.8 : Se R é um anel Noetheriano, entdo R[X)| tambeém €.

Dem. : Ver [5] O

Uma conseqiiéncia da proposi¢do acima, usada indutivamente, é que se R é Noethe-
riano, entdo R[X1,...,X,| também & Outras conseqiiéncias de 1.3.8 sdo dadas pelos
coroldrios abaixo.

Corolario 1.3.9 : Toda cadeia decrescente
wiowos--2V,o---
de K-variedades afins V; C A™(L) é estaciondrig.
Dem. : Por 1.3.3 temos a seguinte cadeia crescente
Iyci(Vp)c---cIW)c---

onde I{V;) C K[X,,...,X,] que é estaciondria pela caracterizagdo de anel Noetheriano
feita acima. Logo, usando novamente 1.3.3, concluimos que

ioVeo---DV,D---

é estacionaria. 0O

Corolario 1.3.10 : Pare um ideal I de R[X,,..., Xy}, Z{I} ¢é uma K-variedade em
A™(L).



Dem. : Como R[X:,...,X,] é Noetheriano, temos I = (f1,..., fa), entdo Z{I) é o

conjunto solugdo do sistema de equagdes f; = 0 para ¢ =1,...,m em A™(L). Portanto,
Z(I) é uma K-variedade. ]
Para um ideal I C R[Xi,...,X,] sobre um corpo K e uma extensio L de K, o

conjunto de zeros Z(I) C A*(L) pode ser vazio. Entretanto, faremos um teorema que é
fundamental para a geometria algébrica, pois garante a existéncia de variedades.

Teorema 1.3.11 (Teorema dos Zeros de Hilbert): Se L ¢ algebricamente fechado e
I # R[X1,..., Xy, entdgo Z(I) é ndo-vazio.

Dem. : Ver [5]. O

Como uma conseqiiéncia do teorema dos Zeros de Hilbert, temos o seguinte resultado:
(Sua demonstragao pode ser encontrada em {5].)

Proposicdo 1.3.12 : Sejo L/K uma extensio de corpos, onde L é algebricamente
fechado. A aplicagio dada por V — I(V) define uma bijecdo do conjunto de todas as
K-variedades V C A™(L) sobre o conjunto de todos os ideais @ de K[X1,...,X,] com

Vo = a. Mais ainda, pare qualquer ideal @ de K{X,,...,X,], temos que & = I{Z(a)).

Defini¢do 1.3.13 :

a) Uma K-dlgebra que {como um anel) é finitamente gerada sobre K ¢ chamada
K-dlgebra afim.

b} Para uma K-variedade V C A™{L)
K[V]:=R[X1,..., X,/ V)
é chamado o anel de coordenadas de V.

Vamos agora dar a defini¢do da dimenséo de Krull, para com ela chegarmos & definigio
de dimensio de uma variedade.

Defini¢ao 1.3.14 : Dado um anel R, o Spec(R) € o conjunto dos ideais primos de R e
a dimensdo de Krull de R, dim R € o supremo dos comprimentos n das cadeias de ideais
primos de R

PCPC-CP, B #B) (1)

A altura, hi(p), de p € Spec(R) é o supremo dos n de todas as cadetas (1) com
p = »,. Para qualquer ideal I # R, a altura ht(I) estd definida como o infimo das

alturas dos divisores primos de I (um divisor primo de I € um ideal primo que contém
I). Definimos também dimensdo (ou co-altura) do ideal I por dim(I) .= dim R/ L.
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Podemos agora definir a dimenséo de uma K-variedade V.

Definicdo 1.3.15 : A dimensdo de Krull de uma K -variedade V C A™{L) € a dimensdo
do anel de coordenadas K[V de V, isto é, dimV = dim K[V].

1.4 Localizagcao e Lema de Nakayama

Seja B um anel qualquer. Vamos generalizar a construgao do corpo dos racionais @ a
partir do anel dos inteiros Z. Considere S um subconjunto multiplicativo de R tal que
1 € 5. Definimos uma relagio de equivaléncia em R % S da seguinte forma:

(a,5) = (b, t) <= (af — bs)u = Opara algumu € S.

Certamente essa relagio ¢ reflexiva e simétrica . Para mostrar que é transitiva,
seja (a,8) = (b,1) e (bt) = (c,d), entdo existem v, w € § tal que (at —bs}v =0
e (bd — ct)w = 0. Eliminando b das duas equagdes obtemos {ad — ¢s)tvw = 0. Como
S é fechado para a multiplicaco, nés obtemos fvw € S e logo {a, s) = (¢, d). Portanto,
temos uma relagdo de equivaléncia.

Denotamos por a/s a classe de equivaléncia de (a, 5), e por Rg o conjunto das classes
de equivaléncia. Podemos dar a B¢ uma estrutura de anel definindo a adicdo e a multi-
plicagdo dessas “frages” a/s da seguinte forma:

{a/s) + (b/t) = (at + bs)/st,
{a/8)(b/t) = ab/st.

Temos um homomorfismo de anéis f : R — g definido por f(z) = /1. Em geral
f nao é injetivo.

O anel Rg é chamado o anel de fracbes de £ com relacao a S e tem a seguinte
propriedade universal:

Proposigéo 1.4.1 : Sejo g : R — B um homomorfismo de anéis tal que g(s) é uma
unidade em B para todo s € 5. Entdo existe wm dnico homomorfismo h: Rg — B tal
que g=ho f.

Dem. : (Unicidade) Se h satisfaz as condigbes, entdo h(a/1) = hf(a) = g(a) para
todoac Relogoses€ S

h(1/s) = h{(s/1)™") = h(s/1)™" = g(s)*

e, portanto, h(a/s) = f(a/1)h({1/s) = g{a)g(s) 'Jogo h estd unicamente determinado
por g.
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(Existéncia) Seja h(a/s) = g(a)g(s)~'. Entdo h serd certamente um homomorfismo,
se provarmos que ele estd bem definido. Suponhamos entdo que a/s = a'/s', temos que
existe t € S tal que {(as' —a's)t =0, logo

(9(a)g(s) — 9(a)g(s))9(t) = O;

agora g(t) é uma unidade em B e assim g(a)g{s)™" = g(a")g(s") ™. O

Coroldrio 1.4.2 : Se g: R — B ¢ um homomorfismo de anéis tal que:
a) Se s € S, entdo g(s) € uma unidade em B.

b) Se g{a) =0, entdo as =0 para algum s € 5.

c) Todo elemento de B é da forma g(a)g(s)™".

Entdo existe um tnico isomorfismo h: Rg — B tal que g = ho f.
Dem. : Veja [1] 0
Daremos agora alguns exemplos de anéis de fracGes.

Exemplo 1.4.3 :

1. Seja P um ideal primo de R, entdo § = R — p é um subconjunto multiplicativo,

nés escrevemos Ry no lugar de Rs. Rp ¢ chamado localizacio de R em p. Os
elementos a/s com a € P formam um ideal m em Rp. Se b/t ¢ m, entdo b ¢ p,

logo b € S e portanto b/t é uma unidade em Ryp. Disto segue que se @ € um ideal
de Rpe @ Z m, entdo @& contém uma unidade e é portanto o préprio anel. Logo

m é o Gnico ideal maximal em Ry, ou seja , Ry é um anel local.

2. Se R é um dominio de integridade e § = R — 0, entdo Rg € 0 corpo de fragoes de
R.

3. Sejam f € Re S = {1, f, f%,...}, denotamos o anel de fraghes neste caso por Ry.

Usando a notagdo p(M) para o numero de elementos de um conjunto minimo de
geradores do médulo M, podemos mostrar o Lema de Nakayama, que serd usado em
algumas demonstragdes no desenvolvimento do texto.

Lema 1.4.4 (Lema de Nokayama): Dado I um ideal de R que estd contido na infersecdo
de todos os ideais mazimais de R. Sejam M um R-mddulo arbitrdrio e N C M um
submddulo para o qual M/N ¢é finitamente gerado. Se M = N + IM, entdo M = N.
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Dem. : Chame M := M /N, ele tem um sistema minimo de geradores {mu, ..., My}
Suponha que ¢ > 0. Como M = IM, pois M/N = MM = [(M/N) = IM, existe
uma equagac

i
thZﬂrjmj (ajEI,jzl,...,t)
j=1

Como a; estd em todos M € Maz(R), pois I C Nmemas(r) M» € portanto 1 — a; ¢

uma unidade em R, de (1 — ay)m; = 2—211 a;m;, segue que my €< My, ..., My—1 >. Isso

contradiz a minimalidade do sistema de geradores de M.
Logot =0e assim M = N. a

Como um coroldrio do Lema de Nakayama, temos o resultado abaixo.

Coroldrio 1.4.5 : Sejam (R, m) um anel local, k :== R/m seu corpo de residuos e M um
R-mddulo finitamente gerado. Pora elementos ma,...,my € M as segquinies afirmagies
sao equivalentes:

a.) M=< ml,-n-,mt =

b) O conjunto de residuos Mr,..., 7Tz € M/ MM dos m; formam wum sisteme de
geradores do k-espago vetorial M/mM.

Dem. : Ver [5] O

Do corolario acima e de fatos sobre espacos vetoriais, nés obtemos os seguintes resul-
tados:

Coroléario 1.4.6 : Sob as hipdteses de 1.4.5 temos:
a) u(M) = dimg(M/mM).

b} my,...,my € M formam um sistema minimal de geradores de M se, e somente se,
suas classes de residuos ™y,..., M € M/MM formam uma base.

c) Se{m,...,m:} éum sistema minimal de geradores de M ese Lt rym; =0, r; € R,
entdor; Emparg i =1,...,%.

d) Qualquer sistema de geradores de M contém um sistema minimal.

e) Elementos mi,...,m, € M podem ser estendidos a um sistema minimal de geradores
de M se, e somente se, suas classes de residuos T, ..., Tt sdo linearmente inde-
pendentes sobre k.
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1.5 Teorema do “Going-up”

Sejam B um anel ¢ R um subanel de B (tal que 1 € R). Um elemento x € B é
chamado inteiro (ou integral) sobre R se é raiz de um polinémio ménico com coeficientes
em R, isto &, se x satisfaz uma equa¢ao da forma

2"+ Q12 A +ag =0 (1)

onde a; € R. Se todo elemento de B é inteiro sobre R, dizemos que B é uma extensio
inteira de B. E claro que todos os elementos de R sdo inteiros sobre R.

Exemplo 1.5.1 : Considere B = R e R =@ temos que 1 = +/2 € IR é inteiro sobre @,
pois é raiz do polinémio ménico F = X% — 2 ¢ @[ X].

A proposicdo abaixo nos d4 uma caracterizacio cldssica de elemento inteiro e sua
demonstragdo pode ser vista em [1].

Proposicao 1.5.2 : Dados R, B anéis com R subanel de B, entdo as sequintes afirmagdes
sdo equivalenies.

a) x € B € inteiro sobre R.
b) R[z] € um R-mddulo finitamente gerado.

c) R[z] estd contido em um subanel C de B, tal que C ¢ um R-mddulo finitamente
gerado.

d) Existe um R[x]-mddulo fiel M que é finitamente gerado como um R-mdédulo.

Uma conseqiiéncia da proposicao anterior, é que se x; € B, i = 1,...n sdo inteiros
sobre R, entdo R[z1,...,z,] é um R-médulo finitamente gerado. A demonstracio desse
resultado é feita por indugao sobre n.

Um outro corolario de 1.5.2 é que o conjunto C' dos elementos de B que sio inteiros
sobre K & um subanel de B contendo R. A demonstracio usa o fato que se 2,y € C
entdo R[z,y] é um R-mdédulo finitamente gerado.

O anel C, descrito acima é chamado fecho integral de R em B. Se C = R, entdo
R é chamado integralmente fechado em B. O exemplo abaixo nos mostra que Z é
integralmente fechado sobre Q.

Exemplo 1.5.3 : Sejam R = Z ¢ B =@Q. Se um ntimero racional z = r/s é inteiro
sobre Z, onde (r, s) = 1, entdo nds encontramos:

™4 Gt s+t ags" =0, g € Z

Se existe um primo p € Z tal que p | s, entdo p | r também, o que é uma contradicio.
Logo s = =1. Portanto z € Z. Logo Z € integralmente fechado sobre Q.
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Temos a propriedade transitiva para a dependéncia integral, isto é, se B € uma ex-
tensdo inteira de R e C é uma extensdo inteira de B, entdo € é uma extensio inteira de
R.

A proxima proposicdo mostra que a dependéncia integral é preservada passando ao
quociente e para o anel de fragGes.

Proposicgao 1.5.4 : Seja B | R uma extensdo inteira de anéis.
1. Seb é um idesl de B e a=bnN R, entdo B/b ¢ inteiro sobre R/ a.

2. Se S é um subconjunio multiplicativo de R, enido Bg € inteiro sobre Rg.
Dem. :

1. Se z € B temos que 2" + a,_1 2" ' + .-+ ap = 0 com g; € R, pois B & inteira
sobre R. Reduzindo esta equagio médulo b, temos T® + G- TF* ' +... + a5 = 0,

com @ € R/a, ou seja, T € B/b é inteiro sobre R/ ¢.

2. Seja z/s€ Bg, 1€ B e s€ 8, entdo naequacdo acima temos
(@/8)" + (an-1/8)(@/8)" " +... + Go/32 =0
que nos mostra que z/s € inteiro sobre Ryg.

I

Proposicdo 1.5.5 : Sejam R C B dominios, B inteiro sobre R, entdo B € um corpo
se, e somente se, K € um corpo.

Dem. : Ver [1] O

Corolério 1.5.6 : Sejam B inteiro sobre R e q um ideal primo de B e p = ¢ R.
Entdo q € mazimal se, e somente se, ® é mazimal.

Dem. : Por 1.5.4, temos que B/q & inteiro sobre R/p e, como os ideais sdo primos,
temos que B/q ¢ R/p sdo dominios. Logo, pela proposicdo anterior, temos que B/q é

corpo se, e somente se, R/P é corpo. Logo, ¢ é maximal se, e somente se, P émaximal. O

O teorema a seguir & usado na demonstrag¢do do teorema de “Going-up” e nos garante
a existéncia de um ideal primo ¢ em B tal que, dado um ideal primo p em R, ele seja a

contracdo de ¢, isto é, gNR=2.
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Teorema 1.5.7 : Sejam B uma extensdo inteira de R e ® um ideal primo de R. Entdo
eriste um tdeal primo ¢ de B tal que qN R =p.

Dem. : Por 1.5.4 temos By ¢ inteiro sobre Rp, onde Bp = Bg, com § = R \peo

diagrama
R— B

al |8
Rp—)Bp

onde as setas na horizontal sao injetivas, € comutativo. Seja 7 um ideal maximal de By,
entdo 77 = NN Rp ¢ ideal maximal por 1.5.6. Logo, € o unico ideal maximal do anel
local Ryp. Se g = §7'(n), entdo ¢ é primo e nds temos gN R = a~'(m) = p. O

Finalmente temos o Teorema de “Going-up”.

Teorema 1.5.8 : Sejam B uma extensdo inteira de R, p, C ... C p, uma cadeia de
ideais primos de R e ¢, C ... C @, (m < n) uma cadeia de ideais primos de B tal que

gNR=p,1<i<m. Entio g cedeia ¢, C...C ¢, pode ser estendide a uma cadeia

;. C...Cq, talque gNR=p, paral <i<n.

Dem. : Por inducado, podemos reduzir ao caso m = 1 e n = 2. Sejam R = R/p, e
B = B/q,, entio K C B e B é inteiro sobre R por 1.5.4. Logo, por 1.5.7 existe um ideal
primo &, de Btalque §NE =P, aimagem de p, em E. Voltando §, para B, temos
um ideal primo ¢, que tem as propriedades desejadas. a

Como conseqiiéncia desse teorema temos o seguinte corolario, que nos diz qual a
dimensao do anel R e de um ideal ¢ de B.

Corolario 1.5.9 : Seja B uma extensdo inteira de R, enido
a) dimR = dimB.
b) Para qualquer ¢ € Spec(B) nds temos ht(q) < ht{qN R) e dimg = dim(g N R).

Dem. : Isso segue de 1.5.8 e das defini¢bes de dimensio e altura. |
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1.6 Teorema da Normalizacao de Noether

Lembramos que elementos Y1,...,Y, € A sdo algebricamente independentes sobre
K, onde A é uma 4lgebra afim sobre um corpo K, se para F' € K[X,...,X,], temos
F(y,...,Y,) =0, entao F =0.

Daremos agora o Teorema da Normalizacdo de Noether.

Teorema 1.6.1 : Sejam A uma digebra afim sobre um corpo K e I C A um ideal,
I # A. Eristem nimeros naturais § < d e elementos Yy,..., Yy € A tais que:

a} Yi,...,Yy sdo algebricamente independentes sobre K.
b) A é finitamente gerado como um K[Y,...,Yy|-mddulo.

¢) INKY,...,Ys = (Ypan,-. -, Ya).

Se K éinfinito ¢ A= Klxy,...,2,|, entdo podemos obter também:
d) Parai=1,...,6,Y; éda formaY; = Y%, asuTx, aix € K.

Dem. : Veja [5] O

Definigao 1.6.2 : Para wma K-dlgebra ofim A # {0}, K{Y1,...,Yy C A é uma nor-
malizagdo Noetherianag se Yq,...,Y; sao olgebricamente independentes sobre K e A ¢é
finitamente gerado como um K[Y1, ..., Yy4]-médulo.

Uma conseqiiéncia do teorema da normalizacdo de Noether nos d4 uma condicio
necessiria para obtermos a dimensio de uma K-dlgebra afim.

Proposigao 1.6.3 : Se K[Y1,...,Yy € A é uma normaliza¢do Noetheriana, entdo
dimA =d.
Dem. : Considerando o anel de polinmios K[Y1,. .., Yy] sobre um corpo K, temos que:

cMmcm)c--C(h,...,Yy)

¢ uma cadeia de ideais primos de comprimento d. Portanto, pela definigio de
dimensdo de Krull, segue que dim K|[Y1,...,Yq > d, agora usando 1.5.9, temos que
dimA=dimK[Y,,...,Yy > d.

Assim para uma cadeia de ideais primos
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em A, resta mostrar que m < d. Faremos isto por indugéo sobre d.
Se colocarmos P, := g, N K[Y1,...,Yy], entdo

puc"'CF’m

é uma cadeia de ideais primos em K{Yi,...,Yy4]. Para d = 0, nada a fazer.
Seja d > 0 e suponha, como hipétese de inducéo, que a afirmagao tenha sido provada
para dlgebras de polinGmios com menog varidveis. Entao existe algo a ser provado somente

para m > (.
Por 1.8.1 existe uma normalizacio Noetheriana K{Ti,...,T4] € K[¥1,...,Y4| com
2,NK[T,..., T4 = (Ts41,-..,Ya), com § < d. Como P, # (0), nds temos § < d e, entdo,

KY,...,Y;) C K[Y1,...,Yy]/p, é uma normalizagio Noetheriana também.
Pela hipdiese de inducdo, para o comprimento da cadeia de ideais primos

O)=p /0, CO/P C--C P /0,

nés temos m — 1 < J < d. Segue que m < d e portanto m=d e dim A =d. m|
Como um corolério de 1.6.3 temos:

Corolério 1.6.4 : Sejam p,,...,P, ideais primos minimais de A, se dimA/p, =r, r
fizo, para i =1,...,8, entdo para todo P € Spec(A), temos
dim A = ht{p) + dim(A/p)
Dem. : Essa demonstragio pode ser encontrada em [5]. O
Ainda em relacdo a proposicao 1.6.3, podemos caracterizar a dimensio

de Krull de uma K-4lgebra afim A, que é um dominio, de uma outra
maneira. A saber, lembremos que se L|K é uma extensio de corpos com

L=K(r,...,2,), entdo o gran de transcendéncia de L sobre K, denotado
por grir(L), é o méiximo dos numeros r, tal que existem yi,...,y. € L
algebricamente independentes sobre K, com L | K(y1,...,%) sendo extensdo

algébrica. E, assim, a partir da proposicdo 1.6.3, tem-se o resultado:

Corolédrio 1.6.5 : Se A ¢ uma K-dlgebra afim que € um dominio e L é o corpo de
fragées de A, entio dim A = grirg(L).
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1.7 1Ideais e Variedades que sao Intersecoes
Completas

Um outro resultado importante da Algebra Comutativa é o Teorema do Ideal Principal
de Krull, que nos d4 uma cota inferior para o ndmero de geradores de um ideal de um
anel Noetheriano. Formalmente temos:

Teorema 1.7.1 (Teorema do Ideal Principal de Krull Generalizado): Seja R um anel
Noetheriano, I # R wm ideal gerado por I elementos. Para qualquer divisor primo
minimal p de I, temos hi(p) <.

Dem. : Veja [5]. O

Como a altura de um ideal I # (1) est4 definido como o infimo das alturas dos divisores
primos minimais de I, segue de 1.7.1 que um ideal 7 # (1) em um anel Noetheriano sempre
tem altura finita, na verdade ht(I) < p(I), onde u{I) denota o ntimero de elementos de
um conjunto minimo de geradores de I. Agora vamos estudar o caso especial em que a
igualdade acontece.

Definicao 1.7.2 : Seja I # R um ideal de um anel Noetheriano R.
a) I é chamado uma intersecio complete, se ht{I) = u(I).

b) I é chamado um “set-theoretic” intersegGo completa, se ezistirem elementos

ai,...,o € I tais que VI =/(ay,...,a), onde | = ht{I).

¢} Dizemos que I é localmente uma intersegio completa, se I, € uma interseco completa
em R,,, para tode m € Max(R), com I C m.

Observagao 1.7.3 1. Nocasoc) | p também é uma intersecao completa em Ry para
todo p € Spec(R) com I C P, poisse p C M, com M € Mazx(R), entdo ht(l,) <

ht(Ip) < p(Ip) < p(Inm), € de hi(In) = p(In) segue que ht{Ip) = u(Ip).

2. Se I é uma intersecdo completa, € claro que € também um ”set-theoretic” e local-
mente uma intersegao completa, pois ht(Ip) > ht(I) para todo p € Z(I). veremos
no final do capitulo 3, um exemplo de que a reciproca nao é vilida, isto é daremos
uma exemplo de uma ideal que é "set-theoretic”interse¢do completa, mas que ndo
¢ intersecdo completa.

3. Nos casos a) e b) da defini¢io acima segue, do Teorema do Ideal Principal de Krull
generalizado, que todos os divigores primos minimais de I tém altura [.
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Uma definicdo equivalente a 1.7.2 para a geometria algébrica é a seguinte:

Definicdo 1.7.4 : Seja V uma K -variedade d-dimensional de um espago afim n-dimensional
sobre L.

a’) V ¢ chamado intersecdo completa, se seu ideal no anel K[Xy,...,Xy] é gerado por
n — d polindmios.

b)Y V é chamado um  “set-theoretic” interse¢io completa, se € intersecdo de
n—d K-hipersuperficies.

¢’) Dizemos que V € localmente uma intersecdo completa, se o seu ideal I{V') no anel
K[Xi,...,Xg] € localmente uma intersegdo completa.

Vamos mostrar que a definicdo 1.7.2 é equivalente & definigdo 1.7.4.
Dem. :

{ a) & a’) ) Se V é intersecdo completa entdo p(I{V)) < n—d=dim A"(L) —dim V.
Por outro lado pelo coroliric 1.6.4 temos que hi(I{V)) =n—d e logo
p(I(V)) < ht(I(V)). Agora, sabemos, pelo teorema 1.7.1, que p(J(V)) > ht{I(V)).
Portanto p(I{V)) = ht(I{V)) e, entdo, (V) é uma intersecdo completa.

Reciprocamente, se J{V) é uma interse¢io completa, entdo
p(I{V)) = ht(I(V)) =dim A™(L) —dimV =n—d
pela definigdo 1.7.2 e pelo corolirio 1.6.4. Portanto, V' & uma intersecido completa.

( b) & b*) ) Se V ¢ “ideal- theoretic” uma intersecio completa, entdo V = (=% Z(f,),
mas pela proposigao 1.3.12 \/I(V) = \/6"1, e« vy fnd), como querfamos.

( €) ¢ ¢’) ) Segue direto da definigio.

Exemplo 1.7.5 : A curva V = {(#¢,#10,¢13) | ¢ € k} € A43(k), é uma intersegio com-
pleta, j4 a curva V' = {(¢},#,¢°) | t € k} C A*(k) ndo é uma intersegio completa, onde
k é um corpo algebricamente fechado. Tais fatos serdo justificados por um critério que
determina se uma curva do tipo {(t™, ™, ") | t € k} C A*{k) é ou ndo uma intersecdo
completa , onde k é um corpo algebricamente fechado e (n1,ng, n3) = 1.

Tal critério estd intimamente ligado com o fato de o semigrupo S gerado por n;, ns,
na ser ou nio simétrico, o que serd analizado nos préximos capitulos.
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Capitulo 2

Semigrupos e Intersecao Completa

Neste capitulo, daremos a defini¢iio e algumas propriedades de semigrupos. Tra-
balharemos com relacdes que definem semigrupos e mostraremos que todo semigrupo fini-
tamente gerado € finitamente apresentado. Daremos também as definigdes de semigrupos
numéricos e simétricos e uma caracterizacdo de semigrupos simétricos. Por fim, daremos
a nogio de intersegdo completa para semigrupos e uma equivaléncia entre semigrupos
que sao intersegoes completas e curvas parametrizadas que sao intersecdes completas.

2.1 Semigrupos

Definicdo 2.1.1 : Um semigrupo € um conjunio S, ndo vezio, munido de uma operacdo
bindria (*) associaliva.

Um semigrupo § é dito:

1. com a propriedade do cancelamento se para todo a,b, ¢ € 5 tais que axb = axc
ebxa=c*aqa,temos b=c.

2. comutativo (ou abeliano) se para todo a,b € 8, temos a* b = b * a.

3. com elemento neutro se existe ¢ € S tal que para. todo b € 5, temos axb="be
bxa =20

Exemplo 2.1.2 : O conjunto dos nlimeros naturais, que denotaremos por IV, é um
semigrupo comutativo com elemento neutro com a operagio de adigéo.

O conjunto IN = IV \ {0} ¢ um semigrupo comutativo sem elemento neutro, com a
operacdo de adigdo.

Neste texto trabalharemos com semigrupos comutativos, com a propriedade do cance-
lamento e com elemento neutro. Por isso, usaremos a notagio aditiva (+) para a operacio
do semigrupo; assim, quando dissermos semigrupo aditivo ou simplesmente semigrupo
estaremos referindo-nos a semigupos desse tipo.
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Defini¢io 2.1.3 : Um subsemigrupo de um semigrupo S ¢ um subconjunto H de S que
¢ fechado em relagdo & adicdo.

Definicao 2.1.4 : Um semigrupo S € finitamente geredo se existe um conjunto finito,
B ={ai,...,a,}, de elementos de S, tal que S € gerado por ele, isto ¢,

il
S={> a;m;, m; € IN}.
i=1

O conjunto B é chamado conjunto (ou sistema) de geradores de S. B € dito conjunto
minimo de geradores {ou sistema minimal de geradores) se é o menor conjunio de

geradores de S.
Denotamos S gerado por B por § =< B >.
Exemplo 2.1.5 : Considere B = {3,4, 5}, entdo
S=<345>={veS|v=mn3+nd+nbn cN,i=1,23}
é um semigrupo contido em V.

Definicao 2.1.6 : Seje S um semigrupo finitamente gerado. Chamamos de posto de S
ao ndmero de elementos de um conjunto minimo de geradores de S.

A nocao de semigrupo livre é fundamental para a descricdo de um semigrupo genérico
e é dada na nossa préxima definigao.

Definicao 2.1.7 - Um semigrupo F' € chamadoe semigrupo livre de posto n, n € IN, se
existe um sistema de geradores, B = {e1,...,e,}, de F', tal que todo elemento a€ F
pode ser unicamente representado na forma: ¢ = hey + -+ + bye,, onde b; € IN para
1=1,...,n.

Os elementos ey, ..., e, 8G0 chamados geradores livres de F.
Exemplo 2.1.8 : F=IN* = {v={(my,...,m,) | m; € IN} é um semigrupo livre, com
a adi¢do nas coordenadas, gerado por e; = (1,0,...,0), e, =(0,1,...,0),...,
en = (0,0,...,1), que é a base candnica de IN".

22



Como nio poderia deixar de ser, uma outra no¢io fundamental é a de homomorfismo.

Definicdo 2.1.9 : Dados dois semigrupos aditives S, 8" ¢ ¢ : § —+ 5" uma aplicacdo
entre eles, dizemos que ¢ € um homomorfismo entre S e §' se dados a, b€ S temos

pla+b) = ¢(a) + ¢(b)
Chamamos um homomorfismo sobrejetor de epimorfismo.

Assim como construimos Z a partir de IN, podemos construir a partir de um semi-
grupo S um “menor” grupo contendo S como um subsemigrupo. De fato, consideremos
em S x S a relagdo dada por:

(a,b) ~ (c,d) <= a+d=c+b

Como em S temos a propriedade comutativa e do cancelamento, fica ficil mostrar
que a relagao ~ é de equivaiéncia. Consideremos S := 5 x 8/ ~ o conjunto das classes de
equivaléncia de §, isto é, dados (a,d) € S x S, chamamos Us,'_,_ = {{c,d); (a,b) ~ (¢,d)}
a classe de equivaléncia determinada por (a, b), temos que 5 = {{a,0), (a,b) € § x 5}.

Agora definamos em S a adicdo por:

{a,b) + (¢, d) = (6 + ¢, b+ d)

E simples mostrar que tal operacdo estd bem definida, é associativa e comutativa. Mais
ainda, observe que:

1. Dados a € 8, (a,a) = (0,0) e portanto (¢,d) = (¢,d) + (0,0) = (a,a) + (c,d)
quaisquer que sejam a, ¢, d € S.

2. Dados g, b€ S, (a,0) + (b,a) = (a + b,b+ a) = (0,0), isto &, —(a, b) = (b, a).
3. ¢: 5 — 8 dada por ¢(a) = (a,0) & injetiva e satisfaz ¢(a + b) = B(a) + ¢(b).

A partir de todas estas propriedades, temos que (S, +) é um grupo e que S pode ser
identificado de modo natural com um subsemigrupo de S. Na verdade, observe que, em
S, —(5,0) =(0,h) e portanto dados a € § identificamos, em 5, (a,0) = a, temos entdo
que {a,b) = a— b € 5 e assim podemos concluir, de modo natural, que 8 & o “menor”
grupo que contém S como um subsemigrupo. O grupo S é chamado grupo associado de
S.

Vé-se, naturalmente, que quando S é um semigrupo gerado por {s1, ..., S, } 0 grupo S
também é gerado (como grupo) por {si, .. .+ 8n}, isto &, se S é um semigrupo finitamente
gerado, entéo S é um grupo finitamente gerado e temos um novo invariante que ¢ o posto
de S, isto é, o posto da parte livre de S (veja 1.1.5).

Defini¢do 2.1.10 : Dado um semigrupo aditivo e finitamente gerado S, definimos o
dimenséo de S como sendo o posto de 5. Denotamos por dimS = postoS.
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Exemplo 2.1.11 : Seja S =< 3,4,5 >. Temos que § =< § > e portanto S = Z, que
¢ livre de posto 1. Logo postoS = 1 e dimS = 1. Alids, para qualquer semigrupo néo
trivial § C Z tem-se dimS = 1.

O préximo conceito nos serd muito UGtil guando estivermos trabalhando com variedades
algébricas associadas a semigrupos numéricos.

Definicao 2.1.12 : Seje A um subconjunio ndo vazio de §. Um ideal @ de S gerado

por A é definido por:
a={A)={a+s,a€c AseS}

Observacio 2.1.13 :

1. Um ideal @ é dito principal se é gerado por apenas um elemento, isto é, & = (a),

onde a € 5.

2. Para @ = (a), temos que b € @ se, e somente se b — a € S (lembre-se que podemos
falar em b — a € §). De fato,

bea<—b=qagts,se€S5<<=b—a=s5¢S

3. Vamos denotar por u(@) o ntmero de elementos do conjunto minimo de geradores
de @.

Considere um semigrupo S, onde para todo s € 5, § # 0 tem-se —s € S. Sob esta
condigdo temos o seguinte resultado.

Proposicdo 2.1.14 : Sejo @ = (ay,...,a,) um ideal de S tal que a; —a; & S,% # j.

Entio se = (by,...,by) temos, depois de uma reordenagdo, se necessdrio, que
ﬂl ‘:bl,...,an :bno
Dem. : Suponhamos que € = (ay,...,a,) = (b1,...,0,). Temos a1 = b;, + s1, com
51 € S. Por outro lado, b;, = a;, + 8}, com s} € S.

Logo a1 — a;;, = 81 + §). Agora se a1 # @, entdo a1 — a;, € 5,1 # j, que é uma

contradi¢do. Portanto a; = a;, e 81 = 8§ =0, pela condigdo que assumimos em S.

Logo a1 = b&;,.

Analogamente temos as = b;,,...,a, = b; . Reordenando &, = b;,,...,b, = b;,, tere-
mos ay =by,...,a, = bn. O
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Corolério 2.1.15 : Se @ =(a1,...,a0,) € tal que a; —a; € S, ¢ # J, entéo ul@) =n.

Dem. : Suponhamos que & = (by,...,b,_1). Pela prova da proposicdo anterior e depois
de rearranjar, se necessrio, temos @y = by, ..., 8p—1 = bp_1.

Logo & = (@1,...,an_1) = (b1,...,bs_1). No entanto se a, = a; + 8, com s € 5, para
algum 7 =1,...,n — 1 entdo a, — g; = s € 5, que é uma contradicao.

Portanto &= (ay,...,q,} € u{@) = n. O

2.2 Relagées e Anel de um Semigrupo

Seja S um semigrupo finitamente gerado por {si,...,S,}. Existe um epimorfismo
o'+ F — 5, onde F é um semigrupo comutativo livre do posto n. Mais precisamente,
dada uma base livre de {ey,...,e,} de F, define-se p* (3.7, mqe;) = S, m;8;, m; € IN.

O epimorfismo p* define uma relacdo bindria em F:

p={(v,w) € F x F | p"(v) = p"(w)}

Observamos que p é uma relacio de equivaléncia e tem a seguinte propriedade de
compatibilidade, que chamaremos de C: se (v,v') € pew € F, entdo (v +w,v' +w) € p.

Definicao 2.2.1 Um subconjunto E C F X F é chamado uma congruéncia em F se:
1. E é uma relacdo de eguivaléncia.

2. E tem a propriedade C.

Por esta definicdo temos que p é uma congruéneia em F. Mais ainda, dado v € F se
denotarmos a classe de equivaléncia determinada por » por [v] = {w € F | {v,w) € p},
temos que, no conjunto das classes de equivaléncia F/p, pademos definir a adi¢io dada
por

[v] + [w] = [v + w]

Tal adicdo estd bem definida, torna F/p um semigrupo e a projecdo candnica
7« ' — F/p dada por n(v) = [v] é um epimorfismo de semigrupos.

Lema 2.2.2 Se F ¢ 5§ sdo semigrupos comutativos finitamente gerados, F' é livre,
p* F —> S é um epimorfismo e p C F x F' € a congruéncia, dada por

p={(v,w) € F x F|p*(v) = p"(w)}

entdo F/p € isomorfo a S.
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Dem. : Nas condicoes do enunciado, temos que p € uma congruéncia e que a proje¢ao
candnica 7 : F — F/p dada por n(v) = [v] é um epimorfismo de semigrupos. Agora
defina ¢ : F/p — 8 por ¢([v]) = p*(v). Pode-se mostrar que ¢ estd bem definido e é
bijetor, isto é, ¢ é um isomorfismo entre semigrupos. O

A observagio a seguir nos mostra como construir uma congruéncia a partir de uma
relagdo qualquer em F'.

Observagao 2.2.3 : Do fato de que a intersecdo de congruéncias é uma congruéncia,
podemos concluir que dada uma relagio p existe uma “menor” congruéncia g que contém
p. Mas, de fato, é possivel construir explicitamente a congruéncia 7. Primeiramente,
observamos que dada uma relacao p em F, existem, a congruéncia trivial em F

A={v,v)eFxF|veF}

com F/A=F, ¢
o ={{v,w) € F x F|(w,v) € p}.

Construcao de 7:
1. Coloquemos pg = pU p~t U A entdo pp é reflexiva, simétrica e contém p.

2. Coloquemos py = {{(v + w,v' + w) € F x F | (v,v") € pg,w € F}, entdo p, é
reflexiva, simétrica e satisfaz a condicdo C ¢

3. (Fecho transitivo) Definamos {v,w) € F x F um elemento de 5 se existem
Vo, U1y .-, € Fyvg = v, v = w com (v, v;41) € p; paratodo i =0,1,...,1—1.

E f4cil verificar que 7 é de fato a congruéneia desejada.

Definigio 2.2.4 Uma congruéncia p em F € finitamente gerada se existe um subconjunto
finitoo CF x F tal que p=7.

Definicao 2.2.5 Um semigrupo S é finitamenie apresentado se S = F/p, onde F ¢ um
semigrupo livre finitamente gerado e p € uma congruéncia finitamente gerada.

O nosso préximo passo é, a partir de um anel comutativo com identidade R e um
semigrupo aditivo S, associar um anel comutativo com identidade R[S], chamado o
R-anel do semigrupo S.

Sejam R um anel comutativo com identidade e S um semigrupo aditive. Definimos
R[S] = ®scsRz, (isto €, o R-médulo livre com base {z,, s € S}) e em R[S] introduzi-
mos o produto que € estendido, respeitando a distributividade, a partir das relagdes
To Ty = Ty 4ey quaisquer que sejam sy, sp € 5. Pode-se verificar facilmente que R[S]
é um anel comutativo cuja unidade é xq (isto é, zq = 1) e, evidentemente, pela prépria

definicdo, ele é S-graduado.
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Quando S € gerado por n elementos, podemos exibir um homomorfismo sobrejetor
entre R[X1,...,X,] e R[S] da seguinte forma:

Seja R[X1, ..., Xy] o anel de polindmios com n indeterminadas sobre R. Consideremos
X? =", X™, ve IN", v = (m;) e § como a imagem do epimorfismo p* : IN* —3 .
Este epimorfismo induz um epimorfismo de R-dlgebras I' : R[Xy,..., X,] — R[Y],
definido por T'(X"} = xps(y).

Podemos considerar R[X;,..., Xy] como um anel S-graduado no seguinte sentido:

Um polindmio F € R[Xq, ..., X,] é dito homogéneo de grau s, s € S, se F = 3 r, X"
com p*(v) = s para todo v tal que r, # 0. Podemos verificar que isso define realmente
uma graduagdo para R[X4,..., X,].

Da definigdo de I', segue que I' é um epimorfismo homogéneo de grau zero, isto é,
se F' € R[Xy,...,X,] é homogéneo de grau s, entdo T'(F) é homogéneo de grau s em
R[S]; logo, denotando por Ig o seu nicleo, temos que Iz é um ideal homogéneo, segundo
a S-graduagdo. Para A € p, isto é, A = {v,w), v,w € IN"ep*(v) = p*(w), definimos
Fp=X"- X",

Os nossos préximos quatro resultados se referem a situagio acima.

Proposiciio 2.2.6 : Usando e notagdo acima, temos Is = ({Fa}ac,)-

Dem. : Seja J = ({Fa}aco)- E claro que J C Ig, pois se Fy = XY — X™, com

A= (v,w) € p, entdo p*(v) = p*(w) e assim I'(F4) = Zpu(y) — Tpo iy = 0.
Reciprocamente, escolha F € Ig, F homogéneo de grau s,s € S (basta mostrar

para F' homogéneo, pois Ig é homogéneo). Entdo F' = Y%, r,, X" com p*(1;}) = ¢ para

i=1...,meXPry =0. Assim, F = Y7 r, (X% — X)) = ¥ 1y Fyu,, onde
A;€pparai=1,...,m—1.

Como p*(v;) = p*(um) = 8, para todo ¢ = 1,...,m — 1, nds obtemos que A; € p para
todoi=1,...,m—1eentdo F € J. Logo Is C J.
Portanto, Is = ({F4}ac,)- g

Com as mesmas hipdteses da proposicdo anterior, se tomamos 0 € IN® x IN" ¢
consideramos 6y = cUd ' UA e g1 dados na observacio 2.2.3 temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.7 : Seja 0 = {A1,...,An}, onde A € p parai =1,...,m. Entio
({FA}AGm) = ({FAH' . ‘SFAm})‘

DPDem. : Chame I = ({FA}AGJI) eJ= (FA”...,FAm).

Que J C I é claro, pois Fiy, € {F1 | A € 7:}.

Reciprocamente, seja A € 1. Entdo A = (v+w,v' +w), (v,¢') €0y & w € F.
Logo Fyelé tal que Fly = X¥T¥ — Xv+¥ o Xw(XV _ X¥) = X¥Fg, com
B=(vv)e€o=cUc TUA.

Se Be o, entio Fac J. Se B=(v,v')€o™!, entdo

FA — Xw(Xv _ XUF) — _Xw(Xﬂ' _ XU) — anFAr
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com A' = (V,v)€oceFyp€J Logo I CJ
Portanto I = J. =

Proposicio 2.2.8 : Seja o = {A1,..., A}, onde A; € pparai=1,...,m. Entéo as
segquintes condicdes sio eguivalentes:

1. p=7.
2. Is = (Fayy.. - Fa,).

Dem. : (1= 2) Se A € p, entdo Fy = Y. Fg,B; € 01. De fato, como p é fecho
transitivo de o), temos que se A = (v,w) € p, entdo existem vy,...,v; € F tais que
v=wpew=1y, com B; = (v;,vi41) € o1 C p . Assim,

i
Y Fp = 3 X% - XU = X X% = XU XY = Fy,
=1

LOgO ({FA}AGP) C ({FA}AEm)'
Por outro lado temos ({Fa}ieo,) C ({Fa}acy), pois p=7 e assim ({Fa}ace,) =
({F4} acp). Agora pela proposicio 2.2.6 e pelo lema 2.2.7 segue que Is = (Fa,,..., Fa,).

(2 = 1) Sabemos que {F4,,..., Fa,) = ({Fa}aez), pois & é o fecho transitivo de o.
Sejam §' = IN"/F e o* : IN" — &' o epimorfismo candnico, entio

0—> (Fa,,...,Fa,) — B[X1,..., Xp] — R[S] — 0

é uma sequéncia exata, pois por 2.2.6 Ig = ({Fa}aes). Logo temos
IS = (FA”. .. ,FAm) = ISr.

Portanto, se A € p, A= {v,w) entdo I'(F) = Cge(y) — Loy = 0. Logo o*(v) = o*(w)
ou, equivalentemente, 4 € 7 e portanto p = 7. O

Coroldrio 2.2.9 : Um semigrupo aditive finitamente gerado € finitamente apreseniado.

Dem. : Sejam S um semigrupo aditivo gerado por n elementos e & um corpo. O

epimorfismo p* : IN® — § induz o epimorfismo k[X1, ..., X;] LN k[S], onde k[S] € o

anel de semigrupo de S sobre £.

Como k é um corpo, temos, pelo Teorema das Bases de Hilbert, que k[X;...., X;)
¢ um anel Noetheriano. Logo o ndcleo do homomorfismo I", que denotaremos por fg, é
finitamente gerado.

Agora, Ig = ({Fa}aco) pela proposicio 2.2.6, assim fg = (Fa,,..., F4,), com A; € p
paratodot=1,...,m.
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Seja 0 = {A4,..., An}. Pela proposicdo 2.2.8, temos que p = 7, ou seja, p é uma
congruéncia finitamente gerada. Logo, S = F/p, onde F & livre e p é finitamente gerada,
¢ entdo, pela definicao, S é finitamente apresentado. !

A nossa préxima definigdo é a de posto de uma congruéncia p e a partir dela vamos
apresentar um resultado que relaciona o posto de p com a dimensdo de S, onde S é o
semigrupo que ela determina.

Definigao 2.2.10 Sejam F um semigrupo livre finitamente gerado ¢ p C F %X F uma con-
gruéncia finitamente gerada. O posto de p € definido como sendo o niimero de elementos
de um congunio minimo de geradores de p.

Definicio 2.2.11 Sejam S = F/p, com F livre e p C F' x F uma congruéncia. Para
A€ p, A= (v,0), nds definimos wy=v—v' € F. O conjunto M,(S) = {wa| A€ p} é
um subgrupe de F' e é chamado o mdédulo de relagdes de S com relecdo a p.

E fécil ver que S & F/M,(S).

Proposicao 2.2.12 : Se F' € um semigrupo livre e finilamente gerado e p uma con-
gruéncia finitamente gerada de F' e § = F/p, entdo postop > postoS — dimS5.

Dem. : Seja 0 = {Ay,..., A}, com A; € pparai=1,...,r e suponhamos que p = 7,
entdo {wy,},i =1,...,7 gera M,(S) e portanto postoM,(S) < postop.

Do fato de que S = F/M,(S) e da definicio do posto de um grupo
temos que postoS = postoF — postoM,(S). Também, postoF' > postoS, pois F & livre
e p* : F — § & homomorfismo sobrejetor.

Portanto, dimS > postoS — postop. a

2.3 Semigrupo Simétrico
Neste pardgrafo, vamos trabalhar com uma classe especial de semigrupos.

Definicdo 2.3.1 : Seja 5 um semigrupo de inteiros positivos. S é chamado semigrupo
numérico, se pare algum m € IN temosm+ IN C 5.

Dados ay,...,a, € IN, (a3, ...,a,) denotard o méximo divisor comum e [ai, ..., ay]
denctard o mfnimo multiplo comum de {ay,...,a.}.

Proposigio 2.3.2 : Seja S um semigrupo finitamente gerado por {a1,...,a,} C IV, tal
que (a1,...,0,) = 1. Entdo S € um semigrupo numeérico.
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Dem. : Seja S =< ay,...,a, >, onde {a1,...,a,) =1, entdo 1 = a1k +- - - + ankyn, com
k; € Z, para t = 1,...,n. Depois de uma reenumeragio, se necessdrio, podemos supor
que l < a; <+ < Gp-

Para todo z € Z, temos z = @101 + - -+ + apby, com b; € Z. Dividindo b; por a,
obtemos b; = ga, + 7, onde g; € Z e 0 < r; < ap para j = 1,...,n — 1. Logo,
7= 3377 ;75 + an(bn + Zn_l a;g;).

Temos que 0 < Y7Zia;r; < (Xfi7i)ea < (n — 1)a2. Portanto, se tomarmos
z > (n—1)aZ teremos z > 23=1 ar;, logo z— Y-l a;r; >0, assim,
n-1 n-1
(b + Y aig;) =2 ) agr; > 0.
=1 i=1
Chamemos b, + Z?;ll a;q; = Ty > 0 e portanto z = 3_1 QT+ 0nTn €< A1,y ..., 0 >
Logo, acabamos de mostrar que para todo 2z > (n — 1)a2, tem-se z € S, 1st0 é, S for
numérico. O

Proposicao 2.3.3 : Todo semigrupe numérico € finitamente gerado.

Dem. : Como S é semigrupo numérico, existem a, b € S tais que (g,b) =1, logo < @,b >
é um semigrupo numérico por 2.3.2, entdo seja mg € IV tal que my + N C< a,b>.

Afirmamos que S = (5N [0, mp)) U [my, cc).

Que § C (5N [0,mp)) Ulmg, o) é claro, pois se s € S, entdo s < my ou s > my.
Logo s € (5 M [0,mg)) U [mo, oc). Reciprocamente, seja d € {5 N[0, mg)} U [mg, oc). Se
de (SN[0,my)), entdo d € S. Se d € [mg, o), entdo d > my , logo d €< a,b >C S.

Assim, § € finitamente gerado por {5 N [0,mg},q,b}, pela afirmagdo acima e por

(S N[0, mg)) ser finito e [myg, o¢) &< a,b > ser finitamente gerado. O
Proposigao 2.3.4 : Seja ny, ...,y €N com (n1, ..., m)=1. Suponhemos que
[(Ryy ..oy M)y Mig1] €<y, .oy > parai=1,...,{ —1. Entdo,

-1
m= Z[(nla 1n'1 nH—l] Znﬂa
i=1

i=1

€ 0 maior inteiro ndo pertencente a S =< my, ..., >. Mais ainda: dadoz € Z, 2€ S
se, e somente se, m—x & 5.

Dem. : Seja ¢ = LW, para i = 2,...,{, entdo usando propriedade de méaximo
divisor e minimo multiplo comum, temos [(n1, ..., n;), B11] = Ciy11541, Mas por hipétese
Cir1Mi1 €< A1, M >, logo [(Be, ..., %), nig1] = Gpnitr = Xioirany (%), onde

r;; € IN e ¢; divide n; para todo 1 > j.
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Do fato, de (n1,...,7) = 1 sabemos que dado z € Z, z = Zéﬂ bin;, b; € Z.
Afirmacdo 1: Dadoz € Z, z = Zizl a;n;, onde para todo ¢ > 2 tem-se 0 < a; < ¢;.

dem.: Suponhamos primeiro que 2z = bin;+bang, entdo, tomando-se by = gac3+ag,
0 < gy < €2, temos que z = byny + g20oNa + GoNo. Mas cony = 1117y, por (¥), assim
z = (b + gar11)ny + agng, com 0 < a; < ¢;.

Agora assumamos que dado 2 < k <l eZ = Y¥F , bn,, entdo Z = 3, a;n;, com
0 < a; < ¢ para todo ¢ > 2,

Tomemos z == 354 bing, assim z = ¥ bin; + ber1nk41, mas bey1 = Gry1Cha1 + Gin
com 0 < Gy < Cpyi, lOgO 2 = Z§=1 bing + Qr41Mk41Ck+1 + Gry17 41, agora usando (¥)
temos que z = S (0; + Gps1Thi) T + Gpy1Tks1 = Z + Gppings1. Mas por hipétese (de
induciio) Z= Y% ain;, com 0 < ay <¢sei> 2 isto é, z = i ain;, com 0 < a; < ¢
se ¢ > 2. Portanto, por induco, temos 0 que queriamos.

Afirmagio 2: Sez =3 _an;, com 0 < g < ¢; sei > 2, entdo z € S se, e 86 se,
ay > 0.

dem.: E claro que se g; > 0 temos z € S. Agora suponhamos que z € S ea, < 0. Como
z € S, temos que z = Y-, bny, com b; > 0, para ¢ = 1,...,1. Consideremos agora que
J={j; 2<j<leb;>c;}, assim para todo § € J temos bjn; = (b; —¢;)ni+e¢;n;i. Logo,
trocando z por 2’ = z—Y;¢;(b;—¢;)n; temos aindaque 2’ € Se 2’ =Y\ bi,com b > 0e
0 < b < ¢iset> 2 Mais ainda: a0 escrevermos 2’ = Y, aln; com 0 < @) < ¢ se i > 2,
temos que a; = a}, isto é, na verdade podemos supor que z = Y'_, biny, com 0 < b; < ¢;
se ¢ > 2. Portanto z = Y%, a;n; = S!_, byn; e obtemos que Y amin; = ring # 0, com
|ri| < ¢; para ¢ =2,...,1, pois r; = a; — b;.

Seja k o menor inteiro tal que 7, # 0. Como ¢; divide n4, para todo i > j, segue que

n — n _ g (P1yeapg_1)y .
= 0 mod ¢;. Com ) = =
Tk " 0 % ) (HJ_,H&" %) ((ﬂ1 e T ey ) = 1, nds encontramos

r;, = 0 mod ¢x. Uma contradigdo, pois |rif < cx.

Afirmagao 3: Dadoz2€ Z, 2 € S8, es6sem—2 & 8.

dem.: De fato, temos m—z = (—1—a1)n1+3i—y(ci—a;—1)n;; segue, pela afirmagio2, que
z € S se, e somente se, a1 > 0, isto &, se, esd se, (—1—a1) < 0se, e somentese m—2z ¢ S.

Afirmacdo 4: m é o maior inteiro nio pertencente a S.

dem.: De fato, m = m — 0, entdo a; =0, logo m € 5. Agora tomemos z = m + k, com
k>1,assimm — (m—+ k) = —k & 5, portanto z € S, como querfamos. O

A proposi¢ao 2.3.4 d4 origem a uma defini¢do geral.
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Defini¢ao 2.3.5 : Um semigrupo S é chamado simétrico, se existe m € S tal que, dado
s €9, temos s € 5 se, e somente se, n —s¢ S.

Observacido 2.3.6 :

1. Se 8 C IN, entdo m, na defini¢do de semigrupo simétrico, é o maior inteiro nio
pertencente a S.
De fato, sejam S um semigrupo simétrico, m € § como na definicio e m' o maior
inteiro ndo pertencente a S. E claroque m ¢ S, poism=m —0¢ 5. Se m #£ m/,
entdo m —m' < 0, logo m —m' & 5. Mas entdo m' € S, que é uma contradigio.
Portanto m = m',

2. A proposi¢do 2.3.4 ndo determina todos os semigrupos simétricos de inteiros. Como,
por exemplo, o semigrupo S gerado por {5,6,7,8}.
Temos que S =< 5,6,7,8 > ndo satisfaz as hipiteses de 2.3.4, pois
[(5,6),7] =7 ¢< 5,6 >. No entanto, S é simétrico, pois § = {5,6,7,8,10,11,...}
e m = 9 satisfaz as condigOes da definigdo 2.3.5. Que n € S com n > 10 pode se
ver da seguinte forma: se n > 10, entdon =5k+7r, k> 2e 0 < r < 4, Agora para
r=0jdtemosn e S,se 1 <r <3temosn=>5(k—1)+5+r, com5+r € {6,7,8}
edenovone S, parar=4temosn=5k—-2)+(5+1)+(5+3)enes.

3. Se § é um semigrupo numérico, entdo M = S — {0} é o ideal maximal de S e
chamamos M~ ={ze€ Z |2+ M C §}.

O proximo resultado da outras caracterizagdes de um grupo simétrico.

Proposigao 2.3.7 : Sejo S um semigrupo numérico, entdo as sequinies condi¢ées sdo
equivalentes:

1. § ¢ siméirico.
2. M~ ={m}U S, onde m ¢ o maior inteiro ndo pertencente a S.

3. Cada ideal principal priprio de 5 ¢ irredutivel, isto €, se s € 8§, s # 0, entdo o ideal
(s) ndo pode ser escrito como a interse¢io de dots ideais em 8, ambos contendo
propriamente (s).

4. Existe um ideal principal prdprio de S que € irredutivel.

Dem. : (1= 2)Sejaze M comz & S. Sez# m, entdo m — 2z € M, pois S &
simétrico e portanto, como z & S, tem-se z + M € 5; absurdo, jd que z € M~.

(2 = 1) Suponhamos que S néo é simétrico, entdo existe um maior inteiro my € S tal
quem —my € S.
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Afirmamos que M~ 2 {my, m}US. De fato, suponhamos que m; ¢ M~, entdo existe
s € M tal que my + 5 ¢ S. Pela definigdo de my, segue que m — my — s € S. Portanto,
m—my = (m—my — §) + s & um elemento de S, o que é uma contradicao.

Assim, se S nio é simétrico, temos que M~ 2 {m} U S como querfamos.

(1 = 3) Se (s) é um ideal principal e 5, € S é tal que s; & (s}, entdo s -+ m € (51}, de
fato, como 81 & (s), segue que 8, — 8§ € S e portanto m — (s, —5) € S, pois 5 é simétrico.
Logo (m + 8) — 8; € S, ou equivalentemente m + s € (s1).

Suponhamos agora que (s) é redutivel, entdo existerm s1, 89 € 5, 51, 52 € (s) tais que
(81) N (s2) C (s). Portanto, da afirmagdo acima, segue que s+ m € (51) N (s2), no en-
tanto s+m & (s), pois caso contrério s+m—s € 5, logo m € 5, o que € uma contradicdo.

(3 = 4) E 6bvia.

(4 => 1) Nés mostraremos que se S nio é simétrico, entdo cada ideal principal é redutivel.

Afirmamos que se (3) é ideal principal préprio, entdo {s) = (s, s+ m) N (s, s + my),
onde m é o maior inteiro nao pertencente a S e my é 0 maior inteiro ndo pertencente a
Stalquem—mi & S.

De fato, é suficiente mostrar que (s +m)N{(s+my) C (s). Seja ¢’ € (s+m)N(s+my),
entdo ' = s+m~+ sy = s+ My + Sg, com 51, 89 € 5. Primeiro suponhamos s, = 0, entio
m—my ¢ 5, uma contradicao.

Portanto s, > 0 e isto implica que m + s, € S e assim ' € (s).

Pela definigdlo de m e my, segue que s+my € Ses+m € S. Entdo (5,5 +m) e
(8,5 4+ my) contém (s) propriamente. Logo (3) = (s,s +m) N (5,5 +my), isto é, (s) é
redutivel, absurdo. Portanto S é simétrico. O

2.4 Intersecao Completa

No que segue, consideraremos somente subsemigrupos finitamente gerados
de Z™ = {‘U = (Z1,...,Zm) 1 Z; € Z}

Sejam 1, ...,8, € Z™ geradores de S e k um corpo algebricamente fechado. O anel
de semigrupo k[S] de S sobre k é isomorfo a k[T,...,T%], onde T =[], T;",
vy = () para todo i=1,...,ne{Ti,..., T} & um conjunto algebricamente indepen-
dente sobre k. De fato, numa representacio S = IN"/p e sendo J o niicleo do epimorfismo
kX, .., Xa) — K[T™,...,T™], T{X,) = T% para ¢ =1,...,n, observaremos que
J =Is = (Fa, A € p), por 2.2.6, assim k[S] € isomorfo a &£[T,...,T"].

Consideremos Vg = {{z1,...,2) | 2 € k, f(z1,...,22) = 0,V f € Is}, nosso
préximo resultado diz respeito a dimensfio da variedade V.

Proposicao 2.4.1 : Vs € uma variedade irredutivel e dimVg = dimS.
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Dem. : Lembramos que Vg é irredutivel se, e sé se, o seu ideal I({Vg) é primo, pela
proposigdo 1.3.5. Agora, por k ser algebricamente fechado, temos I(Vs) = /T5, mas Is
é primo ¢ assim I(Vs) = I. )

Agora, vamos mostrar que dimVg = dimS. Sejam § =< vy,...,9, > € 5 0 seu grupo
agsociado. Sabemos que o posto de S & o nimero méximo de vetores Z-linearmente
independentes em {v;,...,vs}. Chamando r = posto S, podemos supor, sem perda de
generalidade, que {v1,...,v,} é Z-linearmente independente.

Sabemos que k[S] = k[T™,...,T%) = k[Xy,...,X,]/Is, que € um dominio.

Chamemos A = k[T™,...,T%] e consideremos K =e.f.(A) (corpo de fracdes de
A) e L=c.f.(k[T™,...,T™]), onde k[T",...,T"] C A.

Afirmagdo 1: A extensio K | L é algébrica.

dem.: Considerando-se {vp41,%1,...,%} C Z™, temos que estes elementos sdo linear-
mente dependentes, isto é, @rp1Vp41+0 U1+ - Faly, = 0, cOmM Gpyy,0; € Z™, i =1,...,7
nao todos nulos. Podemos supor a4 >0, pois vy,...,v, sdo linearmente inde-
pendentes, 1080 Gryp1¥py =GV -+ apt, cOm o, € Z™ i=1,...,7+1. Assim,
(T'Ur+'| )ar+1 = T®vi .., Tlrvr,

Logo, T,,,, € raiz do polindmio f(Y) = Yo+ — ]I, T%" € L. Portanto T+ &
algébrico sobre L e logo fazendo de modo andlogo para vry1,...,%s, temos que K | L é
algébrica.

Afirmagao 2: TV,...,T" sdo algebricamente independentes.

dem.: Seja f € k[Y:,...,Y], entdo [f(Vi,...,Y.)=T;a;(Y1)" ... (Y.),
I'=(i1,...,1).

Temos que f(T,...,T") = 0 se, e somente ge, > yar(TV)* ... (T")* = 0. Como
V1,..., ¥ 830 linearmente independentes, temos que, dado I = {41,...,4,) ndo existe
J ={4,...,Jr) diferente de I tal que (T*)% .- (T¥)or = (T9 )1 ... (T )¥ e assim segue
que ar = 0, para todo 7. Logo f =0 e a afirmacdo estd provada.

Logo, das afirmacdes 1 e 2, segue que o grau de transcendéncia de K | k € r e, pelo
Teorema da Normalizagio de Noether, temos que dim A = r = posto § = dim S, isto 6,
dimVs = dimS. O

A proposigao a seguir nos d4 uma condigéo necessdria para que, dado um conjunto
de geradores de um ideal homogéneo & de um anel comutativo possamos escolher um

conjunto minimo de geradores de @.
Proposigio 2.4.2 : Seje S C Z™ um semigrupo finitamente gerado e suponha gque

S ndo tenha elementos invertiveis. Sejo R = ®,coR, wm anel S-graduado, com Ry
um corpo. Entdo, pare um ideal homogéneo @ de R, dedo um conjunio homogéneo de
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geradores de @, podemos escolher um conjunto minimo de geradores de 6.

Dem. : Como S ndo tem elementos invertiveis, temos que P = @520, € realmente
um ideal de R e por R/p = Ry ser um corpo, temos que » é um ideal primo. Logo Rp &

um anel local.
Seja @ C P um ideal finitamente gerado por {ay,...,¢,}, onde a;, para it =1,...,n

sao elementos homogéneos, entdo @Ry € finitamente gerado pelo conjunto de elementos
homogéneos B = {a1/1,...,an/1} em Rp.

Pelo Lema de Nakayma, podemos escolher um conjunto minimo de geradores de aRp
entre os elementos do conjunto de geradores B. Seja B' = {a;,...,a,} esse conjunto,
onde n > m.

Vamos mostrar que este conjunto é um conjunto global de geradores de @.

Seja £ =ds, €@ um elemento homogéneo; temos que z = 3. 01, onde
n€R e a€{a,...,a,}, logo, z/1 =30 ari/l e assim existe b & R\,
b=bo + X,es, o205, bo # 0, tal que b= 31, au;, u; € R.

Agora, como u; € R, temos que u; = Uy + 3 zy Us, onde 8’ € tal que s+ 5; = sp, us €
homogéneo de grau s e s; € o grau de ;. Assim, 3% azu; = 32 U, + 300 @ sy Us
e temos que a segunda parcela do lado direito dessa igualdade tem grau diferente de sy.

Logo, zby = 212, a;us. Como Rg é corpo e by # 0 pertence a Ry, segue que £ =
Z?;l a;l;, com [; € R.

Portanto, {ai, ..., a,} é um conjunto minimo de geradores de @. O

Como conseqiiéncia da proposicdo anterior, temos a iguadade entre o posto da con-
gruéncia p e o nimero de elementos do conjunto minimo de geradores de I;.

Corolério 2.4.3 : Se § C Z™ ndo tem elementos invertiveis, entio postop = u(Ig).

Dem. : Escolhida uma representacdo de S = IN"/p, onde n = posto S, temos que
k[S) = k[X4,..., X,]/Is, onde Ig = ({F4}aep) é um ideal homogéneo. Pela proposicdo
2.4.2, podemos escolher ¢ = {Fa,,...,Fa} C {F4 | A € p} tal que ¢ é um conjunto
minimo de geradores de Ig. Logo u{Ig) = I. Pela proposi¢io 2.2.8, temos que p =% e
entdo postop <1 = pl{ly).

Por outro lado, também pela proposicéo 2.2.8, dada uma congruéncia p, temos que
u{Is) < postop. Portanto, postop = u(Ig), como queriamos. O

A nossa proxima defini¢io é a de semigrupo que € intersecdo completa. Evidente-
mente, essa definigdo vem do fato de que a variedade algébrica associada a um semigrupo
desse tipo é intersegao completa, conforme a definicdo 1.7.4. Tal fato é apresentado no
coroldrio 2.4.5.
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Definicio 2.4.4 : Dizemos que um semigrupe S € wma intersecdo completa,
se S pode ser representado como S =F/p, onde F ¢é livre ¢ p é wuma
congruéncie tal que postop = postoS — dimS.

Corolério 2.4.5 : Se § C Z™ ndo tem elementos invertiveis, enigo as sequinies
condicoes sao equivalentes:

1. S é uma intersegdo completa.
2. Vg € intersecdo completa.
3. Vs é, na origem, uma intersecio completa.

Dem. : (1 = 2) Se § é uma intersegdo completa, entdo S = F/p , onde F ¢ livre
e p é uma congruéncia tal que postop = postoS — dimS. Pelo coroldrio 2.4.3, temos
u(Is) = postoS — dimS.

Agora Is = I(Vs), logo u{I(Vs)) = postoS — dimS = n — dimVs. Portanto, Vg é
gerado por n — dimVyg polindmios.

Logo Vg é uma intersecao completa.

(2 = 1) Como V5 é uma intersegao completa, temos que u(fs) = postoS — dimS. Pelo
coroldrio 2.4.3, segue que postop = postoS — dimS.
Portanto, S é uma interse¢io completa.

(2 = 3) Temos que Is C (Xi,...,Xn) = m, onde m € Maz(k[X:,...,X,]). Pela
demonstragio da proposicio 2.4.2, temos que p(ls) = p(Igk{Xy, ..., Xplm). Por hipétese,
p(Is) = postoS — dimS, logo u(Isk[X1, ..., Xp|m) = postoS — dimS.

Por outro lado, ht(Igk[X1,..., Xy]|m) = ht(ls) €

ht(Ig) = dimk[Xq, ..., Xy — dimk[Xu,. .., Xal/Is

= postoS — dimVs = postoS — dimS

Portanto, u(Isk(X1,..., Xslm) = A{Isk[X1,.. ., Xn]m) € logo Vs & na origem, uma
intersecdo completa, de acordo com a definigao 1.7.4.

(3 = 2) Por hipdtese, temos que p{lgk[X1,..., X\m) = At{Igk[Xs,. .., Xu]m). Agora
R{IgkiX1,..., Xulm) = ht(Ig) = postoS—dimS. Assim, pela demonstragdo da proposigéo
2.4.2, segue que u{Ig) = postoS — dimS. Logo, pela definigdo, temos que Vg é uma in-
tersegio completa. O

Observagdo 2.4.6 : Dado S um semigrupo representado por S = F/p, onde F é livre
e finitamente gerado, consideremos S* := {¢*(v) | 3w # v € F, (v,w) € p}. Afirmamos
que:
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1. 5* é um ideal de S.
Com efeito, se t € 5* e s € S, entdo £ = p*(v) tal que existe w € F, w # v
com (v,w) € p, e s = p*(v'), v € F. Assim, t+ 8 = p*(v) + p*{v') = p*{v + V).
Afirmamos que existe w' € F, w' # v + ¢ tal que (v + ¢/, w'}) € p. De fato,
w=w+v,poisv+vFw+v, jdquevF we (v+v,w+v') € p, pois p € uma
congruéncia.

2. 8% = {degF4 | A € p}, onde degFa denota o gran de F,y com respeito a
S-graduagdo em k[Xy, ..., X,]. De fato, se p*(v) € S* entdo existe w # v tal que
A= {v,w) € p Logo, para F4=X"— XY temos degF4 = p*(v). Portanto,
S* C {degF, | A € p}. Reciprocamente, seja degFy = s = p*(v) € S, como Fy é
nio nulo, temos que existe w # v € F tal que A = (v,w) € p. Logo, p*(v) € 5* ¢,
portanto, {degF 4 | A € p} C S*.

A préxima proposicdo nos dd uma relagdo entre o niimero de elementos do conjunto
minimo de geradores de I € de S*.

Proposigao 2.4.7 O ndmero de elementos, p(5*), de um conjunio minimo de geradores
de S* é menor ou igual e p(Ig).

Dem. : Pela observagdo acima, temos que $* = {degF4 | A € p}. Seja p = 7, onde
o={A,..., A} e A, = (v;, ;) € p. Temos que postop = u{Ig).

Afirmamos que {degFa, | A; € o} gera 5*.

De fato, seja A = (v,w) € p entdo A = (T, movi, 20, mow;), mi, m; € IN, para
i=1,...,n Assim, degFs = p*(v) = p*(Xi, mv) = L0y mep* (0) = Y2, mudegFa,.

Portanto, u(S*) < postop = u(Is). m

Coroldrio 2.4.8 : Se Vg é uma intersecdo completa, entdo u(S*) < postoS — dimsS.

Dem. : Por hipdtese, temos que p(Is) = postoS — dimsS.
Pela proposi¢io anterior u{S*) < u(7s), e assim temos u{S*) < postoS —dimS. O

Com a teoria desenvolvida até aqui, temos condigdes para justificar parte do exemplo
dado no final do capitulo 1. E o que faremos no préximo exemplo.
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Exemplo 2.4.9 : Usando o tltimo resultado, podemos mostrar que a variedade V de
A3(k) dada pela parametrizagio
X — fg

XQ-__>t4
X3—-—>t5

nao é uma interse¢iao completa.

Com efeito, considere o semigrupo S =< 3,4,5 >C Z. Se Vs fosse uma intersegdo
completa, terfamos, de acordo com 2.4.8, que u(S*) < postoS — dimS = 2, pois
postoS = 3 e dimS = postoZ = 1. No entanto, S* nao é gerado por dois elementos; na.
verdade, S* = (8,9,10). Isso pode ser visto da seguinte forma: S* = {8,9,10,11,...},
gque n € 8" com n > 10 fagamos o seguinte: se n > 10 entdon =8k +r,com k > 1 e
0<r<7 Apgora,parar=0jdtemosne€ S* , se 1 <r < 2temosn=8k—1)+8+7r
com8+r =9oulledenovon € 5§ para 3 < r < 7, temos r € S ¢ logo, de
acordo com a definicdo 2.1.12, segue que n € S*. Agora, usando o coroldrio 2.1.15
tem-se que p(S*) = 3. Que o posto de S é 3 se deduz imediatamentie pelo fato de que
5 =13,4,5,6,7,...} eque 5 €< 3,4 >.
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Capitulo 3

Curvas, em A%(k), Parametrizadas
por Mondmios

Neste capftulo, vamos desenvolver uma teoria sobre relagdes minimais de semigru-
pos gerados por trés elementos e estudar as propriedades do conjunto dessas relagoes,
denotado por M. Usaremos tal teoria na demonstracdo do teorema que nos dd uma
equivaléncia entre semigrupos simétricos e intersecdes completas. Faremos uma aplicagao
desse teorema & geometria algébrica, dando alguns exemplos de curvas parametrizadas
em A%(k) que sdo e que ndo sio intersegdes completas. Mais ainda: daremos exemplos
que provam que um resultado anadlogo a este teorema nio é verdadeiro para semigrupos
gerados por mais de trés elementos.

3.1 Relagoes Minimais

Dado um semigrupo numérico S =< ny,...,n; >C IN, congideremos p* : IN! —3 §
o epimorfismo dado por p*(e;) = n;, onde {e;,...,e;} é a base candnica de IN*. Eviden-
temente, p* pode ser estendido a um epimorfismo g* : Z* — § de grupos. Ao niicleo de
7* chamamos o conjunto de relagdes de S determinadas por {n;,...,n:}, isto é, uma tal
relagdo é um elemento z = (21,...,%) € Z* tal que 21n1 +. .. + zn. Quando o conjunto
de geradores de § estd fixado, vamos dizer apenas relagao de S em vez de relacao de S
determinada por {ny,...,n;}.

Ainda nesta situagdo, no capitulo anterior, definimos M,(S) = {wa | A € p}, onde
para A = (v,v), ws = v—v'. Lembrando ainda que dados 4 € IN*xIN?, A= (v,?)) € p
se, e s se, p*(v) = p*(v'), temos imediatamente que M,(S) = ker(p), isto &,
M, (8) = {(z1,..., ) € Z' | Th_) zn; = 0}.

Neste capftulo, estaremos interessados em semigrupos numéricos gerados por trés
elementos; entdo, desde j4, fixamos S =< ni,ng,n3 >, com n; > 0, (N1, n0,m3) =1 €
p* : IN3 — § 0 epimorfismo dado por p*(e;) = ns, onde {ei, e, €3} é a base canénica de
IN? e p={(v,v) € IN* x IN® | p*(v) = p*(v")}. Daqui em diante, a menos que seja dito
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o contrario, estaremos referindo-nos a essa situacao.

Lema 3.1.1 : Sev € M,(S), v = (21,29, 23) # 0, entdo existe um 4, € {1, 2,3}, tal que
1.z, >0 ez <0, para J # 1y, ou

2. z, <0 ez 20. para j # .

Dem. : De v € M,(5), temos que 2171 + 5N, + 2313 = 0. Do fato de v ser ndo nulo,
evidentemente, os inteiros z1, 22, 23 nao tém todos o mesmo sinal e portanto dois deles
tém o mesmo sinal e o terceiro forcosamente é ndo nulo ¢ tem o sinal contrério. O

Defini¢fio 3.1.2 : Dado v € M,(9), dizemos que v é do tipo i, 1 < i< 3 se iy =1,
onde i, € dado pelo Lema 8.1.1.

Definicao 3.1.3 : Dizemos que v = (21, 22,23) € M,(S) ¢ uma relacGo minimal do
tipo i, se v € do tipo 1 e para todo v' = (2}, 24, 24) € M,(S) do tipo 4, temos |2 > |zl.
Uma relacio é dite minimal, se é minimal de algum tipo.

Denotamos o conjunto das relacies minimais de M,(S) por M. A seguir, damos uma
maneira de se obter relagoes minimais. Por exemplo, se queremos rela¢des minimais do
tipo 1, tomemos ¢; € IV tal que cin; seja o menor miltiplo de n; para o qual existam
r2, 73 € IN com €10y = r9na + 73N3, isto é,

1 = min{c e IV l Cny = T9Ng + ran3, ry, 3 € W}

E claro que ¢ existe, pois se tomarmos ¢ = Ny, r2 =Ny e r3 = 0 vemos que o conjunto
acima é nfo- vazio.

Afirmamos que v = (—cy, 79, r3) é uma relagdo minimal do tipo 1. De fato, seja
v’ = (a1, a2, a3) uma relagéo do tipo 1, entdo:

a) ap > 0eay a3 <0, 0u
b) a1 <0eay a3 > 0.

No caso a) temos a1ny = —(aanz + azng), com —ag, —az € IV, assim, ¢; < a;.
No caso b) temos —a,m = agng + azng, onde —ainy > 0e a1 < —ay = ||,
Analogamente, construimos relagées minimais do tipo 2 e do tipo 3.

Proposigdo 3.1.4 : Se v' = (a1, 65,03) € M € uma relagdo minimal do tipo 1, entio
a; = +c;, onde ¢; € da forma descrita acima.
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Dem. : Faremos a demonstracdo para v = (a1, a2, a3} € M uma relagio do tipo 1, assim
temos que |a:| < |c1f. Por outro lado, temos que v = (—c1,72,73) é minimal do tipo 1,
pelo que foi feito acima,entdo |1 < |a1]-

Portanto |a(| = |cy. O

A partir dessa proposicio vemos que M ¢ finito, pois, por exemplo, de
einy = rafig + TN, com 1z, r3 € IN, temos 0 <7z < A e 0 < 13 < &Y. Um ¢; dado
acima é dito minimo para as relagdes do tipo i.

Tlustramos com o exemplo abaixo a constru¢io de relagoes minimais feita acima.

Exemplo 3.1.5 : Considerando o semigrupo S =< 3,4, 5 >, vemos, de maneira simples,
que v; = (—3,1, 1) é uma relagdo minimal do tipo 1; s = (1, —2,1) é uma relagdo minimal
do tipo 2 € v3 = (2,1, —2) é uma relagdo minimal de tipo 3.

Voltando & situagdo inicial, consideremos w1, ve, vz € M, tais que vy = (—e1, 112, 713),
vy = (ro1, —Cy,Ta3), vz = (a1, T3, —Ca), 880 relacdes minimais do tipo 1, 2, 3 respectiva-
mente e portanto r;; > 0, 4, j € {1,2,3}, ¢ # j. Distinguimos dois casos:

Caso It r;; > 0 para todo ¢,  =1,2,3.
Caso II: Existem 4, j € {1,2,3} tais que r;; = 0.

As duas proposicGes a seguir sdo propriedades do caso I, que serdo muito usadas no
desenvolvimento deste capitulo.

Proposicao 3.1.6 : No caso I, temos v1 + vy +v3 = 0.

Dem. : Seja v =v1+v2+vs = (—¢y +Ta1+ 731, 12— Co+ 732, 13 + 723 — ¢3). Suponhamos
que v # 0 e que v seja do tipo 1.

Se a primeira componente de v é menor que zero, isto &, —e; + 793 + 131 < 0, como
¢, € minimal para as relagbes do tipo 1, temos que —¢i + 751 + 731 < —e1, que é uma
contradicao, pois r9; > 0 € ra1 > 0.

Se a primeira componente de v é maior que zero, isto é, —¢; +r13+7r3 > 0, novamente,
como ¢; é minimal para relagoes do tipo 1, temas —cy + 12 +7r31 = ¢1. Mas entdo r9; > 1
ou 73 > ¢1. Se supomos que 791 > c1, €ntdo vy + Vo = (ra1 — ¢1, 719 — €2, 713 + To3), onde
Po1 —¢1 2> 0, P13+ 793 > 0 e 119 — €3 < 0, ¢ uma relacdo minimal do tipo 2. Como ¢y é
minimal para as relagdes do tipo 2, temos 13 — ¢ < —¢2 , 0U 86ja, 9 < 0, que é uma
contradi¢io pois r12 > 0. Analogamente, se supomos 731 > ¢, teremos uma contradigéo
com 131 > 0. Logo v = 0.

A prova é andloga se consideramos v do tipo 2 ou 3. O

A proposic¢do seguinte descreve o conjunto de relagdes minimais para o caso L.
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Proposicdo 3.1.7 : No caso I, M = { v, L vg, L vs}.

Dem. : Seja v} = (—e¢;, 15, 713) como no caso 1, isto é, riy > 0 e r{3 > 0. Aplicando
3.1.6, obtemos v} +v5+v3 = 0. Portanto, v; = —(v2+va) = v1. Analogamente, mostra-se
que vy e vz estdo unicamente determinados. O

Na préxima proposicio, consideremos v = (—e¢1,712,713), v2 = (r21, —Ca,T23),
v3 = (T31,Tag, —€3) € M, com ry; > O para¢,7 =1,2,3, i # J.

Proposigao 3.1.8 - No caso II, temos:
a) (0, —cy,c3) €M, ou

b) *(e1,0,—c3) € M, ou

¢) (—c1,05,0) € M.

Dem. : Seja va = (1o, —Co,723) € M. Assumimos, sem perda de generalidade, que
Ta1 = 0, assim vg = (0, —Ca, T‘zg).

Se 193 = ¢3, entdo a afirmacdo € vélida, isto é, va = (0, —c2, ¢3) € M. Podemos supor
entdo ry3 > €3, pois ¢z é minimal. Consideremos ve +vg = {ra1, 732 — €9, 723 — ¢3). Como
r31 = 0 e ry3 — ¢3 > 0, obtemos que r3; — ¢ < 0 e logo vy + v3 € do tipo 2. Isto implica
que 732 — 3 < —C3, 10go 132 < 0, entretanto rsz > 0, portanto rao =0 e r3; > ¢1.

Se ra1 = c¢1, entdo nossa afirmacio segue novamente, isto é, vy = (1,0, —c3) € M.
Assim, suponhamos que r3 > ¢1, temos entdo que v1 +v3 = (ra1 — €1, 712, 713 — €3) € uma
relacdo do tipo 3, pois r31 —¢1 > 0 e r2 2 0, portanto r13 — ¢z < 0. Pela minimalidade
de €3, segue que r13 — ¢3 < —cs, logo 3 = 0.

Portanto, 1 = (—¢1, 712, 0) e 113 > ¢2. Se rig = ¢2, entéo vy = (—¢1,¢2,0) € M como
querfamos. Se r12 > ¢z teremos vy +v2 +vs = (rs; —c1, 112 — €2, T23 — €3 ) seria uma relacdo
com r3; — ¢ >0, ra —ea > 0 e r93 — ¢3 > 0, que é uma contradicdo. Portanto, r3; = ¢;
e v3 = {€1,0, —¢3), 0 que prova nossa proposicio. Tl

Seja z um nimero real, denotamos por [#] o maior inteiro menor ou igual a z. O
préximo resultado descreve explicitamente o conjunto das rela¢fes minimais no caso II.

Proposicao 3.1.9 : No caso I, o conjunto de relagbes minimais é:

a) M= {£(0, —c3,c3)}U{£ (d(0, —¢2, ¢5) + (€1, 712, 713)), —[32] < d <[22, d € Z},

€3

o
b) M = {£(c1,0, ~cs) }u{F{d(c1, 0, —c3)+(rar, —2,733)) }, —[ 2] £ d <[], d € Z},
ou

c) M= {x{-c1,¢,0}} U{E(d(~e1,5,0) + 31,739, —c3)), -] <d <[], d € Z}.

g
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Dem. : De acordo com 3.1.8, podemos assumir que (0, —cq, ¢3) € M. Sejam
vy = (—e1y 112, 713), U2 = (0, —¢z,¢3) @ N = {£ g, + (dvg + 11}, onde —[72] < d < [G2],
E claro que M 2 N, pois vy € M por 3.1.8 e dvg + vy = (—¢1, 712 — dea, 113 + dca)
é uma relacao minimal do tipo 1, por 3.1.4.
Reciprocamente, consideraremos dois casos: caso a) tomamos uma relacdo minimal

do tipo 2 (ou 3) e o caso b) tomamos uma relagio minimal do tipo 1.

caso a) Seja vy = (rhy, —¢z, 7)) uma relagdo minimal do tipo 2. Se rh; = ¢, entdo
vl — vy = (rhy,0,0), portanto r§, = 0. Em outras palavras, v} = v, e logo vy € N.

Se v, # c3 , entdo vy — vy = (rhy, 0, 1) — ¢3) € uma relagdo do tipo 3, pois ry;, > 0
entdo rh; —cs < 0. Entdo, pela minimalidade de c3, temos rh; —c3 < —e3 e, logo, 43 = 0.
Portanto, v, = (r};, —c2,0).

Apora, v + v) = (rh — €1, 712 — €2,713) € uma relagao do tipo 2, pois rh; —e1 > O e
r3 =0 e, portanto, rig — ¢ £ 0. Se 12 —¢2 = 0, entéo 75, = ¢ e 113 = 0. Logo, v;1 = v}
e entdo vh € N.

Se 112 — ¢ < 0, entdo 73 — s < —¢g, 0 que implica que 2 = 0 e entdo
v = (—c1,0,m3). Agora, vi + v5 — vy = (rh; — ¢1,0,r13 — ¢3) é uma relagdo com
oy —¢ 2 0eriz—c3 > 0. Logo, v1 +vh — w2 = ¢, 113 = €3 e entdo vh = vy — vy,
Em qualquer dos dois casos, temos que v} € . Analogamente, mostra-se que qualquer
relagio minimal v} do tipo 3 é um elemento de N.

caso b) Se v{ = (—e¢1, 7y, 7]3) for qualquer relagio minimal do tipo 1, entdo
vy — vy = (0,79 — 719,715 — T13) = dig, onde d € Z e as condigdes para d sio Gbvias.
Com efeito, supondo 1, — ri2 > 0, teremos 745 — r13 < 0 € portanto v — v é uma relagdo
do tipo 2. Fazendo a divisdo de r{; — 712 por ¢, e a divisdo de — (v, —r13) por 3, obtemos
Tlg — T12 = ¢2C2 + 712, onde 0 < 1o < ¢g € —(rly — 113) = gacs + 13, onde 0 < 13 < c3.
Suponhamos ¢, < g3. Como 13 < cg e ;e = 31, pois (0, —cz, c3) € M, temos

CoaeMy + TaNg = C3Gang + T3N3 < Caganz + Cang == (g3 — g2 — 1)ena < —r3my

mas 1ang > 0 e gs — g2 — 1 > 0 e chegamos a um absurdo. Analogamente, supondo
g3 < go, chegaremos a um absurdo, assim ¢z == ¢3.

Agora, devemos mostrar que rp = 73 = 0. Como (1}, —7r12)ng = (i3 —7r13)"3 € @2 = g3,
segue que ryng = r3ng e entdo (0, —rs, r3) € uma relagio do tipo 2 tal que ry < ¢9, que é
uma contradi¢do, pois ¢g é minimal para as relagOes do tipo 2.

Logo vf = v +dvg € N O
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Observacao 3.1.10 : Para v € Z3, v = (21, 22, 73), nés assumimos v = (maz(2;,0)) e
v~ = vt — v. Obviamente, temos v+, v~ € N5,
Se v € M,{S), entdo (v*,v7) € p. De fato,

3
UEMP(S)@Z%‘;Z?;:U{:;* Znizg_‘ Z niz; = 0 <=

i=1 z; 20 —z>0

Sinizi= Y nz = ptvT) =p(07) &= (v*,v7) € p.

220 —zi=0

Lembrando que estamos supondo S =< n1,ng,n3 > e assim considerando R um anel
comutativo com unidade e v € M,(S), definimos Fy, € R[X;, X3, X3] por F,, = Xt XY

Proposicdo 3.1.11 : Nestas condicdes, temos Ig = ({Fﬂ}uemp(s)). Portanto
R[S] = R[X1, Xa, X3]/({Fo }uem,(9))-

Dem. : Sabemos por 2.2.6 que I = ({Fa}ac,)-

Seja v € M,(S); entdo, pela observagdo anterior, temos (v*,v~) = A € p. Logo,
Fy = X" ~ X7 € ({Fa}aep)-

Reciprocamente, se A = (v,¢') € p, entdo wy = v — v € M,(S). Logo,
Fu, = X9 - X¥3 € ({F, hem,s)-

Agora, Is é o nicleo do epimorfismo I' : R[X;, X,, X3] — R[S].

Logo, temos R[S] = R[ Xy, Xy, X3|/({F, }vem,(s))- 0

Na verdade, gostarfamos de provar que Iy = ({ F, }ycr), mas para isso introduziremos
uma ordem parcial em S da seguinte maneira: dados s1, s; € S, temos 31 > 33 se, e 56 se,
81 — 83 € S . Podemos verificar que essa definicdo nos d4 uma relacdo de ordem parcial
sobre S§

Observagio 3.1.12 : Com a ordenagdo acima, temos a seguinte regra: se {$;}i=1,2,.. € S
tal que s;41 < s; paratodo i =1,2,..., entdo existe 4y tal que para todo ¢ > 4p, 5541 = 5;.
De fato, como 8,41 < 53, Ve = 1,2, ..., entdo 8; — ;41 € S. Usando a ordenagio usual dos
numeros naturais, temos que s; — 5,41 = 0, logo s; > s;1,. Assim, femos uma seqiiéncia
decrescente de numeros naturais. Portanto, existe iy tal que para i > ig, 5; = 841

Para F, G no anel S-graduado R[X3, X, X3|, deg(F) < deg(G) significa que deg(F)
é menor que deg{), no que se refere & ordenagéo em S.

Queremos mostrar que as relagdes {(vT,v™) | v € M} geram p; devemos entdo provar,
de acordo com 2.2.7, que ({F, }vem) = ({F, }oem,(s)) € essa igualdade é uma conseqiiéncia
da préxima proposigio.
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Proposigio 3.1.13 : Seja v € M,(S). Entdo F, pode ser escrito como F, = F' + QF,,
onde F' € ({Fy}vem), w € M,(S), Q € R[X1, X5, X3 e deg(F,,) < deg(F,).

Dem. : Caso I: M = {+£v;, £vy, +v3}, por 3.1.7.
Seja v € M,(S),v ¢ M. Podemos assumir, sem perda de generalidade que,

v = (—a1,09,a3), a1 > €1, 62,03 > 0. Obtemos
- man(agz, 2 min(az,ra
F, - X{ “ By, =X, (a2 ]X3 ( )FW7

onde w € M,(S).

Como deg(Fy,) = deg(F,)—deg( X Tmoana) xmin(asris)y o (4, 64) # (0,0), temos que
deg(Ximeama) ymin(esnaly o o Togo, deg(F,) < deg(Fy). Isso prova nossa afirmagéo
para o caso I; tomemos F! = X8O F, e = Xyn(aare) ymin(as;a)

Caso II: Vamos fazer nossa demonstragio para o caso M = {F vy, & (dvy + v1)},
onde v; = {(—c¢1, 712, 113), v2 = (0, —co, c3) € —[L,}f] <d <[22

1) Seja v = (—a1, ag, ¢3) uma relacdo do tipo 1. Logo, a1 > ¢1 e ag, a3 > 0. Podemos
assuTnir que a; > ¢, pois se a; = ¢y, entao, v € M e, logo, F, € {F,,v € M}. Como no
caso I, obtemos F, — X{"7F, = Xg“"(a“‘f”)X;nm(aa’m)Fw, com w € M,{S). Seas >0
e ay > 0, entdo deg(Fy) < deg(F,) e estd provado.

Suponhamos que ay = 0. Se r3 > 0, entdo novamente deg(F,) < deg(F,), pois
asz > 0. Se ri3 =0, entdo 112 > ¢z e ¥] = v1 + vy = (—¢1,712 — €2,¢3) é minimal do tipo
1, cuja terceira componente é major que zero. Portanto F, — X'~ F = xpmnlane g
com w' € M,(S) e deg(F,) < deg(F,), pois min{as,cz) > 0. A prova é andloga se
colocarmos az — 0.

2} Seja v = (a1, —as, a3) uma relacdo do tipo 2. Podemos assumir que ay > c3, pois se
as = cg, teremos que F, € {F, | v € M}. Se ag =0, entdo v é também uma relagdo do
tipo 1 e isso j& foi tratado no caso I. )

Se a3 > 0, entio F, — X# @F, = XMMes)p o ocom w € M,(S) e
deg(Fy) < deg(F,), pois min(ag,c3) > 0. O caso em que v € M,(S) é uma relacio do
tipo 3 é andlogo a este caso. O

Como um coroldrio de 3.1.13, obtemos:
Teorema 3.1.14 : As relagdes {{vt,v™) | v € M} geram p.

Dem. : Chamemos I's = ({F, }verm,(s)) € J = ({Fy}vem). Vamos mostrar que Ig = J e

assim, pela proposicdo 2.2.7, temos que p € gerado pelas relagbes {{(v¥,v™) | v € M}.
Como M C M,(S), temos que J C Is. Reciprocamente, seja F, € Ig

e suponhamos que F, € J; pela proposicdo 3.1.13, temos que F, pode
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ser escrito como F, = Fi + Q1 F,,, onde F] € J, @, € R[X;, X, X3], w1 € M,(S)
e deg(Fy,) < deg(F,). Aplicando 3.1.13 em F,, obtemos F,, = F; + QyF,,, onde
FL €J, Qi € R[X1, X0, Xs], wy € M,(S) e deg(Fy,) < deg(Fy,). E teremos

F, = F! + Q. F, 4+ Q:Q4F,,, onde F,, ¢ J, pois F, ¢ J. Aplicando a proposigao 3.1.13
sucessivamente teremos

F,=F +QyF) + QyFs+-- -+ QiFu

onde F,, ¢ J e assim obtemos uma seqiiéncia em S, {deg(F,,)}i=12,. tal que
deg(Fu,,) < deg{Fy,), para todo ¢+ = 1,2,.... Mas isso é uma contradi¢do, pela

observagio 3.1.12. Portanto F, € J. Logo Is = ({F3 }vem)-
O

3.2 Semigrupos Simétricos e Interse¢coes Completas

Nesta segao, usaremos a teoria de relagdes minimais, feita na secdo anterior, para
demonstrarmos quando um semigrupo simétrico S =< ny,ng,n3 > € uma intersecio
completa e conseqiientemente quando a curva parametrizada por S é também intersegdo
completa.

Na situacao assumida neste capitulo, temos:

Lema 3.2.1 : Sejam M = {Z(0, —ca, c3), £(d(0, — ¢y, ¢3) -+ (—c1, 712, 713))}, com d € Z
e —[E]<£d< 2], v, ={0,—2,03) ¢

T3 13 ——
vy = (e, i+ [a]cza T3 — ['&3—]03) = (—¢€1, 712, T13)-

Entéo, para qualquer ve M, temos v==2vy ou v==2{dv+u), com
@ =0,1,...,[1] + [m2].

Dem. : Seja v € M. Se v = L1, nio temos nada a fazer.
Suponhamos v = =& (dvz + (—c¢1,712,713)) . Temos

713 713
v =dvy -+ (_‘clu ""12:"”13) - (—e, 12+ [c_] Ca,T13 — [C—']Cs) + W
3 3

= s+ O[22 0



Chamemos d' = d -+ [Z4], entdo v = £ (d'vy +v1), onde d' = 0,1,..., [23] + [T22], pois

c3

] < d< () :

Daremos agora uma caracterizagdo de semigrupos que sao intersegdes com-
pletas para os casos I e II. Aqui consideraremos, como sempre, v; = (—ci, T12, 13),

ve = (r91, —C2,T23), vz = (731,732, —C3), Tij 2 0, 4 # J.
Teorema 3.2.2 : No caso I : § ndo € umg interse¢io completa.
No caso I1: S ¢ uma tntersegdo completa.

Dem. : Caso I: Seja M = {& v, £ v, L v3}. Sabemos que Is = (F,,, F,,, F,,), onde
F, = X2X5e — X&), F,, = XIX[® — Xg, F,, = X[ X5 — X, onde r;; > 0 para
i7=1,2,3.

Suponhamos que temos uma equagdo

QlFm = Q‘ZF‘UZ + QSFv3a Qé c R[Xl; X21X3]s 1= 1:233'

Dela obtemos: —Q1 X{' = QX7 X3 + @3X53, onde @; = Q; mod X,, com
Qi € R[X1, X3] para i = 1,2,3.

Afirmagdo 1: Temos que @1 € (X1, Xa, X3).

dem.: De fato, como ro3 > 0, temos Q1 (—X ') = X3(Q2 X2 X521 — Q3 X557, Deve-
mos mostrar que Xs divide Q1. Mas Q) = XaG+ @', G € R[X1, Xo, Xa] e

@, € R[Xi], assim Q1(X1,0) = @} e da igualdade acima @} = 0 ¢ @1 = X3G. Por
outro lado, @1 = Q1 mod X, isto &, Q1 = Q1 — X,T, com T € R[X1, X3, X3]. Logo,
@1 = XoT + X3G e, portanto, Q1 € (X1, X3, X;3).

Assim, se tomarmos P um ideal primo em R{X., X3, X3 contendo (X1, X3, X3), tere-

mos que &1 ndo é uma unidade no anel local R[Xi, Xy, X3]p. Analogamente, comecando
com as equagdes do tipo ek, = Q1 By, + Qs Fy, € Q3F,, = @1Fy + Q2F,,, chegaremos
& conclusao de que @ ¢ Q3 ndo sdo unidades no anei local R[X1, Xy, Xslp.

Afirmagdo 2: Dadop um ideal primo de R[ X7, X3, X3] contendo (X, X2, X3), temos
que p(IsR[X1, Xa, X3]p) = 3.

dem.: De fato, chamemos k{p) = R[X1, Xy, Xs]p/PRIX,, XoX5)p ¢ suponhamos
que F,, F,,, F,, € IsR[X;, Xy, X3|pIsR[X,, X5, X3}, sejam k(p)-linearmente inde-

pendentes.
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Assim, podemos supor que existem s, Q3 € R[X1, Xp, X3 tais que
Fy, — Q2Fy, — QsFy, € pIsR[X1, X5, Xalp, isto &, existe T € R[X1, Xy, Xa] \p, com

TF,, —TQ:F,, — TQsF,, €pls, ou seja,
TF’U1 + TQ2EJ?_ + TQ3-F‘;13 e Q;EJ] + QEFUQ + Q;F‘Ua

com @, @, Q) € p, mas entdo temos, (T — Q)F,, = Q"2F, + Q"3F,, e assim
teremos, pela afirmacdo 1, que T — @} € (X1, XoX3), com QL €p e T ¢€p, o
que é absurdo pois (X1, X9 X3) Cp. Assim, pelo lema de Nakayama, temos que
p(IsR[X1, Xa, X3]p) =3 < p(ls) < 3.

Agora podemos concluir que S nao ¢é intersecio completa nesse caso, pois
posto p = p(Is) = 3 > 2 = postoS — dimS.

Caso II: Podemos supor que M = {£ (0, —¢y, ¢3), +(d(0, —¢o, c3)+{—c1, 719, 713)) }»
comd € Z e (2] < d < [22],

Sejam vg = (0, —¢2, €3) e ¥1 = (—c1, T2+ [’"—c‘f]@,rlg — [%3]63) = (—¢1, 713, T13), €ntdo,
para qualquer v € M, temos v = £y ou v = £ (d'vz+u), comd =0,1,..., [H8]+[2],
pelo lema 3.2.1.

Afirmamos que Is = (F,,, F;,). Com efeito, se v € M, v = dvy + v, d > 0, entdo
v=(—c|, T3 — C,T13 + dcs) e F, = XJr @ x7atdes _ xo ¢ [,

Sabemos que existe um polinémio @ € R{X,, Xy, X3, tal que Fy,, = QF,,, entéo

X;mwdch;mQFm + Fm = X;‘m—dchgmpdcg + F,,

= X[ XTR(Xdos - X4) + X[PXTT — X

__ ¥Tiz—des yTz+de T2 v iz 1z vFa ¢

— X212 2X313 & X212XS13 -+ Xgmxsm — X11
— X;ﬁ:‘—dcx X;‘W-I-dcs _ Xlﬁ = F,

Isso prova a afirmacdo. Assim, u(lg) = postop = 2 = postoS — dimS. Portanto, S é
uma intersegao completa. ]

Corolario 3.2.3 : Em qualquer dos dois casos, postop < 3.

Dem. : Da demonstracdo do teorema anterior, temos, no caso I, postop = 3 e, no caso
I1, postop = 2 < 3. ([

0 teorema a seguir nos d4 uma equivaléncia entre semigrupos simétricos e semigrupos
que sdo intersecdes completas, além de nos fornecer uma cota inferior para o ndmero
minimo de geradores de S*, lembrando que S* = {degFs | A € p}. Mas antes de
apresentarmos tal teorema, necessitamos introduzir um novo nlimero importante.
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Seja s(v) = p*(v*)(= p*(v7)) para todo v € M,(S) e definamos
o == min{s(v,) + s(ve) | v1, vo € M,(5), v, vy linearmente independentes}
V== — Ny — N3
Teorema 3.2.4 : As seguintes condigbes sdo equivalentes:

a) S € uma intersegdo completa.

b) S* € gerado por 2 elementos.

c) Y¢S
d) S € simétrico.

Dem. : (a=b) Se S é uma intersecdo completa, entao por 2.4.5 temos que Vs é uma
intersecio completa, logo u(S*) < postoS — dimS = 2, por 2.4.7. Portanto, 5* € gerado
por 2 elementos.

{b = a) Suponhamos que S néo seja uma intersegio completa; entdo, por 3.2.2, temos
que M = {t vy, vy, £ v3}, com vy, vg, v3 como no caso L.

S* & certamente gerado por {s{v), s{w), s(vs)}, pois S* é gerado por
{degF,, | i = 1,2,3}, de acordo com a observagao 2.4.6. Suponhamos que
s{vg)—s(v) € S, entdo existem a1, ag, a3 € IN tals que cane—cymu = a1y +asna+asns,
logo {—c1 — a1)ng + {(ca —aa)nz —agng = 0. Como —a3 < 0e —c; —a; <0, temos
ca —ag > 0. Isso implica que ¢y —as > €3 e, entdo, ay = 0. Assim, nds obtemos
a relagdo v = (—cy — a1, 63, —a3), que é minimal do tipo 2, portanto v = —vy. Logo
91 = @1 + ¢ > ¢, entretanto 791 = ¢; — r31 < €1, pois ryp > 0, que € uma con-
tradigio. Portanto s(vz) — s(vn) € 5. Analogamente, mostra-se que s{v;) — s(v;) € S,
para i,j = 1,2, 3, ¢ # j. Logo, pelo coroldrio 2.1.15, temos que u(S*) = 3, absurdo.

(a = c)(a = d) Podemos supor que temos as relagbes minimais v, = (—c¢1, 712, T13) €
vy = (0, —¢a, c3), pois S & intersegdo completa.

Afirmacdo 1: Temos que [ng, n3] € < na > e [{n3, n2),n1] €< n3, 13 >.
dem.: Lembremo-nos de que (n1, ng, n3) = 1. Como v € minimal do tipo 2, temos que
c2 € 0 menor natural tal que cons = c3ng e entdo [ng, n3) = eyng = cznz €< nz >. Como
v € M, temos que ¢;ny é 0 menor mutiplo de m; tal que cyny = 71909 + rians. Agora se

d = (nz,n3), entdo d = nak + nak', com k, k' € ZZ. Logo

[(ng, n3), M) = ding = bkny + bk'ng = rigng + r1ang €< ng, Nz > .
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Portanto, de acordo com a afirmacéo 1, a proposigdo 2.3.4 se aplica ao semigrupo
S =< 1, Nig, N3 >

Como v = ¢y + €11 — 11 — ng — g = [, ig] + [(13, 12), My ] — 11 — Mg — g, segue
que v & S, pela proposigao 2.3.4, ¢ que S é simétrico.

(c = a) Suponhamos que S ndo é intersegdo completa. Sem perda de generalidade,
assumimos que 3(v1) < s{vy) < 8(v3), v; como no caso I, para ¢ = 1, 2, 3. Entéo,
v = 8(v1) 4+ s(vg) —my — Mg — Ny =c1ny F ey — My — Ng — Mg
= Ti9Ng + T3N3 + T + Taahg — Ny — g — Ng
= (?’21 — 1)‘?’1.1 =+ (Tlg - 1)’(12 + (03 — 1)7?;3

A 1ltima igualdade segue de v; + 14 + 15 = 0. Como 791 > 0, 15 > 0 e ¢3 > 0, temos que
v € 8, 0 que é uma contradi¢do.

(@ = a) Suponhamos que S nio seja interse¢do completa. Sejam
T =M Ny — Ny — Mg — Ng — T127y €

g = €17 + CaNg — N — Ng — Ng — T2171.

Afirmacdo 1. 4; ¢ S, parat =1,2.

dem.: Suponhamos que v € 5. [Entdo existem a,09,83 € IN tais que
N = ey + aang + asng. Agora

Yy = ey + oy — M — Mg — Mg — Tiang = (€ — 1) + (raa — 1)ng — ns,

por 3.1.6.
Podemos assumir que 0 <az <cg € segue que

(C‘[ -1 al)nl -+ (1"32 —-1- ag)’ﬂg - (—1 — (1.3)72,3 ={.

Supounhamos que ¢, — 1 —01 < 0, entao ra2— 1—ay > 0 e isto implica que r3a—1—az > Co.
Como Ty5+733 = €3, por 3.1.6 temos que —1—ag > 712 > 0, logo a2 < 0, uma contradigao.

Suponhamos que 733 — 1 — a2 < 0, entdo c; —1—ay > 0 e portanto ey —1 —a1 2 €1,
logo a; < 0, uma contradigao.

Temos portanto que ¢; —1 —a; > 0e rg — 1—ag > 0, logo —1 — a3z < —c3. Como
0 < a3 < ¢y temos que —1 — a3 = —¢C3, entdo vy = (¢ — 1 — a1, 732 — 1 — az, —1 — c3) €
logo 13 — 1 — ag = 33 € entdo ag = —1, o que é uma contradicao. Portanto, 1 ¢ 5. Da
mesma forma mostra-se que v9 € S.
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Afirmacdo 2: v;+s € 8, paratodos€ S, s#0,¢=1,2.

dem.: Mostraremos para 7 € analogamente mostra-se para <, Basta mostrar que
v +mn; €8, parai=1,2,3.

M4 N =cim +eang — Ny — g — nig — Mgt = (¢1 — 1)ng + {ris — 1)ng

Y1+ Mo = €1 + €Nt — N1 — N — Tig — T1272 = (?‘12 - 1)‘":1 + (Ca - 1)n3

Vi M3 = €11 + Coflg — T4 — Tig — Tig — T1aMp = (Cl - 1)’!’11 + (?"32 - 1)”2;

onde os coeficientes do lado direito das igualdades sdo positivos. Loge, 11 +n; € S
para ¢ = 1,2, 3. Isso prova a afirmacdo 2.

Agora, suponhamos que S é simétrico e m € 0 maior inteiro nao pertencente a
S. Temos m — ; € S, pois, pela afirmagao 1, v; € S ¢ entdo da afirmacio 2, segue
que v + (m —y;) =m € 5. Portanto, temos que m — ; = 0. Logo i = 72 € assim
Te1M1 = T12Ma, que é uma contradicdo pois 0 < ¢3 < 9. Portanto, S é uma intersegdo
completa., 0

Como uma conseqiiéneia do teorema anterior, temos uma férmula para calcular o
maior inteiro nao pertencente a S, que é o m da definicdo de semigrupo simétrico.

Coroldrio 3.2.5 : Se 5§ é um semigrupo siméirico de inteiros gerado por 3 elementos
{n1,n2,ns}, com (n1,n2,n3) = 1, entdo v € o maior inteiro ndo pertencente ¢ S.

Dem. : Segue direto da demonstragido do teorema anterior. O
O préximo resultado é uma aplicagio de 3.2.4 & geometria algébrica.

Coroldrio 3.2.6 A curva Vg = {(t™,t™,1™) | t € k}, onde k € um corpo algebricamente
fechado, é uma intersecdo completa se, e somente se, S =< ny, N2, N3 > for simétrico.

Dem. : Vg = {(t™,{",t") | t € k} é uma intersecio completa se, e somente se,

5 =< ny,ng,n3 > & uma intersecio completa, por 2.4.5. E § é intersegao completa se, e
84 se, S for simétrico, por 3.2.4. 0

Daremos agora alguns exemplos de curvas parametrizadas em A3(k) que sio ou ndo
intersecdes completas. E com eles justificamos os exemplos dados no final do eapitulo 1.
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Exemplo 3.2.7 :
1. Considerando S =< 4,10,13 >, temos que

4,100=20€<4> e [(4,10),13]=26=16+10€< 4,10 > .

Assim, pela proposigao 2.3.4, temos que & é simétrico e portanto, pelo teorema
3.2.4, segue que S & uma intersecdo completa. Pelo corolirio 3.2.6, temos que

Vs = {(t"¢'°,¢%) | t € k}

é uma intersecao completa.

Na verdade, todo semigrupo da familia de semigrupos
{Sn=<4,10,2m+1 >, com m > 3}

é simétrico, pois [(4,10),2m+ 1] = 4m + 2 = 4(m — 2) + 10 €< 4,10 >. Asgsim
toda curva
Vi = {(t*, 820,21, ¢ € &}

m > 3 € intersecdo completa.

2. Agora, consideremos § =< 3,4,5 >, § nao é intersegio completa, como j4 foi visto
no exemplo 2.4.9. Qutra forma de justificar isso é a seguinte: pelo exemplo 3.1.5,
temos que v; = (—3,1,1), va = (1,—2,1), v3 = (2,1, —2) sdo relagbes minimais de
tipo 1, 2, 3 respectivamente; entdo estamos no caso I e, pela proposicao 3.1.7, temos

que
M ={£(-3,1,1),£(1,-2,1), =(2,1, -2)}.

Portanto, S ndo é intersegao completa , por 3.2.2, logo, S nao é simétrico, por 3.2.4.
Assim, pelo coroldrio 3.2.6, temos que a curva

vV ={( %) | tek}
nao é uma infersecao completa.

3. Considerando ainda § =< 3,4,5 >, podemos mostrar um exemplo para a ob-
servacdo 1.7.3 item 2, isto €, um ideal que é "set-theoretic” intersecio completa,
mag néo é intersecdo completa.

De acordo com o teorema 3.1.14, temos que Ig = (Fy, Fy, F3), onde

Fi=XX3- X}, =X X5~ X2 e F3 = X2X; - X2

Agora, temos que X; = XX, mod(F}), assim

F2=X2X2 - 2X3X0X5 + X? = XHX2 - 2X, X2 X5 + XF) mod(F) e
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F?2=X2X2 - 2X1X2Xs + X3 = Xo(X] — 2X1 X2 X3 + X3) mod(F3).

Chamando P = Xj — 2X1XoX3 + X3, temos que F2 = X2P + H\F; e
F2 = X,P + HyFs, onde Hy, Hy € k[ X1, X3, X3, logo F? F? € (P, F3). Por outro
lado, temos que P € Ig, pois X?P € Is e Ig é primo, logo (P, F3) C Is.

Sabemos ainda que Fy, Fy € /(P, F3) C Is. Portanto +/(P, F3) = Is. Logo Is é
"set-theoretic” uma intersecio completa, mas nio € intersecdo completa, pois pelo
item anterior V nio é uma intersecio completa.

Na verdade, este resultado é vilido para qualquer semigrupo gerado por trés
elementos que néo é intersecdo completa. A generalizagio pode ser encontrada em

[5)-

Observacao 3.2.8 : Observamos que o teorema 3.2.4 nio é vdlido para semigrupos
gerados por mais de trés elementos. De fato.

1. O semigrupo § =< 5,6,7,8 > é simétrico, veja 2.3.6 , mas ndo ¢ uma intersecdo
completa, pois S* = (12,13,14,15,16). Logo u(S*) = 5, pelo corolario 2.1.15. Por
2.4.7 temos p{Is) > 5. Portanto, de acordo com 2.4.3, postop > 5 > postoS —
dim8 = 3.

2. Consideremos o semigrupo S =< 6,8,9,10 >, como veremos, u{5*) = 3 ¢ no en-
tanto S ndo é intersegao completa, isto €, o andlogo, neste caso, a afirmacdo b) do
teorema 3.2.4 nao é equivalente a ser intersecdo completa.

Afirmagdo 1: Temos que u(5*) =3 e u(ls) > 3.

dem.: Observe que S* é gerado por §* = (16,18,20); na verdade, temos que
S* = {16,18,20,22,24,25,...}. Vemos que n > 24 € 5*, da seguinte maneira:
dividindo n por 16, teremos n = 16k +7, com &k > 1 e 0 < r < 15, para
r € {6,8,9,10,12,14,15}, temos que n € S*, pois esses niimeros estdo em S, r = 13,
temos n = 16k — 1+20+9 e entdo n € S*. Parar = 11, temos n = 16{k—1)+18+9
e novamente temos n € §*; procedendo de modo andlogo para 0 < r < 7, temos
que n € S*. Agora, usando o corolrio 2.1.15, temos que u(S*) = 3 e, portanto,
pela proposigao 2.4.7, temos que u(ls) > 3.

Afirmagéao 2: Temos que u(lg) > 4.

dem.: De fato, considerando as seguintes menores relagdes: (v;,w;) € p para
1=1,2,3,4 tais que
F]_ - X-i” - X3X4,
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Fy= X2~ X1 Xa,

Fy = X? - X, Xy,

Fy = X? - X2X,.
Devemos mostrar que F; € {Ig);m/m{Ig)m s@o linearmente independentes, onde
m = (Xl: Xg, Xg, X4) é ideal maximal de k[Xl,Xz,Xg,Xﬂ.
Suponhamos a; F1 + aaFy -+ a3F3 + agFy = 0, com a, a3, a3, a4 € k, temos que isso
ocorre se, e somente se a1 F1 + aeFo + a3 F3 + ayFa € m(Is)y, isto é,

t
(11(Xf—X3X4)+(12(X22—X1X4)+G3(X§-—X2X4)+G;4(X42—X:12X4) = ng(Xﬂi——Xwi)

com m; € m e p*(v;) = p*(w;). A tnica possibilidade para que aparega a1 X} do
lado direito da igualdade é que se tenha X% = X? — X2 X! ¢ que m; tenha uma
parcela X, mas isso ndo é possivel, pois v, € a menor relagdo tal que X, aparece
sozinho elevado a alguma poténcia, pois 6,12 &< 8,9,10 >, portanto ¢, = 0.
Analogamente, mostra-se que a; = 0 para ¢ = 2,3, 4. Portanto p(ls),, > 4.

Como p{ls) > u({Is)m) = 4, segue que postop = p(lg) > 4, por 2.4.3. Logo, S ndo
é interse¢do completa, pois postoS — dimS = 3.
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