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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma nova familia de algoritmos para resolver problemas
de programacao linear. A vantagem desta familia de algoritmos é a sua simplicidade, a
possibilidade de explorar a esparsidade dos dados do problema original e geralmente possuir
raio de convergéncia inicial rapido. Esta familia de algoritmos surgiu da generalizacao da
idéia apresentada por Joao Gongalves, Robert Storer e Jacek Gondzio, para desenvolver
o algoritmo de ajustamento pelo par 6timo. Este algoritmo foi desenvolvido por sua vez
tendo como base o algoritmo de Von Neumann. O algoritmo de Von Neumann possui
propriedades interessantes, como simplicidade e convergéncia inicial rapida, porém, ele nao
é muito pratico para resolver problemas lineares, visto que sua convergéncia é muito lenta.
Do ponto de vista computacional, nossa proposta nao é utilizar a familia de algoritmos para
resolver os problemas de programacao linear até encontrar uma solugao e sim explorar a
sua simplicidade e seu raio de convergéncia inicial geralmente rapido e usa-la em conjunto
com um método primal-dual de pontos interiores infactivel, para melhorar a eficiéncia deste.
Experimentos numéricos revelam que ao usar esta familia de algoritmos em conjunto com
um método primal-dual de pontos interiores infactivel melhoramos o seu desempenho na

solucao de algumas classes de problemas de programacao linear de grande porte.
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ABSTRACT

In this work, we present a new family of algorithms to solve linear programming pro-
blems. The advantage of this family of algorithms relies in its simplicity, the possibility of
exploiting the sparsity of the original problem data and usually to have fast initial ratio of
convergence. This family of algorithms arose from the generalization of the idea presented
by Joao Gongalves, Robert Storer and Jacek Gondzio to develop the optimal pair adjust-
ment algorithm. This algorithm was developed in its own turn based on the Von Neumann’s
algorithm. It has interesting properties, such as simplicity and fast initial convergence, but
it is not very practical for solving linear problems, since its convergence is very slow. From
the computational point of view, our suggestion is not to use the family of algorithms to
solve problems of linear programming until optimality, but to exploit its simplicity and its
fast initial ratio of convergence and use it together with a infeasible primal-dual interior
point method to improve its efficiency. Numerical experiments show that using this family
of algorithms with an infeasible primal-dual interior point method improves its performance

in the solution of some classes of large-scale linear programming problems.
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Introducao

Um problema de programacao linear consiste em minimizar ou maximizar uma fungao
linear, sujeito a restrigoes lineares de igualdade e/ou desigualdade. Este problema teve sua
formulagao nos anos de 1930 a 1940 [9]. Na metade da década de 1940 Dantzing apresentou
o método simplex para programacao linear. O método simplex tornou-se uma ferramenta
fundamental em programagao linear durante muitos anos. No entanto, este método possui
convergencia exponencial no nimero de variaveis, para problemas especialmente construidos
[25].

Em 1979, Khachian [24] apresentou um método para programagao linear com complexi-
dade polinomial no pior caso, o método dos elipsdides. Este método nao mostrou-se pratico
para resolver problemas de programagao linear. Em 1984, Karmarkar [23] apresentou um
outro algoritmo alternativo para programacao linear, também com complexidade polinomial.
A publicacao deste algoritmo iniciou uma nova linha de pesquisa conhecida como métodos
de pontos interiores, e uma década depois os métodos primais-duais se firmaram como os

métodos mais importantes e 1teis dentre os métodos de pontos interiores [47].

Neste trabalho apresentamos uma nova familia de algoritmos para resolver problemas
de programacao linear. A vantagem desta familia de algoritmos é a sua simplicidade, a
possibilidade de explorar a esparsidade dos dados do problema original e geralmente possuir
raio de convergéncia inicial rdpido. Esta familia de algoritmos surgiu da generalizagao da
idéia apresentada por Joao Gongalves, Robert Storer e Jacek Gondzio, para desenvolver o
algoritmo de ajustamento pelo par 6timo [18]. Este algoritmo, por sua vez, foi desenvolvido

tendo como base o algoritmo de Von Neumann [10, 11, 14]. O algoritmo de Von Neumann



possui propriedades interessantes como simplicidade, isto é, cada iteracao sua é dominada por
multiplicagao matriz vetor, a possibilidade de explorar a esparsidade dos dados do problema
original e geralmente possuir raio de convergéncia inicial rapida, porém, ele nao é muito

pratico para resolver problemas lineares, visto que sua convergéencia é muito lenta.

Do ponto de vista computacional, nossa proposta nao é utilizar a familia de algoritmos
para resolver os problemas de programacao linear até encontrar uma solucao e sim explorar
a sua simplicidade e seu raio de convergéncia inicial que é geralmente rapido e usa-la em

conjunto com um método de pontos interiores primal-dual infactivel.

Vamos utilizar a familia de algoritmos de duas formas. Na primeira, ela serd usada em
conjunto com o método de pontos interiores infactivel dado em [45]. Em cada iteragao desse
método é necessario a resolucao de um sistema de equacoes lineares no calculo da direcao
de Newton, utilizando uma abordagem iterativa pelo método dos gradientes conjugados
precondicionado inicialmente pelo precondicionador fatoracao controlada de Cholesky [6]
e posteriormente pelo precondicionador separador [37]. No entanto, esta abordagem de
precondicionamento hibrida nem sempre é robusta e falha em algumas classes de problemas
de programacao linear. Isso ocorre devido a existéncia de uma faixa critica na mudanca dos
precondicionadores, no sentido que, se mudarmos de etapa antes desta faixa ou no inicio
dela, o precondicionador separador ainda nao estda preparado para assumir o processo e
assim o método perde desempenho ou nao converge. Utilizaremos a familia de algoritmo
simples nesta faixa critica fazendo algumas iteragoes e devolvendo um ponto melhor para o
método de pontos interiores. Com isso prolongamos a vida 1itil do precondicionador fatoragao
controlada de Cholesky ou melhoramos o desempenho do precondionador separador obtendo
uma implementacao robusta. Na segunda, como o ponto inicial para método de pontos
interiores influencia muito em seu desempenho, vamos utilizar a familia de algoritmos para

melhorar o ponto inicial do método de pontos interiores dado em [8].

Este trabalho é constituido por mais cinco capitulos. No Capitulo 1 definimos o problema
de programacao linear e fazemos uma breve descricao de métodos de pontos interiores. O
método primal-dual é apresentado assim como o método preditor-corretor, adicionalmente, é
apresentada também uma breve descricao do problema de programacao quadratica convexo.
No Capitulo 2 sao apresentados os precondicionadores separador e fatoragao controlada
de Cholesky. No Capitulo 3 encontra-se definido o problema de restrigoes lineares, uma
vez que, os algoritmos apresentados neste capitulo resolvem os problemas neste formato.

Como transformar qualquer problema de programagao num problema de restrigoes lineares,



a apresentacao do algoritmo de Von Neumann, do algoritmo de reducao por pesos e do
algoritmo de ajustamento pelo par 6timo. No Capitulo 4 apresentamos uma nova familia
de algoritmos para programacao linear e propriedades de convergéncia do novo método. Os
experimentos numéricos obtidos em conjunto com um método de pontos interiores infactivel
sao apresentados no Capitulo 5. Finalmente as conclusoes e trabalhos futuros encontram-se

no Capitulo 6.



CAPITULO 1

Métodos de Pontos Interiores

Os métodos de pontos interiores surgiram nas décadas de 1950 e 1960. Mais precisa-
mente, em 1955 Frisch [16] propds o primeiro método de pontos interiores no contexto de
programacao nao linear. Este método foi estudado por Fiacco e McCormick [15]. Em 1967,
Dikin [12] publicou um trabalho que foi a base de muitos outros na area de programagao
linear. No entanto, somente em 1984 estes métodos tornaram-se um campo de pesquisa
atrativo, com a publicagdo do trabalho de Karmarkar [23] que apresentou um método po-
linomial para resolver problemas de programacao linear. Estes métodos, como o préprio
nome sugere, buscam uma solugao 6tima do problema de programacao linear percorrendo o
interior de uma regiao.

Os métodos de pontos interiores podem ser classificados como: primal, dual e primal-dual
dependendo do espaco em que estao sendo realizadas as iteracoes. Alternativamente, eles
podem ser classificados em trés categorias: métodos afim escala [12], métodos de redugao
de potencial [2] e métodos de trajetéria central [20, 21]. A classe de métodos de pontos
interiores que possui as melhores propriedades praticas e tedricas sao os chamados métodos
primais-duais pertencentes a categoria trajetoria central. Por isso, em nosso trabalho nos
restringiremos ao estudo de um método primal-dual infactivel pertencente a esta classe.

Uma anélise detalhada da teoria que fundamenta este capitulo pode ser encontrada nos
livros Vanderbei [44] e Wright [47].

Neste capitulo, definiremos o problema de programacao linear, apresentaremos uma breve

4



CAP.1 ¢« METODOS DE PONTOS INTERIORES

descricao do método primal-dual. Descreveremos também o método preditor-corretor, uma

variante do método primal-dual.

1.1 Problemas de Programacao Linear

Consideremos o seguinte problema de programacao linear na forma padrao:

minimizar 'z

s.a Az =0, (1.1)

onde A € R™™ ¢, € R", e b € R™. O problema (1.1) é chamado primal, associado a este

problema tem-se o problema dual, que é dado por

maximizar bly
s.a Aly+ 2 =c, (1.2)
z 0,

onde y € R" ¢ z € R".
Os problemas (1.1) e (1.2) juntos s@o chamados de par primal-dual. As condigoes de
otimalidade de primeira ordem (Karush-Kuhn-Tucker) dos problemas (1.1) e (1.2) sdo dadas

por:

Az —b=0,

Al —c=0
y+z—c , (13)

XZe=0,

(x,z) > 0.

onde X = diag(x), Z = diag(z) e e € R™ é o vetor com todas as coordenadas iguais a um.
Uma solugao deste problema pode ser obtida resolvendo o sistema de equagoes nao linea-
res (1.3). Se (z,y, z) for uma solugao do problema (1.3), entao = e (y, z) sdo solugoes Gtimas
de (1.1) e (1.2), respectivamente. Um ponto (x,y, z) ¢ dito ser factivel se ele satisfaz o con-
junto de restrigdes dos problemas primal e dual e, o ponto é dito ser interior se (x,z) > 0. O
gap de um problema de programacao linear é definido como a diferenca entre os valores das
fungdes objetivo do problema primal e dual, ou seja, v = o — bly [47]. E possivel mostrar

que para um ponto primal e dual factivel, o gap é dado por v = z'z.



SECAO 1.2 ¢« METODOS PRIMAL-DUAL 6

Os problemas de programacao linear quando sao formulados na pratica, geralmente nao
se encontram na forma (1.1). Em geral, apresentam varidveis que podem ser nao negativas,
livres ou limitadas e restricoes na forma de equacoes ou inequacgoes. Todos estes problemas

podem ser reduzidos ao formato (1.1) acrescentando varidveis e/ou restrigoes.

1.2 Métodos Primal-Dual

Megiddo em [29] introduziu a teoria dos métodos do tipo primal-dual. A partir deste traba-
lho estes métodos foram desenvolvidos por Kojima, Mizuno e Yoshise [28] e sao considera-
dos os mais eficientes dentre as inimeras variantes de métodos de pontos interiores. Estes
métodos apresentam melhores propriedades tedricas para a andlise de complexidade [35] e
convergéncia [43]. A maioria destes métodos utiliza o método de Newton em suas iteragoes.
Por isso, antes de descrevermos um método pertencente a esta classe vamos apresentar o

método de Newton.

1.2.1 Método de Newton

Resolver um sistema de equagoes nao lineares, consiste em determinar, simultaneamente o
zero de um conjunto de funcoes de n variaveis. A resolucao deste problema pode ser obtida
pelo método de Newton, que é uma generalizagdo do método de Newton (também conhecido
como Newton-Raphson) para o cdlculo de zero de fun¢ao unidimensional.

Seja F': R" — R™ um vetor de fungoes nao lineares F; definidas F; : R® — R, com as
seguintes propriedades:

(i) existe z* € R™, tal que F(z*) = 0,

(ii) a funcao F' é de classe C*(R"),

(iii) para qualquer z diferente de x*, a matriz das derivadas parciais de F, denominada
matriz jacobiana (J) ¢ nao singular.

O método de Newton para determinar F'(z*) = 0 pode ser construido usando a série de

Taylor para expandir F na vizinhanca de um ponto z*,
F(a¥ + Ax%) = F(z%) + J(2%) & 2% + O(Az*)?.
Eliminando os termos de ordem 2 e superiores, tem-se:

F(a* + Ad®) = Li(a" + A®) = F(2®) + J(a%) A 2*.



CAP.1 ¢« METODOS DE PONTOS INTERIORES

Fazendo Ly (z* + Az*) = 0 temos
J(@") A 2 = —F(2").

A solucao deste sistema de equacgoes lineares fornece a direcdo que move o ponto para
um valor da fungao mais proximo do zero. As equagoes deste sistema sao conhecidas como
equacoes de Newton e Az¥ como direcao de Newton.

O novo ponto é dado por

=k 4 Ak

Este processo continua até que um critério de convergéncia seja atingido, por exemplo,
n
SR <«
=1

1.2.2 Método de Pontos Interiores Primal-Dual

Os métodos primais-duais de pontos interiores podem ser vistos como aplica¢oes do método
de Newton para calcular aproximagcoes da solucao de uma sequéncia de sistemas nao lineares
(1.3) perturbados por um parametro pu, originado do uso da func¢ao barreira (ver apéndice

A) para relaxar as restrigdes de nao negatividade,

Ax —b
Fz,y,2)= | Ay+2—¢c | =0, (z,2) >0. (1.4)
—XZe+ pe

Notemos que se = 0, entao os problemas (1.3) e (1.4) sdo equivalentes. Assim a solugao
do problema (1.4) se aproxima da solu¢ao do problema (1.3) conforme p — 0.

Um método primal-dual obtém uma solugao aproximada para o problema gerando uma
seqiiéncia de pontos (¥, y*, 2¥) e de parametros p*. O conjunto de pontos (%, y*, z¥) satis-
fazendo (1.4) para todo g > 0 é denominada trajetéria central.

A cada iteracdo do método é aplicado um passo do método de Newton para resolver o
sistema (1.4), com um dado parametro p*. A dire¢ao de Newton A = (Az, Ay, Az) é obtida

da solucao do seguinte sistema de equacoes lineares

A 0 0 AN b— Az* Tp
0 A" I AyF | = c—2F—AF | =1 rg |. (1.5)
Z 0 X AP ke — Xk Zke Tk
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O novo ponto é dado por
(xk—k—l’ylﬁ—l7 Zk-i—l) — (ZL‘k,yk,Zkl) + (aprk,adAyk,adAzk),

onde o, e ag sao os tamanhos do passo primal e dual, respectivamente e preservam a nao

negatividade das variaveis = e z. Esses valores sao determinados da seguinte forma:

a, =min(1l,v@,), o4 =min(l,vay) com v e (0,1), (1.6)
_ —1 _ —1
ondeozp:.—Meozdz.—M.
min; ( ;c’?l) mlni(z—,_j)

O parametro p* é atualizado e o processo se repete até que seja encontrada uma solucao
suficientemente préxima de uma solucao 6tima ou que seja detectada a infactibilidade do

problema. Descreveremos a seguir os passos deste método.

Método de Pontos Interiores Primal-Dual de Trajetéria Central

Entradas: (z°,2°) > 0 e 3° livre.

Para k=0,1,2,... faga
k(xk)tzk

1] Escolha o* € (0,1) e calcule % = o

kook oo ok
o Td €Tk

] )
2]

[3] Calcule a dire¢ao de Newton AF.

[4]

[5]

2| Calcule os residuos r

4] Calcule o tamanho do passo (af, a}) tal que (zF1, z"1) > 0, conforme (1.6).

5] Calcule (zFH yF 1 21y = (2F yF 2F) 4+ (ak Aak o AyF, ol AZF).

Fim.

A cada iteragao do método é necessario resolver um sistema de equagoes lineares para
determinar a direcao de Newton. Quando métodos diretos estao sendo utilizados é feita uma
fatoragao da matriz e em seguida sao resolvidos dois sistemas lineares mais simples, os quais
estao associados a matrizes triangulares. O processo de fatoragdo de uma matriz de ordem
7 apresenta complexidade O(n*) enquanto que a solucao de sistemas triangulares pode ser
feita com complexidade O(n?). Algumas variantes de métodos de pontos interiores resolvem
a cada iteracao varios sistemas com a mesma matriz dos coeficientes e com isso determinam
uma melhor direcao, reduzindo o nimeros total de iteragoes e, conseqiientemente, o niimero

de fatoracoes.
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1.2.3 Método Preditor-Corretor

O método preditor-corretor foi proposto por Mehotra em [31], ele difere do método apre-
sentado na secao anterior, no calculo da dire¢do de Newton. A direcao de Newton A =
(Az, Ay, Az) é decomposta em duas partes, A = A, + A..

O termo A, é obtido resolvendo o sistema (1.5) para u = 0, ou seja,

A 0 O AW b— Ax*F Tp
0 A T Ayt | =1 c=2F=A%F | = | ry |- (1.7)
Z 0 X N2k — Xk ZFke Ty

A componente A\,, conhecida como direcao afim, é responsavel por determinar uma
melhor predicao para o parametro da barreira. Este parametro é escolhido usando a seguinte
heuristica

s <(£Uk + e DNa®) (2 + @gaDa2®)\' (28 4+ paDNaz®)t (28 + aga Do)
B (xt)zk

. . (18)

onde a,, € ag, 520 08 passos que preservam a nao negatividade das varidveis x e z. Mehrotra
sugere que o valor do expoente seja p =2 ou p = 3.

A direcao corretora, A\, é dada por,

e

A 0 0 A.x
0 A" I Ayb =10 |. (1.9)
Z 0 X A 2F T

onde, A, X* = diag(Na%), N X* = diag(N.2F) e r, = pFe — A XFN ZFe.

O termo A\, tem por objetivo fazer com que a nova iteragao seja a mais central possivel
e fazer a correcao do termo nao linear. Note que, o vetor de termos independentes depende
da solugao do sistema (1.7).

A direcao final pode ser obtida diretamente, resolvendo o sistema (1.9) com o vetor de
termos independentes substituido por [r, 4 7,]". Assim, evita-se o cdlculo A = A, + A,.

Os passos deste método sao descrito a seguir:

Método Preditor-Corretor

Entradas: (z°,2%) > 0 e ¢ livre.
Para k=0,1,2,... faga
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k .k k

1] Calcule os residuos 7%, rh e rf, com p¥F = 0.

2] Calcule a direcao afim-escala A¥ = (A 2%, AyF, A 2F).
3] Calcule o tamanho do passo (ab,, o, ) tal que (Z¥1, Z541) > 0.

]
]
]
4]
5]
]
]
]

[
[
[
[4] Calcule p*, como dado em (1.8).
[5] Calcule o residuos 7 .
[6] Calcule a diregao de Newton AF = AF + AF,
7] Calcule o tamanho do passo a* = (af, of) tal que (zF*, 2511) > 0.
8] Calcule (zF+1 y*+1 A1) = (aF oF 2F) + (a’;dxk,a’jdyk, akdz®).

Fim.

O acréscimo de esforco ocorrido para resolucao dos dois sistemas lineares a cada iteracao
com uma mesma matriz é compensado considerando a reducao significativa no nimero de
iteragoes. Esta variante estd implementada na maioria dos softwares livres (académicos) e

comerciais e estd descrita em muitos livros de métodos de pontos interiores.

1.3 Programacao Quadratica Convexa

Nesta secao vamos apresentar o problema de programacao quadrética convexa. Este conceito
serd utilizado na secao 4.1, onde apresentaremos uma familia de algoritmos simples para
programagcao linear, sendo necessario resolver um subproblema de programacao quadratica
convexa pequeno em cada iteracao destes algoritmos.

Antes de definirmos o problema de programacao quadrética convexa vamos definir o

problema de programagcao convexa.

Definicao 1.1. Um conjunto K € convexo se o segmento de reta que liga qualquer par de
pontos no conjunto estd contido inteiramente no conjunto, ou seja, ax + (1 — o)y € K para

todo x,y € K e a € [0, 1].

Definicao 1.2. Uma funcdo f(x) definida em um conjunto convero K é uma fun¢ao convezra
se flar+ (1 —a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y) para todo x,y € K e a € [0, 1].

Definicao 1.3. Chamamos de problema de programacdo convexa o problema

Minimizar  f(x) (1.10)
s.a re K '

onde K é um conjunto convexo e f(x) € uma fung¢ao conveza.
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Uma aplicagao do conceito de convexidade, é que qualquer minimo local do problema de
programacao convexa (1.10) é também um minimo global. Além disso, calcular um minimo
global para problemas convexos é uma tarefa factivel do ponto de vista computacional.

Agora vamos definir o problema de programacao quadratica convexa. Este problema

pode ser formulado como:

minimizar z'Qz + w'z
s.a Br=b (1.11)
x>0
onde ) € R™™ é uma matriz simétrica e semi-definida positiva, B € R™*" x € R", e
beR™.
As condigoes KKT do problema (1.11) sao dadas por

Qr+ B'p—17+w=0,

Bxr—b=0,
(1.12)

Tt =0,

x>0,

onde p ¢é livre, 7 > 0, e sdo os multiplicadores de Lagrange de igualdade e desigualdade,
respectivamente.

As equacoes KKT sao condicoes suficientes como veremos abaixo.

Teorema 1.1. Consideremos o problema de programacao quadrdtica convexa (1.11), se para

um dado z* as equagoes KKT (1.12) sao satisfeitas, entdo x* é um minimizador global.

Na realidade este resultado é mais geral e vale para todos os problemas de programacao
convexa.

Este resultado serd utilizado na subsegao 4.1.2. Com base nele, formularemos um método
de pontos interiores para resolver um subproblema nesta subsecao.

Uma etapa que influencia diretamente no desempenho de implementacoes de métodos
primais-duais de pontos interiores é a solucao dos sistemas de equacoes de Newton. No
proximo capitulo veremos como os sistemas de equagoes de Newton podem ser reduzidos.
Também veremos dois precondicionadores aplicados ao sistema reduzido quando usamos

métodos iterativos para resolver este sistema.



CAPITULO 2

Precondicionadores

O precondicionamento é uma estratégia que deve ser aplicada aos métodos iterativos para
melhorar as caracteristicas de convergéncia de sistemas que possuam a matriz de coeficientes
com autovalores dispersos. Precondicionar um sistema linear consiste em fazer com que a
matriz apresente as condicoes desejadas para que o método que estd sendo aplicado para
resolver o sistema seja eficiente.

Neste capitulo, apresentaremos apenas os precondicionadores separador, desenvolvido por
Oliveira e Sorensen [37, 38], e a fatoracao controlada de Cholesky construida por Campos e
Birkett [5, 6] que precondicionam os sistemas lineares dos métodos de pontos interiores em
[37] e [3]. Antes de descrevermos estes precondicionadores faremos algumas consideragoes

sobre as equacoes de Newton.

2.1 Equacoes de Newton

Como visto no capitulo anterior, para encontrar as dire¢des de Newton é necessario resolver
um ou mais sistemas lineares. Uma vez que esses sistemas compartilham a mesma matriz

de coeficientes, podemos restringir ao estudo do sistema linear (1.5) dado por

A 0 0 AN b— Azt T
0 A" I Ayt | = c—2F—Ayr | =1 ry |. (2.1)
Z 0 X AZF ke — Xk Zke Tk

12
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O sistema linear (2.1) pode ser transformado no chamado sistema aumentado usando a

terceira equacao para eliminar Az* da segunda equacdo. Definindo D = Z~'X o sistema

_D—l At
A 0

Este sistema pode ser reduzido as equagodes normais, utilizando a primeira equacao para

resultante é dado por

Axk _ rd—X_lrﬂ ' (2.2)
AyF Tp

eliminar Az"* da segunda equacdo, ou seja,
ADA'Ny* = AD(rg — X7 'r,) + 7. (2.3)
As varidveis Az* e AzF sdo dadas por

Ax* = DA'Ay* — D(rqg — X 'r,,)
Nk = X"r, — ZAz").

A maioria das implementacoes de métodos de pontos interiores utiliza métodos diretos
para resolver o sistema de equagoes normais [1, 26, 27]. A abordagem mais comum é a
fatoracao de Cholesky:.

Outra abordagem para resolver o sistema de equagoes normais consiste em aplicar métodos
iterativos. O método iterativo mais utilizado em pontos interiores é o gradiente conjugado
precondicionado [30, 46]. A seguir veremos os dois precondicionadores, aplicados ao método
dos gradientes conjugados na solucao dos sistemas lineares do método de pontos interiores

em uma abordagem hibrida.

2.2 Precondicionador Separador

O precondicionador separador foi proposto em [37, 38]. Na realidade foi apresentada uma
classe de precondicionadores para o sistema aumentado (2.2). Essa classe de precondicio-
nadores pode ser vista como uma generalizagao do precondicionador proposto por Resende
e Veiga no contexto de problemas de fluxo de custo minimo para redes [40]. A principal
caracteristica dessa classe de precondicionadores é que ela apresenta melhores resultados nas
proximidades de uma solugao 6tima, quando os sistemas lineares ja sao muito mal condicio-
nados. A seguir descreveremos este precondicionador.

Consideremos o seguinte precondicionador simétrico em blocos para o sistema aumentado
(2.2)
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gy F G
\g J)

A matriz de (2.2) precondicionada por M ™! tem a seguinte forma,

_FD'Ft 4+ FA'Gt + GAFt —FD'H!' + FA'Jt + GAH!
_HD'Ft+ HA'Gt + JAFt —HD'H' + HA'Jt + JAH! |~

Os blocos F, G, H, e J sao construidos com o objetivo principal de evitar a presenca de

ADA! na matriz precondicionada. Assim, fazendo J = 0 a matriz se reduz a,

_FD'Ft + FA'Gt + GAFt —FD'H' + GAH!
—HD 'F' + HA'G! —HD'H! '

Para que os blocos fora da diagonal sejam nulos é atribuido Gt = (HAY)"'HD~'F,

—FD7'Ft + FA'Gt + GAF! 0
0 ~HD'Ht |

Fazendo H = [I0]P, onde P é uma matriz de permutagao tal que HA" é nao singular, o

bloco HD~'H*! ¢ equivalente a uma matriz diagonal, denotada por Dgl, sendo,

ppip— [ Px 0
0 Dy

Por fim, atribui-se F' = Dx.

A matriz precondicionada por M~! ¢ dada por,

D7l A —I,+ D2 A'G'+ GAD: 0
M Mt = rhrAt R eAm (2.4)
A 0 0 —-Dj
sendo,
) Dz @ A
M- = A ,G=H'D:B' HP=[I0] ¢ AP' = [BN].

O sistema aumentado (2.2) tem dimensao n + m, onde n é o nimero de varidveis e m o
nimero de restricoes do problema de programacao linear. Entao podemos considerar que o
precondicionador reduz a dimensao do sistema aumentado para n, visto que a parte inferior
¢é formada apenas pela matriz diagonal Dgl e, portanto facilmente resolvida.

O sistema de dimensao n envolve a matriz indefinida,

—I, + DiA'G" + GAD?. (2.5)
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O Lema 2.1 mostra que esta matriz pode ser escrita na forma

K=—I,+UV'+ VT, (2.6)

onde UV = VIU!' = I, e U, V! € R™*",

Lema 2.1. Seja A = [BN], com B ndo singular e G = H'D~2 B~ onde H = [I 0]. Entdo
G'D3A' = AD3:G = 1.

A demonstragio deste lema é encontrada em [37], Lema 5.1.

A seguir descreveremos as principais caracteristica do precondicionador separador.

Redugao a um sistema definido positivo

A matriz (2.5) pode ser reduzida a

_1 _1
I, +D,*B'"NDyN'B™*D,? (2.7)

ou
Liom + DEN'B™'D'B"'N D3, (2.8)

Essas matrizes possuem dimensoes m e n — m respectivamente, sao simétricas, definidas
positivas e apresentam propriedades importantes relacionada com a matriz K. Uma outra
propriedade importante destas matrizes é que todos os autovalores sao maiores ou iguais
a um. Essa caracteristica é interessante, visto que autovalores muito préximos de zero,

geralmente prejudicam o desempenho de métodos iterativos na solugao dos sistemas lineares.

Equivaléncia as equacgoes normais

A matriz (2.7) pode ser obtida utilizando o sistema de equagoes normais. Para isto, seja

A = [BN]P, onde P € R™™ é uma matriz de permutagao tal que B € R™*™ ¢é nao singular,

B! ]
= [BN]
Nt

_1
O precondicionador é dado por D52 B~! e a matriz precondicionada T é dada como segue

entao

Bt
Nt

Dp 0

ADA! = [BN|PDP"
0 Dy

= BDgB'+ NDyN'. (2.9)

_1 _1 ~—
T =D,?B YADAYB'D,* = I,, + WW', (2.10)



SECAO 2.2 ¢« PRECONDICIONADOR SEPARADOR 16

onde Wt = D2 B-INDZ, € Rmxn-m,

Notemos que préximo a uma solucao ao menos n — m elementos em D~! sdo grandes.
Dessa forma, uma escolha adequada das colunas de B, faz com que os elementos em D;% e
Dy sejam muito pequenos nesta situagao. Neste caso, w aproxima-se da matriz nula, 7" se
aproxima da matriz identidade e ambos o menor autovalor de T' e o maior autovalor de T se
aproximam do valor 1 assim como ky(T).

O preco pago por evitar o uso do sistema de equacoes normais ADA! é determinar quais
colunas de A devem ser escolhidas para formar B e resolver sistemas lineares com esta matriz.
Entretanto, a fatoracao QB = LU ¢é tipicamente mais facil de calcular do que a fatoracao de
Cholesky da matriz ADA". A forma como as colunas de A devem ser escolhidas para formar
B, tem influéncia no precondicionador. Uma estratégia para obter B seria minimizar HW| .
Como perto da solugao a matriz precondicionada se aproxima da matriz identidade, uma
heuristica para formar B é selecionar as m colunas linearmente independentes de AD com

menores normas.

Fatoragao LU

Como o conjunto de colunas linearmente independentes nao é conhecido no inicio do pro-
cesso de construcao de B, a estratégia mais econdmica para esta aplicagao é trabalhar com
uma coluna por vez. Neste caso, quando uma coluna linearmente dependente aparece ela é
eliminada da fatoracao e o método continua com a préxima coluna dada pela heuristica de
reordenamento. Outro fator importante é o controle do preenchimento excessivo que pode
ocorrer durante a fatoracao. Na implementagao desenvolvida em [37] é utilizada uma técnica
que consiste em interromper a fatoragao quando o nimero de elementos nao nulos for supe-
rior ao de ADA? e entao reordenar as colunas encontradas para obter uma fatoracao mais
esparsa. Em seguida, a fatoracao é reiniciada e o processo se repete até que as m colunas
linearmente independentes sejam encontradas. Uma vez encontrada B, outra fatoracao LU
é calculada utilizando as técnicas tradicionais, sendo geralmente muito mais esparsa que a
anterior, principalmente em problemas de maior dimensao. Assim, o trabalho de calcular

uma nova decomposicao é compensando na solucao do sistema linear pelo método iterativo.

Conjunto de Colunas

O mesmo conjunto de colunas linearmente independentes pode ser usado durante algumas

iteracoes para construir o precondicionador. Desse modo, essas iteracoes sao mais rapidas,
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uma vez que a maior parte do tempo utilizado no calculo do precondicionador consiste em
escolher as colunas e calcular a fatoracao LU. Observe que como a matriz D! é alterada
durante todas as iteragoes, o precondicionador nao sera o mesmo ainda que B seja mantida

por algumas iteracoes.

2.3 Precondicionador Fatoracao Controlada de

Cholesky

O segundo precondicionador que veremos é a fatoragao controlada de Cholesky (FCC), o
qual foi proposto em 1995 [5, 6]. Esse precondicionador pode ser visto como uma variagao
da fatoragao incompleta de Cholesky, cujo objetivo principal estd em construir uma matriz
precondicionada que possua os autovalores agrupados e préximos a unidade, de forma a
acelerar a convergéncia do método dos gradientes conjugados. A seguir descreveremos esta
fatoragao.

Considere a matriz ADA?! € R™ ™ fatorada em:
ADA' = LL' = LL'+ R (2.11)

sendo:
L: o fator obtido pela fatoragdo completa de Cholesky;
L : o fator obtido pela fatoracio incompleta de Cholesky;
R: matriz dos residuos.

Usando L como uma matriz precondicionadora para ADA!, obtém-se

LYADA'L™ = (L7'L)(L'L™Y) = (L7*L)(L7'L).

Definindo E = L — L e substituindo na igualdade acima temos

L'ADA'L = (I + L'E)(I + L7'E)".

Observemos que, quando L — L entdo F — 0 e portanto LADA'L™" — I.

Duff e Meurant [13] mostraram que o nimero de iteragoes necessarias para a convergéncia
pelo método dos gradientes conjugados estd diretamente relacionado com a norma de R,
sendo

R=LE"+EL.
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A fatoragao controlada de Cholesky é construida baseada na minimizagao da norma de
Frobenius de E, visto que, quando ||F|| — 0 implica ||R|| — 0. Assim consideremos o

seguinte problema
m

min [|E||7 =) ¢jonde, ¢; = > |li; — I[* (2.12)
=1

Jj=1

Dividindo ¢; em dois somatoérios temos

m;i+n ~ m
=Y Mg =L’ + D |l
k=1 k=m;+n+1

onde

m; : representa o numero de elementos nao nulos abaixo da diagonal da coluna j da
matriz original;

n : representa o numero adicional de elementos nao nulos permitido na fatoracéo in-
completa.

No primeiro somatdério estao os m; + 7 elementos nao nulos da j-ésima coluna de L. No
segundo, estao apenas os elementos do fator completo L que nao estao em L. Baseado nesses

fatos, o problema (2.12) pode ser resolvido usando a seguinte heuristica:

e Aumentando o parametro 7, permitindo maior preenchimento. Desta forma, c; de-

cresce, pois o primeiro somatorio contém mais elementos.

e [iscolhendo os m; + 1 maiores elementos de L em valor absoluto para n fixo. Desta
forma, os maiores elementos ficam no primeiro somatorio e os menores no segundo

produzindo um fator L étimo, para uma determinada quantidade de armazenamento.

E calculada uma coluna do precondicionador por vez, sendo armazenados os maiores ele-
mentos em valor absoluto. Dessa forma, uma melhor aproximacao para a fatoracao completa

é obtida com a quantidade de meméria disponivel.

Escolha de elemento por valor

A FCC nunca considera o padrao de esparsidade da matriz original. Os elementos armaze-
nados no precondicionador podem ou nao estar nas posi¢oes correspondentes aos da matriz
original, ja que a escolha é feita por valor e nao por posicao. Este fato, produz melho-
res precondicionadores em comparagao com precondicionadores que conservam o padrao de

esparsidade.
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Generalizagao do ICD (Improved Incomplete Cholesky Decomposition)

Jones e Plassmann [22] desenvolveram uma classe de precondicionadores na qual o padrao
de esparsidade da matriz original é ignorado. Naquela abordagem é escolhido um nimero
fixo de elementos nao nulos em cada linha ou coluna do precondicionador. Este ntimero é o
mesmo da matriz original, mas os elementos armazenados sao os maiores em valor absoluto.
Dessa forma, a FCC pode ser vista como uma generalizacao do ICD, uma vez que, o niimero

de elementos nao nulos em cada linha ou coluna do precondicionador pode variar.

Precondicionador versatil

Esta classe de precondicionadores pode ser construida levando em consideracao a dispo-
nibilidade de meméria. O parametro n pode variar de —m a m, onde m é a ordem da
matriz. Se n = —m sera feito apenas o escalonamento diagonal da matriz, para que a matriz
precondicionada possua diagonal unitaria. Se n = 0, o fator L requer o mesmo espago de
armazenamento da matriz original, mas o padrao de esparsidade normalmente nao serd o
mesmo, ja que o critério de selecao é baseado nos valores numeéricos dos elementos e nao
em suas posicoes. Quando 1 = m ter-se-4 a fatoragdo de Cholesky completa. Conforme
7 aumenta a matriz precondicionada tende a identidade, conseqiientemente, o nimero de
iteragoes necessarias para determinar a solucao pelo método dos gradientes conjugados é
reduzido, mas o tempo de precondicionamento aumenta. Uma boa escolha de 1 garante um

menor tempo para a solugao do sistema linear.

2.4 Mudanca de Fases

Em [3] Bocanegra, Campos e Oliveira propoem um precondicionador hibrido para problemas
de programacao linear usando os dois precondicionadores descritos nas se¢oes anteriores. O
precondicionador fatoracao controlada de Cholesky é usado para precondicionar o método
dos gradientes conjugados nas iteragoes iniciais (fase I) e nas ultimas iteragoes (Fase II) é
usado o precondicionador separador que apresenta melhores resultados nas proximidades da
solucao oOtima. Nesta heuristica, a troca dos precondicionadores ocorre quando uma das

seguintes condigoes é satisfeita:

e 0 gap (zf2) inicial para o problema de programacao linear é reduzido por um fator
106;
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e o numero de iteragoes do método dos gradientes conjugados para resolver o sistema

linear ¢ maior que m/2, onde m é a ordem do sistema ADA?;

Em [45] Velazco, Oliveira e Campos propoem uma nova heuristica para troca dos pre-

condicionadores:

e Se o numero de iteragoes necessario para convergéncia do método dos gradientes con-
jugados é maior que m/6, o parametro 7 na fatoragao controlada de Cholesky é incre-
mentado em 1 = 7+ 10. A mudanga de precondicionador acontece quando 7 ultrapassa

um 7 maximo fixado.

No entanto, a abordagem hibrida nem sempre é robusta e falha em algumas classes de
problemas de programacao linear. Isso ocorre devido a existéncia de uma faixa critica na
troca dos precondicionadores, no sentido que, se mudarmos de etapa antes desta faixa ou no
inicio dela, o precondicionador separador ainda nao esta preparado para assumir o processo
e assim o método perde desempenho ou nao converge. Por outro lado, se avangarmos muito
nesta faixa o precondicionador fatoragao controlada de Cholesky perde em eficiéncia e o
método pode ficar muito lento ou mesmo nao convergir.

Nossa proposta é usar a familia de algoritmos simples em conjunto com o método de
pontos interiores dado em [45] fazendo algumas iteragoes do algoritmo simples na faixa
critica e devolvendo um ponto melhorado para o método. Com isso prolongamos a vida
1util do precondicionador fatoracao controlada de Cholesky ou melhoramos o desempenho do
precondionador separador obtendo uma implementacao robusta.

No préximo capitulo, definiremos o problema de restricoes lineares e mostraremos como
transformar qualquer problema de programagao linear em um problema de restrigoes lineares.

Apresentaremos também alguns algoritmos simples para resolver este problema.



CAPITULO 3

Algoritmos Simples para

Programacao Linear

O algoritmo de Von Neumann foi apresentado por Dantzig no inicio dos anos 1990 [10, 11]
e mais tarde foi estudado por Epelman e Freund [14]. Este algoritmo possui propriedades
interessantes, como simplicidade e convergéncia inicial rapida, porém, ele nao é muito pratico
para resolver problemas lineares, visto que sua convergéncia é muito lenta. Gongalves, Storer
e Gondzio [18] apresentaram trés novos algoritmos baseados no algoritmo de Von Neumann,
sendo que o algoritmo de ajustamento pelo par 6timo obtém melhores resultados na pratica.

O algoritmo de ajustamento pelo par étimo herda as melhores propriedades do algoritmo
de Von Neumann. Embora seja provado em [18] que o algoritmo de ajustamento pelo par
6timo é superior ao de Von Neumann, em termos de convergéncia, ainda assim ele também
nao é pratico para resolver problemas lineares, visto que sua convergéncia também é muito

lenta.

Ao generalizar a idéia em [18] para o algoritmo de ajustamento do par timo, desenvolve-
mos o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas. Na realidade para cada p temos
um algoritmo diferente, onde p é limitado pela ordem do problema, assim desenvolvemos

uma familia de algoritmos.

Neste capitulo encontram-se definidos o problema de restricoes lineares e como trans-

21
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formar qualquer problema de programacao linear em um problema de restricoes lineares.
Apresentaremos o algoritmo de Von Neumann, o algoritmo de redugao por pesos e o al-
goritmo de ajustamento pelo par étimo. KEste ultimo algoritmo servird de alicerce para

construcao de uma nova familia de algoritmos para programacao linear.

3.1 Algoritmo de Von Neumann

Consideremos o problema de encontrar uma solucao factivel do conjunto de restrigoes

lineares:

Pz =0,
elr =1, (3.1)
x>0,

onde P € R™7" 2 € R" e ¢ € R" é o0 vetor com todas as coordenadas iguais a um, e
as colunas de P tem norma um, isto é, ||Pj|| = 1, para j = 1,..., 7. Geometricamente as
colunas P; podem ser vistas como pontos sobre a hiperesfera m-dimensional com raio unitério
e centro na origem. O problema acima pode ser descrito entao como atribuir ponderagoes
x; nao negativas as colunas P; de modo que depois de reescalado, seu centro de gravidade
seja a origem.

Notemos que qualquer problema de programacao linear pode ser reduzido ao problema

(3.1), conforme demonstrado a seguir.

3.1.1 Transformacao do Problema de Programacao Linear

Nesta subsecdo mostraremos como transformar um problema de programacao linear, no
problema de encontrar uma solugao factivel do conjunto de restrigoes lineares (3.1). Para
isso, consideremos o par primal-dual dados em (1.1) e (1.2).

Obter uma solucao 6tima para este par de problemas é equivalente a obter uma solugao

factivel para o seguinte problema:

Axr =0,
Aty 4z =
y+z=gc (3.2)
e —bly =0,

z,z > 0.
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Como y é uma varidvel irrestrita, fazemos y = y* —y~, onde y™ > 0 e y~ > 0. Assim o

problema (3.2) toma a forma

Ax =0,
At + _ At — + =c,
Y vorEme (3.3)
dr — byt + by =0,
z,y Yy ,z 2 0.
Reescrevendo (3.3) na forma matricial temos
Az =1
~ (3.4)
x>0
onde
x
A 0 0 0
~ » y+
A= 0 At —-A* [ |,z= -
do—b b0 Y
z
b
eb=| ¢
0
Agora consideremos o seguinte problema de restricoes lineares
AF — b =0,
eT+v=1, (3.5)
T,0 >0,
onde r,z € R", yT,y~ € R™ev € R.
Reescrevendo (3.5) na forma matricial temos
A7 =0,
e'r =1, (3.6)
x>0

onde A=[A—bleT = [x]
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O teorema a seguir mostra a relagao entre as soluc¢oes dos problemas (3.4) e (3.5), mais
precisamente, uma solugao factivel do problema (3.5) é solugao do problema (3.4) e vice-

versa. Este teorema ¢é apresentado em [18], suplemento online.

Teorema 3.1. Consideremos a regido factivel definida pelas restrigoes (3.4) e (3.5).

a) Se T,v, onde v # 0, € solugao factivel de (3.5), entao T = % ¢ uma solugao factivel
para (3.4).

b) Reciprocamente se T é uma solugdo factivel para (3.4), entao T = VT, onde v = ﬁ
¢ solugao factivel para (3.5).

Demonstracao.
a) Seja z,v, onde v # 0, uma solucdo de (3.5). Entao podemos escrever AT —bo =0 &
A% — 5. Como T >0ev >0, entao concluimos que T = % é uma solugao factivel de (3.4).
b) Seja T uma solucdo factivel de (3.4). Seja & = UT, entdo ATV — 0b = bv — 0b = 0.

Também temos que €07+ = (e'ZT+ 1)v = 1. Portanto Z é uma solugao factivel de (3.5). W

Finalmente, apresentemos a tltima modificacao para transformar o problema (3.5) no

problema (3.1). Esta transformacao é dada por Dantzig em [11]. Consideremos

~

4

Py ==
141l

onde A\j sao as colunas da matriz A\, para j =1,...,2n 4+ 2m + 1. Entao,

)
&l
I

m@»
AVAR
(@] = (@]
—~
w
-3
~

onde

8l
I

r,z € R" yt y~ € R™ v € R. O préximo teorema, demonstrado em [18] suplemento online,

mostra que (3.6) é factivel se, e somente se, (3.7) também é factivel.
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Teorema 3.2. Consideremos a regiao factivel definida pelas restrigoes (3.6) e (3.7).

a) Se T € uma solugdo factivel para (3.7), entao T é uma solugdo factivel para (3.6), onde

v (H%H)/(é\\%!)’

onde n € a dimensao das colunas de P.

b) Reciprocamente, se T é uma solugao factivel para (3.6), entao T é uma solugao factivel

para (3.7), onde
7 = (IA) /(Z%\Akrr).
k=1

Demonstragao. a) Seja T uma solugao factivel de (3.7). Seja  dado como no teorema acima.

Entao,

l’j:O
j=1

145
s )

—~ [ 7 " T
j=1 HA]H k=1 ||AkH

& Az = 0.

3

Agora vamos mostrar que a restri¢cao de convexidade em (3.6) também é satisfeita. Assim

(i) / ()

Finalmente, como Z; > 0, para todo j, entdo z; > 0 para todo j. Portanto = é solucao de
factivel de (3.6).

b) Seja = uma solugao factivel de (3.6). Seja T dada como no teorema. Entao,
T
= (3,114])) / (yumm)

1Al \&
P, (@HMI)/(Z@HA;@H)
k=1

=0.

n

elT = E

J=1

3|

AT =0 —0

>

j=1

30l

=0

(3

=

j=

)
)
sl
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n n
ew =3 | () /(Zmrmku)
j=1 k=1
Finalmente, como z; > 0, para todo j, entdo Z; > 0 para todo j. Portanto T é solucao de

factivel de (3.7).

Agora

=1

3.1.2 Transformacao do Problema de Programacao Linear

Canalizado

Nesta subsecao apresentaremos a transformacao do problema de programagao linear canali-

zado, em um problema de restri¢oes lineares. Para tanto, consideremos o seguinte problema

minimizar c'x

s.a Az =0,

(3.8)
Tr+Ss=u,
x,s >0,
onde A € R™" ¢ x,s,u € R", e b€ R™. O dual de (3.8) é dado por
maximizar bty — uTw
s.a Aly—w+2 =g, (3.9)

z,w >0,

onde y € R™ e z,w € R"™.
Como na secao anterior, encontrar uma solu¢ao para o par de problemas primal-dual
(3.8) e (3.9) é equivalente a encontrar uma solugao factivel para o seguinte problema de

restri¢oes lineares:

Ar —b=0,
r+s—u=0,
Aly—w+2z—c=0, (3.10)

dr— by + ulw =0,
x,8,z,w > 0.
Seguindo o mesmo raciocinio da se¢ao anterior, ou seja, fazendo as mesmas transformacoes

sé que agora para o problema (3.10) obtemos o problema
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onde P; =

—

14,1l

o)
|

Y .
——, para j =

S~

@)
~+

1,..

e}

PF=0,
elr =1,
>0

., 4n 4+ 2m + 1 e, neste caso,

Q_,'_ w8

< wogl

(3.11)

Notemos que antes de aplicar a transformagao da subsecao (1.2.1), substituimos a variavel

irrestrita y por y = y* —y~, onde y*,y~ > 0.

3.1.3 Algoritmo de Von Neumann

O algoritmo de Von Neumann foi proposto a Dantzig em 1948 por Von Neumann em co-

municagao privada e foi divulgado por Dantzig no inicio dos anos 1990 em [10, 11]. Este

algoritmo é simples, a figura (3.1) descreve como ele trabalha em cada iteragao. Primeira-

mente ele encontra a coluna P, de P que forma o maior angulo com o residuo 6*~!, e entdo o

roximo residuo é a projecao da origem no segmento de reta ligando b~ a P,. Descrevemos
d cao d to de reta ligando b*~! a P,. D

a seguir este algoritmo:
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Figura 3.1: Tlustracdo do algoritmo de Von Neumann.

Algoritmo de Von Neumann

Dado: x" >0, com e'z® = 1.
Calcule ° = Pz°.
Para k=1,2,3,... faga
[1] Calcule

st = argmin;_,
vp—1 = PLOFL

2] Se wvg_1 > 0, entdo PARE; o problema (3.1) ¢ infactivel.

[3] Calcule
bt = |1
1—vy_
A= T
[4] Atualize

bF = X0+ (1 — \) Py,
o = AeF 4+ (1= Nege,
onde es+ é o vetor da base canonica com 1 na sT-ésima coordenada.
k=Fk+1.
Fim
Note que b* = Px*, para todo & > 0. No algoritmo acima 2 é arbitrario, desde que

'z = 1, por exemplo podemos tomar z° = Ze. Na iteragao k a coluna Py+ ¢ a coluna que

forma maior angulo com o vetor b*~1.
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Notemos ainda que v,_; = Psﬁbk_1 <0,entdo 0 < 1 —wp_y < (uF1)2 =20, 1 + 1, assim,
0 < XA < 1. Também temos que a norma do novo residuo é menor que a anterior, ou seja,
uk < u*~1. Podemos ver isto facilmente na figura (3.1), o tridngulo 06*~1b* possui hipotenusa
b=l = @k_l e lado u* = @k.

O critério de parada usado para o algoritmo de Von Neumann em [18] é satisfeito quando
a diferenca relativa entre |[0*7!|| e ||b¥||, isto &, (||b¥~ — b*|])/||b¥~1|| é menor que uma certa
tolerancia especificada.

O esfor¢o por iteragao do algoritmo de Von Neumann é dominado por multiplicacao
matriz vetor, necessario na selegao da coluna P+ que é O(mmn). Notemos que o nimero de
operagoes requeridas nesta multiplicagdo tem uma reducao significativa, se a matriz P é
esparsa.

A convergéncia do algoritmo de Von Neumann foi estudada por Dantzig [10, 11] e por
Epelman e Freund [14]. A seguir apresentaremos os resultados de convergéncia deste al-
goritmo, incluindo suas demonstragoes, visto que, Gongalves nao estuda a convergéncia do
algoritmo de ajustamento pelo para 6timo, ele somente mostra a convergéncia deste baseada
na teoria de convergeéncia do algoritmo de Von Neumann. O primeiro resultado apresentado
em [17, 18], fornece um limite superior para a norma do residuo b, na k-ésima iteragio

considerando a norma ||.||;.

Lema 3.1. Se o algoritmo de Von Neumann completou k iteracoes (k > 1), entdo ||b*|| =

|| Pzk|| < 1/\/E
Demonstracao. A demonstracao é feita por inducao sobre k. Para k = 1, temos que

14 = |1Pz']| < [|1Plll[«"]] < 1/V1,

pois
1P| = max{||Pzl| : [|x]| = 1} = max{[|Pj||,j = 1,..., 7} =1,
e ||z = 1.
Por hipétese de inducdo temos |[b*7!|| = [|[P2*7!|| < 1/vk — 1. Agora na iteracio k
[|6%]| = |[A* — (1 — A\)P,+||. Como X é o valor que minimiza ||b*|| sobre todos os valores

A € [0,1]. Entdo tomando A = (k — 1)/k € [0, 1]. Segue que
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B8P = [IAFT = (1= A) Pt ||
< IAETE = (1 = A) Pt |2
k—1 1
— _bk—l _ =
H k K
1
= 73 (= D2 4 (P2 4 2(k = 1) PL M
Como o algoritmo ndo termina na k-ésima iteracao, entao PL b1 < 0. Assim, temos
que
1 _
1611 < 5 [0k = D" + 1],
Substituindo a hipétese de indugao ||b*1|| < 1/v/k — 1 nesta expressdo, obtemos
1 1 1
V12 < = [(k — 1) 1]=-.
1P < Gl = 1+ 1 =

Portanto |[b*]| < 1/V/k.

O resultado acima também é valido para a ||.||2, é provado por Dantzig [11].
O préximo teorema € o resultado principal de convergéncia do algoritmo de Von Neumann

e foi apresentado por Dantzig em [11]. Antes de apresentéd-lo necessitamos de uma definicao.

Definicao 3.2. Uma e-solucio de (3.1) é uma solugio aprozvimada x* tal que, x* > 0,
elak =1 e ||VF|] = || Pz¥|] <e.

Teorema 3.3. Dado € > 0, se o problema (3.1) € factivel, entao o algoritmo de Von Neu-

mann obtém uma e-solucio de (3.1) em ndao mais que [1/€*] iteragies.

Demonstracao. Pelo lema(3.1), temos que apés k iteracoes, ||b¥|| < 1/v/k. Entao, para uma
e-solucao é suficiente termos € = ||b*¥||. Assim, seja e = ||b*||. Entdo, temos que k < 1/¢€2.

Portanto, o algoritmo necessita de nao mais que [1/€?] iteragoes para obter uma e-solugao. W

Notemos que a convergéncia do algoritmo de Von Neumann independe do nimero de
linhas m e do ntimero de colunas 7 de P, o que é potencialmente uma vantagem. Notemos
também, que o teorema (3.3) considera somente a convergéncia quando o problema (3.1) é
factivel. A anélise feita por Epelman e Freund [14] que apresentaremos a seguir, trata de
ambos os casos: factivel e infactivel.

Inicialmente precisaremos introduzir algumas definicées adicionais, que serao usadas

nesta andlise. Seja H = {Puz;e'z = 1,2 > 0} a casca convexa de todas as colunas da
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matriz P. Notemos que o problema (3.1) é factivel quando 0 pertence a H, isto é, 0 € H. De-
finimos r como a distancia de 0 até fronteira de H. Matematicamente isto pode ser formulado

CcOo1mo

r = inf{||h — 0||;h € OH} = inf{||h||;h € OH}.

Observemos que r = 0 precisamente quando a origem 0 esta sobre a fronteira da casca
convexa das colunas de P. Assim, quando r = 0, o problema (3.1) tem solucao factivel, mas
mudancas arbitrariamente pequenas nos dados (P, 0) podem produzir exemplos de problemas
(3.1) que nao tem solucao factivel. Neste caso, Epelman e Freund chamam o problema (3.1)
de instavel, que é equivalente a dizer mal-posto na linguagem da perturbacao de dados e
nimeros de condi¢do. Em contraste, o problema (3.1) é dito bem-posto quando r > 0.

Quando (3.1) tem solucao factivel, r pode ser interpretado como o raio da maior bola
centrada na origem 0 e inteiramente contida na casca convexa das colunas de P. Se (3.1) nao
é factivel, r é a distancia da origem 0 a casca convexa das colunas de P.

A analise de desempenho do algoritmo de Von Neumann feita por Epelman e Freund é

baseada na quantidade r. A andlise comeca com o resultado técnico abaixo.

Proposigao 3.3. Suponha que o problema (3.1) tem uma solugdo factivel. Seja b*! o
restduo no inicio da iteracao k, e seja Py a coluna selecionada na iteragao k. Entao
PLOEt 4| [bf | < 0.

Demonstracao. Se b*~! = 0, o resultado segue facilmente. Suponhamos que v*~* # 0. Como

(3.1) possui uma solucao factivel, r é o raio da maior bola centrada na origem 0 que estd

_bk—l
contida em H. Assim existe um h € H tal que erkle = h. Pela definigao de H, h = Px
para algum T > 0, 'T = 1. Logo
_bk—l
Pr=r .
o+

Também temos que

min{(b* 1) Px;z > 0,elx =1} =

min {Z(bk_l)tpxj;m > 07€tI = 1} = (bk_l)tPSJr.

J=1

Pela definicao do algoritmo de Von Neumann,

VP <O 'PLj=1,...,n,7 #s.
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Combinando as expressoes acima, obtemos

(B Py < (0P P = ()i = —r]* ).

Portanto,
(bk’l)tPﬁ + r||bk*1|| <0.

A proposicao (3.3) é usada para provar o seguinte raio de convergéncia do algoritmo de

Von Neumann.

Lema 3.4. Suponha que o problema (3.1) tem uma solugao factivel, e que r > 0. Se o

algoritmo de Von Neumann completou k iteragoes (k > 1), entdo

kuH < e—kr2/2.

Demonstracao. No final da iteragao k temos que
I = 1A+ (1= NP || = ([ = (1= M0 + (1= A) P |-

Elevando ao quadrado e substituindo a expressao de A dada no algoritmo de Von Neumann,

obtemos
bkfl 2 pE=112 — 4, 2
= 0 - i L S (g P
pE—1 _ ku 1H2_'Uk 1 (bk—l P ) ’
[T — 20, + 1 o
— B2 — 9 ‘ I = vk PE-1YE(BET — P
|| H||’f 1“2||bk H12 — 2%—14—1( N +)
A L k-1 2
+ku71|‘2_2vk—1+1Hb _PS+”
_ ku71H2 _ (B H* = o)
[|F=1]2 — 201 + 1
R = ()
||bk_1H2 — QUk_1 + 1
A pentiltima simplificacio é possivel porque (B*1{(V*1 — Pu) = [[BFH2 — vy e

kuil — P5+H = ||bk*1||2 — 2vp1 + 1.
Relembrando da proposigao (3.3) que v;_; = PL o1 < —r||pF~1]| < 0. Entao,

[l (Y R | e o [
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Usando a expressao acima e que |[b*7!||> — 2v,_; + 1 > 1 obtemos

B2 = 2

||bk71||2 S ’
1

= [P = ).

Usando a inequacdo 1 —t < e~ para t = 1?2

, ha inequacao acima temos que
[[BH[> < |8 Pe

Como ||b*]] < ||b*~Y|| para todo k, entao

||bk|| < ||bOHe—kr2/2 < €_kT2/2.

Agora, apresentaremos o resultado de convergéncia do algoritmo de Von Neumann de-

senvolvido por Epelman e Freund.

Teorema 3.4. Suponha que v > 0 e seja € > 0. Se o problema (3.1) € factivel, entio o

algoritmo de Von Neumann obtém uma e-solugdo de (3.1) em nao mais que

2 1
fr—g In ﬂ

iteragoes. Se (3.1) é infactivel, entao o algoritmo de Von Neumann prova a infactibilidade

em nao mais que |1/r?| iteragoes.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o problema (3.1) é factivel. Relembrando que para uma

e-solucdo ||b*|| < e. Pelo lema (3.4) garantimos que
—kr?
e "2 <.
Aplicando o logaritmo na inequagao acima temos que
1
k> ori=.
€

Assim, se (3.1) é factivel, o algoritmo de Von Neumann necessita

iteracoes para encontrar uma e-solugao.
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Suponhamos agora que o problema (3.1) é infactivel. Relembramos que, em tal caso,
r é caracterizado como a distancia da origem 0 a casca convexa das colunas de P, isto é,
r = inf{||Pz||;z >, elx = 1}. Assim ||b¥|| = || Pz|| > r para todo k. Por outro lado, pelo lema
(3.1) se o algoritmo de Von Neumann completou k iteracoes, entao |[b*|| < 1/v/k. Assim, se

k iteragoes foram completadas, temos que

r<||bF]) <

Sl

entao
1

k< 3
Portanto, se (3.1) ¢ infactivel concluimos que precisamos de ndo mais que | % | iteragoes
do algoritmo de Von Neumann para provar a infactibilidade do problema 3.1.

3.2 Algoritmo de Reducao por Pesos

O algoritmo de redugao por pesos foi proposto por Gongalves, Storer e Gondzio [18], como
uma tentativa de melhorar a eficiéncia do algoritmo de Von Neumann, este é baseado na idéia
que o residuo b*~! pode ser movido de tal forma a aproximar-se da origem 0, aumentando um
peso z; de alguma coluna P; e reduzindo o peso x; de uma outra coluna P;. Em particular
esperamos que o novo residuo b¥ esteja mais préximo da origem 0 que o residuo b*~1, se
aumentarmos o peso correspondente da coluna P+, que forma o maior angulo com o residuo
b*~1 e reduzirmos o peso correspondente da coluna P,- que forma o menor angulo com o
residuo b*~1. Isto corresponde a fazer o residuo b¥*~! mover na direcio P,+ — P,—. O novo
residuo b* é o ponto que minimiza a distancia da origem 0 a esta linha. E claro que, a
minimizagao da distancia da linha a origem esta restrita ao decréscimo maximo possivel de
xs-. Ja que z; > 0 para todo j, entdao podemos decrescer x4 até ele se anular. A figura (3.2)
é uma ilustragao geométrica de como o algoritmo trabalha em cada iteracao. Descrevemos

a seguir este algoritmo:
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Figura 3.2: Tlustracao do algoritmo de redugao por pesos.

Algoritmo de Reducgao por Pesos

Dado: x" >0, com elz® = 1.
Calcule b = Pa?.
Para k =1,2,3,... faga

[1] Calcule
st = argminjzlwﬁ{P;bk_l},
s = argmaxj:h.ﬁ{P;bk*H x; > 0},

vg_1 = P
Seja d = P+ — P,-.
2] Se vg_1 > 0, entdo PARE; o problema (3.1) ¢ infactivel.
[3] Calcule

bt = |
[4] Se A > x4, entdo \ = x,-.
[5] Atualize
b= b1 4 \d,
oF = 2F 1 4 Negr — ey-),
k=Fk+1

Fim.
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Uma iteracao do algoritmo de redugao por pesos nao é garantidamente melhor que uma
iteracao do algoritmo de Von Neumann. Entretanto, o algoritmo de reducgao por pesos pode
ser facilmente modificado tal que uma iteracao reducao por pesos € substituida por uma
iteracao do algoritmo de Von Neumann quando o ltimo fornece uma maior melhoria.

O esforco por iteracao do algoritmo de reducao por pesos é dominado por multiplicacao
matriz vetor, necesséario na sele¢ao das colunas Py+ e Py- que é O(mmn). Este é o maior esforgo

computacional como no algoritmo de Von Neumann.

3.3 Algoritmo de Ajustamento pelo Par Otimo

O algoritmo de ajustamento pelo par 6timo é uma generalizacao do algoritmo de reducao por
pesos, também proposto por Gongalves, Storer e Gondzio [18]. De um certo modo, podemos
dizer que o algoritmo de ajustamento pelo par 6timo prioriza apenas duas variaveis em cada
iteragao, porque ele encontra o valor 6timo para duas coordenadas e ajusta o restante das
coordenadas em funcao destes valores. Este algoritmo identifica os vetores P+ e P,— que
tem o maior e o menor angulo com o vetor b*~!, respectivamente. Em seguida ele encontra
os valores x’;+, :E’;, e A onde xf = /\x?_l para todo j # st e j # s, que minimiza a
distancia de b* a origem satisfazendo a convexidade e as restricdes de nao negatividade.
Este problema de otimizagao tem a solucao facilmente calculada examinando as condigoes
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Descrevemos o algoritmo de ajustamento pelo par 6timo a seguir:

Algoritmo de Ajustamento pelo par Otimo

Dado: x" >0, com e'z? = 1.
Calcule 0% = P2,
Para k =1,2,3,... faga
[1] Calcule
st = argminjzlwﬁ{Pj?bk_l},
sT = argmaxj:17_”ﬁ{]3jtbk*1| x; > 0},
vp—1 = PLOFL
2] Se wvg_1 > 0, entdo PARE; o problema (3.1) ¢ infactivel.

[3] Resolva o problema
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minimizar ||b||?

S.a )\0(1—.CL":I1—$]:,_1)+A1+)\2: 1,

Ao >0, (3.12)
AL >0,
Ay > 0.
onde,
b= NPt — 2 P — 2" P) + A P+ AP
[4] Atualize
bF = Ng(0F 1 — 2" Py — 2T P ) + M P 4+ Ao P
ub = |[o],
bl A sTejtsT
a:;“ = A, j=s",
A2, j=s".
k=Fk+1.
Fim.

Como no algoritmo de Von Neumann devemos notar que b* = Pz*, para todo k > 0, o
ponto inicial 2° é arbitrario desde que e’z” = 1, por exemplo podemos tomar z° = %e. Na
iteracao k a coluna P+ é a coluna que forma maior angulo com o vetor b*~! e a coluna P,-

é a coluna que forma o menor angulo com o vetor b*~! tal que z,- > 0.

3.3.1 Resolugao do Subproblema

Para resolver o problema (3.12), inicialmente eliminamos a variavel \y. Temos que

1—X =X

Ao = e~ (3.13)
entao substituindo (3.13) em (3.12), podemos reescrever o problema como
minimizar ||b||?
. 1= A — My >0,
o 1T (3.14)
)\1 Z 07
Ay > 0.

onde b = —A=2 (BF1 — 2" P — 2" P ) + A Pt + Mo P

k—1
—T —T
st s
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Definindo go(A1, A2) = A1 + A2 — 1, g1( A, A2) = — A1, g2(A\q, A2) = — Ao, As restrigoes
do problema (3.14) podem ser reescritas como go(A1, A2) < 0, g1(A1,A2) < 0 e ga(A, Ag) <
0. Denotando a funcdo objetivo por f(A;,As) e seja (A1, \y) uma solucio factivel. Pela
convexidade da funcio objetivo e das restricdes, se (Aj, Ay) é uma solucdo étima local, ela
também é uma solucio 6tima global. Assim (Aj, \y) satisfaz a condicio necessdria (KKT)

dada por

2
VI, ) + ZuiVQi(XhXQ) =0,
=0
gi(A\1, X2) <0, parai =0,1,2,

1igi(A1, X2) = 0, parai = 0,1,2,

wi >0, parat =0,1,2,
onde os escalares i; sdo os multiplicadores de Lagrange. Pela convexidade da fungao objetivo
e das restrigoes, as condi¢oes KKT sao também suficientes como vimos na se¢ao 1.3. Resol-
vemos o problema (3.14) selecionando uma solugao factivel entre todas as possibilidades que

satisfazem a condicao KKT. Isto é feito analisando os seguintes casos:

(a)A\; = A2 =0

(b)A1 = 0,0 < Xy < 1;

(A =0, =1;

(d)0 < A; < 1, A9 = 0;

)0 <A <L0<A<1,A+X—1=0;

(HHA =1, A =0;
(0< AN <1,0< A <L, A+ —1#£0;

Para cada caso acima substituimos os valores conhecidos na equagao KKT e resolvemos
o sistema linear resultante, obtendo assim a solugao do subproblema.

No proximo capitulo apresentaremos uma nova familia de algoritmos para programacao

linear a partir da generalizacao do algoritmo de ajustamento pelo par étimo.



CAPITULO 4

Uma Familia de Novos Algoritmos

O algoritmo de ajustamento pelo par 6timo construido em [18] prioriza duas coordenadas
em cada iteragdo. Vamos nos referir a este, como o algoritmo para 2 variaveis. Utilizando
a mesma idéia contida neste algoritmo podemos generalizé-lo e construir o algoritmo para
p variaveis. A idéia central utilizada no algoritmo para 2 varidveis ao dar prioridade a
duas coordenadas consiste em resolver o subproblema (3.12). Este subproblema pode ser
generalizado se no lugar de utilizarmos duas colunas para formular o problema utilizarmos
qualquer quantidade de colunas e assim dar importancia a quantas varidveis desejarmos.

A forma de escolha das varidveis priorizadas é livre e podemos escolhe-las, de acordo com
o problema que iremos resolver. Se vamos construir um algoritmo para p varidveis, uma
escolha natural é tomarmos p/2 colunas que fazem o maior angulo com o vetor b* e as outras
p/2 colunas sao as que fazem o menor angulo com o vetor b, se p for impar colocamos uma
coluna a mais para o conjunto de vetores que formam o maior angulo com o vetor b*, por
exemplo.

Neste capitulo, apresentaremos o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas.
Na realidade para cada p temos um algoritmo diferente, onde p é limitado pela ordem do
problema, assim apresentaremos uma nova familia de algoritmos para programacao linear. A
grande vantagem desta familia é a sua simplicidade e seu raio de convergéncia inicial rapido.

Em cada iteracao do algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas é necessério

resolver um sistema nao linear de ordem no maximo (p+1) x (p+1) sob algumas condi¢oes.

39
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Veremos neste capitulo duas estratégias de como resolve-lo: na primeira (forma cldssica)
[41], testamos todos os casos possiveis de solugoes factiveis, no entanto, o nimero destes
casos cresce exponencialmente com o valor de p, mais precisamente eles sao 2°*! — 1 como
veremos adiante. Na segunda [42], contornamos a dificuldade resolvendo este sistema nao
linear usando um método de pontos interiores. A grande vantagem de usar métodos de
pontos interiores para resolver o subproblema é que o custo computacional para uma matriz
de ordem 10 x 10 ou de ordem 100 x 100 nao é muito importante considerando que o problema
de programacao linear a ser resolvido é de grande porte. J4 verificar os possiveis 210 — 1

2100

€asos ou 0s possiveis — 1 casos representam custos bem diferentes.

4.1 Algoritmo de Ajustamento Otimo para p

Coordenadas

Nesta secao, vamos descrever o algoritmo de ajustamento étimo para p coordenadas, ele
comeca identificando as s; colunas que fazem o maior angulo com o vetor b*~!, em seguida
ele encontra as s, colunas que fazem o menor angulo com o vetor b*~', onde s; + s5 = p
e p € o numero de colunas que queremos priorizar. Depois, o subproblema de otimizacao é
resolvido e é atualizado o residuo e o ponto corrente. Este algoritmo segue a mesma idéia

geral do algoritmo de ajustamento pelo par étimo:

Algoritmo de Ajustamento Otimo para p Coordenadas

Dado: x" >0, com ez? = 1.
Calcule ° = Pz°.
Para k=1,2,3,... faga

[1] Calcule
{Pm*’ o P } que fazem o maior angulo com o vetor b¥~1.
{P,;.-... P} que fazem o menor angulo com o vetor b*~! e tal que
> 0,0 = M s Ty, ONdes + s = p.

Vg = maximoi:h__’slP;%bk*l.
[2] Se wg—1 > 0, entdao PARE; o problema (3.1) ¢ infactivel.

[3] Resolva o problema
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minimizar ||b||?

S.a )\0 <1 — Szlxs_zl _ SZZ xf]:1> + i)vﬁ + i )\"7; =1
=1 j=1 "’ -1 =1

4.1)
/\77i+ >0, para,i =1,...,s1,
/\nf >0, para,j =1,...,5s9,
onde,
s1 52 s1 52
b=\ (b’“ =D P =) xﬁfﬂ;) Y AP+ AP
[4] Atualize - - - -

S1 S1 52
k __ k—1 k,1 k—1
= (b N S DS s
i=1 i=1 Jj=1
!b’“H
kl + — _
j v]g{7717"'7775177717"'77732}7
j:nzﬂ_aizlv"-ash
j:%‘_aj:17~-,32-

k=Fk+1.
Fim

4.1.1 Resolugao do Subproblema da Forma Classica

Em cada iteracao do algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas, é necessério
resolver o subproblema (4.1). Este subproblema é resolvido encontrando uma solu¢ao no
octante positivo, sujeito a factibilidade para um sistema linear de ordem no maximo (p +
1) x (p+1). Em [41] resolvemos este subproblema verificando todos os possiveis casos de
solucoes factiveis. O inconveniente que surge naturalmente, ao resolver o subproblema desta
forma é que o numero de casos possiveis que temos que verificar cresce exponencialmente
com o valor p.

De fato em [41], para resolver o subproblema (4.1) primeiramente eliminamos a varidvel

Ao do problema. Assim temos que

EOREES e

Ao = = (4.2)

1 — xk:l o xk:l
Z n; Z n;
=1 j=1
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entao substuindo (4.2) em (4.1) podemos reescrever o problema como

minimizar ||b||?

s.a 1-— szlx\nj — SZQ)\% >0,
i=1 j=1

(4.3)
A = Oparai =1,..., 51,
Ay~ = 0paraj=1,..., s,
J
onde
S1 S2 S1 2
7 _ k-1 k—1 k-1
Y I Y ) R YT E s
i=1 j=1 i=1 j=1
Definindo
s1 S9
Go(Ayts s Ayt s Ao s A ) = ZA@ + an; —1,
i=1 j=1
gi()\ﬂf’"")\71;1’)\7717""’)\71;2) = —)\n_+, parai: 1,...,81 [§]
hj(/\nf’""/\nsf’l’/\nf""’)‘né) = _/\nj" para j =1,..., 8.
As restrigdes do problema (4.3) podem ser reescritas como
gi()‘nf”"")\ni’)‘nf""’)‘né) <0,parai=0,...,s1 ¢
hj()‘vﬁ’ ce >\775+1,/\77;, e )\%72) <0, para j =1,...,ss. Denotando a fungao objetivo por
f<>‘n1+’ o )‘Wsﬁ g )\775—2) entao a condi¢ao necessaria (KKT) é dada por
S1
VEOutse s At s Ao Az )+ 2 1 Vaies o A Ay A )+
i=0
52
D 1, VOt A A A ) =0,
j=1
gi(/\n;r,...,/\n;,)\mﬁ...,)\na) <0, parai =0,...,s,
. 4.4
hj()‘nf’"")‘nﬁl’)‘nf""’)‘n.}) <0, paraj=1,...,ss, (44)
,ugl.gi()\nfr, e )\n;rl,)\n;, ceey )‘n}) =0, parai=0,..., sy,
uhjhj()\nfr,...,)\n;,)\m—,...,)\ﬂ) =0, paraj=1,..., 89,

Entao resolvemos o problema (4.3) selecionando uma solucao factivel entre todas as
possibilidades que satisfazem a condicao KKT. Fazemos isto, analisando todos os casos
possiveis de valores para as varidveis Anf’ parat =1,...,51 e )\n;, para j = 1,...,85. Os

casos a considerar sao:
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1) Caso )\n;r :O,izl,...,sl,e)\n; =0,7=1,...,5s1.

2) Caso com um N\, #0, e k € {n],... 31, - 515, } e os demais iguais a zero, o que
nos fornece uma combinagao CV de casos, mas temos que considerar ainda o caso em que
A =1, e Ay # 1, assim temos 2C% possibilidades de casos.

3) Caso com \; #0 e X; #0,ed,5€{n,....n5,n,...,n,} e os demais iguais a zero,
o que nos fornece uma combinagao de C% de casos, mas novamente temos que considerar os
casos em que \; + A; =1 e A\; + A; # 1, assim temos 2C% possibilidades.

Continuando com o raciocinio acima, concluimos que, o numero total de casos quando

queremos modificar p coordenadas é de
1+ 207 +2C +2C5 + ... +2CP = 271 — 1. (4.5)

A equagao (4.5), mostra que o niimero de casos a ser considerado cresce exponencialmente
com o valor de p. Este fato torna inviavel a utilizagao do algoritmo de ajustamento 6timo para

p coordenadas mesmo para valores razoavelmente pequenos de p através desta abordagem.

4.1.2 Resolugao do Subproblema Usando Métodos de Pontos

Interiores

Com a finalidade de contornar o problema do crescimento exponencial do nimeros de casos
com o valor de p, abordamos o subproblema (4.1) de outra forma e podemos resolvé-lo
aplicando métodos de pontos interiores. A grande vantagem de usar métodos de pontos
interiores para resolver o subproblema é que o custo computacional para uma matriz de
ordem 10 x 10 ou de ordem 100 x 100 nao é muito importante considerando que o problema
de programacao linear a ser resolvido é de grande porte. J& verificar os possiveis 210 — 1

2100 _ 1 casos representam custos bem diferentes.

casos ou 0s possiveis
A seguir reformularemos o subproblema (4.1), com objetivo de usar um método de pontos
interiores para resolveé-lo.

Primeiramente reescrevemos o subproblema na forma matricial:

minimizar §|[WA[[?
sa a'\=1, (4.6)
A <0,
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onde
LV:[wF%. PP ‘&éy
S1 52
= pk—1 k-1 k-1
w=~b —ijPnj—an;PnJ,
=l =1 (4.7)
A:(MAﬁw AHAWPHA@)
S1 S92
_ _ k—1 k-1
a=(ay,1,...,1),a; =1 Z;xnf Z;xm
= i=

As equagoes KKT do problema (4.6) sao dadas por

WWX+ar — =0,

IA=0

A= (4.8)
ath—1=0,

A <0,

onde 7 ¢ livre, 0 < p, sao os multiplicadores de Lagrange de igualdade e desigualdade,
respectivamente, e a matriz W*'W é de ordem (p+ 1) x (p + 1). Estas sao as equagoes onde
aplicamos um método de pontos interiores.

O sistema linear que surge em cada iteragao do método de pontos interiores aplicado as

equagoes (4.8) tem a forma:

WW a —Id AN 1
Uu 0 A AT | = | 1o (4.9)
a 0 0 Ap T3

onde, U = diag(p), A = diag(\), 11 = p—ar — WWA ro = =7\, e r3 =1 —a'\.
Fazendo algumas substituigoes simples chegamos que as diregoes AN, A7 e Ap sdo dadas
por
Ap=Atry — ATTUAN,
AN = (WW + AU ey — (WIW + A7U) LaAr,
ad(W'W + AU taAr = ' (WW + A7PU) ey — s,

onde ry =11 + A7y,

Assim, para calcular as diregoes precisamos resolver os seguintes sistemas lineares

(W'W + A~U)Il = a
(W'W + A7IU)I2 = 1y
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No entanto, resolver estes sistemas lineares nao causa dificuldades, porque fatoramos uma
matriz definida positiva de ordem (p+1) x (p+1) e resolvemos os dois sistemas com a mesma
fatoracao.

Resolver o subproblema usando método de pontos interiores é bem vantajoso, visto que,
por exemplo, se quisermos modificar 10 coordenadas é muito mais facil fatorar uma matriz

definida positiva de ordem 11 x 11 do que verificar 2! casos.

4.2 Propriedades Teodricas do Novo Método

Nesta se¢ao, provaremos o desempenho superior da familia de algoritmos aqui desenvolvida,
em relagao ao algoritmo de Von Neumann. Também provaremos que se ps > p; entao o
algoritmo de ajustamento 6timo para py coordenadas possui um desempenho superior em

relacao ao algoritmo de ajustamento 6timo para p; coordenadas.

Teorema 4.1. O decréscimo em ||b¥|| obtido por uma iteragio do algoritmo de ajustamento
otimo para p coordenadas, com 1 < p <7, onde n representa o numeros de colunas de P,

no pior caso € igual ao obtido por uma iteracdo do algoritmo Von Neumann.

Demonstracio. Dado k > 1, seja b*~! o residuo no inicio da iteracio k e {.73771+7 ooy Bt }e
S1
{Pnf’ e Pnf } o conjunto de vetores que fazem o maior e menor angulo com o vetor b1,
$2

respectivamente. Depois da k-ésima iteracao no algoritmo de ajustamento étimo para p

coordenadas temos que

S1 S1 52
b= <b"’1 - § :xk+1P+ — § :xk 'p, ) + § APy + § AP
7 [ J J
i=1 i=1 j=1

onde (Xl,X?ﬁ, o ,anl ,XT];, DY 52) é a solugao étima do problema (4.1) priorizando p co-
ordenadas. Temos que
()\vn; Avnx + 1- )\vny )\Unx + PR )\'Unx +17 )\'unx 71; s Avnxs;;)7

onde A\, é 0 /\ da iteracao Von Neumann, é uma solugao factivel para (4.1). Entao
k—1 (I k
[Aond™" 4 (1 = Aun) By | = {105, = 110711,

onde b¥, é o residuo obtido por aplicar uma iteragiao do algoritmo de Von Neumann. Com
isto concluimos que a reducao em |[b*|| por uma iteragao do algoritmo de ajustamento Gtimo
para p coordenadas no pior caso é igual a reducao por uma iteragado do algoritmo de Von

Neumann. ]
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O teorema acima garante, que a familia de algoritmos converge no pior caso com a mesma
taxa de convergéncia do algoritmo de Von Neumann. No caso p = 2, Gongalves, Storer e
Gondzio usam os mesmos argumentos dado no teorema (4.1) para provar em [18], que este
algoritmo converge no pior caso com a taxa de convergéncia do algoritmo de Von Neumann.
Eles também mostram em testes numéricos que este algoritmo possui um desempenho supe-

rior ao algoritmo de Von Neumann.

Teorema 4.2. O decréscimo em ||b¥|| obtido por uma iteragdo do algoritmo de ajustamento
otimo para py coordenadas, no pior caso € iqual ao obtido por uma iteracao do algoritmo de
ajustamento otimo para py coordenadas com p1 < py <N, onden € a dimensao das colunas
de P.

Demonstracio. Seja k, & > 1 dado e seja b¥~1 o residuo no inicio da iteracao k. Seja
{Pys,....Pxte{P,...,P} oconjunto de vetores que formam o maior e menor angulo
1 2
bt i lgori iori denad d
com o vetor , respectivamente, para o algoritmo que prioriza p, coordenadas, onde
S1+ 2 = po e seja {Pn1+, ce Pnig} e {Pnf’ e Pn§4} o conjunto de vetores que formam o
maior e menor angulo com o vetor b*~!, respectivamente, para o algoritmo que prioritiza p;
coordenadas, onde s3+ s4 = p1. Apds a k-ésima iteragao no algoritmo de ajustamento 6timo
para ps coordenadas temos que
S1 S2 S1 52
ko -1 _ k—1 _ k-1 T T
by, =M1 (b E . Pm* E xnj_ Pn} + E )\anﬁ + E )‘njpn;’
i=1 Jj=1 i=1 j=1

onde (Xl,X,ﬁ, . ,anl ’an’ . )\n;z) é a solu¢ao 6tima do problema (4.1) priorizando ps
coordenadas. Temos que a solu¢ao 6tima de (4.1) priorizando p; coordenadas
(Xl, an, . ,X@,an—, . ,an-4), é também uma solugao factivel para (4.1) priorizando
po coordenadas. Entao
S3 S4 S3 S4
Y k—1 k-1 k—1 BN 3
A YIS SO P ILIES SIS
i=1 j=1 i=1 j=1
onde b’;l é o residuo obtido ao aplicar uma iteracao do algoritmo de ajustamento étimo para

ol 7 =3 L

p1 coordenadas. Com isto concluimos que a redugao em ||b¥]| de uma iteragao do algoritmo
de ajustamento 6timo para py coordenadas no pior caso é igual a reducao de uma iteragao

do algoritmo de ajustamento 6timo para p; coordenadas. [ |

Este teorema revela que para p > 2, os algoritmos da familia possui um desempenho
superior, do ponto de vista tedrico, do que o algoritmo de ajustamento pelo par étimo. Este

teorema também revela que quanto maior o valor de p mais robusto sera o algoritmo do ponto
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de vista tedrico. Os dois teoremas acima garantem a convergéncia da familia de algoritmos.

No proximo capitulo, apresentaremos os experimentos numéricos que confirmam este fato.



CAPITULO 5

Experimentos Numéricos

Neste capitulo sao apresentados os experimentos numéricos deste trabalho. Nos experi-
mentos iniciais, o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas ¢ implementado em
Matlab e comparamos o desempenho deste para os casos p = 4, p = 10 e p = 20. No segundo
experimento o algoritmo de ajustamento étimo para p coordenadas foi adaptado ao codigo
PCx modificado e comparamos seu desempenho com esta abordagem. No terceiro experi-
mento o algoritmo de ajustamento étimo para p coordenadas foi adaptado ao codigo PCx
original com o objetivo de melhorar o ponto inicial deste e comparamos seu desempenho

com esta abordagem.

5.1 O Cédigo PCx

O Cédigo PCx Original: o cédigo PCx [8] foi desenvolvido no Optimization Techno-
logy Center at Argonne National Laboratory and Northwestern University e implementa o
método primal-dual preditor-corretor [31] com multiplas corregoes [19]. Esta abordagem é
considerada a mais eficiente das variantes de métodos de pontos interiores. As rotinas sao
implementadas em C exceto as rotinas responsaveis pela solucao dos sistemas lineares, que
utiliza uma biblioteca para fatoracao esparsa de Cholesky, desenvolvida por Ng e Peyton
[36] em FORTRAN77. O PCx trabalha com problemas de programagao linear no formato

MPS. Os problemas podem conter restricoes de igualdade e desigualdade, varidveis livres e

48
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limitadas. Uma rotina de preprocessamento converte os modelos em um formato padrao e
apos a solugao ser encontrada é transformada em termos da formulagao original.
O Cédigo PCx Modificado: o cédigo PCx, no qual agregamos a familia de algoritmos

possui as modificagoes descritas em [37] e [3]. Estas modificagoes sao:

e A eliminagao das multiplas corre¢oes de centralidade [19] que implicam na solugao de
varios sistemas lineares a cada iteragao, que é uma estratégia mais adequada para tratar
com abordagens diretas, visto que a fatoragao ¢ feita uma tnica vez. Com a eliminagcao,
tem-se o método primal-dual preditor-corretor e sao resolvidos dois sistemas lineares

a cada iteracao.

e A resolucao dos dois sistemas lineares é feita iterativamente pelo método dos gradientes
conjugados pré-condicionado, inicialmente pela fatoragao controlada de Cholesky (fase
I), quando é satisfeito o critério de mudanga de fase, o precondicionador utilizado é o

separador (fase II).

5.2 Implementacao

Para a implementagao da familia de algoritmos utilizamos o formato do problema dado na
subsecao 3.1.2, com uma pequena alteracao, visto que, na implementacao temos que levar
em consideracao que nem todas as variaveis do problema pode ser canalizadas.

Nao é necessario construir a matriz P explicitamente. Para encontrar o residuo em cada
iteragao, fazemos o produto da matriz P por um vetor utilizando a estrutura esparsa desta
e também da matriz de restrigoes A.

A familia de algoritmos pode produzir uma situacdo nao prevista até aqui que deve
ser evitada. Em cada iteragao o algoritmo pode produzir uma solugao do problema (3.1),
que nao é uma solucao do problema de programacao linear. Isto ocorre, porque na matriz P
existem m pares de colunas opostas geradas quando fazemos a mudanca da variavel irrestrita
y =y —y . Entao por exemplo, se uma destas colunas estd no conjunto das que formam
o maior angulo com o residuo, sua oposta estd no conjunto das que formam o menor angulo
com o residuo, assim o algoritmo fornece um peso de 0.5 para cada uma destas colunas e
anula todas as demais. Esta nao é uma solucao do problema de programacao linear, porque
a ultima varidvel do problema foi anulada (ver teorema 3.2). A estratégia utilizada para

nao ocorrer este caso divide a matriz P em dois conjuntos, sendo o primeiro formado pelas
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colunas de 1 até n+m e o segundo contendo as demais colunas. Em cada iteracao utilizamos
alternadamente apenas um destes conjuntos para encontrar as colunas que formam o maior e
menor angulo com o residuo. Uma vez que as colunas y* e y~ estdo em conjuntos diferentes
esta situagao nao ocorre mais.

Resolvemos o subproblema (4.8), necessario em cada iteracao da familia de algoritmos,
por método de pontos interiores, com uma precisao relativamente alta. Isto, se deve ao fato
que o vetor T tem a propriedade que €'Z = 1, ou seja, cada fator Z; pode ser pequeno, entao
se devolvemos uma solucao com uma precisao relaxada, esta solucao causa instabilidade no
algoritmo.

Os experimento numéricos foram realizados em uma méaquina com processador AMD
Athlon 64X2 Dual Core 4200+ 2.20 GHz e com 2GB de RAM, em Linux usando os compi-

ladores gce e gfortran.

5.3 Problemas Testes

Os problemas usados como testes sao apresentados na tabela 5.5, onde o niimero de linhas
e colunas sao referentes aos problemas apds a fase de pré-processamento. Esses problemas
foram selecionados como uma forma de identificar classes de problemas onde a familia de
algoritmos adaptada ao PCx original e modificado tem um bom desempenho. Todos os
problemas testes sao de dominio publico. Eles sdo encontrados em NETLIB [7], MISC
[33, 34]. Os modelos QAP sao da colegao QAPLIB [4] com a letra M ao final quando a

modificagao descrita em [39] é aplicada.

Tabela 5.1: Problemas Testes

Problema | Linhas | Colunas | Nnulos | Colecao

SCR20 5079 15980 | 61780 QAP
CHR25A 8149 15325 | 53725 QAP
CHR22B 5587 10417 | 36520 QAP

SCR15 2234 6210 24060 QAP

NUGO06-3rd | 3972 4686 19670 QAP
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Tabela 5.2: Continuagao da Tabela Problemas Testes

Problema | Linhas | Colunas | Nnulos | Colegao

NUGO05-3rd 1410 1425 5523 QAP

NUGO7 602 931 3318 QAP

NUGO05 210 225 740 QAP

NUG12M 2794 8856 33528 MISC

STOCFOR3 | 15362 | 22228 | 62960 | NETLIB

FIT2P 3000 13525 50284 | NETLIB

DFLO001 5984 12143 35274 | NETLIB

S80BAU3B 2140 11066 21631 | NETLIB

FIT2D 25 10524 | 129042 | NETLIB

TRUSS 1000 8806 27836 | NETLIB

MAROS-R7 | 2152 7440 100486 | NETLIB

PILOTS87 1971 6373 72163 | NETLIB

D2Q06C 2132 D728 31965 | NETLIB

D6CUBE 403 5444 34233 | NETLIB

PILOT 1368 4543 41879 | NETLIB

WOODW 708 5364 19809 | NETLIB

SHIP12L 610 4171 9254 | NETLIB

GREENBEA | 1933 4164 23765 | NETLIB

GREENBEB | 1932 4154 23673 | NETLIB

BNL2 1964 4008 14037 | NETLIB

SCTAP3 1408 3268 9383 | NETLIB

SHIPOSL 470 3121 7122 | NETLIB

NESM 654 2922 13244 | NETLIB

STOCFOR2 | 1980 2868 8090 | NETLIB

PILOTWE 701 2814 8841 | NETLIB

CZPROB 671 2779 5531 | NETLIB

CYCLE 1420 2773 15004 | NETLIB

SCSD8 397 2750 8584 | NETLIB
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Tabela 5.3: Continuagao da Tabela Problemas Testes

SIERRA 1212 | 2705 | 7771 | NETLIB
DEGEN3 | 1501 | 2604 | 25425 | NETLIB
SCTAP2 1033 | 2413 | 7052 | NETLIB
PILOTNOV | 848 | 2123 | 11922 | NETLIB
MAROS 846 | 1966 | 6634 | NETLIB
SHIP12S 340 | 1943 | 4297 | NETLIB
SHIP04L 292 | 1905 | 4290 | NETLIB
25FV4T 798 | 1854 | 10538 | NETLIB
PILOTJA 810 | 1810 | 11417 | NETLIB
WOOD1P 171 | 1718 | 44575 | NETLIB
SCFXM3 915 | 1704 | 8206 | NETLIB
FIT1P 627 | 1677 | 9868 | NETLIB
SHIP08S 276 | 1604 | 3644 | NETLIB
MODSZK1 | 665 | 1599 | 3065 | NETLIB
GANGES | 1113 | 1510 | 6537 | NETLIB
BNL1 610 | 1491 | 5256 | NETLIB
SHELL 487 | 1451 | 2904 | NETLIB
PEROLD 593 | 1389 | 5636 | NETLIB
SCSD6 147 | 1350 | 4316 | NETLIB
SHIP04S 216 | 1281 | 2875 | NETLIB
SCRS8 421 | 1199 | 3036 | NETLIB
STANDMPS | 422 | 1192 | 2831 | NETLIB
SCFMX2 610 | 1136 | 4919 | NETLIB
GFRDPNC | 590 | 1134 | 2393 | NETLIB
FIT1D 24 | 1049 | 13427 | NETLIB
PILOT4 396 | 1022 | 5001 | NETLIB
GROW22 440 | 946 | 8252 | NETLIB
FINNIS 438 | 935 | 2332 | NETLIB
SEBA 448 | 901 | 8252 | NETLIB
FFFFF800 | 322 | 826 | 5164 | NETLIB
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Tabela 5.4: Continuagao da Tabela Problemas Testes

STANDATA | 314 | 796 | 1403 | NETLIB
STANDGUB | 314 | 796 | 1403 | NETLIB
SCSD1 78 | 760 | 2388 | NETLIB
DEGEN2 442 | 757 | 4167 | NETLIB
AGG2 514 | 750 | 4558 | NETLIB
AGG3 514 | 750 | 4574 | NETLIB
BOEING1 | 331 | 697 | 3104 | NETLIB
SCAGR25 | 469 | 669 | 1715 | NETLIB
ETAMACRO | 334 | 669 | 1995 | NETLIB
GROW15 300 | 645 | 5620 | NETLIB
SCTAP1 284 | 644 | 1802 | NETLIB
SCFXM1 305 | 568 | 2732 | NETLIB
TUFF 257 | 567 | 4095 | NETLIB
STAIR 356 | 532 | 3813 | NETLIB
AGG 390 | 477 | 2055 | NETLIB
FORPLAN | 121 | 447 | 4415 | NETLIB
CAPRI 241 | 436 | 1528 | NETLIB
E226 198 | 429 | 2515 | NETLIB
SCORPION | 340 | 412 | 1534 | NETLIB
BANDM 240 | 395 | 1894 | NETLIB
LOTFI 133 | 346 | 867 | NETLIB
ISRAEL 174 | 316 | 2443 | NETLIB
SC205 203 | 315 | 663 | NETLIB
GROWT 140 | 301 | 2612 | NETLIB
BOEING2 | 125 | 264 | 979 | NETLIB
SHARE1IB | 112 | 248 | 1148 | NETLIB
BRANDY | 133 | 238 | 1911 | NETLIB
SCAGR7 127 | 183 | 455 | NETLIB
BEACONFD | 86 | 171 | 1316 | NETLIB
SC105 104 | 162 | 339 | NETLIB
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Tabela 5.5: Continuagao da Tabela Problemas Testes

SHARE2B | 96 | 162 | 777 | NETLIB
STOCFOR1 | 102 | 150 | 421 | NETLIB
BORE3D 81 | 138 | 549 | NETLIB
ADLITTLE | 55 | 137 | 417 | NETLIB
RECIPE 64 | 123 | 443 | NETLIB
VTPBASE | 72 | 111 | 283 | NETLIB
BLEND 71 | 111 | 477 | NETLIB
SC50A 49 | 77 | 159 | NETLIB
SC50B 48 | 76 | 146 | NETLIB
KB2 43 | 68 | 313 | NETLIB
AFIRO 27 | 51 | 102 | NETLIB

5.4 Comparacao do Desempenho para Diversos

Valores de p Usando Matlab

Neste experimento usamos os problemas E226, SCFMX2, SCSD6, SCSD8, DEGEN3 e

25FV47 da biblioteca Netlib. Realizamos 100 iteracoes do algoritmo de ajustamento 6timo

para p coordenadas, para os casos p = 4, p = 10 e p = 20 e comparamos o desempenho

destes. Os resultados sao mostrados na tabela abaixo. As notagoes sdao as seguintes: |[|0°||

representa o resfduo inicial, |[6'%|| representa o residuo na centésima iteragao, (desemp)

representa a reducao relativa do residuo.
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Os seis experimentos indicam que aumentando o valor de p, o desempenho do algoritmo
melhora para raio de convergéncia inicial, ou seja, que conseguimos reduzir mais rapidamente
o residuo ||0*|| do problema auxiliar no raio de convergéncia inicial. Na realidade os seis

experimentos confirmam o Teorema 4.2 para o raio de convergéncia inicial.

5.5 Experimento em Conjunto com o Cdédigo PCx
Modificado

Nesta secao vamos comparar o comportamento PCx modificado auxiliado pelo algoritmo
simples (PCxMA,), com p = 2, p =10 e p = 20 e o PCx modificado (PCxM). Escolhemos
10 problemas em que o PCx alterado como em [45] nao consegue obter uma solu¢ao e mais

12 problemas onde o PCx modificado necessita de segunda fase. Para os problemas onde
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Tabela 5.6: Comparacao do desempenho inicial para p=4,10,20
E226 SCFMX2 SCSD6
169 = 0,0341 | []p'%| || [|b°]] = 0,0204 | |[p'*] 16°]] = 0,3575 | [[b"°]]
p=4 0,0096 p=4 0,0092 p=4 0,0327
p=10 0,0041 p=10 0,0068 p=10 0,0167
p=20 0,0024 p=20 0,0035 p=20 0,0068
algoritmos desemp(%) algoritmos | desemp(%) algoritmos | desemp(%)
p=4 xp=10 134% p=4 xp=10 44% p=4 xp =10 96%
p =4 xp=20 300 % p=4 xp=20 163 % p=4 xp =20 380 %
p=10 xp=20 | 7% p=10 xp=20 |  94% p=10 xp =20 |  145%
SCSD8 DEGEN3 25FVA4T
169 = 0,3332 | []p'%| | [[b°]] =0,0651 | |[p'*] 1°]] = 0,0396 | [[b"°]]
D=4 0,0176 p=4 0,0082 p—4 0,0079
p=10 0,0120 p=10 0,0060 p=10 0,0043
p =20 0,0078 p =20 0,0055 p=20 0,0038
algoritmos desemp (%) algoritmos | desemp(%) algoritmos | desemp(%)
p=4 xp=10 47% p=4 xp=10 37% p=4 xp =10 84%
p =4 xp=20 126 % || p=4 xp=20 49 % p=4 xp=20 | 108 %
p =10 xp=20 54% p =10 xp=20 9% p=10 xp =20 13%
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o PCx nao necessita de segunda fase, nao ocorreram melhoras significativas em relagao a

abordagem anterior, assim optamos por nao apresentar estes experimentos.

Antes de apresentarmos os experimentos é necessario destacar uma observacao relevante
sobre a forma como o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas trabalha. Como
vimos na sec¢ao 4.1, em cada iteragao o algoritmo modifica p coordenadas e ajusta as demais
em funcao destas. Entre as p coordenadas modificadas algumas podem ser nulas, entretanto
no momento de transferir estas coordenadas ao método de pontos interiores, se elas fizerem
parte das varidveis primais (vetor x e s) ou das varidveis duais de folga (vetor z e w) elas ndo
podem ser nulas, entao adotamos valores pequenos para elas, visto que provavelmente elas
devem ser nulas em uma solucao. Nos experimentos a seguir usamos o valor 10~° para estas
variaveis. Para os problemas onde o PCx modificado nao consegue obter uma solugao, a
precisdo que usamos para resolver o subproblema (4.8) é de 10717 para complementariedade
relativa e 1071* para o restante das equacdes que compoe as condicoes KKT e para os
problemas onde o PCx modificado necessita de segunda fase, a precisao maxima foi de
10718 para complementariedade relativa e 1071° para o restante das equacoes que compoe as
condi¢oes KKT. O niimero maximo permitido de iteragdes do método de pontos interiores

para resolucao do subproblema é de 200.

No decorrer desta se¢ao vamos utilizar as seguintes notagoes nas tabelas: (MPI*) in-
dica o nimero de iteragoes que o PCx modificado necessita para detectar que o problema
nao converge, iteragao melhorada (itMelh) é onde realizamos iteragoes com o algoritmo de
ajustamento 6timo para p coordenadas, numero de iteracoes auxiliares em cada iteracao
melhorada (itAux) é a quantidade de iteragoes realizadas com o algoritmo de ajustamento
6timo para p coordenadas, (MPI,) indica o nimero total de iteragoes do PCx modificado
auxiliado pelo algoritmo simples para p = 2,10 e 20, (T) indica o tempo total para a solugao
dos problemas em segundos, (MPI) indica o niimero de iteragoes que o PCx modificado ne-
cessita para detectar que o problema converge, (Itgc) indica o nimero de iteragdes internas
do método dos gradientes conjugados nas direcoes preditora e corretora apds o auxilio do

algoritmo simples e (.) indica a iteragao da mudanca de fase.
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5.5.1 Problemas que nao Convergem na Abordagem Iterativa

com Precondicionador Hibrido

Para os problemas onde a abordagem hibrida nao consegue obter uma solugao, o experimento
foi realizado da seguinte forma: nos problemas onde o método necessita de segunda fase foram
realizadas algumas iteragoes com algoritmo simples com p = 2, p = 10 e p = 20 na faixa
critica da mudanca de fase e devolvido um ponto melhorado para o método prosseguir.

A justificativa para esta estratégia é que para algumas classes de problemas o precon-
dicionador fatoragao controlada de Cholesky perde eficiéncia e o método muda de fase, no
entanto, o precondicionador separador ainda nao esta preparado para assumir o processo e
assim o método nao converge.

Para os problemas que o método nao necessita de segunda fase, na iteracao onde o
gap ou a infactibilidade primal ou dual aumenta, realizamos iteragbes com o algoritmo de
ajustamento 6timo para p coordenadas com p =2, p = 10 e p = 20 e devolvemos um ponto
melhorado para o método de pontos interiores prosseguir. Se mesmo assim, o método de
pontos interiores nao encontra uma solucao para o problema, entao mudamos a estratégia e
realizamos algumas iteracoes do algoritmo de ajustamento para p coordenadas com p = 2,
p = 10 e p = 20 nas iteragoes iniciais do método de pontos interiores e devolvemos um ponto
melhorado.

A justificativa para usarmos a primeira estratégia é que se o gap ou a infactibilidade
primal ou dual aumenta, provavelmente o método de pontos interiores estd tomando um
caminho que nao é muito bom, entao fazendo algumas iteracoes com o algoritmo para p
coordenadas podemos alterar a sequéncia gerada pelo método de pontos interiores para um
caminho que o faga convergir. Se a primeira téatica falhar, entdo mudamos a estratégia
e tentamos alterar o caminho do método de pontos interiores nas iteracoes iniciais. Os
experimentos foram realizados sempre procurando fazer o minimo de iteragoes possiveis do
algoritmo simples.

Apresentamos na tabela 5.7 uma comparacao dos resultados obtidos com e sem o auxilio

do algoritmo para p coordenadas.
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Tabela 5.7: Problemas que nao convergem na abordagem hibrida

Nome | MPI* | itMelh | itAux | MPI, | T | MPILy| T |MPly | T
NUGO5 | 7(3) 4 50 - -] 6(3) | 010 6(3) | 0.14
NUGO05-3rd | 7(3) 3 50 - -] 9@B) | 614 T7(3) | 3.72
NUGO06-3rd | 9(4) | 2a4 | 50 - - - -] 12(-) | 269
FINNIS | 25(-) | 16 100 | - - 34 | 080| 27 | 073
AGG2 | 26(-) | 13 50 - - 31 | 170 29 | 1.15
AGG3 | 21(-) | 12 100 | 47 | 29| 39 | 145| 36 | 1.85
SCRS8 | 23(-) | 2a8 | 50 - - - - 38 | 2.04
BNL2 | 37(-) [ 11a12| 300 | - - | 47 | 141 40 | 251
D2Q06C | 16(-) - - - - - - - -
80BAU3B | 46(-) - - - - - - - -

Com esta abordagem conseguimos obter uma solucao para os problemas AGG2, AGG33,
SCRSS8, BNL2, FINNIS, NUG05, NUG05-3rd e NUG06-3rd. Os resultados da tabela indicam
que o algoritmo simples com p = 20 é superior ao algoritmo simples com p = 2 e p = 10,
ou seja, aumentando o valor de p o desempenho do algoritmo melhora para esta classe de
problemas. Em [45] para que os problemas NUG05, NUG05-3rd e NUG06-3rd convergissem,
o parametro n foi alterado e um novo parametro foi calculado explorando a estrutura dos

problemas, ja em nossa abordagem o parametro 7 original foi mantido.

5.5.2 Problemas que o PCx Modificado Necessita de Segunda

Fase

Como no PCx modificado existe uma faixa critica na troca dos precondicionadores, no sen-
tido que, se mudarmos de etapa antes desta faixa ou no inicio dela, o precondicionador
separador ainda nao esta preparado para assumir o trabalho e assim o método pode perder
robustez. Entao, para os problemas onde o PCx modificado necessita de segunda fase, a
estratégia utilizada foi fazer algumas iteracoes do algoritmo simples com p = 2, p = 10 e
p = 20 nesta faixa critica e devolver um ponto melhorado para o método de pontos inte-
riores prosseguir. Os experimentos foram realizados sempre procurando fazer o minimo de

iteracoes do algoritmo simples.
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Na tabela (5.8) apresentamos uma comparacao do desempenho do PCx modificado e do

PCx modificado com auxilio do algoritmo simples com p = 20.
Tabela 5.8: PCxM x PCxMAyg
nome | MPI Itge T itMelh | itAux | MPIyy | Itgc T

E226 | 32(8) | 5202 0.64 7 50 20(12) | 655 0.50
MAROS | 40(9) | 28282 | 8.62 9 30 26(9) | 15778 | 7.14
25FV4T7 | 29(17) | 10231 | 6.25 17 20 28(17) | 6814 5.30
SCR15 | 24(11) | 4860 | 30.63 13 100 23(11) | 3997 28.7
CHR22b | 29(16) | 2880 | 80.0 15 100 28(16) | 10855 | 99.80
CHR25a | 29(15) | 12698 | 181.4 | 14-15 20 28(15) | 17362 | 219.2
NUGO7 | 11(4) 465 0.72 6 30 10(4) 729 0.79
NUGI12M | 20(7) | 9372 | 232.8 8 50 20(7) | 7351 | 209.7

SCR20 | 21(15) | 5207 | 244.6 16 20 21(15) | 4284 | 2414
STOCFOR2 | 21(15) | 2025 3.98 17 30 21(15) | 747 3.78
DEGEN3 | 16(8 1426 | 19.91 9 50 16(8) | 1126 19.2
DEGEN2 | 12(5 598 0.71 5 30 12(5) 409 0.69

Ao usarmos o algoritmo simples para 20 coordenadas em conjunto com o PCx modificado,
conseguimos reduzir o numero de iteracoes deste, para uma classe de problemas e para
outra classe conseguimos reduzir o nimero de iteracoes internas dos gradientes conjugados,
tornando o método mais robusto para estas classes de problemas.

No problema F226 ocorre que ao usarmos o algoritmo simples com p = 20 antes da troca,
ele prolonga a vida 1til do precondicionador fatoragao controlada de Cholesky, o que é bom
porque o precondicionador separador possui um melhor desempenho perto da solugao. No
problema 25FV47 ocorre que o algoritmo simples devolve um ponto mais préximo da solugao,
e pelo mesmo motivo acima esta abordagem possui um bom desempenho.

De uma forma geral podemos dizer que existem dois tipos de problemas em que esta
abordagem possui um bom desempenho, o primeiro tipo é a que ela prolonga a vida ttil do
precondicionador fatoragao controlada de Cholesky e o segundo tipo é aquele que usamos o
algoritmo simples apds a mudanca de fase e ele devolve um ponto suficientemente préximo
da solucao, para que o precondionador separador tenha um melhor desempenho.

Na tabela 5.9 exibimos uma comparacao do algoritmo simples comp =2, p=10e p =20
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para os mesmos problemas da tabela 5.8 e nas mesmas condigoes.

Tabela 5.9: Comparagao do desempenho para p=2,10,20

nome MPIp | Itge T MPIyo | Itge T MPIy | Itgc T
E226 22 | 1014 0.28 22 853 0.25 20 655 0.50
MAROS 31 | 16433 6.3 24 | 13484 | 5.26 26 | 15778 | 7.14
25F'V4T7 33 | 13322 | 7.86 28 | 6216 4.9 28 | 6814 5.30
SCR15 24 | 4967 | 31.69 | 24 | 4021 | 30.20 23 | 3997 | 28.70
CHR22b 29 | 10802 | 101.9 | 28 | 11155 | 102.1 28 | 10855 | 99.80
chr25a 28 | 17697 | 2204 | 29 | 19308 | 222.2 | 28 | 17362 | 219.2
NUGO7 11 565 0.82 11 619 0.85 10 729 0.79
NUGI12M 20 | 8242 | 221.3 | 20 | 9214 | 230.1 20 | 7351 | 209.7
SCR20 - - - 21 | 4621 | 2427 | 21 | 4284 | 2414
STOCFOR2 | 21 813 3.79 21 784 3.80 21 747 3.78
DEGEN3 16 | 1288 19.7 16 | 1413 | 19.15 16 | 1126 | 19.20
DEGEN2 12 | 477 0.65 12 518 0.67 12 409 0.69

Novamente podemos observar que aumentando o valor de p o desempenho algoritmo

melhora, visto que, na maioria dos problemas da tabela acima, o algoritmo simples com

p = 20 agregado ao PCx modificado ganha no niimero de iteragoes e no numero de iteragoes

internas do método dos gradientes conjugados.

5.6 Ponto Inicial

O ponto inicial para método de pontos interiores influencia muito em seu desempenho.

Como a familia de algoritmos possui um custo computacional barato por iteragao, uma idéia

natural é utilizar a familia de algoritmos para encontrar um ponto inicial para métodos de

pontos interiores ou melhorar o ponto inicial ja dado. Nesta secao vamos usar a familia de

algoritmos para melhorar o ponto inicial do cédigo PCx original.
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5.6.1 O Ponto Inicial do Cédigo PCx Original

O ponto inicial do cédigo PCx original [8] é descrito por Mehrotra em [32]. Primeiramente
Mehrotra utiliza minimos quadrados para calcular os pontos

(AAH ™ Ae,

c— Aly, (5.1)
AL (AAN 1,

IS TR =g
I

Depois sao calculados os valores d, e 0,

0, = max(—1.5min{z;},0), (5.2)
. = max(—1.5min{z},0).
Os valores 9, e 0, sao encontrados de forma que os pontos T + d, e Z + . sejam maiores
que zero. Entao sao calculados

(x +d.e)(z+d.e)

0y =0, + 0.5 5.3
" Yozt 0.) (53)
5_5+05(3§+5e)(z+5e) (5.4)
Zz 1<‘rZ + 5 ) .
Finalmente o ponto inicial é dado por
¥ =9,
30 =3 + ~5€7 (55)
20 =7+ 4,

Os valores ¢, e ¢, sao encontrados de maneira que os pontos z° e 2" sejam maiores que

zero e centralizados.

De uma forma geral podemos ver que Mehrotra encontra o ponto inicial em trés passos.
e Primeiro, encontra os pontos:
= (AAYH) 1 Ac,

c— Ay, (5.6)
= AY(AAY) D

A
Il

e Segundo, calcula os valores d, e 9, de modo que os pontos T+ 9, e Z+ 4, sejam maiores

que zero.

e Terceiro, calcula os valores d, e d, de maneira a centralizar os pontos z° = & + 6, e
=Z+40,.
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5.6.2 Experimento em Conjunto com o Cédigo PCx Original

A estratégia utilizada para realizar este experimento foi fazer algumas iteragdes com o al-
goritmos simples com p = 20 antes da centralizacdo dos pontos. A justificativa para esta
estratégia é que se usarmos a familia de algoritmos simples depois de centralizar os pontos
melhoramos estes, mas podemos perder sua centralidade que é importante para os métodos
de pontos interiores.

Nos experimentos, usamos uma heuristica dependente do ndmero de colunas do problema
para determinar o niimero maximo de iteracoes auxiliares do algoritmos simples usadas em
cada problema. Esta heuristica foi desenvolvida baseada em experimentos numeéricos e é
dada por max(4,2min(16,7/200)), onde n é o nimero de colunas do problema. Utiliza-
mos 95 problemas da cole¢ao NETLIB. Na tabela (5.10) apresentamos uma comparagao do
desempenho do PCx original e do PCx modificado com auxilio do algoritmo simples com
p = 20. As notagoes sao as seguintes: (itAux) é a quantidade de iteragoes realizadas com
o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas, (PCxori) indica o nimero total de
iteragoes do PCx original, (PCxoriM) indica o niimero total de iteragdes do PCx original

modificado auxiliado pelo algoritmo simples com p = 20.

Tabela 5.10: PCxori x PCxoriM

nome itAux | PCxori | PCxoriM
25FV47 18 25 25
80BAU3B 32 36 35
ADLITTLE 4 11 11
AFIRO 4 7 7
AGG 4 18 18
AGG2 7 21 21
AGG3 7 19 19
BANDM 4 16 16
BEACONFD 4 10 10
BLEND 4 9 9
BNL1 14 33 33
BNL2 32 33 33
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Tabela 5.11: Continuacao da tabela PCxori x PCxoriM

nome itAux | PCxori | PCxoriM
BOEING1 6 18 19
BOEING2 4 12 12
BORE3D 4 15 19
BRANDY 4 17 17
CAPRI 4 17 17
CYCLE 27 23 23
CZPROB 27 26 26
D2Q06C 32 27 27
D6CUBE 32 17 17
DEGEN2 7 11 11
DEGEN3 26 29 15
DFL001 32 44 39
E226 4 18 18
ETAMACRO 6 26 23
FFFFF800 8 29 26
FINNIS 9 22 22
FIT1D 10 17 17
FIT1P 16 16 16
FIT2D 32 22 22
FIT2P 32 20 20
FORPLAN 4 21 21
GANGES 15 16 16
GFRDPNC 11 16 16
GREENBEA | 32 49 48
GREENBEB 32 39 38




SECAO 5.6 ¢ PONTO INICIAL

Tabela 5.12: Continuacao da tabela PCxori x PCxoriM

nome itAux | PCxori | PCxoriM
GROW15 6 19 19
GROW22 9 21 21
GROWT 4 16 15
ISRAEL 4 19 20
KB2 4 11 12
LOTFI 4 13 17
MAROS 14 18 19
MAROS-R7 | 32 12 13
MODSZK1 15 20 32
NESM 29 25 25
PEROLD 13 32 35
PILOT 32 34 35
PILOT4 10 46 43
PILOTS87 32 25 24
PILOTJA 18 30 30
PILOTWE 28 45 44
PILOTNOV | 21 16 16
RECIPE 4
SC105 4 9 9
SC205 4 10 16
SC50A 4 7 7
SC50B 4
SCAGR25 6 17 17
SCAGR7 4 13 13
SCFXM1 5 17 16
SCFXM2 11 19 19
SCFXM3 17 19 18
SCORPION 4 11 11
SCRS8 11 21 22




CAP. 5 ¢ EXPERIMENTOS NUMERICOS

Tabela 5.13: Continuacao da tabela PCxori x PCxoriM

nome itAux | PCxori | PCxoriM
SCSD1 7 8 8
SCSD6 13 11 12
SCSD8 27 10 11
SCTAP1 6 14 14
SCTAP2 24 12 12
SCTAP3 32 14 14
SEBA 9 13 14
SHARE1B 4 18 18
SHARE2B 4 17 16
SHELL 14 20 20
SHIPO4L 19 13 12
SHIP04S 12 12 13
SHIPOSL 31 14 14
SHIPO8S 16 11 11
SHIP12L 32 15 14
SHIP12S 19 12 12
SIERRA 27 18 18
STAIR 5 13 16
STANDATA 7 13 12
STANDGUB 7 13 12
STANDMPS 11 23 24
STOCFOR1 4 11 11
STOCFOR2 28 19 19
STOCFOR3 32 30 29
TRUSS 32 17 19
TUFF 5 18 18
VTPBASE 4 10 11
WOOD1P 17 22 22
WOODW 32 30 28
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Com essa abordagem, para 20 problemas conseguimos diminuir o nimero de iteragoes
do cédigo PCx original. A quantidade de iteracoes auxiliares utilizada do algoritmo simples
foi pequena. Para 55 problemas o niimero de iteragdes permaneceram inalteradas e para
20 problemas aumentaram as iteragoes do PCx original. Dos 95 problemas analisados, 28
possuem mais de 2000 varidveis. Desses, conseguimos diminuir o nimero de itera¢ées em 10
problemas, ou seja, em 36% deles e perdemos apenas em 4 problemas. O nimero total de
iteracoes para esses 28 problemas utilizando o PCx original foi 701 e usando essa abordagem
foi 678, uma redugao de 23 iteragoes. Desta forma o experimento indica que essa abordagem

tornou a implementacao mais robusta para os problemas maiores dessa colecao.



CAPITULO 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Apresentamos uma nova familia de algoritmos para programagao linear. A grande vantagem
desta familia de algoritmos é a sua simplicidade e seu raio de convergeéncia inicial rapido.

Em cada iteracao dos algoritmos desta familia precisamos resolver um subproblema. No
caso p = 2, que é o algoritmo de ajustamento pelo par étimo, Gongalves, Storer e Gondzio
resolvem este subproblema verificando as condi¢oes KK'T, mais precisamente, ele verifica
todas as possiveis solugoes factiveis das equagoes KK'T, que neste caso sao 7. No caso geral
que é o algoritmo para p coordenadas, se resolvermos o subproblema seguindo o mesmo
raciocinio, o niamero de casos possiveis de solugoes factiveis cresce exponencialmente com
o valor de p e este ntimero de casos é exatamente 2P*! — 1. Contornamos este problema
resolvendo as equagoes KKT do subproblema por métodos de pontos interiores. Resolver o
subproblema usando método de pontos interiores é bem vantajoso, visto que, por exemplo,
se quisermos usar o algoritmo com p = 10 é muito mais facil fatorar uma matriz definida
positiva de ordem 11 x 11 do que verificar 2! — 1 casos possiveis.

Uma das propriedades que estamos explorando é o raio de convergéncia inicial rdpido
da familia de algoritmos. Os resultados numéricos indicam que na préatica aumentando o
valor de p o desempenho do algoritmo melhora confirmando o Teorema 4.2 para o raio de
convergéncia inicial.

Ao usarmos a familia de algoritmos simples em conjunto com um método de pontos
interiores infactivel em uma classe de problemas, onde o método nao converge, conseguimos

fazer o método convergir para quase todos os problemas desta classe. Para a maioria dos
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problemas a quantidade de iteragoes auxiliares utilizada do algoritmo simples foi pequena,
visto que, o seu custo por iteracao é baixo. Para que os problemas NUG05, NUGO05-3rd
e NUGO06-3rd convergissem em [45], o parametro n foi alterado e um novo parametro foi
calculado explorando a estrutura dos problemas, ja em nossa abordagem o parametro n

original foi mantido. Tornando a implementacao menos sensivel ao ajuste de parametros.

Para outra classe de problemas onde o método de pontos interiores infactivel necessita
de segunda fase, com a abordagem utilizada conseguimos reduzir o niimero de iteracoes do
método para uma subclasse desta e, conseguimos reduzir o nimero de iteragoes internas
do método dos gradientes conjugados para outra subclasse. Novamente para a maioria dos
problemas a quantidade de iteragoes auxiliares utilizada do algoritmo simples foi pequena,
e tendo em vista que, o seu custo por iteragao é baixo o tempo computacional utilizado
pelo novo algoritmo nao é significativo em relagao a uma iteracao dos métodos de pontos

interiores.

Os resultados numéricos indicam que aumentando o valor de p, o desempenho da familia
de algoritmos simples melhora, tanto para classe de problemas que o método de pontos
interiores infactivel nao consegue obter uma solucao, quanto para a classe de problemas que

o método necessita da segunda fase.

Em particular pudemos identificar dois tipos de problemas onde a abordagem utilizada
possui um melhor desempenho. O primeiro tipo é a que ela prolonga a vida 1til do pre-
condicionador fatoragao controlada de Cholesky e o segundo tipo é aquele em que usamos o
algoritmo simples apds a mudanga de fase e ele devolve um ponto suficientemente préximo
da solucao, para que o precondionador separador tenha um melhor desempenho. Um traba-
lho futuro que pode ser explorado é montar um conjunto de problemas de grande porte do

primeiro e segundo tipo e fazer testes neste conjunto.

Ao utilizarmos a familia de algoritmos de um outro modo, melhorando o ponto inicial de
um método de pontos interiores, conseguimos diminuir o niimero de iteracoes deste para 20
problemas. A quantidade de iteracoes auxiliares utilizada do algoritmo simples foi pequena.
Para 55 problemas o niimero de iteracoes permaneceram inalteradas e para 20 problemas
aumentaram as iteragoes. Dos 95 problemas analisados, 28 possuem mais de 2000 varidveis.
Desses, conseguimos diminuir o niimero de iteracoes em 10 problemas, ou seja, em 36% deles
e perdemos apenas em 4 problemas. O nimero total de iteracoes para esses 28 problemas
utilizando o PCx original foi 701 e usando essa abordagem foi 678, uma reducao de 23

iteragoes.
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Podemos concluir que os resultados numéricos indicam que ao usarmos a familia de
algoritmos simples em conjunto com métodos de pontos interiores infactivel, melhoramos
sua robustez e portanto seu desempenho.

Problemas de grande porte possuem um custo computacional relativamente alto em cada
iteracao de métodos de pontos interiores. Assim uma pesquisa futura pode ser utilizar a
familia de algoritmo simples em cada iteracao de pontos interiores para reduzir o custo
computacional desta.

Finalizando, ao usarmos a familia de algoritmos simples em cada iteragao de um método
de pontos interiores podemos mudar o algoritmo simples de uma iteracao para outra aumen-
tando ou diminuindo valor de p. Um trabalho futuro pode ser explorado é determinar o valor

de p dinamicamente em funcao dos resultados da iteragao anterior.



APENDICE A

Apéndice

A.1 Multiplicadores de Lagrange

Nesta se¢ao, analisaremos o problema geral de minimizar uma fungao f(z) sujeita a uma ou
mais restrigdes de igualdade. A tnica exigéncia sobre f(z) é que ela seja, no minimo, duas

vezes diferenciavel. Assim, consideremos o seguinte problema de otimizagao:

minimizar  f(x)
sujeito a  g(x) =0 (A1)
x>0
em que g(z) = 0 corresponde a um conjunto de m restri¢oes.

O gradiente de f(x), denotado por Vf, é um vetor que aponta na diregao de maior
crescimento de f(z). Se o problema de otimizacao fosse irrestrito bastaria fazermos V f(z) =
0 para determinarmos os pontos criticos de f(z) e, o minimo, se existisse, deveria pertencer
a este conjunto (de pontos criticos). Para o caso particular em que m = 1, devido a presenga
da restrigao isolada g(x) = 0, o gradiente de g(x) deve ser ortogonal ao conjunto de solugoes
factiveis F' = {x;g(z) = 0}, ou seja, Vg(z) - F' = 0, para cada = € F. Assim, para que um
ponto z* seja um ponto critico é necessario que ele pertenga ao conjunto factivel F', g(z*) = 0

e que V f(z*) seja proporcional a Vg(z*), ou seja,

gla*) =0 (A.2)
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V(") = AVyg(a) (A.3)

em que A € R é a constante de proporcionalidade conhecida como multiplicador de Lagrange.
No caso em que m > 1, a regiao de factibilidade F' é a interseccao de m hiperplanos e o

sistema constituido pelas equagoes (A.2) e (A.3) deve ser reescrito como:

g(*) =0 (A4)
Vf(z*) = Z A:Vg(z®). (A.5)

Em termos formais é possivel obter o sistema de equacoes anteriores introduzindo a

seguinte fungao, conhecida como fungao Lagrangeana:
Lz, A) = f(x) = > Nigi(w). (A.6)
i=1

Derivando (A.6) parcialmente com relacao a e \; e igualando a zero, temos:

oL 8f - 8gi .
—_— = — — )\Z 207 :1,2,..., A~7
8xj c%cj ; a{L’j J " ( )
oL
O\ gz(x) 0, 1 ) 45 , 1M ( 8)

Em notagao vetorial observemos que as equagoes (A.7) e (A.8) correspondem exatamente as
equagoes (A.4) e (A.5). Estas equagoes sdo conhecidas como condigoes de otimalidade de
primeira ordem. Determinar se uma solucao das equagoes (A.7) e (A.8) é um minimo global
do problema (A.1) pode ser algo muito dificil. Todavia, se as restrigdes forem todas lineares,

o Teorema A.1, enunciado a seguir indica um meio de calcular um minimo local de f(x).

Teorema A.1. Se o conjunto de restri¢oes for linear, um ponto critico x* € um minimo

local se
EHF(a7)E >0 (A.9)
para todo £ # 0 satisfazendo
EVgi(x*)=0, i=1,2,....m (A.10)
em que 5
Hf(z") = [8@‘(;;:;] (A.11)

¢ a matriz Hessiana de f no ponto x*.

A versao deste teorema para o méaximo estd enunciado em Vanderbei [44].



SECAO A.2 ¢« O PROBLEMA DA BARREIRA LOGARITMICA 72

A.2 O Problema da Barreira Logaritmica

Métodos de pontos interiores sao intimamente relacionados com métodos de barreira, que
foram desenvolvidos por Fiacco e McCormick [15] no final da década de 1960. A idéia do
método esta baseada na resolucao aproximada de uma sequéncia de subproblemas sem qual-
quer restricao de desigualdade. Sob certas condic¢oes, a sequéncia de solugoes aproximadas
converge para a solugao do problema original.

Consideremos o seguinte problema de maximizagao com restrigoes:

maximizar f(z) = clx
sujeitoa Az +w=1> (A.12)
z,w >0

Neste problema, podemos remover a restricao de nao negatividade para cada variavel adicio-
nando-a na funcao objetivo f(x), uma funcao que é escolhida de tal forma que se aproxima
do infinito quando a variavel em questao aproxima-se de zero. A funcdo mais simples com
esta propriedade é o logaritmo. Portanto, para cada variavel, introduzimos um novo termo
na funcao objetivo que corresponde a uma constante multiplicada pelo logaritmo da variavel,
ou seja:

maximizar f(z) +p ) logz; +p ), logw;

(A.13)
sujeito a Ar+w=">

em que o parametro g é maior que zero.

O problema (A.13) é chamado de problema da barreira logaritmica associado com (A.12).
Observemos que ele nao é realmente um problema, mas uma familia de problemas associada
ao parametro pu. Cada um destes problemas é um problema de programacao nao linear
porque a funcao objetivo é nao linear. Esta func¢ao nao linear é conhecida como fungao
barreira logaritmica.

Se o problema original for um problema de programacao linear, entdo, a regiao factivel
F' é um poliedro, com cada face sendo caracterizada pela propriedade que, nela, cada uma
das varidaveis é nula. Portanto, a funcao barreira tende a menos infinito sobre cada face do
poliedro. Além disto, ela é finita no interior do poliedro e se aproxima de menos infinito nas
proximidades do contorno. Para cada g > 0, o maximo é atingido em um ponto interior
e quando p estd préximo de zero este ponto interior move-se na direcao da solugao étima

do problema original. Visto como uma funcao de p o conjunto de solugoes 6timas para o
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problema da barreira forma um caminho através do interior do poliedro que representa o
conjunto das solugoes factiveis. Este caminho é denominado caminho central. O objetivo
daqui em diante é estudar este caminho central, Vanderbei [44].

No que segue, mostraremos que para cada valor do parametro barreira p existe uma
unica solugao para o problema da barreira. Além disso, se p — 0, a solugdo do problema
tende para a solu¢ao do problema de programagao linear original. O problema (A.13) é um
problema de otimizagao com restricao de igualdade e assim, podemos associar a ele o seu

Lagrangeano, ou seja,

L(z,w,\) =c'z +p Z logz; + ,uz log w; + A'(b — Az — w) (A.14)
j i
Derivando (A.14) parcialmente com relagao a cada variavel, obtemos as seguintes condigoes

de otimalidade:

oL 1

a_szcj+ul’_j_2i)\iaij =0 j:1727-"7n
0L 1 .
=p——=X =0 1=1,2 M
ow; w;
oL

Na forma matricial, estas condicoes de otimalidade sao dadas por

AXN—puX~te = ¢
A= uWle (A.15)
Az +w = b

em que X e W sao matrizes diagonais cujos elementos sao, respectivamente, as componentes
dos vetores x e w e e denota o vetor que possui todos os elementos iguais a 1.

Definindo z = uX e, as condigoes de otimalidade (A.15) podem ser reescritas como:

Ar+w = b
AN—z = ¢
z = puXle
= pWle.

Multiplicando a terceira e quarta equacoes, respectivamente, por X e W, obtemos fi-

nalmente a seguinte forma simétrica primal-dual das condi¢oes de otimalidade de primeira
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ordem:
Az 4+w = b
AN—z =
o (A.16)
XZe = pue
AMe = pe.

A.3 A Existéncia e Unicidade de Solucao para o

Problema da Barreira

Uma solugao para o problema da barreira nem sempre existe. O Teorema A.2 a seguir, cuja
demonstracao pode ser encontrada em Vanderbei [44], fornece uma condigao necesséria e

suficiente para a existéncia de solucao para este problema.

Teorema A.2. Uma solugao para o problema da barreira existe se, e somente se, as regioes

factiveis para o primal e dual tem interior nao vazio.

Para mostrar que se uma solucao existe ela deve ser tnica, devemos analisar o compor-

tamento da Hessiana da fungao barreira
flz,w) =cz+ uZlong + uZlogwi
que é dada por:

H =

Observemos que H é diagonal com elementos estritamente negativos. Portanto, pelo
Teorema A.1 existe no maximo um ponto critico e, se existe, ¢ um méximo global.

O Corolario A.1 a seguir resume estes resultados:

Corolério A.1. Se um conjunto factivel primal (ou seu dual) possui um interior nio vazio e
¢ limitado, entao para cada p > 0 existe uma unica solu¢ao (x,,w,, A, 2,) para as condigoes

de otimalidade de primeira ordem definidas em (A.16).

O caminho {(x,,w,, Ay, 2,); ¢ > 0} é chamado caminho central primal-dual e desempe-

nha um papel importante em métodos de pontos interiores para programagao linear.
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