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SUHARIO

Ha teorila de discriminacio & classificacio, a Razin de
Erro Real agsociada a uma fungﬁo dé classificagdo, & dada pelas proba-
bilidades de md classificagldo, ¢ ¢ usada para egtudar o desempenho da
fungl3o de classiflcaci3o. Para o céleulo da Rez8c de Erro Resl & neces-—
siric o conhecimento das distribuicfes populacionais que estioc envol-
vidas no prob!emé,

Exfele umu vastsa Iiteratura 2 respeitc da estimag®o da
Raz¥%o de Erro Real. Em nosso irabalho, nds utillizaremos o estimador
Raz#ic de Erro Aparente gue ¢ um método comumente usado em outros tra-
balhos. Estudos mostram que este substima a Razlo de Erro Real.

1 objetivo de noessgo itrebslho 4 estydar o vicio do esti-
mador Razde de Erro Aparente, num contexto de comparar Lrés mdélodos de
est.imagdo, sendo que dols métodos s3c n¥o paramétri#ma, o “bootgtrap”
proposto por Efron £ o "cross-validation”. O tercelre é um métods pa-

ramétrice proposte por Holachlan.

A comparag@o fol feita sob condigio do conhecimento das
distribulctes populacionals. Amostras de duas populagfes neormals  muil-
Livariadas com diferentes velores de médias e motrizes de covariincias
iguaie & identidade, foram geradas por processzo de gimulag3o de Honte

Carlo,



& conclusio de nossos estudos ¢ que, 2 método “hoots-
trap” mostrou-pe efliclente na estimag¥o do vicio da Raz¥o de Erro Apao-
rente Lanto guanto o estimador paramébrico, gabendo que, este dltimo &
condicionado  wo conhecimento dag distribalgles populacionais para a
~sua validade.

Ente trabalho estd dividido om guatro capftulos. 3 teo-
ria do classiflcacio e digceriminagdo, uttlizande o mdétodo de Filsher
para a construgio de regras de classificag¥o, ¢ vista no capftulo 1. O
capftule 2 aprezenta uma pesqulsa bibliogréfica com o8 métodos de oaz-
timagHo da probabilidade de né clasgificagio. U procedimento de virios
metodeos  assim como o método R, usado para obler o estimador da Raz¥o
de Erro Aparente, tambdém sHo desenvelvidos.

A conparagio felta entre oz mébodos de estimagdo do vi-
cio  da Raz¥o de Erro Aparente & vista no capftule 3, com a descricdo
dos métodos "boobstrap”, "cross-vallidation” & o "paramétrico” e também
z metodologla de nosso trabalhe e o resultados experimentais.

Finalmente, no capftulo 4, apresenta-se as conclusfes

g0 nosso btrabalho.



CAPITULO %
TEORIAS E BECGHAS DE CLASSIFICACAD

1.3 - 1HTRODUCRD:

Este capftulo tem por objetiveo apresentasr técnicas =
regrag no procedimento de discriminacdeo @ classzificac8o, A teoria de
andlise discriminante de dados consiste em separar populagles ou clam-
gificar novas observacBes em populagBen previamente definidas.

0 problems da classificagBo aparece quando dessejames,
de acorde com © ndmero de medidaz de um individuo {ou objetol, clazsi-
ficd-lo em uma das vérias céteguriaa {ou populagles) envolvidas, HRés
nHo podemos assumir diretamente a que categorlia ele pertence mas dave—
mms.fazar us0 de suag medidag {caracter{sticas) para clasgificé-io.

A classiflicaclo de ums obgervagio (ou objetol om0 ums
das populagies nin & feita gem erro e, poertanto, ser¥o estudadas  aqul
técnicas com intuito de conhecer e minimizar o erro de clagsificagio,

. Nés assumiremos um numero finito de pepulagBes aendo
gue cada populacio & caracterlizada pela disiribuigdo de probabllidade
de suas wmedlidas 8 uma observegdo & um valor smostral de uma dessag po-
pulagdes. |

En algumag situagles as disiribuigles de proeobabillidade
dag populagles sHeo conslderadaz conhecidas de infclo, em putras mitus~
GBes o forma da distribulgfo de probabllidade das populagles € conhe-
cida mas n¥c conhecenos seus parﬁmetrog e, entidc, fazemos © uso das

amostras dessag populaciies pare estimar as quantidades desconheclidas,




Ag técnicas squl estudadas ser¥o aplicadas para popula-
cen con dighribuicio nornal. Em aiguns resultados apresentados n3do
nog preocupamos em fozer a demongiragio, was ¢ dada a referéncla bi-
bltografica.

A wecgdo 1,2 apresenta o probiema de clapmificagdo e
discrinminac®o envolvendo duas populacles pela fungdc discriminante de
Figher. O problema de classificaclio que & 0 erro, € as regras gue o
minipnizam g¥%c apresentadas na secgifo 1.3 ¢ 1.4. Hesta dltima ¢ feits
© tanbdm umz pequesnRa ab@fﬁagam da constru;ﬁa das regras de classificaglo
através do procedimenic de Bayes. Jd a secc¥o 1.5 faz a aplicagic dos
regultados das geceles anteriores em populagles com distribuigdo nor-
m&l. £ apresentade fambém no final desta gecg¥o uma répida idéla de
gstimadores que independem da forma da populagdo de origem para a Ra-
z%o de Erro Real, que ¢ uma das medlidas usadas para se conhecer o erro
de classificacho. Finalmenlte, na gecgdo 1.6, ag regras sio extendidas
para o caso mals geral, com védrias populagBes e aplicande-ag em popu-

lagBes com distribuigic normal.
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1.2 - N£TODU DE FISHER PARA O PROBLEHA DE CLASSIFICACKXD E SEPARADAD
{DISCRIBIBACXD) ENVOLVERDD DUAS POPULACGBES.

dqul estaremos interessados em situa¢Bes onde desejanos
Sepnrar .duax: claspes de objelos {(chservacgtes? ou alocar novoe obgsbto
{obzervacgio) em uma dag duas classes {cou ambas). Congideranvs I =
It az duas classeg de objetos {(chservagBes) & Xy'= S S IR &%
para 1=1,2 um vetor aletdrio emIRp o gqual ¢ usado para clasgificar ou
separar com base em suas medidas. Us valores observados de X5 diferan
de algums forma de uma classe a outra. Através das nedidaa_da %/, nds
construl remos uma regra para clasgificar uma nova observac3o » Efan Sm
uma das duas classes {populagBes) BNy » Hy. Seja f;i{x) funciv de den~
sidade de probabllidads gssméiada a fy; 7= 1,2, 0 trabalho de Flsher
consiste en bLransformpar a observacfo multivariada » 2m uma obgervacio
univartiadas vy através de uma comblinag¥o linesr, ficande assim mals (d~
cil de trabalhar smatemdbtlcamente,
Tomamos Hsy como sendo a média_dos Y'm obtiﬁms doag X's
pertencentes a ﬁg e, HIFF a méddia &os Y'w obtidos dos ¥X's pertencon~
tes a  Hgz,

['s

Definimog:

Mg = E(X/ 1y = ualor esperado da varidvel aleatdria X
pertencente a Iy
Mo o= B(g/ Hpd = valor esperado da varidvel aleatdrias X

pertencente a Ig

8 v o= E(X-psy (E-pg2)', matriz de varidnclas

& vovaridnciss de H; onde i=1,2, Lg= o= L



Considerencs a comblnagHo linear:

atraves das proprledades das egperangag ltemos,

Hiy = ECLE/S gy = &7 ug
Hep = EGR/ Ry = &8 up
e, V (YY) = Vartt*X) = 'L &

A 1déla de Flgsher ¢ peleclonar a combinascio linesr dque
maximiza a dist8ncia ac gquadrado entre Uiy o 2 relativo & vard gn-
cie dos Y's,

(12 {disténcia so gquadrado dag médiag dog Y'gl { gy - woyd

i

w—
e

{vari{idncla de Y} VIY¥3

2 2
fLipy ~ & um P luy - uE) uy - oua e (t.° 53

- a

t'r t ' b L
onde, § = (gg - Uz
A escolha do wetor £°= {(Li b2, ...,ta) da combinagHo 1i-

near que maximiza a expressio (1) 6 obtlido a partir do seguinte resul-

tado:



TEORENA 1.1

Sejn & =  ur - ur g Y = t°'X , entic
2
123 (dist@ncla ao guadrado das mddiaz dos Y'a) L4863
(varlisncia de Y) LIt

. —3
4 maximizado pela escolha de £ = ¢l § = cZzi Uy - w3y V o 3 0.
Tomando ¢ = 1 temos a fung¥o discriminants linsar de Flisher,

ooy =1
(3 Y= e'X = (- eI X

2
fi‘.'ﬁ 3 To-1
¥ ooz § L8

o mna
L#0 8 ¢

Prova: Johnson [18827

Usaremcs a funglo digcriminante linear de Figher par:
_ -1
construlr a regra de classificagHo. Seja vo = (Hf ~ B2YE wg 8 Ffunci:
discriminante para uma observagdn Xo § ﬁp.

Calculsndo o ponte médio enire as populagles univeria-

dag obLemos:
=1
mo= 172 1 ury + U@y = 172 C Uf ~ U23'L { Uf + H2) e
£ fdcil provar quo az desligualdades abatxo s¥%o verdss

deiras, .

EXY/ Uy3 - m 3 O



@, : E{Y/s llgy -~ m €O

Aplicando esse reasultade a uma observacg¥o Yo obtemos:

E{Yy/ i3 - m 20
{43

e, Ec?{}/ ﬁ.;«:’;‘ - m < O

Isto &, se ¥y pertence a8 1y, ¢ esperado qﬁa Yo seja malor gue o ponto
médio, assim se Xy ¢ pertencente 3 [y ¢ ssperado gue ¥Yg seja menor

que o ponteo médio.

Através de (4) consztruiremos 3 segguinte regra de clas-

gificag8o para uma chservagdo Ng. Alocamnpe xy para f =se,
~1
(33 yg -~ m 3 Q0 @ Cpg- U@L %oz m

caso contrdrio alocamos Hp para L2,
Come og valores populacionals ug, g o & gdo raramen-
te conhecldos, trataremos de estimd-ios através de amostras populacio-

nais.

Iniciaremos congiderando duss amostrags do velor de ob~
%
servaglo ¥ ip = ER/2y /2, «a»sy Xipd para i=1,2 de tamanho nf da popu~

tacio g » ny da populagde g, Temos entBo ag matrizes de observa-

CHo:
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4

iy Expfe MiZa o ®ipgd Prmy

it = [nIf, RID, .« vuTndd PXNE

Cajculamos oz vetores de médian e ag matrizes de va-

riBncias o covarliincias amostratls,

{}1 P }.2
Bp o= Bowigs R L B oweyopx
nf ns
3 My
8 = -?1 {sg; — ®f) {wg; ~ RWpy' PXPD
(ns~1) '°
1 nz o 3
By ¥ e g (s ~ W) (wpy - H’;E;}.‘:pxp
tng-1) 471

e 87 2%0 ambos estimadores de & .,  con-

A

 Congitderande §og= L3 L , 8By

sequontoemente  nds podemes combinar 5f » 82 para enconbtrar um satisa-

dor  n¥o viclado de I , conslderando gue as matrlzes de obsorvaglos

Xy o X¥ p3c smostras damg populacgBes My & I respectivaments,

t6) tng=1) tng-1)
Sy + Sa o=

inf-1) + (n@z-17 {ni~1 + {ng-17

Bpap T

(ng-138¢+ (nr-1352

=

. {ng+ na-2}



1G

g ¢ o cotimador combinade de L ., Substituindo yus, usx e I o I A
pelas  quantidades Ri, X3 ¢ 5 cobtemos » Fungie Dimcriminante Linear
Amostral de Fighor,

~ -1
7 vy =ob'n = Ry - »)'8 »

~ : .
0 ponto addico mo, onbre as duas médiss amosbrals das populacles unlva-

riadas. ¥5 = L'Ry e  Yx = t'Hr ¢ dado por;

L

e e o ) i —.1

T 0500 = Gy - R 8 iy o+ R
| 2

=y

(813

Construimos entio, a seguinte Regra de ClassificacBo Amostral. Aloca-

mos ¥y pars II; oo

- - -1 ~
(®f ~ #21'8 wg Zom

i

s ¥t
caso conbtrdrio alocamos xy a 2.

REPRESENTACED CRAFICA DA FUNCKO DISCRIBIHAHNTE LIHEAR AHOSTRAL

DE FISCHER PARA p=2

T
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De acordo com © Teorema 1.1 , oblemos o seguinte resul-

tado pera a expresssio (7):

TROREMA 1.2
Seja o = (Ky ~ ¥ , =& combinagdc linear y = &°x

ML -y '
onde, & = B (Ky - &2 meximizs a expreszsio,

(digtincia so quadrade des médias amosirals dos y sl (?f*?ﬁf

)

{varincia znostral de v} gy
Ay - Lt B’
t'st t's &
5 O .
Cm 3
(' ay ¢ =1 “t 2
(103 max = = ¢ 8d= i - %8s By - B0 =D
: tqo ¥ St :

onde D°é a distBncia amostral ac guadrade entre duas apostras de duas

poputacgles.
‘A& prova do teorema 1.2 ¢ ecuivalente ac teorema 1.1.
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1.3 -~ U PROBLENA EY CLASSIFICACRO

Nos problemas de classificaglo estamog sujeitos aog
possiveis erreog de clagsificagde, isto &, alocar uma obgervagdc a cer-
ta populagZo quando na reslidade esta observaglo pertence a outra po-

pulagio. Isto pode ocorrer por védrics fatores e um deles € devido a

que pg caraat@rfsticas'medidas nag duas populagfes possam ser bastante

gemelhantes, Facilitande assim a ocorréncia da wd classificagic,.

Na construgdoc do procedimento de clagaiflcacdn ¢ dese-
Jado que se minimize a probabilidade de md classificagio, ou nelhor, &
degejado mininizar o erro de classificagHo.

Jutro aspecto que ndg abordaremos agul no problems da
classificagBo ¢ o custo. Suponha que clagsificar um ijgto-ém Iy mendo
ele pertencente a 7 representa um erro mals séric com respsitc ao

custo do gue classificar um objeto em I3 sendo pertencente a 3. En-
L3%c Leremos que ger mals cautelosos na forma de clasgificagio.

Hds iniclaremos agora o procedimentio do problema da
clagsificacHo envelvendo duas classes {(populacles). Mals adlante tLra-
taremog do casc mals geral.

Ag regras de classificagle ou alocag3o s¥o. construfdas
atra?és dag informagBeg amostraig, entio, necessltamog de anopilrag
sleatdrias com medidos caracterf{sticss de cada populacio g, Ba, Di-
vidimeoz H, o aspa;a amostral em duss reglifes Ry, B2, de tal forms que
so uma nova observagdo estiver em RY ¢ aloceda 8 I 5. Da mesms forsa,

se astlver em Re & alocada a 1. Podemeos enitBo escrever Hf = 1 ~ Rz,

(Rsy & RS afo mutuslmepnte esxclurivos e exsusbiveal.



Fara p = 2 & felbta a repregentag%o grafica abaixo,

ax regities Ry o R de classiflicacio:

3
Y
”rfgég,

L,
Ly,
I

/./'.( /.f

i3

Dars

Sejam fyin) o f2x) fun¢Bes de densidade de probabili-

dade associadaz ao vebtor pxl aleatdrio da varldvel X paras as popula-

ces Hy |, Hz feapectﬁ?amente.
A probabilidade condicional, pl{2/1}) de clagsificer

observac3o a 2, sendo pertencente a Iy &:

fgimidx
(113 PL2/71) = pl €Rps g =
Rz

de mesma forma a probabiiidade condiclonal p(1/2) de classificar

observacio em Il quando é pertencente a M2 &;

Farla dadx
(12) p(1/2) = piyg ERy/ N =
Ry

uma

uma



i4

A figura abalxo ilustra essas duag probabilidades para
¢ cazo em gue p o= 1.

_ F{:!,nnffi(t)dx
P = it dx [ &

!
!

£ | e frxd
Fe: j}‘
M*-—-.._ - *

|
i

'
L | ﬁ
classifica em I, c?absxfxca e

L
|
APRESENTACKO DAS PRUDABILIDADES DE CLASSIFICACKO

Befinimog o3 seguintez evenlos para o céicule das pro-

bobilidades de md claszificacio:

A = pbservagHo pertence a g

B = phgervacio & corretamaﬁte claszificada

A = obzervacHo perienae é o

B = obgervacdo ndo ¢ corretamente classificada

pf @ po 230 probabllidades a priori das populagiesn lly e
By respectivamente,
{13y _  plcorretsmente classificada a [If) = plA Y BY =

= p(B/AY p(A) = pix € Ry/ Hydlps

{14y plmd clessificada em Mg = ptA N B) =

= p(B/7M) p(R)Y = ply & Ry/ Upmpp
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(153 picorretamente classificada em Hg)

1
it

pld N B)

= p{B/A) p(B) = plx € Ry Rzmps

]

{18 pimsd clasaificada em lI2) = p(d 0 BY
= p(ﬁfA} plAY = plw € Ry Hyipy

£ intereéaante no problema de classificagldo incluir o
custo de md élassifﬁcac%e pois, mesmo sendo pa@ueno o erro de md clag—
#ificagls, pode acontecer que © custo desse erro seja alto.

Definimos ent¥o a matrtz dos custos:

DECISXO ESTATISTICAR
ity Lo

?EHEA&E{R& Tg | o b {2713
PUPULACAD - --moee e e f o o
| e | oeCi/2y | o
_______ J o s o vt e
Oz custos s¥o zeros para as clasgificacles corretas e ¢{2/71) guando a
observacio & Incorrebamente classificada em I amsim como c{i/27
guando 2 observag¥o ¢ incorretamente classificada em iy,
{J procedimento agul abordado serd agquele que nminlmiza o
custo esperado de md classificaglo (CENY, que & definido como o produ-
to dos elementos da diagonal da matriz aclma com suas regpectivas pro-

babilidades. Temos ent3o,

{17 CENM = <(&7L) pl2/1) pg + <{1/72) pli/ipp
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i.4 -~ REGEAS DE CLASSIFICACZO ENVOLVEHDO DUAS POPULAGDES

Agul apreseniaremos regras de classificagdo baseadas no -
CEM, onde desejanos minimizd~lo. De infcio trataremos de construir as
regras envelvendo duas populacles, © caso mals geral gerd tratade no
final deste capitulo.

A idéia & encontrar regides Ry, RFf que minimizam o CTEH.

Segue entdo o priwmeiro resultado:

TEQREHA 1.3
A reglfes Ry, RS que minimizam o CEM {17} s¥o defini-

das para o8 valores de x que satisfazem ag seguintes desigualdades:

{18y . Res £700 ={i/2) p&
*
20 cliZ2/713 py

Ry Pyix: ciis2) po
<

£2{x) c{2/71) pi

Prova: Jonhson [138821



{193

i7

CASDS ESPECIALIS DO TEUREHM 1.3

{a)

Rf;

(b}

R;’:

RQ;

{g)

Rf:

Ro:

p2 = ps {lguals probabilidades 3 priori’

Fiiw? cl{i/2)

3
fori{x? cl2/1)

5 {1727
L4

£ ix cl{2/1)

{c (1/23 = ¢ (2/1), custos iguais)}

i Pa
>
Fain) j<3)
fi1i? pa
€ mminn
Faixd 533

ccorrer (al e (b) conjuntamente

£5Es

= 1
Foimd
f5im

< 1

Foem)



eat

18

S3o trfs op casces poss{vels no uso do Lteorema 1.3, Po~
denss n8c  conhecer as prebablilidades pi, p2 o weniideo consideramo-iass
fguals, (tem {(a). D& mesma {orma, o custos ndo sendo conhecidoz, usa-
moes ¢ ftem (b} o finalments, nas duas situagdes acima, iét@ &, ndo co-~
nhecondo pz, pr, w1723, cl2/1), adotamos © {tem (¢},

| Agora faremos uma apbeaentaqﬁo dos esludos de Ander-

gon [195B3.

As regras de claseificag¥o s¥o baseadas no Teorema de
Baves. Uz reogultados s30 aguil apresentados de acordo com as deflinigles
dadas no in{clo deste capfiltulo,

Sejan as pr@babiiidédes a posteriori:

pl Hysind probabilidade a posterior! associada a fy,

i}

pl To/xd probabilidade a posteriori assgociada a Hen

Usando o Leorema da probabllidade total obtenmos:

Bl

plobservar x?} plobservar x/ Hj}pj + plobgervar x/ IZipz.

Pela Regra de Bayes obtemos pl llf/x) e pl Ho/ixs.

pl lif ocorrer @ obpervar xi

ptil g/x3) =

4

plobservar =}



i3

pl{observar x/ HJPPI

i

plobservar 5/ lgipy + plobsorvar n/ ) pz

Crinipy

Frizipy + £oixdpy

de mosma forma,

Fai{xlps
pl H#/x) =

Pﬁféfx} + pifyiw

Através dessas proebabilldades, sncontraremos regras que
miantmicam o CEH (17).
Seja cl{irs/2} = c{2/1), entio a expresslco {17) € a proba~

bilidade total de m3 claseiflcacio. apsim escrlita,

PTH = prpl271) + pap(i/s27.

Para um valeor observado ®, minimizaremos a probabilldade total de nd~
classificagio classlficando~o na populagio gque apresenta malor proba-

bilidade 2 posteriori. &,

£ ixipy FRixIps
2

Fre0pyy Findipy  Frix)pi+ Fo00ps

nds classificamos x em 1§, caso contrério sm 7.
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Sende aszim, minimizaremos a probabilidade do md clag~
sificagdo en cada ponto x® observado €, ent3o, minimizaremes em todoe o

espage. Segue entllo a regra:

As regifes By, R2 que minimizam a probabilidades total

de md classificacdo sd%o definidas da forma:
Ry: pifgin? 3 pofoGo)
By: pifgind < pzfaix)

Vemos que estle resuyltadoe jid € conhecide, isto &, equi-
vale as regras wvistas anteriormente.

A demanétrac%a do resultado acima ¢ uma abordagem mails
geral deste procedimentic é mostrado por Andersgon {18581, Hultos de

geus resultados 530 equivalentes acs agul apresentadéﬁ.
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1.5 = REGRAS DE CLAZSIFICACEO COR DUAS POPULAQUES HORHALS

RULTIVARIADAS

Aqul agora usaremoeg ag regras de classiflicag¥o desen—
volvidas nas sec¢¥es anteriorea considerando as populagBes [z o fAp

normais com densidades fz(x) e fZix), iIsto &, L ¢ distribuide

H {H;” E.J'},i = 1;2«

$.5.1 - 12 Caso:
x_§= Lo = I

Sejam W7, I conhecidos @,

i -3
(203 F7i0) & iy, Bxp [=4/72 {8 — wid° L {m - yfd3
Y2
(2w Y4z -
com | = 1,2 : a funcio de denzlidade de ¥'= [Xf, X2...., Xpl, para a@

pupulacles If ¢ fr. Usando o teorema 1.3 podemoz encontrar as re-
gifes Bf, Ry que minimizem o CEH (172,

Portanto,

£213

£ . =l
Bes exp (~1/72 (-~ UYL £ = By + 172 in ~ ¥22'3 (x - ¥} #

clis2ipy

E
cl2/ps
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-} -l
BF: exp [-1/72 (0 -~ M) L {x - M52 + 172 {x — p2? 'L {x - w1 <

ciis/2p2 : : -
<

cl2/lipng

De acorde com as regifes acima gegue © seguinte Loorema:

TEOREBA 1.4
Sejam I, 2 populagles com densidades dadas em (20} e
#o  uwma obzervacio no espago prdimensional. A& regra de classificsglo

que minimiza o CEH & dada por:

classifica Wy oo I§ sze,

eli/Z2ipg

(223 C y§- Ug?’qua"lfﬁ { py- yg}°iq ; Hi+ 23 2 In
. : ci2/8py
caso conbrario wg @ clasgilficade om H2.
Prova: usandce as expreossles de {21} o um zimples algebriszsmo, concluf-
mos 2 demcnstracﬁo do teorema.
| | Obgervamos gue o resultado do teorema 1.4 para o  casc
sr que oil/2ipsfcl{2/1ips= 1 & eguivalente é.axpragaﬁo {51 gue utiliza

a Funglo Dizdrisminante Linoar de Figher.

No resultado anterior conglderamoes gue o8 parinelros

By, u2E s¥o conhecidos. LGeralments istp n¥e scontece, Heste <caso,
utliizamos amostras das populagties paras estimar as quantidades Uy,

p, & . Temos entBo, 2 seguinte regra de classificagdo amostral, que

gltimna o minimo do CEX:
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tlassificamos wp en If ze,

- DU T : - I B - c{i/2¥p2
(23) (R~ B 8 o172 (- %0 'E g+ 7) 3 In z

cl2/1pys

cage cenbtrdrico classificancs xg em H2,
U primeiro termo despas expreossidc ¢ sxalamente a Funcio

Linsar Amostral de Fisher (7). A expressic,
— — -} — — et B — .
IRE ®I'S %o~-172 (nf~ ®FV'E Ixgf+ )
¢ conhecids come Funclo de ClaassificacHo de Anderson.

Anderson [1958] apresenta o seguinte teorema para a3

fungBo acima:

TEGRENR 1.5
— - 81 N I T —
Seja @ = (8~ 4218 w ~1/2 {gy- x§351€xf* w3
com, Hf = nddia da amostra de tamanho ngy de H;f&ﬁ Cur,l 3
w7 = wmddia da amostra de tamanho n2 de Hav N (uzx,l 2
e, 5 epbtimador de I .

A distribuigio de W com ny~+ = & ng+ « & ,
2 2
H (1/2 A ,8) se x & distribufde de acordo com Iy

8 6 | 8 (~1/24°7 A7) e x & distribufde de acords com I 2,
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.2 ~1
AT =y 7oud R U pr— Wl dizgtinclia ao guadrado  de

Hahalanobls entre duas populagdes.

Frova: Ver Anderson [1858).

Para encontrar a expressdo gue minimiza o CEH fol assu-
mido gue as populacles Iy, U sram normais multivariadas com denszida-
de fi{x): { = 1,2 2; as guantidades H§, Mz, I conhecidas. A expressio
{23) £ uma sinples estimativa da expressdo (22} que m;nimiza o CEH.
H¥o podemos esperar que um resulbtadeo particular da express¥o (23} pos-

gz minimizar o CEY mas, para tamanhos grandes das amogiras € razodvel -

esperar um resultado satisfaldrio,

1.5.2 ~ 2% Cazo:
ﬁﬁﬁﬁ?ﬁﬁg%ﬁ DA BECEA DE CLASSIFICAGRD QUARDD 25% Lo

g procedimentos vistos abté agora foram obtidos consi-
derands matrizes de varilinclas e covarifincias iguals para as duas po-

pulagBes Ty o I, Agora desenvolveremos regraz  considerando %f L

&=
Has vimes.qua ag regities Rf, R& gque minimizem o custo
esperado de md classificagBo s¥o encontradas de acorde com a raz¥o das

densidades, teorema 1.3,

;E? L -1
Fyixy (27 YHTet oxpl-1/2(x ~ wi) L gix - ¥r))

;’\ﬁ 5’2 -~}
forisg) (27 35185t onpl~1/72{x -~ w ' F m{x — Hp¥]
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1
e - “ -
= g, SxPLmI/260 = it - g 1720 - ) pEine
R '
Paoalo teorema 1.3,
c(1/2)pz
Ry >
cl278py
Aplicande logaritmo:
%23;;’2 .
(253 1;1w——wi“if2€§{ - w}‘ L sl - wd) +
(PR _

.cﬂifE}pQ

-1
+ 1720 =~ WL 2l - w4 2 ln —meee—— b
c{2/1¥pyg
1_,-3
¥R -1 - -1 -\
N e ~1/200 C Ry 0w 4 Cugt Iy - wE IDm
Y2

Lk

ct1/2)pa

=1 -1
- t/2¢uft By owg - ou@ L w3 dn
: cl2/Yyps
g2 - -
toma-ge K= In e ~1/2¢uy  LF uwy - uwp;p L W
1211%2 :

Lemes entlo o regultado:

Hon

b

25
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TEOGREUA 1.&
As regifies que minimizam o CEN =%c dadas pelos wvalorss

de ow oque satisfazem ag seguintes deslgualdades:

(263

. ot I . £(1/72) p2

Bre 00 w7 CEr s B 4+ Copg i wy Edx o+ K 3 dn
| ct2/10pi
-1 -1 . . . ot cli/2¥p2
B <172 %'l Ly~ Egos 4+ C Uy Ly~ U2 Ldw + B < fn e
| | c(2/1ips

Para o caso em que If= I3, am regiBes s¥o wequivalen-

tes ap resulbtado do teorema 1.4. As regl@es de (26) s¥o definidas pela
forma guadrédtica de x.

3 regultado acima depende dos parénetros reais da po-
pulagldo, Ly, Lz, Hy, HQ.Ha'prética, e8pa f@gra do clasgificaciod cons-~
truida com bace nas amostraz dag populag@es H g, N2, o asaim, mubsti-
tuindeo as guantidades amostrals MY, K3, 85, 87 em py, us, Ly, Iz,
respectivamente. As expressbes para calcular ¥y, %2, 55, 82 foram da-
dasg no {nfcio desle capftulo.

Temos entdo a regra de classiflicaclo quadrdtica amoz~
tral pera populagfes com digbtribuicio normal e diferentes mabtrizes de
covaridnclas ¢ wvarifinciaa,

Clasggificanos uma cbrervagio 2m sy en iy se,

i e -1 _ -t - ~ c{1/2p7
R “172 M A8 EiMimet (RE'Bf- XIVEBMeg 4 E 2 In cee————

cld/1ipy

casw conbravle, classif{lcamos Ky om I,



1.5.3 - AVALIACKD DO PROCEDIHEUTO DE CLABSIFICACKG

27
.

Agora, através de uma apllcagio considerande as popula~

¢les nmwrmals com gsuang guanbtidades Yy, uz, I conhecidas,
ag regras de classificagdo.
Seja ci{2/1) = ¢cll/2) e entio o custo de ma

¢3c ¢ o valor correspondente da probabilidade total de mé

cEe PTH,
(28’ PTH = pypl2/1) + p(1/2)pg =
fiimddn fo{agddx
= pl’ 4+ P&?
Rz Rs

para qualquer escolha dag regli@es Ry, RF. 0 menor valor da
{ZB}, com 3 s=scolha certa de Hy, Ry € definida por Johnson
come 3 Raz¥c do Erro obima (REOY,

£5imidx : Forlsddn
1293 . REQ = py + + pa

Rz Ry

para 2, R? escoihidos da expressdo {(21).

avallarenos

clazgifica-

clagg{fica~

oxprozad

11982

Dle scordo com as expressBes de (21); Ry, RZ s%0 definidas cono:

- "1 h‘?
Re : € py - wod'fis = 1720 py - u@)LC ug + u2) 3 In -
' pi

%

1302

o

1
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. =} ' -} P
Bz v opy - upd'D x - 3720 puy- us) it uf + UPY < iIn —
' ' ps

Qf_e B2 gio reglfes que minlmizam o PTH.

Congideramos pf = p = 1/2 ; entio,

it

-1
Escrevemos o expressio, y { By =~ U2 i =
entdo,

-~
1720wy - ug3'E Cug o+ uzo

g
W
L)
‘ac
A

Ca
Ry (y) « y € 3/72C 0y ~ugy'L { Wy + uz

Como Y é uma combinac¥o linear de varidvels com distiri-

bulegiio normal, ? tambom & normal univariada. Tempg entio,
-1 -1
ECYY = Et{ Uy ~VHa1'h By = Cuy ~ugr'l B

«}
{uy ~pngy'l uy

S X & pm*t@ncente a ng ontBo E{Y) = Wiy =
-1
Se ¥ ¢ pertencente a Hp ent¥o E(Y) =pwy = Py ~ugr'd up

~1 -3 -~
V (g - p@y'@ X3 = L yuy - u2?'8 808 (uy - pgy o=

#

ViY}

% =1 .
= g o= udI'E U oug o~ U o= Al
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4% é a distancla ao quadrade de Hahalanobls. Calculando as probabili-

dades de md claszgificagio, oblemos,

1Ipi2/1)

it

plclassificar em g gendo a obzervag¥o pertencente a Ij)

-1
plY < 152 0 By « UL ( gy + po) =

]

-l .

( Y - Hyy 172 { uf - w2y i o4 My o+ MZDY - Uiy )

P
KLY YY)

-} -
(2/1) ( 120 - wed 'L st u - opim uof ”f)
P = PlE o« : =

A

’ ._i._ .
1720 yg— ugy % L opg+ uz- 2 uwils
pz{ ):

A

-1
' ~1/72 L0 ui- u@ R py- o pE)d
p(z < )

A

eple < ~§/2 4 ) = G {~ A /2

-1

2 p(172) = pl¥Y > 1720 ujf~ uoy'L - Uz

-

1
Y o~ yoy o 1720ug- ppdtioCpgd ugy - udr
o , )

VY VT A

) -1
1720 wg~ ugy'd CHg+r WD 2 B
A
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=

1]

L4

-} '
;>(* 172C yg- wm L C ouf~ ¥ )

4

- G ¢A/2) =G {- A /2), portanto p{is/2)} = p(2/1).

#
[

- A figura sbaiwo lluzlra essas probabllidades:

A= N(}‘iy, -&Zi . r ", \ TR R VTR

De acordo com 05 resultadeos acima a Razlo de Erro dtima

¢ ent¥o calculada,

REO "= 1/2 G (=A&/3) + 172 G (= A/2) = G (- A/2)

ques ¢ o valor minime da PTH para upm certo valor de 4 .

Be toparmos 522: 2 = A w2 = 1.41; entio,

REQ = § (~1,44172y = G (-0,707) = {,22
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Vemos pelo resultado, considerando valores exatos das
populaciies, gue temos uma chance de ZZ% de flens que s¥o  erradamente
clagsificadosz, Hio btemos um pfocedlmento com resultadoes satisfatdrias,
para esga situagloe a probabllidade de erro € grande, por isso, devemos
estar basbante atentos a esbe Lipo de procedimento.

Trabslhando com as quantidades ameétrais ®e, %, 08, o
desempenho da funcfo de classificacdo amostral pode ser avallado cal-
culande a2 Rpz%o de Erro Heal {(RER)Y, assim definida,

Fyixdcdy £l ddn
(313 RER = py Thods

o By

onde, ﬁf = ﬁg g%o ze regifies de cleseificaglo  amoestral construfdas
através das amostras de tamanho nf ¢ ng daz populacges, upando o re-
sultados Ky, ¥7 & 5 para estimesr Wy, W & & naz expreszsfep de (307,

Az regides ﬁg @ ﬁg a%c definidag peleos conjuntos dos

»'s, para os guals as seguintes deslgualdades sdo satlisfeltas,

- - - -1 _ _ -§ n el2/1p2
Bi: (mi- ®2)'8 % ~ 1/2045— ®y)'S (%e+ 52y 2 In e
s e - . il f'z)pi

~ - - ~i — — -1 - c{2/1in2
Hey (mr- m71°8 » — 3/724my~ 228 (/4 w2y < In mﬁwﬂ#ﬂgﬁ

cl1/2ip;s
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Hotamos que para se calcular o valor da RER (31) preci-
gsamog conhecer £74{x); 1= 1,2 .Johnzon faz ums pequena apressntacio dozm
oatinadores da HER om seu texto,. Agul Lambdm aprepanfaramma o eptima-
dores de uma forms resumida, ndo queéticnando 2 eficiéncia de cada umnm.

Existe um tipco de medlda da fung¥o de classificac¥o que
nic depende da forma da populagHo de origem, puode ser calculads para
gualguer procedimento de classificacdo & & chamada Razlo de Erre Apa-

rente (REXAY. £ defintds como a fraciBo de observacBes das anostras gue

afo md clasgificades pela fungde de classificagdo amostral. REA & (é-

il de ger galcoculada mey tende a subestimar RER a menos que nf s nj,
tamanhoes snostrals sejsm grandes. Tomamos nf observacBes de [y 2 n
chaervaclBes de 2, construimeos a funcglo de classificacdo anostral @
avallsmog cada observacHo das amostras na fungdo. UObtemes entfo a sge-

guinie matriz:

DECIER0 ESTATISTICGA

! Ly ! i |
VERDADEIRA —wr= | rememsm s i b e i | mm e
POFULACED  H g Vonfe . P nissis nsf-~ nfe i_nj
e et e 1 s o g*; wwwwwwwwwwwwwwww } e e
g f ni¥= ng- ndg I ongie I ooz
ands,

nyes mimercs de {tenz de K§ corretemente claseificadeos em 1§
ngpH= ndmeros de ftens de Lj mal classificados {clessif, em A
nFer mimereos de {itsne de B corrotamente claszificados sm 2

ngov= numeros de ftens de 2 mal classificados (clawsif. em L)
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A razlo de erro aparente 4:

DAt 1o
RER % e

nge+ o

Um cutro procedimento para estipar a raz¥o de erro real
¢ dividir as amostras em doig conjuntos, isto &, ag nf observaecBeg de
Hy ¢ dividida em myf e njy observagBes, o mosme para nZ, As amostraz
de ngf observac@es slo usadas para construclo das fungBo de classifica~
¢do enquanto que, as amosbtras de njy s¥%o usadas na fungdo para verifi-
car guantas obgservagles s¥o md classificedas; & mesma idéia pares as
ns ohzservagles.,

0 estimador da razdo de erro real & determinada pelas
proporgio  de membrog mal classificados nas amosbiras ngy e n2r. Este
procedimnento apregenta &Gis‘principals dafeitos:

| 1 ~ Requer grandes amosiras.

2~ A func%o.avaiiada nac é_a funcio de Interesse, nas
siio usadas todas as observagles da amostra para construgfo da fungioc s
nesga gitﬁagﬁg perdemfse informac@es importantes.

Qutro procedinmento & proposto por Lachenbruch's e
Hickey [19b83:

1 -~ inicismos com ag observagBes Uy, omitimeos uma ob-
servaclo deste grupo e construfmes a fun¢do com as ng- 1 & n@ obser-
waneg
2 - classif?camaa a obgervagic gue & retirada da amos-

tra de Hf na {ungHo construfda no {tem 1;
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3 - repetimos os {ten 1 ¢ 2 até Lodas que as observa-
cHeg ée-Iij sejam classificadas;

4 ~ repetimes este procedimento para Iz,

Seja niy sendo © ndnero de obzervaglesn de Iy mal clas-
sificadaa & NN o nunero de observacBes de I mal classificadeos. As
estimativas de plZ/1) e pl(1/2), probabilidade de mé clasgsificagdo sio

dadas por:

- niH
pl2/71) %
nJ
- NI
p{1/43 T memmm
ny

este procedimento € tamnbém chamade de cross-validation, que serd apre-
gentado mais detalhade em outro capftulo.

0 estimador da Raz¥o de Erreo Real {(RER) & dada por:

o nEME NEM
E(RER) & —rre—=

nyr oo
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1.6 ~ PRUBLEHA DE CLASSIFICAURD ERVOLVENDO VERIAS PUPULACGBES

Hds agora conslderaremos o problema de classificar uma
wbrervacido ewm uma de vériag populaglss.

Seja 0f, Uz,..., Tg: g pcpuiag&eg com dengidades fyind,
F2ind,....fgixd; respectivamente. Deazsjamos dividir o espage de obmer-
vagBer em g regifes mutualmente exclusivas ¢ exaustivas Rg, R, ...,
By, Be a observagio eativer em R/ c¢lasgificaremos come agendo periten-—

cente a ¢, Comegamos ent¥Bo a definir;

pf= probabllidade a priori da populagBo 75 =1, 2.....9
ef{¥/1) = cunto azgocisdo ao claséificar um ftem a Hg

guande & pertencente a ﬁ{, guande K=i; ¢{E/{11=0,

CALCULD DO CUSTO ESPERADU CUOHDICICHAL DE HXK CLASSIFICAQRO DE X

PERTEHCENTE & Iy,

(33) CEH{1) = p{2/1) c(2/1) + pl3/1) €(3/1) +...+ plisg) cig/i) =

p{t/1) c(b/1),
2

i
T oy 1T

t

Dy megma forma, podemos calcular CERUY; I= 2,...,0.
Obtemos o Custo Total de Maé Claszificac¥e multiplicando

cada CEM com zuss respectlvas probabllidadeg o fazendo a poms geral

depses {atores. Entio,
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(343 CEM = pgCEM{1) + poCEN(2) +...+ pgCEH(g)

1

pil
L

?p{tfi} wsit /133 + pgftg?p{tfz} ClL /234, ..+
" t

t§e

g-1
+ pg{t§}p{tfg) clt/gll =

3 4
= % pf(tﬁip{t/i} clt/122;
V= =

1L

1

Un procedimento Slime de classificagio & encontrar as

reglBes Rf, RZ,..., By que minimiza o CEN (34).

TEORENA 1.7

Bz regifes de classificacio que minimizam o CEM  (34)

s¥o definidas da seguinte forma; classiflcamos x em g ge,

e Wow'

{353 pifiix) ¢ (K71 & © menor valor,

ot ol
w1

L=
Ad
Prova:; Andeprszon [19358].

Suponhamos um cage particular do isorems 1.7; congide-

rando op custos igualsg; nds clagsificamos x enm i ae,

(36} ‘El Fiixtdpis
bz
LK

for o menor valor. Como comgequinclia, a expressio (3567 gerd mpenor,pois

omitinos o walor Lterme pifg {x) . resultando aszim uma slmples regra ds

classiflicacio.
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REGRA RE CLASSIFICAQRO QUE BIHIBIZA O CEN PARA CUSTUS I1GUALS
Clasaificar # em Hi ze,
(379 C pfrR L) »oprfiGos YL £k
- gu eguivalente se,
In pefeind > 1o prfidx.

Botamos que este resultado € o equivalenie apressntadoe

que minimiza a probabilidade a posteriori pl lg/x).
REGEDR DE CLASSIFICACRD CUH PUPULAGBES RORHAIS

Hdés sgora aplicaremos a2 bteorla anterior no caso om  que
temos  peopulacBes com digtribuicio normal multivariads, Seja i con

distribuic¢¥o N ( u;, L/}, entdo, a denpidade de I; &,

1 .
e Tt TR AR EAC I RN £iGe =~ pidd i= 1,...,9.
(2% rY*ig it -

Congiderando 2 express¥c (37) classiflicamos % em L4 se,

(38) In pafilx) =




a8

|4 1 1 o
In ppa = {277 o — In P24 w o (0 ~ugd T ki —pgd) =

i

]

max In pifite)

L

Ha sxpressfc (38) podemos i{gnorar o termo p/2 In (27w 1,

pels ¢ o mesmo em Lodas as populagies,

Hoés definimos a expressio de DigcriminagBe Quadritica

para a l-ésima populac¥o como sendo:

i 1 -1
{393 i) e e I 1T e — (g ~ug) Ll ~pyéd + In pj
' 2 2

Hi

Congiderando que ¢ (1/1) = o e ¢ (K/1) = 1 Y k i, construimos a ge-
guinte regra gue maximiza a2 Probablilidade Total de M4 ciassificagio

{PTHY: classificar ® 20 Hp se,
£40) dp = mpax {d; 0603 ¥V /=1, 2,....9

onde, diix)! ¢ dade por (397,

Umn caso particular da expressio (392 & gusnde congilide-

ramosg gue L/ = Ly o Y i,j =1, 2,...,g. Ubtemosm ent¥o nosse cazpo.

wl -1
ui's oW ~1/2 UiTE us + In py

i

{41} QAfiwd

g s rogra de clagaificacHo & a mesma vista anteriormente em (40).
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Em multas situactes na pratice u,;, I; s¥o desconhec)~
dog e enbtdo usamos as amostras para obtermos as eztimativaz. Tomando
uma amoesira de tamanho ny da pcpuiéc%o Iy, asm quaﬁtidadeﬁ amostirals
s8o;

®/ = vetor de wmddia amosiral

8¢/ = matriz de zavariﬁnciaalambatraia.

8 estimador da expressio de discriminag8o quadrdtics

{39 & pacrita na forma,

E “1
12 di0x) =-1/21n 1871-1/21x - %/ 5, {x ~ %) + In pi .

-

{

Temos entdo a regra de classiflcagio amostral. Classificamos % em f§

8e,
e (%) = max (A7) WY 4.7 =1, 2,....9.

Conslderando novamente gue L, = Lj ;vt 1. Jds weatima-

mos a expressio (412} da sesgulnte forma:

P PR

- ’ A .
dilnt = Q‘;ij ~-1/2 R 8%/ + In ps o onde,

{ng - 1387 + {ny —~ 1383 +...+ (ng - 135y

it
[

{ng + ng +...+ ng-gl

1 iy — —
g, = PRI ) {M;’j - ;«c;’)(x;‘j T iﬁi,z..ng

ny - 13 =1
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CAPITULO 2
HETODOS DE ESTIHACID DAS PROBABILIDADES DE ML CLASSIFICACID

2.1 = IHTEODUCRQ

Vérios métodos de estimacio da probabilidade de ns
claspificacic om andllime discriminants s¥c agul spresentados. Andsrson
{1888, 19727 e Ukemobteo [19463), degenvolveram assintdiicamenie asg pro-
babilidades #30 condicionala de md clagsificaglo bapeada na funcdo de
Anderson  vigta ne capftule 1, como serdo apresentadas ne seccide 2.2
deste capftulo.

Amostras nwrméis de populagles multivariadas foram ge-
radas através de enzgalos de Honte Carlo para avaliar, com as verdadei-—
ras probablilidades condicionais de md classificag¥e, o desenpenho dos
métodos de estimagio dossas probabilidades, métodos dites empiricos =
n3c enpiricos pars difersntes combinacles de amosiras e diferentes nd-
meros de pardmetros. Estes s3o apresentsdes na secgHo 2.3 de  acordo
con o tnabaiﬁm i Lath@nhruch‘@ Hickey (13681, A concluz¥o de zsuz re-
sultados ¢ gue oz métodos mals usados s¥o relativamente pobres em re-

lagdo acs novog por eles propostos.
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Ho final desta secgBo ¢ feita uma peqguena referénciza do
trabalho de Sgruwm Elg?li, onde compara 08 mét&dos propogtog pelog  au-
tores anterliores através do Erro Duadritico Médio Assintdtico, propon-
do bambém oulros mdbodos de estimagfo envolvendo amwstrég testes, pars
C caso de populagiies univariadas & mulbivarladagz.

Algumas de suas conclusBes est¥o em concordlincia com o

trabalho propostoe por Lachenbruch e Hickey,
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£.,2 - EXPANSXO ASSINTOTICA DAS PROUBABILIDADES DE BA-CLASSIFICACKD

era #® um vebor algetdrio de observacies nc. GEIAD

p-dimensional de uma das duss popuéacﬁes normals mullivariadas I jou
I com vetores médias  #y ou UZ e matriz de covariSncias e variin-
ciag & .

Buponhamcs gque exisgta uma amesira de ny  observacHss
muyltivariadas de Hf e n2 cbeservacBes muitivariadas de iz, obtendo
azgim os estlmadores Xp, Xy, § de My, w2, L reapectivamente.

A regra de classiflicagdo aqul usada para o cilculo das
prmbabiiidada& de md clasgificac¥o fof desenvolvida noe capftulio 1, gue
8 ususiments chamada de Fungio de Clagssiflcacdo de Anderson, aszain

definida:

i

w— - y» i a— — bt T o
Wig? (Hi~ ®adB ' ~ 17208~ HoI8 {ng+ W) =

L

- - -l -
g - 172058+ w218 (8~ w9

onde a primeira parte de Qi#) &% a Funcg3o Digcriminante Linear Amosbtral
tde Fisher,
O resullados agul apresentados foram desmenvolvidos por
Anderson [1808,1372], Ukamoto [1963], onde este obtem  expansio
arsintdtica da distribulg¢io de W no termo de N onde.N = ng+ np-2.
Inlciasimente trataremos da expansZc asgintdtlica das
Cprobabllidades de wmd classificagHo, n¥o condiclonadas 3z anoestras
retiradas dag populagles ﬁg, Hp.
De acordo com © capftuleo 1, a regra de clagsificagdo

uzmando Wixy 8 definide:
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Classifice w em Hjy e Wix) > ¢ ,8 caso conirdric clag~
sifica em P onde ¢ & uma émnstante tdepends dop custos de md clagsl~
ficaciio e das probabilidades a prilori das bpopulagdes Ny, 5.

Temos ent3o as probabilidades {(n¥o condiclionadas?) de md

clazsificacio:

PF = POl < ofx £ B

=, _P§

PLWixY > o/x € I,

A distribuigio exats de Wix) € multo complicadas, mag o
Legrema 1.4 trata da susa distribuic%o agmintdtica onde Wixw) &
digtribulda H(1/24% 4D se % pertence a 1 e distribufda N{-1/2 A2a%)
se ® pertence a I 2. A*4 a distancia ao guadrado de Mahalanobls entre

as duas populacfes g, Tz,

TEOREHA 2.1

Com nf+ = , nf+ o @& nf/nrF+ a; linite positivo,

(13 i —1/2 7%
P ( - § W Iy ) =
A
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1 1
«Glul- giu)( - Eua+{p-3)u - p Al e Lutr 2 A0l (p-3 ¢ pT3U H{p-D3a]
2rsh? 2npd?
1 : _— .
+ e [4y’+ 44 2*-{Ep”6-*ﬁ%u + 2{p~13 43 >+ G (K73
4K \ : '
Wix) + 172A% < 4+ pAS2
= Fo= P{Wix) 3 s Ty = P( % =
A A

-
-

- (W + %)
p( 1724 ¢ wiz )

A

¢ obtida de (1) itrocande ny por ng. Para ??. u = {g ~ 1728874 @
para ﬁ% e u =~ {¢+ 1/20%¥/8 . G{s) e g{+) plo rempectivamente Fd. e

fd. da H{O,1).

Fazendo ¢ = 0, u = ~4/2 e ng= n2 temos o seguinte
corglirio:
COROLERID 2.3
ong
(23 p"}wr(wgwﬁz, lim — =1 | =
' H-sewm .n;“?

' «1
=Gi-A S2Y + 1/H gl ﬁfﬁ)i(p*i)i& + pf@& J 4+ of{H } =

i
xpr<zs;gfng, lim  — = 1 )

Naw T
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Hotamozn que © termo de correglo € positive, isto 4, a
probabilidade de ma classificacdo 6 malor ‘que a aproximag¥oc normal.

Geralmente &% & desconhecido. A distfncia ao quadrado
amostral de Hshalonebis,

-3

-1
{3 D= (Hi- %8 (Ri- =

& um estimador viclado de A%. A esperanca de ole.

£4) | N 1 0+ 1
E() = 1a2+ p (.,...__ ...,._.)
' H-p-1 ni nx

0 ezbtinador ndeo viclado de At s,

£53 {H-p—-17 ot _ p( ny+ n )
" o nind
Anderson 119581, apresenta o seguinte resultado

ubiiizando Bz,

TEOREHA 2.2

S5e ng/n>* a linmite pogitivo ¢com H » o

Wiw) - 17207
Pr ( <. u/ nx) »

¥



49

;3 : .
=Gluy - §€u}L e Auf2 - lp-13/8 ) 4 e fu’ /4 + {p ~ 3!4}u]) + oy,
Tif . H

1
§ uys I )z Glu) -~ gyl (“2} (a/2 - {p~13/4 3 +
n

..... ) o

~{W{x) +1/2 D5
P
D

1 , -
—fut/e o+ (p- :u'e;)u;i) + s,
H

Para um cago especial,  suponhamos gue eatamnos
interessades em escolher um ponto ¢ para © gqual a probabilidade do  né
ciasstficacio seja controlada. Seja o= Pr [H{x) < ¢/ N353, Anderson

{19381 doriva o seguints teorama:

TEORENA 2.3
Seja vy tal que Glup) = 4 e seja,
1 1 3
u s ug - —  [{p-13/D ~ 1/2 uyl ¥ — [(p-3/4dup + 1/4 up],
1153 K
COMm Nf -+ = ; DF 4 a nfing, 2 limite positive. Entio,

{mm - 1/2 DF

Pr g u/fg >= oo+ 0 T,

5 D
Portanto, para um ponto ¢ = Du + 1/2 D? nés oblemos uma probabiiidade'

desejada de md classificaglBo fixada g.
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Agora avalliarcmos a probabilidade condicional de m#
clarsiflicaci3o apds obtido. duas amostras de observag@es nmultiveriadss
de IZ,{, I com tamanhos ny, ng respéctivamente,

‘gﬂjﬁm ﬁg o %y médias émostraia 11 espaée prdimensionsl
vive [ incing o covorifnoias amosiral. Condicionada a %y,

e B oo omnatris o gde

®a, 8, W & normalmente distribuide com médians

=3 — —
[ My =~ 172 x5+ %231'8 (%5 - %)

i

k3 ——— —

uy: B/ Iy, Hr, B3,
: -1

Moo EQO/ Mg, B, Ra, ) = [ we - 1/2 R+ W08 (- R

@ mabriz de varignciaz o govaridncias:

- - o S R
ey — ®)'5 8 B (xi- &)

i

v s VWY, R, 8

Hotemos que btomando of limibtes dessas express@es acima, quandoe ng, ng

+ ® asbhiemnos:

1im % = 1/2 4% e tim  w™ o= - 172 A%
ng . no-os nfaﬁﬁ*m

Tim V¥= a2
nf,nore

Sejam Py e P probabllidades condicionais de md clapsi-

ficacio agolm obbtlidas:
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it

7y Py = PgL2/1, o, 5. ®7, S92

(B3 Py = Pgl1/2, ©, ¥f, B, B =

c - W2
Rl"‘*G R v
( Y v )
0 cdlculo para go obter ({7} e (8) ¢ como sg segue:

Py = PIWGxY £ © 7 Hy, %2, 8, Nyg3 =

£

-

e s S - ol
( I ~1/2(Rs+ RoDI'G (Fe— ) - [p§-1728Fs+ %oy 8 (Fy~ ")
o

- - -1 - . .
[(8i- #3¥'8 £ 8 {ns- mg}lyg

c ~ [ ug-1/2(Rg~ R2)1'S (Fr~ ¥ )
<

-1 -1
[(Rs- Ra)'S L 8§ (Rg- Hor1de

o o~ Wy
- _W)
IV ¥
de forms zemelhante obtemos P,
Py, P% {probabilidades ndo condicionaig) s¥%c as espe-
rangaz de Py, P2 { probabilidades condicionals) guando ¥y, ¥ varisam.
& préxima seccglo trataremos de amdbtodos de estimaglo de

Fi, P2
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2.3 ~ ESTIMADORES DE P; e P2

Lachenbruch e Hickey [19683, fazem uma comparacio entre
o3 métodos que aqul sBo apresentados atravds de ensalos de Nonte Car-
io.

Up estudo zssintdtico desses médtlodog ¢ proposto por So-
rum [£19713. Kshirsagar [1872]3, desenvolve toda metodologla dos snétodos
propoztos por Lachenbruch e Hickey.

Agui nds  tratsremos de apresentar esses wnétodos de
acordo com oz trabalhos citados aclma.

Supenhamoz come na secefo anterior gue Lemos duas amos-
tras de bamanhog nf e ns de\cbsarvacﬁes multivaeriadas das populacBes
B, Lz, normals com vetores de médiass Uy, ¥, & meiriz de variincias
& covari3ncias > ; sendo ¥y, Uz, & desconhecidos. |

0 procediemnto de classificagBo ¢ baseado na func¥o de
Anderson:

- it - —_
Wil {3 — 172485+ B3 8 (Hy- ¥

f#

Seja x uma oObsgervag8o da populagio de Ui ou Hes,
§, ¥i, X come jd§ conhecidos, s¥p o8 quantidades amostirals; ¢ ponto ¢
crftice para a clagsificacHeo da obgervagdo x gerid agqui itomado cono
o = Q,.Entﬁo, Pg, a probablilidade de md classificagio {de (73} pode

sor egscriba:

() Pe= P [W(x) <0 / % € 0y, %y, Ry, 51 =

RN

R




s

] g <t~— PE+1/2 G+ %2018 (Ry- Ry )
~

[(Rg~ %) 8L 57 Ry~ To20) 1

de mesmma forma por (8} obtemoz PZ, a probabllidade de mé-clasaifica-

c2o, agsim escrita:
Po= PIWIgY > O/ £ Ip, Xi, ®2,81 =

[~ pg+l/20Re+ =) 1§ (g~ %o

= 1 ~ g ( = -, o 3 - Ay )
L{Fy~ RP)'B L8 ¥y~ %13

Podemos dividir oz mdtodos pesra estimar Pf o PP en duns
tiasses: | |

1 — métodos empiricos;

2 - mdtodo usando as propriedades da distribuicdo nor-

mail.

Us primeiros sd utilizam ag amosirasg, ndoc sendo necesséario
cmnhacar‘ diéi;igﬁicééé dag pdéuiaCﬁas erigen para avallar g fungdo
discriminante, enquanto que para o segundo & necessdric a propriedads
de normalidade das populagdes oridgem. |

Ba primeira classe Lachenbruch e Hickey (13683, apre-
gentam trés mélodos, o método H,U,R. (sendo ¢ ditimo um dos nétodos
mais usados paras a estimagdo de Py o P2, No capftulo § foi felta unsa

pogquena apresentacio dos dols métodos que aqul serde sspecificados, H

e H.



&i

Us métodos sHo descritos abalxo:

1 - HETODO H

5 ag smostras iniciais ple guficientements grandas,
escolhencs  dois subconjuntos de observagles de cada grupe, um para
construir 8 fungdo discriminante @ o rasiante de obrervbcBes parag e~
timar & proeobabiildade de srro. 0 ndmero de erro de cada grupo sgers
distribuido binomialmente com a prbbabiiidade Pi o P2,

Apds osgas sstimativas torgm sido obtidas, construimos
a fungio discriminante com © uso de toda a amostra.

| Este procedimento apresenta.?érfos problomas:

a ~ talvez ndoc seja ﬁcasfvel obter grandes amosiras;

b~ a fung¥o que 6 avallada n3o & a mesma que ¢ usada;

¢ ~existe o problemas relsclionado com o tamanho da anos-
tra para avallar a fungHo éiscriminante, se for grande uma boa estlma-
tiva do resulitado da fungio discriminante pode ser obiida, mas 8 fun~
c3o discriminante sersd pobre; se for pequena, a funglo discrisminante
serd superior maz a estimativa do resultasdo sersd altamentie wvariavel.
Peio fato de dividir az amostras de cada grupoe, informagies importan-
tes podem ser perdidas na construgd@o da funcﬁ@ discriminante.

- Lachenbruch e H}ckay 19681 n¥o incluem este método em

seus trabalhos experimentals.

As anmostras das populagles jd eszcritas anteriormente
s8c usedas para construir Pix). 0 mdtodo consiste em user as mesnas

amostras para avalisr a func¥o Wi,

e
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U estimador de Py & obtido pela prépmrgﬁc de obgerva-
¢Bes d=z amostra de Iy mal classificadsz por Wix). Da meosma maneirs
chiency o estimador ds PO,

Este prpcédimento did ums estimativa nuito otimista (su-
beslima Fs e P3), isto & porgue as meamas amaatras_ uvgadas para =a
Ganﬁhrucga dalfuncﬁo, sd0 usadas para avaliar sgeu desempenho.

| O mdétodos a geguir sdo incluidos na  segunda <lazse,
isto &, necesslitam da propriedade de normalidade das populaCSQB,.egf

ciuwinds o método U.

3 - HETODO D E DS

No capituioc 1, calculasmos os valores das probabilidades
de md claspgificagio Py e Pg; considefando os pardnetros populacionais
conhecidos e o resultado 6 G(-& /2) para ambas probabflidades,

Ho caso em que oz parlmeires s¥o desconhecidos usamos
a8 quantidadss amosirails Hy, %2, 8 para sstinmar By, U2, L om ﬁz, ob~
tends assim D= (s~ Eg@'gdfﬁi" ®3Y .

Subglituindo I em G{(-4 /2) obtemos G{- D/2) qus & o
estinador de Pj o P2, Egte mdiodeo € denctado comu gélodo B.

| p? & um estimador viclado da A%, como visto em 143,
gsupsrestima A% conmequentemente G(~ Ds2) subestima G(-4 /2).

Como modificacio deste mdtodo umanpon ¢ estimador dade

em {5) n¥o viciade de 4%

(1 CH-p~- 1 ni+ n?
B - p( .
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Infellzwente, guando ny, ng s¥dc relativamente peguenca
em relaglo a p e, p? & pequsno, p*? ¢ frequentemente negatlive. Para

gue lsto geja evitade, usamos a guantlidade,
(i1 H~-p~ 1
ﬁszm(*mwwww—w~>ﬁ

para esbimar ﬁ{ ignorando o termo p (nf+ n)/ninZ da sxpresso ds D*f

Assim smbos P§ e P37 podem seor estimados por

4 {~DES2Y., Este & o mdbodo DS,

4 - HETODOS O E O5

Ezten mdétodos de estimagic sgdo bageadez nos resultados
de Dkamocito [1963]1. Ele apressnia oxpansles asginidticas de Vi e ob-
tem as prmbabilidades(nﬁa condicienais}assintéticas em fungio de ny,
vo. o, b2, . .

Ele apresenta o seguinte resultado para sxpangdc assin-

tética de P}

1123 Pf= Privixy < O/w € g1 =
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' o¥ 2 Ay  bif  bzo
=G {~1/2 a) + — 4 + + + +
ng on@  H ify n

bgp  biy  bry b33
+ + + + + 07
0 ny i 10l N?

Obtencs Pgm PIWIK) > O/x ¢ 21 pelas troca de ny o nd ns
expressio (12>. Og valores dos a’'s e b's s¥o em funglo dos parimetros
de ly o Hzp; ele d38 também-c valor tabulado dow a’s8 @ b's paras um oa~
so especial.
| Podempos obter o eslimador de Py, substitulndo na ex-
pressdce (122, D em A . Do mesma forma, oblemos o ealimader ds P2,

Este procedimento & denotado conmo mabedeo 0. Outra forms
de obter stravés da expresgido (122 o estimador de Pj & upar o estima-

dor DS (11} no lugar de A, De mesma forma, estima PZF, Este ¢ denoml-

nade mebodg U5,

5 - HETODOD U

Faremog o usg de metodos empiricos mag pio iLsremoz sdé-
rics viglos como oF mébodog 'R & H. e todo conjunto asmogtral
inf+5£} dag populagBes 7 & 2, cmitimozr uma obpervagdo des anmostras
de By oy . Construimoz o funclHo digeriminante bazeads nag
g+ no- 1 obasrvagBos,

Suponhanmos gue omitimos um wvetor xy(j=1....,n) da
amogbra de g, k=1,2.

, Tk
Sedom Uj=Hy/ - Wb & cf=

{ng—~ 13N
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cnde .H

It

BEIER IR TE

+2

#

~1
€y ayg= U5 Uy,
A funcio de classiflcacHo de M, construfda sem esta ob-

nervagiio 4 dada por:

{13} % ny+ nz- 3 .
ng+ np- 2

U/ 2ing- 1’) 8/ (fQ.z"" Ry o+ DU/ g 13)

onde  Kji, X7 v B s¥%c obtidas pelas anostras intelres de Iy e =, »

-1 -1 | -1
5/ = 8B + {cg 8§ Uy Uy 8¥/(1 - cf a2,

Neste wmdlodo seria necessdrio em cada rebirada de uma
-1
obgservacido a construgio da natriz inverpa 5 . Seria multce dispendiosa

a8 parbte computacional. U método fol desenvolvido da forma que reguer

somente uma {nvers¥o ds matriz de varlincias e covariinclas smostraisg.

Eate procedimento de Inversido fol baseado nos egtudoszs

de Bartleli 119523, da seguinte {orma:

g B = A + uv' entio B'o= A= (A uv'A / 1 + v'A W

onde B s B 580 mstrizes gquadrsdas n8c singulares & u & v 8o vetores

1
colunaz., Puor este racliocinlo & obtida 3y,




Para obler o eztimador de Pf, omitimos uma observagio
da amostra de s o fazemos k = 1 em (13).
De aceordo com ag regras de classificaglo x5 persd corre-

tamente clagzificade en s ne
D=y 3 O

& sers classificado em XLz se,
DY(xs? < 0.

Sucessivanente seguimos egle procedimento para todo o
conjunto de observaclies dé amostra de JI§.

A proporgio mg/ny de mf obeorvacBes mal claszificadas
8 © estimader de Py, |

Para egtimar FZ, o procedimento & similar, omiiinos su-
cegsivamento ﬁma chservagio da amostra de [I7 & seguimos © mesmo 1ra—
ciogcinic .para a construcic da fungidoe discriminante dada em (13}, fa-
zende k= 2, Obtemos entlo, o estinmador mp/ny de P27, que & proporgdn

de abaervacéﬁs na'ammstra de H2 mal classificadas.

& - WETODO T

Lachenbruch 2 Rickey [15&81 propfem, baseado no méitodo
U, G~ ﬁg/ﬁiﬁj}) comnp eztimador de Py o G(D2/=(D)) como eptimador de
F2 onde,

- i n *
Bf = — I DrGeo
Ny N
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ks
=

R - Y P sty

1}
e

z .
aigfy & warié@nocla amoptral dop ng'n valorep de Dﬁ(xr},

#*
S%ﬂﬁ} £ wvariincis amostral dor ne'a valores do Oe(He-2,

Estoe motodo combine com as caractoristicas de um motodo

empirico ¢ foz use da distribuigBo normal.
RESULTADDS EXPERIHENTAILS

Daz oito tdenicas de estimagio de Py » P2, Lachonbruch
» HNickey 119681, fazem experimentos amostrals stravés de onsalos de
Honte Carlo envoivendo sete delas, n¥o congiderando o método . Eles
toran um tobtal de 288 smostracs de populacBes normais com L = [ e

Wy o= O P (8,0, O,...,0}, sendo aspim posaivel  determinar  a
probabilidade exata de »d classificagdo de cada amostira.

Essas amostras foram agrupadas gsoguindo tres critdrios
diferenten  a gerom observados nag tabelas 1, 2 ¢ 3. Na tabela 1, as
amoatbras s¥o agrupadas com respelto a distdncia § oentre as duas popu-
tagBes. Para cada um dois geis valores de & foram geradaz 48  amos-
traz. Ha Labela 2, anm amoatras pe distribuem com rospetto & comblnagio
de ny, n o p sendo, nf o nd o nudmero de chsevaglor daso populaglsn 1

2 regpectivamente e p 8 dimongldo do empago. Para cads uma das combi-

nagfics nf ¢ p eptudadazn, temos ny sesuminde op volorom ng, Znz, dnz,
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Em cada tripla (ng, ng p) foram gerodas 12 amostraz sendo duar de ca-
da um doo valores de § . Como exemplo, tomando p=2 e ng= nr 4, gpein
amegtras digamos, Af, A7 .. A4 foram geradas da populagBo 2 de  tamesnho
ngy 4 consideresndoe gue, para cads A uma digtincia 5?(if1,.,&}, A
mesma {(dF1a pars as awestras de tamanho ngr 4 da populesc¢Bic 1. Portan-
to, oktemos um total de 12 amostras om ng= ng- 4 ¢ p=2. A tabelas 3,
spregonta o ndmero da.amastras disbtribufdas segundo diversos valores

5 interva-

do erro (&), p ¢ m onde mF ong e nd. O erro € classificado en
toz (€0.05, 0.054e<Q, 1, ... , a>0.20).

0 wconjunto de 288 amﬁstras'esté-dividido em B8 clasges
sendo que, cada clasze 4 definida para valorns de m-p-1. Em cada valor
de é(?,é,@} ag clasges g¥o definidaz por m-p-1L20, m-p-1220 ¢ para

p=20 as classes sHo m-p-1425 e m-p-1225%, Sogue um oxemplo, para veri-

ficer como estos anosiras estlo divididas de acordo com o wvalor de

m-p-1. Para p=2 o wm-p-i£20, verificando na tabela 2 que o3 paros

g Ang=4, npiedd, (ng=4, ng=8), (nf=d, na+123 aatisfazem 3 condligfo
m-p- 1420, tenos ent3c um total de 36 amostras nog tros pareos.

Para finalizar, a8 tabela 3 aspregenta ogs resultados ex-
perinentals  don mimoros de smostraz de cada mdtoedo (O, 05, D, nE, U,
U, #) dentro das clasgses dos erros (), Ho exemplo anterior, para o
pétode O, wvorificames gue do tobal de  35 amestras 14 ent¥o  om

(e, 0RY, 4 (0., 05e<0.1), 4 (0.1<e<0.153, 5 {$.15<e<0.2) & 9 {(ex0.20},

TREELA %

HOHERD DE ABOSTRAS PARA UHA DISTAHCIA §2

[ U VS VO i

572 P 1.098 1 1.817 | 2.036 1 4.993 1 6.574 1 11.482 |

e TV VU SUU, S [ o e e i ...... o s g e

G- £ L300 L2501 L2000 L1500 L1000 05

Bl T T I



TABELA 2

TAHARHUS AHOSTRAIS COHR HOHERC DE ?&Eﬁﬁﬁ?ﬁﬂs

P VSO S I ek ek YW o T S T i B . T OIS S T S A N S DR 3AAR TR S T AR Sl L UL o b MR SR WAL SN o W it i rts

P
2 4 8 20
4.4 8.8 8.8 15.15
4.8 8.16 8,16  15.30
ng, ng 4,12 8.24 8.24 15.45
16.16 20.20 20.20 25.25
16.32 20.40  20.40 25.50

16.48 20.560 20.60 25,75

i ——— <o e e e PO R



TABELA 3

o

WONERD DE AHOSTRAS DENTHO DE GADA ERRO

o, 06
o a7
0% 118
D ar
Us 94
0 1o7
g 73
R 64
0 14
ns o8
o114
DsE 11
i 11
¢, 7
5 &
o 10
a8 7
oot
DE 1
0 10
y 5

LB, 10

az

B0

10

11

[#]

8

L104e<, 1% L 15<e<. 20
42 28
45 23
37 a0
50 36
48 25
62 29
46 30

4 5
& &
5 5
& 4
& )
& 3
5 3
2 v
2 2
4 2
4 1
5 3
& 1
8 1

2. 20

53
21

72
35

a8

88

11
14

14

T.AHDSTRALS

Todom _ 288

p = 2 36

p ~ 4 24

m - p o~ 1420
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Ha tabela 3, e = |Pf- Pjxl, onde Py 4 verdadsiras proba-
blidade de md clasaificacdo e Pgp ¢ o estimsder de Py, para
% =0, 05, U, us, DS, U, U, R. |

& fiigura 1, ¢ o gréfico dps meilodos em relagldo sos  va-
jores  acumulasdos das amnstréﬂ com ag clesses dos e's, sendo estes
Lruncaedons em 0,20,

As conclusdes dos autores sdo que os mdlodos mals usa-
doz B30 mignifilcativamente wmalg pobrss gue oz noveos métodeg por elom
propostos,

é!gun$ pentos agqui sd8o colocados por eies observando os
resultados do superimento. |

Péra p = 20, o método 05, U e U foram superiores aos
cutrog. Para o cagso de pequenas dimenstes, og métodos 0F, U e U foram
aproximadamente eguivailentes, Paoara p = 2, 4 ¢ B, o métodoz D e O ti-
veram resultados similares, no.caso de p = 20, o0 método O fol  aslgumas
vezes zupsrior.

O mdétodos bareadog na distribuic8o normal 0%, U e DS
880 superiores aos oubros.

3 Sé Dz ou ny 2 nd gio p@quenoé 0 megtode 05 ndoe & reco-
mendado devide 2 diftculdade com a aproximagio de UOkamobo. Heste caso,
o metodo U pode ser usade se a asproximacHo da normalidade for  assumi~-
da, case ceonbririo o mdbtodo Y pode ger gsatliafatdrio. Para grandes. L e
lores e p, os mdtodem 0S5, U ou U podem ser usados. Suas  conclusles

5¥o quw og mdbtodos H e D mdo relativamente pobres,




&4

Para grandes valores de p, o método O é substancialmen~
te mals pobre que os mdtodos GS; U e Y. O método 0SS parece ser geral-
mente preferido ap mébtode O ¢ da mesme forma, © método DS zobre o nmé-
L&d§ . Se a sproxinaciio da normalidede pode ser azpumide, og médtodos
08 e U sio bong.

Oz =utores tanbém spresentam resultados experimentals
para os métOdOS‘ﬁ e U em gue a raz¥co do tamanho awestral nf3o parecco

afetar on regulltadeos destes mdélodos empirices,
300 -
270

240
numero de

anostras
2104

90~

50
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Cahran.E19$83, faz um rdpido comentdrio sobre o traba-
Iho de Lachenbruch = ﬁickgy [19683 que agul fol apresentado. Fle com-
parou oz resultados da tabeola 3 aszuminde oscores 1, 3, 5, 7, 10 nas
classen {e<0,05; G.05<e<D, 10, .. , e*.2 regpectivanente calcoculande
aszim oz wvalores mdédlos. Omo exemplo, para o nmédtodo 0O o p=20,
m-p~1£25, @ média € igual a ¥ fru/ L £ onde %4=(1, 3, B, 7, 10} parsa _§
o rospoctivos valoros de fgzé, 4, ;, 4, 10} i=1, ... .5.

Hag quatro_pfimeiras coiunag, o8 mélodos g¥v colocsdoes

g ordom com rogspelio sos valoros médlog dos escores, para p = 20 @
po= 8,
TABELA 4 5
p = 20 p = 20 p =8 p =8 f HEDIAS

m o~ p - 1g€25 w ~p ~ 1225 m ~p - 1g20 m -~ p ~ 12201 p=20,8 p=4,2

s 3.2 ns 3,4 0S 4,2 Os 2,7 | 0S 3,4 DS 3,3
U 3.6 U o44 DS 5,2 pS 3,1 1 U 4,3 08 3,5
U 4,5 74,6 U 5,6 U3,4 1| U4,6 03,5

DS 6,4 Ds 5,5 05,6 G 3,4 D850 D35
06,4 06,1 U.5,6 Us,g 1 05,4 U a6
D 8,1 R 7,2 D 6,4 D4,3 | D6,6 U 4,3
R 8,3 oy,7 R 6,9 R50 | R68 R4,4
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0 mdétodo 085 £ superlior em todog os cazos 2 nHo existo
multa diferenca entre os métodos U e U. Fara p = 20 o método DS & in-
fertor aos msiodos 05, U e U sendo que. para p = B ele {ica na segunda
posigio,

& segunda parte da tabsla mosira separadamente og  pon-
tos madios ?ara p = 20,88 p = 2,4. U3 resultados mostram que para po-
quencs  valores de 9(2;4} ag diferengas ndo 530 mullte significativas
entre o métodos. Cochran concorda com oz auwtores gobre a superiorida-
de dox métodos 05 e DS,

Qutro trabalho en&olvendo estes estimadores & proposto
por Sorum [19711. Ele considera o probleme de estimag¥o da probablii-
dade de md classificagdo = en dels grupos de populacBes normals mul-
tivariadas com velores de médias desconhecidas ¢ matriz de covaridncia
conhecida, utilizando a fung3o de classificagde de Anderson com hauso
nag ancstrass. Além dos estimasdores propestos por Lachenbruch e HMickey
(g, 0S, U, U, D, D3, B}, =le sprezents =stigadores bagesdo sn am@attas
testes. Alguns estimadoresg sio desenvolvides considerande populacles
normals univariadas. Seus esludos sio basesdos no Erro Quadrdtico MHeé-
dic Aésintéiico {condicional e nBo condicionall. |

Em suas conclusSes, o uso da normalidade n3¥o proporcio-
na um melhor estimador, polz o método D € pobre e em particular & mais
pobre gque o método U. Seus resultados também confirmem que o método R

¢ o malsg pobre entre todos spresentados, mas mostra gue os métodes D,

D8, 0 # 05 s8c sssintdiicamente equivalentes.
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CAP{TULO 2

- CONPARACRDO DE HETODOS HA ESTINACXO DO V(CIO BO ESTIHADOR DA

RAZXD DE ERRO HEAL

3.1 — IHTECDUCRO

A ﬁa#ﬁa de Erro.Hea} asgocliada a uma fung¥e digscrimi-
nante & dada por P§f o P2, az probabllidades de md claszificag¥o vistas
ne capftule 1 & 2.

Para esiimar a Rsz¥o de Erro Heal, ndés usamos o mdélodo

R j3 estudado no capftule 2, conheciao em outras bilbliograflas e agui

também denotadoe pela RazB¥o de Erro Aparente,

Estudos mostram gue szie método subesbtima a RazBo de
Errq Real. O . nusso objetive é estudar geu vicio, no contexto de éom—
parar dois métodos de estimag¥o deste vicio com o estimador bootsirap,
prop&sta por Efron B. [18791,

{19791 e o segunde & estudado por Hclachlan G. J. L[1876].
Um estudo de comparacdo dos tréz métodos acima para esg-

timar o viclo da Raz¥oe Erro Aparente & apresentado em oubtro trabalho

de Hclachlan [1380C].
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0 capftulo estd dividido em Becqﬁaé onde a secgdo 3.2
apresenta-a metodoliogla do nogso trabalho., A descricfo dos métodos de
est imaci¥o do vicio & visbta na secgpo 3.3, cs‘resultados oxporlmentals
com o8 tr&s métodos junto com a metodologia para a obleng¥o desses re-
suitgdos, 8o apresentados na gecgdo 3.4, A conclusdo dog resultados

experimentais £ vista no capftulo 4,



3.2 - HETODOLOGIA DOS ESTUDOUS DO VICID DA RAZKO ERRD APARENTE

Sejam Fj o ¥ ag distribulctes daz populagBez NIy, Nz e
Hf o Hy smostras de tamanhos ny e nZ dag populaglea s e N7 respsc-
tivamente. Com base nag amostras Hjf & HZ & conatrulda a fungdo discri-
minante de Anderson Wlx).

Ag distirlibulcles Fy o F7 sio pertencentes ao sapagoc p-
dimensional com vetores delmédlas Hf @ us, o matrizes de wvariancla=m
e covariﬁcias.iguais a L, sendo Il , Uuf e UZ quantidades desconheci-

das. Como jd visto nos capftulos anteriores classifica~ se uma nova

obsevacBo x em Hy o Wixy > ¢ , caso contrdrio, claszifica em I

HY

Aqui tomarewmos ¢ = 0 e Fy;% NCusk 3, § = 1,2,

A Raz¥o de Erro Real € dada por:

i AL G
(=32 0 W 1/2085+ ®e)] B (Rf— =)
p(’*G( )

[(fis- Re) 8L 8 Ry~ 3o 12

onde P; & a probabilidade de mé classiflcago o | = 1,2,
0s estudos aqui %o desenvolvidos para o caso em que
i = 2, isto &, no cdlculo de Pz, probabilidade de mé clasgificacio de
uma obsevacdo de HZ em 1y, R ¢ o estimador Raz¥o Erro Apsrente de
Pz, pelc método R, que é a proporgio de observagdes em HZ mal class(~
flecadas por W, J& que R subsstima PZ, estudsremos o vicio BZ, isto e,
By = E{P¥- R

A prdxina secclo, apresenta oz estimadores de BY pelos

métodos boohstrap, crosg-valldablon e paramédirico.
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3.3 -~ ESTIMADORES DE By

Os +tré&s mélodos aqul aparesentados sdo divididos enm

duas classes. Ha primeira classe sstdo os melodos empiricos,bootatrap
@ crésawvalidation; og gquais nHo necessltam do conhecimento dag dig-

tribulgBez de Ff o F2. Na segunda claspe, estd o paraméirico, & necea-

sérla a suposicdo de normalidade de Fy, para a valldade do mdtodo.
1 - HeETODRD BODTSTRAP

i1z _pansp;

Duas amoestras com reposigo Hf =3 H§ g0 geradar dag po-

pulages Hf e Iz, baseadas naz amostrasz originaiz Hf & H=,

colocando massa pontual 1/n/ em cada ponto ®/7 (j = 1,...,n§2
em H;i (i = 1,2) {amosiras bootstrap?.
22 _PRsso;

Bageado nag novas amosbtras Hf ] Hﬁ, congbtrufnez2 a  fun-

¢lc digcriminante U*{x) gubstituindo Ky, K2 e 8§ em W(x) por ﬁf, ﬁﬁ‘s s*

32 _pasgog

Avaliamos cada cobmervagdo w2/ (Jj = 1,...,n2) de H? na

. *
fungfo de W (x).

TR
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A RazBo de Errc Aparente de W{(x), Ry*8 calculada como

in
RE = —

ng

9

onde m} & © numero de observacﬁés am ﬁ@ mal glaszificades por wr(x)

Calculamos a diferenga d = R@t R, onde RS 3 propor-

c¥0 de membreos em HZ mal classificados por W) .

b2 _passQ;

Repetimos o©s procedimentos anteriores em ndmero n

{grande) de vezes, alté obtermos dy, d2,..., dn.

28 _passo;

0 estimador de BZ pelo médtodo acima & calculade por:

13

=1 g
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2 ~ BETODO CROSS5-VALIDATION (e
0 procedimento a zsegulr & eguivalente 2o jd apresentado

no capiftule 2, mdLodo U

Eliminamos uma cohservagdo de HY (k). Euponhamos x¥; pa-
™ Jui.z.,.ng.

22 _pagzo:

Retirado xZj de HY, construfmoz a funcg¥o discriminante
Wjlx? de mesms forma que fol construfds Wix?), 84 que, agora conside-

rando ny- 1 ohroervagieos de HZ e nf observagbes de Hf .,

32 _passo:

Avaliamos a cobservagio X7j em Wji{x}, verificando se =3y
& ou n3io ﬁal classificads.

Apds repetirmos esles procedinentos com-todas as obser-
vacHBes de Bz, calculamowm a propcrgﬁg mggfné da observaces de HZF mal
classifcadas pela fungdo Y.

0 estimador de B2 obtido através deste mdéitodo &;
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onde RZ 6 o estimador Razdo de Erro Aparente asgoctiado a Hy, H» o

Wixd,
3 =~ ESTIHADOR PAEAHRETRICO

Hclachian [19761, apresenta um egtimador do viclo asm-
gintdtice da Raz¥o de Erro Aparente. Em seus estudos, Fypnv N pur, Z20);
i = 1,2; ambos Hi e & desconhscidosz,

A regra de clamzificacio par.ele uBada € 8 mesma por
ndés estudada, Wi{w), a funcHo de clagsificagdo de Anderzmon.

Segue o zeguinte resultado por ele desenvelvido:

TED&E&A 3.1
Q vfcip assinté£ico de B 4 dado por:
Vigle (RQ).t gl-1/2 ﬂ)[(lfé.é + (p-12/A ¥na+ 172 {p~1)A 7H]
até o terﬁo de segunda ordem, com respefto (5%, ne, '3, onde
AT= (Mg~ P 'L Cug- us,

N = ng+ no- 2 e g funglo de densidade da N(O,1),
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De acordo com ag amostras de Hf e HF substltufmos A? por

2 - - -1 . _
D = {0~ 828 (#y~ ) opbendo assinm,
w2 = g{-1/2 D){ (174 D + {(p-1)/D ¥/ nl + Zfztpnl}ﬂ/ﬁ)

gque & o estimador n¥o viclado do vicio (RZ) até o termo de aegunda

ordap .
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~.4 - RESULTADOS DOS TRABALNOS EXPERIHENTAIS

Amozstras  das duas populagfes Iy o llz com distribui-
cdes FinNOpy, L) para védrion valores de p foram geradas por enpalos
40 Honte-Carlo.Volores diferentes para os vetores de médias W,
y= 1,2: foram assumides o a matriz de varldncias o govariincias L 4 a
sdentidade.

A funcﬁo.discriminante usadas & a de Andergzon,

- - R
W) =~ {1 — 172 Mg+ w1318 (ge- w2

com o ponto critico ¢ = O.

A Raz¥o de Erro Real Fg, sssim como Ry, by, ¢ e m2 plo
ehitidos nas condigles acima,

Para diferentes valores de ny o ngo= 10, 20, 40 ¢
po= 2, 1, b, 8; distintos valeores de A {(dist8ncla do Mahalancobiz ontrs
BE duashpopulacﬁes) foram combinados.

Uz valores do A com rogpectlivos valores de  ug;
L = 1,25 ng, 7 ¢ p ent¥o apresentados naa tabelas.

| A tabels 1 apresenta os valores médlos da diferenga en-

Lra A Razico de Erre Real » a RazZo de Erro Aparente; Pz- B2, & doz en-
Limadores beotstrap (b2), cross-valldation (¢2) o ¢ paramsftrico (m2),
com seus respectivoes desvios médlos. Oz valores mdédios dos métodos as-
oim come zeup desvios Toram obtidom através dop seguintes métodos {te-
rativos.

media: %ii) = [Qi-1DR0i-1) + %{iY)/1
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daSVlo{S & is(ﬂ)/{nwi)fq onde o(1) = s(i-1) + [(1-1Y(x(1)~ %Ci-10)7 1/¢
| para ®{iy, i=1,...n.

Uma sdric de 100 indépcndonteﬂ ensalos de Monte Carlo
foram realizados para.obter as3es vaiores, sendo que,'para oz valores
medios Qm by, lbOO rep%icacﬁeﬁ indoependenten do Monte Carlo foram rea-
lizadaes om cada um doz 100 eneasios de Monte-Carlo. U proceszo de Monte
Cafim fot realizado segundo a rotina apresentada em Goelzer [18701,
escrita em Foritrand - Vaxll/78% para s distribuigZo noermal (0,1). Sub-
rotinas  foram criladas para of métodos bootstrap, crogs-validation e
parameétrice aszim como, para O cdéilculo da inversa e da probabilidade
da normal reduzida. O programa da inversa ¢ baseado no mttodo decompo-
sigdo de Cholesky. O metodo da inverss © o programa para o calculo da
probabilidade normal reduzida s3o aprescontados em Kennedy & Gentle
198073, |

£ feito o cdlculo da eficiénelia relativa dos desvios

médios entre og mdébtodos boo£strap o paramdtrlco, assim definido:

g D (mg)

s D (b

Para finatizar, a tabela 2 apresenta oz valorcs wédios
do quadrade da diferonga Pz~ T |, onde T aszume os valores dos esptima-
dores de Pg incluindo o wiclio, iste &,.T = R@, Rg+ by, REp+ np, Ro+  of;

(Pz-T)?¢ o eptimador do erro guadritico médio de T
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TABELA 1

Ar  pequénciag dog resultados ¢ baseads na dimensio do

espaco p.

$.1.1Y A = } wy= (0.5,0,0)

pg= (~0.5,0.0)

nF= ng = 10 ngi= ns = 20
valores nédiog desvios valores médlos dezvios
8o 0,047 0,148 0,023 0,114
b 0,057 0,022 £, = 1,2 0,029 0,012 g,= 0,75
o 0,057 0,026 _ 0,028 0,009
¢z 0,070 0,078 0,033 0,033



1.1,2) &4 = 2 My

it

(1.0,0.0?

I

B2 = €-1.0,0.0)
ng= ngs 10 nf= ng= 20

valores medioa desvios valores médica desvias

>

fy

fry

0,045
0,036
0,036

0,043

1.2.1 & = 1

ni= ng= 20

valores madlos

0,061
0,062
G, 066

Q,064

Q, 107 0,018
0,017 g, = 0,44 0,017
C,0074 0,018

0,076 0,017

Hf“ (00050¢0|015j0|5}

U\.’:?” (“0.5,'0:5.0.0,9-0)

desvios valores mdédlos
0,11 0,049
0,014 Es = 1,1 Q,032
0,015 0,033
Q,052 : 0,032

0,083
0,0078 € =0,34
0, 0026

0,023

deaviom

0, 0B5
0,0077 €= 0,7
0,0054

0,027



1.2.2) A= 2 ws= (0.0,0.0,1.0,1.0)
o= (~1.,0,-1,0,0.0,0.07

ng= nas 20 ng= nI= 40
valores mddios degvios valores mdédios desvios
By 0,040 0,08 0,022 0,057
o 0,028 0,012 € 20,6 Q.020 0,0058 885 0,4
mz 0,041 0,007 B 0,021 0,0025
ez 0,043 0,043 0,021 0,024
1.3) p =6

1.2.1) 5= 1,2 i

it

(0.0,0,0,0.0,0.5,0.5,0.%)

p= (~0.5,-0.5,-0.5,0.0,0.0,0.0)

ng= na= 20 ny= ni= 40
valores médicos desviog valores ﬁédios dogvios
0,081 0,083 0,053 0,069
0,082 0,016 g = 1,13 0,044 0,0088¢ = 0,76
3 10
Q, 088 G,018 G,0440 O, Q067

0,105, 0,063 0,054 0,033



1.3.234

£ 2,8

ui=

nf=

ny= na= 20

valorez madlos

¢, 054
0,048
0,043

0,062

1.4.3) A= 1.4

valorez medics

deagvios

0,015 €

“n
[
e )

0,012

0,060

(1.0,1.0,1.0,2.0,2.0,2.02

(2.0,2.0,2.0,1.0,1.,0,1.03

ng= no= 490

valores médiog

desvioa

0,043

0,008 €

2 0,5
P2

0,0038

0,024

uju (Q"OfG'OIGRS]OISyOUS'O’5}

wo= (~0,5,-0.5,-0.5,-0.5,0,0,0,0?

dezvios valores médlos
G, 103 {3,064
Q0,017 EI“ 1,17 {3,054
0,02 0,056
0,062

0,071

desvios

0,075
00,0085 & =
In

Q,0078

0,036
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1.4.2)

AE 2,8  us=

81

(1.¢,1.0,1.90,1.0,2.0,2.0,2.0,2.0)

ur= (2.0,2.0,2.0,2.0.,1.0,1.0,1.0,1.0)

valores médics desvios

0,065
0,049
0,046

0,072

¢, 060
0,018 ¢
0,017

0,053

15

i

nr= nit= 40

valores mddios desviom

0,95

¢,031

0,026

Q,027

0,029

0,041

00,0084 = 0,564
1¢

0,0054

0,023



EQH
£
£qH

FON

EQn
EQH

EQH

EQh

2.1.1) A

(R
(Ro+ bl
(BS+ m>2

(Rza+ <9

2.1.2) &

iR
{Ra+ him)
(RS m)

(Ba+ o)
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TABELA 2

Regultades dos Erros Quadraticos Médlos.

= i
ng= ng= 10 nFg= nir= 20
0,024 0,013
0,024 0,014
0,024 014
G, 0286 0,014
= F
nf= na= 10 nf= ny= 20
0,013 00,0072
0,013 00,0073
g,012 0,007
0,015 Q,0070



EQH
EQH

EQH

s
EQH -

EQHt
EQH
EQH
EQH

(B2

{(Ra+ b2
{Ez+ m2}

(Ro+ o)

2.2.2) &

{Rz>
{R&+ b
(R2+ m2)

(Ro+ )

o]
—"

2

o
b,
i
=]
fux
i

0,0078
G, 0008
0,0068
0,0067

©,00327
0, 0034
0,0034
0,0033

B3

P

e e L T



EQH

EQH
EQH
EQf
EQR

{Rz)
{(RZ+ b2}

(RZ+ m2)

(Rz+ ¢

2.3.23

(R
(Rz+ b
{RZ+ m2M)

(Ro+ o

A% 2,5
ng= na= 20

0,0075
0,0055
G, 0056

0,0064

0,0032
D, 0028
0,0025

Q,0030
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EQH
EQH
EQH

EQH

EQH
EOR
EQH

EQH

5"
K
o

2.4.3) A

{R2
({Ra+ b®)
{RZ+ mZ)

{RI+ o)

2.4.2) 4

{(Rz

(Rz+ b

{Rz+ mz2)

{Rz+ )

HE

-

na

2.8

ng= ng=

0.,0078
0,0054
0,0054

0,0060

20

0,0026
- 0,0020
0,0019
0,0019
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CAPITULD 4
CONCLUSXO DUS RESULTADOS EXPERIHAENTALS
4.1 -~ IKTRODUCKD

As concluéﬁes aguli obtidas est¥o baseadas nos resulta-
doz experimentalz das tabslas 1 e 2 do capftulo é. De infcie compara-
reomes o ualqres néddios dom estimados b?, c2 e nY com o valor hédio de
ﬁé. Seuz resultados nBo sd¥o cunc]usivos_e'antﬁo, aval laremos os des-—
vios. Para finalizar nossos estudos, & felta uma comparagSoc dos errog
quadrdticos mddics dos ésti@adores de Pz; R2, Ri+ b2, B2% o2, BRI+ o2,

Ag ccnclusﬁes‘aqui chegadas, ndo diferem muito ao que
J8 sé conhecen =0 oubros trasbalhoz, D msétodo baotstrap‘ proposto  por
Efron [1979], que ¢ n¥o parsmétrico, € o mals efictente J& que n¥o faz
use do conhecimento dag distribulgbes populacionalzs envoelvidaz no

?robiema,'
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4.2 - CUOHCLUSTES

De infclo avéliarembm.os resul tados ‘com base Nnos
valores médiog dos estimadeores b2, m2, ¢2 de BF. Oz resultados gmio
variados, dependendo dop valores de & , p @ nf, nZ.

Como se percebe na tabesla 1, nenhum estimador ge
demonstra na maioria das vezes, ser © mals proximo do valor meédio de
ﬁg, nde obtendo szsim diferentes conclusbesz com respeito 3 eptimacio
de B2 somente se baseando nog valores médios de b2, md e cof. Para
malor clareza, calcgulames as diferencas iégm El, onde K = b2, my, ¢
em rtcdaa sascﬁeg.da tabela 1 com respeito avs seus valorss mdédios,

come segue abalxo, U lado direlto da tabela & 8 diferenga em mddulo

dog valores mdéddics do sstimador boolstrap com o paraméirico,.

'seecﬁm 1.1.1

iBz- byt 1B~ mzl i Bo- e b mol
ng= n2= i0 0,01 0,01 0,023 0
ny= ng= 20 0, 006 0, 005 0,01 0,001
seccdo Y .1.2
nf= no= 10 o,003 G, 009 0,004 0
ng= no= 20 o, 001 0,000 0,001 0,001



sacgto 1.2.1

specln 1.2.2

nf: niar=

secgio 1.3.1

secgdo 1.3.2

Pl
P,
13
=
fiy
11
£
L

=
b
i
=
#
.8
e

fuy

B~ byl

9,001

0;01?

0,002

0,002

G,001

G, 009

g, 00k

0,003

(B mz

0,005

0,016

0,001
0,001

G, Q07

0,007

0,005

0,004

. Fad
1By~ cad

G,003

0,017

G,003

0,001

0,024

0,001

0,008

0,002

1ha- mi

0,004

0,001

0,001

0,001

0,006

G,002

©,001

0,001



seccd3o 1.4.1

ng= ny= 20
nf= nF= 40

seccao 1.4.2

I1By- Lyl

0,015

G,010

0,016

0,005

182 ma

0,007

G.,008

0,019

0,004

o~y
B o)

¢,014

0,002

0,007

0,002

Thzt- ma|

0,008

0,002

0,003

0,001
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De acordo com essas diferengas acima, notamos que eon
algumar situacBes os valores médics de b?, m2? ost¥o mais préximos do
valor médlo de ﬁg {os resultados de b2, mr 23%c praticamente
equivalentes em tedar  as sliuvagBes com pegquenag diferencgas), on
relagdo sos valores medios de <. Notamos também que existem alguns
casos onde o valor mals proxino de Bz 6 c2. Os resultadoz de bz, <2,
n? s3c malz equivalenies pars situacpes onde o tamanho amogiral agsumse
o malor valor (em p=2;in=20ep>4: n= 40);

0 wvalor médlio das diferencas tbz- w2l & 0,002, U
st inador bootstrap na maloria das vezes Be mostrou bem préxima  do
estimador paramétrico, |

Parsa p = 2, og wvalores mddios dé bz, mf s3%o
aproximadamente equivalentes. 59 valores de ¢Z concorrem com o2 valo-
ras dg b2, nf, exceto em & = 1; ny= ng= 10, onde oste étinge a2 malor
diferenga. Jd em p > 4, a situag¢3o n3o ¢ muite dl?eﬁenta, nEo tegos um
gt imador 'qﬁe esté maig prdximo de ﬁg em todas ag situscBez. O ¢ e
apresenta em algumas sltua¢Bes mails prdximo de §g em relagdo agy e~
sultados de b2, m2, maa'geralmante com pequenag diferencas. Ap moldres
diferencakr zcontecem om p = 6,8.

Portanﬁo. ndo podemos sd noz basear nos resultiados mé-
dios dos estinedores para cheéarmos 8 uma conclusdo com respeito a es-
tinagB0 de B, |

Faremos agora um estudo com respeito aes desvios, jé
gque a comparagdo feita enire oé valores medlos dos estimadores bz,

a7, ¢ nSc fol conclusiva,
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Verificamos que em todas az sgltuagfes o desvio de c &
bem superlor que os desvios de b2 & m?. Heste contexto ¢ estsi atriasz
de b o mo2, O Fato de nHo avallarmogz égora o desvilo dé c:t & gque egta-
nos estudande e comparando dois métodos nio paramétricgs com um  para-
métlrico, e c7 @e mostrou menos eflciente noy deaviecs. Portanteo, asm
comparacoes sgora sdo feitas com base na eficiéneia relativa (£}, jé
definlida no capflftule 3, entre by, mz.

0 wvalores de £ egtio compreendidos entre (0,3 - 1,23,
Na maloria das situagBes, os desvies do paraméirlco foi iInferior ao
bootstrap. £ claro que nds estames congiderande populactes com distri~-
bulgles conhecldas e, por conseqiénelaza, mZ leva vantagom. Em cinco ca-
s0s o valor de € estd proximo de 1, sendoe que em 4 deles, este valor
& ultrapassado. lsso ocorre nog mencores valores de 8, ny, nZ em cada
valor de p(2,4,&,.8). Portanto, para p fixo, o valor do desvio boots-
trap ¢ praticamente equlvalente ao desvio do paramétirice onde, 4 e nf,
NS SEIUNST menores ya!mrga,

| Em tédas az sltuaglies o desvio de ¢ & aproximadamente
trés a guatro vezes o© desvio bootstrap.

A dimensdo do espago p, parece ndo Influir nos resulta-
dos e#perimentais. |

Finalmente, verificamos og valores doz serros guadrabti-
cos medios (tabela 2). £ evidente que em bLodas as sltuagles o
ﬁaﬁ(Rg} foi malor exceto em p = 2; onde se apresents equivalente aos
'Erros\@ugdréticos Heédios associadoa aone egtimadores de b2, m2,c2.,

| Co#o era de se ezperar de acordo com os resulbtades da
tabela 1, os éﬁﬁ'{ﬂg+_bg} e ﬁﬁ% (R@+ m2}) aprezentam mesnores valores,
praticamente em todas as zltuagBes. Seus resultados sldo praticamente

equivalentes, as diferengas nic ultrapassam 0,001,



22

Portanto, wvemos que ¢ de fundamental importd3ncia nos
problemas  gue sovolvem regras de clasziflicag®o, estudar o erro de m3
clagsificagiéo © o vicle, estes aparecendo no ugo deo estimadoresz da pro-
babilidade de mé& classificagip.

De  acordo com que foi visto, nossa conclus3o € que o
estimador bootstrap parsce ser o maism eficlente noz estudos da-.vfcio
da Raz¥o de Erro Aparenle {estimador usado para Raz3o de Erre Reall,
visto gue na pratica & multo diffcil enconirar situaglies como aqui
conzideradas, iéto &, © conhec;mento dag distribulgfies populacionais,
Caso Isso seja possivel, ndo serd necessaric fazer o uso de estlimado-
res de Pf e P, Eles podem ser calculadeoz diretaments.

£ interessante fazer um estudo nais abrangente do gque
agut fol desenvolvido, envelvende outros estimadores de Py e P2 sstu-
dados ne gapftule 2 & comparande seus viclos com os estimadores no ca-
pftulo 3 em um contexto mals geral, conslderandc vérlas populagles e
az mabtrizes de varlinclas e covarlifincias diferentes da matriz ifdenti~

dade.
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