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Abstract

In this work we’ll discuss some qualitative/geometric aspects of non-smooth dynamical
systems with symmetry. Our goal is to develop a systematic method for the study
of local (and global) bifurcation in two classes of non-smooth dynamical systems with
symmetry, called reversible Filippov systems and equivariant Filippov systems. The
concepts of reversibility and equivariance are linked to a given involution. For a large
class of Filippov planar reversible fields and Filippov planar equivariant fields, where,
locally, the set of fixed points of the involution is equal to the discontinuity variety of
the Filippov field, we present all topological types and normal forms of codimension 0
and 1 singularities, as well as all their respective bifurcation diagrams. Beyond that,
we present all topological types and normal forms of codimension 2 singularities for
the reversible Filippov fields to this involution, sketching some of their bifurcation
diagrams. We also discuss, in these cases, the existing relations between the reversible
Filippov fields and the reversible smooth fields. At the end, we propose a classification
for the codimension 0 and 1 singularities of the Filippov reversible or equivariant fields,
for the case where the dimension of the set of the fixed points of the given involution

is zero, finalizing with some proposals for future work.

Resumo

Neste trabalho discutiremos alguns aspectos qualitativos e geométricos de sistemas
dindmicos nao-suaves com simetria. O nosso objetivo é desenvolver um método sis-
temdtico para o estudo de bifurcages locais (e globais) em duas classes de sistemas
dinamicos nao-suaves com simetria, denominadas sistemas de Filippov reversiveis e
sistemas de Filippov equivariantes. O conceito de reversibilidade e equivariancia esta
ligado a uma dada involucao.

Para uma extensa classe de campos de Filippov planares reversiveis e campos de
Filippov planares equivariantes, onde localmente o conjunto dos pontos fixos da in-

volucao é igual a variedade de descontinuidade do campo de Filippov, apresentamos
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todos os tipos topolégicos e formas normais das singularidades de codimensao 0 e 1,
bem como todos os seus respectivos diagramas de bifurcacao. Além disso, apresenta-
mos todos os tipos topoldgicos e formas normais das singularidades de codimensao 2
para os campos de Filippov planares reversiveis, esbocando alguns de seus diagramas
de bifurcagao. Também discutimos, neste caso, a relagao existente entre os campos de
Filippov reversiveis e os campos suaves reversiveis.

Por fim, propomos uma classificacao das singularidades de codimensao 2 dos campos
de Filippov equivariantes e apresentamos uma pré classificagao das singularidades de
codimensao 0 e 1 dos campos de Filippov reversiveis ou equivariantes, para o caso onde
a dimensao do conjunto dos pontos fixos da involugao em questao € igual zero, exibindo

algumas propostas para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem como objetivo usar métodos da teoria de bifurcagoes para Sistemas
Suaves apresentada em [22] e em [17], para estudar bifurcagoes locais e globais de
Sistemas Descontinuos Reversiveis ou Sistemas Descontinuos Equivariantes.

Mais especificamente focaremos nossa atencao em uma classe de Sistemas Des-
continuos (nao-suaves) denominada Sistemas de Filippov estudados inicialmente por
[Filippov, 1988], que sao sistemas modelados por equagoes diferenciais com segundos
membros descontinuos.

Muitos autores contribuiram para o estudo de Sistemas de Filippov, veja por exem-
plo as referéncias [9] e [4]. Uma classificacao dos Sistemas Planares de Filippov que sao
estruturalmente estéveis foi apresentada em [11], por V.S. Kozlova. As singularidades
genéricas que aparecem em um sistema deste tipo, até onde sabemos, foram estuda-
das primeiramente por M.A. Teixeira em [18]. A classificagdo das bifurcagoes locais e
algumas bifurcagoes globais de codimensao um para Sistemas Planares de Filippov foi
elaborada por Yu A. Kuznetsov et al. em [12]. Em [10] foi estabelecida uma estratégia
de classificagao das singularidades genéricas de codimensao dois de um Sistema Pla-
nar de Filippov e também um estudo dos desdobramentos genéricos de algumas destas
singularidades.

Aqui estamos interessados em Sistemas de Filippov Reversiveis ou Sistemas de

Filippov Equivariantes.



No caso dos Sistemas Dinamicos Suaves o estudo dos Campos Reversiveis comecou
por volta de 1915, quando o matematico George Birkhoff trabalhava num artigo sobre
o problema restrito de trés corpos [6]. Em 1976, Devaney [7] publicou que sistemas
nao-Hamiltonianos também admitiam certas simetrias. Classificagoes de singularidades
de baixa codimensao para Sistemas Suaves Reversiveis Planares sao apresentadas em
[19] e em [21].

As condicoes de reversibilidade e de equivariancia que definem os Sistemas de Filip-
pov Reversiveis e os Sistemas de Filippov Equivariantes, foram apresentadas em [13].
Essas sao condicoes de simetria sempre associadas a um dado difeomorfismo involutivo.
Assim, um campo de Filippov Z = (X, Y) é dito ser reversivel se existir um difeomor-
fismo involutivo ¢ : R® — R"™ com Fixz(¢) C X, tal que X(¢(p)) = —Do(p)Y (p), e
diz-se equivariante se existir um difeomorfismo involutivo ¢ com Fixz(¢) C 3, tal que
X(o(p)) = Dé(p)Y (p), Vp € R™. Onde ¥ é a variedade de descontinuidade do campo
Z.

Aplicacgoes de Sistemas de Filippov Reversiveis ou Equivariantes podem ser encon-
tradas em campos de aplicabilidade de Sistemas de Filippov, onde mesmo tendo o
comportamento descontinuo em algumas regioes do espago, existem simetrias persis-
tentes em torno de subregioces dessas regioes de descontinuidade, conforme apresentado
nos exemplos que seguem.

Apesar de estarmos interessados no estudo dos campos de Filippov reversiveis ou
equivariante planares apresentamos a seguir um exemplo de um campo de Filippov em

R3 reversivel.

Exemplo 1.0.1 Seja Z,5 = (X, Y3) um campo descontinuo no R?, onde X, (z,y, z) =
(La,—z) e Yg(x,y,2) = (B,1,y), com o, € R. Este sistema é )-reversivel com
v(x,y,2) = (—y,—x,—2) se a = B, isto é, ), X = =Y oy e Fizx(yp) ={y=—xez=
0} C X.

Uma classe de equacoes diferenciais com segundo membro descontinuo muito im-

portante é modelada a partir de sistemas com chaveamento (“relay system”), veja



[20]. Um sistema com chaveamento a n varidveis é descrito pelo seguinte sistema de
equacoes:
(

i’l = 111 + 122 + -+ A1y + ]{?1 Sgn I

To = A91X1 + ATy + + + - + AopXy + ko SgN 14

[ Tn = GmiZ1 + Gna®2 4 -0 F A + k, sgn x

Onde a;; e k; sao escalares e sgn 1 é o sinal da coordenada z; no R".
Estes sistemas geralmente apresentam simetrias, e por simplicidade discutiremos

no exemplo a seguir um caso particular com n = 2.
Exemplo 1.0.2 Uma equacao diferencial do tipo

j=sgny (1.1)

pertence a uma classe de equacoes diferenciais deste tipo. Claramente o campo de
Filippov associado a esta equacao é reversivel pela involucao ¢1(x,y) = (z,—y) e
equivariante pela involucao ¢s(x,y) = (—x, —y).

De fato, tomando x = y entao & = sgn y temos que campo de Filippov associado a

equacao (1.1) é dado por

Z(z,y) = (1.2)

Além disso X (¢1(z,y)) = —Do1(x,y)Y (z,y) e X(¢2(z,y)) = Dpa(z,y)Y (x,y), isto

é, o campo (1.2) é ¢—reversivel e ¢po—equivariante.

Notemos que o campo Z = (X,Y’) apresentado em (1.2) possui uma singularidade
tipica de Sistemas Suaves por partes conhecida como singularidade tipo dobra—dobra
hiperbdlica (a ser definida na se¢ao 2.3, defini¢do 2.3.6) em (0,0), portanto singulari-
dades deste tipo podem existir para campos pertencentes aos conjuntos dos campos de
Filippov ¢i—reversivel ou ¢o—equivariante. Porém, como veremos nos capitulos 5 e 7,

esta singularidade possui diferentes codimensoes dependendo da simetria do espago.



Devido a presenca de uma superficie de descontinuidade do campo vetorial, os con-
ceitos usuais de drbita, singularidade e equivaléncia topologica nao podem ser simples-
mente transladados para este contexto. Deste modo, quando deseja-se estudar algumas
propriedades destes sistemas, devemos decidir como generalizar estas definicoes afim
de preservar o maximo possivel certas caracteristicas importantes presentes em Siste-
mas Dinamicos Suaves, como por exemplo a unicidade de solugoes. Ja que estamos
interessados na classe dos sistemas de Filippov que satisfazem as condigoes de simetria
discutidas acima, um breve estudo dos contatos de um campo de vetores com o bordo
de uma variedade é de suma importancia. Assim, no Capitulo 2 faremos um breve es-
tudo da teoria do contato entre campos de vetores planares e o bordo de uma variedade,
enunciando alguns resultados que serao utilizados nos capitulos que seguem. Ainda no
capitulo 2 faremos uma introdugao aos Sistemas Planares de Filippov sob um ponto
de vista rigoroso, mostrando exemplos que visem justificar nossas escolhas por tais
defini¢oes. Finalizaremos o capitulo 2 introduzindo os sistemas de Filippov Planares
reversiveis e equivariantes, que representaremos por Z"¢ e Z¢ respectivamente.

No Capitulo 3 apresentamos um estudo local do campos de Filippov em presenca
de simetria (reversiveis/equivariantes), dicutindo algumas de suas propriedades. Es-
taremos particularmente interessados no caso em que o eixo de simetria é localmente
igual a variedade de descontinuidade. Denotaremos os conjuntos desses sistemas de
Filippov por Z°7¢ ¢ Z©¢4,

A questao da estabilidade estrutural é abordada no Capitulo 4. Nele apresentamos
uma classificacdo através de Y-equivaléncias para o conjunto 357 e ¥5°? formado
pelos sistemas em que sao localmente estruturalmente estaveis, ou seja, persistentes
a pequenas perturbacoes. Apresentaremos também formas normais para cada classe
de YO e 9 ¢ mostraremos como construir os homeomorfimos entre um elemento
arbitrario de uma classe e sua forma normal, este sendo um representante “mais sim-
ples” para cada classe de equivaléncia. Demonstraremos ainda que X" e 9% s3o
conjuntos abertos e densos em Z" e Z°, respectivamente, e portanto a estabilidade

estrutural é uma propriedade genérica em cada um destes espagos.



No quinto capitulo estudaremos as bifurcacoes locais genéricas de codimensao 1 em
ZOrev ¢ Z9¢  ou seja, os sistemas em Z°7 ¢ Z°¢ que sao estruturalmente estdveis
com relagdo ao conjunto ZPTY = ZOrev \ RT7Y ¢ 27 = Z9¢\ 57 Denotaremos
por 77 e Eleeq o conjunto desses sistemas e estabeleceremos condigoes genéricas para
que um sistema de Filippov pertenga a 7" ou Eleeq, e também estudaremos os des-
dobramentos de formas normais das singularidades de codimensao 1 desses conjuntos.

Muitas vezes, no desdobramento genérico de singularidades de codimensao dois,
temos a presenca de bifurcacoes globais de codimensao 1. E necessério portanto um
estudo das mesmas, apresentaremos estas bifurcacoes no final do capitulo 5. No sexto

©rev o og sistemas dindmicos suaves reversiveis

Capitulo, utilizaremos a relagao entre Z
para classificarmos o conjunto das singularidades genéricas de codimensao dois em
Zerev Estudaremos os desdobramentos de algumas formas normais das singularidades
de codimensao 2 em Z°",

No dltimo Capitulo, propomos uma classificacao das singularidades de codimensao
2 dos campos de Filippov equivariantes. Daremos também, para sistemas de Filippov
reversiveis ou equivariante onde a dimensao do conjunto dos pontos fixos da involugao
em questao é igual zero, uma classificacao preliminar do conjunto das singularidades
genéricas de codimensao 0 e 1. Neste caso, denotaremos o conjunto desses sistemas
de Filippov reversiveis e equivariante por Z°7 e Z¢  Além disso, mostramos que
uma S-dobra (dobra-dobra) possui codimensao 1 em Z°"¢ e Z9% e que em Z“

proximo a uma singularidade tipo S-dobra, surge um ciclo limite. Finalizamos o texto

com algumas propostas para trabalhos futuros.






Capitulo 2

Preliminares

2.1 Teoria de Contato entre um Campo de Vetores
e o Bordo de uma Variedade

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados da teoria de contato entre
um campo de vetores e o bordo de uma variedade que serao utilizados nos proximos
capitulos, para detalhes e demonstragoes dos resultados aqui apresentados veja [25],
[17] e [19]. Consideraremos germes de campos de vetores em (0,0) e ndo vamos fazer
qualquer diferenca na terminologia entre o germe de um campo vetorial e quaisquer

um de seus representantes.

Consideragoes Gerais: Singularidades na fronteira

Seja (u,v) qualquer sistema de coordenadas em R?, 0. Considere M = {(u,v) € R?, 0|
v > 0} e seja X" o conjunto de todos os campos C" em M (r > 3) com a C"-topologia.

Denotaremos a fronteira de M por M.

Definigao 2.1.1 Dois campos Fy e Fy em X" sdao C°-equivalentes se existir um home-
omorfismo de M (necessariamente preservando a fronteira OM ) que leva trajetorias de

Fy em trajetorias de F.



Defini¢ao 2.1.2 Um ponto p € OM ¢é uma OM -singularidade (ou simplesmente sin-
gularidade) de F' € X" se F(p) € tangente a OM em p.

Seja h : R*,0 — R dada por h(u,v) = ve M = {(u,v) € R% 0|h(u,v) > 0}.
Nestas coordenadas o conjunto das singularidades de F' em M ¢é determinado pelas
equacoes:

h=0eFh=0.

Definigao 2.1.3 Diremos que p € OM ¢é uma singularidade tipo dobra (resp. cuspide)
de F se h(p) = Fh(p) = 0 e F?h(p) # 0 (resp. h(p) = Fh(p) = F?h(p) = 0 e

F3h(p) #0).

Figura 2.1: Singularidades tipo dobra.

N\

Figura 2.2: Singularidade tipo cuspide.

Em [17] o seguinte resultado é provado.

Lema 2.1.4 F ¢ estruturalmente estavel em p se, e somente se, p ou € um ponto
reqular ou € uma singularidade do tipo dobra de F'. Além disso suas respectivas formas

normais sao dadas por

1. F(u,v) = (0,1) (caso regular),



2. F(u,v) = (1,eu) onde € = £1.

Denotaremos por g o conjunto de todos os campos que sao estruturalmente estaveis,

em X". Sabemos de [17] que xq é aberto e denso em AX”.

Observagao 2.1.5 Mencionamos que se p é um ponto de dobra de F entao F(p) # 0.
Além disso, a condigao F?h(p) # 0 nos diz que a trajetéria de F passando por p é
tangente a OM = {v = 0} e o contato entre as curvas é quadratico. Esta tangéncia
pode ser interna (visivel) quando F?h(p) > 0 ou externa (invisivel) quando F*h(p) < 0.

Veja figura 2.1.

Em nosso contexto, as singularidades de F' sao primeiramente classificadas por:

(i) F(p) # 0;

(ii) p é um ponto critico de F.

No primeiro caso a singularidade cispide ocorre genericamente para uma familia
de elementos em X" a um parametro. Se p é uma singularidade do tipo cuspide de F
entao a trajetoria do campo vetorial passando por p possui um contato cibico com M
(em p). Quando F(p) = 0 devemos fazer outra reclassificacio genérica envolvendo a
hiperbolicidade de pontos criticos, e entao definimos as singularidades de codimensao
um de F.

Para encontrar os homeomorfismos locais que sao C’—equivaléncias entre dois cam-
pos de vetores em torno de uma regiao de fronteira, em R? é necessdrio a utilizacao
extensiva das técnicas desenvolvidas por Peixoto (veja [17]), no entanto, estas técnicas
serao omitidas das preliminares de nosso texto. Para C%-equivaléncia entre duas
familias de tais campos vetoriais nao exigimos a continuidade com respeito aos parame-
tros.

Primeiramente considere o conjunto X; = X" \ xo o conjunto das bifurcagoes a

um parametro de X'. Seja x; o subconjunto de A constituido pelos elementos que
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sao estruturalmente estaveis relativos a X;. A classificagao desse conjunto é feita nos
seguintes lemas que enunciaremos nesta segao, cujas provas sao dadas em [17].

Daremos inicialmente uma ideia intuitiva da estrategia que estamos utilizando para
classificar as singularidades na fronteira.

Dado F' = (f,g) em X" tal que g(0) = 0, temos as seguintes possibilidades:
(i) f(0) # 0 ou (ii) £(0) = 0.
No caso (i) todas as formas normais podem ser obtidas do Lema da Forma Normal de

Vishik‘s [25]. No caso (ii) ndo ocorre codimensao zero. As singularidades de codimensao

um sao classificadas dentro das seguintes condicoes:

(a) 0 é ponto critico hiperbdlico de F’;
(b) Os autovalores de DF(0) sao distintos;

(c) Os autoespacos de DF(0) sdo transversais, a M em 0.

As singularidades de codimensao dois sao caracterizadas pela violagao genérica de

cada uma das condicoes acima.

Lema 2.1.6 (Classificagcdo). x1 € uma subvariedade de codimensao um de Xy. Além
disso, os elementos x1 sao classificados como se seque:

(1) Singularidade cuspide em OM (ou cispide na fronteira): Defini¢ao 2.1.3 ;

(2) Singularidade né em OM (ou né na fronteira): F(0,0) = 0 com autovalores de
DF(0,0) (A e A\y) reais distintos e \iAg > 0, além disso todos os autoespagos sao
tranversais a OM em (0,0);

(3) Singularidade sela em OM (ou sela na fronteira): F(0,0) = 0 com autovalores de
DF(0,0) reais distintos e Ay < 0, além disso todos os autoespacos sao tranversais a
OM em (0,0);

(4) Singularidade foco em OM (ou foco na fronteira): (0,0) € um ponto critico hi-
perbolico de F onde os autovalores de DF(0,0) sao A = a £ bi com b # 0.

Lema 2.1.7 (Forma Normal). Qualquer familia a um parametro F, a € (—e¢,¢€), de

campos vetoriais em X, transversais a x1 em Fy, tem uma das sequintes formas nor-

Mais:
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(1) Fy € uma singularidade cispide na fronteira: Fy(u,v) = (1, + u?);

(2) Fy € uma singularidade nd na fronteira: Fy(u,v) = (au,u+ bv + a) com a = 1,
b=2(oua=-1,b=-2);

(3) Fy € uma singularidade sela na fronteira: Fy(u,v) = (u,u — v + a);
(

4) Fy é uma singularidade foco na fronteira: Fy(u,v) = (u+ v, —u+ v+ «).

Afim de classificarmos as singularidades de codimensao dois procederemos como
anteriormente, primeiramente definimos X5 = A; \ x1, 0s conjuntos das bifurcagoes a
dois parametros. Considere ys constituido dos elementos F' tais que:

(1) Singularidade rabo de andorinha em M : F(0) # 0, Fh(0) = F?h(0) = F3h(0) =0
e F*h(0) # 0;
(2) Singularidade sela-né em OM: 0 é uma sela-né de F, e os autoespagos de DF(0)

sdo tranversais a M em O;

(3) Singularidade de Hopf em OM: F(0) = 0, e 0 é uma singularidade de Hopf de

codimensao um de F;

(4) Singularidade né degenerado em dM: F(0) = 0, e os autovalores de DF'(0) sao

iguais a A\, o posto de (D f(0) —AId) = 1 possuindo o autoespago correspondente trans-
versal a OM em 0;

(5) Singularidade tangente hiperbdlica em OM: F(0) = 0, e os autovalores de DF'(0)

sao reais distintos, e hd uma variedade invariante (em 0), tendo um contato quadrético

com OM em 0. Além disso, os autovalores nao satisfazem a equacao Ao = 2\;.

No tltimo caso (5), observamos que encontramos diferentes tipos topoldgicos de uma
singularidade. Depende principalmente da posicao relativa das variedades invariantes
com respeito a fronteira e a singularidade é uma sela ou um né. Além disso, no caso
de ser um né, temos de separar quando a variedade invariante forte é tangente a oM

ou nao.
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Lema 2.1.8 (i) x2 € aberto e denso em X; (ii) F € estruturalmente estdvel relativo
a Xy se, e somente se F' € xa; (1ii) x2 € a subvariedade de codimensdo dois de X; (iv)
as formas normais de qualquer familia a dois parametros Fig tranversal a x2 em Fy
5a0:
(1) Rabo de andorinha: F,p(u,v) = (1,0u® + au + B3).
(2) (a) sela—nd: Fug(u,v) = (a(u —v) + B(u+v),a+ (u+v)?) com a = +1.

(b) sela—nd: Fos(u,v) = (u—v+ Bu+v),a+ alu+v)?), com a = +£1.
(3) bifurcagao de Hopf: Fos(u,v) = (—v 4 u(a + u? + v?),u — v(a + u? + v?) + 3).
(4) nd degenerado: Fug(u,v) = (u+ av,u+ v+ 5).
(5) sela tangente: Fop(u,v) = (u,au — v+ au® + 3) com a = +1.

6) nd tangente: Fog(u,v) = (au, au + bv £ 3u? + 3) com a = +1.
B

2.2 Teorema de Bochner-Montgomery

O Teorema de Bochner-Montgomery (em [?] p. 206) diz que toda involu¢ao na vizi-
nhanga de um ponto fixo tal que dim(Fiz(¢)) = 0, é C* conjugada a ¢(z,y) = (z, —y).

Mais precisamente:

Teorema 2.2.1 Seja G um grupo compacto de transformacao de uma variedade M
de classe C* (k > 0) ou analitica. Suponha que cada transformacio de G € de classe
C* ou analitica. Entdo numa vizinhanca de um ponto fivo estaciondrio, coordenadas

admissiveis podem ser escolhidas tais que as transformacoes sejam lineares.

Usaremos este teorema no caso em que o grupo que atua é G = {Id, ¢}, onde ¢ é

uma involucao, cuja demonstracao ¢ bem mais simples.

Proposicao 2.2.2 Seja ¢ : R — R"™ uma involugdo tal que dim(Fiz(¢)) = k, entdo
¢ € localmente conjugada com a involucdo linear ¢(z,y) = (x,—y) com z € RF ¢

y € Rk,
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Demonstragao: Provaremos primeiramente que ¢ é localmente conjugada com
sua parte linear D¢. Para isso considere ¢ = I + D¢ o ¢, observe que Do = 21,

portanto ¢ é um difeomorfismo local. Temos que
706 =¢+Dp=D(I+Dpoe)=Déoo.

Falta mostrar que D¢ é conjugada com ¢.

Notamos que se dim(Fixz(¢)) = k e D¢ é conjugada com ¢, temos que Fiz(D¢) é
um espago vetorial de dimensao k.

Seja {vy, v, ..., v} } uma base de Fiz(Dg) e {wy, wy, ..., w,_ } uma base de (Fixz(D¢))*.
Defina u; = wi — D¢(w;) e observe que Do(u;) = —u;.

Queremos mostrar que {vy, Vg, ..., Ug, U1, ..., Uy } € base de R™.

Basta mostar a independéncia linear
ayvy + -+ + apvg + Qg + o+ apty, g = 0. (2.1)
Aplicando D¢,
AU + -+ ApUp — AUy — -+ — AplUp_g = 0. (2.2)
Somando (2.1) com (2.2) temos
a1vy + - -+ agvp = 0.

Como

{v1,-+ ,ux} é base ;a1 =ay =---=a, =0.
Com isso a equagao (2.1) se reduz a
Af41U1 + *+ -+ AplUp—f = 0,

ou seja,
ak+1(w1 — D¢(UJ1)) + -+ an(wn—k - D¢(wn—k>) = 0.

Pela linearidade de D¢

(apr1wy + -+ + apwy—g) — DP(agr1(wy + - - - + ayw,—y) = 0.
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Como

Fiz(D¢) N [Fiz(De)]" = {0}

segue-se que

Apr1Wy + -+ a, Wy = 0.

Donde temos que

{Ulu"' y Uk, Uty -t 7un—k}

¢ base de R” e concluimos a proposigao.
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2.3 Campos de Filippov

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos da classe de sistemas
dinamicos descontinuos que estamos interessados ao longo de nosso trabalho. Esta
classe é constituida dos sistemas dinamicos que sao induzidos pelos campos de Filip-
pov [9], estes sdo campos suaves por partes. A regiao de nao suavidade desses campos,
em nosso contexto, é denominada regiao de descontinuidade. Nos sistemas dinamicos
de Filippov é possivel, com convencoes e definicoes adequadas, estabelecermos uma
dinamica sobre a regiao de descontinuidade. No presente trabalho estamos interes-
sados em sistemas de Filippov em presenca de simetria. Além disso focalizaremos
nosso estudo em campos planares, porém, as convengoes e defini¢oes apresentadas nas
subsecoes seguintes, afim de estabelecermos os conceitos de orbita, trajetéria, singu-
laridade, separatriz, orbita periddica, ciclo, podem ser naturalmente estendidos para

dimensao n > 2.

2.3.1 Orbitas e Singularidades

Considere X e Y campos vetoriais suaves definidos em um aberto U € R™ contendo a
origem e f é um germe de uma fungao C" com r # 1 (C" denota o conjunto das fungoes
continuamente diferenciaveis de ordem r) para o qual 0 é um valor regular. Entao, a
curva ¥ = f71(0) N U é uma subvariedade diferencidvel de codimensao um e divide o

conjunto aberto U em duas regioes abertas

Xt ={(z,y) €U : flz,y) >0} e B~ ={(z,y) : f(z,y) <O}

Um sistema Planar de Filippov é um campo vetorial suave por partes definido da

seguinte forma:

Z(y) = X(z,y), (z,y)ex” 23)
’ Y(z,y), (v,y)en"

o qual denotaremos Z = (X, Y) a fim de esclarecer as componentes do campo vetorial.

Ainda mais, assumiremos que X e Y sao campos definido em U de classe C" com

r>1em L+ e £ respectivamente, onde £* denota o fecho de £*. Lembrando que
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uma aplicagao definida em um dominio nao aberto D é de classe C" quando ela pode
ser estendida a uma funcao de classe C" em um dominio aberto contendo D, o mesmo

se aplica a campos vetoriais.

Chamaremos de Z" o espaco dos campos vetoriais desde tipo. Este pode ser tomado
como Z = X" x X", onde por abuso de notacao X" denota o espago dos campos de
classe C" em U € R"™, munido da topologia C" . Consideraremos Z" com a topologia
produto. A fim de estabelecer a dinamica dada por um campo vetorial de Filippov
Z = (X,Y) € Z em U, precisamos definir a trajetéria local por um ponto p € U.
Para definir rigorosamente o fluxo (¢, p), isto é, a solugdo do campo vetorial (2.3)
que passa por um ponto p € U. Para isso, precisaremos distinguir se o ponto pertence
a Xt ¥ ouX.

Nas regices X7 e X7, a trajetoria local de p é dada pela trajetéria local do ponto
com relacao ao campo X ou Y da maneira usual. A fim de estender a definicao de
trajetoria para 3, dividiremos Y no fecho de trés regioes localmente e abertas em 3,

dependendo para onde o campo vetorial aponta:
Ye={pe¥XeXf(p).Yf(p) >0} Regiao de Costura;
Ye={peXeXf(p)>0eYf(p) <0} Regiao de Escape;
YW={peXeXf(p)<0eYf(p) >0} Regiao de Deslize;
onde X f(p) =< X(p), Vf(p) > ¢ a derivada de Lie de f com respeito ao campo

de vetores X em p. Estas trés regides sao abertas em ¥ e podem possuir varias

Componentes conexas.

>>><< N\ e

Figura 2.3: Regioes genéricas.
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Note que ao definir as regioes acima estamos excluindo os pontos de tangéncia, ou
seja, os pontos p € ¥ para os quais X f(p) = 0 com X(p) # 0 ou Y f(p) = 0 com
Y(p) # 0 e os pontos p € 3 para os quais X(p) = 0 ou Y(p) = 0 que s@o os pontos
criticos de X ou Y em Y. Estes pontos aparecem na fronteira das regioes ¢, % e X,
que denotaremos por 9X°¢, 0%° e 9%°, respectivamente.

Como discutimos na segao 2.1 podemos distinguir os tipos de tangéncia entre um
campo suave e uma variedade, dependendo do modo como se dé o contato entre a
trajetoria do campo e a variedade. Basicamente, trabalharemos com os dois tipos de

tangéncia a seguir.

Definicao 2.3.1 Um campo vetorial suave X possui uma dobra ou tangéncia quadrdtica

com ¥ = {(z,y) €U : f(x,y) =0} em um ponto p € ¥ se X f(p) =0 e X?f(p) # 0.

Definicao 2.3.2 Um campo vetorial suave X possui uma cuspide ou tangéncia cubica
com Y = {(z,y) € U: f(z,y) = 0} em um ponto p € X se X f(p) = X*f(p) =0 com
X°f(p) # 0.

Observacao 2.3.3 Neste trabalho, vamos assumir que os pontos de tangéncia sao iso-
lados em X, pois estamos interessados em estudar bifurcacoes de baixa codimensao em
sistemas de Filippov Planares com certas simetrias. Por simplicidade, a definicao de
orbita que é estabelecida aqui se aplica somente a Sistemas de Filippov com singulari-

dades isoladas.

Definimos agora alguns contatos de trajetérias do campo de Filippov e a variedade

>. que serao importantes posteriormente.

Definigao 2.3.4 Um campo de Filippov Z = (X,Y) possui uma dobra-dobra com

em um ponto p € X se X e Y possuem uma dobra em p.

Definicao 2.3.5 Um campo de Filippov Z = (X,Y') possui uma cispide-cispide com

> em um ponto p € X2 se X e Y possuem uma cuspide em p.

O caso onde Z possui uma dobra-dobra com Y pode ser divididos em trés casos,

como observado na figura 2.4 e definimos a seguir.
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Definigao 2.3.6 Seja p € ¥ uma dobra-dobra de Z = (X,Y) € Z". Diremos que p é

uma dobra-dobra

(i)-(a) e (i)-(b) parabdlica se X*f(p)-Y?2f(p) >0,
(ii) eliptica se X2f(p) <0 e Y2f(p) >0,

(iii) hiperbdlica se X% f(p) >0 e Y2f(p) < 0.

\AVANVANAVY
NZVANVARVAN

(i)-(a) (i)-(b) (ii) (ii)

Figura 2.4: Singularidades dobra-dobra.

Definiremos a seguir a trajetéria passando por um ponto p em ¢, 3¢ e 3¢, Na regiao
de costura, os campos apontam na mesma direcao e portanto é suficiente justapor as
trajetorias de X e Y por aquele ponto.

Nas regioes X% e 3¢, a 6rbita local é dada pela convencao de Filippov. Consideremos
o campo vetorial Z° que em cada ponto p € 3¢UY?* é dado por uma combinagao linear
convexa de X(p) e de Y(p) de modo que Z*(p) seja tangente a ¥ , como podemos

observar na Figura 2.5.

. X(p) s

Figura 2.5: Campo deslizante.
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Deste modo, Z° e dado por

1
Y i) - Xf(p)

O campo vetorial Z° é chamado de campo vetorial deslizante independentemente de

Z%(p) Yfp)X(p) — Xf(p)Y(p)).

estar definido na regiao de deslize ou de escape e para p € ¥° U X¢ a trajetoria local
de p é dada por este campo vetorial. Recordemos que dado um campo vetorial suave
autonomo X definido em um conjunto aberto U, denotamos seu fluxo como ¢x(t, p)

que possui as seguintes propriedades:

ox(t.p) = X(ox(t,p),

©x(0,p) = p.

O fluxo px (t, p) estéd definido parat € I C R, onde I = I(p) é um intervalo que depende

de p € U e do campo vetorial X. Para facilitar a notacao nao iremos escrever essa
dependéncia explicitamente. Como estamos lidando com campos vetoriais autonomos,

podemos escolher a origem no tempo t = 0.

Defini¢ao 2.3.7 A trajetoria local (ou solugdo orbital) de um Campo Vetorial de Fi-

lippov da forma (2.8) por um ponto é definida como seque:

e Para p € X% tal que X(p) # 0 e Y(p) # 0 respectivamente, a trajetéria é dada
por oz(t,p) = ox(t,p) e pz(t,p) = @y (t,p) respectivamente, para t € I C R.

e Para p € 3¢ tal que X f(p),Y f(p) > 0 e tomando a origem do tempo em p, a
tragetdria é definida como pz(t,p) = py(t,p) parat € I N{t < 0} e pz(t,p) =
ex(t,p) parat € I N{t > 0}. Para o caso X f(p),Y f(p) < 0 a definicio € a

mesma tomando o tempo com sinal oposto.

e Parap € YUY’ tal que Z°(p) # 0, oz(t,p) = @zs(t,p) parat € I CR, onde Z*

¢ o campo vetorial deslizante.
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e Para p € 0X°U 0¥ U 0X° tal que as definicoes de trajetorias para pontos em
em ambos os lados de p podem ser estendidadas para p e coincidem, a trajetoria

por p € esta trajetoria. Chamaremos estes pontos de tangéncia requlares.

e Para os pontos que nao foram contemplados nos itens acima, convencionamos
wz(t,p) = {p}, para todo t € R. Aqui estdo os pontos de tangéncia ndo regulares,
chamados tangéncias singulares, os pontos criticos de X eY em T e os pontos

criticos do campo deslizante Z° em 0%° U 0%°

Observacao 2.3.8 Como estamos interessados na andlise qualitativa do espago de
fase de Z=(X,Y) todas as trajetorias que passam por p € 3 ou convergem para p em

tempo finito ou infinito devem ser consideradas.
A partir da definicao de trajetéria, podemos definir uma érbita.

Definicao 2.3.9 A drbita local de um ponto p € U, é o conjunto v(p) = {pz(t,p) :
tel,}.

Ja que estamos lidando com sistemas autonomos, de agora em diante usaremos os

termos trajetéria e orbita indistintamente, quando nao houver perigo de confusao.

Observacgao 2.3.10 No caso que p € X°UY?°, temos estabelecidas duas defini¢oes para
©vz(t,p) na literatura (veja, por exemplo, [12]), pois além de a trajetéria dada por Z*,
existem duas trajetérias de X e de Y que chegam em p em tempo finito (positivo ou
negativo). Definindo a trajetéria por esses pontos como @y (t, p), seguimos a aborda-
gem dada em [6], j& que as principais propriedades dos sistemas dindmicos suaves sao
preservadas: cada ponto pertence a uma Unica érbita e o espaco de fase é decomposto
como uniao disjunta de todas as drbitas. Consideraremos que a 6rbita ¢z(t, p) por
p € YUY’ é a trajetéria dada pelo campo vetorial deslizante, e vamos considerar que
todas as orbitas de X e Y chegam (ou partem) deste ponto sao relativamente abertas.

Com esta escolha, ¥° e ¢ sao curvas localmente invariantes de Z.
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Figura 2.6: Nao unicidade e unicidade de orbitas.

Definigao 2.3.11 Os pontos p € ¥¢U X° que satisfazem Z°(p) = 0, isto €, os pontos
criticos do campo vetorial deslizante sao chamados de pseudo—equilibrios de Z. Decorre
diretamente da definicao de Z*° que, neste caso, X (p) = cY (p) com ¢ € R. Ainda mais,
chamaremos de pseudo-nd estdvel qualquer ponto p tal que Z*(p) = 0 e (Z%)(p) < 0,
de pseudo-nd instdvel qualquer ponto p € ¢ tal que Z*(p) = 0 e (Z%)(p) > 0 e de
pseudo-sela qualquer ponto p € ¥° tal que Z*(p) = 0 e (Z°)(p) > 0 ou Z°(p) =0 e
(Z°)(p) <O0.

A préxima definicao, caracteriza as singularidades de um Sistema Planar de Filip-

pov, que podem ser vistas como zeros de determinadas funcoes.

Definigao 2.3.12 As singularidades do sistema de Filippov (2.3) sao

e p € Xt ¢ um equilibrio de X ou de 'Y, isto é, X(p) = 0 ou Y (p) = 0 respectiva-

mente.
e p € XU’ tal que p € um pseudo-equilibrio, isto é, Z°(p) = 0.

e p € JX°UIX® UOIX, isto €, os pontos p tais que X f(p) = 0 ou Y f(p) =0

(tangéncias requlares ou singulares).

Qualquer outro ponto é chamado de ponto reqular.

Em sistemas dinamicos suaves, singularidades, sendo zeros de campos vetoriais,
correspondem a pontos criticos e como consequéncia a trajetéria passando por esse

ponto é somente o préprio ponto. Apesar disso, em Sistemas de Filippov existem
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singularidades (tangéncias regulares) cuja érbita v(p) # {p}, como podemos ver na

Defini¢ao 2.3.7. Por esta razao, classificaremos as singularidades como:

e Singularidade Distinguida: pontos p tais que y(p) = {p}. Elas fazem o papel dos

pontos criticos nos sistemas dinamicos suaves.

e Singularidade Nao Distinguida: sao os pontos p € ¥ que sao pontos de tangéncia
regulares, mesmo que eles nao sejam pontos regulares, suas orbitas locais sao

homeomorfas a R.

Defini¢ao 2.3.13 Uma singularidade distinguida é um ponto p tal que y(p) = {p} e

pode ser classificada como:

o p € X* tal que p € um equilibrio de X ou de'Y , isto é, X(p) =0 ou Y (p) =0

respectivamente.
e p € X°UXE tal que p € um pseudo-equilibrio, isto €, Z*(p) = 0.
e p € 0XCUOIYX*UIXE tal que p € um ponto de tangéncia singular.

As componentes X e Y de um sistema de Filippov Z = (X,Y) sdo definidas em
vizinhancas abertas de £+ e Y~ respectivamente. Entdo, como em campos vetoriais
suaves, X e Y podem possuir pontos criticos que nao pertencem a 2+ e .-, respectiva-
mente. Vamos nos referir a estes pontos criticos como pontos criticos nao admissiveis e
0s pontos que sao pontos criticos do Sistema de Filippov chamaremos de pontos criticos

admissiveis. Um exemplo de ponto critico nao admissivel é dado na Figura 2.7.

Analogamente, objetos invariantes (variedades estaveis e instaveis, 6rbitas periédicas)
dos campos vetoriais X e Y que ndo pertencem a 3+ e ¥, respectivamente, e também
serao chamados de nao admissiveis.

Mesmo que tenhamos escolhido a definicao de érbita que nos garanta unicidade,
um ponto p € ¥ pode pertencer ao fecho de muitas outras érbitas. Levando em conta

este fato, ao longo deste trabalho adotaremos a definicao a seguir.
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Figura 2.7: Ponto critico nao admissivel.

Definigao 2.3.14 Dados uma trajetoria pz(t,q) € XTUS™ e um ponto p € X, dizemos
que p € um ponto de partida de pz(t,q) se existe to < 0 tal que limt_ﬁagoz(t,q) =pe
diremos que é um ponto de chegada de pz(t,q) se existe ty > 0 tal que limt—ng wz(t,q) =

p-

De acordo com a Definicao 2.3.7, se p € ¥X° entao p é um ponto de partida de
¢z(t,q) para qualquer ¢ pertencendo a 6rbita v+ (p) = {pz(t,p) : tN[0,00)} e é um
ponto de chegada de pz(t, q) para qualquer ¢ pertencendo a 6rbita v~ (p) = {¢z(t,p) :
t € I'N(—o0,0]}. Assim, a 6rbita por um ponto p € ¥¢ é a unido do ponto com suas
érbitas de partida e chegada, isto é, v(p) = {p} U~T(p) U~y (p).

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de singularidades discutidas nestas segao.

Exemplo 2.3.15 Consideremos o sistema

Z(e.y) = X(xz,y) =(1,22) em EJ:, (2.4)
Y(z,y) =(2,5z) em X
e tomemos p = (0,0) e ¥ = {(z,y) : y = 0}.

O retrato de fase de Z é exibido na Figura 2.8(a). Neste caso, segundo a Defini¢ao

2.3.7, a trajetéria por p é oz (t,p) = ox(t,p).
Exemplo 2.3.16 Consideremos o sistema

Zr.y) = X(x,y) = (1,22) em X7, 2.5)
h Y(z,y) = (—-2,-7z) em X~

e tomemos p = (0,0) € 9X° U 9X e ¥ = {(z,y) : y = 0}.
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Neste caso, temos X° = {(z;y) 1y = 0,2 < 0} e ¢ = {(z,y) : y = 0,z > 0}. Em
ambos os lados de p, a érbita é dada pelo campo vetorial deslizante Z*(z,y) = (z/3z,0),
que pode ser estendido para p como Z*(0,0) = (1/3,0), portanto para p temos que
w0z (t,p) = oxs(t,p) = (t/3,0)T . Este exemplo é ilustrado na Figura 2.8(b).

Y \\//
\\;%

(a) (b)

Figura 2.8: Tangéncias regulares.

Assim, considerando a Definicao 2.3.7 e relembrando a dinamica local, pode se con-
cluir que os pontos de tangéncia regulares, mesmo sendo singularidades de acordo com a
Definigao 2.3.12, podem ser tomados como pontos regulares em .. Nos proximos exem-
plos, ilustraremos algumas tangéncias que sao singularidades distinguidas, ou seja, suas
6rbitas sao somente as préprias singularidades, como na Definicao 2.3.13. No conjunto
dos pontos de tangéncia singulares distinguidas, aparecem diferentes comportamentos,
mas basicamente podemos classifica-los em trés grupos.

O primeiro grupo dos pontos de tangéncia singular é formado por pontos em 0X¢ que
nao sao pontos de chegada nem de partida de alguma trajetoria, de modo que o retrato
de fase local é similar ao caso de um foco classico. Um exemplo deste comportamento

¢ dado a seguir.

Exemplo 2.3.17 Consideremos o sistema

Zay) = X(z,y) = (1,—2x) em 3T, 2.6)
’ Y(z,y) = (—1,—z + 2?) em X~ .

com p = (0,0) e ¥ ={(z,y) : y = 0}.
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Como podemos observar na Figura 2.9 (a), as trajetérias de Z espiralam em torno
da origem como acontece em um foco para sistemas dinamicos suaves.

O préximo exemplo pode ser observado na Figura 2.9 (b), e representa o segundo
grupo de tangéncias singulares e é formado pelos pontos que pertencem a 9%¢ N 0%°

ou a 0X¢ N oxe.

Exemplo 2.3.18 Consideremos o sistema

Z(z,y) = (2.7)

e tomemos p = (0,0) e ¥ = {(x,y) : y = 0}.

Para Z, como p € 0¥° N 03¢, para pontos de ¥ a esquerda de p suas érbitas sao
dadas por Z°, enquanto para pontos a direita de p as 6rbitas sao dadas pelas orbitas de
chegada e partida do ponto, que sao trajetérias de X e de Y, pois este ponto pertence
a »° Portanto, a definicao de érbita em ambos os lados de p nao coincidem, o que
implica que p é uma tangéncia singular para o campo Z3. Veremos posteriormente que

as tangencias genéricas pertencem a este conjunto.

A seguir apresentamos um exemplo de um campo pertencente ao terceiro e ultimo
conjunto, cujos pontos de tangéncia singulares em 9X¢ sao pontos de partida ou che-
gada de duas trajetorias diferentes de X e Y, o retrato de fase desse campo pode ser
observado na Figura 2.9 (c¢). Como diferentes trajetérias de X e Y partem (ou chegam)
deste ponto, nao temos unicidade de solugoes e entao a uinica escolha que pode ser feita

para manter a unicidade de solucoes é considerar o proprio ponto como sua orbita.

Exemplo 2.3.19 Consideremos o sistema

Z(r.y) = X(z,y) = (1,2) em X7, 2.8)
, Y(z,y) = (—1,z) em X, '

Neste caso, a origem é um ponto de dobra visivel para X e Y. Assim, teremos um par
de drbitas para as quais p = (0,0) é um ponto de chegada e outro par para o qual a

origem ¢ um ponto de partida.
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O dultimo grupo de pontos de tangéncias singulares corresponde aos pontos p € X
tal que X (p) = 0 ou Y(p) = 0, que podem ser pontos criticos hiperbélicos ou nao.
Analisaremos o caso em que a origem é um ponto critico hiperbdlico cuidadosamente
mais adiante. Uma vez que temos definidas a trajetoria e a orbita local por um ponto,
podemos estabelecer rigorosamente a definicao de 6rbita maximal. Dependendo do
ponto, esta pode ser uma érbita regular, uma orbita deslizante ou uma singularidade

distinguida.

A\ A VAN
//"’“‘x . % I"'-,,l il >+ \ "-&‘ .
e NN 2 / B o =
.—n:- 'l ——— -ﬂ-':f-:::---- o ; i Z A \_\""' . )::; 2
Y "'\-\..\‘\_\_e_ e .
(a) (b) (c)
Figura 2.9: Tangeéncias singulares.

Definicao 2.3.20 Uma drbita reqular maximal de Z € uma curva suave por partes tal
que:

i) YNXT eyNE~ € uma unido de drbitas dos campos continuos X eY', respectivamente.

ii) A intersecdo consiste apenas de pontos de costura e de tangéncias requlares em

o%c.
iii) v € maximal com respeito a estas condigoes.
Observemos que uma Orbita regular nunca encontra >° ou %€

Definigao 2.3.21 Uma drbita deslizante (ou drbita singular) mazimal de Z €é uma

curva suave y C 35U X¢ que € uma orbita maximal do sistema suave Z°.
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Como falamos no inicio desta secao, as definicoes aqui adotadas levam a duas ca-
racteristicas que tornam esta abordagem mais apropriada no estudo da estabilidade
estrutural e bifurcacoes genéricas: primeiro, a unicidade de solugoes, isto é, qualquer
p € U pertence a uma tnica orbita, e segundo, qualquer vizinhanca de p é decomposta

na uniao disjunta de érbitas.

2.3.2 Separatrizes, orbitas periddicas e ciclos

Nesta subsecao generalizaremos os conceitos de separatriz e 6rbita peridédica para Sis-
temas de Filippov. Para o caso das separatrizes seguimos [6], [17]. Podemos estender
o conceito de separatrizes de um ponto p € U, presente em sistemas dinamicos suaves
para o contexto de Sistemas de Filippov. Isto é feito de forma natural, como veremos

na definicao abaixo.

Definicao 2.3.22 Seja p € U um ponto de sela para X ou'Y em LF ou uma singula-

ridade distinguida em .

e Sep € X € um ponto de sela para X, entdo a separatriz instdvel de p € a

variedade invariante instdvel, denotada por W*(p), e dada por
W (p) ={q € Ulpz(t,q) estd definido para (—o0,0) e lim;—_oopz(t,q) = p}.

Analogamente para um ponto de sela p € 3.

e Se p € ¥ € uma singularidade distinguida entdo a separatriz instdvel € uma
orbita reqular que possui p € ¥. Denotaremos esta separatriz por Wi(p), onde o

subscrito + significa que a orbita estd contida L.

As separatrizes estdveis W3 (p) sao definidas analogamente.

No primeiro caso, como é sabido em sistemas suaves, a trajetéria sobre a separatriz
alcanca p em um tempo infinito, enquanto que, no segundo caso, ela pode alcangar a
singularidade em tempo finito. Se uma separatriz é simultaneamente estavel e instavel,

ela é uma conexao de separatrizes.
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Figura 2.10: Separatrizes.

Observe que, com esta definicdo, um pseudo-né p € ¥° possui separatrizes que sao
dadas pelas duas drbitas regulares em X e ¥~ que possuem p como ponto de chegada
ou partida. Recordemos que estas orbitas alcancam p em um tempo finito. Em Sis-
temas de Filippov, além das drbitas periddicas de X em ¥ e de Y em X, existem
outras trajetérias que nao estao contidas em X*, mas que apresentam comportamento
semelhante. As definigoes a seguir generalizam o conceito de érbita periddica em Siste-
mas de Filippov. Lidaremos com diferentes casos. O primeiro sao as 6rbitas periddicas

regulares.

Definicao 2.3.23 Uma drbita periddica reqular é uma orbita reqular ¢(t,p), que per-

tence a Xt U X~ UXE e satisfaz o(t + T,p) = ©(t,p) para algum T > 0.

O segundo caso é a Orbita periddica deslizante, que aparece quando é homeomorfa
aS'=R\Z, ¥ =3%°ou =3¢ de modo que o campo vetorial deslizante nao possui
pontos criticos. Neste caso, toda a subvariedade é uma érbita periddica, porém este
caso nao aparece neste trabalho pois estudamos sistemas de Filippov apenas localmente

e entao X é sempre homeomorfa a um intervalo aberto.
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{ix] (L]

Figura 2.11: Orbita periddica regular e érbita periddica deslizante.

Deve ser claro que, devido as nossas defini¢oes de trajetorias e trajetorias maximais
(Definigoes 2.3.20 e 2.3.21), ndo podem existir 6rbitas peridédicas que sejam combinagoes
de movimentos regulares e deslizantes, pois estas envolveriam, ao mesmo tempo, pontos
de X7 U X~ e pontos em X° U X° e uma 6rbita ndo pode interceptar tais conjuntos.
Portanto, para lidar com movimento peridodico que envolva ao mesmo tempo movimento

deslizante e regular, definiremos os ciclos.

Definicao 2.3.24 Um ciclo é o fecho de um conjunto finito de pedacos de orbitas,
Y1y ooy Y tal que Yor € um pedago de orbita deslizante e Yory1 € uma orbita regular
maximal e os pontos de chegada e partida de o1 pertencem ao fecho das orbitas o
e Yoo, respectivamente. Definimos o periodo do ciclo como sendo a soma dos tempos

que sao gastos em cada parte da trajetoria v;;1 =1, ,n.

As érbitas periddicas regulares também sao chamadas érbitas periédicas padrao se
clas estdo em YT ou ¥~ e drbitas periédicas de costura se elas interceptam % . Além
dos ciclos e dérbitas periddicas, existe um outro objeto geométrico distinguido que é
importante quando se estuda equivaléncias topoldgicas e bifurcacoes em Sistemas de

Filippov, este é definido abaixo.

Definicao 2.3.25 Definimos um pseudociclo como o fecho de um conjunto de orbitas
requlares i, ..., Yn, tal que uma das extremidades (os pontos de chegada e partida) de
qualquer coincide com uma extremidade de v;_1 e a outra, com uma extremidade de
Yir1 (€ também entre 1 ey, ) formando uma curva homeomorfa a S' = R\ Z, de modo

que, em algum ponto, dois pontos de chegada ou partida coincidem.
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Figura 2.12: Ciclo e pseudociclo.
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Observacao 2.3.26 No caso onde a intersecao do pseudociclo com ¥ se dd numa

singularidade do campo Z, denominamos este pseudociclo por pseudociclo distinguido.

Definicao 2.3.27 Sejam py,ps € X singularidades distinguidas de Z, ou pontos criticos
do tipo sela de X e/ouY,

o Um ponto q € Wi(p1) N Wi(p1) € dito ser um ponto homoclinico para Z, e a

orbita através de q é chamada orbita homoclinica.

o Um ponto ¢ € Wi(y) N Wi(p2) € dito ser um ponto heteroclinico, e a orbita

através de q € chamada de orbita heteroclinica.

2.4 Campos de Filippov com Simetrias

O objetivo principal deste trabalho é estudar as propriedades locais de uma classe de
Sistema de Filippov planares em presenca de simetria, os denominados Sistemas Re-
versiveis e Sistemas Equivariantes. Assim como, classificar suas singularidades tipicas
e verificar quais destas propriedades (por exemplo dérbitas tipicas fechadas) persistem
por perturbacoes quando a simetria é rompida dentro da mesma estratégia estabele-
cida no caso regular. No caso regular tais programas sistematicos envolvendo sistemas
reversiveis e/ou equivariantes tem emergido em diversas frentes: na andlise da teoria de
bifurcacgao local e global, versoes do Teorema do Centro de Lyapunov, tipos topoldgicos
de pontos de equilibrio, identificacao dos diagramas de bifurcagao de singularidades de

codimensao 1 e 2 nos casos de dimensao 2 e 3, homoclinicidade e ciclos limites.
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2.4.1 Campos de Filippov Reversiveis ou Equivariantes

Seja U C R? um aberto contendo a origem. Seja ¢ : U — U uma involucao, isto &,
um difeomorfismo de classe C* satisfazendo (¢ o ¢) = Id. O conjunto dos pontos fixos
Fix(¢) ={p € U : ¢(p) = p} serd denotado por S.

Seja f um germe de uma fungao C" com r > 1 para a qual 0 é valor regular
e Z = (X,Y) € Z" um campo de Filippov definido em U com X = f~1(0) N U.
Definimos a seguir as condigoes de simetrias para os Campos de Filippov denominadas

de reversibilidade e de equivariancia do campo.

Definigao 2.4.1 Dizemos que Z = (X,Y) € ¢-reversivel ou reversivel se existir uma

mwvolucao ¢ tal que,
i) Xop=—¢xY, isto é X(4(p)) = —Do(p)Y (p) parap € UNR? 0

ii) $ c 2.

Defini¢ao 2.4.2 Dizemos que Z = (X,Y) € ¢-equivariante ou equivariante se existir

uma involucao ¢ tal que,
1) Xogp=0¢xY, isto é X(¢(p)) = Dé(p)Y (p) para p € UNR?,0
i) S C .

Denotaremos por Z7 e Z° o conjunto dos campos de Filippov planares reversiveis

e equivariantes, respectivamente.

Exemplo 2.4.3 O campo possuindo uma singularidade tipo dobra-dobra hiperbolica
em 0%° dada no Exemplo 1.0.2 e esbo¢ada na Figura 2.13 satisfaz as condigoes de
reversibilidade e equivariancia. Veja também o campo de Filippov com simetria apre-

sentado no FExemplo 1.0.1.

Nas referéncias [1], [5] e [13], encontramos diversos modelos de sistemas descontinuos

com simetrias, bem como aplicacoes na teoria de osciladores nao lineares.
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Figura 2.13: Singularidade Dobra-Dobra em 0%¢.

Definicao 2.4.4 Dizemos que p é uma S-singularidade de um campo de Filippov Z =
(X,Y) quando p for uma singularidade de Z e além disso existir uma involu¢ao ¢ tal

que Z seja reversivel ou equivariante, com p € S = Fiz(¢).

Notemos que a origem no Exemplo 1.0.2 ¢ uma S-singularidade de Z para as duas
involugoes citadas. Diz-se, no caso do Exemplo 1.0.2, que a origem ¢ uma S-dobra do

campo Z.
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2.4.2 Equivaléncia Topoldgica em Sistemas de Filippov Re-

versiveis e Equivariante

Nesta secao, algumas nogoes de equivaléncia topoldgica de campos vetoriais reversiveis
e/ou equivariante sdo apresentadas. Estas definigdes levarao ao estudo de bifurcagoes
genéricas locais de codimensao 1 e 2. Para estabelecé-las, consideremos dois campos de
Filippov Z e Z definidos em abertos U e U, possuindo curvas de descontinuidade em
Yel, respectivamente. Primeiramente estabeleceremos o conceito de Y-equivaléncia,
que é usualmente considerado na literatura de Sistemas de Filippov, para referéncias

pode-se consultar [2] e [6].

Definicao 2.4.5 Dois campos de Filippov Z e Z de Z' definidos em abertos U e U
com curvas de descontinuidades ¥ C U e ¥ C U respectivamente sao Y-equivalentes
se existir um homeomorfismo h : U — (7, que preserva a orientacado, e leva X em ENI,

e orbitas de Z em drbitas de Z.

Aqui como estamos interessados no estudo dos campos de Filippov na presenca de
simetria iremos acrescentar na definicao anterior a condicao de que o homeomorfismo
deve preservar o eixo de simetria. Esta exigéncia é natural visto que estamos discutindo
a equivaléncia entre campos de Filippov com uma simetria fixada a priori. Temos

portanto a seguinte definicao.

Definicao 2.4.6 Dois campos de Filippov Z e Z de Z" ¢-reversiveis e/ou ¢-equivarintes
definidos em abertos U e U com curvas de descontinuidades ¥ C U e % C U respecti-
vamente sao Y-equivalentes se existir um homeomorfismo h : U —» (7, que preserva a

orientacao e leva X em i, S em S e érbitas de Z em drbitas de Z.

E facil ver que qualquer Y-equivaléncia manda orbitas regulares em orbitas regulares
e singularidades distinguidas em singularidades distinguidas. Ainda mais, leva pontos
de chegada em pontos de chegada e pontos de partida em pontos de partida. As
regioes de Y também sao preservadas e portanto, h leva érbitas deslizantes em orbitas

deslizantes, preserva separatrizes, conexoes de separatrizes, érbitas periddicas, ciclos



34

e pseudociclos. A definicao de Y-equivaléncia é natural, pois em aplicacoes algumas
vezes € importante preservar a variedade de descontinuidade. Porém, do ponto de vista
da teoria de bifurcagoes, esta definicao parece ser muito restrita. De fato, para que Z
e Z tenham um comportamento qualitativo semelhante do ponto de vista topologico,
nao é necessario que a regidao ¢ seja preservada. Do ponto de vista topoldgico, o
comportamento do fluxo é o mesmo perto de um ponto pertencente a regiao de costura
e também em torno de um ponto regular de ¥ ou de ¥~, onde o campo vetorial é
suave. Assim, para nao restringir demais nossa abordagem, além de trabalharemos
com a X-equivaléncia, consideraremos também o conceito de equivaléncia topoldgica

definido abaixo.

Definicao 2.4.7 Dois campos de Filippov Z e Z de Z' definidos em abertos U e U
com curvas de descontinuidades ¥ C U e X C U respectivamente sao topologicamente
equivalentes se existir um homeomorfismo h : U — (7, que preservam a orientagao, e

leva S em S e drbitas de Z em drbitas de Z.

Observando as Defini¢oes 2.4.6 e 2.4.7, é obvio que Y-equivaléncia implica em equi-
valéncia topoldgica, mas a reciproca nao é verdadeira. Analogamente a Y-equivaléncia,
equivaléncias topolégicas preservam ¢ e ¥.¢, consequentemente também preserva L+ U
Y~ UZX’ e portanto, leva drbitas regulares em 6rbitas regulares, érbitas deslizantes em
orbitas deslizantes e singularidades distinguidas em singularidades distinguidas. Ainda
mais, também preservam separatrizes, conexoes entre separatrizes, orbitas periddicas,
ciclos e pseudociclos. No Capitulo 4 construiremos alguns desses homeomorfismos no
caso de pontos regulares e singularidades genéricas. Desta maneira, sera necessario
obter ferramentas para construir esses homeomorfismos.

Uma delas serd baseada na nocao de C"-conjugacao para campos vetoriais suaves.
De fato, dois campos vetoriais suaves X e X , com seus respectivos fluxos ¢x(t,p) e
©5(t,p) sao conjugados se existe um homeomorfismo h € C"(R™) tal que h(px(t,p)) =
Px(t, h(p)).

Se h ¢é diferenciavel, da equacao anterior obtemos para todo p no dominio de X
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L (ox(t.0)limo = Lo (1) ico

Dh(@x(@?))%@x(t,p)!tﬂ = %90)? (t, h(p))le=o0,

Deste modo, podemos escrever h, X = X , onde h,X(q) = Dh(h=(¢))X (h(q)).
Assim, concluimos que h é somente uma mudanca de coordenadas. Porém, nao utili-
zaremos uma versao analoga para sistemas nao-suaves e sim conjugagoes aplicadas as

componentes suaves X e Y do Sistema de Filippov Z = (X,Y).

Observacao 2.4.8 Todas as equivaléncias topolégicas definidas usando esta proposicao
preservam ¥ e portanto, sao também Y-equivaléncias. Deste modo, para construir equi-

valéncias topologicas que nao preservam X, outras técnicas deverao ser utilizadas.

Considerando h somente um homeomorfismo podemos ter problemas, o seguinte

exemplo mostra a importancia de exigirmos a diferenciabilidade de h. Consideremos

08 campos
- X(z,y) =(—-1,-1) em X7 X(z,y) =(0,—1) em ¥*
Z(x,y) = , e Z(x,y) = )
Y(z,y)=(-1,1) em X~ Y(z,y)=(0,1) em X~
Notemos que ambos os campos sao equivariantes pela involucao ¢(z,y) = (z, —y),

possuindo Fiz(¢) = 3.

Neste caso, X = ¥° = > = 3% ¢ 0 homomorfismo h ¢ dado por
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(a) (b)

Figura 2.14: Retratos de fase dos campos Z e Z.

(x —y,y) em X
hz,y) = (z,y) em ¥ (2.9)

(z+y,y) em X7

E facil ver que h € C° mas h ¢ C' ¢ que h conjuga X com X para y > 0 ¢ também

Y com Y para y < 0. Porém nao ¢é uma equivaléncia topoldgica entre Z e Z , pois
os campos vetoriais deslizantes sao dados por Z° = 0 e 75 = —1, nao podendo ser
portanto, topologicamente equivalentes. As defini¢coes de »-equivaléncia e equivaléncia
dao origem aos conceitos de X-estabilidade estrutural e estabilidade estrutural, que

veremos no capitulo 4.



Capitulo 3

Configuracoes Locais dos campos

de Filippov em Z'¢Y ou Z¢

Lidaremos com involucoes ¢ : R2,0 — R2.0, que sao germes de difeomorfismos de
classe C* (em 0), com ¢ # Id. Sabemos do Teorema de Bochner-Montgomery, se¢ao
2.2, que dado p € Fiz(¢) se dimS =1 entdo ¢ é C*-conjugada a ¢(x,y) = (x, —y) em
po = (0,0) e se dimS = 0 entao ¢ é C*-conjugada a ¢(z,y) = (—z,—y) em py = (0,0).
Aqui realizaremos nossa andlise em R?, 0N U, e fixaremos f(z,y) =y, X = f~1(0).
Notemos que nestas coordenadas temos localmente nas vizinhanca da origem,

S =A{(z,y) :y = 0} com ¢(z,y) = (z,—y) e

S ={(0,0)} com ¢(x,y) = (—x, —y), respectivamente.

Estamos interessados em classificar as singularidades genéricas e Bifurcagoes de

baixa codimensao dos campos de Filippov pertencentes aos conjuntos
o ZOev = {7 € Z" : dimS = 1},
o Z° ={7 € Z°:dimS = 1}.

Faremos a seguir, separadamente, uma construcao para analisarmos os campos de

Filippov pertencentes a cada um dos conjuntos acima.

37
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3.1 Campos de Filippov Z € Z°"

Nesta secao estamos considerando os campos de Filippov reversiveis pela involugao
o(z,y) = (z, —y), nestecasooretratode fasedeZésimétricopeladescontinuidade>. Pela

condicao de reversibilidade temos que Z é dado por

Z(r.y) = X(z,y) = (filz,y), fo(z,y)) em X7, (3.1)
Y(z,y) = (fi(z,—y), falz, —y)) em .
No semi-plano y > 0 consideremos ©u = z e v = y. Assim para y > 0, temos que o
campo Z* = (f1(u,v), fo(u,v)) em v > 0. Segue que para y > 0, Z é topologicamente
equivalente a F' = F'(Z), onde F(u,v) = (fi(u,v), fo(u,v)) com v > 0 é um campo do
tipo que foi apresentado na secao 2.2.

Observemos que F' pode ser C*™ estendida para toda vizinhanca da origem, pois o
campo X estd definido em U e é de classe C" em ST, veja secao 2.1. Além disso, devido
as propriedades de simetrias de Z, deduzimos que o comportamento de F'(Z) préximo
a S determina o comportamento de Z em uma vizinhanca 7" de S. Isso nos leva a
analisar a estabilidade de F na regiao F(T) com fronteira 3 N R? 0. Além disso, no
exterior de uma pequena vizinhanca V de S em TNX', Z e F(Z) sdo C"-conjugados.

Discutiremos agora algumas propriedades dos campos Z € Z°"¥ que decorrem

diretamente das defini¢oes e das simetrias.
Propriedade 1 Se Z € Z° entio X NR2,0 = LN R2,0.

Demonstracao: E claro que X¢ C 3.

Reciprocamente, dado p = (z0,0) € X, segue de (3.1), que Xf(p) - Yf(p) =
[f2(20,0)]* > 0.
i) Para X f(p) - Y f(p) > 0 temos que os campos X e Y sdo transversais a p € X°.
ii) Para X f(p) - Y f(p) = 0, temos que p é uma S-tangéncia de Z ou é um S-ponto
critico de Z, assim devemos mostrar que p € 0X¢. De fato, visto que estamos conside-
rando somente pontos de tangencia isolados, existe uma vizinhanga V), de p em U tal
que X e Y sao transversais (V, N X) \ {p}. Neste caso podemos utilizar o item 7) para

os pontos na regido (V, N X) \ {p} e concluir que p € 9%¢. Portanto p € X¢ N R2, 0.
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Observagao 3.1.1 Notemos que m(X(0,0))m(Y(0,0)) < 0, portanto, (0,0) € ¥ é

um ponto de tangéncia singular do campo Z € Z°",

As propriedades 2 e 3 decorrem da definigao de reversibilidade juntamente com a

observacao 3.1.1 e propriedade 1.

Propriedade 2 Se Z = (X,Y) € Z°7 ¢ Y (p) = 0 para algum p € X~ NR2,0, entdo
¢(p) € EF NR%,0 e X(¢(p)) = 0.

Propriedade 3 Se p € ¥ é uma tangéncia de ordem n do campo X ( do campo Y)
entdo p € uma tangéncia de ordemn do campoY ( do campo X) e X" f(p)- Y™ ! f(p) <
0.

Propriedade 4 As singularidades dos campos de Filippov Z € Z°™ sao:

i) peX* eo(p) € 7 tal que X(p) =Y (d(p)) =0 e Y(p) = X(é(p)) = 0 respectiva-

mente.

ii) Pontos de tangéncia singular p € 0%°.

Demonstracao: Decorre da propriedade 2 e da observagao 3.1.1 juntamente com a
propriedade 1, aplicadas a definicao de Singularidades de Campos de Filippov apresen-

tada na segao 2.3.

Observacao 3.1.2 Segue da propriedade anterior que nao existem singularidades nao
distinguidas em Z°". Além disso, se v € uma orbita de um campo de Filippov re-
versivel passando por p € 0¥° entdo v nao é uma orbita reqular de Z.

Analogamente, ao que foi apresentado por Devaney em [7] para sistemas dinadmicos

suaves reversiveis, temos a seguinte propriedade.

Propriedade 5 Se ¢!, € o fluzo associado a Z = (X,Y) € Z°7, entio ¢l o ¢ =

¢ oyt
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3.2 Campos de Filippov Z € Z°¢

Os campos Z € Z°% também possuem retrato de fase simétrico pela descontinuidade

Y. Pela condicao de equivariancia temos que Z é dado por

Z(x,y) = X(z,y) = (filz,y), fo(z,y)) em X 52)
7 Y (z,y) = (fi(x, —y), —folz, —y)) em L~

Propriedade 6 Se Z € Z°° entio X NR2 0= X5 U XeNR20.

Demonstracao: E claro que 5 UXe C X
Reciprocamente, dado p = (,0) € X, segue de (3.2), que X f(p)Y f(p) = —[f2(z,0)]* <
0 VpeXnR20.
i) Para X f(p)-Y f(p) < 0 temos que os campos X e Y sao transversais a p € L°UX°.
i1) No caso de p ser um ponto de tangéncia, analogamente a demonstragdo da
propriedade 1 mostra-se que p € ¢ U 5. Portanto X NR2,0 = X5 U ¢ N R2, 0.
[ |

Observagao 3.2.1 Notemos que m(X(0,0))m(Y(0,0)) > 0, portanto, (0,0) € ¥ é

um ponto de tangéncia reqular de Z € Z°".

Observacao 3.2.2 Como na secao anterior, temos que Z topologicamente equivalente
aF=F(Z)em Xt e a discussao feita anteriormente também é vélida para Z € Z°¢
(levando em consideragao as simetrias devido a equivariancia do campo). Apesar do
retrato de fase dos campos em Z € Z9% e Z € Z°" possuirem simetria pela mesma

variedade invariante, decorre das propriedades 1 e 7 que estes conjuntas sao disjuntos.

Decorre da condigao de equivariancia imposta sobre a definicao de Singularidades
de Campos de Filippov apresentada na secao 2.3 que as singularidades dos campos de

Filippov Z € Z°% sao dadas pela seguinte proposicao.

Propriedade 7 As singularidades dos campos de Filippov Z € Z°% sdo:

—p €X* eo(p) € XT tal que X(p) = Y(d(p)) =0 e Y(p) = X(o(p)) =0,

respectivamente,
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— p € XsUXe tal que p € um pseudo-equilibrio, isto €, Zs(p) = 0,
— Pontos de tangéncias requlares p € 0%° U 0%°.
Da definicao de campo deslizante e propriedade 6 temos a seguinte propriedade.

Propriedade 8 Sejam Z = (X,Y) € 2% ep e X, X(p) L X se, e somente se, p €

um ponto critico do campo deslizante Z°.

A propriedade andloga a propriedade 9 para caso equivariante é dada da seguinte

forma.

Propriedade 9 Se ¢!, € o fluzo associado a Z = (X,Y) € Z9° entdo p'o0¢p = poyt,.
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Capitulo 4

Singularidades de codimensao 0
para campos de Filippov reversiveis

e equivariantes

Este capitulo serd dividido em duas partes. Na primeira parte, se¢ao 4.1 consideraremos
o caso ©-reversivel e caracterizaremos o conjunto 5" dos campos de Filippov ¢-
reversiveis planares estruturalmente estaveis. Na secao 4.2 caracterizaremos o conjunto

Y5 dos campos de Filippov ¢-equivariante planares estruturalmente estéveis.

4.1 Singularidades de codimensao (0 para campos

em Z@rev

4.1.1 Pontos Regulares de Z = (X,Y) € Zo"¢

Em pontos regulares nao pertencentes a > podemos utilizar o teorema do fluxo tubular,
portanto estudaremos somente os pontos pertencentes a curva de descontinuidade.
Primeiramente consideraremos os pontos regulares do campo Z = (X,Y) em X, isto
é, p € X tal que Xf(p) # 0e Yf(p) # 0. Nestas condigdes p € X¢. Na proposicao a

seguir apresentamos uma forma normal para o campo Z = (X,Y) € Z°"" em torno

43
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de um ponto regular (0,0) € X.

Proposicao 4.1.1 Seja Z € Z°7" | se (0,0) é um ponto reqular de Z, entao (0,0) € X°
e numa vizinhang¢a U de (0,0), Z é Y-equivalente a forma normal

Fry) = X(z,y)=(0,b) em Xt (4.1)
’ Y(z,y) = (0,b) em %~ ’ '

definida em uma vizinhanga de U de (0,0), onde b = sgn(m2(X(0,0))), com m; sendo

a projecao na i-ésima coordenada do campo.

Demonstragao: Da propriedade 1 na secao 3.1 segue que (0,0) € X¢. Claramente Z
pertence a Z°7. Consideremos ¢x, ¢y , 5 € ¢y, os fluxos de X, YV | X e }77
respectivamente. Visto que a origem pertence a regiao de costura para Z e 7 , segue
do teorema da fungao implicita que dado p € 3T, existe um tnico t = t(p) € R tal que

ex(t(p),p) € ¥, com t continua. Analogamente para p € ¥

iiraiiiig
REELE:

Figura 4.1: Construcao do homeomorfismo h para os campos Z e Z da proposicao

4.1.1.

Devido a simetria desses sistemas podemos, sem perda de generalidade, construir a
Y-equivaléncia em termos dos fluxos px e ¢ . Deste modo, podemos definir a funcao

h:U — U por

¢ (p) = 95 (—t(p), ox (t(p),p)) se pex*
h(p) = p se peEX (4.2)

$po s 0d(p) = ¢owg(te(p) ox(~t(d(p),¢(p)) se peX.
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Pela construcao de h é claro que p(t, h(p)) = h(vx(t,p)) e que h é homeomorfismo
preservando X, onde neste caso Y = X na vizinhancas da origem.

E claro que h(pz(t,p)) = ©05(t,h(p)) e também que h é continua pois, todas as
aplicacoes envolvidas sao continuas e coincidem em ..

4.1.2 Singularidades Genéricas em Z°"¢

Uma vez que ja classificamos o comportamento em torno dos pontos regulares de
Z = (X,Y) € ¥, comecaremos a estudar as singularidades genéricas. Os primeiros
tipos de singularidades sao os pontos criticos hiperbdlicos de X e Y em X e X7 res-
pectivamente. E claro que em torno desses pontos podemos estudar a parte linear dos
campos utilizando as formas canonicas, deste modo estudaremos somente as singulari-

dades genéricas em 3.

Observacao 4.1.2 Lembremos que as singularidades dos campos de Filippov Z €
ZO sdo pontos p € XF e ¢(p) € TF tais que X(p) = Y(é(p)) = 0 e Y(p) =
X(¢(p)) = 0, respectivamente ou sao pontos de tangéncia singular p € 0X%°, veja

Propriedade 3 da Secao 3.1
Observacao 4.1.3

Para o conjunto dos campos de Filippov planares reversiveis Z°", existem as

seguintes singularidades genéricas em >:

e Singularidade S-dobra eliptica em 9%°,

e Singularidade S-dobra hiperbdlica em 0¢.

Na proposicao que segue exibiremos a forma normal das singularidades genéricas

de ZOrev,
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Proposigao 4.1.4 Seja Z € Z°7¢, se (0,0) € uma singularidade S-dobra, entao (0,0)
¢ uma singularidade S-dobra eliptica ou hiperbdlica em 03¢ e numa vizinhanca U de

(0,0), Z € Y-equivalente a forma normal

Flay) = X(z,y) = (a,abx)  em XF | (43)

Y(z,y) = (—a,abx) em X~

definida em uma vizinhanga U de (0,0), onde b = sgn(X2£(0,0)), a = sgn(m (X (0,0))).

Demonstracao: O valor de b definido acima nos diz se (0,0) € ¥ é um ponto de S-dobra
eliptico (b < 0) ou hiperbdlico (b > 0) para o campo Z = (X,Y) € Z°" e a nos da a
direcao do fluxo. Sem perda de generalidade, consideraremos o caso onde a = 1 assim,
resta construirmos o homeomorfismo h para b < 0 e b > 0. Para garantirmos que as
regioes de Y serao preservadas consideraremos as trajetorias de X e Y parametrizadas
pelo comprimento de arco.

Para b < 0, temos que (0,0) é um ponto de S-dobra eliptico ¥.¢ do campo Z, entdo,

dado p € ¥ podemos obter a Y-equivaléncia de forma andloga ao caso regular.

0% (p) = px(=t(p), px(t(p),p)) para peX*
h(p) = » para pE Y

¢ o gp}(t o¢(p) para peE L.

E claro que h(pz(t,p)) = ©5(t,h(p)) e também que h é continua, pois todas as
aplicagoes envolvidas sao continuas e coincidem em 3.

Para b > 0, deveremos construir o homeomorfismo A por partes e nao poderemos
utilizar argumentos como os anteriores, pois as trajetorias que pertencem a regiao
delimitada pela curva W3 (0,0) U {(0,0)} UW?(0,0) ou a regiao delimitada pela curva
W=(0,0) U {(0,0)} U W*(0,0) ndo interceptam . Para resolvermos este problema,
vamos considerar se¢oes tranversais I1,,I1_ e lir, I:Iv,, que s@o tranversais em (0, 0) aos
campos Z e Z , respectivamente. Como essas secoes transversais sao homeomorfas a

R, podemos escolher homeomorfismos ¢; : II, — ﬁ:r ego:1l_ — I para os quais

g1(0) =0 e go(0) = 0.
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Vamos supor que U = AU BUC U D, onde A é a regido a esquerda da curva
W$(0,0) U (0,0) U W*(0,0), B é a regiao a direita da curva W(0,0) U {(0,0)} U
W2(0,0), C a regiao acima de W$(0,0) U {(0,0)} U WZ(0,0) e D a regido abaixo
W=(0,0) U {(0,0)} UW*(0,0).

Para p € C'\ {(0,0)}, existe um tnico ¢t = t(p) € R para o qual px(t(p),p) € 11,
assim defina

h(p) = vx(—t(p), g(ex(t(p),p)))

Por simetria para p € D\ {(0,0)} temos a Y-equivaléncia dada por

h(p) = ¢ o oz (t(d(p)), 9(px(—t(d(p)), d(p)))).

Por fim, para pontos das regioes A e B procedemos como na proposicao 4.1.1. Assim
concluimos a construcao do homeomorfismo h que fornece uma ¥-equivaléncia entre Z
e Z.

E claro que h(pz(t,p)) = ¢z(t, h(p)) e também que h é continua pois, todas as

aplicacoes envolvidas sao continuas e coincidem em ..

Figura 4.2: Construcao do homeomorfismo A para os campos Z e Z da proposicao

4.1.4.

Uma vez que ja caracterizamos os pontos regulares e singularidades “genéricas”de

um campo Z = (X,Y) € Z97’_ vamos mostrar que esta é, de fato, uma propriedade
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Figura 4.3: Construcao do homeomorfismo h para os campos Z e Z da proposicao

4.1.4.

genérica em Z°"¢. Lembramos que uma propriedade P é dita genérica em um espaco
C, se o conjunto dos pontos que satisfazem a propriedade P é aberto e denso em C.
Isto significa que dado qualquer elemento de C', ele pode ser aproximado por elementos
satisfazendo P e ainda mais, para cada elemento que satisfaz P existe uma vizinhanca

deste elemento U € C' tal que X € U, entao satisfaz a propriedade P.

Teorema 4.1.5 Seja Zy = (Xo,Yy) € Z°97 definido em uma vizinhang¢a da ori-
gem. Se (0,0) € X € um ponto reqular em 3¢ ou uma singularidade genérica de
Zy = (Xo,Yo) € 2™ entao Zy € localmente estruturalmente estdvel e localmente -

estruturalmente estavel.

Demonstragao. Consideremos primeiramente os pontos regulares de Z = (X,Y). De-

fina a aplicagao

£ 2o 4R
Z — X f(0,0).Y £(0,0)

Observe que ¢ é uma aplicagdo continua e portanto, se (0,0) € X temos £(Zy) > 0,
logo existe uma vizinhanga Vyz, C Z°7 para a qual Z € Vg, entdo {(Z) > 0, assim
(0,0) € 3¢. Deste modo, pela Proposigao 4.1.1 temos que Zy é Y-equivalente a Z para

todo Z € Vy,. Logo é X-estruturalmente estavel.
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Suponhamos agora que a origem é um ponto de S-dobra para Z, € Z°7. Lembre-
mos que neste caso sdo pontos de S-dobra eliptico ou hiperbdlico. Assim, X f(0,0) =

0=Yf(0,0), X2f(0,0) # 0 # Y?f(0,0). Defina a aplicagao

Ux : 29 x R — R
(Z,2) — Xf(,0)

Temos que ¥(Zy,0) = 0 e segue das condigoes para que a origem seja um ponto de

S-dobra para o campo Zj que

0

%?/JX(Za )|(20,0) # 0

e pelo Teorema da Fungao Implicita existe uma vizinhanga de (Zy, 0) dada por Vz, (—¢, €)
e uma aplicacdo g : Vz, — (—¢,€) continua com ¢(Zy) = 0 para a qual ¥(Z, g(Z)) =
X f(9(Z),0) = 0e portanto (¢g(Z),0) é¢ um ponto de dobra para X, visto que (¢(Z),0) €
Fixz(¢), temos que (¢g(Z),0) é um ponto de S-dobra de Z. Como Z € Z°" entao
pontos de S-dobra elipticos ou hiperbdlicos. Agora, utilizando a continuidade das
aplicagoes (Z,z) — X2f(g(Z),0) e (Z,z) — Y?f(g9(Z),0) e interceptando todas as
vizinhangas de Z, obtidas até agora, segue que (g(Z),0) € 3 é um ponto de S-dobra
eliptico ou hiperbdlico em 03¢ para Z e portanto, pela Proposicao 4.1.4 segue que %

é Y-estruturalmente estavel.

E facil construir contra-exemplos que mostram que, se (0,0) € ¥ nao é destes tipos
entao nao teremos estabilidade estrutural local nem X-estabilidade estrutural. Logo, o

Teorema toma a forma:

Teorema 4.1.6 Seja Zy = (X, Yy) € Z97¢Y definido em uma vizinhanga da origem.
Temos que (0,0) € ¥ € um ponto reqular em X¢ ou uma singularidade genérica de
Zy = (Xo,Yy) € 297 se, e somente se, Zy € localmente estruturalmente estdvel e

localmente Y -estruturalmente estdavel.
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Seja 35" C Z°™ o conjunto dos sistemas planares de Filippov reversiveis cujos
pontos sao todos regulares ou singularidades genéricas. Note que, dado Z € Z°"¢,
¢ possivel mostrar que podemos aproxima-lo por uma sequéncia Z, para os quais a
origem é uma singularidade genérica para todo n € N. Daf segue que o conjunto 35"
é denso em Z°™ e portanto, como haviamos comentado, a estabilidade estrutural
local é uma propriedade genérica em sistemas de Filippov planares reversiveis. Com
o Teorema 4.1.6, caracterizamos o conjunto ¥§"*” dos Sistemas Planares de Filippov
reversiveis que sao localmente estruturalmente estaveis, isto €, que sao persistentes

quando sujeitos a pequenas perturbacgoes.

Observagao 4.1.7 Notemos que um campo de Filippov Z(z, y) possuindo (0, 0) como
uma singularidade S-dobra eliptica ou hiperbdlica em 93¢ é localmente topologica-
mente equivalente a um campo vetorial suave W (x, y) possuindo (0,0) como sendo um
ponto critico do tipo centro W (x,y) = (y,x) ou uma sela W(z,y) = (y, —x), respec-
tivamente. Como vimos anteriormente o conjunto 35" é constituido dos campos de
Filippov tendo (0,0) como ponto regular ou uma das singularidades acima. E conhe-
cido de [19] que o conjunto 5" dos campos estruturalmente estdveis no conjunto
X°"¢ dos campos suaves planares reversiveis de classe C" é constituido dos campos
suaves possuindo (0,0) como ponto regular ou um ponto critico do tipo centro ou sela.

A proposicao a seguir nos d4 uma relagao entre Z°mV ¢ X,

Proposicao 4.1.8 Dado W € X°", entdo existe Z € Z°" tal que W ¢ topologica-

mente equivalente a Z. Além disso W € Q5™ se, e somente se Z € 15",

Demonstragao: Seja W(u,v) € X°™. Entao da condigdao de reversibilidade para

campos suaves temos que W é da forma

W (u,v) = (vfl(u,v2), %fg(u,vz)) |

i) Para v > 0 tomemos z = u e y = v?, entdao & = © e § = 2v0. Nestas coordenadas

temos

W/(l’,y) = (\/§f1($,y), \/ng(xay)) e1m Z+
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que ¢ topologicamente equivalente a

(fl(xvy)7f2(xvy)) em X7

ii) Para v < 0 tomemos = = u e y = —v?. Nestas coordenadas temos

W(z,y) = (=vV=yfi(z, =), V=yfolz, ~y)) em 5~

que ¢é topologicamente equivalente a

(_fl(m7 _y)a fQ(ZE; _y)) em L.
Portanto W é topologicamente equivalente a

Zog) =4 @V =@ LEY) en IT
; Y(x,y) = (=fi(z, —y), f2(z, —y)) em X~

O fato de W € Q5" se, e somente se Z € X5, decorre da observagdo anterior.

|

Notemos que nao faz sentido falar da Y-equivaléncia entre esses espacos, uma vez
que nos campos suaves reversiveis nao temos uma regiao de descontinuidade. No en-
tanto, em ambos os casos estamos lidando com uma involugao ¢ cujo Fiz(¢) = {(z,0)}
portanto o conjunto Fiz(¢) no espaco de fase dos campos X" é levado pela identidade

na regiao de descontinuidade X do espaco de fase dos campos em Z°"¢V,

4.2 Singularidades de codimensao (0 para campos

em Z°%

4.2.1 Pontos Regulares de Z = (X,Y) € Z°%

Em pontos regulares nao pertencente a 3. podemos utilizar o teorema do fluxo tubular
como no caso anterior. Novamente estudaremos somente os pontos pertencentes a

curva de descontinuidade. Primeiramente consideraremos pontos regulares do campo
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Z = (X,Y) € 29 em X, isto é, (0,0) € X tal que Xf(0,0) # 0 e Y f(0,0) # 0.
Neste caso, como j4 foi visto (0,0) € £¢UX*, devemos impor que 71(X(0,0)) # 0, pois
se m1(X(0,0)) = 0 entao (0,0) é um pseudo equilibrio de Z*. Na proposi¢ao a seguir
apresentamos uma forma normal para o campo Z = (X,Y) € Z°9% em torno de um

ponto regular (0,0) € X com (X (0,0)) # 0.

Proposigao 4.2.1 Seja Z € Z°°, se (0,0) € um ponto reqular de Z tal que m1(X(0,0)) #
0, entao (0,0) € £¢ ou (0,0) € ¥° e em uma vizinhanga U de (0,0) Z é X-equivalente

as respectivas formas normais,

Z(x y) = )A(:(l‘,y) =(a,1) emXt Z(:L' J) = )A(:(a;,y) =(a,—1) emx*t
; ?(m,y) =(a,—1) em X%~ 7 ’ ?(x,y) —(a,1) em ¥

definida em uma vizinhanga de (0,0) € U, onde a = sgn(Z*(0,0)).

Demonstragao: Consideraremos novamente os fluxos px, ¢y , oz e oy de X, YV |
X e Y, respectivamente. Como Z € 294 segue que (0,0) € 3¢ U X*, porém como %°
e X sdo disjuntos, (0,0) € 3¢ ou (0,0) € X°. A seguir construiremos a X—equivaléncia
para (0,0) € ¥°. O caso (0,0) € X¢ pode ser feito de forma andloga.

Como m1(X(0,0)) # 0, segue que a origem é um ponto regular para o campo
deslizante, isto é, Z*(0,0) # 0. Observe que Zs(x, y) = (1,0) e portanto, pelo Teorema
do Fluxo Tubular, existe um homeomorfismo h:Y =Y que conjuga os campos Z° e
Zs. Agora, tomando p € ¥F, segue pelo Teorema da Funcao Implicita que existe um
tnico t = t(p) € R tal que px(t(p),p) € ¥ e a aplicacao p — ¢(p) é uma aplicagao
continua. Analogamente para p € ¥~. Deste modo, construimos a ¥-equivaléncia da

seguinte forma:

0% (p) = ez (—t(p), h(px(t(p),p))) se pe X
h(p) = h(p) se pex
(bogo%oqﬁ(p) se peEX.
Construida desta maneira, i é uma aplicagao continua tal que h(¢z(t,p)) = w5 (t, h(p))).
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Figura 4.4: Construcao do homeomorfismo h para os campos Z e Z da proposicao 4.2.1

4.2.2 Singularidades Genéricas em Z°¢

Como no caso reversivel, os primeiros tipos de singularidades sao os pontos criticos
hiperbdlicos de X e Y em X7 e X7, respectivamente. E claro que em torno desses
pontos podemos estudar a parte linear dos campos utilizando as formas canonicas,

deste modo estudaremos somente as singularidades genéricas em ..

Observagao 4.2.2 Lembremos que as singularidades dos campos de Filippov Z € Z°%
sdo pontos p € ¥F e ¢(p) € BT tais que X(p) = Y(é(p)) =0 e Y(p) = X(o(p)) = 0,
respectivamente, ou sao pontos de tangéncia reqular p € 0X° U 0X°, veja Propriedade

8 da Segao 3.2.

Da observacao anterior, temos que para o conjunto dos campos de Filippov planares
equivariante Z9°, existem as seguintes singularidades genéricas em X, que sao todas

as singularidades distinguidas:
e Singularidade S-dobra eliptica em 0%° N 0%,
e Singularidade S-dobra hiperbdlica em 9%° N 93¢,
e Pseudo-equilibrio hiperbdlico de Z.

Na proposicao que segue exibiremos a forma normal das singularidades genéricas

de Z©¢,
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Proposigao 4.2.3 Seja Z € Z°%, se (0,0) € uma singularidade S-dobra entao (0,0) €
uma singularidade S-dobra eliptica ou hiperbdlica em 0X° NOYX°¢ e em wma vizanhanga

U de (0,0), Z é X-equivalente a forma normal

Flry) = X(z,y) = (a,abx)  em X*
7 Y(z,y) = (a,—abr) em L~

definida numa vizinhanga U de (0,0), onde b = sgn(X2f(0,0)), a = sgn(m1(X(0,0))).

Demonstracao: Sem perda de generalidade, consideraremos o caso onde a = 1 assim,
resta construirmos o homeomorfismo h para b < 0 e b > 0. Para garantirmos que as
regioes de Y serao preservadas consideraremos as trajetorias de X e Y parametrizadas
pelo comprimento de arco.

Para b < 0, temos que (0, 0) é um ponto de S-dobra eliptico regular em ¥¢ U %, isto
é, Z°(0,0) # 0. Observe que Zs(:z:,y) = (1,0), entdo, podemos obter a X-equivaléncia
de forma analoga ao caso dos campos equivariantes regulares.

Para b > 0, temos que (0,0) é um ponto de S-dobra hiperbdlico regular. Novamente
construiremos o homeomorfismo h por partes. Como no caso reversivel vamos conside-
rar secoes transversais 11, I1_ e f[:, ﬁv_, que sdo transversais em (0,0) aos campos Z
e Z , Tespectivamente.

Vamos supor que U = AU BUC U D, onde A é a regido a esquerda da curva
W=2(0,0) U (0,0) U W*(0,0), B é a regiao a direita da curva W¥(0,0) U {(0,0)} U
W2(0,0), C a regiao acima de W$(0,0) U {(0,0)} U W¥(0,0) e D a regiao abaixo
W#(0,0) U {(0,0)} UW“(0,0).

Para p € C \ {(0,0)} a construcio é andloga a do caso reversfvel. Pela simetria
obtemos a Y-equivaléncia para p € D \ {(0,0)}. Notemos que a origem é uma S-
dobra hiperbdlica regular, isto é, Z°(0,0) # 0, além disso bserve que Es(x, y) = (1,0),
portanto, pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe um homeomorfismo A= que
conjuga os campos Z° e ZS, assim para p € ¥ = ¥¢ U X¢ definimos a ¥ equivaléncia
h(p) = ﬁ(p) Por fim, para pontos das regioves A N YT e B N X' procedemos como

no caso ©-equivariante regular. Pela simetria obtemos a Y-equivaléncia nas regioes
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ANX~ e BNYX™. Assim concluimos a construcao do homemorfismo h que fornece uma

Y-equivaléncia entre Z e Z.

W3(0,0) + W3(0,0) - W(0,0)

SN
%

W2(0,0) w(0,0)

W(0,0)

Figura 4.5: Construcao do homeomorfismo h para os campos Z e 7 da proposicao

4.2.3.

T=XUY s->Us

-

Figura 4.6: Construcao do homeomorfismo h para os campos Z e Z da proposicao

4.2.3.

Proposicao 4.2.4 Seja Z = (X,Y) € 2%, se (0,0) é um pseudo—equilibrio hi-
perbolico de Z, entao em uma vizinhan¢a U de (0,0), Z € Y-equivalente a forma

normal
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Fry) = X(z,y) = (az,b)  em X,
7 Y(z,y) = (ax,—b)  em £~

definida numa vizinhanca U de (0,0), onde b = sgn(X7(0,0)), sgn((Z*)/(0,0)).

Demonstracao: Observemos primeiramente que Zs(x) = ax e portanto a origem ¢
um ponto critico hiperbélico para o campo deslizante de 7 e sua estabilidade depende
do valor de a. Deste modo, pelo Teorema de Hartman-Grobman, existe um homeo-
morfismo h que conjuga os campos deslizantes Z° e Z%. Como ambos o0s campos sao
transversais a Y em uma vizinhanca da origem, temos que para cada p € X7, existe
um unico t = t(p) € R para o qual ¢ x(t(p),p) € ¥. Analogamente para p € ¥~. Deste

modo, podemos definir a Y-equivaléncia h como ja foi feito anteriormente.

A e e
Jriciy gerigsy

AN\ 75 |
v/

Figura 4.7: Construcao do homeomorfismo A para os campos Z e Z da proposicao

4.2.4.

Agora que ja caracterizamos os pontos regulares e singularidades genéricas de um
campo Z = (X,Y) € Z°97 podemos utilizar um raciocinio parecido com o que foi

utilizado na segao anterior para obtermos seguinte resultado:
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Teorema 4.2.5 Seja Zy = (Xo,Yy) € Z97¢Y definido em uma vizinhanga da origem.
Temos que (0,0) € X € um ponto reqular em ¥°¢ U X° ou uma singularidade genérica
de Zy = (Xo,Yy) € Z97Y se, e somente se, Zy € localmente estruturalmente estdvel e

localmente Y-estruturalmente estdavel.

Observagao 4.2.6 No capitulo 7 consideraremos uma involugao ¢ tal que dim(Fix(¢)) =
0. Denotaremos os espagos dos campos de Filippov reversiveis e equivariantes para esta
involugao por Z®7¢ e Z®°4, respectivamente. Entao, faremos uma pré classificacao das

singularidades de codimensao 0 e 1 em Z97 ¢ Z©¢1,
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Capitulo 5

Bifurcacoes Genéricas Locais de

Codimensao Um

A discussao inicial deste capitulo pode ser feita de forma analoga para os campos de
Filippov com as simetrias discutidas no capitulo anterior, sendo assim, por abuso de
notacao utilizaremos ® representando qualquer uma das simetrias Srev, Geq, GOrev
e (eq, fixada a priori. No capitulo anterior descrevemos o conjunto ©L§ € Z%, for-
mado pelos campos Z € Z%® que sao estruturalmente estdveis, mostramos ainda que
este conjunto é aberto e denso em Z%, donde segue que estabilidade estrutural é uma
propriedade genérica dos Sistemas Planares de Fillipov Reversiveis e de Sistemas Pla-
nares de Fillipov Equivariantes. Este capitulo tem como objetivo descrever o conjunto
de bifurcacoes genéricas de codimensao um para estes sistemas. Consideremos o con-
junto ZP = Z®\ ¥, e seja Y C Z7 o conjunto de todos os campos estruturalmente
estdveis relativo a Z°, ou seja, os campos Zy € X% para os quais existe uma vizinhanca

Vz, C XY de modo que se Z € Vy, entdo Zy e Z sio“equivalentes”.

5.1 Bifurcacoes de Codimensao k

Apés obtermos a caracterizacao do conjunto 3§ C Z® espera-se idealmente obter uma

sequéncia de subconjuntos de Z® de modo que ZF = Z2 |\ |, onde ZF = Z¥ e 3
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¢ o conjunto dos campos estruturalmente estaveis com relacao a topologia induzida de
Z?, k € N. Para estabelecermos de forma rigorosa a nogao de estabilidade estrutural
em Z necessitaremos de algumas definigdes que envolvem desdobramentos de um

campo Z € Z%

Defini¢ao 5.1.1 Dado Zy € Z%9, um desdobramento de Zy é uma aplicagao &:8(0,€) C
R? — Z2 de classe C' para o qual £(0) = Zy. Se para todo valor de o 0s campos Z,
sao L—equivalente a Zy, diremos que 0 é um valor regular para o desdobramento, caso

contrdario diremos que 0 é um valor de bifurcacao.

Observe que 0 € R? é um valor regular para qualquer desdobramento & de Z; se,
e somente se, Zy, € N¢. Assim, se Zy € Z7, existe pelo menos um desdobramento
para o qual 0 € R para algum d € N é um valor de bifurcacao. Por este motivo,
nas préximas definicoes, consideraremos somente Z, € Z. Consideraremos H(U) o

espaco dos homeomorfismos definidos em U C R2.

Definigao 5.1.2 Dois desdobramentos & e v de Z € ZP sdio ditos equivalentes se
existe um homomorfismo h : B(0,¢) C R — H(U), com h(0) = 0, tal que para cada
a temos que h(a) € um homeomorfismo que dd uma Y—equivaléncia (ou equivaléncia

topoldgica) entre os campos (o) e P(a).

Definigao 5.1.3 Um desdobramento ¢ de Z € Z{ é dito induzido pelo desdobramento

¢ se existe um germe de aplicag¢ao continua ¢, com a = ((u), tal que () = £(C(p)).

Definigao 5.1.4 Um desdobramento é dito universal de Z € ZY se para todo des-

dobramento de 1 de Z temos que & € equivalente a um desdobramento induzido por
.

Podemos olhar o conjunto Z® como uma variedade modelada em um espaco de
Banach visto que o préprio conjunto Z% é um espaco de Banach. Assim, se considerar-
mos uma subvariedade v C Z%, dados Z; € v e um desdobramento ¢ de Z,, podemos
estabelecer a nocao de transversalidade entre a subvariedade v e o desdobramento £ no
ponto Zj.

Nesta consideragoes e notagoes temos a seguinte defini¢ao.
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Definicao 5.1.5 Diremos que um desdobramento £ € tranversal a subvariedade v C

Z® no ponto Zy se Tz, 2% = DE(Zy) & Ty,v.

Definicao 5.1.6 Diremos que um desdobramento & de Zy € v é um desdobramento

versal de Zy se ele € um desdobramento universal de Zy e é transversal a v em Z.

Com esses elementos, estamos aptos a definir o conjunto 3§ formado pelos campos
Z € Z% que sao estruturalmente estdveis com relacao a topologia induzida de Z®
em Z7. Diremos que X7 é o conjunto das bifurcagoes genéricas de codimensao k dos

sistemas planares de Filippov.

Definigao 5.1.7 Dado Zy € Z, diremos que Zy € 37 se

1. Eziste uma vizinhan¢a U de Zy em Z% e um desdobramento € : R¥ — U que é

um desdobramento versal para Zy.

2. Nenhum outro desdobramento p : RF"1 — U é um desdobramento versal para

Zy.

3. Dados Z € U N Z e um desdobramento versal 1 : R¥ — U para Z, temos que
€ e sao C'—equivalentes, isto €, existe um homomorfismo h : B(0,¢) — B(0, ¢)
com h(0) = 0 e uma familia de homeomorfismos H : B(0,e) — H(U) para o
qual, Y\ € B(0,€), H(A) € uma X—equivaléncia entre E(N\) e Y(h(N)).

Podemos escrever ¥f como a unido de classes de equivaléncia e, para cada uma
dessas classes, podemos tomar uma “forma normal” Z escolhendo um desdobramento
versal & mais simples possivel para o qual £(0) = Zy. Deste modo, estamos em
condigoes de exibir o diagrama de bifurcagao de Zy € IF. Assim, variando a escolha
de Zj e de &, podemos descrever todos os comportamentos genéricos que aparecem em
5®,

E possivel mostrar que Xy C Z® é de fato, uma subvariedade de codimensao k
de Z%, ou seja, para cada Z € 3} existe uma vizinhanga V; C Z% e uma aplicagao

L :V,; — R¥ nao nula que satisfaz:
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o V,NYY = L0},
e a diferencial DL(Z) : Z° — RF é uma aplicacao sobrejetiva.

Gracas a Definicdo 5.1.7, estamos aptos a buscar uma caracterizacao de X9 C Z¥.
Dado Zy € Z? é relativamente simples detectar se um desdobramento é um desdobra-
mento versal para Z;. A maior dificuldade, porém, situa-se em mostrar que a familia
de homeomorfismos H varia continuamente com relagao ao parametro . Deste modo,
nas secoes subsequentes faremos uma classificacio de XL¥. Entretanto, a Definicao
5.1.7 sera bastante utilizada quando estivermos buscando alguns contra-exemplos para
justificar a necessidade de impor determinadas condi¢oes genéricas.

Neste contexto, somente Y-equivaléncia ou equivaléncia topoldgica entre dois cam-
pos Z e 7 nao sio suficientes para garantir que os desdobramentos versais destes
campos se comportem de maneira semelhante. Tomemos, por exemplo, as familias de

campos

Zo(r.y) = Xo(zy)=(y+a,—x), (z,y) Xt 51)
o Ya(xvy) = (y - Oz,—[L'), (-%y) € X ’ ‘
Xp(z,y) = (z+4y+ B, 4z +y), (z,y)€X*

Z : _ B .
DT ) = (ot dy— o — ), (o) €5

Notemos primeiramente que esses campos sao simétricos pela descontinuidade, em
particular esses campos sao ©-equivariantes. Neste caso, a origem é um ponto critico
do tipo centro para Zy e um foco para Z) utilizando técnicas semelhantes as do capitulo
4. Porém, quando «, 8 < 0, estes campos nao podem ser X-equivalentes, ja que nao
consiguiremos conjugar os campos X, e X 3, devido ao tipo dos pontos criticos de cada
campo. Ilustramos nas Figuras 5.1 e 5.2 os retratos de fase de Z,, e Zg para diferentes

valores do parametro.

Recordemos que o objetivo inicial deste capitulo é descrever, a menos de classes de

equivaléncia, o conjunto X9, Isto é, queremos caracterizar os conjuntos L7, BT
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Figura 5.2: Retratos de fase do campo Zz para diferentes valores de f3.

Vamos considerar primeiramente os campos Z € Z°™Y para os quais:
1

1. (0,0) é uma S-ctispide para Z em 9%, isto é, X f(0,0) = Y f(0,0) = X?f(0,0) =

Y2£(0,0) = 0 e X3£(0,0) £ 0, Y3£(0,0) % 0 com 71 (X (0,0))m: (Y (0,0)) < 0;

2. (0,0) é ponto de equilibrio hiperbélico para X ou Y em 0%¢.

Na segao 5.2 estudamos o conjunto X7 via a correlacio existente entre Z e F(Z)

apresentada anteriormente.

Posteriormente consideraremos os campo Z € Zle “! para os quais:

X2£(0,0) = Y2£(0,0) = 0e X3£(0,0) £ 0, Y3 £(0,0) # 0 com m (X (0,0))m, (Y (0,0)) >
0;

1. (0,0) é uma S-cuspide para Z em X°U X*, isto é, X f(0,0) = Y f(0,0) =
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2. (0,0) é ponto de equilibrio hiperbélico para X ou Y em > U X5,

3. (0,0) é uma S-sela-né em ¥¢ U Xfpara Z°, ou seja X f(0,0) # 0 # Y f(0,0) e
Z%(0,0) = (£°)'(0,0) =0 e (Z*)"(0,0) # 0.

Porém, nem todos campos Z € 27, para os quais (0,0) € ¥ é de algum dos tipos
acima, é estruturalmente estavel com relagao a Z € Zle “l. ou seja pertencem a Eleeq. Na
secao 5.3 iremos analisar cada um desses itens separadamente para compreender quais
condigoes genéricas devem ser exigidas para que obtenhamos o resultado desejado. O
estudo de cada singularidade sera dividido em duas etapas, primeiramente analisaremos
a necessidade de impor condigoes genéricas a fim de garantir sua estabilidade estrutural

ZP i desdob a%
em Z; ' e posteriormente apresentamos os desdobramentos genericos que aparecem em

cada um dos casos.

5.2 Bifurcacoes Genéricas Locais de Codimensao

Um em Z°7¢

A classificagao das singularidades de codimensao um para sistemas de Filippov re-
versivel apresentada nesta secao serd desenvolvida seguindo a correlacao entre Z e
F(Z) apresentada anteriormente. Em Z°" defina o subconjunto X7 da seguinte
forma: “Z € YT se a origem é uma singularidade genérica de codimensdo um do
correspondente campo F' = F(Z) em X”. Deste modo Z € X" se, e somente se
Srev
1

F = F(Z) € x1. O préximo lema decorre da defini¢ao de % e dos resultados

apresentados na secao 2.1.

Lema 5.2.1 Y%7 € aberto e denso em ZE7°. Além disso X571 é uma subvariedade
1 1 1

de codimensao um de Z°T,

O resultado a seguir descreve o conjunto de bifurcagoes genéricas de codimensao um
para os campos de Filippov reversiveis, este resultado é uma consequéncia da discussao
anterior e da construcao apresentada na Secao 3.1, juntamente com as observagoes e

os lemas da Segao 2.1.
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s

Teorema 5.2.2 (i) Z (em Z7") é estruturalmente estdvel relativo a Z7™" se, e
somente se, F(Z) € estruturalmente estdvel relativo a x1; (ii) Z € estruturalmente
estdvel relativo a Z7"™° se, e somente se, Z € X7 (iii) As formas normais de
qualquer familia a um pardametro de campos de Filippov em Z°" passando por Zy €

YT e transversal a L7 sao:

(1) Todas formas normais dos campos de Filippov L7 -estruturalmente estdvel,

veja secao 4.1.

(2) Zy possui uma S-cispide em 03¢,

X(z,y) =1, a+2?), (v,y)ext

Zo(x,y) = )
(@) Y(z,y) = (-1,a+2%), (z,y)ex™

(5.3)
(3) Zy possui um S-nd em 0X;

X(z,y) = (az,x +by + ), (v,y)eXt
Za(l',y) = ) (54>
Y(;E,y): (—CLLE,!L‘—by—FO{), (I,y) S
coma=1,b=2 (oua=—-1,b=-2).

(4) Zy possui uma S-sela em OX°;

X(,y)=(,z—y+a), (v,y)€X’

Zo(x,y) = ,
(@) Y(z,y) = (—z, 2 +y+a), (z,y)e€X

(5.5)

(5) Zy possui um S-foco em 0L°;

X(w,y)=(r+y,~v+y+a), (z,y)€Xt
Zo(z,y) = . (5.6)
Y(Zﬂ,y>:<—$+y,—x—y+&), (LC,y)EE_
Agora que ja estabelecemos uma proposigao que classifica os campos Z = (X,Y) €
YT para os quais (0,0) € 9%¢ é uma singularidade genérica, ¢ interessante estudar

os desdobramentos genéricos destes campos. A seguir apresentamos estes desdobra-

mentos.
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a<0 a=0 >0

a<0

Figura 5.3: Desdobramentos genéricos das singularidades de codimensao um em Z°"¢
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5.3 Bifurcacoes Genéricas Locais de Codimensao

Um em Z°%

Neste caso, o fato de X = X¢ U X¢ além de possibilitar a existéncia de pseudo-equilibrio
de Z, possibilita a existéncia de bifurcacoes de codimensao um do tipo S-sela-né, bem
como algumas bifurcacoes globais de codimensao um que devem ser evitadas para
obtermos as bifurcagoes locais de codimensao um.

Sendo assim nesta se¢ao estudaremos separadamente as bifurcagoes de codimensao

uin.

5.3.1 Bifurcacao S-Cispide

Seja Z = (X,Y) € 7 e suponhamos que (0,0) € X°UX* seja uma S-cispide para Z,
isto 6, X f(0,0) = X2f(0,0) =Y £(0,0) = Y?£(0,0) = 0 e X*f(0,0) # 0 # Y?f(0,0)
e m(X(0,0)).m(Y(0,0)) > 0.

Tomemos a expansao de Taylor do campo X até ordem £k,

X(w,y) = (Alw,y), folay) = (D ala'y’, > b¥a'y?).

Utilizando as condigoes para que a origem seja uma cuspide para X obtemos:

1. Xf(0,0) =< X(0,0),Vf(0,0) >=0 — by = 0,

2. X2£(0,0) =< X(0,0), VX £(0,0) >= 0 — agybio = 0,

3. X3£(0,0) =< X(0,0)VX?f(0,0) ># 0 — agobag # 0.

assim concluimos que os termos byy = byg = 0 e agy # 0 # by, logo podemos supor,

sem perda de generalidade, que o campo X é da forma

X(z,y) = (a0, baoz® + O(|(z, 9)|)) -

Como agy # 0 podemos simplificar ainda mais o campo X reescalonando o tempo em

X. Da construcao apresentada na Segao 3.1, segue que

X = (a,b2? + O(|(z,y)["))  em T+,
Y = (a,~b2? + O(|(a,y)]")  em T,

7 —
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onde a = +1eb#0.

Assim temos o campo deslizante dado por,
Z(z,y) = a+ O(|(x,y))
Podemos entao enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 5.3.1 Seja Z = (X,Y) € X7 para o qual (0,0) € ¥ é uma cispide
de X, entdo (0,0) € uma S-cispide em 0%° U 0%° e o desdobramento versal de Z ¢

C°-equivalente ao desdobramento versal do campo Zy dado por

Xo(z,y) = (a,b2®* +a) em X

Zo(T,y) =
Yo(z,y) = (a,—bx? —a) em X~

onde a = sgn(agp), b = sgn(ba) € com agy € byy 0s coeficientes da expansdo de Taylor

em torno da origem de X.

Agora que ja estabelecemos uma proposicao que classifica os campos Z = (X,Y) €
Eleeq para os quais (0,0) € 3° U >¢ é uma S-cuspide, estudaremos os desdobramentos

genéricos destes campos.

ho >+ =

TeU S ze z*

> > >
a<0 a=0 a>0

Figura 5.4: Desdobramento genérico de uma S-ctispide de Z € Z©¢,

Como podemos observar na figura 5.4, para a < 0 temos o surgimento de duas

singularidade do tipo S-dobra, sendo uma hiperbdlica e a outra eliptica, separadas
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por uma regiao de deslize. Como visto anteriormente singularidades do tipo S-dobra
hiperbélica ou eliptica em ¥¢ U X% sdo de codimensao 0. A medida que aumentamos o
valor paramétro o a S-dobra hiperbdlica aproxima-se da S-dobra eliptica, colapsando
em « = 0 em um tnico ponto do tipo S-cispide pertencente a uma regiao de escape e
para o > 0, estas tangéncias desaparecem e todas trajetorias de X e Y interceptam

transversalmente e temos somente pontos regulares para campo deslizante e ¥ = ¥,

5.3.2 Bifurcacao S-Sela-No6

Seja Z = (X,Y) € ¥ para o qual X f(0,0) # 0 # Y f(0,0) e Z°(0,0) = (Z*)'(0,0) =0
mas (Z°)"(0,0) # 0, ou seja, em uma vizinhanga da origem nao existem tangéncias mas
(0,0) € 3 é uma sela-né para o campo deslizante. Para esta bifurcacao, temos duas
possibilidades: ¥ = ¥¢ e ¥ = ¥°, porém, ambas apresentam o mesmo comportamento
genérico, a colisao de dois pontos de equilibrio hiperbdlicos, como visto anteriormente
este pontos sao singularidades de codimensao 0, formando um ponto de equilibrio nao

hiperbdlico. Podemos classificar este comportamento através da proposicao abaixo.

Proposicao 5.3.2 Seja Z € Z9° para o qual a origem é uma singularidade do tipo
S-sela-nd para o campo deslizante Z°. FEntdo o desdobramento versal de Z é C°-

equivalente ao desdobramento versal do campo Zy dado por

Xo(z,y) = (az®* + a,b) em T,

Zo(z,y) =
Yo(z,y) = (ax® + o, —b) em X7,

onde a = sgn(Z°)"(0) e b = sgn(X f(0,0)).

Neste caso, temos somente um comportamento genérico, que ¢ ilustrado na Figura
5.5, tomando a = b = 1.

Consideremos Z = (X,Y) € X e suponhamos que (0,0) € X seja um ponto de
equilibrio hiperbdlico para X, ou seja, se A; é um autovalor de DX (0,0) entdao Re); #

0. Como ja foi discutido temos que (0,0) também é um ponto de equilibrio hiperbdlico
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i * :

e e e

\¢ | :
a<0

a=0 >0

M

Figura 5.5: Bifurcacao S-Sela-No.

de Y, isto é, se Ay é um autovalor de DY (0,0) entao Rely # 0. Com isso origem
pode ser uma singularidade do tipo S-no6, S-sela ou S-foco em % U 3¢, Estudaremos
cada uma destas situagoes separadamente. Posteriormente estudaremos as bifurcacoes

globais de codimensao um que ocorrem para campos em Z .

5.3.3 S-equilibrio Hiperbdlico

Considere Z = (X,Y) e suponhamos que (0,0) € ¥ seja um ponto de equilibrio
hiperbdlico para X, ou seja, se A ¢ um autovalor de DX(0,0), entdo Re(\) # 0.
Assim, a origem pode ser um né, uma singularidade tipo sela ou foco. Estudaremos
cada uma destas situagoes separadamente. Podemos estudar o caso em que a origem é

um ponto de equilibrio hiperbélico para Y de maneira analoga.

5.3.4 Bifurcacao S-N6

Nesta situacao, devemos impor condigoes genéricas muito parecidas com o caso an-
terior, como exigir que a constante 8 do campo deslizante Z*(z) = Bz + O(z?) seja
nao nula, entdao sempre teremos o campo deslizante definido. Porém, devemos evi-
tar o aparecimento de nés degenerados, isto é, casos em que as matrizes DX(0,0) e
DY (0,0) possuam apenas um autovalor, pois esta situacao acarretara bifurcagoes mais

degeneradas. Ilustremos esta situacao através de um exemplo.
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Exemplo 5.3.3 Seja Z = (X,Y) € Z°%4 onde X(z,y) = (v, +y) e Y(z,y) =
(z, —z+1). Tomemos Z, = (Xa,Ys) ¢ Z = (Xq,Y,) desdobramentos de Z, dados por

Xo(z,y) = (1+a)r,x+y) em T |

Zo(z,y) =

Yo(z,y) =1+ a)r,—x+y) em X~
~ )A(ia(i’,y):(ﬂf,l'ﬁ»y—a) em ZJF
Zo(z,y) =< ~

Yo(z,y) = (z,—x+y+a) em X~ .

Na Figura 5.6, podemos ver os retratos de fase destes desdobramentos para os
diferentes valores de a. Quando « # 0, temos que (0,0) € ¥ é um né hiperbélico para
0 campo Z,, possuindo dois autovalores distintos. Quando a < 0, os nés hiperbdlicos
(0,—a) € ¥~ e (0,a) € £ sdo singularidades ndo admissiveis dos campos X, e Y,
respectivamente, isto é, sao singularidades nao admissiveis do campo Zl. Para a > 0,
temos um ponto critico admissivel em X1, e um outro ponto critico admissivel em
7. Além disso a origem é um ponto critico hiperbdlico para o campo deslizante Z;
Deste modo, é facil concluir que estes desdobramentos nao podem ser C°-equivalentes
e portanto temos uma bifurcacao de codimensao maior que um.

Uma das condigbes genéricas que deve ser imposta é que DX (0,0) (consequente-
mente DY (0,0) ) possua dois autovalores distintos. Como consequéncia, a origem como
ponto critico de X terd dois auto-espacos que sao tangentes a suas variedades fracas
e fortes. E importante observar que, em sistemas dinamicos suaves, tais variedades
nao precisam ser preservadas por C’-equivaléncias, porém em Sistemas de Filippov re-
versiveis e equivariantes deverao ser preservadas, pois Y-equivaléncias e equivaléncias
topoldgicas devem preservar as regioes de X.

Uma dltima questdo que deve ser observada é que, se m(X(0,0)) = 0 entdo
m(Y(0,0)) = 0 e consequentemente teremos a conexao de duas singularidades ad-
missiveis do tipo né com o pseudo-equilibrio hiberbdlico do campo deslizante (pseudo-

sela nao hiperbdlica), acontecendo uma bifurcacao de codimensao maior que um.

Exemplificaremos esta situacao a seguir.
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Exemplo 5.3.4 Consideremos a familia a um parametro Z, = (X,,Y,) € £2°° dada

por

Zu(a.y) = (x,—x + 4y — 4a) em BT ‘
(z, 2+ 4y + 4o) em ¥~

Para o = 0, a origem é um S-N¢ instavel para o campo Z e é facil ver que
o auto-espaco forte associado ao ponto critico de X ¢é paralelo ao auto-espaco forte
associado ao ponto critico de Y. Observe que, para valores de a > 0, (0,0) € X é
uma pseudo-sela para o campo deslizante Z5 e (0,a) € 7, (0,—a) € X~ sdo nos
instaveis para os campos X e Y respectivamente. Como podemos ver na figura ......
as singularidades (0,0) € ¥ e (0,a) € X1 ((0,0) € ¥ e (0,—a) € X7) sdo ligados por
um arco de trajetéria contido no auto-espaco forte do ponto critico em X+ (X7). Logo
Zy ¢ 34, pois podemos destruir facilmente tal conexao dando origem a uma bifurcacao
de codimensao maior que um. Assim, a ultima condicao genérica que deve ser exigida
é que m1(X(0,0)) # 0 (m(Y(0,0)) # 0) Portanto, afim de que Z € ¥;, devemos impor
as seguintes condigoes genéricas:

L m(X(0,0)) # 0,

2. Wi”°(0,0) h X,

3. Z*(x) = Bx + O(x*) com B # 0,

4. os autovalores de DX (0,0) sao distintos.

Como estamos interessados nos campos Z = (X,Y) € Z°9 temos que o campo Y
também deve satisfazer as condigoes 1,2 e 4 citadas acima.

Uma vez que estudamos as condigoes genéricas necessarias para que um campo
Z = (X,Y) € Z9% para o qual a origem é um ponto de equilibrio hiperbélico do
tipo né dos campos X e Y colidindo com a descontinuidade X, isto é, a origem é um
S-N6 de Z, seja estruturalmente estavel com relacio a L7, apresentaremos agora
alguns desdobramentos genéricos para este tipo de singularidade. Estes comportamen-
tos genéricos serao determinados pela estabilidade do n6 e também pela posicao das
variedades lenta e rapida associadas a este ponto critico. Sem perda de generalidade,

consideraremos que a origem é um no estavel para o campo X consequentemente de-
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Z,,a>0

Z,,0<0

Z .,a>0

a’

Figura 5.6: Desdobramentos do campo Z apresentado no Exemplo 5.3.3.

vido a simetria a origem também serd um no estavel para o campo Y. Como ja foi
mencionado anteriormente, teremos sempre definido o campo deslizante Z° e os pon-
tos criticos no desdobramento aparecem na intersecao da reta iséclina £ = 0 com a

subvariedade de descontinuidade X.

b

SN s = s

a<0 a=0 a>0

Figura 5.7: Desdobramentos genéricos de uma singularidade do tipo S-Né estéavel.

Neste caso, SN, temos que a regiao de descontinuidade é decomposta como > =
Ye U Xs. Para valores a < 0 dois pontos criticos admissiveis em X7 e ¥~ de X e Y
respectivamente coexistem com uma pseudo-sela hiperbdlica para o campo deslizante

Z*. Para valores de > 0, o campo X tem um ponto critico nao-admissivel em >~
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e temos o aparecimento de um pseudo-né hiperbédlico para o campo deslizante Z°. As

formas normais topoldgicas para SN com sao dadas por

(=3z+y+a,x—3y—3a) em 5T
Za (xaa ya) = .
(=3z —y+a,—x — 3y +3a) em X~
A situagao em que a origem é um né instavel pode ser estudada de maneira analoga,
sempre analisando as intersecoes entre as curvas y = 0 e © = 0, que indicam onde
ocorrem os pontos de tangéncia em Y e onde surgirao os pontos criticos de Z° no des-
dobramento genérico de Z, respectivamente. Outras posigoes relativas para as curvas
isoclinas podem ser facilmente estudadas, porém a abordagem deste trabalho nao re-

quer que examinemos todos estes casos separadamente, pois além de ser uma tarefa

exaustiva, torna-se também muito repetitiva.

5.3.5 Bifurcacao S-Sela

Considere Z = (X,Y) € Z9° e suponha que (0,0) € ¥ é tal que X(0,0) = (0,0)
e DX(0,0) tem autovalores Ay < 0 < A\¥. Sejam W*(0) as variedades instdveis e
estdveis de (0,0) em XF, respectivamente. Neste caso devemos impor trés condigoes
genéricas para que Z pertenca a Zleeq, estudaremos por que tais condicoes devem ser

impostas através de exemplos.

Exemplo 5.3.5 Consideremos

X(I,y) = (JI, —y—|—l’2> em $F

Z(x,y) =
0) Y(z,y) = (x,—y — 2*) em .

Observe que W (0,0) e W*(0,0) sao tangentes a subvariedade de descontinuidade
Y], como podemos ver na Figura 4.1. Consideremos entao, duas familias de campos

Z,=(X,,Y,) e Zu = ()N(M,XN/H), onde

Xu(x,y) = (z,px —y +2°) em B¥
ZM(Iay) = ;
Vi(z,y) = (v, —pz —y — 2*) em %~
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= Xu(z,y) = (z,p—y+2?) emx*
Zu<2?,y) = ~ 9 _
Y(v,y)=(r,—p—y—2°) emX".

Obviamente Z = Zy = Zy. Assim, podemos fazer ||Z — Zul, 112 — ZMH < € para

¢ arbitrariamente pequeno. Logo, para qualquer e-vizinhanca de Z € Z°, teremos
campos do tipo Z, e EM. Entre outros fatores, a decomposicao da regiao de descon-
tinuidade X nos impede de construir uma C°-conjugagao entre Z,, e Zu- Entao, neste
caso, temos uma bifurcacao de codimensao maior do que um. De maneira andloga,
podemos construir facilmente um exemplo no qual W$(0,0) e W2(0,0) é tangente a 3.

Deste modo, concluimos que, quando W(0,0) e W*(0,0) ou W$(0,0) e W=(0,0)
sao tangentes a subvariedade, teremos uma bifurcacao de codimensao maior que um e

assim devemos impor a condigao genérica de que W.*(0,0) e W**(0,0) sejam trans-
%\}0 \JEA\‘) (L(? Z.u"u>0

versais & 2.

V4

ws !
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)

W
it

B\ /&
IR

=
\%
o

Z,,u<0 Z,,

Figura 5.8: Desdobramentos do Sistema de Filippov apresentado no Exemplo 5.3.5.

Exemplo 5.3.6 Considere a familia de campos Z, = (X,,Y,) € Z°%, com «a € R,
dada por

Xo=(z,20 —y+),Y, = (2, 2x —y — a).
Em a = 0, temos W(0,0)||W5(0,0), além disso (0,0) € X é um ponto de equilibrio

hiperbdlico do tipo né (instével) para o campo deslizante Z°. Para valores positivos
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de a, temos trés singularidades para o campo Z,; (0,0) € X é um ponto de equilibrio
hiperbdlico do tipo né (instdvel) para o campo deslizante Z°, (0,«) € XT e (0, —«) €
37 sao pontos criticos do tipo sela hiperbélica para X, e Y,, respectivamente.
Observemos que W(0,0) N W3(0,«) # ¢ e W*(0,0) N W2(0, —«) # ¢, portanto
temos uma ligacao heteroclinica entre tais singularidades. E facil ver que com pequenas
rotacoes podemos “destruir’a conexao dos dois pontos criticos tipo sela com o pseudo-
equilibrio hiberbdlico do campo deslizante, de modo que, teremos uma bifurcacao de
codimensao maior que um, veja figura 5.9. Assim, para evitar que ocorram conexoes
de separatrizes de sela no desdobramento genérico de Z, devemos adicionar a condi¢ao
de que Yj possua as suas variedades estaveis e instaveis em (0,0) € ¥ transversais as

variedades estéveis e instdveis de Xy em (0,0) € 2.

L
~R\\ ,

a<0 o=0 o0

\

S

Figura 5.9: Desdobramentos do Sistema de Filippov apresentado no Exemplo 5.3.6.

A dltima observacao que deve ser feita é que, quando a origem é uma S-sela hi-
perbdlica para o campo Z, a curva de descontinuidade pode ser escrita como ¥ =
YUY, de modo que sempre temos definido o campo deslizante Z5. Em uma vi-
zinhanca da origem, este pode ser escrito na forma Z°(x) = Sz + O(2?) e pode ser
estendido para (0,0) € 93¢ U 0%° de modo que Z°(0,0) = 0. Assim, devemos exigir
que 8 # 0 para que a origem seja um ponto de equilibrio hiperbdlico de Z*, evitando
bifurcagoes de codimensao maior que um.

Deste modo, devemos impor trés condicoes gendricas para que um campo Z € Z°¢
para o qual a origem é S-sela hiperbdlica de Z pertenca ao conjunto Eleeq.

Sumarizamos abaixo tais condigoes:
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1. W™*(0,0) h W™*(0,0),
2. W*(0,0) M X e W(0,0) h ¥,

3. Z*(x) = Bz + O(x?) com [ # 0.

y=0 =0

y=0 X=0

Figura 5.10: O ponto T e P indicam onde ocorrem uma S-tangéncia de Z e um ponto

critico de Z*, respectivamente.

g
; i<0 ,
x-0>< X >< XX-O
SS1 SS2 SS3 SS4

Figura 5.11: Posicao das retas isoclinas com relacao aos auto-espacos.

Agora que ja estabelecemos as condigoes genéricas necessarias para obtermos uma
bifurcacao de codimensao um, vamos estudar os desdobramentos genéricos para este
tipo de singularidade. Como a origem é um ponto de sela hiperbdlico para o campo X
e para Y, segue que a regiao de descontinuidade Y ¢ decomposta como ¥ = STuUx’
de modo que sempre teremos o campo deslizante Z* definido na regiao. Observemos

que p € ¥X*UX° é um ponto de equilibrio para o campo deslizante Z° se, e somente se,
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X(p) = AY (p), com A € R. Da propriedade 9 apresentada na sec¢ao 3.2, isto equivale
a dizer que p é tal que X f(p) #0# Y f(p) e m(X(p)) = m(Y(p)) = 0.

Na Figura 5.11, mostramos a posigao, relativa aos auto-espacos, das retas iséclinas
em cada uma das formas normais que serao apresentadas. O caso em que & = 0 coin-
cide com um dos auto-espacos nao precisa ser considerado devido a primeira condi¢ao
genérica imposta. Para ilustrar estes comportamentos genéricos, notemos pela ob-
servacao acima, os pontos criticos do campo deslizante Z° surgirao na intersecao da
curva iséclina £ = 0 com a curva de descontinuidade Y2, pois sobre a curva © = 0 o
campo X é vertical, como podemos observar na Figura 5.10. Ainda mais, a interse¢ao
das curvas y = 0 e X nos indica o ponto 7" onde o campo X e tangente a . Teremos
basicamente quatro casos genéricos, denotados por SS; e ilustrados na Figura 5.12.

As formas normais para SS; sao dadas por Z! = (X!, Y}) definidos por

XM(x,y) = (-2 —3y+3a, -3z —y+a) em X+

Zi(x,y): )
Y2, y) = (—2+ 3y +3a,3z —y —a) em ¥~
X2(z,y)=(2r—y+a,z+y—a) em Xt

Z(e.y) (z,y) = ( y y—a) |
Yi(z,y)=(—2z+y+ao,—x+y+a) em S
X3(z,y)=2x —y+ 2,2 —2y+a) em BT

Zi(a,y) = () = (2o =yt 5 v+e) :
Vi(z,y)=2e+y+ %, —2—-2y—a) em X~
Xz, y)=(r—3y+3a,-3z+y—a) emI"

Zi(y) = (z,y) = (z = 3y y—a) |

YHz,y)=(z+3y+30,3z+y+a) em X~

5.3.6 Bifurcacao S-Foco

Consideremos Z = (X,Y) € Z9¢ e suponhamos que a origem seja uma singularidade
do tipo S-foco para Z. Desta maneira, temos sempre definido o campo deslizante, ao
passo que (0,0) € ¥ pertence a 0%° N J%°.

E possivel mostrar que, neste caso, o campo deslizante definido em ¢ ou X°,

tomando-se uma carta local, é da forma Z*(x) = Bz + O(2?), onde B8 depende das
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Figura 5.12: Bifurcagao S-Sela em Z°¢.

constantes da expansao de Taylor de X. Portanto, devemos exigir que § # 0, ou seja,
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que a origem seja uma singularidade hiperbdlica do campo deslizante Z°.

A fim de obter uma bifurcacao de codimensao um, outra questao deve ser observada
no desdobramento genérico de Z = (X,Y). Seja Z, = (X,, Y,) um desdobramento de
Z. Suponhamos que para a > 0 tenhamos pontos criticos S € Xt e S, € ¥~ de X, e
Y, respectivamente. Sabemos que o ponto T, onde alguma trajetéria de Z, possui uma
S-dobra ¢ dado pela intersecao entre a curva y = 0 e X e também que o ponto critico
P, do campo deslizante Z° ocorre no ponto em que & = 0 e X se interceptam. Deste
modo, devemos observar as trajetérias de Z, por T,, e dependendo da intersecao entre
ox.(t,Ty), vy, (t,T,) e X (veja Figura 5.13), teremos trés casos genéricos. Devido a
reversibilidade estudaremos as condigoes somente sobre o campo X, um estudo acerca

das condicoes sobre o campo Y pode ser feito de meneira analoga.

Figura 5.13: Possiveis intersegoes entre v, = {¢x,(t,T),t > 0} e X, e v =
{@Ya(t,T),t > 0} e 2.

Quando px, (t,T,)NE # {P,} (Figura 5.13 (a) e (c)), teremos bifurcacoes genéricas
de codimensao um cujos desdobramentos genéricos serao estudados a seguir. Porém,
se px,(t,T,) NX = {P,}, teremos uma bifurcagdo de codimensao dois, chamada S-
foco degenerado. No S-foco degenerado, para a < 0, temos o surgimento de um
pseudo-ciclo deslizante L, e uma conexao entre a S-dobra 7T, e o ponto critico do
campo deslizante P,. Assim, devemos exigir que, no desdobramento genérico de Z,,
tenhamos {¢x,_ (t,T,),t >0} N # {P,}.

Para melhor ilustrar os comportamentos genéricos que aparecem para este tipo
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de singularidade, consideraremos que a origem é um S-foco instavel e possui rotagao
no sentido anti-horario. Os outros casos podem ser estudados facilmente invertendo
a orientacao das érbitas e/ou reflexdo das figuras com rela¢do ao eixo vertical. Deste
modo, teremos trés casos genéricos, denotados por SF; (i = 1,2, 3), que estao ilustrados
na Figura 5.14.

Em todos os casos, para «a # 0, teremos um ponto de S-dobra T,, que sera
invisivel para o < 0 e visivel para o > 0. Além disso para a > 0 teremos em todos
os casos o aparecimento de dois pontos criticos admissiveis S € X e S, € X7 de
X e Y, respectivamente. Como ja mencionamos, os casos genéricos sao distinguidos
pela posicao relativa das curvas isoclinas do foco e pelo comportamento da érbita
¢x.(t,T,). Em todos os desdobramentos SF;(i = 1,2,3), temos ¥ = X¢ U X5, Em
SFi, para a > 0, temos o aparecimento de uma S-dobra visivel e de uma pseudo-
sela do campo deslizante, além disso surge uma regiao de pseudo-ciclos estaveis do
campo deslizante, limitada entre o pseudo-ciclo distinguido estavel Lp_, dado pela curva
Wi (P,) U{P.,} UW2(P,) e pelo pseudo-ciclo distinguido estavel que passa pelo ponto
T., além disso os dois pontos criticos admissiveis ST € ¥ e S, € ¥~ que aparecem
estao no interior de todos os psudo-ciclos deslizantes. Enquanto que, para a < 0,
temos uma S-dobra invisivel T,,, e de um pseudo-né P, do campo deslizante Z°, neste
caso temos o aparecimento de uma regiao de pseudo-ciclos estruturalmente estaveis,
delimitada pelo pseudo-ciclo distinguido estruturalmente estavel Lp, que passa por P,.

O segundo caso genérico, SFy, difere de SF) pela posi¢ao onde @y, intersepta X,
correspondendo SFy ao caso mostrado na Figura 5.13 (a), e SF| a situacao descrita
em (c). Entao para o > 0 nao temos a formagao de pseudo-ciclo deslizante, mas os
pontos de S-dobra visivel T,, e a pseudo-sela do campo deslizante P, persistem. J&
para o < 0 novamente temos uma regiao de pseudo-ciclos deslizantes estruturalmente
estaveis delimitada pelo pseudo-ciclo distinguido estruturalmente estavel Lp, que passa
pelo ponto P,.

Como podemos ver na Figura 5.14, em SFj3 a curva isoclina © = 0 intercepta >°,

para valores de o negativos, dando origem a um pseudo-n6 P, para o campo deslizante
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Z*® e novamente temos uma regiao de pseudo-ciclos estaveis delimitada pelo pseudo-
ciclo distinguido estavel Lp, que passa pelo pseudo-né P,. Para o > 0, também temos
a formacao de uma regiao pseudo-ciclos deslizante estaveis delimitada pelos pseudos-
ciclos distinguidos estaveis Lp_ , L, , como ja foi discutido em SFj. Novamente os dois
pontos criticos admissiveis S € T e S, € X7 que aparecem estdo no interior de
todos os pesudo-ciclos deslizantes.

As formas normais para os desdobramento genéricos SF; (i = 1,2, 3) apresentados
na figura 5.14 sao dadas por Z! = (X,,Y,), onde
Xo(z,y) = (x — 2y + a,4x) em X

Z z,y) = :
Yo(z,y) = (x +2y + a,—4x) em X~

) Xo(z,y) = (r — 2y + o, 3z) em X+
Zolw,y) = .
Yo(z,y) = (x+2y+ o, —3z) em X~

5 Xo(z,y) = (—x — 2y + 2, 42 + 2y — 2a) em T
Za<x7y) = .
Yo(z,y) = (z + 2y + 20, —4x 4+ 2y + 2a) em ¥~

5.4 Bifurcacoes Globais de Codimensao Um em Z°"¢

De maneira andloga ao que ocorre em Sistemas Dinamicos Suaves, nos desdobramentos
genéricos de bifurcacgoes locais de codimensao dois, aparecem bifurcagoes globais de
codimensao um. Portanto, é necessario que fagcamos um estudo apropriado de alguma
destas bifurcacoes globais. Como exemplos de bifurcacoes globais em Sistemas Planares
de Filippov com simetrias, podemos citar as bifurcacoes globais que ocorrem em X+ U
37, como bifurcacoes envolvendo conexoes de separatrizes de sela, érbitas periddicas
e ciclos, entre outros. Porém, precisamos estudar as bifurcacoes globais que envolvem
pontos de ¥, por exemplo, bifurcagoeses de ciclos deslizantes e de costura. Estudaremos
neste captulo os casos que apresentam em seu desdobramento, no nosso ponto de vista,
um comportamento rico e interessante. E importante lembrar que em Sistema Planares
de Filippov podem existir separatrizes ou variedades estaveis (instaveis) que alcancam

os respectivos pontos em um tempo finito, como, por exemplo, as variedades estaveis
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W.(F,)

a<0 a=0 a>0

a<0 a=0

a=>0

Figura 5.14: Desdobramentos genéricos de uma singularidade do tipo S-Foco em Z©¢.

(instaveis) de um ponto de dobra-regular. De fato, a maior parte das bifurcagoes
globais de codimensao um podem ser vistas como conexoes de separatrizes entre dobras-

regulares.
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5.4.1 Conexao de Separatrizes entre S-Dobras
Conexao Homoclinica

Consideremos Zy = (X, Yy) € 297V, Seja T um ponto S-dobra para Z;. Suponhamos
primeiramente que Wi (Ty) = W5 (Tp), de modo que as érbita de X e Yy passando por
Ty sao érbitas fechadas hiperbdlicas que tangénciam a curva de descontinuidade > em
Ty. Teremos um caso genérico que depende da estabilidade das orbitas periddicas.
Este ¢ ilustrados na Figura 5.15 e denotados por SC'B. Podemos considerar, sem
perda de generalidade, que a drbita periédica de X, estd orientada no sentido anti-
horario, consequentemente a orbita periddica de Y, também esta orientada no sentido

anti-horario, pois, Ty € »¢. Os outros casos podem ser estudados analogamente.

Figura 5.15: Bifurcacao de Ciclos Limites.

Em SCB, sem perda de generalidade, consideramos que a orbita periddica Lg ¢ um
ciclo limite atrator. Para valores negativos de «, alguma orbita contida no interior do
ciclo L U L, tangéncia ¥ em uma singularidade do tipo S-dobra singular T}, e, devido
a estabilidade de Ly temos o surgimento de uma érbita periddica de costura distinguida
passando por T,. Para o > 0, temos um ciclo limite estavel (atrator) L} C X7 e um
ciclo limite repulsor L, C X~ alguma 6rbita fora das regices delimitadas por L} e por
L tangéncia X em uma singularidade do tipo S-dobra singular 7, dando origem a

uma orbita periédica distinguida que passa por T,.
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Conexao Heteroclinica

Suponhamos agora que Tj e fo sao pontos do tipo S-dobras hiperbdlicas para X, e Yy,
com W(Ty) = Wi (Tp) desta forma WHTo) UToUW? (Ty) UT, é uma érbita periédica
de costura distinguida. Assumimos que W (7p) intercepte transversalmente em uma
regiao de costura situada a esquerda de Ty, dando origem a uma oOrbita peridédica de
costura distinguida que passa por fo, e portanto fo ¢ uma conexao de duas drbitas

periodicas de costura distinguida como ¢ mostrado na Figura 5.16

Para valores pequenos do parametro «, temos o desaparecimento da conexao das
6rbitas periddicas de costura, tanto para « negativo quanto positivo. Quando a < 0,
a conexao entre as Orbitas periddicas de costura distinguidas se desfaz dando origem
a duas 6rbitas periddicas de costura distinguidas passando pelos pontos T, e ﬁ, além
disso, temos que a Orbita periédica de costura passando pela S-dobra hiperbdlica T,
estd contida na regiao delimitada pela érbita periddica de costura distinguida pas-
sando pela S-dobra hiperbdlica ﬁ Para o > 0,a conexao entre as orbitas periddicas
de costura distinguidas se desfaz dando origem a duas Orbitas peridédicas de costura

distinguidas passando pelos pontos 7. e 1. com seus interiores disiuntos.

Figura 5.16: Desdobramento genérico de um ponto de conexao de duas orbitas

periddicas de costura distinguidas.

Considere o campo Z, € Z°" possuindo dois pontos de S-dobra visiveis, Tj e
Tp, conectados por duas ligagao heteroclinica W¥(Tp) = Wi(fo), mas de modo que

a variedade instavel de Ty nao intercepte ¥ préximo a Ty, como no desdobramento
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genérico mostrado na Figura 5.17. Apesar de termos um retrato de fase com algumas
caracteristicas em comum ao apresentado em 5.16, temos uma bifurcagao mais simples
e, para pequenas perturbacgoes de Zj, sempre temos o surgimento de uma tnica érbita
periodica de costura distinguida, isso ocorre devido a quebra das conexoes heteroclinica
entre as S-dobras hiperbdlicas.

Dado Zy = (Xo,Yy) € 297, suponha que Ty € 0%° e To € 0%¢ sdo pontos do
tipo S-dobra hiperbélica de Z, que existam as conexdes L, =% (Tp) = Wj(fo) e

W(Ty) = W2 (Ty). Conforme ilustrado na Figura 5.17

Figura 5.17: Conexao entre duas S-dobras singulares visiveis.

Esta bifurcacao global de codimensao um aparece em diversas bifuracacoes locais
de codimensao dois, como por exemplo, no desdobramento da singularidade do tipo
rabo de andorinha de codimensao dois, apresentada no Teorema 6.1.1. Vale ressaltar
que as bifurcacoes globais de codimensao um em Z°" aqui apresentadas nao todas as

globais de codimensao um em Z°V.



Capitulo 6

Bifurcacoes Genéricas Locais de

Codimensao Dois

6.1 Bifurcacoes Genéricas Locais de Codimensao

Dois em Z°7

Como antes utilizaremos as formas normais das singularidades de codimensao dois de
campos de vetores definidos em variedades com bordo, apresentadas na secao 2.1, para
deduzirmos os tipos topoldgicos de familias genéricas a dois parametros de campos de
Filippov em Z°7. Recordemos que se Z estd em Z5™ = ZP™\ X7 entdo o
correspondente F' = F(Z) estd em Xy = &) \ x1 e vice-versa.

Considere agora os conjuntos: Z5™ = Z7™ \ ©7" e 35" o conjunto dos ele-
mentos Z € Z°7 tal que (0,0) é uma singularidade de codimensao dois de F' = F(Z).
Utilizando consideracoes andlogas as consideracoes feitas na secao anterior o seguinte

teorema ¢é consequéencia do lema 2.1.8.

Teorema 6.1.1 (Classificagao das singularidades de codimensao dois em Z°7")
A) No espago das Familias de Campos de Filippov em Z°™° a dois parametros um
conjunto aberto e denso € formado pela familias genéricas Y-equivalente as sequintes

formas normais:
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(1) Todas as formas normais listadas no teorema 5.2.2;

(2) Zoo possui uma S-rabo de andorinha em 03°;

(1,623 + azx + 8), (z,y)e X"

Zaﬂ(xvy) =
(-1, b2* +ax+B), (z,y) €™

(3) Zoo possui uma S-sela-nd em OX°;

(a(x —y)+ B +y),a+ (r+v)?), (v,y)eXT

(3a) Zap(x,y) = )
(—a(z+y) + By —x),a+ (x—y)?), (z,y) X

(x—y+plr+y)ataz+y)?), (vy) e’

(3b) Zap(z,y) = )
(—(x+y) + By —a),atalx—y)?), (r,y)eX

com a = *1.

(4) Zoo possui uma S-Bifurcagao Hopf em 0X¢;

Zap(,) (—y+z(a+a?+1?),z—yla+a?+y?) +§), T
aﬂxuy:
(—y+z(a+2>+9y*), v +yla+22+9y*)+8), %~

(5) Zoo possui uma S-NJ Degenerado em 0%°;

(x+ay,z+y+pP), (x,y) Xt
Zaﬁ(l',y) -
(—QZ—FOé’y,SL’—y—FB), (x7y>€2_

(6) Zoo possui uma S-Sela Tangente em OX°;

(xval‘_y_’_axz_’_ﬁ)v (x7y)62+
Zag(l‘,y) =
(—z,ar +y+ar?+6), (rv,y)en

(7) Zoo possui uma S-No6 Tangente em 0X°;

(az,ax+by £ 322+ 3), (z,y) €Lt

Zaﬁ(xay) =
(_axval‘_byiglj—f—ﬂ)? (ZL‘,y) ex”
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A fim de ilustrar um desdobramento dessas formas normais estudaremos agora o
desdobramento genérico de uma singularidade S-rabo de andorinha em 0%¢. Notemos

que neste caso temos que X e Y nao possuem pontos criticos.

Estudaremos entao a possivel existéncia de singularidades do tipo dobra-dobra para

o campo Z,3. Notemos que
Xopf(@,y) = Yopf(z,y) =2° + oz + 3

Portanto, caso existam singularidades dobra-dobra para o campo estas devem acontecer

no ponto (z,0) com z satisfazendo a equagao
2} +ar+ =0. (6.1)

Se x = u + v entao a equagao toma a forma

(u® + 0% + B) + (Buv + a)(u +v) = 0.

Uma solucao desta equacao é dada pelo sistema

3

Somos conduzidos ao problema de achar dois ntimeros u3, v® dos quais a soma S =

— a3 , . , .
u? +v3 = —B e o produto P = u?v® = =7 Como ¢ sabido esses numeros sao as duas

solugoes T, e T_ da equagao auxiliar do 2 grau
T2 - ST+ P=0,

a qual possui discriminante dado por D(a, 8) = 3% + %.
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Temos as seguintes condicoes para equacao 6.1
1. D(a, 8) =0, a equagao 6.1 possui 3 raizes reais, onde duas sao repetidas,
2. D(«, B) > 0, a equagao 6.1 possui 1 raiz real e 2 complexas,

3. D(a, B) < 0, a equagao 6.1 possui 3 raizes reais distintas.

Observe que para [ = 0 temos solucao para equacao 6.1 somente se a < 0. Notemos
que X25f(z,y) = 32" + a e Y3 f(x,y) = —32° — a.

No espaco de parametros aff, a curva dada pela unido das curvas D(a, ) = 0,
{(a,0) : a < 0} e a origem («,5) = (0,0) divide uma vizinhanca de (0,0) em trés
regioes abertas, onde em cada uma dessas regides o retrato de fase de Z apresenta

comportamentos distintos, como ¢é representado na figura 6.1.

Figura 6.1: Desdobramento genérico de uma singularidade S-rabo de andorinha de um

Orev

campo de Filippov em Z



Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

No decorrer de nosso trabalho apresentamos os sistemas de Filippov Reversiveis e Equi-
variantes, discutimos a relacao desses sistemas com os sistemas dinamicos induzidos
por campos de vetores suaves definidos em variedade com bordo, bem como a relacao
com os campos suaves reversiveis. Classificamos as singularidades de codimensao 0, 1
e 2 para os Sistemas de Filppov planares Reversiveis e as singularidades de codimensao
0, 1 para os Sistemas de Filppov planares Equivariente, ambas as classificagoes foram
feitas para uma involucao cujo eixo de simetria é dado pela variedade de descontinui-
dade. Poderiamos prosseguir com nosso trabalho esbocando todos os desdobramentos
das formas normais dadas no teorema 6.1.1. Na mesma linha de raciocinio da secao
5.4, porém com um pouco mais de trabalho, podemos estudar as bifurcacoes globais
de codimensao um para sistemas de Filippov planares Equivariante e posteriormente
utilizar esta classificagao para obter as singularidades genéricas de codimensao dois
sistemas de Filippov planares Equivariante.

Também podemos assumir outra involugao que satisfaca as condi¢oes de reversi-
bilidade ou equivariancia, e para esta involucao, perguntar sobre a classificacao das
singularidades dos sistemas de Filippov planares Revesiveis e dos sistemas de Filippov
planares Equivariante.

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma pré classificacao das singuaridades

genéricas de baixa codimensao para uma involucao ¢ : R%, 0 — R?,0, que sao germes
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de difeomorfismos de classe C* (em 0), onde S = Fixz(¢) e dimS = 0 com ¢ # Id.
Sabemos do Teorema de Bochner-Montgomery, secao 2.2, que neste caso dadop € S =
Fix(¢) entdo ¢ é C*-conjugada a ¢(z,y) = (—z,—y) em py = (0,0). Realizaremos
nossa analise em R? 0 N U, e fixaremos f(z,y) = ¥.
Notemos que nestas coordenadas temos localmente nas vizinhanca da origem,

S ={(0,0)} com ¢(x,y) = (—x, —y), respectivamente.

Estamos interessados em classificar as singularidades genéricas e Bifurcagoes de

baixa codimensao dos campos de Filippov pertencentes aos conjuntos
o ZOUrev = {7 € Z" : dimS = 0}
o ZU4 ={7 € Z°: dimS =0}

Faremos a seguir, separadamente, um breve estudo sobre as propriedades desses
campos, apresentamos suas singularidades de codimensao 0, e algumas de suas singu-
laridades de codimensao um, além disso, indicaremos algumas dire¢oes para trabalhos

futuros.

7.1 Singularidades Genéricas de baixa codimensao

em Z@rev

Neste caso o retrato de fase de Z é simétrico pela origem. Pela condicao de reversibi-

lidade temos que Z = (X,Y’) é dado por

Z([L’,y) _ X(f,y) = (fl(a:a )7f2(x7y)) em 2+7 (71)

Y(z,y) = (fi(—2,—y), fo(—2, —y)) em X~

Notemos que se (0,0) é um ponto regular X temos que (0,0) é um ponto regular
Z pertencente a ¢, de fato, Y f(0,0) = X f(0,0) # 0 e Y f(0,0)Xf(0,0) > 0. Se
(0,0) é um ponto de tangéncia de X entao (0,0) é uma S-tangéncia regular de Z, de

fato, Y £(0,0) = X f(0,0) = 0 e m(X(0,0))m (Y (0,0)) > 0. Como consequéncia temos
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que toda trajetéria passando por (0,0) é hoemomorfa a R. Neste caso, é ficil ver
que qualquer S-singularidade do campo Z possui codimensao maior que zero, isto €,
temos que um campo Z € Z9 definido nas vizinhancgas da origem ¢é estruturalmente
estavel se, e somente se, (0,0) € X¢ A seguir apresentamos os desdobramentos das

singularidades do tipo S-dobra e para campos Z € Z°",

7.1.1 S-dobra hiperbdlica em Z“"

Seja (0,0) € ¥ uma dobra do campo X, isto é, X f(0,0) = 0 e X f?(0,0) > 0. Sem
perda de generalidade suponhamos que 7 (X(0,0)) > 0. Da expressao 7.4 segue que
Y £(0,0) = 0, Yf%(0,0) < 0 e m(Y(0,0)) > 0, portanto (0,0) é uma S-dobra hi-
perbdlica pertencente a 0X¢ N JX%°.

Proposicao 7.1.1 Seja Z = (X,Y) € Z9"". Suponhamos que (0,0) é uma S-dobra
hiperbdlica de Z. Entdo o desdobramento versal de Z é C°-equivalente ao desdobra-

mento versal do campo Zy dado por

Xo(z,y) = (a,ax + @) em ST
Zuag) = Kelov) = worta) , r2)
Yo(z,y) = (a, —ax + o) em X~

onde a = sgn(m1(X(0,0))).

Denotamos esta bifurcacao por SDH, para uma andlise de seu comportamento
tomamos a = 1 na proposicao 7.2. Como podemos observar em SDH para valores de

a # 0, temos surgimento de uma regiao de costura entre dois pontos de dobra-regular.

7.1.2 S-dobra eliptica em Z“"

A proposicao abaixo classifica as singularidades S-dobras elipticas em Z©"¢,

Proposigao 7.1.2 Seja Z = (X,Y) € Z°". Suponha que a X f(0,0) = 0, X f2(0,0) <
0 em(X(0,0)) >0. Entdo Y £(0,0) =0, Y f2(0,0) >0 e m(Y(0,0)) >0, isto é (0,0)
¢ uma S-dobra eliptica pertencente a 0X° N 0%°, cujo desdobramento versal de Z é

CO-equivalente ao desdobramento versal do campo Zy dado por
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Xo(z,y) = (x+a,—ax +a) em BT
Zuz={ 0 fen 73
Yo(z,y) = (—x + a,ax + o) em X~

onde a = sgn(m (X (0,0))).

Denotaremos esta singularidade por SDE. Notemos que assim como no caso da
S-dobra hiperbdlica, aqui também temos o surgimento de uma regiao de costura entre

dois pontos de dobra-regular.

7.2 Singularidades Genéricas de baixa codimensao

em Z©%

Neste caso o retrato de fase de Z ¢é simétrico pela origem. Pela condi¢ao de reversibi-

lidade temos que Z = (X,Y") é dado por

Z(:c,y) _ X(l’,y) = (fl(x,y),fg(x,y)) el Z+7 (74)

Y(z,y) = (—fi(—z,—y), — fo(—2x,—y)) em X~

Notemos que se (0,0) é um ponto regular X temos que (0,0) € 3¢ U X* é um
psedo-equilibrio de Z(z,y), de fato, Y f(0,0) = =X f(0,0) # 0 ... Y £(0,0)X f(0,0) =
—(X£(0,0))2 < 0e (0,0) € X¢UX* , além disso X(0,0)//Y(0,0) ... Z%(0,0) = 0. Se
(0,0) é um ponto de tangéncia de X entao (0,0) é uma S-tangéncia singular de Z(z,y),
de fato, Y f(0,0) = =X f(0,0) = 0 e m(X(0,0))m (Y (0,0)) < 0. Como consequéncia
temos que toda trajetéria passando por (0,0) é o préprio ponto (0,0). Neste caso,
é facil ver que qualquer S-singularidade do campo Z possui codimensao maior que
zero, isto é, temos que um campo Z € Z9" definido nas vizinhancas da origem
é estruturalmente estével se, e somente se, (0,0) € XU X* é um pseudo-equilibrio
hiperbdlico de Z(x,y). A seguir apresentamos os desdobramentos das singularidade do

tipo S-dobra para campos Z € Z©,
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7.2.1 S-dobra hiperbdlica em Z®¢

Seja (0,0) € ¥ uma dobra do campo X, isto é, X f(0,0) = 0 e X f?(0,0) > 0. Sem
perda de generalidade suponhamos que 71(X(0,0)) > 0. Da expressao 7.4 segue que
Y £(0,0) = 0, Y f%(0,0) < 0 e m(Y(0,0)) < 0, portanto (0,0) é uma S-dobra hi-

perbdlica pertencente a 0%¢.

Proposicao 7.2.1 Seja Z = (X,Y) € Z9. Suponhamos que (0,0) é uma S-dobra hi-
perbolica de Z. Entdo o desdobramento versal de Z é C°-equivalente ao desdobramento

versal do campo Zy dado por

) Xalzy) =(a,az + @) em ¥t
Falew) = Yo(z,y) = (—a,ax — ) em X~ (75)

onde a = sgn(m(X(0,0))).

O caso genérico desta bifurcacao é denotado por SDH, para uma andlise de seu
comportamento tomamos a = 1 na proposicao 7.5. Como podemos observar em SDH
para valores de av # 0, temos surgimento de uma regido L¢ouX entre dois pontos de
dobra-regular. Além disso, temos o aparecimento de um pseudo-equilibrio hiperbdlico

de Z na origem.

7.2.2 S-dobra eliptica em Z®%

A proposicao abaixo classifica as singularidades S-dobras elipticas em Z©¢,

Proposigao 7.2.2 Seja Z = (X,Y) € Z°%. Suponha que a X f(0,0) =0, X f%(0,0) <
0 e m(X(0,0)) > 0. Entao Y f(0,0) = 0, Yf2(0,0) > 0 e m(Y(0,0)) < 0, isto é,
(0,0) € uma S-dobra eliptica pertencente a 0%°, cujo desdobramento versal de Z é

CY-equivalente ao desdobramento versal do campo Zy dado por

Xo(z,y) = (r+a,—axr +a) em XT
Zuz={ fen = 76
Yo(z,y) = (. —a,—ax — ) em ¥~
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quando tivermos um foco repulsor ou o desdobramento versal de Z ¢é C°-equivalente ao

desdobramento versal de Zy definido como

Xo(z,y) = (a,—ax + ) em X+
ACT IR i ) , (7.7
Yo(z,y) = (—a, —ax — ) em X~

quando a origem for um foco atrator. Em ambos os casos a = sgn(m(X(0,0))).

Para analizarmos este caso genérico, assumimos que a origem é um foco atrator e
tomamos a = 1 na Proposicao 7.2.2, esta talvez seja bifurcacao local de codimensao um
menos trivial em Sistemas Planares de Filippov com simetria. Para valores negativos
de o temos a abertura de um segmento de escape entre os dois pontos de dobra regular
e o aparecimento de uma pseudo-sela de Z. Para a negativo, também temos a abertura
de um segmento deslizante que contém uma pseudo-sela como ponto critico do campo
deslizante Z*. Analisando a aplicacao de primeiro retorno de Z para a < 0, observamos
o aparecimento de uma érbita periddica de costura repulsora L,. Por esta razao, esta
bifurcacao também é chamada de Bifurcacao Pseudo-Hopf.

Encerramos aqui nossa pré classificacao das estudo das singularidades de codi-
mensao um para os campos de Fillipov em Z9 ¢ Z©%  Como trabalho futuro
pretende-se continuar a classificacao das singularidades de codimensao um desses con-
juntos, obter e classificar as suas singularidades de codimensao dois, bem como esbocar

os desdobramentos de todas estas singularidades.



Referéncias Bibliograficas

1]

ANDRONOV A. A.; ViTT A. A.; KHAIKIN S. E., Theory of ocillators, Dover,
New York, (1966).

ALEXANDER J. C. AND SEIDMAN T. 1., Sliding modes in intersecting switching

surfaces I: Blending, Houston J. Math., 24 (1998), 545-569.

ALEXANDER J. C. AND SEIDMAN T. 1., Sliding modes in intersecting switching

surfaces 11: Hysteresis, Houston J. Math., 25 (1999), 185-211.

BauTiN N. N. AND LEONTOVICH E. A., Metody i priemy kachestvennogo issle-
dovaniya dinamich- eskikh sistem na ploskosti, Izdat. ” Nauka”, Moscow, Spravo-

chnaya Matematicheskaya Biblioteka. [Mathematical Reference Library|, 1976.

BERNARDO M. DpI1; Bupp C. J.; CHAMPNEYS A. R.; KowArLczyk P.,
Piecewise-non-smooth dynamical system—Theory and applications, vol. 163 of Ap-

plied Mathematical Sciences. Springer—Verlag London Ltd., London 2008.

Birkhof G. D, The restricted problem of three bodies, Rend. Circ. Mat. Palermo
39, 265-334.

Devaney R., Reversible Diffeomorphisms and Flows, Transactions of the American

Mathematical Society 218 (1976), 89-113.

DA SitvA P. R. AND TEIXEIRA M. A., Singular perturbation for discontinuous
ordinary differential equations, Proceedings of SPT 2007-Symmetry and Pertur-
bation Theory- 2 - 9 June 2007, Otranto (Italy), (2007) World Scientific, 180-198.

97



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[15]

[16]

[17]

98

Fitippov A. F., Differential equations with discontinuous righthand sides, vol. 18
of Mathematics and its Applications (Soviet Series), Kluwer Academic Publishers

Group, Dordrecht, 1988.

GUARDIA M. A.; TEIXEIRA M. A.; SEARA T. M., Generic bifurcation low
codimension of planar Filippov System, J. Diferential Equation, 250 (2011), 1967-
2023

Kozrova V.S., Roughness of a discontinuous system, Vestinik Moskovskogo Uni-

versiteta, Matematika 5 (1984), 16-20

KuzNETSOV YU. A. ET AL., One-parameter bifurcations in planar Filippov sys-

tems, Int. J. Bifuraction Chaos, 13 (2003), 2157-2188.

JACQUEMARD A. AND TEIXEIRA M. A., Invariant varieties of discontinuous

vector fields, Nonlinearity, 18 (2005), 21-43.

LLIBRE J.; DA SiLvA P. R.; TEIXEIRA M. A., Sliding vector fields via slow-fast
systems, (Proceedings of the congress Dynamics in Perturbations- University of
Hasselt, 2007, on the occasion of Freddy Dumortier’s 60th birthday), Bull. Belg.
Math. Soc. Simon Stevin 15 (2008), 851-869

Luo C. J., Singularity and dynamics on discontinuous vector fields, Monograph

Series on Nonlinear Science and Complexity, Elsevier Sc., (2006), i+310 pp.

MONTGOMERY D.; Z1PPIN L., Topological Transformations Groups, Interscience,

1995.

TEIXEIRA M. A., Generic bifurcation in manifolds with boundary, J. Differential

Equations, 25 (1977), 65-89.

TEIXEIRA M. A., Generic Singularities of Discontinuous Vector Fields, An. Ac.

Bras. Cienc., 53 (2) (1991), 257-260.

TEIXEIRA M. A., Singularities of reversible vector field, Physica D 100 (1997),
101-118.



[20]

[21]

[22]

99

TEIXEIRA M. A., Estabilidade de Posicoes de Equilibrio em Sistemas com Cha-

veamento, Matematica Universitaria 16 (1994), 37-45.

Buzzi C. A., Generic one-parameter families of reversible vector fields, Real and

complex singularities Sao Carlos 1998(2000), 201-214.

SOTOMAJOR J., Generic One-Parameter Families of Vector Fiels on Two-

Dimensional Manifolds. Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math, 43 (1974) 5-46.

SOTOMAJOR J., Introduccion al estudio de las bifurcaciones de los sistemas dina-

micos. VII ELAM, Universidad Simon Bolivar, Fondo Editorial, 1984.

JACOB PALIS JR.; WELINGTON DE MELO, Introducao aos Sistemas Dinamicos,

Projeto Euclides; 1ST edition (1978).

VISHIK S. M., Vector fields near the boundary of a manifold, Vestnik Moskovskogo
Universiteta Matematika, 27 (1) (1972), 21-28.

ZELIKIN M. I. AND Borisov V. F., Theory of chattering control with applications

to Astronautics, Robotics, Economics, and Engineering, (1994), Birkh&user.



