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Abstract

In this thesis, we study two types of PDEs with critical singular potentials, namely, an
elliptic equation with polyharmonic operator and the linear heat equation. For the first, we
obtain existence and qualitative properties of solutions in Hj g-spaces which are a sum of
weighted L*°-spaces, and seem to be a minimal framework for the potential profile of interest.
We investigate a concept of symmetry for solutions which extends radial symmetry and carries
out an idea of invariance around singularities. For the second, a strategy based on the Fourier
transform is employed to obtain results of global well-posedness and asymptotic behavior of
solutions, without smallness hypotheses and without using Hardy inequality. In particular,
well-posedness of solutions is obtained for the case of the monopolar potential V(z) = ﬁ

with [A| < Ay = @. This threshold value is the same one obtained for the global well-
posedness of L?-solutions by means of Hardy inequalities and energy estimates. Since there is
no inclusion relation between L? and PM?*, our results indicate that A, is intrinsic of the PDE
and independent of a particular approach.

Keywords: Elliptic equations, heat equations, singular potential, existence, symmetry,
self-similarity, asymptotic behavior.

Resumo

Nesta tese, estudamos dois tipos de EDPs com potenciais singulares criticos, a saber, uma
equacao eliptica com operador poliharmoénico e a equagdao do calor linear. Para a primeira,
pesquisamos existéncia e propriedades qualitativas das solucoes no espago Hi s que é uma
soma de espacos L com peso, o qual parece ser um espag¢o minimo para o tipo de potencial
singular considerado. Investigamos um conceito de simetria para solugoes que estende o de
simetria radial e satisfaz uma ideia de invariancia em torno das singularidades. Para a segunda,
uma estratégia baseada na transformada de Fourier é empregada para obter resultados de boa-
colocacao global e comportamento assintético de solugoes, sem hipdteses de pequenez e sem
utilizar a desigualdade de Hardy. Em particular, obtemos boa-colocagdo de solugoes para o

A

caso do potencial monopolar V(z) = o com Al < A = @. Este valor limiar ¢ o mesmo

vi



obtido em resultados de boa-colocacao global em L? que utilizam desigualdades de Hardy e
estimativas de energia. Desde que ndo existe uma relacdo de inclusdo entre L? e PM*, nossos
resultados indicam que A, ¢ intrinseco da EDP e independe de uma particular abordagem.

Palavras-chave: Equagoes elipticas, equacao do calor, potencial singular, existéncia, si-
metria, autossimilaridade, comportamento assintotico.
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Introducao

Equacgoes diferenciais parciais com potenciais dependendo de poténcias negativas apare-
cem em muitos contextos fisicos tais como fisica molecular, mecanica quantica nao-relativista,
cosmologia quantica, andlise linearizada de modelos de combustdao, e muitos outros (veja
[34],]49],52],(23],[29] e referéncias destes). Estes potenciais podem ser classificados de acordo
com o numero de singularidades (polos), o grau ¢ da singularidade (ordem dos polos), depen-
déncia da direc¢ao (anisotrépico) e decaimento no infinito. Para equagoes elipticas, um dos casos
mais desafiadores sdo os potenciais multipolares anisotrépicos da forma

R (E=21 By (E=2L
Vi) = Wemet) | Prliema)

I N

: (0.0.1)

onde [ > 1, h; € L*=(S"1), z; € R" e o parAmetro o é a ordem dos polos x1,...,7;. Se
[ = 1, V é chamado monopolar, e se [ > 1, V é chamado multipolar. A situagdo critica
ocorre, por exemplo, quando ¢ é igual a ordem da EDP, se esta for eliptica, ou ainda, igual
a ordem da parte principal do operador eliptico associado, caso esta seja uma equacao de
evolucao. Este caso apresenta dificuldades a mais em sua andlise matematica, visto que no
caso critico (como apontado em [23]) , V nao pertence a classe de Kato. No que se refere
a isotropia, o potencial em (0.0.1) é chamado isotrépico quando as fungbes h; sdo constantes
(isto é, independem das diregoes é:gh), caso contrario, V' é dito anisotrépico. Potenciais
isotrépicos monopolar e multipolar sao conhecidos como potenciais de Hardy e potenciais de
Hardy multipolar, respectivamente.

Nesta tese estamos interessados em estudar dois tipos de equagoes diferenciais com po-
tenciais multipolares. O primeiro deles é uma equacao eliptica semilinear com o operador
poliharmoénico (—A)™, e com condigoes no infinito do tipo Navier homogéneas. Para esta,
desenvolvemos uma teoria de existéncia nos espagos Hy. s (a ser definido em (0.0.5)) e também
analisamos aspectos qualitativos da solug¢ao como regularidade, positividade e simetria. O se-
gundo é a equacao do calor linear, sobre a qual mostramos resultados de boa-colocagdao nos
espacos PM*, bem como mostramos autossimilaridade das solucoes, positividade e simetria
radial. No que segue descrevemos cada um destes problemas e suas motivacoes.

Uma equacao eliptica com potenciais singulares

Equagoes elipticas com o operador laplaciano e potenciais singulares V', tais como

—Au = ululP"'+V (z)u em R" (0.0.2)



tem sido muito estudadas na literatura, principalmente usando métodos variacionais combina-
dos com desigualdades do tipo Hardy, o que naturalmente nos leva a restricao 1 < p < Z—fg, com
solucoes pertencendo a espacos de Sobolev. Para esta abordagem, mencionamos os trabalhos
[36],]25],[27],[57],[58],[60] para o caso monopolar, e [23], [29], [22],[24],]28] para o multipolar,
onde os autores de [22],[24] estudaram o caso multipolar anisotrépico. Em [25] e [26] sdo empre-
gados métodos variacionais de perturbacao, inclusive para valores criticos de p. Para o caso de
potenciais suaves, existe uma vasta literatura para (0.0.2) tratando questoes como existéncia,
simetria e concentragao de solugdes (veja por exemplo [5],[6] e suas referéncias).

Quando tomamos V =0e 1 < p < 0o, com p # ng, pode-se usar identidades do tipo
Pohozaev para mostrar que a equagio (0.0.2) nao possui solugdes positivas em H'(R") (veja
[21] pag. 514). No caso critico, isto é, p = Z—J_“g, existem solucoes positivas em DV2(R™), para
n > 3, as chamadas instantons, as quais nao pertencem a H'(R") para n = 3,4. No caso de
condi¢ao de fronteira de Dirichlet nula em dominios suaves estrelados com relagao a origem,
solucoes positivas em H'! existem se, e somente se, p é subcritico. Esses fatos motivam o estudo
de versoes nao-homogéneas de (0.0.2) para valores supercriticos de p.

Em [31] e [32], os autores empregaram uma abordagem nao-variacional baseada em fungoes
de Green e em argumentos de ponto fixo com o objetivo de tratar a versdo nao-homogénea de

(0.0.2)

—Au = ulufP'+V (z)u + f em R” (0.0.3)

para p > —, um intervalo de p que cobre os casos critico e supercritico variacional. Em [31], é
considerado o caso em que V pertence ao espago de Lebesgue anisotrépico, e em [32] os autores
consideram potenciais monopolares V(z) = h(ﬁ) |lz| 2.

No capitulo 2 desta tese estudamos a equacao poliharmoénica semilinear

{ (—=A)™u = ululP 4V (2)u + f, em R", (0.0.4)

(-=AYu — 0 quando |z|— oo, para j=0,...m — 1,
ondem € N, n > 2m,ep > ——. As condigoes de fronteira no infinito em (0.0.4) sao chamadas
de Navier homogéneas. Neste trabalho tratamos o caso em que o = 2m para o potencial V'
em (0.0.1), o que torna este potencial critico com respeito ao operador poliharménico (—A)™.
Assim, o produto Vu nao pode ser tratado como um termo de perturbagdo de ordem mais
baixa dentro do operador eliptico F,,(u) = (=A)™u — Vu. Desde que a poténcia m pode ser
igual a 1, nossos resultados também sao novos para (0.0.3), isto é, para o caso do laplaciano.
Equagoes poliharménicas semilineares com condi¢ao de Navier e com outras condigoes de
fronteira tem atraido a atengao de muitos autores. Podemos citar [10],[11],[37], [39],[38],[40],[64]
e suas referéncias, onde pode-se encontrar resultados de existéncia, simetria e positividade de

solucdes por meio de técnicas variacionais, o que requer 1 < p < 227 o algum tipo de com-
n—2m
pacidade. O expoente p. = % é chamado critico variacional para a nao-linearidade u|u|P~!.

Estes trabalhos consideram V' ndo-singular ou V' = 0, exceto em [64] que estudou o operador
biharménico (m = 2) em dominios limitados, considerando valores subcriticos de p e um poten-
cial monopolar isotropico. Outra abordagem encontrada na literatura é via o Teorema do ponto
fixo de Schauder (veja por exemplo [19] e [8]) que requer (para ter uma certa compacidade)
solugbes e coeficientes em espagos regulares (pelo menos continuidade uniforme). Claramente,



a tltima condigdo nao permite considerar V' como em (0.0.1). Para nao-linearidades supercri-
ticas (isto é, p > p.) e V =0, tém sido empregadas técnicas de EDO (para solugoes radiais), e
o método de sub-super solugao para alguns tipos especificos de nao-linearidades (por exemplo
(1 +u)? ) e para alguns dominios limitados (por exemplo, a bola aberta) (veja [37, Capitulo
7] para maiores detalhes). Também mencionamos [47] e [46], onde sdo considerados potenciais
periddicos limitados no estudo do espectro de operadores poliharmoénicos lineares.

Nosso objetivo é desenvolver uma teoria de existéncia para (0.0.4), que permita conside-
rar potenciais multipolares criticos como (0.0.1), e demonstrar propriedades qualitativas das
solucoes tais como regularidade, positividade e simetrias. A técnica que empregamos para exis-
téncia ¢ baseada em um argumento de contracao, sendo do tipo nao-variacional e sem requerer
propriedades de compacidade nos espagos funcionais ou dominios. Desde que —%— < p., note
que nossos valores para p cobrem em particular os casos critico e supercritico variacional.

Em vista da expressao (0.0.1), é natural analisar o problema (0.0.4) em um espago cuja
norma fornega um controle proximo de cada polo x;. Nesta direcao, definimos o seguinte
espaco:

Hia = {u mensuravel :u =u; +... +u, uj € Hyypp, j=1,...,1}, (0.0.5)
onde k >0, @ = (z1,...,1;) € (R")! e, para um fixo z € R",

H.. = {u mensuravel : sup |z — z|*|u(z)|< oo} (0.0.6)
TER™

¢ um espaco de Banach com a norma

[l = sup|z — z[*u(z)]. (0.0.7)
rER™

O espago com uma singularidade (0.0.6) e z = 0 foi usado em [32]. Munindo (0.0.5) com a
norma natural

I
||u||g.q:= inf {ZHU;HMJ U =u; + ...+ u com u; € Hk@j} , (0.0.8)
=1

temos que Hjy g ¢ um espaco de Banach, conforme serd mostrado na Segao 1.1 do Capitulo 1.
Segue de (0.0.8) que V(z) como em (0.0.1) com a poténcia critica ¢ = 2m pertence a Hap g €

IV (@)l g < Bict [ill oo gy - (0.0.9)
Mostramos a existéncia de solucdo para (0.0.4) em Hyz com k = ;Tml, sob condicoes de
pequenez no potencial V' € Hap, 5 € no termo nao-homogéneo f € Hy, s (veja Teorema 2.2.1).

Ataxa k = ;fml governa o comportamento da solugao préximo ao conjunto de singularidades e no

infinito, e esta taxa é 6tima para algumas solugoes (veja Observagao 2.2.6). No entanto, ela pode
ser melhorada assumindo mais condigoes sobre V' e f (veja Teorema 2.2.2 e Observagao 2.2.3), e
entdo vemos que a taxa exata de u varia de acordo com a de f, e pode ou nao ser igual a k = p?i”l
O tamanho de V e f depende de constantes explicitas de estimativas para os operadores integrais
que aparecem na formulacdo integral de (0.0.4) (veja (2.1.6)). De fato, este tamanho pode
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variar de acordo com a posicao relativa das singularidades xy, ..., z; (veja Observacao 2.2.11).
Usando que as solugoes dependem continuamente de V, obtemos no Corolario 2.2.7 que as
solugoes sao estaveis em Hy s com respeito as componentes angulares h; dos potenciais. Em
geral, nao é esperado que uma solucao u seja suave em R", devido ao perfil singular de V'
em (0.0.1). Nesta diregdo, mostramos no Teorema 2.2.13 que u € C*" 1 (R"\{x1, ..., 7;}), que
parece ser a regularidade 6tima para V' € Hopa € f € Hipa gerais. Assumindo ainda que V'
e f sdo suaves fora dos polos (por exemplo V' como em (0.0.1) com h;’s suaves), obtemos que
u € C®°(R"\{z1,...,2;}). Veja a Observagao 2.2.15 para uma discussao sobre o resultado de
regularidade.

Para alcancgar os resultados acima, precisamos desenvolver uma teoria béasica para os espa-
cos Hpa (veja Segao 1.1 no capitulo 1), mostrando propriedades como decomposicao 6tima,
desigualdade do tipo Holder, monotonicidade da norma Hj, g, entre outras. De fato, até onde
sabemos, as propriedades demonstradas para tais espagos na Sec¢ao 1.1 (exceto o Lema 1.1.1)
sao novas na literatura matematica. Cabe mencionar que parece ser a primeira vez que tais
espagos sao utilizados na area de equacoes diferenciais parciais, e eles podem ser aplicados em
outras situacoes.

Um exemplo tipico de funcao em Hy 5 ¢

A A
hr) = —— 4 l

P P

(0.0.10)

que claramente, somente no caso monopolar {x1,..,2;} = {0}, é radialmente simétrica. Entao,
é natural nos questionarmos quanto a um conceito de simetria que estenda o de radialidade e
que seja verificado por (0.0.10). Para isto, na Se¢ao 1.2 do Capitulo 1, introduzimos um novo
conceito de simetria que chamamos de simetria multipolar com rela¢ao ao par (o, M), onde o
¢ uma permutagao de {z1,..,;} e M é um subconjunto de transformagoes lineares ortogonais
em R" (veja defini¢ao 1.2.1). No Teorema 2.2.16, mostramos que as solugoes apresentam este
tipo de simetria dado que V' e f também apresentem. Esta simetria estende um conceito de
solugbes invariantes por Z; x O(n — 2) estudado em [29], o qual é definido para o caso dos polos
serem os vértices de um poligono centrado na origem e contido em R? x {0} (veja Observacio
1.2.3 (iii) e (1.2.7)). No Teorema 2.2.16 investigamos também a positividade das solugoes.

Uma abordagem para (0.0.4) baseada na transformada de Fourier pode ser encontrada em
[33]. Neste trabalho, os autores estudaram (0.0.4) nos espagos PM® com u? no lugar de u|ulP™,
p > —%— um inteiro positivo, e com alguns tipos de potenciais multipolares pequenos. Por
exemplo, para V(x) como em (0.0.1) com h;’s constantes e com uma condigdo de pequenez.
Além disso, alguns tipos de potenciais anisotropicos sao também considerados mas nao um
perfil arbitrdrio h; € L°°(S"!). Também, o uso da transformada de Fourier restringe o estudo
de [33] a todo o espago R".

Desde que nossa estratégia nao usa transformada de Fourier, esta pode ser empregada em
muitas outras situagoes. Com efeito, podemos tratar versdes de (0.0.4) em um dominio suave,
no semi-espaco ou em um dominio exterior €2 de R”, incluindo casos de condic¢oes de fronteira
do tipo Dirichlet (veja Observagao 2.2.9). Além disto, os resultados podem ser adaptados para
tratar uma nao-linearidade geral N (u) verificando N(0) =0 e

[N(u) = N(0)| < Clu—of (Ju™" + o).
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Na Observacao 2.2.10, comentamos como a estratégia pode ser usada para estudar uma EDP
com o operador (—A — V)™ em lugar de E,,, = (—A)" = V.

Para finalizar, comentamos que os principais resultados deste estudo estdao aceitos para
publicagao em Indiana University Mathematics Journal (veja [30]). Um preprint deste trabalho
esta disponivel no seguinte enderego eletronico:

http://www.iumj.indiana.edu/IUMJ/Preprints/5131.pdf

A equacao do calor linear com potenciais singulares

No capitulo 3, investigamos o problema de Cauchy para a equacao do calor

u(z,0) = up(z), em R", (0.0.11)

{ Uy — Au—Vu=0, emR"”
onde n > 3 e V(z) é um potencial singular.
Note que o caso critico para (0.0.11) é quando o0 = 2. Um exemplo é o potencial (Hardy)
de quadrado inverso

A
V(z) = W7 para A € R, (0.0.12)

x

e suas versoes multisingulares
! ! j
A (x —a?).d
V(z) = Z:l T e V(x)= 221 e (0.0.13)
Jj= j=

onde 27 = (2], 23, ...,20) e R" e & = (d},d},...,d}) € R" sdo vetores constantes para cada
j = 1,...,1.. Os potenciais em (0.0.13) sdo chamados isotrépico e anisotrépico multipolar de
quadrado inverso, respectivamente, e sdo da forma (0.0.1).

Existe um conceito bem conhecido de criticalidade associado ao tamanho do parametro A

em (0.0.12) e conectado a melhor constante na desigualdade de Hardy
2
U 2
/\*/ e < |Vl 2y (0.0.14)
R |z

a qual é dada por

(0.0.15)

De fato, um trabalho importante devido a Baras e Goldstein [9] estabelece um valor limiar para
a existéncia (ou ndo) de solugdo positiva em L*(R™). Mais precisamente, se 0 < A < ), entdo
(0.0.11) é bem colocada em L?*(R™), enquanto que ela ndao é bem colocada para A > \,. No
ultimo caso, de fato, nao existe solugao local (no tempo) fraca ndo-negativa u # 0 para ug > 0,
enquanto que no primeiro existe solugao global fraca positiva quando ug > 0 e ug Z 0. Devido
a esta dicotomia, os casos A € [0, \,), A = Ax e A > A, sdo chamados respectivamente valores



sub-criticos, critico e supercriticos para A, veja [43] e [63] para uma discussao mais detalhada
sobre esta dicotomia.

Nos tltimos quinze anos, os resultados de [9] tém motivado muitos trabalhos sobre a equa-
¢éo do calor com potenciais singulares. Bem como em [9], a desigualdade de Hardy (0.0.14) (e
suas versoes) é uma ferramenta crucial na literatura de (0.0.11). No que segue, sem a pretensao
de fazer uma lista completa, iremos relembrar alguns trabalhos importantes. Em um dominio
suave ) e para um potencial singular positivo V € L}, (), sdo demonstrados resultados de
existéncia e nao-existéncia em [14] via condigoes sobre o infimo do espectro do operador A — V.
Kombe [48] mostrou que o resultado de nao-existéncia de solugoes positivas em [14] nao é afe-
tado quando o potencial V' é perturbado por um potencial singular com uma oscilacao rapida
que muda de sinal. Uma outra extensao dos resultados de [9] para uma equacao parabdlica
com coeficientes varidveis na parte principal, pode ser encontrada em [43]. Os autores de [63]
melhoraram a desigualdade de Hardy-Poincaré em um dominio limitado, e mostraram uma
versao com peso desta desigualdade em R™. Depois, eles mostraram estabilizacao exponencial
para uma dada solucao expressada em variaveis separadas em um dominio limitado, e estabi-
lizagdo polinomial para uma solu¢ao radialmente simétrica em variaveis autossimilares. Para
equagoes elipticas e paraboélicas lineares com V' € L} () positivo, resultados semelhantes sao
obtidos em [20], usando as desigualdades do tipo Hardy de [63]. Também, usando algumas for-
mas da desigualdade de Hardy-Poincaré e estimativas de Carleman, problemas de fonte inversa
para (0.0.11) tem sido estudados com 0 < A < A, (veja [62] e suas referéncias). Motivados
por blowing-up instantaneo de solugdes nao-negativas em H}(Q2) quando A = \,, os autores de

[17] encontraram condigdes em alguns tipos de perturbagoes de potenciais criticos ‘iﬁ, para

obter existéncia ou nao-existéncia de solugoes em H'() (veja [41] para resultados relacionados
no caso estacionario). Resultados sobre nao-existéncia de solugbes quando A > A, para uma
perturbagao de (0.0.11) com

A
T

em lugar de Vu, podem ser encontrados em [42]. Resultados sobre existéncia, nao-existéncia, ex-
poentes do tipo Fujita, autossimilaridade, bifurcagoes e blow-up instantaneo para perturbacoes
(ndo-lineares) de (0.0.11) por w? e |Vu|’ podem ser encontrados em [4],[3],[2],[61],[45],[54],[56]
(veja também [18]). Outros problemas elipticos lineares e semilineares relacionados a (0.0.11)
foram considerados em [1],[61],[22],[23],[24],[58], onde os resultados também apresentam uma
dicotomia devido a influéncia de potenciais de Hardy. Aqui, cabe destacar que os resultados
do capitulo 2 desta tese também nao utilizam desigualdade de Hardy e tratam com equacoes
elipticas semilineares com potenciais singulares como em (0.0.13).

Nos trabalhos citados anteriormente, o uso da desigualdade de Hardy (0.0.14) impoe tanto
que u esteja em L?, quanto a condicao 0 < X\ < \,, para a boa-colocacao de solucoes neste
espago. Entdo, uma questao natural aparece: existe um espaco diferente de L? no qual (0.0.11)
com (0.0.12) é bem colocada para 0 < A < A, ou pelo menos para 0 < A\ < A7 Nesta tese,
daremos uma resposta positiva para esta questao usando os espacos PM® e uma estratégia
baseada na transformada de Fourier que nao utiliza a desigualdade de Hardy (veja Teorema
3.2.1). Desde que nio existe nenhuma relagio de inclusdo entre L? e PM*®, e as correspon-



dentes técnicas sao de natureza diferentes, nossos resultados indicam que A, é intrinseca da
EDP (0.0.11) e independe de uma técnica particular. Outro objetivo é obter resultados para
potenciais multipolares como (0.0.13), fornecendo condigdes explicitas sobre os pardmetros do
potencial para boa-colocagao global de solugoes (veja Corolario 3.2.2). Observe que, bem como
em [63], também consideramos dados iniciais, solugoes e potenciais que mudam de sinal.

Os autores de [35] estudaram a equagao parabdlica de ordem mais alta

u + (—A)"u + |x)\|gu =0 (0.0.17)
com singularidade critica ¢ = 2m e n > 2m. Em particular, usando a desigualdade de Hardy,
eles estenderam os resultados de Baras-Goldstein obtendo um valor limiar explicito A, para boa-
colocacao de solucoes em L2, o qual é chamado de a melhor constante de Hardy de desigualdades
multiplicativas envolvendo V(z) = A|z|™>™. Com alguma adaptacdo nas demonstracdes, os
resultados obtidos nas Subsegoes 3.2.1 e 3.2.2 podem ser estendidos para (0.0.17), obtendo-se
boa-colocagao das solugoes em PM* quando 0 < |A| < A, (veja Teorema 3.2.7)

De um outro ponto de vista, regularizacao parabdlica nao funciona para solu¢ées nao-triviais
quando V é singular, e entao as solugoes nao podem ser suaves em R™. Isto também motiva a
andlise da boa-colocagao de (0.0.11) em um espago singular como PM* que contém fungoes que
podem ser muito irregulares e que podem nao decair quando |z| — co. De fato, o Teorema 3.2.1
e o Corolédrio 3.2.2 mostram que o semigrupo formal associado com a equagao (0.0.11) pode ser
estendido para o espaco PM?, considerando-se a classe de potenciais singulares V' € PM"2
satisfazendo uma condigdo de pequenez.

Os autores de [63] mostraram que certas solugoes com dado inicial positivo no espago
com peso L*(R™ exp(|z|* /4)dz) convergem na norma t'/2||-|| . para uma dada solucdo nio-
estaciondaria explicita (a menos de uma constante) quando ¢ — co. Aqui, obtemos uma parti¢ao
de PM® em infinitos subconjuntos disjuntos (induzida por uma relagao de equivaléncia) tal que
o comportamento de u em tempos grandes depende do subconjunto que contém o dado inicial
ug (veja Teorema 3.2.5 e Observagao 3.2.6). Em particular, para ug pertencendo a subconjuntos
especiais, a solugao converge para um estado estacionario dado explicitamente. Estes resultados
mostram que o comportamento assintotico de solugoes no espago PM® é mais complexo do que
o das solugoes em L?, pelo menos em uma aproximagao de ordem o(1), quando ¢t — oo.

O problema (0.0.11) é convertido em uma equagao funcional obtida aplicando-se formal-
mente a transformada de Fourier e usando o principio de Duhamel. Esta abordagem e os
espacos PM® tem sido usados no contexto de mecanica dos fluidos e equagoes parabdlicas se-
milineares sem potenciais singulares (ver [13], [15], [16], [50],[55]). Contudo, até aonde sabemos,
nossos resultados constituem um primeiro exemplo de uso desta abordagem para tratar um pro-
blema de existéncia global para uma EDP parabdlica com um valor limiar 6timo determinado
por outra técnica.

Esta tese estd organizada em trés capitulos. No Capitulo 1, introduzimos defini¢oes e de-
monstramos propriedades dos espagos funcionais usados no estudo de (0.0.4) e (0.0.11). Mais
especificamente, na Se¢ao 1.1 definimos o espaco Hj s € demonstramos algumas de suas propri-
edades, e na Secao 1.2 introduzimos o conceito de simetria multipolar. Os resultados de ambas
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as secoes serao usados no Capitulo 2. Na Secao 1.3, relembramos a defini¢ao dos espagos PM*
que serao usados no Capitulo 3. Na Secao 1.4 apresentamos alguns resultados bésicos usados
no decorrer do trabalho. No Capitulo 2, enunciamos e demonstramos os resultados obtidos
para o problema eliptico (0.0.4), e no Capitulo 3 encontram-se os resultados alcangados para a
equagao do calor linear (0.0.11). Estes estao subdivididos em se¢oes para uma melhor dindmica
e organizacao do trabalho.



Capitulo 1

Espacos funcionais: definicoes e
propriedades

Neste capitulo, construimos uma teoria basica para os espacos Hy, &, no qual desenvolvemos
uma teoria de existéncia de solugdo para o problema (0.0.4). Além disso, relembramos a
definicao e as principais propriedades dos espagos PM®, no qual mostramos a boa-colocacao
de solugbes do problema (0.0.11). Também enunciamos e demonstramos alguns resultados
conhecidos que serao usados ao longo deste trabalho.

1.1 Os espacos H;.

Nesta secao provamos algumas propriedades importantes do espago Hj g, tais como exis-
téncia de decomposi¢do 6tima, monotonicidade da norma, desigualdade do tipo Holder, entre
outras. Tais propriedades sao de fundamental importancia nas provas dos principais resul-
tados do Capitulo 2. Para conveniéncia do leitor, relembramos a definicao de Hj s dada na
introducao:

Hia = {u mensurdvel :u =u + ... +u, uj € Hypy, j=1,...,1}, (1.1.1)
onde k >0, @ = (1, ...,7;) € (R")! e, para um fixo 2 € R",

Hy.. = {u mensuravel : sup |z — z|*|u(z)|< oo} (1.1.2)
TER?
¢ um espaco de Banach com a norma
lully.. = sup|z — z[Fu(z)]. (1.1.3)
TER™

O espaco (1.1.1) munido com a norma soma

I
||u||k.q:= inf {ZHU;HMJ U =1u; + ...+ com u; € Hk,xj} , (1.1.4)

J=1

¢ um espaco de Banach. Este fato é uma consequéncia do seguinte resultado mais geral:



Lema 1.1.1. Sejam Xj,..., X; espacos de Banach tais que exista algum espaco vetorial topo-
légico de Hausdorff W em que todos estejam continuamente imersos. Considere o espago

X=Xo+..+Xi={ez=00+...+a;z, € X;,j=1,..,1}.

Entao, a quantidade

J=0

l
2]l x = inf {Z|I%lej,tais que & = o + ... + xl} (1.1.5)

define uma norma em X e este espago munido com esta norma ¢ um espaco de Banach.

Demonstragio: Este resultado pode ser encontrado em [12]. E facil ver que a funcio em
(1.1.5) define uma norma em X. Para mostrar que este, munido de tal norma, é um espago
de Banach, ¢ suficiente mostrar que toda série absolutamente convergente é convergente. Seja
{2"}2° | uma sequéncia em X satisfazendo > 0° ||2"||x< oco. Cada x™ é representdvel como
" =x5+ ... +a)e

el + o< Il lx+27"

Entao, a série

)
> Mg o+ + 2] |x,
n=1

também converge. Logo, desde que os espacos X’s sao de Banach, >.°° . 2 converge em X;
) j ) n=1 "1

para ¢ = 0,...,[. Assim, existe y; € X; tal que

N
n=1 X;
quando N — oo. Desde que
N N N
dap+ o a—(yo+ . +u)| <IDoaf =yl + .+ Da — (1.1.6)

fazendo N — oo em (1.1.6), obtemos que Y7, " converge para y = yo + ... + 1, em X. O

Observacgao 1.1.2. Note que os espagos Hj, , estao todos contidos no espaco das distribuigoes
temperadas S’'(R").

A seguir damos um exemplo de uma tipica funcao em Hy, 4.

Exemplo 1.1.3. Considere h como em (0.0.10), isto é,

A1 i
h = ..
(x) P + ...+

(1.1.7)

|z — ay|F

Por (1.1.2) e (1.1.3), obtemos, para cada i = 1, ...,1, que

A
€ Hy g, com [|hil[gz,= [Nl

hile) = o
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Assim, temos que

l
heHige||hllea<l D Al (1.1.8)

i=1

Nos proximos lemas, mostramos algumas propriedades importantes destes espacos que serao
ingredientes chave na prova dos principais resultados do Capitulo 2. O primeiro assegura que
para cada u € Hy 5, existe uma decomposi¢ao u = uy + ... + u; que atinge o infimo em (1.1.4).

Lema 1.1.4. Seja d = (71,...,71), 0 < k < n, e u € Hyg. Existem uy, ..., u; tais que u; € Hy .,
paracada j =1,...,[, e

u=uy + ... +u com ||ul|lrag= ||v1|lgw +- + |||k (1.1.9)

Uma decomposi¢ao como em (1.1.9) é chamada de decomposi¢ao étima para a norma (1.1.4).

Demonstragdo: Para cada j = 1,...,1, seja {w;s}sen C Hypg, tal que
’LLZULS—F...—FULS,VS e N, (1110)

com
l

> Mgl

Jj=1

ka;— |[ul|ra quando s — oo. (1.1.11)

Tal sequéncia existe pela defini¢do da norma em (1.1.4) e, em particular, as sequéncias {u; s} sen
sao limitadas em Hy,, para cada j = 1, ..., fixo. Desde que, a aplicacio F' : Hy,, — L>(R")
dada por F(u(z)) = |# — 2;|*u(z) define um isomorfismo isométrico entre os espagos Hy,, €
L>*(R™), pelo Teorema de Banach-Alaoglu, passando a uma subsequéncia, podemos assumir
que

uj s — u; fraco- x em Hy,, (1.1.12)

Para algum u; € Hy,;, € ||ujs||re;— a; quando s — oco. Note que, de fato ||u||x.a= Zé-:l a;.
Desde que k < n, a convergéncia (1.1.12) implica que u; ; — u; em S’'(R"), paracada j = 1, ..., [.
Com efeito, dada a aplicacao F', temos que a convergéncia em (1.1.12) implica em

z— i Fu; () p(x) — & — x;*u;(z)¢(x), para toda ¢ € L'(R™). 1.1.13
o il g, o gl U
Agora, como para toda fungao f € S(R") a fungao ¢(z) = % com k < n pertence a L'(R"),

substituindo tal ¢ em (1.1.13), obtemos a convergéncia desejada. Além disso,
22:1 Ujs — 25‘:1 uj em S'(R"),
e obtemos de (1.1.10) que u = uy + ... + u;. Também, segue de (1.1.12) que

15[ k,2, < lim inf| |1 5| |5z, quando s — oo. (1.1.14)
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A igualdade (1.1.10) e a estimativa (1.1.14) nos dao que

Z|‘“3Hkx]< thmeu],

k= Z% = [[ullra-

Portanto, em vista de (1.1.4), ||u||xa= 22:1| O

Ainda podemos melhorar o Lema 1.1.4 no sentido de que existe uma decomposicdo 6tima
que preserva positividade.

Lema 1.1.5. Seja d = (21, ...,27) e 0 < k < n.

(i) Seu € Hraeu>0q.tp. z€R" entdo existe uma decomposi¢ao 6tima u = uy + ... +
tal que u; >0, 5 =1,...,1.

(i) Se u € Hyg entdo ut,u™,|u|€ Hia e existe uma decomposicdo u = vy + ... + v; tal que
ut =v +..+v eu” =v +..+v, onde uT e u” sdo, respectivamente, as partes

positiva e negativa de u. Também temos a estimativa

+ < Mlullls- (1.1.15)

Demonstragao:
Parte (1). Provaremos primeiramente o caso | = 2. Seja u = uj + us uma decomposi¢ao
6tima (existe pelo Lema 1.1.4) e considere o seguinte subconjunto

A ={z eR":u(z) <0} e Ay ={z € R" : us(z) < 0}. (1.1.16)

Temos que uy € Hy,, € uy € Hy,y,. Desde que u > 0 q.t.p. z € R", se 41 N Ay = @ entdo
m(Q) = 0, onde m denota a medida de Lebesgue. Sem perda de generalidade, podemos supor
que Q = 0. Se z € A; entdo

[ (2)] = —ui(z) = us(z) — u(z) < us(2),

de onde segue que uy|a,€ Hy.,. Da mesma maneira, podemos obter |ui(z)| < wuy(z) para
x € Ay, de onde segue que ug|a,€ Hy.,. Considere a decomposicao

u=1uy + uy = (ug — uy|a,+usla,) + (ug — us|a,+ur|a,) := vy + vo.

Note que vy € Hy 5, v2 € Hy, €, desde que Ay C Af e A; C AS, obtemos vy, v2 > 0. De fato,
temos que
0, sexe A
vi(x) =1 wi(z) +ua(x), sex € Ay (1.1.17)
ur(z), sex € (AN A)°

de onde segue que v; > 0. Da mesma maneira segue para v,. Além disso,

- ||u1|1‘\§—i_u2|z‘\2||1€,3£1S ||u1 ey < ||u1||k,$17

Aj
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[vallk,zy= [|ualag+ur]a; [k < [|ualag ke < [|uzl ke,
Logo, u = v; + vy é também uma decomposicao 6tima.

O caso geral serd provado por um argumento de indugdo. Suponha a existéncia da de-
composicio 6tima positiva para @ € (R")'~! qualquer. Provaremos a existéncia para o caso
em que @ € (R")!. Para maior clareza desta demonstracdo, usaremos a seguinte notacao:
sendo @ = (z1,...,1;) € (R")!, entdo, para cada k < I, denotaremos por @, o seguinte vetor
ar = (z1,...,xx) € (R")*. Claramente, nesta notagio @ = a;. Seja u € Hy 4, €, sem perda de
generalidade, suponha u > 0 para todo x € R™. Considere u = uy + ... + u; uma decomposi¢ao

Otima para u, e defina os seguintes subconjuntos
Al={zeR":y(r) <0} e B ={zeR":u(z)+ ... +w_1(x) > 0}.

Assim, Uy := (u1 + ... +w-1)|p,_, € Hia,_, € Ui_1 > 0. Logo, por hipétese, existe uma decom-
posi¢ao otima Uy = vi+...4+v;1 tal que v; € Hy ., ev; > 0. Pela definicao da U;_; e, desde que
sl B,y s < [|wglk,2,, Obtemos

10 ey = 10t e+ oty < el e+ ity (1.1.18)
Considere a seguinte restricao w|4,. Por definigdo, A; C B,_; e, desde que u > 0,
|ur|a, ()| < vy () + ... + v-1 ().

Logo, existem fungoes wy, ..., w;—q tais que w|a,= wy + ... + w1, com w; < 0 e |w;(x)|< v;
para cada j = 1,...,1 — 1. Assim, temos que

U_1+ ul’Al: (’Ul + wl) + ...+ (UZ,1 -+ wl,l) = u'l + ...+ u;il,
com u; = v; + wj, ¢ uma decomposicao de Uy + wila, em Hy g, tal que u; >0 e

Ui—1 + wla ke, < [|uy]

ko U ke, < ol ke, o+ o llee, - (11.19)
Segue, por (1.1.18) e (1.1.19), que

U+ wlallny= 1+ o+ Ik, @t < [l o+ + o, (1.1.20)

Além disso, tomando u; :=
ainda

Act(ur + ... +w1)|pe |, temos que u; > 0, pois B ; C Af, e

()| < |w(2)];
para cada x € R". Disto segue que u; € Hy,,, €
][, < etk (1.1.21)

Assim, como
u=(uy + ... +w1)|p,_,+ula,+wlac+(ur + ... +w)

c
Bf 1»

entdo u = uj + ... + u; é uma decomposigao de u em Hy, g, tal que u; >0, paracada j =1, ...,
e, por (1.1.20) e (1.1.21) temos que tal decomposicdo é Gtima.
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Parte (7). Considere QT = {x € R" : u(x) > 0} e Q7 = {x € R" : u(x) < 0}. Desde que
ut = ulg+, uT = ulg- e |ul= uT + u”, entdo podemos ver que ut,u”,|ul€ Hyg. Aplicando
a parte (i) para a fungdo nao-negativa |u|, temos que existe uma decomposi¢do 6tima |u|=
wy + ... +w; tal que w; > 0, para j = 1,...,[. Podemos escrever

u = |u|.sign u = wy.sign u + ... + w;.sign w.

Denote v; = w;.sign u, para cada j = 1,...,I. Note também, que u(z) > 0 q.t.p. © € R" se, e
somente se v;(z) > 0 q.t.p. € R™, paratodo j = 1, ...,1. Este fato mostra que u™ = v{ +...+v;,"

eu” =v; +..+v, . Portanto, segue da definicao de v;, que
ullea< [lvillke -+ ol e = llwille -+ [l ke, = ] Tu] [|ka (1.1.22)
como queriamos mostrar. O

O préximo lema mostra que a norma ||-||;s ¢ mondtona com respeito a relacao "<'pontual.

Lema 1.1.6. (Monotonicidade de ||-||z&) Seja & = (z1,...,2;) e 0 < k < n. Dada uma
funcao mensuravel f(z) e u € Hyg tal que |f| < u qt.p. z € R”, temos que f € Hyz e
[ ea< lullk.a-

Demonstracao: Seja u = u; + ... + w; uma decomposigao 6tima tal que u; > 0. Desde
que, |fI< up + ... + w qt.p. = € R existem fungoes fi,..., f; tais que |f|= fi + ... + fi,
fi > 0e fi(x) < wuj(z) qt.p. * € R?, para cada j = 1,...,I. Logo, f; € Hia, € ||fjllre; <
|[15]|k,2,. Portanto,

| 1f] ka< [1f1]

kayte | fillew < ludllee, + 4 ke, = [lullka-
Agora, desde que f pode ser escrita como
f=1flsign f = fisign f+ ... fr.sign f,
temos que f € Hia e |[fllra< || [f] [ea< ||ulra. N

Observagao 1.1.7. Desde que |u|< |ui|+... + ||, usando o Lema 1.1.6, obtemos que, se
u € Hy 5, entao
[ ul [le.o< [lullka- (1.1.23)

Logo, por (1.1.15) e (1.1.23), temos que
|| Tl 1lk0= [lullr.a (1.1.24)

Desde que (0.0.4) tem termos produto, uma desigualdade do tipo Holder nos espacos Hy &
serd importante em sua andalise. Este é o objetivo do préximo lema.
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Lema 1.1.8. (Desigualdade do tipo Hoélder) Seja & = (z1,...,2;) e 0 < k.7 <n. Se u € Hy 5 €
v € H, g, entao uv € Hyqra € a seguinte estimativa ¢ valida:

|[wv||k4ra< Callul|nal|v]]ra, (1.1.25)
onde Cz = C(a, k,r) > 0 depende somente de &, r, k.
Demonstracgao: Sejam u = u; + ... + u; € v = vy + ... + v; decomposigoes 6timas. Entao
!
w =u (v + . )+ w(on+ o) = D W
ij=1

Pela definigao da norma em Hy,, ., e das propriedades elementares de supremo, podemos obter
que u;v; € Hyypp, com
lsvslles e, < ltgllen, 051, (1.1.26)

para todo j = 1,...,l. Seja B; = B(z;,d;) uma bola aberta de raio d; centrada em xz;, onde
d; > 0 ¢é suficientemente pequeno, de maneira que B; N B; = (), para todo i # j. Denotemos
por BJC o complemento do conjunto B;. Podemos decompor u;v; como

uvj = uvj|p,+uvi| ge,
K3

onde u;v;|p,€ Hiyra; € UVj|pc€ Hyyr o, para todo i # j. De fato, usando (1.1.3) , temos que

= 2 s ()] oy ()] = (|2 — i |us(@)]) (Jo = 2] |oj(2)])

|l — x;|"
< WHWHM Vj||r2;, para todo x # x;. (1.1.27)
(§
o = 57 s () s ()] = (|2 = 25 Flus(@)]) (|2 = 257 |os(2)])
|z — z]*
< mHuin,mi Vjllra;, para todo x # ;. (1.1.28)
Fazendo
C;; = sup (]a: — xl|> e B, ; = sup <]:c - xj|> ) (1.1.29)
veB; \ [T — ;] z€BC |z — @]

temos que C;; < oo, F;; < oo e ambos dependem somente de @, d; e d;, para cada i,j =
1,2,...,1. Além disso, segue por (1.1.27) e (1.1.28) que

[wivj | B, ke < (Cig)" il ks V5] .z (1.1.30)

;] 5 ke < (Big)* il i [0y (1.1.31)
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para todo ¢, = 1,...,1 com ¢ # j. Assim uv € Hjy4, s com a seguinte decomposicao

! ! ! !
uy = (uwl+Zu1vj\31+2ujv1\3jc)+...—|—(ulvl+ Z wv;| g+ Z ujvl]Bjc). (1.1.32)

= =2 =15l =LAl
Usando (1.1.26), (1.1.30) e (1.1.31), obtemos

!
[|uv]lesra < D (Iluillk,xi

(%

[ [
k
rat (Ci)" Y Nullkw V5], + (Bij)™ Y ||Uj|k,a:j||?fi||r,xi)

J=1j#i J=1,5#i

ki || V5
LJ=1y

l l
—2 ({1, (B0 (S (Zuvjumj) -
=L i=1 j=1

Desde que v = uq + ... +u; e v = v1 + ... + v; sd@o decomposi¢oes Otimas, obtemos

< < max {1,(C;,)", (Ei,j)’“}) (Qiégluil Ir,m)

||wv]|psra< Callul|kal V]| ra,

onde
Cd =2 max . {1, (CZ'J)T y (Ez’])k} . (1133)

ij=1,...,
O

Observagao 1.1.9. Seja p > 1, u € Hy 5 e |u|= v1 + ... + v, uma decomposicao 6tima com
v; > 0. Note que

PP < PN ).
O Lema 1.1.6 implica que

P s < P + o+ 07 e i)

l
< PSP [ e 1y
=1

Pela defini¢do da norma em H,_y;,,, obtemos

l
Il Nl p-vra < 71 3 lluillF
i=1

! p—1
< (ZHUZ'Hk,xi) = 1P| Jul |5 (1.1.34)
i=1

Usando a Observagao 1.1.7 em (1.1.34), temos que

[ul? M pmvea< Pllulll s (1.1.35)
Agora, segue do Lema 1.1.8 e (1.1.35) que ululP~'€ Hy, s com a estimativa

|uluP ! ||ip.a< CalP|ull} 4, (1.1.36)
onde Cz = C(a, k, (p — 1)k).
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1.2 Simetria multipolar

Considerando [ = 1 e 21 = 0 no exemplo (1.1.7) (veja pag. 10), obtemos
A

" Tl

o qual é um exemplo de potencial monopolar. Neste caso, o potencial h é uma funcao radial.
Desde que estamos interessados em estudar equacdes com potenciais multipolares, é natural
investigarmos um conceito de simetria que estenda o de radialidade e que seja verificado por
(1.1.7). Motivados por isto, introduzimos o conceito de simetria multipolar.

Antes, fixemos algumas notagoes. Seja O = O(n) o conjunto das transformagoes lineares
ortogonais em R™ e M C O. Seja 0 uma permutacao fixa de {1,2,...,1}. Para cada T' € M
defina as transformacoes Tj : R™ — R" por

h(x)

Tj(z) = T(x — x;) + x,(;), paracada j=1,..,1 (1.2.1)
Introduzimos a seguinte definicao.

Definicao 1.2.1. (Simetria (o, M)-multipolar) Se u € Hj; s possui uma decomposicao
u=1u + ... +u; tal que

Uo( (Tj(x)) = uj(z), q.t.p. z € R", (1.2.2)
para todo 7' € M e para cada j = 1,...,l, com T; como em (1.2.1), entdo dizemos que u
¢ multipolar simétrica com respeito ao par (o, M) ou, simplesmente, u é (o, M)-multipolar
simétrica.

Um exemplo simples de fungao que satisfaz tal simetria é a fungao h(z) como em (1.1.7). De
fato, seja o a permutacdo identidade e 7' € O. Por (1.1.8), sabemos que h € Hj 5z e tomando
h;(z) = ‘:L_’\W para cada j = 1,...,[, temos que h = hy + ... + h; é uma decomposi¢ao de h.
Agora, desde que

T5(x) — zj]= [T(x — 5)|= o — 24,
entao h;(Tj(x)) = h;(z) para cada j =1,...,l e h é (0,0) - multipolar simétrica.

Nas observagoes que seguem, consideramos um subconjunto especial das transformacoes
lineares ortogonais, que serd usado para obter propriedades de simetria para solucdes u obtidas
no Teorema 2.2.1.

Observagao 1.2.2. Seja 0 uma permutacio fixa de {1,2,...,1}. Para @ = (21, ...,1;) € (R"),
seja Og,, 0 conjunto de transformacoes lineares ortogonais 7' : R" — R" tais que

T(xi — xj) = To(i) — To(j), Para todod,j=1,...,1. (1.2.3)
Usando (1.2.3), obtemos que

=3

S
I
~

(T — ) + o)

(Q? — l’j + l’j — 513'1) + l'g(i)
= T)(x), (1.2.4)
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para todo 4,j = 1,...,l e € R". Em vista de (1.2.4), definimos L7 = T; para cada T' € Og,,.
Podemos ver que

Lp(x) =Ti(x) =Tj(x) e |[Lr(x) — To¢|= |v — 2. (1.2.5)
Assim, se u é (0, Og,,)-multipolar simétrica, entao

o) (Ti(7)) = uo() (L (2)) = o) (T5(x)) = u;(2), (1.2.6)

w(Lr(x)) = u(Tj(x)) = u(z), q.t.p. z € R", (1.2.7)
para todo T'€ Og, e j=1,..., 1.

Observagao 1.2.3. Claramente o conjunto Oz, depende da posigao relativa das singularidades
e da permutacao o. Aqui, a questao central ¢ saber se o conjunto Oz, ¢ nao-vazio e quao grande
ele pode ser. Exemplos sao dados nos itens abaixo

(i) Seja o a permutacao identidade e seja @ = (xy, ..., ;) € (R")! com z, ..., 7; pertencentes
a uma mesma reta r. Entao, rotacoes ao redor da reta s, paralela a r e passando pela
origem, pertencem ao conjunto Og,, € a fungao h em (1.1.7) (veja pag. 10) é multipolar
simétrica com respeito a (o, Og ).

Figura 1 - A figura ilustra o caso em (i) quando n =3, 1 =3, e T é a rotagdo em torno da reta s por

um angulo 7.

(ii) Seja o a permutacao identidade. Para m > 2 existe uma configura¢ao para o conjunto
dos polos {xy,...,z;} com Oz, nao-vazio. Por exemplo, isto ocorre quando n > 4 ¢
T = ((11./ bl, 0, ceey 0), T2 = ((J,Q, bg, 0, ceey 0), ceey X = (al, b[, 0, ceey 0)

(iii) Seja x1,...,7; € R? x {0} os vértices consecutivos (ordenados no sentido horério) de um
poligono regular centrado na origem. Seja o tal que o(i) =7+ 1, parai =1,...,l — 1 e
o(l)=1.Dado T € Z; x O(n — 2), existe R € Z; e S € O(n —2) tal que Tz = (Ry, Sz),
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onde r = (y,2) ERZxR" 2 e R= eTVT6a rotacao do plano em torno da origem por
um angulo 27” Segue que T'(x;) = (R(x;),0) = xo¢y, T(x; — j) = Tp) — To(j) € entao
T € Og,5. Neste caso, também temos que Lr =T =T}, para todo j = 1,...,[.

z z
A T
oS
Xz X3 - T(Xs) T(Xz2) ’
XY - . Xy
X1 s T(Xs) /
Xa / T(X:)
% o ool |
T(A)

figura 2 - A figura ilustra um exemplo de uma aplicagdo T' € Zg x O(1). Tal aplicagdo faz uma rotagao

em torno do eixo Z por um angulo %’“, e em torno do eixo X (ou Y') por um angulo 7.

Observacgao 1.2.4. Note que u € Hy, 5 pode ser (o, Og ,)-multipolar simétrica e pode ter uma
decomposicao que nao satisfaz (1.2.2). Em outras palavras, para ser multipolar simétrica basta
que exista uma decomposicao satisfazendo (1.2.2).

1.3 Os espacos PM*

Nesta secao definimos os espacos PM*, o qual é um espaco de distribuicdes temperadas que
contém fungdes homogéneas. Também relembramos algumas propriedades destes espacos.

Antes, recordamos a definicdo da transformada de Fourier. Esta é definida inicialmente no
espaco de fungoes de Schwarz & = S(R™) e depois estendida para o espaco das distribuigoes
temperadas &’ = §'(R™). O répido decaimento no infinito das fungoes em S, permite provar

muitas propriedades da transformada sem qualquer problema de convergéncia.
Dada f € S, definimos

f(e) = / fla)e i, (1.3.1)

Dizemos que f ¢ a transformada de Fourier da f. Definamos agora a transformada de Fourier
inversa. Dada uma funcao f € §, definimos

f&) =79, (1.3.2)

para todo £ € R". A operagao

v

f=f

é chamada transformada de Fourier inversa.
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Estas definigoes podem ser estendidas ao espago das distribuigoes temperadas &' = S’'(R™)
da seguinte maneira: dada u € §’, a transformada de Fourier e a transformada de Fourier
inversa de u sdo as distribui¢oes temperadas que satisfazem

A

(i, ) = (u, ), e (U f)=(uf), (1.3.3)

para toda f € S, respectivamente. O lema abaixo contém algumas das principais propriedades
da transformada de Fourier.

Lema 1.3.1. Dadas u,v € §'(R"), f € S e @ um multi-indice, temos que:
(i) Se u; — wem &', entao 4; — @ também em S';

(ii) (9°u)" = (2mi€)a

Existe uma interessante relagdo entre a transformada de Fourier e a composta de uma
distribuicdo com uma homotetia. Esta pode ser definida observando-se o seguinte fato: seja
A € R, u uma fungdo integravel e f € §. Definindo wuy(z) = u(Az), para A > 0, obtemos via
mudanca de variaveis

L @) f@yde =37 [ () sy, (1.3.4)

onde fy-1(z) = f(A\"'z). Logo, para u € &', a composigao de uma distribui¢do temperada com
uma homotetia é definida como

(ur, f) = A7 (u, fr1).- (1.3.5)

Podemos relacionar a transformada de Fourier e a composta de uma distribuicdo com uma
homotetia através da seguinte relagao

A

(ur) = A7 () r-1. (1.3.6)
Na sequéncia, relembramos a definigao dos espacos PM* (Veja e.g. [15] e [50]):

Definicao 1.3.2. Para cada 0 < k < n, o espaco PM* ¢ definido por

PMF={uec & :ac L (R"), esssupl|é|f|a(¢)|< ool (1.3.7)
£€Rn
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O espaco PM* munido com a norma
[ull page = ess sup€]*a(g)]< oo
ﬁER"

¢ um espago de Banach. Com efeito, é facil ver que ||.||pps+ define uma norma. Mostremos que
PM* munido com esta norma é completo. Considere (u,) .y uma sequéncia de Cauchy em
PM*. Assim,

||us — w||pare— 0, quando s,1 — oo.

Pela definicio da norma em PMP*  temos que a sequéncia (|§ |Fai, ()) y ¢ de Cauchy em

€
L*>®(R™), e desde que este é um espago completo, entao existe g € L°(R™) tal que

€7, () — g em Lo(R™).
Defina h(&) = ﬁg(f),{ # 0, e considere a bola B(0, R) C R", R > 0. Segue que

1 1
o) < llgllp [ dg < s,
/B<07R> €]* ©) ol BO,R) [£]F

dado que k < n. Segue que h € L} (R™). Também, para ¢ € S, temos que
1
[ €6 <l [ eal€)de + gl l0lla< o
R" B(0.1) [¢]

Logo, h € &', e, definindo u := ;L, no sentido de distribuicdes, temos que u € PM* e uy — u
na norma de PMF*, quando s — oo.

Em (1.3.6), apresentamos uma relagdo entre a transformada de Fourier e a composta com
uma homotetia. Esta relacdo nos permite mostrar uma propriedade de invariancia da norma
||-||pare: Se A > 0 entao

[lurllpass = ess sup [€[“[iix(€)]
geRn

— Aness sup A1 a(A~e)|

¢eRn
= N7 ul | page, (1.3.8)

ou seja, a norma ¢ invariante pela aplicacao
u > Ny (1.3.9)

Esta aplicacao é chamada o scaling da norma ||.||pps».

1.4 Alguns resultados basicos

Nesta secao lembramos algumas defini¢oes e resultados gerais que serdao usados ao longo
do trabalho. A saber, relembramos as definicoes das fungdes Gamma e Beta, e suas principais
propriedades, e também enunciamos e provamos alguns lemas envolvendo operadores singulares
e transformada de Fourier, fundamentais na prova de alguns resultados.
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As funcoes Gamma e Beta

No decorrer desta tese, as fungdbes Gamma e Beta aparecem em algumas estimativas. Por
isso, para conveniéncia do leitor relembramos suas defini¢des e principais propriedades:

Defini¢ao 1.4.1. Para um nimero complexo z com Re(z) > 0, definimos a funcdo Gamma
por

(z) = / - letdt. (1.4.1)
0

Segue da definigdo que I'(z) é analitica no semi-plano Re(z) > 0.

Duas propriedades fundamentais da funcao Gamma sao as seguintes:

I(z+1)=2I(2) e I'(n) =(n+ 1!, (1.4.2)

onde z é um nimero complexo com parte real positiva e n € N. Além disso, temos os simples
(mas importantes) fatos:

T(1)=1 e I(1/2) = v/ (1.4.3)

A seguir, definimos a func¢ao Beta.

Definicao 1.4.2. Para todo z e w nimeros complexos com parte real positiva, a funcao Beta
B(z,w) é definida por

1
B(z,w) = / N1 — t) Lt (1.4.4)
0
A seguinte igualdade nos d4 uma relagdo entre as fungbes Gamma e Beta:
L)l (w)
= ————. 1.4.5
Bew) = For (145)

Lemas basicos

Nesta subsecao enunciamos dois lemas conhecidos que serdao importantes na obtencao de
algumas estimativas. Para conveniéncia do leitor, incluiremos a prova destes resultados. O
primeiro é sobre convolucao de fungoes homogéneas. Ele e sua demonstracao podem ser encon-
trados em [53].

Lema 1.4.3. Sejam 0 < a < n,0 < [ <n tais que 0 < a + 3 < n. Entao
([ * |27 (y) = /Rn!zy“ﬂy — 2|z = K(a, B)|y|*t* ™, (1.4.6)

onde
K(a, B) = (caCsCn-a—p)/(Catslnatn_gp) € ca = 1 *T'(a)2). (1.4.7)
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Demonstracgao: Primeiro, relembre que

(e )N (€)= a B e (1.4.8)

Usando a propriedade da transformada de Fourier do produto de convolugao, obtemos que

(77 e SRR (€) = (e ) (eI g)

n (s+1)]€]?

= (ts) ze’ ™ =, (1.4.9)

para t,s > 0. De (1.4.8), da propriedade (v) do Lema 1.3.1, e aplicando a transformada inversa
m (1.4.9), segue que

1 |$‘2

(e sy gmmolel®y () = GToT S (1.4.10)
Agora, por (1.4.7) e pela defini¢do da fun¢do Gamma em (1.4.1), podemos escrever
Calz| 7 = /Oo(tﬁ’l|z]’2)%’17r’1\z|’2dt
- / s lemsmlel g, (1.4.11)
implicando que
R (e e /0 - 0 Tt (ol ommslel) g s, (1.4.12)

Substituindo (1.4.10) em (1.4.12), e fazendo duas mudancas de variaveis, primeiro t = u* e

s = v?, e depois u = rcosf e v = rsinf, obtemos

a—n B— n —a— n—pB—1 o n—a—B—2_—xr? cos? 0sin? 0|z|?
Cr—aCn—p(|z|* |2 = 4/ cos" ! sin /0 r e rdrdf.
(1.4.13)

Por fim, fazendo w = mr? cos® #sin?# em (1.4.13), verificamos que

n—a—p_8

n—oa— 2 oo
CnaCn_p(|z|*"*|z|P ™) () = 277 2 : |x|‘”+6_"/2 cos” 1 sina_l/ w e dwdd
0 0

™

s A (Tl_a_ﬁ> || P~ n/ cos?Tsin® 1 do
0

2
= 2cn_oé_5|:1:|°‘+5_"/072r cos” 1 sin® d. (1.4.14)
Usando a identidade
P(a)T(b) = T(a + b)2 /0 7 cos21 g sin ), (1.4.15)
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obtida da relagao (1.4.5) entre as fun¢oes Gamma e Beta, podemos concluir que

CnaCnp(|z|**|z|P ") (z) = Tma=BCalh) ok (1.4.16)
Ca+p

o que nos da (1.4.6). O

O lema abaixo trata da transformada de Fourier de fung¢oes homogéneas e sera usado para
encontrar estimativas com constantes explicitas nos espacos PM*. Este lema e sua demonstra-
¢ao podem ser encontrados em [59].

Lema 1.4.4. Suponha que a é um nimero complexo tal que 0 < Re(a) < n e P(z) é um

polinémio homogéneo harménico sobre R™ de grau [. Se K(z) = |z|fifff2a entao K (&) =y gﬁ(fl,
onde
i—lr(n/2)—ap (HTa)

je=

Vi = (1.4.17)

Demonstracao: Considere a restricao

K(x), se |z|< 1
0, se |z|> 0,

Ki(z) = {

e seja Ko(z) = K(x) — Ki(z). Entdo, Ky € L'(R") e, se Re(a) < %, entdo K, € L*(R). Assim,
desde que K; e K, podem ser aproximadas por fungoes em L!'(R™)N L*(R"), obtemos que K e
K, devem ter a forma Ky(z) = hy(r)P(z) e Ky(z) = hy(r)P(x), onde r = |z| (veja [59], Lema
2.18). Defina h = hy + ho. Mostremos que h é homogénea de grau —(k + «). Por (1.3.3) (veja
pag. 20) segue que

/Rn K(z)p(z)dx = /Rn K(z)p(x)dz. (1.4.18)

Tomando z = dy no lado esquerdo e x = 6!z no lado direito, resulta que

5 [ Ky)pydy =57 [ K6 2)e( )z,

Rn

para toda ¢ € §. Da homogeneidade de P, obtemos que K ¢ homogénea de grau a —n, e segue
da igualdade anterior que

/ K(y)@(dy)dy = 6" / K (671 2)p(6712)dz. (1.4.19)

n

Agora, fazendo ¢;s(x) = (6 'x), temos que Js(y) = 6"p(dx). Usando esta notagao em (1.4.19),
obtemos que

L KO0 =67 | K (w)e(0y)dy

= 0" / K(y)@s(y)dy

Sy / K (2)p(57 )z, (1.4.20)
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para toda funcao teste ¢ € S. Isto nos diz que k(éa:) = 5_af((a:), q.t.p. = € R™. Assim, desde
que K(x) = h(r)P(z) e P é homogénea de grau k, temos as seguintes igualdades

SEh(8r)P(x) = h(dr)P(dz) = 6 “h(r)P(x).
A primeira e a terceira expressao na igualdade anterior implicam que
h(6r) = 6~ *Fh(r). (1.4.21)
Considere H(r) tal que h(r) = H'(r). De (1.4.21), segue que

s 1 1
H(s) = / h(r)dr = / h(st)sdt = slfk*a/ h(t)dt = s'~F"“H(1), (1.4.22)
0 0 0
para todo s > 0. Logo, h(r) = H'(r) = yr=%= e
; P(y) n
K(y) = h(r)P(y) = Vgt P Y€ R", (1.4.23)

para « tal que 0 < Re(a) < 5. Agora, vamos estender este resultado para todo a tal que
0 < Re(a) < n. Substituindo K (y) em (1.4.18), obtemos que a equacio

/Rn lxﬁﬁzal P(x)dx = v - ngﬁl p(z)dx (1.4.24)

¢ satisfeita para 0 < Re(a) < 4. Note que as duas integrais na equacgao (1.4.24) definem fungées
analiticas de a para 0 < Re(a) < n. Caso 7 defina também uma func¢ao analitica de a neste
intervalo, entdo podemos concluir que a equacao (1.4.24) é satisfeita para 0 < Re(a) < n, isto
é, a expressdo em (1.4.23) é valida para todo « tal que 0 < Re(a) < n.

Com o objetivo de calcular o valor da constante 7 considere a seguinte funcao teste p(x) =
e~ P(x). Usando o fato que ¢(y) = i *o(y) (veja [59], Teorema 3.4), verificamos

Usando coordenadas polares em (1.4.25), ficaremos com

i_k /OO 6—7rr27,k+a—1/ 1 [P(y/)]Qdy/dT _ ,y/oo e—mﬂrk—i-n—a—l/ 1[P(yl)]2dy,d’f‘, (1426)
0 Sn- 0 sne

seguindo que

i_k/ e~ pkra—l g, 7/ e~ phtn—al g, (1.4.27)
0 0
Usando a relacao
1 0 2
r (5; >7r<53” - 2/ e~ P dt, (1.4.28)
0
podemos obter de (1.4.27) que
I (m)
ko 2
Y= A =y, (1.4.29)
r(=52)
Desde que I'(z) é uma fungao analitica para Re(z) > 0, v, define uma funcao analitica de «
para 0 < Re(a) < n e a prova esté concluida. O
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Capitulo 2

Existéncia e simetria para uma equacao
eliptica com potenciais singulares

Neste capitulo, apresentamos uma teoria de existéncia para (0.0.4), além de mostrar propri-
edades qualitativas da solucao como regularidade, positividade e simetria. A técnica empregada
para mostrar existéncia é baseada em um argumento de contragao, sendo do tipo nao-variacional
e sem requerer propriedades de compacidade nos espacos funcionais ou no dominio. Mostra-
mos também uma propriedade de simetria, mais especificamente, damos condigoes para que as
solugoes sejam (o, Oz, )-multipolar simétricas, onde Og, ¢ como definido na Observagao 1.2.2
(veja pag. 17).

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: na Segao 2.1 relembramos o problema a ser
estudado e definimos o tipo de solucao que estamos interessados. Na Secao 2.2, apresentamos
os resultados obtidos para o problema (0.0.4). Para melhor organizagao dividimos esta em
trés subsecoes para tratar existéncia, regularidade, positividade e simetria. Na Secao 2.3, sao
provados os resultados enunciados na Se¢ao 2.2.

2.1 Formulacao integral

Para conveniéncia do leitor relembramos o problema que estamos interessados:

(—A)™u = u|ulP'+V (z)u + f, em R", (2.11)
(—=A)Yu—0 quando |z| = oo, para j=0,..,m— 1, o
onde m € N, n > 2m, p > —— e V ¢ um potencial multipolar da forma
h1< T—T1 ) h/l( T—x] )
V(g) = —=mle g el 2.1.2
(z) P PR (2.1.2)

podendo este ser anisotrépico ou isotrépico (dependendo das fungoes h;), monopolar ou multi-
polar (dependendo do niimero de polos 1).
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Primeiramente apresentamos a nogao de solu¢do que consideraremos para (2.1.1). Sejam
n > 2m e I'(z,y) a solugdo fundamental para o operador poliharménico (—A)™ em R”, isto é

1
onde a constante (), ,, ¢ dada por
(G —m) (2.1.4)

Cnan = 227 (m — 1)1 T(2)w,

ew, = lg?f) é o volume da esfera unitaria (n — 1)-dimensional. Entao, o problema (2.1.1) pode
2

ser convertido para a seguinte equacao integral

w(@) = Qnm /R W(u|u|p_1+1/u + )(y)dy. (2.1.5)

Estudaremos existéncia e propriedades qualitativas de solu¢oes da equagao (2.1.5). Em
particular, também obteremos resultados para (2.1.1) no sentido de distribuigoes e no sentido
classico fora dos polos.

Para melhor manusear a equagao (2.1.5), dividimos-a em trés partes:

w=N()+ T )+ F(f), (2.1.6)
onde
N = Qo [ gl (1) (217)
T(4) = Qun | WVu(y)dy, (2.1.8)
D= Qo [, =z [ ) (21.9)

Note que, se u é solucao de (2.1.5), definindo
us(x) = 6%u(59£),5 > 0, (2.1.10)

temos que se V' é homogénea de grau —2m e f é homogénea de grau —%, entao us também
satisfaz (2.1.5). De fato, sendo u solugao de (2.1.5), obtemos pela defini¢ao de us que

u(dx) = Qn,m/n L

Re |0z — y|n 2™

n 1 _

= 0 Qun [ (Wl VU ) (0)dy
R |2 — g|

(wluP~ +Vu+ f)(y)dy

1 2mp
— 62m_n@n,m/ 7(5*ﬁ+nud|u6|p—l+vu6 + f) <y) d <y>
Rn ) )

|.T _ £|n72m
@

2m 1
- 5*ﬁQn7m/  (uslusP T+ Vus + £)(2)de. (2.1.11)

Rn |z — z|P2m
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Assim, temos o seguinte scaling para (2.1.5) (e também para (2.1.1))
U — Us. (2.1.12)

Observagao 2.1.1. Note que uma solugao invariante pelo scaling (2.1.12) deve necessariamente

ser uma funcdo homogénea de grau — 22
p—1

2.2 Resultados

No que segue, enunciamos os resultados obtidos para (2.1.1). Antes disto, fixemos algumas
notagoes. Para cada 0 <d<n—2me (0 <7 <1, seja

Li= QumK(n—d—2m,2m)ee, = (1 — T)fi(zppzpc&L%)—rh, (2.2.1)

onde K(a, ) é como no Lema 1.4.3 (veja pag. 22) e Cyz = C(d, %, 2m) como no Lema 1.1.8
(veja pag. 14).

2.2.1 Existéncia

O proximo resultado estabelece a existéncia de solugoes para (2.1.5) no espago ’Hzim1
o

G
Yo%

n
n—2m

Teorema 2.2.1. Sejam n > 2m, p >
fEHQLI;O—ZeveHQM,O_Z
p7 b

e @ = (x1,29,...,77) € (R")!. Suponha que

(i) Sejam d = %, |V |2m.a< m, T = L4.Cs.||V]lama € 0 < € < &7, onde Ly, Cgz, e, sao
como em (2.2.1). Se |[[f]|zmp s< 75—, entdo a equagdo integral (2.1.5) tem uma tnica
p—1’ me1

solugao u € H 2m 4 satisfazendo ||ul] 2m < 2
p—17’ p—1°

1—7

(ii) A solugao u depende continuamente dos dados iniciais V' e f.

Desde que u € H 2m g, entao em geral, a taxa de singularidade e decaimento no infinito que
p7 K

governa u é k = 2—7”1 O préximo teorema mostra que u pode ter outras taxas de singularidade

o
e decaimento.

Teorema 2.2.2. Sejam 0 < a < n —2m, f € Hopoma N Hem 5 € ||V]|2ma< ﬁ Seja
p—1" a-“Ya
u a solugao obtida no Teorema 2.2.1. Existe 0 < §, < ¢, tal que se || f||2mp < L‘i“ , entao
1 2m
u€ HagNHom 5
p— 7

Observagao 2.2.3. No Teorema (2.2.2) é assumida uma outra taxa de singularidade somente
para o dado f, e nao é requerida nenhuma condicao de pequenez da norma || f||4+2m.a. Note que,
em geral, uma funcao h € Ho,gs NH2m z com 0 < a < ;—ml (respectivamente ])2—’”1 <a<n-—2m)
p—1’ - -
_ . —2m - . .
comporta-se como |x — x;|"" (respectivamente |z — z;|”7-1) préximo da singularidade z;, e

como |x|_% (respectivamente |z| *) quando |z| — oo.
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Observagao 2.2.4. Seja V como em (2.1.2) com h;(z) = a; - z, onde a; € R" | isto é,

Z i)
|2m+1 )
ou ainda, com h;(z) = \;,

Z <z — :L’le

Estes correspondem aos casos de potenciais com dipolos multiplos e potenciais isotrépicos mul-
tipolares, respectivamente. Em vista de (0.0.8) e (0.0.9) (veja pag. 3), um calculo simples
mostra que ||V]]ama< Xy Jai] ou ||V ||2ama< X, ||, de acordo com o respectivo caso prece-
dente. Portanto, V' satlsfaz as hipoteses do Teorema 2.2.1, desde que a correspondente soma
seja menor que (L%.C&)_l.

No caso em que @ = 0 € R”, as fungoes V e f no Teorema 2.2.1 podem ser homogéneas.
O proximo resultado garante que, assumindo certa homogeneidade sobre estes dados, entao a
solucao u obtida também serd homogénea.

Teorema 2.2.5. No Teorema 2.2.1, assumal =1ex; =0, isto é, @ =0 E R” e as hipoteses do
item (7). Além disso, assuma que V' e f sdo homogéneas de grau —2m e —=" respectivamente.

Entdo, a solucdo u é homogénea de grau — 22,
) p—1

2m

Observagao 2.2.6. (Otimalidade da taxa k = —) A Observagao 2.2.3 mostra que existem
solucoes com taxa de smgularldade menor que % proximo a singularidade z;, e com decaimento

mais rapido que |z|” T no infinito. Por outro lado, algumas solugoes tem taxa de singularidade

(ou decaimento no infinito) exatamente igual a k = %. Para melhor explicar, um exemplo pode

ser dado quando consideramos o caso simples @ = 0: se V(z) = 6|z|~*™ com 0 < § < +——-,
P e
e f(xz) = 7= ; x|_§fm1, entdo a solugdo é precisamente
p—1
u(r) = Cla| 71, (2.2.2)

onde C' > 0 é uma constante. De fato, pelo Teorema 2.2.5, a solucao obtida u sera homogénea,
e além disso, pela radialidade de V' e f, esta também serd radial, e portanto u deve ter a forma
(2.2.2)(ver Teorema 1.7 e Teorema 1.8 em [32] para o caso m = 1). Disto segue que, para
V € Homa gerale f € Hil’f’& como no Teorema 2.2.1, solugoes u € "H%@ podem (ou nao) ter

taxa igual a k = %. Assim, podemos dizer que k = 1% é 6timo para o conjunto de solugoes
(obtidas variando V, f) no sentido que esta taxa governa solugoes u € H 2m 5 € é atingida por
p7 b

algumas delas.

Corolario 2.2.7. (Estabilidade angular) Considere

hl k( r—x ) hl k:( T—Iy ) h1< Tr—x1 ) hl( T—xy )

PN z—m | PN lz—ay lz—1] lz—i
Vi, = V= : 2.2.3
k ‘x_xl‘Zm ‘x_$l|2m ¢ |$_x1’2m ‘x_xl‘Zm ( )
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com

1

< . 2.2.4
L%-C& ( )

Sgp (22:1 Hhi,kHLoo(Snfl))

Sejam f € Hamp 5,7 € € como no Teorema 2.2.1, e uy e u as solugoes correspondentes a Vi, f
p—1’

e V, f, respectivamente. Se h;r — h; em L>(S""!) para cada i = 1,...,n, entdo uy — u em
Hom 5, quando k — o0.
p—1’

Observagao 2.2.8. No coroldrio anterior, um caso fisico interessante corresponde a h; ;(z) =
a2 e hi(z) =a; -z com a;p — a;, onde a;x, a; sdo vetores em R™.

Observagao 2.2.9. O método empregado para mostrar o Teorema 2.2.1 parte (i) pode ser
usado para tratar versoes de (2.1.1) em um dominio limitado suave, no semi-espaco R, ou em
um dominio exterior 2 do R", com condi¢oes de fronteira de Navier homogéneas. Para isto
devemos usar a funcao de Green I' correspondente a cada problema de valor na fronteira e
estimativas pontuais tais como

1
|l‘ _ y|n—2m+\a1\+\a2

8?18§2F9(x,y)‘ <C » para lay| + |ag| < 2m < n. (2.2.5)
Além disso, algumas modifica¢oes na definicao do espaco e suas propriedades seriam necessarias,
a fim de levar em conta z € (). Também, condi¢oes de fronteira de Dirichlet homogéneas
podem ser tratadas, caso tenhamos uma estimativa como (2.2.5). Por exemplo, este é o caso
de dominios suaves limitados, do semi-espago R’} e exterior de uma bola (veja [37, Capitulo 4],
[8, Proposicao 2.4], [7, Proposigao 2.1], para os respectivos casos).

Observacao 2.2.10. Usando a técnica empregada no Teorema 2.2.1, podemos tratar a equagao
(2.1.1) com o operador £ = (—=A — V)™ em lugar de (—A)™ — V', onde V' é um potencial em
Ha s (como por exemplo o potencial de Hardy V(z) = ﬁ) Com efeito, abrindo a poténcia,
podemos escrever L = (—A)™ 4+ L', onde o operador L' contém as derivadas de ordem mais
baixa. Passando o operador £’ para o lado direito da equacdo, e usando a funcao de Green
do operador (—A)™, podemos obter uma formulacao integral para o problema. Note que, para
tratar esta formulacdao integral seria necessario utilizar espacos funcionais onde as derivadas
também estejam em espagos do tipo Hy a-

De acordo com a prova do Lema 1.1.8 (veja (1.1.29) e (1.1.33), pag. 15 e 16), a constante
Cx (e também o tamanho do potencial V' (z) no Teorema 2.2.1) dependem da posicao relativa
das singularidades z1,...,2; € R™. No que segue, damos exemplos de configuragoes para as
singularidades e suas respectivas estimativas.

Corolério 2.2.11. (i) (Duas singularidades) Se tomarmos [ = 2, entao a estimativa para V
no Teorema 2.2.1 é dada por

1V ||2m,a< S Gt M G, (2.2.6)

onde s = min{%, 2m}.
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(ii) (Vértices de um poligono regular) Sejam [ > 2 e xy, ..., z; vértices de um poligono regular.
A estimativa para V' no Teorema 2.2.1 torna-se

2o (5 - 5m) T ()

_ = y (2.2.7)
— )T () (U )

[V ]l2m.a<

o

para [ é par; e para [ impar, temos

0|3

2o (5 -5 T ()
[V |2m,a< L £ 7. (2.2.8)
(-2 (2) (U se)

Nas desigualdades acima I'(.) é a fungdo Gamma e s = min{%, 2m}.

Observagao 2.2.12. Tomando m = 1 no Corolario 2.2.11, obtemos as seguintes estimativas

para V. Para [ = 2, obtemos
2 (n P 1
Vllea< == — .
V], 33<2 p_1> <p_1>

Sel > 2 exy,.., x; sdo vértices de um poligono regular, entao

n 1 2
Wika< (5 - 25) (1) 7y
(1+ =ém)

sin(m

se [ é par, e

n 1 2
[V ]2,a< (2_1??1) (p—1> 1 1 s
(1 + Zoenteran)

2.sen(

se [ > 2 ¢ impar.

2.2.2 Regularidade

Desde que elementos de ‘H 2m 5 podem apresentar [ singularidades, ¢ natural estudar propri-
p7 b

edades de diferenciabilidade para solugoes fora do conjunto de polos {z1, ..., z;}. No que segue,
investigamos estas propriedades e garantimos que, dependendo da regularidade de f e V, a
solugdo obtida no Teorema 2.2.1 é uma solucao classica do problema (2.1.1) em R™{z1, ..., z;}.

Teorema 2.2.13. Assuma as hipéteses do Teorema 2.2.1 e seja § um multi-indice tal que
0<|B| <2m.

(i) A solugio u do Teorema 2.2.1 (i) satisfaz 0°u € Hy 5, onde b = z% + |5]. Consequente-
mente, as condigoes de fronteira no infinito em (2.1.1) s@o verificadas por u. Além disso,
u € C* Y R™"\{x,...,7;}) e u é uma solugao de (2.1.1) no sentido de distribuicdes.
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(i) Temos que u pertence a HZ™(R™\{xy,...,x;}) e verifica (2.1.1) q.t.p. em z € R".

loc

(iii) Se f,V € C(R"\{z1,...,2;}) entdo (—A)™u € C(R"\{xy,...,x;}) e u satisfaz a equagdo
(2.1.1), no sentido classico em R"\{z1, ..., 2;}.

Observagido 2.2.14. Observe que a norma em H; 5 de 0%u, pode ser estimada usando as
normas do potencial V e de f. De fato, relembrando que v = F(u|u[P~*+Vu+ f), as estimativas
em (2.3.6) e (2.3.7) na prova do Lema 2.3.1 (veja pag. 33), implicam que existe M > 0 tal que

p—1

H@BU

<M Hu|u|p_1—|—Vu +f

2mBl.a T

< Ml i+ 1V g el 2+ 1z )
p—17’ p—1 p—1

p
2e 2e €
<M V L —
- ((1—[/2777.1.00‘2.”‘/”27”70‘2) + 1_L%.Cd‘.||V||2m7& | ||2m’°‘+L27n> ’

p—1

2mp -
Yo%

onde ¢, L2m e Cg sao como no Teorema 2.2.1.
p—1

Observacao 2.2.15. (Regularidade 6tima) Para o laplaciano (isto é, quando m = 1), sdo

conhecidos resultados de regularidade C'*°, fora do conjunto de polos, para solugoes positi-

vas e no caso de potenciais singulares como em (2.1.2), com as fungdes h;’s suaves (veja por

exemplo [22],[23],[24],[29],[28]). No Teorema 2.2.13, a regularidade C*™~! parece ser 6tima

para [ € Homp 5 € V' € Homg gerais. Note que as hy’s em (2.1.2) (e entdo V) podem néao
e,

ser suaves. Entretanto, assumindo ainda que f e V' sao suaves em R™\{xy,...,x;} (por exem-
plo, quando h; € C*(S"!) em (2.1.2)), usando regularidade eliptica padrdo e um argumento
de bootstrap, é possivel mostrar que u € C®°(R"\{z1,...,x;}). Por exemplo, V é suave em
R™\{x1,...,x;} nos casos fisicos h;(z) = a; - z e hi(z) = \;, mencionados na Observacao 2.2.8.
Por outro lado, também temos que se u e f sdo suaves em R"\{xy,...,2;} com u > 0 entao

V =1 [(=A)™u — ululP~'—f] deve ser suave em R™\{z1, ..., z;}.

2.2.3 Positividade e simetria

No proximo resultado deste capitulo, damos condicoes para garantir a positividade da solu-
¢ao u, e mostramos uma propriedade de simetria das solucoes, dependendo de f e V' (simetria
multipolar).

Teorema 2.2.16. Sejam @ = (x1,...,7;) € (R")! tal que Oz, é ndo-vazio, f,V como no
Teorema 2.2.1 e u a correspondente solugao.

(i) Se f,V>0e f#0 q.t.p. z € R, entdo u é positiva.

(ii) Se f,V sdo (0,0gz,)-multipolar simétricas, entdo a correspondente solu¢do u também
possui esta propriedade, isto é, u é também multipolar simétrica com respeito a (o, Og ).
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2.3 Demonstracao dos resultados

Nesta se¢ado demonstramos os teoremas que foram enunciados na se¢ao anterior. Para melhor
organizacao do trabalho mostramos primeiramente algumas estimativas, colocando-as na forma
de lemas.

2.3.1 Estimativas

No préoximo lema demonstramos propriedades de diferenciabilidade para o operador F(-)
definido em (2.1.9) (veja pag. 27) nos espacos Hy. a-

Lema 2.3.1. Sejam 0 < d < n—2m, g € Haroma € La = Qum-K(n—2m—d,2m), onde K(-,-)
e Qnm sdo como em (1.4.7) e (2.1.4), respectivamente (veja pag. 22 e 27).

(i) Entao F(g) € Haa €

F(laa< Lallgllarom.a- (2.3.1)
(ii) Temos que 97 F(g) € Hay(p.a, para todo S multi-indice tal que 0 < |B] < 2m, e
F(g) € C*™ 1R \{zy1, ..., 2;}). (2.3.2)

Demonstracao: Seja g = g; + ... + ¢; uma decomposicao de g em Hgi9m g Pela definicao
da norma (1.1.3), e empregando o Lema 1.4.3 (veja pag. 22) obtemos

F(9)@)] < Quan [ 19:(0)ldy

T
1 1

SQmm/ dy g| d+2m,x;

o [0 — Gy~ a2y — g 9 lasame

1
< Li—— gillaroma. . 2.3.3
= d|l'—$j’d||gj||d+2 \Tj ( )

para cada j = 1,...,1, onde L; é como no Lema 2.3.1 (veja padg. 33). Segue de (2.3.3) que
F(95) € Hygo;r € Fg) = F(g1) + ... + F(g) é¢ uma decomposicio para F(g) no espago soma
Haa. Além disso,

l
1F(9)llaa < inf {Z!Ivﬂld,xj: Flg) = v + .. —i—vl}

Jj=1

!
< inf {ZHF(QJ')Hd,mj: g=g1+ +gz}

=1

l
< Ldinf {Z‘|gj’|d+2m,xj: g=g1+ ... +gl}

=1

= La||9|la+2m.a>
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que resulta em (2.3.1).
Agora, mostremos o item (ii). Para x ¢ {x1,...,2;}, usando-se o Lema 1.4.3 (veja pag. 22)
e a condi¢ao 0 < |B]< 2m, obtemos que

() = [ 02 ([ e ) 9 23.4)

em vista da estimativa

1 =~ 1
BN <C
er_mw%ng)_ ﬁx_m%w%wﬁmmww—-+mwm
~ 1 HngdJerx Hngd+2mcL‘
<C Ly LA 2.3.5
Pla = y[r—@m-18D <|y — |42 |y — xy|d+2m ( )
= CpG(z,y),

onde G(z,-) € L'(R",dy), para cada = ¢ {1, ..., 1;} fixo. Empregando o Lema 1.4.3 [-vezes na
soma em (2.3.5), obtemos

l
1 1
/R" g(xyy) Y ( Hg]Hd"rQ VT ym‘n,(zm,m‘) |l‘—l’j|d+2m)

j=1

_ 91| d-2m,21 | 91]|d+2m,z,
— K(n—d—2m,2m — |5) <|a: e R e R

Logo, por (2.3.4) e pela igualdade anterior

B 2 ”91’|d+2m,x1 Hngd—ﬁ-Qm,x

para cada = ¢ {x1,...,x;}. Desde que

lgllarome,  lgillasom,z

@ — [ o g = gl € Harsla (2.3.7)

a desigualdade (2.3.6) e o Lema 1.1.6 (veja pag. 14) implicam 07 F (g) € Hars),a-
Note que, se z, ¢ ¢ {x1,...,2;} entdo

Wﬂﬁ@—&?@@@=@¢%<])@—%<1>@49@@

|Z _ y‘n72m ’Z _ y’anm
= [ Gla.y)dy. (23.8)
onde, por (2.3.5),

|Q(x,y)| SO,8< + ) (HngdJrQ ,T1 4o+ ||gl||d+2 , l)

|z — y[=C@m=IB) " |z — y|n—@m—I8) y — zy|dt2m T [y — gy fdt2m

— H(r.y). (28.9)
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Pelo Lema 1.4.3, temos que H(z,-) € L*(R", dy) e

_ Hgl | \d+2m,x1 Hgl ! \d+2m,xl
/R" H(ZL‘,y)dy —Cﬂ.K(n — d — 2m, 2m — |5|) (‘ZE—SEW T W

5 191l a+2m,2, (191l |a+2m,2,
+C’5.K(n—d—2m,2m— |5|) <W++WW 5

que converge (quando x — xy) para

~ ||gl||d+2mx1 ||gl||d+2mx
Co K (n—d—2m, 2m—|g|)-2 [ L9ld+2m.e:_ l 2/ y)dy. (2.3.10
5.K(n m, 2m—|3|) <|x0—x1|d+|ﬁ| + ...+ 2o — z] #HAT (zo, y)dy. ( )

Desde que G(z,y) — 0 quando & — z, as relacdes (2.3.8), (2.3.9), (2.3.10), e o teorema da
convergéncia dominada, implicam que 9°F(g) € C(R™"\{x1, ..., 2;}), para todo 0 < |3] < 2m.
Segue que F(g) € C*™ 1 (R™"\{z1,...,21}). O

O objetivo do lema abaixo é mostrar que operadores produto e poténcias de fungoes pre-
servam simetria multipolar. Este sera usado na demonstracao do Teorema 2.2.16.

Lema 2.3.2. Se u € Hig, V € H,5 entdo Vu € Hiyra € uluP™'€ Hips Além disso,
assumindo ainda que u e V sdo (0,04, )-multipolar simétricas, temos que Vu e u|ulP™! sdo
também (o, Oz, )-multipolar simétricas.

Demonstragao: Do Lema 1.1.8 e da Observagao 1.1.9 (veja pag. 14 e 16) sabemos que
ululPre Hypa e Vu € Hiyra, desde que u € Hyz eV € H, 5. De (1.2.1) (veja pag. 17), temos
que

T;(B)) = Bo(s), (2.3.11)

onde B; é uma bola centrada em x;. Desde que Vu tem uma decomposicao similar a (1.1.32),
isto é, sendo V=V + ...+ Ve u=u; + ...+ u;, decomposi¢oes 6timas, temos que

Vu= (Vlul +Z\/1u]|31+ZVu1|Bc> + ..+ (Vul—i- Z Viu;| g+ Z Vul]Bc) :
J=2 Jj=2 J=Lj#l J=Lj#l
¢ uma decomposicao para Vu. Para facilitar a notagao, escreva
! !
Wjz) =Viu; + >, Viwls+ Y Viwlge,
i=1,i#j i=1,i#l
para cada j = 1,...,]. Assim, devemos mostrar que
Woii) (Tj(2)) = W;(x). (2.3.12)

Desde que V' e u sao (0, Oz, )-multipolar simétricas, temos que

Vo) o) (T3(x)) = Viu (). (2.3.13)
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Usando (2.3.11) e a Observagao 1.2.2 (veja pag. 17), obtemos
Vot uil,, (Tj(x)) = Vo (Ty)ui(T3) | 5;(2) = Vo (Ti)ui(To-13)|B; (2) = Vitg—10)| B, ().

(2.3.14)

Como T' ¢ bijetiva, também segue de (2.3.11) que T;(Bf) = By ;), e novamente usando a
Observagao 1.2.2, verificamos a igualdade

Vito ()| 5o (T5(2)) = Vi(To-10))uo() (T5) B2, | (%) = Vorrayuj| B i) () (2.3.15)

Note que, para i # o(j), temos que j # o~ '(z). Assim, de (2.3.13), (2.3.14) e (2.3.15), obtemos
(2.3.12), demonstrando que Vu é (o, Og ,)-multipolar simétrica.

Agora, mostremos que ulu[P~! é (0, Og,)-multipolar simétrica. Primeiramente, demonstra-
remos que |u| também satisfaz tal simetria. Seja u = uj + ... +u; uma decomposigao verificando
(1.2.2) (veja pag. 17), eseja QT ={x e R" : u(x) > 0} e @~ = {z € R" : u(x) < 0}. Considere
a decomposi¢ao |u|=ut +u~ = u|g++u|lg-= @ + ... + @, onde

iy = ujo++ujo- (2.3.16)
Relembrando que Lr ¢é bijetiva, e usando (1.2.6) e (1.2.7), temos que Lp(QF) = QF,
Lp(27) = Q7 e ugjy(Lr(x)) = uj(x). Segue que
Uo () (T5()) = uo(lar (Tj(2)) + oy - (T5(x))

= Uo(j)| o) (L1 (%)) + Uo ()| £r2) (Lr(2))

= Uo(j)(Lr)la+ (2) + ue() (L1)lo- (2)

= ujla+Fujlo-(v)

= u;(),
q.t.p. x € R™. Logo, (2.3.16) verifica (1.2.2).

Agora, defina os conjuntos

Ay ={z eR" : 4(x) > wi(x),Vi # ji=1,...1}

para todo j = 1,...,I. Note que U\_;A; = R". Agora seja D; C A; tal que U,_,D; = R" e
D;ND; = (), para todo j # i. Com efeito, podemos tomar D = A;, Dy = AsN{ts(z) = ()},
D3 = Asn{us(x) = 4;(x), i = 1,2}, ..., Dy = Ain{w(x) = 4;(x), i = 1,2,...,1 — 1}°. Segue de
(1.2.7) (veja pag. 18) que Uq(j)(Lr(x)) = @;(x), e entdo

T,(D;) = L1(D;) = D,(j), para todo i, j. (2.3.17)
Tome a decomposicao |u|= w; + ... +w; com w; = (|u|) |p,. De (1.2.7) e (2.3.17), obtemos
wo() (T(x)) = |u(T;(x))| - 1p,, (T;(x)) = [u(x)] - 1p,,) (Lr(r)) = |ul - 1p,(x) = w;(z).

Lembrando que D; N D; = (), para j # i, entdo |u[P~'= w?™" 4 ... + w/~" é uma decomposicio
para |u[P~! tal que wga(T](x)) = w?il(a:) q.t.p. © € R, para todo T € Oz, e j = 1,..,L.
Portanto, temos que |u[P~! é (0, Oz, )-multipolar simétrica. Procedendo como na demonstracao
para Vu, segue que u - [u[P~! é multipolar simétrica com respeito a (0, 0g ). O
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2.3.2 Demonstracao do Teorema 2.2.1

Parte (i) Em vista da desigualdade pontual
[ululP~ =[P < plu — o] (juP™ + 0P, (2.3.18)
obtemos do Lema 1.1.6, Lema 1.1.8, e da estimativa (1.1.35) (veja pag. 14 e 16) que

lulul" ™ =v[ol"Hlarzma < llp [ = vl(Jul" +ol" ) las2ma (2.3.19)

<p Callu—vllaall [l +ol" " |am,a
<p 1" Callu = vlla(llulll o+ 10l )
onde Cyz = C(ad,d,2m). Para empregar um argumento de contragio, derivamos estimativas

para os operadores N, 'T deﬁnidos em (2.1.7) e (2.1.8) (veja pag. 27). Aplicando o Lema 2.3.1
(veja pag. 33) com d = =™ e usando (2.3.19), obtemos

[V () —N(v>||%,a = |Falul =l ™) L,
p—1’
< Lo [l 0] | s
p7 p— b
< p UCaLgnllu = oll 2 ol IS ). (2.3.20)

Desde que T (u) = F(Vu) é linear, novamente podemos usar o Lema 1.1.8 e o Lema 2.3.1
com d = 1% para obter

1T (w) = Tl 2m 5 = | FV (1 = 0)][[ 2
< Ca Laa ||V lamallu — vl 20 o (2.3.21)

Considere a aplicagao ¢ definida por
Q(u) = N(u) + T (u) + F(f) (2.3.22)
esejaB. = {u € H%@; ||u||%&§ 2}, onde T = L%C&HVHQm,&. Segue de (2.3.20) e (2.3.21)
que
1®(w) = P(0) 2 5 = [N (1) = N(0)]| 2 5+[[T(w) = T (©)]| 222 5
< p PCaLgnllu = oll 2 oIl oIV ) (2.3.23)
+Ca Lan||Vl[omallu = vl 2m 5

opgp—l

<Cslam | ———
w((l -

2+ Vllana) b = vl
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para todo u,v € B.. Também temos que
”]:(f)HLTlaS LLTI ||f“2ﬂ @S €.
P P p—1"

Notando que ®(0) = F(f) e tomando v = 0 em (2.3.23), obtemos

—
a

()] 25 < [ F () 2 | () — BO)]] 2

<g+czanuwm

i IV ol 2 ) (2.3.24)

Para u € B., e desde que e, = (1—7)5 1 (2PplPCx L 2 m ) vfl, e 0 < e < e, obtemos por (2.3.24)
que

2Pe 2e
'@Wmﬂ@§5+aﬂﬂaQ1)pW 7 7>
<91 2e.T 2¢e
£ — .
B l—7 1-7

A condigao 0 < € < &, também implica que

2pep~1

Segue que a aplicagdo @ : B. — B. é uma contracao, e o teorema do ponto fixo de Banach
implica que existe uma tnica solugao u € B, para (2.1.5).

_ Parte (ii) Sejam u e @ duas solugdes como no item (i) e correspondentes a V, f, 7, e
V, f, 7, &, respectivamente. Temos que

p—1

2e lal < 2¢
P T

Jull 2, < (2:3.26)

w=N(w) + F(Vu) + F(f) e a = N(@) + F(Va) + F(f).

Subtraindo as equagdes integrais acima, usando (2.3.20) e o Lema 2.3.1 (veja pag. 33), segue
que

lw =l 2m 5 <p IPCsL2m ||u— @l 2m ,~(Hu\|p2m &t llEl e )
4 Lo Vit~ Vil Lo | — Fllons o (2.3.27)
p—1 p—1> p—1 p—1>

Inserindo a igualdade Vu — Vi = (V — V)i + V(u — @) em (2.3.27) e usando a desigualdade
de Holder, obtemos

or-lep-l  gr-lgl
By P _
|| UH%@S <C’ i L 2m ((l—r)P -+ 1= )pl > |u — all 2m
4 CaLoan (IV = Vllamlil] 2 a1V ol = @l . 2

+ Lan|lf ~ Fllang o (2.3.28)
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Assumindo, sem perda de generalidade que
op—lzp—1 op—1.p—1
<
(1—=7)p~t = (1 —7)pt

e usando a condigao (2.3.26), segue de (2.3.28) que

- 2PeP1 .
|w—umg&sa¢@1Qly”pZ+uwmm)m—uwga (2:3.20)
<250

+ Lan (BN Vot f — Fllamg ).

e entao

Lin (%c&”v Vllamatl f — f||2mp&)

(1 CaLas (ZZep 1+ [Vliama) )

Hu—u” 2 5 <

e

Fazendo ¢ =1 — CzL 2m (%p »r+ HVHQm,&) temos por (2.3.25) que 0 < ¢ < 1, e assim

L 2m 280
=l 2 < 2 (2N = Vot 1 = Flazg ) (23.30)

jad e

o que mostra a continuidade desejada. O]

2.3.3 Demonstracao do Teorema 2.2.2

Desde que, na demonstragao da parte (i) do Teorema 2.2.1 aplicamos o Teorema do ponto
fixo de Banach, a solucao u pode ser obtida como limite da seguinte sequéncia de Picard:

u' = F(f) e vt = ut + N(u®) + T (u®), (2.3.31)
para s € N. Agora, considere a sequéncia {w®},>5 dada por w*! = 4™ — u*. Assim,
|0 oa= [0 = wloa< [N (u) = N(u ™) laatIT(w) = T )laa  (2:3.32)

Usando (2.3.20) e os Lemas 1.1.8 e 2.3.1 (veja pag. 14 e 33) na desigualdade em (2.3.32),
obtemos

ol < p PCalallu® = w2l (1] 10 12 )
+Ca LallVIlmalle® = u o
< Pl CaLal [0 a0 2]+ 0 1)
+ Ca Lo||V]|2m,al|w’||o,a- (2.3.33)
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Sabemos por hipétese que 7, := CzL,||V||ama< 1. Escolha 0 < §, < ¢ tal que

C. PP 1
PCsLy——"——+ 7, < 1.
p (1 — Ta) s + 7
Se ||f||2mp +< 7°—, a demonstracdo da parte (7) mostra que ||u® || 2m < 7 2 -, para todo s € N,
l
e assim, a estimativa (2.3.33) implica que
s+1 2pgh! s
[Jw* |a,a< | PIPCsLa m + 70 | |[w0*||aa (2.3.34)

Pela escolha de d,, (2.3.34) mostra que {u®} é uma sequéncia contrativa em H, g, € portanto
converge neste espago para uma u € H, . Mas, desde que u,, — uem H 2m g, € a convergéncia
nos espagos Hj g implica convergéncia no sentido de distribuigoes, temos por unicidade do
limite que u = u. [

Demonstracao do Teorema 2.2.5: Desde que f é homogénea de grau ;2_"”3 isto &,

10
flox) = 57%f(x), entao, por (2.1.9), temos que

1
) = Qun [ g
F(F)(6) = Qun [ 50— e T )
1 2mz7
— 5n—2m nm/ —1
Qun [, gt F

= 5T F(f)(2), (2.3.35)
para todo 0 > 0, isto é, F(f) é homogénea de grau —== Con51dere a sequéncia de Picard em
(2.3.31). Temos por (2.3.35) que u'(x) é homogénea de grau —=M Também, observando que
N(u) = FlululP™) e T(u) = F(Vu), (2.3.36)
e supondo que u®(x) é homogénea de grau —=" obtemos, desde que V' é homogénea de grau

2m, que uS“( ) é homogénea de mesmo grau Assnn por inducao, temos que u® é homogénea

de grau — ", para todo s € N. Agora, desde que o limite u® — u é tomado no espago H 2x 2m g

com @ = O, cuja norma ¢é invariante pelo scaling (2.1.12), pela unicidade do limite, a solug
deve satisfazer ,
u(z) = dr—Tu(dx) q.t.p. x € R" para todo 6 > 0.

Demonstragao do Corolario 2.2.7: Note que pela condicao (2.2.4),

b
Lm.C&’

p—1

Vel lama Sy [iall e onry <
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para cada k € N. Também, como

Vi = Vlam,a< Sizy i = Pill oo gsns (2.3.37)

)

e hir — h; quando k — oo, paracada ¢ =1, ...,[, entao V;, — V em HLml 5 € temos a estimativa
p7 b

1

%4 < —.
H H2m,a LLTVLI-CCY
Py

Assim, estamos nas condigbes do Teorema 2.2.1. Por (2.3.30) na demonstracdo do Teorema
2.2.1 parte (i7), obtemos a seguinte estimativa

Len /98C;
s = ull 2 < 2 (T2 Vi = Viloma) (2.3.38)
p=T c 1—-7
0 que nos garante a convergéncia desejada. O]

Demonstracao do Corolario 2.2.11:

Parte (i) Pelo Lema 1.1.8 (veja pdg. 14), a estimativa para a constante Cgy depende for-
temente da posicao das singularidades e do raio d; de cada bola B; tomada na demonstracao
deste lema. Quando [ = 2, isto é, quando o potencial apresenta duas singularidades, o melhor
raio a ser tomado de maneira a tornar Cz o menor possivel é igual a metade da distancia entre
as singularidades. Com efeito, sendo @ = (x1,23), tome di = dy = lz1=22] 116 Lema 1.1.8.

2
Assim,
C;,j = sup <M> =1,

rEDB; |I - xj|

O (ll‘—%l> 3

a:EBiC |Z‘ - xl|

e portanto, substituindo estes valores em (1.1.33), temos que Cy = 2.3° onde s = min {%, Qm}.
Além disso, pelo Lema 1.4.7 e por (2.1.4) (veja pag. 22 e 27), fazendo as devidas substitui-
¢Oes obtemos

2m

Lon =Q,mK (n—,Zm)
kl p 1

bS]
|
—

_ a (% B z%) a (z%) . (2.3.39)
2 (3 = 2) T (%)

Assim, a condicao ||V||am.a< m e (2.3.39) nos levam a (2.2.6).
=1
Parte (ii) No caso em que as singularidades sao vértices de um poligono regular, temos que

Cg ird depender da maior distancia entre os vértices, e por isso consideramos dois casos. Se [
é par, entao temos que a maior distancia entre dois vértices é dada por

A
maz{|r; — x;|} =
se

sen (5)’
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onde A é a distancia entre dois vértices consecutivos. Assim, tomando d; = %, para todo

j=1,...,1, na demonstracao do Lema (1.1.8), obtemos

C;j = sup <|x—xz|> <1,

rEB; ‘(L’ - xj|

B — sup <|a:—m]|> <14 2.max{|x; — z;|} g 2 '
z€BE |$_$z| A sen (%)

Substituindo estes valores em (1.1.33) (veja pag. 16), temos que Cz = 2 (1 + —2 )> onde

s =min {1%, Qm}. Se [ é impar, entao

A
maz{|r;, — x;|} = ————.
2sen (%)
Segue que
C;j = sup <|$_$Z|> <1,
veB; \ |7 — 5]
e
By — sup (]x—;vﬂ) §1+2.maaz{\xi—xj|}:1+ 1 |
zeBE |z — ;] A 2sen (2%)
Assim, substituindo estes valores em (1.1.33), obtemos Cz = 2 <1 + 21(7,)) , onde
.sen 27
s = min {%, 2m}.
Agora, usando (2.3.39) e os valores encontrados para Cz nos casos acima, obtemos as esti-
mativas (2.2.7) e (2.2.8). O

2.3.4 Demonstracao do Teorema 2.2.13

Parte (i) Temos que
77Z) = U|U|p_1+vu + f S H2mzl) ar
p— )

pois a solugdo u obtida no Teorema 2.2.1 (i) pertence a Hom 5,V € Homa € [ € Hamp 5. Por
p—1> p—1

=
e

(2.1.5) (veja pag. 27) podemos escrever
u= F(ululP'+Vu+ f).

O Lema 2.3.1 (veja pag. 33), com d = pz—inl leva-nos a 9%u € H 2m |5 &> Dara todo 8 multi-indice
p7 k)
tal que 0 < |B| < 2m, e portanto u € C*™ 1 (R™\{zy, ..., 1;}).
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No que segue mostraremos que u satisfaz a primeira condi¢ao em (2.1.1) no sentido de
distribuigoes. Considere uma fungao teste arbitraria ¢ € C5°(R™). Temos que

~(Qun [, o VD (-8)"(0))

-/ <<Qn7m1 (—A)mgp>> (a4 Vu+ £)(y)dy. (2.3.40)

|z — gyl

Relembrando que a funcao de Green I'(z,y) = Qnmm satisfaz (—A)7[[(z,y)] = 0gy ()
em D'(R"), obtemos de (2.3.40) que

(=) u(w), p@)) = [ (60,(@),p(@) (ulul " +Vu+ f)(y)dy
= [ o) ulul " +Vu+ f)(y)dy
= (ulul" " +Vu+ £, ),

como queriamos.
Parte (ii) Seja € um aberto suave contido em R"\{xy,...,z;}. Pelo item (i), temos que
w e C* N R\ {zq,..2;}) € W2 (Q). Desde que (—A)™u(z) = ¢ fracamente com

Y =uluf T+ Vu+ f € L (Q),

regularidade eliptica implica que u € HZ™(Q). Segue que u € HZ™(R™\{x1, ..., x;}), (=A)™u(z) €

loc loc
L} (R \ {z1,...,2;}), e entdo u satisfaz a EDP em (2.1.1); q.t.p. € R".

Parte (iii) Assumindo ainda que f,V € C(R"\ {21, ..., 2;}), obtemos
(=A)™u = ululP " HVu+ f € C(R"\ {z1, ..., 71}). (2.3.41)

Segue do item (ii) e de (2.3.41) que u verifica a EDP em (2.1.1) para todo = € R™\ {x1, ..., 2;}.
0

2.3.5 Demonstracao do Teorema 2.2.16

Parte (i) Pelo argumento de contracao empregado na demonstragao do Teorema 2.2.1 (i),
temos que a solucao u é o limite em H 2 da sequéncia de Picard em (2.3.31). Desde que

f(z) >0e f(z) # 0 q.t.p. * € R™, obtemos que F(f) = u' é positiva. Supondo u* > 0 q.t.p.
x € R" para s € N, entao

w T = ut + N (u®) + T (u®) = vt + Fub|u® P+ V) > 0,

pois V' > 0 q.t.p. x € R™. Assim, um argumento de indugao assegura que todos os elementos
de (2.3.31) s@o positivos.
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Se u*(z) — u(zr) q.t.p. * € R", entdo u > 0 q.t.p. « € R™. Logo, usando que u é uma
solucao, obtemos

u=u'+ Fululf'4+Vu) >u' +0>0, qt.p. z € R™.

Assim, é suficiente mostrarmos que a convergéncia u® — u em Hzm 5 implica u®(z) — u(x)
p—1’

q.t.p. x € R". Para isto, seja u* —u = wj + ... + w; uma decomposicao 6tima para cada s € N.
Dada uma decomposicao u® = uj + ... + u;j, existe uma decomposi¢ao v = uq + ... + u; tal que

w; = uj — uj, para todo j=1,..,1.

Temos que ||uf — u,]| 2m = [[ws]| 2m . — 0, para todo j = 1,...I, visto que [|u® — ul| 25— 0, €
p—1’ p—1’ p—1’
wi+...+w; é 6tima. Agora, usando que a convergéncia na norma ||-|| zm - implica convergéncia
p—17

pontual em quase todo ponto, segue que uj — u; q.t.p. z € R", para todo j = 1, ...I. Logo,

l
uS:Zuj—> u; =u q.t.p. x € R",
Jj=1 Jj=1
como queriamos.
Parte (). Primeiro mostraremos que u* = F(f) é (0, Og,)-multipolar simétrica quando f
apresenta esta propriedade. Seja f = f; + ... + f; uma decomposicdo para f como na Defini¢ao
1.2.1. Observe que

Fla)Ga) = [ ot

o 1T (7) — y|n_sza(j)(y)dy-

Desde que Tj é inversivel e seu jacobiano é 1, a mudanca de varidveis y = Tj(z) nos mostra que

1 1
/n T;(z) — y|—2m fcr(j)(y)dy = /n Ti(x) — Tj(z)|”—2m fg(j)(Tj(Z))dz

J j
1
= —fi(2)dz.
R ’x — z|n72mfj(z> z
Assim, F(f) = F(f1)+...+F(f1) é uma decomposicao para F(f) verificando F(fo(;))(T;(z)) =
F(fj)(x) q.t.p. z € R", para todo j =1,...,l e todo T' € Og .

Agora, usando N (u) = F(ulu[P™') e T(u) = F(Vu), inferimos do Lema 2.3.2 que se u
¢ multipolar simétrica com respeito a (0,Og,), entdo N (u) e T (u) também apresentam esta
propriedade. Por indugao, segue que todos os termos u® de (2.3.31) sao (o, Og,)-multipolar
simétricos. Além disso, para cada s € N, temos uma decomposi¢ao u® = uj + ... + uj tal que

uy ) (Ti(x)) = uj(z) q.t.p. x € R™ (2.3.42)

a(7)

Procedendo como na demonstragao da Parte (i), existe uma decomposicao u = uj + ... + u; tal
que

uj(z) — uj(z) qt.p. x € R", para todo j = 1,...1, e entdo uj, (T(x)) — uo()(Tj(x))
qt.p. x € R™ Em vista de (2.3.42) e pela unicidade do limite pontual, concluimos que

Uo(jy(T;()) = u;(z) q.t.p. € R™, para todo j = 1,...,1, como querfamos. ]

44



Capitulo 3

Equacao do calor linear com potenciais
singulares

Neste capitulo apresentamos resultados de boa-colocacao global, e comportamento assinté-
tico para a equacdo do calor linear com potencial. Este estudo é desenvolvido nos espacos PM¥*.
Também estudamos propriedades qualitativas da solu¢ao como autossimilaridade, positividade
e simetria radial.

Este capitulo esta dividido em trés se¢oes. Na Secao 3.1 fixamos algumas notagoes, apresen-
tamos a nocao de solucao utilizada, e definimos os espagos funcionais nos quais buscamos tais
solugdes. Os resultados obtidos para (0.0.11) estao enunciados na Se¢ao 3.2, que estd subdivi-
dida em trés subsegoes. Na primeira temos o resultado de boa-colocacao, na segunda tratamos
sobre autossimilaridade, positividade e simetria radial, e a terceira é destinada a anélise do
comportamento assintético. A Secao 3.3 esta reservada para as demonstragoes dos resultados
enunciados na Secao 3.2.

3.1 Formulacao funcional

Para conveniéncia o leitor, relembramos o problema a ser estudado neste capitulo:

{ut—Au—Vu:O, em R"

u(x,0) = up(x), em R, (3.1.1)

onde n > 3 e V(z) é um potencial singular.
Estudaremos (3.1.1) no espaco PM¥, cuja norma ¢ definida via transformada de Fourier.
O fluxo de (3.1.1) seréd estudado no seguinte espago

Xi = BC, ([0, 00); PM*) , (3.1.2)

onde BC,(I; X) representa o conjunto de fungoes limitadas de um intervalo I em um espaco
de Banach X C &', que sdo fracamente continuas no tempo no sentido de &', para cada t > 0.
Logo, dada u € BC,, ([0, o0); PM’“) temos que para cada tg € [0, 00),

(u(t), ¢) — (u(to), @), quando t — to, (3.1.3)
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para toda ¢ € S(R"). Note que X = BC,, ([O, 00); PM’“) munido com a norma
[ull x, = sup [[u(- )| ppsa (3.1.4)
>0

é um espaco de Banach. Mostraremos esta propriedade na sequéncia.

E um resultado bastante conhecido, que o espaco das funcdes limitadas de um intervalo I
em um espago de Banach X, é Banach. Considere uma sequéncia de Cauchy (us)seny em Xp.
Entdo, existe uma funcdo u limitada de I em PM?* tal que u; — u quando s — 00, na norma
de Xj. Mostremos que u é fracamente continua no tempo no sentido de S’. Note que, para

cada ¢ € S,

|<u<t) - u(tO)v gb) | < |<u(t) - us(t)a ¢> |+|<U5(t) - us(t0)7 Qb) |
+ [(us(to) — ulto), @) |

< [ lePlate ) - au(e. Ollel 16

+ [ 1ePlas(e to) — a6 o)l 16l 15(€)]

Pela definicio da norma em PMX | e desde que 0 < k < n, obtemos de (3.1.5) que

) = i) ) = 2l =l (1= [ o) + 1111 )

+ [(us(t) — us(to), @) |- (3.1.6)

Como us(t) — us(to) em S, a desigualdade em (3.1.6) implica que

nmsup|<u<t>—u<to>,¢>|32||us—u||xk(||¢3||m</3 1) ||<5||L1). (3.1.7)

t—to (0,1) |€]F

Assim, como s € N e ¢ € § sao arbitrarios, temos que o limite superior em (3.1.7) é zero, de

onde segue que
lim (u(t) — u(to), @) = 0, (3.1.8)

t—T

mostrando a convergéncia em (3.1.3).

Seja g(x,t) = (4mt)~2e /4 o niicleo Gaussiano, isto é, a solucio fundamental da equacio
do calor u; — Au = 0. Defina o operador G(t) como sendo o operador convolugao com g¢(z,1).
Logo,

Gt (u)(x) = (4mt)~% / e lo=P /4ty (1) dy. (3.1.9)

n

Pelo principio de Duhamel, obtemos que (3.1.1) é equivalente a seguinte equagao integral

u(t) = Glt)uy + | "Gt — $)Vu(s)ds. (3.1.10)
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Estamos interessados em buscar solugoes u(x,t) € Xy, isto é, para cada t > 0, a fungao
u(t) = u(.,t) pertence ao espaco PM*, que é um subespaco das distribui¢oes temperadas que
impde condigoes na transformada de Fourier (veja (1.3.7)). Para isto precisamos esclarecer em
que sentido a equacao integral em (3.1.10) serd entendida.

Note que, sendo §(&,t) a transformada de Fourier de g(x,t) para cada t > 0, entao

g(&,t) = e 4TIl (3.1.11)

Calculando-se formalmente a transformada de Fourier dos termos em (3.1.10), obtemos

m0(€7 t)

9(& 1) (§)
= €*4W2\£|2t@0<§)

t A t —
([ et —svuis) (€.0= [ a6t - )VuG)E 5)ds

0 0

t 91012 N
= / e~ A Il (t=s) (V * ﬁ) (&,s)ds.
0
Assim, o problema (3.1.1) é formalmente equivalente a seguinte equagao funcional
u(t) = G(t)ug + Ly (u)(t), (3.1.12)

onde os operadores G(t)ug e Ly (u)(t) sdo definidos via transformada de Fourier como

—

G(t)uo(&,t) = e ™ gy (¢) (3.1.13)
Lo (u)(t)(€) = /0 eI (T 44) (€, 5) ds. (3.1.14)

A igualdade (3.1.12) deve ser entendida no sentido de distribui¢bes temperadas S’, com os
operadores definidos como em (3.1.13) e (3.1.14). Note que, se u e V sdo suficientemente
regulares, entdo Ly (u)(t) = [f G(t—s)(Vu)(s) ds no sentido de Bochner em PM¥*. Porém, para
u e V gerais, o operador Ly (u) ndo pode ser entendido em tal sentido. Neste caso, este deve
ser entendido em um sentido fraco (para maiores detalhes veja [65], [13], [15]).

3.2 Resultados

Nesta se¢ao enunciaremos os resultados obtidos para o problema (3.1.1). Dividiremos esta
em trés subsegdes. A primeira contém os resultados de existéncia, unicidade e dependéncia
continua para (3.1.12). Na segunda, enunciamos as propriedades qualitativas das solugoes
obtidas, como autossimilaridade, positividade e simetria radial, e na terceira analisamos o
comportamento assintético dessas solugoes.
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3.2.1 Boa-colocacao

O préximo resultado garante a existéncia de uma solugao global para (3.1.12) no espago X,
e também a dependéncia continua desta solucdo com relacao aos dados iniciais. Além disso,
também mostramos que quando V' é o potencial de Hardy, isto é, V(x) = ﬁ, a condigdo para

boa-colocagdo em Xy, é 0 < |A|< A4, que é a mesma condigao que surge para boa-colocagao em
L2

Teorema 3.2.1. Suponha que V € PM" 2 e ug € PM* com 2 < k < n. Seja K(«a, 3) como
em (1.4.7)(veja pag. 32).

i) (Existéncia e unicidade) Seja C,,_o 1 = L"Q_k) e assuma que
) , I q
1
V ’IL72< 321
Wlloa-< 3:21)

Entéo, a equagdo funcional (3.1.12) tem uma tnica solugdo u em Xj.

(ii) (Potencial de Hardy) Para V(x) = ﬁ, a condigao sobre V' torna-se equivalente a |A|<

(k — 2)(n — k). Note que o maximo de (k — 2)(n — k) é A\, = @ que é atingido
quando k = "2, Entdo, o item (i) nos d4 uma solucdo global u para (3.1.12) para todo
ug € PM'2 e 0 < |\ < A,

(iii) (Dependéncia continua) A aplicagdo que leva o dado inicial e o potencial na solugao
(ug, V) — u é Lipschitz continua de PM* x PM"~2 para X},. Mais precisamente, se u e v
sao solugdes obtidas no item (i) correspondentes a ug, V e vy, W, respectivamente, entao

1 Ch—a,[|vol| par )
u—0 < Ug — U k+ : V-w e
ey T Prwerd (L e o L

O Teorema 3.2.1 pode ser aplicado para outros tipos de potenciais singulares dando condi-
¢oes explicitas sobre o tamanho deles. O corolario abaixo apresenta alguns exemplos de tipos
de potenciais que aparecem em contextos fisicos.

Corolario 3.2.2. Assuma as hipdteses do Teorema 3.2.1. Seja [5(-,-) a fun¢do Beta e || a
norma da soma em R".

m A jo_ J . j
o1 e com @) = (x1, 2%, ...,2)) e

(i) (Potencial multipolar isotrépico) Seja V(z) =
A;j € R. A condicao (3.2.1) é equivalente a

i I\ | < (k—2)(n — k). (3.2.2)

A melhor restrigdo em (3.2.2) acontece para k = ”T“ Neste caso, obtemos

m -9 2
SN <A = (”4) (3.2.3)
j=1
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(ii) (Potencial dipolo) Seja V(z) = <% onde x = (x1,9,...,2,) € d = (dy,dy,...,d,). A

|z[?

condigao (3.2.1) é equivalente a
7 (k—=2)(n—k)

RCERANT O

(3.2.4)

Para k = "7“ obtemos
T As

(n=2)5(5,25)

que corresponde ao maximo do valor da expressao no lado direito em (3.2.4).

|d|< (3.2.5)

m  (z—z9).d
' ' J=1 |z—a7|3
& = (d},d},...,d). A condigdo (3.2.1) é equivalente a
(k—2)(n—k)

1 n—1 ’

8(3"5)

Similarmente ao item (ii), o maximo do valor da expressao no lado direito de (3.2.6) é
atingido quando k = ™2 Neste caso, obtemos

7 -
S| <
=1 (

(iii) (Potencial multipolar anisotrépico) Seja V(x) = com 27 = (2], x},....x7) e

j; @] < o) (3.2.6)

T As
()

(3.2.7)

3.2.2 Autossimilaridade, positividade e simetria radial

Assumindo que o potencial V' é homogéneo de grau —2 e ug ¢ homogéneo de grau —(n — k),
isto é,
V(0z) = 672V (x) e up(dz) = 6~ Py (x)

obtemos que, se u(z,t) é uma solu¢ao do problema (3.1.1), entao
us(w,t) = 8" Fu(dx, 6%t) (3.2.8)

também ¢é uma solugao deste mesmo problema.
Isto mostra que (3.1.1) tem o scaling

u(z,t) = us(x,t). (3.2.9)

Defini¢ao 3.2.3. Dizemos que uma solugao u(z,t) de (3.1.1) é autossimilar se esta é invariante
pelo scaling (3.2.9), isto é,
u = ug, Vo > 0.

No resultado que segue, assumindo uma certa homogeneidade sobre uy e V', obtemos que a
solugdo u de (3.1.12) é autossimilar. Além disso, mostramos que a solugdo é positiva quando
V' e uy também sao, e dependendo da simetria radial dessas fungoes, também investigaremos
se u é radialmente simétrica ou nao.
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Teorema 3.2.4. Assuma as hipéteses do Teorema 3.2.1.

(i) (Autossimilaridade) Assuma que uy e V' sdo homogéneas de grau —(n — k) e —2, respec-
tivamente. Entao, a solucao u satisfaz

u(z,t) = 6" Fu(dx,6%), em S'(R™) (na variavel z), (3.2.10)
para todo t > 0, i.e. u é autossimilar.

(ii) (Positividade) Suponha uy # 0. Se V,uy > 0, entdo u é positiva. Da mesma maneira, se
V >0euy <0, entao u é negativa.

(iii) (Simetria radial) Seja V' radialmente simétrica. A solucdo u obtida no Teorema 3.2.1 é
radialmente simétrica para cada t > 0 se, e somente se, uy ¢ radialmente simétrica.

3.2.3 Comportamento assintético

Considere V' (z) = ﬁ com 0 < [A| < Ay em (3.1.1). Em [63], os autores mostram que (3.1.1)
admite duas solucoes estaciondrias explicitas

_n-2,, _n-2_,
wi(z) = Ay x| 2 e wy(x) = Ag x| 2 7. (3.2.11)

Para conveniéncia do leitor incluiremos a demonstracao deste fato a seguir. Suponha que u
¢ uma solugao radial estaciondria de (3.1.1), isto é, u(x,t) = u(r) com r = |z|. Assim, o
laplaciano de u(r) é dado por

(—Au%:wv+<n_1>up (3.2.12)

”
n—2 . ~ .
Tomando v(r,t) = u(r,t)rz , e sendo u, e v, as derivadas de u e v com relagao a r, respecti-

vamente, vemos que
~(=52) n—2 _
Up = VT \ 2 ) — 5 vr 2,

3

Uy = UTTT_<nT_2) —(n— 2)vrr_<%) + (n ; 2) gvr_(nT_z).

Assim, substituindo as duas igualdades anteriores em (3.2.12), obtemos

J— 2 n—
A= () 4 25 (3) 4 (22) (2, (3:2.13)

Desde que estamos supondo que u é uma solugao estaciondria de (3.1.1), entdao u; = 0. Usando

2
(3.2.13) em (3.1.1), e o fato de que A\, = (”7_2) , obtemos a equacao para v

v v
SRCLIIS S L S} 3.2.14
v +r+< )r2 ( )
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A equacao acima admite duas solu¢oes da forma
vi(r) = Ailz|? e wva(r) = Aslz| 7Y, (3.2.15)
onde os A;’s sdo constantes reais arbitrarias e ¢ = /A, — \. Portanto, as funcoes
w; = Ay |x]_n772+q e wy = Ay |x|_n772_q (3.2.16)

sdo duas solugbes estaciondrias explicitas de (3.1.12).
Aplicando o Lema 1.4.4 (veja pdg. 24), coml=0e a = "TH + ¢, obtemos que

Di(€) = Ayfa| T,

Da mesma maneira, tomando agora o = "TH — ¢ no Lema 1.4.4, obtemos também que

n+2

@53(€) = Aol = 77

Logo, os indices
n -+ 2 . 1 n -+ 2
e ky = —
g T1°mT Ty

sdo os tinicos tais que w; € PM* e w, € PM*2. A afirmacdo de unicidade no Teorema 3.2.1 diz
que a unica solugao de (3.1.12) em Xj,, com dado inicial w;, é a correspondente estaciondria.

No préximo resultado, analisamos o comportamento assintético das solugoes e daremos em
particular um critério para que estas convirjam para um estado estacionario. Aqui empregamos
algumas ideias introduzidas em [15].

Teorema 3.2.5. Assuma as hipoteses do Teorema 3.2.1. Sejam u e v duas solugdes para
(3.1.12) em X}, correspondentes aos dados ug e vy € PM*, respectivamente. Temos que

tlgglo Ju(- ) = v(-, )] pppe =0 (3.2.18)
se, e somente se
Jim (|G (6) (o — o)l page = 0. (3:2.19)

A condicao (3.2.19) é verificada para uy = vo + ¢ com ¢ € S(R"). Em particular, se
V(z) = ﬁ com |A|< (k; —2)(n—k;), onde k; é como em (3.2.17), e uy = w; + ¢ com p € S(R")
entao

tliglo HU(, t) - wiHPM’fi =0, (3220)

o que mostra a existéncia de uma "bacia atratora'(com um abuso da expressdo) ao redor de
cada solucdo estaciondria w; em PMF:.
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Observagao 3.2.6. Sejam V(z) = \|z|™2, k como no Teorema 3.2.1, e ug(x) = x; || (R,

A solugao u com dado inicial uy, dada pelo Teorema 3.2.1 (i), ndo é estacionaria. De fato,
supondo que v(x,t) = ug(x) para todo t > 0, temos que

Av=—(n—k+1)(k - 1)a;|z|~"F3) (3.2.21)
de onde segue que
—Av—Vv={((n—k+1)(k—1) = Na|z|""F). (3.2.22)
Assim, v é uma solugao estaciondria de (3.1.1), e logo de (3.1.12), se e somente se,
A=(n—k+1)(k—1).

Portanto, em vista da condi¢do |[A|< (n — k)(k — 2) no Teorema 3.2.1 (ii), e desde que
(n—Fk)(k—2) < (n—k+1)(k—1), concluimos o afirmado. Além disso, uy é uma fungao
homogénea nao-radial de grau —(n — k). Segue do Teorema 3.2.4 (i) que a correspondente
solugao u é autossimilar. Note que no caso k = k;, tomando uma solucao estacionaria w; e
sendo 1) = uy — w; Z 0 homogénea de grau —(n — k;), fazendo a mudanca de varidvel w = £v/2,
obtemos

G| = [e1ice)

_ el <\@/U¥>

= [esmn (jg)klz(w) .

Segue que

ki —47r2|w|21;

G(1)i(w)

)

G/(t)\w(é)’ = wSUp |U) e (w)‘ = sup |w’_kz

WER” weR™

sup |¢]"
£€Rn
e entao

|Gl pges = |Gl g - para todo t > 0.

Assim, passando o limite quando ¢ — oo, obtemos
lim (|Gl ppges = (G pge, # 0.

Portanto, a condicao (3.2.19) nao é satisfeita e o comportamento assintético de u nao é descrito
por uma solucdo estaciondria w;. Em vez disso, obtemos de (3.2.18) uma "bacia atratora'ao
redor da solugdo autossimilar u. Mais precisamente, se vy = ug + ¢, com ¢ € S(R"), entao a
solugdo perturbada v é atraida para a solu¢ao u no sentido de (3.2.18). De fato, (3.2.19) induz
uma relacao de equivaléncia no conjunto PM* de dados iniciais, dada por:

uy ~ Vg se, e somente se vale (3.2.19). (3.2.23)

As consideragoes acima mostram um comportamento assintético diversificado das solugoes
em PMP* com infinitos possiveis assintoticos que sdo caracterizados pelas classes de equivaléncia
de dados iniciais.
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3.2.4 Uma equacao parabdlica de ordem mais alta

Considere o seguinte problema para a equacao parabdlica de ordem 2m com potencial
singular critico

m A, n
{ u + (—A)"u — et = 0, emR (3.2.24)

u(z,0) = ug(x), em R" ’

onde n > 2m. Em [35], usando a desigualdade de Hardy, os autores estenderam os resultados
de Baras-Goldstein obtendo um valor limiar explicito \,, para boa-colocagao de solugdes em
L?. Este valor é chamado de a melhor constante de Hardy de desigualdades multiplicativas
envolvendo V (z) = A |z|~>™, e é dado por

(3.2.25)

N ByB,...B,, para m par,
"™ | Bs3Bs...B,\. para m impar,

4 1
Com algumas adaptacoes nos argumentos, podemos estender os resultados do Teorema 3.2.1

para o problema (3.2.24), obtendo-se boa-colocagio das solugdes em PM* para 0 < |A| < A,
onde A, ¢ uma constante que depende de k,m e m. Em particular, quando k = ”+22m,
encontramos o mesmo valor limiar obtido para boa-colocagao em L?, isto é, Mg, = A, Antes
de enunciarmos precisamente estes resultados, faremos algumas consideragoes.

Seja gm(x,t) a solugdo fundamental da equagao u; + (—A)™u = 0. Defina o operador G,,(t)

como sendo o operador convolugao com g,,(z,t), ou seja,

2
onde By, = M} para cada k =1,2,...,m, e \, = (n=2)

Cun®)(N@) = [ gnla=y.0f(m)dy.

A transformada de Fourier de g,,(x,t) é dada por

—_—

G (£)(€) = €7 GO, (3.2.26)
Segue que
Gt f () = e O f(¢ ). (3.2.27)
Note que, aplicando o Lema 1.4.4 com [ = 0 e &« = n — 2m, obtemos que
A\ A
= N—2M7 17 o 3.2.28
<1x|2m> (&) = Y002 |€]n—2m ( )

7r2m—%r( n—=2m

onde Yo n—2m = (m+1)!2 ) Isto nos diz que Vy(z) := Ix\% € PM"2m ¢

VAl parm—2m= Yo,n—2m|Al. (3.2.29)

Analogamente a (3.1.1), o problema (3.2.24) é formalmente equivalente a seguinte equacao
funcional
U(t) = Gm(t)uo + Lk(u) (t), (3230)
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onde os operadores G,,(t)ug e Ly(u)(t) sdo definidos via transformada de Fourier como

Gra(t)uo(€, 1) = e~ DI g (¢) (3.2.31)
L@t)(g) — o am) /Ot o~ (2m)2IE[ M (ts) (/Rn mf&(f, 3)d77> ds. (3.2.32)

A igualdade em (3.2.30) deve ser entendida no sentido de distribuigdes temperadas com os
operadores definidos via transformada de Fourier como em (3.2.31) e (3.2.32).

Assumindo que uy é homogéneo de grau —(n — k), que u(x,t) é uma solu¢ao do problema
(3.2.24), temos que us definida por

us(x,t) = 8" Fu(dx, 6*™t),5 > 0, (3.2.33)

é também uma solugao de (3.2.24), para todo 6 > 0. Portanto, a equacao (3.2.24) tem o scaling

u(z,t) = us(x,t). (3.2.34)
No préximo teorema, mostramos a boa-colocacao de (3.2.24) em PM?*, e investigamos a
autossimilaridade da solucao obtida.
Teorema 3.2.7. Suponha que ug € PM* com 2m < k < n.
(i) (Existéncia e unicidade) Seja
A< Ao (3.2.35)
onde
22m[ (nok 4o T (&
T (emr()
L(5)r(s-m)

2

(3.2.36)

Entao, a equagao funcional (3.2.30) tem uma tnica solu¢ao v em Xj.

(ii) O valor méximo de Ay, ¢ Ay, dado em (3.2.25), o qual ¢ atingido quando k = ™27

Entdo, para todo ug € PM2%™ e 0 < |A\| < A, o item (i) nos d4 uma solugdo global
u € Xz, para (3.2.30).

(iii) (Dependéncia continua) A aplicagao que leva o dado inicial na solu¢do ug — u é Lipschitz
continua de PM* para Xj,. Mais precisamente, se u e v sdo solugoes obtidas no item (i)
correspondentes a ug e vy, respectivamente, entao

Mi’mﬂuo — o past-
— |Al

Ju=vlly, < 5=
(iv) (Autossimilaridade) Assuma que uy é homogénea de grau —(n — k). Entéo, a solugdo u
satisfaz
u(z,t) = 6" Fu(dz,6*"t), em S'(R™) (na varidvel ), (3.2.37)
para todo t > 0.

Observacao 3.2.8. O resultado sobre positividade e simetria radial também estende-se para
(3.2.24), isto é, se up > 0 (resp. wy < 0) e up # 0, entdo a solugdo u obtida no Teorema
3.2.7 é positiva (resp. negativa). Também, a solugao u obtida no Teorema 3.2.7 é radialmente
simétrica para cada t > 0 se, e somente se, ug ¢ radialmente simétrica.
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3.3 Demonstracao dos resultados

Nesta segdo provamos os resultados enunciados na Se¢ao (3.2). Antes, mostramos alguns
lemas que serao usados nas demonstragoes.

No que segue relembramos uma estimativa no espaco PM* para o semigrupo do calor
(3.1.13). Esta estimativa esta presente por exemplo em [15], mas para conveniéncia do leitor,
a incluiremos aqui.

Lema 3.3.1. Se f € PM* com k > 0 entdao G(t)f € BC,, ([0, 0); PM’“) e

StggHG(t)prMkS 1Nl pase- (3.3.1)
Demonstragao: Temos que
€ |G F©)] < 1 [em e (o)< 1¢* 17 (). (3.3.2)

Aplicando ess sup,cg- em ambos os lados de (3.3.2), obtemos a estimativa em (3.3.1). Mostre-
mos a continuidade fraca de G(t)f com respeito a t. E suficiente mostrar tal continuidade em
t = 0. Logo, para ¢ € S, obtemos

(G - 1.9 = | (GW0T - .9}
< [l =11 f(©)l1de) e

4 Zt |€747‘.2|€|2t — ]_|
= 7'[' _—
Rn 42| €|t

Aplicando esssupgcg» no lado direito de (3.3.3), segue que

£ ()11E177F(d(€) de. (3.3.3)

—4m?|€)%t _ 1 .
(GO f = [.0)| < 47T2t'€SS£S€up e ‘||f||PM’€|||£|2_k¢||L1' (3.3.4)

Rn 47T2|f|2t

Desde que o lado direito de (3.3.4) converge para 0, quando ¢ — 07, obtemos a continuidade
fraca de G(t)f.
O

O préximo lema mostra uma estimativa para o operador linear (3.1.14) no espaco PM*,
explicitando a dependéncia da norma de V' e dando uma expressao exata para a constante.

Lema 3.3.2. Seja 0 < by, by < n tal que n < by + by < 2n. Para K(a, ) como no Lema 1.4.3

(veja pag. 22), defina
1
Cy oy = HK(H —bi,n — by). (3.3.5)

Entao, Ly (u) € BC, ([0, 00); PMI’) comb=0;+by+2—-ne
supl| Ly (u) ()|l pare < Coy o[V | parrasuplul-, £) | pasee, (3.3.6)
>0 >0

para todo V € PM" e u € X,,.
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Demonstracao: Usando o Lema 1.4.3, estimamos

|V>|<u |</ V(& —mn)a( )‘dn
1

1
= /R T = o DIV L [l e
1
< K(n—>b,n— bz)W IV pager 12l pagos - (3.3.7)

Segue de (3.1.14) e (3.3.7) que

B < [t il ) s

t —4r2(t—s zK(n—bl,n—bQ)
S/0 eI TK |€|prFba—n HVHPMb1 Hu('aS)HPsz ds
K(n—bi,n—0by) [t 420 e
< S [, AV g sup (0 e
1 K(n_bbn_bQ)

_ pamttlel? .
= 42 |€|b1+b2+27n (1 e " ) ||V||PMb1 Stl>lg ||u< 7t)||PMb2 )

de onde segue que,

K(n—bl,n—bg)
472

v (@) ()] pare < IV llparasupliul )l pae, (3.3.8)

com b = by + by + 2 — n, para todo ¢t > 0. Tomando o sup em ¢, obtemos a desigualdade em
(3.3.6).

Para concluir a prova, precisamos mostrar que Ly (u)(.) é fracamente continua no tempo
em §’. Para cada ¢ € S(R") e T' >t , obtemos

Ly (@)(T) = Ly (). )| = [(Lv()T) - Luw)(®). 6)
< [ | s a6 m)e)| ardg
b [ [ ) - ) (), 7)) | drde

(3.3.9)
Considere T
= [ [ e I a6, 7)d(0)] drdg (3:3.10)
e
g /n /Ot ‘<6_4W2‘§|2(T_7) _ pan?lel (- )(V «0)(E, T)qvﬁ(g)‘ drdg. (3.3.11)
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Usando (3.3.7), estimamos

hs [ [ et gt (e, n)| e () drde

T v
< K (n = bim = b) [Vllpagsup [u Dy, [ [ T g () drag

< (T =K —by,n = bo) ||Vl pages [l IE" 26|11, (3.3.12)

e, desde que
/t 47T2|§|2€_47T2|£|2(t_7—)d7' <1,
0

obtemos

Jo </ /t|e—47r2EIQ(t—T)(e—MQIEQ(T—t) —1)|
S e )

e~ 4T EP(T-) _ q)
( 4n?[€[2(T — 1)

(V5 a)(&,7)| 16(€)|drdg

< (T — t)ess sup
§ER

) 1V pae el €102 | 1. (3.3.13)
Assim, desde que J; — 0 e Jy — 0, quando t — T', obtemos por (3.3.9) que

(Lv(u)(T) = Ly (u)(t), ) — 0 quando ¢t — T,
para toda ¢ € 8. De maneira analoga, mostra-se a convergéncia quando t = 0 e a prova esta
concluida (para maiores detalhes veja [15], [51] e a dissertacao [44]). O

3.3.1 Demonstracao do Teorema 3.2.1

Parte (1) Vamos definir
7= Coa[[Vipam—s-
O Lema 3.3.2 com (by,by) = (n — 2, k) nos diz que
I1Zv (u)(t) = Ly (0)(#)l|x, = supl| Ly (u = v)(#)l[ pase
< Coap [V pagn-2 llu = vl x;; (3.3.14)

e entao
ILvx,x, ST <L

Também, o Lema 3.3.1 nos da
1G (E)uollx,= supl|G(H)uollpar< [luollpare- (3.3.15)

As estimativas, (3.3.14) com v = 0 e (3.3.15), implicam que o operador H : X; — X}, tal que
H(u) = G(t)ug + Ly (u)(t) estd bem definido. Além disso, temos

|H(u) — H(v)||x, < [[Lv(u)(t) — Ly (v) ()] x, < 7||lu — v||x,, para toda u,v € X, (3.3.16)
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o que mostra que H é uma contracao em X,. Agora, o teorema do ponto fixo de Banach

assegura a existéncia de uma tnica solugdo u € Xj, para (3.1.12).
Parte (ii) Por (3.3.5) e pelo Lema 1.4.3, podemos calcular C,,_s explicitamente como

K(2,n—k)
Can,k = T
T
() (452)
C4r QF((” 2))F(§)F(w)' (3.3.17)

e (1.4.3) (veja pag. 22), segue que

Usando as propriedades da fun¢do Gamma em (1.4.2)

r ((Hg_k)) - ”;kr <(";k)> el (g) - (k‘;mr <(k;2)> . (3.3.18)

Substituindo as igualdades em (3.3.18) na equacao (3.3.17), obtemos

72 (n — 2)
. 3.3.19
27T (4) (k = 2)(n — k) ( )

Cn—2,k =

Logo, pelo Teorema 3.2.1 (i), segue que

2 (n — _
IV || pagn—a< CriQ,k ot (;B/Efn _2;§n £ (3.3.20)
Para V = i' aplicando o Lema 1.4.4 (veja pag. 24),com o =n — 2 e [ = 0, obtemos
7(e) = wwrir ()l
Assim, V € PM"™ 2% e
V| pages= || 723 (” - 2) | (3.3.21)

Em vista de (3.3.21), a condigao (3.3.20) pode ser expressada por meio do tamanho de |A| como

Al < —-
T

w\:

F(TQ) w2k
r(g) )(k — 2)

=(n—k)(k—2).
F(2>(n_2) (n—k)(k—2)

Observe que, como dito anteriormente, o maximo da expressao (n —k)(k —2) é atingido quando
(n—2)? . Assim, a Parte (i) garante a existéncia de uma solugao global

k—”+QeelguaIa)\ =
u para (3.1.12) para todo ug € PM1+2 e 0 < A< A
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Parte (iit) Sejam u e v duas solugoes obtidas pelo item (i) com dados V,ug e W, vy, respec-
tivamente. Primeiramente, usando (3.3.16), obtemos

[ollx, = 1H @)l x, <NG@vollx, + I1LwW)llx, < lvollpars+Cnzi [Wllppm—2 0,

que implica

[[voll pasw
< . 3.3.22
||UHX1C— 1— On—2,k ||W||PMn72 ( )

Subtraindo as respectivas equagoes verificadas por u, v, e em seguida aplicando a norma ||| x,,
estimamos

[ = wllx, = [IG#)(uo = vo) + Lv(u = v) + Ly -w(v)| x,
< luo — voll pars+Crnz i [V | pppn-2 lu — vl x,
+ Cnap [V = Wlppm 0]l x, - (3.3.23)
As estimativas (3.3.22) e (3.3.23) levam-nos a

1
Crak [Vl pasn—2

como desejado. [

Ch— k|| k
(nuo—voupw n-2llvoll Hv—wupw),

U—v <

Demonstracao do Corolario 3.2.2

Parte (i)(Potencial multipolar isotrépico) Sendo 7,f(z) = f(r — y), pela propriedade de
translacdo da transformada de Fourier temos que 7,f(§) = e 2™%% f (€). Logo, aplicando o
Lema 1.4.4 com o« =n — 2 e [ = 0, obtemos

-5 o _n n—2 —2mi(ad -n
V() = E )\j7r2 2F<2 )e 2mi '5)\§|2 ,
=1

implicando que V € PM" 2 e

_n n—2 m
Vllpare-s < 7257 (152 (S5 )

Assim, se
S ] < (0= B)(k — 2),

entdo, por (3.3.20), obtemos (3.2.1).
Parte (ii) (Potencial dipolo) O Lema 1.4.4 com o« =n —2 el =1 nos dé que

~ m dixs " m 3—n -1 d;&;
V(&) = (Z Jw]) = ;m—ler (n 5 > |§|ij1

j=1 |z [?

. —n - 1 d M 5
— 91T (") .
2 /) gt
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Segue que V € PM"™" 2 ¢

“n n—1
||V||pMn2§27T32F( _ )|d|.

Entao, a condigao (3.3.20) (i.e. (3.2.1)) é verificada quando

1 2022 (n — k) (k — 2)T (%)
27°2°T (25) (n—2)

2

jd| <

(3.3.24)

Parte (iii)(Potencial multipolar anisotrépico) Novamente, usando a propriedade de trans-
lacao da transformada de Fourier e o Lema 1.4.4 com o = n — 2 e [ = 1, podemos calcular a
transformada de Fourier de V'(r) = X7, %jf;}‘f com 2/ = (], 2}, ...,xl)ed = (d,d,...,d0),
e esta é dada por

‘7<§) _ iQZ’ilﬂ'%F (n_l) 67271'1'(;53..5) édj :
i 2 €l
e entdo, similarmente a Parte (i), a condi¢ao (3.2.1) para V no Teorema 3.2.1 ¢ verificada
para
i‘dj‘<ﬂ'(n—k‘)(k‘—2) 1 .
j=1 (n—2) 6] (%, ”T_l)

3.3.2 Demonstracao do Teorema 3.2.4
Parte (i) Seja u a solucio dada no Teorema 3.2.1 (i) e us(z,t) = 8" *u(dz,d%t). Usando
(1.3.8) (veja pag. 21), temos que
[lusl|x,, = suplfus ()] par
>0
= sup ess sup |£|F |5 (€, )]
>0  ¢eRn

= 0" " sup ess sup |6 1¢|F|0" R a (671, 6%t
t>0 EER

= ||ul| x, < oc. (3.3.25)

Além disso, desde que 6%t — 62T quando t — T, ndo é dificil ver que us(z,.) é fracamente
continua no tempo em §’', garantindo que us € Xj. Note que, sendo ug(z) homogénea de grau
—(n — k), entdo

us(x,0) = 8" Fu(dx,0) = 6" Fuo(dz) = uo(x), (3.3.26)
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de onde segue que ug satisfaz a mesma condicdo inicial uy que a solucao wu.
Mostremos que us também é solucao de (3.1.12). Por (1.3.6) (veja pag. 20) e da condigao
de homogeneidade sobre ug(x), obtemos que iy é homogénea de grau —k. Logo,

~

G(02)ug(571€) = e =410 6% () (571¢)
— ke —47r2|§\2t220(€)

= *G(t)uo(€, 1) (3.3.27)

Também, sendo V' homogénea de grau —2, entao Vé homogénea de grau —(n — 2), e

w07 ) =67 [ VT E = m)al . )y
= § "tk /R" SV (€ — m)d R (67 n, T)dn
= "2 [ V(¢ —nis(n, T)dn
= 52V wais (€, 7).

Segue que

— 5%t N 9 N 3
L@ = [ e ™R a) (571, s)ds
t 2 2 A
= 5k_2/ P (t_T)(V*uA(;)(f,T)52dT
0

= ok /Ot 6_4“2|§|2(t_7)(f/ * s) (&, T)dT
= 5% Ly (us) (1) (€). (3.3.28)

Assim, desde que u é solugao de (3.1.12) obtemos de (3.3.27) e (3.3.28) que

(&, t) = 6" (a(07'¢, %))

—_—

— G{Bus(€, ) + Ly (un) (£)(€). (3.3.29)

Portanto, us € X}, é solugao de (3.1.12) com condi¢do inicial ug € PM*. A unicidade dada no
Teorema 3.2.1 nos garante a igualdade em (3.2.10), como queriamos.

Parte (i7i) Relembremos primeiro que F' € S'(R") é dita ser nao-negativa (resp. nao-
positiva), se (F, ) > 0 (resp. < 0), para todo ¢ > 0 e ¢ € S(R"). Também, F é positiva
(resp. negativa) quando (F, @) > 0 (resp. < 0), para todo ¢ > 0 e ¢ € S(R").

Note que u; = G(t)ug é uma distribuigdo positiva em S’(R™), para ¢t > 0, quando ugy é
nao-negativa e ug Z 0. Desde que a solucao u foi obtida pelo teorema do ponto fixo de Banach,
esta é o limite da iteracao de Picard

uy = G(tug e upry = ug + Ly (up), b€ N. (3.3.30)
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Um argumento de indugao mostra que todos os elementos de (3.3.30) sao distribui¢oes positivas
em §'(R"), para t > 0. Desde que u, — u em Xy, temos que u, — u em S’(R™), para t > 0.
Segue que u(-,t) é uma distribui¢do nao-negativa, para t > 0, pois a convergéncia em S’(R")
preserva nao-negatividade. Como u; é positiva e Ly (u) é ndo-negativa, segue que

(u(-1), ) = (ur(-,), ) + (Ly (u)(), ) = (wa (- 1), ) > 0, para t >0,

para todo ¢ > 0 e p € S(R").

Parte (iii) Sejam ug e V' radialmente simétricas. Como a semigrupo do calor preserva
simetria radial, segue que u; = G(t)ug é radialmente simétrica, para cada t > 0 fixo. Também,
Ly (u) é radialmente simétrica desde que u é também radialmente simétrica. Por inducao, segue
que {up}p>1 (veja (3.3.30)) é radialmente simétrica, para cada t > 0 fixo. Desde que u, — u em
X}, e a transformada de Fourier preserva simetria radial, obtemos que u é radialmente simétrica,
para cada t > 0 fixo.

Assuma agora que ug nao é radialmente simétrica e V' é radialmente simétrica. Suponha por
contradigao, que u é radialmente simétrica, entao Ly (u) também serd radialmente simétrica.
Além disso, G(t)ug = u — Ly (u) também seria radialmente simétrica, o que ¢ uma contradigao,
pois (G(t)ug)" = e~ 41 G, 6 radialmente simétrica se, e somente se @ é radialmente simétrica.

]

3.3.3 Demonstracao do Teorema 3.2.5

Provaremos somente que (3.2.19) implica (3.2.18). A reciproca segue similarmente. Sub-
traindo as equacoes satisfeitas por u e v, e depois calculando a norma em PMP¥, obtemos

Ju(-t) = v( Ol pare < NG () (w0 — vo)ll page + J1(E) + Ja(t) (3.3.31)

onde
2 ot 2 —4r2|g)?
() = 45 IV s sup [ 1P (-, 5) = o, 8) | paseds
¢ERn
t
Do) = 472 Co i [Vl pagns sup [ 1€ ule ) v, 8)]| pageds,
£eRn Jot

com § > 0 sendo uma constante que sera escolhida depois. Usando que

e et _ €
s tlele (1 s)

e a mudanga de variavel s = tz em J;(¢), estimamos
5
D(0) < 47 |V pagocs sup [ HEPE IR - ) = o ) s

< 0/05<1 — )Y ul-, t5) — v(-, 1) pageds. (3.3.32)
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O termo Jy(t) pode ser estimado diretamente por

t
10) < 4°Cona Ve (s0p [P 505 (s o) o5
£cRn Jét St<s<t

= Cpak IV I pagn-2 Sup [u(-, s) = v(-, 8)ll pases (3.3.33)

<s<t
pois [f|€|2e~ (=P g = 3 (1 - 6’4“2(1’5”'5'2). Note que
0= timsupluC- £) — v D€ (full, + [oll5,) < o

Podemos calcular o limite superior em (3.3.31), e entao usar (3.3.32) e (3.3.33) para obter

1
r S (C’log (1_5) -+ Cn—?,k ”VHPMnQ) I'=MT.

Em vista de C,_a4 ||V pym-2 < 1 (veja (3.2.1)) na pag. 48), podemos tomar 6 > 0 de tal
maneira que 0 < M < 1, e assim [' = 0, como queriamos.

As demais conclusoes estabelecidas seguem empregando (3.2.18) com v(z,t) = w; e notando
que limg o0 [|G(8) @] ppre = 0 quando ¢ € S(R™). O

3.3.4 Demonstracao do Teorema 3.2.7

Desde que alguns argumentos sao similares aos da prova dos Teoremas 3.2.1 e 3.2.4, faremos
a demonstracao com menos detalhes, evitando repeticao e destacando pontos importantes.

Parte (i) Para cada f € PM* e u € X}, com 2m < k < n obtemos que G,,(t)u, Ly(u)(t) €
X}, com

SUp|| G (£)ul [ pare < [Ju | pars (3.3.34)
© K(2 k)
m,n —
LA (0)], < =) AL supllu(., )] [pare. (3.3.35)
(271') t>0
onde, pelos Lemas 1.4.3 e 1.4.4 obtemos
a:l(m)I (25) T (& —m
K@2m,n—k) = n_( ) ( 2 Z (2 1 , (3.3.36)
T(%5E+m)T (5 —m)r (%)
e (3~ m)
m2m=s (2 —m,
2
n—2m — y 3.3.37
Yo,n—2 T(m) ( )
para maiores detalhes veja demonstracao dos Lemas 3.3.1 e 3.3.2, no inicio desta se¢do. Defina
(2,/T)2m
/\k:m =
7 K(2m7 n— k)’YO,n—2m
D(ZE)T(E—m
()T (s —m) (3.3.38)

~oonr (n5h 4o T ()
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e considere o operador H,, : Xy — Xj tal que H,,,(u) = G, (t)ug + La(u)(t). As estimativas
(3.3.34) e (3.3.35) garantem que o operador H,, estd bem definido e satisfaz
Al

| Hp () — Hp () || x, < || La(w) () = La(v) (1) || x,, < KHU_UHXIM para toda u,v € Xj. (3.3.39)

Assim, para |A|< Agm, Hy ¢ uma contracao em Xj. Segue do teorema do ponto fixo de Banach
a existéncia de uma tnica solugao u € Xj, para (3.2.30).
Parte (ii) Tomando k = "2 pela defini¢do de Ay, em (3.2.36), obtemos

N 220 (25E 4+ m) T ()
NG

2 2

e [p (32)]

= 3.3.40
A=l o
Usando a propriedade (1.4.2) da fungdo Gamma (veja pag. 22), podemos simplificar
I (™) _ <n+2m—4> <n+2m—8> (n—2m+4> (n—2m>
r(=) ! v )
_ 22% {(n +2m _f) (n— 2m)] [(n +2(m —2) —f)(n +2(m — 2))] D, (3.3.41)
onde D,, é dada por:
D _ { et bara i pat, (3.3.42)
n {W} (”T_2> para m {mpar.

Substituindo (3.3.41) em (3.3.40), obtemos Antom = Am com Ap sendo a constante de Hardy
em (3.2.25).

Parte (iii) Considere u e v duas solugoes obtidas na Parte (i) com dados iniciais ug e vy,
respectivamente. Usando (3.3.39), obtemos

A
[ollx, = 1Hm©)llx, <IGmt)volly, + [1Lx(0)]x, < Hvol\pMmLAk o, »
o que implica
)\km
< 2 ) 3.3.43
ol < 5ol (3343

Subtraindo as equagdes satisfeitas por u, v, e aplicando a norma ||-||x,, estimamos

lu = vllx, = [1Gm(t)(uo = vo) + La(u —v)l[,
A

< luo — UOHPMH*K lu— U||Xk , (3.3.44)
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e entao \
k,m
||u UHXk — Ak,m _ |)\| ||U0 UO”PMk

]

Parte (iv) Seja u a solucio obtida na Parte (i) e us(z,t) = 6" *u(dx, §*™t). Segue pelos

mesmos argumentos usados na prova do Teorema 3.2.4 Parte (i), que us € Xy, e
us(z,0) = up(x).
Além disso,
(Gun (6" tyug)\(6716) = e BP0 () (571¢)
= 8 G (o (€.1)

e, tomando Vj(z) = —3=, obtemos que Vy é homogénea de grau —(n — 2m) e

- ‘w|2m’

Vi (26 m) = A [ VA€ = m)a(o . )d
Rn
= 8" Vyweds (€, 7).
Logo,

o — 2m

La(u)(*t)(071€) :/0 @I (1D, )57, 5)ds
= gt [ OV, ) €, )7
= ot [[ @R (7, ), 7Y
= "L (us) (1)(©)
Portanto, se u é solugao de (3.2.30), obtemos de (3.3.46) e (3.3.47) que
(&, 1) = 07 (a(071€, 07t))

—_—

= Gm(t)uo(&, 1) + La(us)(£)(E),

(3.3.45)

(3.3.46)

(3.3.47)

(3.3.48)

isto ¢, us ¢ solugdo de (3.2.30) com condigao inicial uy € PM*. Pela unicidade obtida na Parte

(i), temos que a igualdade (3.2.37) é satisfeita.
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