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Resumo

O objetivo deste trabalho é obter estimativas ABP para operadores completamente nao
lineares e estudar problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para o operador p—Laplaciano nos
casos superlinear para a equagao e sublinear para sistema, aplicando o método de sub e
supersolucao e a teoria do grau de Leray Schauder, para obtermos nos casos de Ambrosetti-
Prodi, multiplicidade de solucoes. Para aplicarmos a teoria do grau de Leray Schauder
precisamos obter estimativas a priori das eventuais solugoes dos problemas, estimativas essas
que serao obtidas aplicando-se técnicas diferentes em cada caso. No Capitulo 1 enunciaremos
alguns resultados auxiliares que serao utilizados no decorrer do trabalho. No Capitulo 2
obtemos estimativas do tipo ABP para solugoes de viscosidade de uma classe de operadores
completamente nao lineares, o qual um exemplo é o operador p—Laplaciano. No Capitulo 3
estudamos o problema do tipo Ambrosetti-Prodi para equacao com o p—Laplaciano no caso
superlinear, fazendo uso da técnica blow up e de teoremas do tipo Liouville. No Capitulo
4 estudamos o problema do tipo Ambrosetti-Prodi para sistema com o p—Laplaciano no
caso sublinear, utilizando para isso solucoes de viscosidade e a caracterizagao do autovalor
principal.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais parciais, Equacoes diferenciais nao- lineares, Estima-
tivas a priori.
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Abstract

The aim of this work is to obtain ABP estimates for fully nonlinear operators and to study
problems of the Ambrosetti-Prodi type for the p—Laplacian operator in two cases: super-
linear case for the equation and the sublinear case for the system. For this, we use the
sub and supersolution method and the Leray Schauder degree theory, to obtain in the two
cases, multiplicity of solutions. To apply the degree theory, we need a priori estimates of
the possible solutions, obtained applying different techniques in each problem. In Chapter
1 we will cite some auxiliary results, which will use during this work. In Chapter 2 we will
obtain ABP estimates for viscosity solutions to a class of fully nonlinear operators, whose
example is the p—Laplacian operator. In Chapter 3 we will study the Ambrosetti-Prodi type
problems for the superlinear case, using the blow up technique and Liouville theorems type.
In Chapter 4 we will study the Ambrosetti-Prodi type problem for system in the sublinear
case, using for this viscosity solutions and the variational characterization of the principal
eigenvalue.

Key words: Partial differential equations, Nonlinear differential equations, A priori esti-
mates.
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Notacoes

Ao longo deste trabalho seguiremos as seguintes notacoes:

|| - || representa a norma (L>(€2))% e || - ||oo @ norma L>(Q),

e u=u"—u", onde ut = max{0,u} e v~ = max{0, —u},

e v(x) denota o vetor unitério normal interno a x,

o % representa a derivada normal de u na diregao normal v,

e q.t.p. significa quase todo ponto

e para cada hy,hy € L>®(Q), dizemos que hy < hy se, para cada subconjunto compacto
K C Q, existe € > 0 tal que hy(z) + ¢ < hao(x) q.t.p. x € K.

e para cada u,v € C}(Q) dizemos que u < v em Q se u(zr) < v(z) para todo = € Q e
9u(z) < 22(z) para todo = € 09,

e 0 mesmo simbolo <<(§_) serd usado para uma ou mais coordenadas, dependendo da
situacao: u,v € (CH(N))?, u < (L) v se u; K (L) vy i =1,2,

o (Ch()? = Cy(Q) x C’O(Q), onde C’O(g) ={uecCQ):ulx) =0, Ve Analoga-
mente, definimos (C}(Q))? e (Cy*(Q))2.

e IV CC U significa que V é um aberto em U tal que V' é compacto e V C U,

e B,.(r) é uma bola aberta de centro z e raio r em RY e ainda vol(B,(x)) = rNwy e

drea(B,(r)) = NrV"lwy onde wy é a drea da esfera unitdria em RY,

o R, =[0,00).
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Introducao

Este trabalho destina-se ao estudo de problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para o
operador p—Laplaciano para a equacao no caso superlinear e de sistema no caso linear ou
sublinear. Problemas desse tipo sao amplamente estudados por diversos autores e rece-
beram essa terminologia devido aos primeiros mateméaticos que o resolveram em 1972, como
descreveremos a seguir.

Seja Q C RY um dominio limitado com fronteira de classe C*®. A. Ambrosetti e G.
Prodi em [3] mostraram, utilizando teoremas de inversao para aplicagoes diferencidveis com
singularidades em espacos de Banach, a existéncia de uma variedade M de classe C* em
C%*(Q) que divide o espago em duas componentes conexas N e O de modo que o problema

—Au = f(u)+g(z), em Q !
u = 0, sobre 0f) (1)

nao possui solucoes se g pertence a N, possui exatamente uma solucao se g pertence a M e
possui exatamente duas solucoes se g estd em . Nesse caso f é uma fungao a valores reais
de classe C? satisfazendo

(A1) f"(s) >0,Vs R,

(A2) 0< lim f'(s) <A < lir+n f(s) < Ao

com Aj, Ay 0 primeiro e o segundo autovalor de (—A, Wy?(Q)) respectivamente.

Em 1975, Berger e Podolak [9] fizeram a decomposigao de g na forma g = t¢;+g1, sendo ¢4
a primeira autofuncio positiva de (—A, Wy*(€2)) com norma unitéria e g, € {g € C%*(Q) :
[ g1 = 0} = {span(¢1)}*. Dessa forma, aplicando o método de Liapunov Schmidt, eles
encontraram um numero real t(g;) de forma que o problema

—Au = f(u)—i—t(bl—i-gl, em Q (2)
u = 0, sobre 0f)

nao possui solugbes se t > t(gy), possui exatamente uma solugdo se t = t(g;) e possui
exatamente duas solugdes se t < t(g1).

Ainda em 1975, Kazdan e Warner [48] desconsideraram a hipdtese de convexidade de f
e substituiram a hipdtese (A2) por

—00 < lim f(z:5) <A < lim f(@s) < 00

§——00 S s§——+00 S



Utilizando o método de sub e supersolugao eles provaram a existéncia de uma funcao
t : {span(41)}+ — R tal que o problema (2) possui pelo menos uma solugao se t < t(g;) e
nao possui solugao se t > t(gy).

Em meados da década de 70, Amann e Hess em [2], bem como Dancer em [27] de modo in-
dependente, completaram o resultado de Kazdan e Warner obtendo pelo menos duas solugoes
se t < t(g1) e pelo menos uma solugao se t = t(g;). Para isso eles utilizaram a teoria do grau
de Leray Schauder.

A partir do trabalho dos autores de Figueiredo e Solimini [33] inicia-se a resolucao desse
tipo de problema através de métodos variacionais. Com diferentes variantes e formulagoes,
varios autores estudaram problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para operadores lineares de
segunda ordem, dentre os quais podemos citar [29, 30, 34, 35, 46] e suas referéncias.

Mais recentemente problemas do tipo Ambrosetti-Prodi envolvendo o operador p—Lapla-
ciano tem sido estudados. Arcoya e Ruiz [5], bem como Koizumi e Schmidt [50], estudaram
simultaneamente o problema

—Apju = f(u)+to+h, em Q (3)
u = 0, sobre 0f)

sob as condigoes que f possui crescimento p—linear. No caso de [5], temos ¢, h € L>(2),
com ¢ = 0 enquanto que [50] consideraram ¢,h € C(£2), com ¢ > 0. Ambos utilizaram
método de sub e supersolucao e teoria do grau de Leray Schauder.

Inspirados pelos trabalhos de [5], [29] e [32], estudamos no Capitulo 3 o seguinte problema

P) —Apu = f(r,u)+to+h, em
K u = 0, sobre 0f),

onde A, = div(|Vul|P~2Vu) é o operador p—Laplaciano e 1 < p < N. Suponhamos que
¢, h € L>®(Q), com ¢ > 0em et e Réum parametro. Denotando A\; o primeiro autovalor
de (—A,, WyP(Q)), consideramos f : Q@ x R — R uma funcio continua satisfazendo as
seguintes condicoes:

(f1) limsup ’f(‘f’q;) = /1t < A1, uniformemente x € 2,

(f2) Existe o > 0 tal que f(x,s) + o|s|P"2s é crescente em s e f(z,0) = 0.

(f3) lim CIED)

U——400 ue

= N
=a(@), a€C(@Q), a1, p-l<a<p - ,onde p* = 2
—p

Através do método de sub e supersolucao e da teoria do grau provamos o seguinte resultado:

Teorema 0.1 Suponha que as hipdteses (f1)—(f3) sejam vdlidas. Entdo existem constantes
—00 < t, < t* < +00 tais que o problema (P;):

i) possui pelo menos duas solugdes se t < t,,
ii) possui pelo menos uma solugdo se t < t*,

iii) nao possui solugao se t > t*.



Para o caso de sistemas existem resultados para o caso do operador Laplaciano, onde
podemos citar [22, 36, 37, 38, 56], sendo que os dois primeiros utilizam a teoria do grau e
os demais fazem uso de métodos variacionais. Recentemente de Figueiredo e Sirakov em
[32] estudam o problema do tipo Ambrosetti-Prodi para operadores uniformemente eliticos
na forma nao-divergente e coeficientes nao suaves, com o auxilio da teoria de solugoes de
viscosidade. Para o caso do operador p—Laplaciano, p # 2, nao conhecemos nenhum resul-
tado para esse tipo de problema. Motivados pelos resultados de [32] e [37] estudaremos no
Capitulo 4 o seguinte problema

—Apur = fi(x, ur,ug) +tidr + hy, em Q
(St) —Apuy = fox,ur, up) +tagp + hy, em
uy = ug =0, sobre 0f),

onde h;, ¢; € L°(2), com ¢; = 0 em §, parai = 1,2 e t = (t1,t,) € R? é um parametro.
O sistema (.S;) pode ser reescrito na forma matricial

—Ayu= f(z,u) +t¢p+h, em Q w=0 sobre 09,

onde u = (ub u2)T7iL = (h17 hQ)Tv f(xa U) = (fl(xv U, Ug), f2(xa U, UQ))T S t¢ - (t1¢17 t2¢2)T'
Além disso, f; : QxR xR — R é uma func¢ao continua satisfazendo as seguintes condicoes:

(H1) [fi(z, 51, 59)] < C(1 4 [s1

% + |$2

Ti)a 1<Ti7Qi§p_17 7;:172a

(H2) existe o > 0 tal que fi(z,s1,52) + ols;[’">s; é nao decrescente em s;, para todo
(z,8)) e QxR i=1,2,

(H3) fi(z,0,0) = 0 e f; é quase-mondtona para todo (z, s;) € Q x R, isto é, para cada i # 7,
i=1,2, fi(x,s1,s2) é nao decrescente em u;,

(H4) existem matrizes estritamente cooperativas (a;;, ¢;; > 0 para i # j),

11 a2 Ci1 C12
Al - 3 A2 -
Q21 A22 Co1 C22

de modo que aj; + a2 < 0, ag + ax < 0 e existe § € [0,1] tal que
A — e — (1 — 8)egy < 0, sendo A, o primeiro autovalor de (—A,, Wy *(Q)), tais
que

)\1(AP+A1) >O, /\1(AP+A2) <0
onde

)\I(Ap + A;) =sup&E(4;),
E(A) ={AeR:Tp e (WyP(Q)?: 9> 0,A,0 + (A + M)V, () <0},

com W,(s) = (¥,(s1),%p(52))" € ¥p(si) = |si[P~2s;. Além disso, existem constantes
b1, by > 0 tais que
flz,s) > A1¥,(s) — b1, Vs <0

f(z,8) 2 AWy(s) — e, Vs > 0,
e

para s = (s1,5) € R onde e = (1,1)T =T

w



(H5) para cada sequéncia {s,} C R? tal que ||s; || é limitado e ||s;'|| — oo quando n — oo,

lim inf f('ra 3”) — f(x,S;t)

n—o0 lsx Pt

> 0.

Novamente através do método de sub e supersolucao e da teoria do grau provamos o
seguinte teorema:

Teorema 0.2 Suponha que (H1) — (H5) ocorrem. Entao existem curvas Lipschitzianas I'*
e L', que dividem R? em trés conjuntos disjuntos M, N e O tais que o problema (S;):

i) possui ao menos duas solugoes para t € M,
ii) possui ao menos uma solug¢ao parat € I* UL, U O,
iii) nao possui solugio parat € N.

O método de sub e supersolucao pode ser visto através do Teorema do Ponto Fixo de
Schauder ou variacionalmente, como foi mostrado recentemente por de Figueiredo, Gossez
e Ubilla em [31]. Neste trabalho utilizamos a primeira forma pois ndo trabalhamos com
argumentos variacionais. Nos Capitulos 3 e 4 a forma de encontrar a sub, a supersolucao
e o método de sub e supersolucao sao praticamente analogos. Como é conhecido, para
aplicarmos a teoria do grau de Leray Schauder precisamos obter estimativas a priori para as
eventuais solugoes. Nesse ponto os capitulos diferem com relacao aos métodos utilizados em
cada caso.

No Capitulo 3 utilizamos a caracterizagao variacional do primeiro autovalor do operador
(—=A,, Wy(Q)) e um resultado de Ladyzhenskaya e Ural'tseva em [51] para obtermos a
limitacao da parte negativa. Para o parametro ¢ adaptamos um resultado de Dong [39] que
utiliza principio de comparagao e para limitagao da solucao aplicamos a técnica blow up
desenvolvida por Gidas e Spruck em [44].

J& para o sistema no Capitulo 4 utilizamos raciocinio analogo para limitagao de t, a
relagao entre autovalores e as matrizes da hipdtese (H4) para a limitagao da solugao e para a
parte negativa vamos usar a teoria das solugoes de viscosidade, teoria essa que sera descrita
no Capitulo 2.

Mais geralmente, no Capitulo 2 trataremos do estudo de equacgoes do tipo

F(D?*u, Du) = g(z,u)
onde g € LN(Q) N C(Q) e o operador F : S(N) x R¥\ {0} — R satisfaz:
(FO) F é continuo.
(F1) F(uM,tp) = |t|*uF(M,p),¥t e R\{0}, M € S(N), pe R, a > —1.

(F2) alp|® tr(My) < F(My + M, p)—F(Ms,p) < Alp|* tr(My), My > 0, My, My € S(N),
coma>—1,0<a<A,



onde S(N) denota o espago das matrizes reais simétricas N x N.
Notemos que o operador p—Laplaciano pode ser escrito na forma Ayu = Fy(D?*u, Du),
com

Fo(M,q) = |gP*tr(M) + (p — 2)|q["~* < Mgq,q >,

e Iy satisfaz (F0) — (F'2), onde < -,- > denota o produto interno Euclidiano em RY.
Com essas hipoteses e utilizando ferramentas como as sup-convolucoes, conseguimos
provar os seguintes teoremas:

Teorema 0.3 Sejam u € C(Q) e f € LN(Q)NC(Q). Se u é uma subsolucio de viscosidade
da equacao
F(D?*u, Du) = f(x) em {u > 0},

entdo existe uma constante positiva C = C(N,a,«) tal que

1
supu < suput 4+ C’diam(Q>Hf_||zz+v1(r+( +
Q 00

Se u € uma supersolugcao de viscosidade da equacao
F(D?*u, Du) = f(x) em {u <0},

entdo existe uma constante positiva C' = C(N,a,«) tal que

3 < — . + || a+1
Héfu_S(;g)U + Cdiam(Q)|| f HLN I (u

Teorema 0.4 Sejam u € C(Q) e f € LN(Q)NC(Q). Se ||f ||pvw+ry) = 1 e u € uma
subsolucao de viscosidade da equacao

F(D*u, Du) +~v|Dul’ = f(z) em {u> 0},

onde 0 < B < a+ 1, entdo existe uma constante positiva C = C(N,a,«a, 3,7) tal que

1
sgpu < s;ls%nﬁ + Cdiam(Q)Hf_||L5N(F+(u+)).

Se | /7|l oyt @+y =1 e u € uma supersolugao de viscosidade da equagao
F(D*u, Du) +v|Dul’ = f(x) em {u < 0},

onde 0 < f < a+ 1, entdo existe uma constante positiva C = C(N,a,«, 3,7) tal que

1
. - , (B
1gfu < sauﬂpu + Cdiam(Q)|| f ||LN(F+(u*))'

E a partir do Teorema 0.3, provamos o seguinte resultado para sistemas, que sera utilizado
no Capitulo 4:



Teorema 0.5 Seja u € C(Q,R™) uma supersolucio de viscosidade do sistema

m

Apui+2aij|uj|p_2uj = fz(ft), em £
7=1

1=1,...,m,

onde [ = (f1, f2y s frm), com fi € LN(Q)NC(Q) e A = (a;;) € S(m) satisfaz a;; > 0 para
todoi # j e Y 7", a;; <0 para todo i =1,....m. Entdo

- igf{min{ul, vttt < osup{max{(u1)”, ..., (um) " }}
o0
+Cdiam( >||f||LN(p+(u

onde f = max{f;", ..., f}.

No Capitulo 1 enunciaremos alguns resultados auxiliares que serao de grande importancia
no decorrer deste trabalho e no Apéndice descreveremos algumas desigualdades e relagoes
que serao utilizadas principalmente no Capitulo 2.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resultados Auxiliares

Nesta secao daremos alguns resultados relacionados ao operador p— Laplaciano e as
matrizes usados neste trabalho. Durante este capitulo, consideraremos {2 um dominio suave
e limitado em R¥.

1.1.1 Principios de Comparacgao

Em alguns casos usaremos principios de comparacao diferentes, dessa forma vamos
enunciar aqui os principios de comparacao que serao utilizados:

Proposigao 1.1 [12, Remark 2.2] Sejam u,v € WHP(Q) satisfazendo
—Apu > —Ayu emQ, u > v sobre 0.
Entao u > v em €.

Este é um resultado basico e facil de verificar, basta por exemplo multiplicar —Aju+A,v

por (v —u)*.

Proposigao 1.2 [59, Lema 3.1] Sejam u,v € WP(Q) satisfazendo

—Apu+ AMulP2u > —Ay v+ Ao 2o, em  Q
u >, sobre 02,

com XA >0, entao u > v em Q.

1.1.2 Regularidade
Seja p € C°°(RY) definida por

olz) = C exp <‘x|2%1> se |z <1
0 se |z| > 1,



onde a constante C' > 0 ¢é escolhida de forma que fRN p dxr = 1. Além disso, para cada n > 0,

consideremos
@)= er (%)
pp(x) = —p|—].
! N\

As fungoes p, sao de classe C*° e satisfazem

/ py dz =1, supp(p,) C B,(0).
RN

Seja U C RN um aberto e para cada n > 0, consideremos o conjunto U, = {z €
U; dist(xz,0U) > n}.

Definicao 1.1 Se f : U — R € localmente integrdvel, definimos sua molificacao standard
por
o =pyx [ em U,

Entao temos as seguintes propriedades com respeito as molificagoes standard:
Teorema 1.1 [40, Teorema 6]
i) £, € O%(Uy).
ii) f, — f ¢.t.p. quandon — 0,
iii) Se f € C(U), entao f, — f uniformemente sobre compactos de U,
iv) Sel<p<ooefel] (U)entio f, — f em LV (U).

v) Para cada aberto V-.CC U temos Df, — Df em LP(V) quando n — 0.

O resultado a seguir é o Teorema de Aleksandrov que nos dd uma condigao para que uma
funcao seja duas vezes diferencidvel q.t.p.. Este resultado sera utilizado no Capitulo 2:

Teorema 1.2 [25, Teorema A.2] Seja ¢ : RY — R semiconvera. Entio ¢ € duas vezes
diferencidvel q.t.p. sobre R .

O préximo lema é uma combinagao de um resultado de Ladyzhenskaya e Ural’tseva ([51,
Teorema 7.1]) e estimativas C'! de [52]:

Lema 1.1 Seja u € W, P(Q) solugio do problema

-Apu = f(zx,u), em Q
u = 0, sobre 052,

onde [ € uma fung¢ao Caratheodory tal que
[f(z,8)] < M(1+]s])
para 1 < o < NN—_’;. Entdo u € C*(Q), para algum 0 < a < 1 e



O seguinte teorema ¢é um resultado de regularidade, que pode ser provado seguindo os
argumentos de [42, Teorema B]:

Teorema 1.3 Suponha que (u,v) € (Wy*(2))? € uma solu¢do do sistema

—Apyu = gi(z,u,v), em  Q
—Ayv = gz, u,v), em Q (1.1)
u=uv=0, sobre 012,

onde g1, gs sao funcoes Caratheodory tais que
max{|gi(x,s,t)],|g2(, s, 1)} < C(L+[s|7 + [t]7)

para 1l < oy < p—1,41 = 1,2 ¢ (s5,t) € R%. Entio (u,v) € (C**(Q)% 0 < a < 1le
H(U ’U)H (Clo ()2 <M = M(C)

Demonstragio:  Seja d > 1 de forma que Wy"*(Q) — L%(Q) e considere p, = pd*,
my = p(d® —1). Podemos mostrar por indugao que (u,v) € (LP*(f))? para todo k € N.
De fato, supondo que (u,v) € (LP*(€2))?, multiplicando a primeira equagao de (1.1) por
u™+! ¢ usando a imersao W, (Q) < L%(Q) obtemos

Ju | < Crd* / ™[Vl

<

T [t o,

Utilizando desigualdades de Young generalizada e de Holder para estimar essas integrais,
obtemos

(lullzes)ys < Cod"® D1+ [[ullps + o]26).

Pk+1

Multiplicando a segunda equacao de (1.1) por v e repetindo esse argumento, obtemos

(JJol[Eer1)a < Cud® @D (1 + [Jul|BE + [Jo]|22).

Pk+1

Tomando C' = max{C3,Cy}, temos

_d
max{][ullpy, o [|0llpeyss 1 < [CA D (1 [fullpr + [[olfpr)] e

Definindo Ej = py log max{||ul|,, [|v]|p., 1}, obtemos Eji1 < 7 + dEj, onde consideramos
r, = dlog3C + dk(p — 1) logd. Pela hipdtese de indugao temos que Ej, é finito, logo Ej.q é
finito e portanto concluimos a indugao.

Ainda, deduzimos que existe constante B tal que

maxy{ ||U||sc, [|V]|oo} < limexp | — | =exp | — | < 0.
ol < T exp (24 = exp (2

Portanto (u,v) € (L>(Q2))?. Entao o resultado de regularidade de [52] aplicado em cada
equagao nos garante que (u,v) € (C1*(9Q))?, para 0 < a < 1, o que conclui o resultado. M



1.1.3 Outros Resultados sobre p—Laplaciano

Seja KC o operador inverso de —A,,. Arcoya e Ruiz [5] provam o seguinte resultado:

Lema 1.2 [5, Lemma 2.3] Sejam f,, f € L=(Q), || fulloo < C para alguma constante C' > 0,
e suponha que f, — f em W= (Q). Sejam u, = K(f,), u = K(f), as quais sio fungdes de
classe C*(Q) ( para um certo a € (0,1)). Entdo, u, — u em C*(Q) para todo 0 < 8 < a.
Em particular, o operador K : L=(Q) — CYP(Q) € continuo e compacto.

Precisaremos do resultado a seguir, o qual é uma adaptagao de [12, Proposigao 2.3]:

Teorema 1.4 Sejam Q um aberto de RN, f € C(AXRXR) ev € Wy P(Q)NC(Q). Suponha
que u € WyP(Q) N C(Q) € uma solugdo de

Apu < g(x,u,v) em €.

Se xg € Q e p e C*Q) sdo tais que Dp(xo) # 0, u(x) = ©(x0) e u > p em uma vizinhanga
de xq, entao
App(xo) < g(zo, uzo), v(20))-

Demonstracao: Notemos inicialmente que € suficiente provar que essa propriedade ocorre
para toda ¢ tal que p(y) < wu(y) para todo y # xy em uma vizinhanga suficientemente
pequena de zy. De fato, suponha que a propriedade ocorre para tais fungoes, entao tomando
0:(y) = p(y) — ely — x0|* e fazendo € tender a zero, obtemos o resultado para toda ¢.
Suponha por contradigiao que existem xy € e alguma funcao ¢ € C?() satisfazendo
Dp(zo) # 0, u(zg) = @(x9) e u > ¢ em B,(z9)\{xo} mas App(xg) > g(zo,u(xo), v(x0)).
Por continuidade podemos escolher r; > 0 suficientemente pequeno de forma que para todo
y € By (x0), Dop(y) # 0 e App(y) > g(y, u(y), v(y)), onde ri <7 €& tal que By, (z0) C By (o).
Sejam = inf {u(z)—p(x)} >0 e defina @ = ¢ + 5. Temos

|x—zo|=r1

Ayo(y) = App(y) > gy, uly),v(y)) > Apu em By, (o).

Se x € OB, (x) segue que u(z) — p(z) > m e assim

u(r) — p(x)

5 < u(x).

Bla) = pla) + 5 < pla) +

Pelo principio de comparacao, Proposi¢ao 1.1, obtemos que ¥ < u em B, (xg), 0 que con-
tradiz P(xo) = ¢(x0) + 5 = u(wo) + 5 > u(wp). Isso termina a prova do teorema. [

Com relagao a principios de maximo para o caso escalar, citaremos dois resultados im-
portantes que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

Proposicao 1.3 [/1, Teorema 5] Considere o problema

—Ayu = alulfPu+f, em Q
u = 0, sobre 0f).

Para f € L (Q), o principio do mdzimo ocorre para esse problema se, e somente se, a < A,
sendo A\, o primeiro autovalor de (—A,, Wy 7(Q)).
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Por um problema satisfazer o principio do maximo entendemos que a hipdtese f > 0
implica em u > 0.

O seguinte resultado é o bem conhecido Principio do Maximo de Vazquez:
Proposigao 1.4 [61, Teorema 5] Seja u € C1(Q) tal que Ayu € LE (Q) com u > 0 g.t.p.
em Q e Ajyu < B(u) g.t.p. em 2, sendo (:[0,00) — R continua, nao decrescente, 3(0) =0
e ainda ou (3(s) = 0 para algum s > 0 ou [F(s) > 0 para todo s > 0 e a sequinte relagdo
ocorre

/ (B(s)s)Hds = .

Entdo se u nao € identicamente nula sobre ), temos que u € positiva em todo 2. Além disso
seu € CH(QU{xo}) para um xq € O que satisfaz a condi¢io da esfera interior e u(xy) = 0
entdo 9%(zg) > 0 onde v € um vetor normal interno a xo.

1.2 Sobre Matrizes e o Autovalor Principal

O propdsito desta segao é estudar algumas relagoes entre a hipétese (H4) e o pro-
blema de autovalor, através de alguns resultados conhecidos. Comecamos com a definicao
de uma M-matriz nao singular:

Definicao 1.2 Para 1l < k < N denotamos por By a matriz obtida tirando as (N —k) linhas
e colunas da matriz B. Dizemos que B = (b;;) € uma M-matriz ndo singular se b;; < 0 para
1# 7, b; >0edet By >0 paral <k <N.

Consideremos \; o primeiro autovalor de (—A,, Wy™P(Q2)) e ¢; a autofuncio positiva e de
norma unitéria associada a A;. Sendo I = (0;;) a matriz identidade e A = (a;;) uma matriz
arbitraria, defina

p1,4 = sup F(A),

onde
FA)={peR: (A —A)I—A) éinversivel para todo A < pu}.

Os seguintes resultados proporcionam uma relacao entre a matriz de um sistema e pro-
priedades das solugoes do mesmo.

Teorema 1.5 [43, Teorema 2.2] Suponha que p € (1,00), Q é um dominio limitado em RN
cuja fronteira é de classe C*® para algum o € (0,1) com a < p — 1. Suponha também que
os coeficientes a;; (1 < i,5 < N) sao constantes satisfazendo a; < 0 e a;; > 0 para i # j.
Entdao o problema de autovalor

N
“Dpui =Y agty(uy) + Ay (u), em  Q
j=1

u; = 0, sobre OS2

(1.2)

tem uma solucao positiva limitada ®1 associada com um autovalor A € R se, e somente
se, N = p1.4. Neste caso temos que Py € inica a menos de um mailtiplo escalar positivo,
1

Pl = c/ 1, onde ¢ = (1, ..., cn) € int(RY) satisfaz (M — p1,a) — A)ch = 0.
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Teorema 1.6 [/1, Teorema 8] Suponha que a;; > 0 para i # j e gi € L¥(Q). Entdo o
problema

WE

—Ayu; = a;jp(u;) + gi, em Q)
=1

, sobre OS2

(1.3)

O <

u; =
satisfaz o Principio do Mdzimo se, e somente se, (\I — A) € uma M-matriz nao singular.

Teorema 1.7 [1, Teorema 2.8] Sejam f1, fo > 0, ndo triviais e ca+3d > Ay, para a, >0
ea+ 3 =1. Seb, c>0, entao o sistema

—Apuy = alug[Puy + blugPPug + f1, em  Q
—DNpuy = curP2ug + djugPug + f2, em  Q
uy = ug =0, sobre 012,

nao tem solugao positiva.

. . . . b
Na introducao definimos para cada matriz A = < (Z d ) com b,c > 0, o autovalor

principal
M(B, + A) = sup E(A),

E(A)= A eR:Tpe (WP(Q): 0> 0, A0 + (A+ AT, () < 0},

com Wy (s) = (¥p(s1), ¥p(s52))" € Up(si) = s
Pelo Teorema 1.7 temos que se a(a + \) + G(d + A) > A, para constantes «, 5 > 0,
a+ (3 =1, entdo o sistema AU + (A+ M)V, (U) < 0 ndo admite solugdo positiva, ou seja,
sea(fa+ A +0(d+N)=aa+Bd+A> XN, coma, 3>0ea+ =1, entdo A € E(A).
Portanto se A é uma matriz estritamente cooperativa, o conjunto £(A) é limitado supe-
riormente ¢ como £(A) ¢ um intervalo ilimitado inferiormente, temos que

)\1(Ap + A) S )\1 — oaa — ﬁd, (14)

para quaisquer «, >0 com o+ (3 = 1.

Observagao 1.1 i) Notemos que se a matriz Ay = ( EH 212 > da hipdtese (H4) é estri-
21 C22
tamente cooperativa com

Al — (5011 — (1 — 5)022 < O,
para algum 0 € [0,1], entdo por (1.4), temos que A\ (A, + Ay) < 0.

ii) Pelo fato da matriz A; = ZH 212 da hipdtese (H4) ser estritamente cooperativa e
21 Q22

satisfazer a; < 0 parai = 1,2, temos pelo Teorema 1.5 que pi1 4, < A\ (Ap,+Ay). Observando

que

a1 < —a2 <0, ag < —ay <0,

12



implica que, para todo A < Ay,
det((A; — NI — A))=(A1 — A)? — (A — A)(a11 + az) + an1ase — aaas >0,

temos que pi1 4, > A > 0. Assim, M(A, + A1) > p1,4, > M > 0. Em particular, con-
siderando X = 0 na desigualdade acima e como

Al —ai, Ay — age >0,

temos que (M I — Ay) € uma M-matriz ndo singular.
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Capitulo 2

Resultados Basicos Sobre Teoria de
Solucoes de Viscosidade

2.1 Introducao

A nocao de solucao de viscosidade foi introduzida primeiramente para equacoes
diferenciais parciais de primeira ordem nao lineares por Crandall e Lions em [26]. A idéia
bésica era colocar as derivadas sobre a func¢ao teste via o principio do méximo, ao invés de
utilizar a integracao por partes, como ¢ feito no caso de solugoes fracas. Essa noc¢ao tem tido
muito sucesso na teoria de existéncia e unicidade de solugoes de equacoes de Hamilton-Jacobi.
Para tanto nos referimos aos trabalhos de [6, 24] e suas referéncias. Pouco tempo depois Lions
em [53] estendeu a defini¢ao de solucoes de viscosidade para equagoes diferenciais parciais
de segunda ordem. Desde entao muitos trabalhos apareceram em peridédicos matematicos
conhecidos. Uma boa referéncia a respeito de solugoes de viscosidade, sua histéria, exemplos
e teoria é o artigo de Crandall Ishii e Lions em [25].

Como foi dito na Introdugao, neste capitulo iremos considerar as seguintes classes de
equacoes

F(D?*u, Du) = f(x), Yz €Q, (2.1)

F(D*u, Du) +~v|Dul’ = f(x), V& €Q, (2.2)

onde Q C RY ¢ um dominio suave limitado, f € LY (Q) N C(Q) e o operador F : S(N) x
RM\{0} — R satisfaz as hipdteses (F0) — (F2) descritas na Introdugao.

Esses operadores tem sido estudados por Birindelli e Demengel em [10, 11, 13] nos quais
elas obtém resultados de principio de comparacao, principio de maximo, existéncia de auto-
valores, alguns teoremas de Liouville e resultados de regularidade, mas ainda nao tinha-se es-
tudado estimativas do tipo ABP, o qual é a nossa contribuicao para essa classe de operadores.
A classe de operadores que satisfaz essas condigoes é ampla e inclui F'(M, p) = | p|°‘/\/li 4 (M),
onde Mf 4 sa0 os operadores de Pucci (veja Apéndice A) e o operador p—Laplaciano. Outros
exemplos podem ser encontrados em [10].
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Este capitulo é organizado como segue. Na Secao 2 definimos solucoes de viscosidade e
semijets. Na Secao 3, definimos sup convolugoes e descrevemos algumas propriedades. Na
Secao 4 provamos as estimativas ABP para solucoes de viscosidade das classes de equacoes
(2.1) e (2.2). E na Segdo 5 aplicamos um dos teoremas provados na Secao 4 para obter
estimativas ABP para um sistema com o operador p—Laplaciano.

2.2 Definicao e Semijets

Usaremos nesse trabalho o conceito de solugoes de viscosidade adaptado ao nosso
contexto, pois nao podemos considerar, como usualmente, fungoes teste cujo gradiente é nulo
no ponto de teste, visto que o operador nao esta definido nesses pontos, principalmente no
caso a < 0. Por isso trabalharemos com solugoes de viscosidade definidas da mesma forma
que Birindelli e Demengel em [10, 11, 13] e que Patrizi em [55]:

Definigao 2.1 Sejam Q C RY aberto, G : S(N) x R¥\{0} — R um operador continuo e g
uma funcao continua definida sobre RY x R.
i) u e C(Q) é uma subsolucao de viscosidade de

G(D?u, Du) = g(x, u),

se para cada xg € §), uma das sequintes condigoes € satisfeita:
— ou existe uma bola aberta Bs(xg) C Q, 6 > 0, sobre a qual u é constante, u = c e
g(xz,c) <0,V ae Bs(xg).
— ou para toda @ € C?(Q) tal que (xy) = u(zy), ¥ > w em uma vizinhanga de xy e
Dy(z0) # 0, temos

G(D*p(x0), Dp(0)) > glao, u(w)).

ii) u € C(2) € uma supersolucdo de viscosidade de
G(Du, Du) = g, u),

se para cada xg € §2, uma das sequintes condi¢oes € satisfeita:

— ou existe uma bola aberta Bs(xg) C Q, 6 > 0, sobre a qual u é constante, u = c e
g(x,c) >0,V z e Bs(x).

— ou para toda ¢ € C?(Q) tal que (xy) = u(zy), » < u em uma vizinhanga de xy e
Dy(z0) # 0, temos

G(D*p(wo), Dp(wo)) < g(0, u(o))-

iii) u € C(2) € uma solugao de viscosidade se € ao mesmo tempo sub e supersolucio de
viscosidade.

Observacao 2.1 A partir da definicao de solucdo de viscosidade e da Proposicdo 1.4 temos
que toda solucao classica € uma solucdao de viscosidade.

Podemos olhar para as fungoes teste de um modo conveniente, que nos sera 1til no que
segue, a partir dos semi-jets:
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Definicao 2.2 Seja u : 2 — R uma funcgao. Para zy € €2, definimos o superjet de sequnda
ordem de u em xy por

J* T u(xg) = {(X,p) € S(N) xR : u(z) < ulz)+ < p,xv— 0 >

1
+§ < X(x—x0),7 — 20 > +o0(|lr —20|*) qUando z — x¢}

e o subjet de sequnda ordem de u em xg por
T2 u(zg) = {(X,p) € S(N) xRN ¢ wu(z) > ulzo)+ < p,x — 0 >

1
+5 < X(z —20),7 — 20 > +0(|Jx —20|°) quando x — x0}.

Em [25] e [47] temos alguns exemplos e propriedades dos semi-jets, dentre eles o seguinte
resultado, que adaptamos para o nosso caso:

Lema 2.1 Seja u: Q) — R uma funcao e xg € €1, entdo

J* u(me) = {(D*e(x0), Dgp(0)) | ¢ € C*(Q), @l(ao) = u(zo),

© > u em uma vizinhanga de xo}.
T "u(zo) = {(D*¢(xo), Dip(x0)) | ¢ € C*(K), p(20) = u(xo),
© < u em uma vizinhanga de xo}.
Demonstracao: Faremos a demonstracao para a primeira igualdade, a segunda segue de
modo andlogo. Seja W o lado direito da primeira igualdade. Note que W C J*Tu(xq) é
trivial pela expansao de Taylor de ¢ em torno de xy. Para a outra inclusao, seja (X,p) €

J*Fu(zg), logo existem § > 0 e w € C([0,4]), ndo decrescente, com w(0) = 0, w(r) = 0,
para todo r € (—00,0), de forma que

1
u(z) < u(zg)+ < p,x — 9 > —|—§ < X(x —x0), 7 — 30 > +w(|T — 20])|T — 20|
Dessa forma, basta considerar

1
o(x) = u(xg)+ < p,x —x9 > +§ < X(x —x9),x — 9 > +0(|x — 70)),

IS

2r 2t
onde 6(r) = / dt/ w(s)ds, para r <
T t

Decorre deste resultado o seguinte fato:

Observacgao 2.2 Dado (X,p) € J*> u(xg), existe ¢ € C23(Q) tal que ¢ > u em uma vizi-
nhanga de xg, p(xo) = u(xg), Dp(xg) =p e D*p(xy) = X.

A respeito de sub e supersolucoes de viscosidade temos uma propriedade interessante que
serd utilizada no Capitulo 4:
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Lema 2.2 O mdzimo de subsolugoes de viscosidade é subsolugcao de viscosidade.

Demonstracao: Sejam u e v subsolucgoes de viscosidade de
F(D?z,Dz) = g(x, 2)

e defina w = max{u,v}. Tomemos xy € Q2 arbitrario.

Se w é constante em Bs(zg), w = ¢, podemos supor, sem perda de generalidade que
w(x) = u(z) em Bs(xg). Como u é constante nessa bola, u = ¢, e sendo u subsolugao de
viscosidade temos g(z,¢) < 0 em Bs(xp).

Se w nao é constante em uma vizinhanca de z (e assim, sem perda de generalidade,
podemos supor que u também nao é constante e u(xy) = w(zy)), seja ¢ € C?(Q) tal que
¢ > w > uw em uma vizinhanca de g, u(xg) = w(zg) = @(x9) ¢ Dp(xo) # 0. Sendo u
subsolugao de viscosidade de F(D?*u, Du) = g(x,u), segue que

F(D*p(x0), Dp(w0)) = g(wo, u(x0)) = g(wo, w(wo)).

E portanto w é subsolucao de viscosidade de F(D?z, Dz) = g(z, 2). |

Observagao 2.3 Analogamente provamos que o minimo de supersolucoes de viscosidade é
supersolucao de viscosidade.

2.3 Sup Convolucgoes

Outra ferramenta conhecida e muito utilizada na teoria de solugoes de viscosidade
para, de certa forma, regularizar as funcoes sao as chamadas sup e inf convolugoes.

Definicao 2.3 Dados u : ) — R e e > 0, definimos a sup convolucdo de u, u® : RV — R,
por

) 1
u(w) = sup{uly) — 5| - yI’},
yeN €

e a inf convolucdo de u, u. : RN — R, por
) 1
us(w) = inf {uly) + 5-lv = yP’}.

Esta definicao bem como algumas propriedades de tais funcoes podem ser encontrados em
[7, 15, 23, 25, 47]. Abaixo seguem alguns resultados que vamos utilizar no decorrer deste
trabalho.

Lema 2.3 [7, Lemma 3.7] Seja u € C(Q). Se x € Q entdo
1
u(z) = sup{uly) — oo —yl* : v —y| < 2VeM},
onde M = sup |u(x)|. Esse supremo € finito e é atingido para algum & € Q satisfazendo
Q
|z — 2| < 2VeM.
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Demonstracao: Fixe x € Q e seja y € Q tal que |z — y| > 2veM, entdo
1
uly) = gle =y’ <uly) —2M < =M < u(z) < u(),
£

Assim o supremo nao pode ocorrer no conjunto {y € Q : |z —y| > 2v/eM}. Como o conjunto
{y € Q: |z —y| <2vVeM} é compacto e u é continua, temos que u atinge seu supremo. B

Lema 2.4 [20, Lemma A.2] Sejam 0 um conjunto limitado, u € C() e uf sua sup con-
volugao. Entao:

i) u® é Lipschitz continua sobre Q.

ii) u®* — u quando ¢ — 0 uniformemente sobre Q.

iii) Ewiste uma fung¢ao mensurdvel M : Q@ — S(N) tal que

w(y) = w'(e)t < Du(w),y — o> 43 < M@y — ),y — x> + oy — af’),

q.t.p. x €.
I
iv) M(x) > - q.t.p. em .

v) Se uy € uma molificagao standard de u®, entao D2uf7 > —g e

D*ui(x) — M(x) q.t.p. ©€Q quando n— 0.

Demonstragao: i) Sejam y, z € () arbitrarios. Entao temos

R 1. 1. R
wy) = w@) ——lg—=2+=—>g—=2>— 19—y
2e 2e

1
< IS5 . A_ 2_ /‘_ 2
< wu(z)+ 28(!1/ 21 =g —yl*)

1. . . .
= u(z) + 2—8(|y =zl + g —=yD(g— 2| =7 —yl)

1 .

< W@+ o (g =yl + 17—yl +ly — 2y — 2]
1

< uf(z) + 2—8(4\/6M + diam(Q))|y — z|

< wf(z) + kly — z|.

Trocando os papéis de y e z obtemos u°(z) — u®(y) < k|y — z|. Portanto u® é Lipschitz
continua.

it) Sejam y € Q e g tal que u®(y) = u(y) — 2%]@) —y[%. Como u é continua, dado h > 0,
existe d > 0 tal que u(z) < u(y) + h, se |z —y| < d.
Seja £ < %, entao como |y — y| < 2veM, temos que | —y| < d, o que implica
u(y) < u(y) + h, ou seja,

. 1. 1.
u(y) = u(@) — 519 - yI> <uly) +h— 10— yI> <uy) + h.
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Dessa forma temos que dado qualquer i > 0, existe e < 37 de modo que 0 < u®(y)—u(y) < h.
Desde que y é qualquer segue que u® — u unlformemente quando e — 0.

iti) Mostremos que u® é semiconvexa, ou seja, existe constante C' > 0 de modo que
uE(y) = u(y) + Cly|* é convexa em todo subconjunto convexo de 2. Para o nosso caso
mostraremos que w®(y) = u(y) + o |y|*> ¢é convexa, isto é, para todo y + h,y — h, y € €,
temos uf(y + h) + uf(y — h) — 2uf(y) > 0.

De fato, fixado y € ©, seja § tal que u*(y) = u(j) — 5|y — 9|*. Entao,

u(y +h) > u(y )——|y+h jl?

u(y — h)>U()——|y h—gP,

Logo. uf(y + h) +u us(y — h) — 2us(y)

1 9
— € h . h2 € h . _h2_2€ R P P
u (y + )+2€|y+ "+ u(y — )+2€|y | u(y) 28Iy\
. 1 . . 1 .
> U(y)—2—€\y+h—y\2+%\y+h!2+uw)—2—8!y—h—y|2

1 2 )
= hlZ —ou(i) + Sy — a2 — Zjyl?
+—ly — h| U(y)+2€|y i 26Iyl

2¢e
1 ) .
= g(—!y+hl2+2<y+h,y> —91*+ ly + > = |y — h|?
2<y—hg>—9P+ |y —h>+2y)* —4 <y, 9> +2|9]* — 2Jy|
— 0.

Assim, sendo uf : RY — R semiconvexa, temos pelo Teorema de Aleksandrov (Teorema 1.2)
que uf é duas vezes diferencidvel q.t.p. em RY dessa forma existe M € S(N) tal que

1
u(y) < w(@)+ < Du(z),y — o > +5 < M(y —2),y — 2> +o(ly — 2|

2
q.t.pz e .

iv) Pelo item 7ii) segue que (M (xg), Duc(zg)) € J*>Tu(xp), logo pela Observagao 2.2
existe p € C?(Q) tal que ¢(zy) = u(zo), ¥ 2 u® em uma vizinhanca Bs(xg) de xg, onde
Dy(xg) = Du(x0) e D*p(xg) = M(x9). Seja & o ponto onde o supremo é atingido na
definicao de u®, entdo, para todo = € Bg(l’o) ey €

1
uly) = 5ol = yP> —o(z) < S%p(U(y) —5lr - yl*) — o(z)
= u(r) —¢(z)
< UE(SUO)—W(SCO)
1
= u(i)— 2—!xo—a¢| — ().
Fazendo y = &, temos
(#) = | — 32 — p(x) < u(@) — |0 — 2% — (o)
u(@) — o le -2 pz) Su(@) — o|vo — 2 (g



ou seja,
1 . 1 .
2—€|900 — &’ + p(z0) < g\x — &[* 4+ p(x).

Sendo z € Bs(w) qualquer, temos que a fun¢do &(z) = 5|z — &|* + ¢(x) tem um minimo
local em xg e £ € C?(Bs(xp)). Assim temos que DE(zo) = 0 e D?E(z) > 0, ou seja,

1 R I
Dy(xg) = g(xo —I) e - + D*p(x0) > 0.

Logo, sendo Dy(xg) = Duf(xg) e D*p

—~

76) = M(zo), segue

Duf(xg) = —(xg — &) e M(xg) > _éa

™ | =

o que conclui este item.
v) Seja u; uma molificagio standard dada pelo Teorema 1.1, logo temos que u;, € C?(Q), e
assim pela expansao de Taylor temos
1
uly) = (e < Do)y — o >+ < Dusla)y — ),y — v >
+ o(ly —=/?), (2.3)
para y proximo de z. Como u; — u° uniformemente em conjuntos compactos, fazendo n — 0

em (2.3) obtemos

: c . .
ut(y) = u(z)+ < %%Dun(x),y -z > +§ < 717151] D*ui(z)(y —x),y —x >
+ 0(|y - I|2>,

para y préximo de z. Por outro lado, por 4ii) temos

u(y)=u’(x)+< Du(z),y — x>—i—% < M(z)(y —x),y —x>+o(|ly — x]*).

Logo, fazendo a diferenca dessas expressoes, pelo Teorema 1.1 v) temos,
< [hH(l) D?u () — M(m)} (y—z),y — x> =0
’[7—)

e portanto lin% D?ui(z) = M(x) q.t.p. x € Q.
77—)

Mostremos agora que D2uf7 > —é. Como u;, € C?(92), temos pela expansao de Taylor
que

1
up(r) = wuy(zo)+ < Duj(w0),  — 10 > +5 < D?u (o) (x — x0), 2 — 2 >
+o(|z — x0[?).

Como u; — u® uniformemente em conjuntos compactos, temos que dado v > 0 existe 0 > 0
tal que para n < 9, segue que

luy (v) —us(z)] <7, Ve (2.4)
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Se v = |x — x¢|?, para n < 7, temos

o - wfP @) < ()
= uy(zo)+ < Du;(20), v — 70 >
1
+= < D?ui (w0)(x — o), @ — g > +0(|lz — 20|*)

2
ut(x0) + |z — x|+ < Duj (), 2 — 0 >

IN

1
+5 < D?u; (z0)(x — w0), 2 — z0 > +o(|z — x]?),
ou seja,

ut(z) < u(wo)+ < Dug(xo), 7 — 20 >

1
+§ < DQUZ(xO)(x —20), 7 — Lo > +2|x — 30|® + 0|7 — 20|?).

Logo (D*u;(x0), Dug (z0)) € J>Tus(z0) e assim existe ¢ € C*(Q) tal que @(xo) = u(zo),
¢ > uf em uma vizinhanga Bs (o) de xo, Dg(x0) = Dus (x0) e D*@(x0) = D?u;(x0). Fazendo
raciocinio andlogo ao item iv) obtemos o resultado. ]

O resultado a seguir é conhecido como a “propriedade méagica” das sup convolucoes.

Lema 2.5 [25, Lemma A.5] Sejau € C(Q). Se (Y, q) € J>Hus(x0), entdo (Y,q) € J>Fu(d),

onde & € tal que u®(xy) = u(z) — 2—|$0 — )%
£
Demonstragao: Sejam y € Q, x € RY arbitrarios, entao
uly) ~ 5 ly — ol < (o)
2e -
1
< uf(zo)+ < ¢, x —x0 > +§ <Y(x—z0), 7 — 20 > +0 (|7 — 20]?)
1 1
= u(z) — 2—5|x0 — M < ¢, — 20 > +5 <Y(x — ), x — 10>
+ o (|z — 0]?).

Como x e y sao arbitrarios, tomando z = y — T + xg, segue que

1 ) ) )
uly) < w@)t <gy—i>+g <Y(y—2),y—2>+o(y—2),

e assim obtemos o resultado. [ |

2.4 Estimativas ABP para Operadores Singulares
Completamente Nao Lineares

Nesta secao estamos interessados em estimativas do tipo Aleksandrov-Bakelman-
Pucci (ABP) para solugoes de viscosidade das equagoes (2.1) e (2.2).
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Observamos que, por uma estimativa ABP entendemos uma limitagdo para o supremo
de uma subsolucao u em  em termos do supremo de u sobre 9 e da norma L" de f.

Para o caso de solugoes cléssicas e fracas, as estimativas ABP podem ser encontradas em
8, 16, 45, 52] sobre dominios limitados. Ja para dominios ilimitados citamos [17, 18, 62]
bem como suas referéncias.

Caffarelli [19] iniciou o estudo de estimativas ABP para solugoes de viscosidade. De fato,
ele provou esta estimativa para solugoes de viscosidade da equacao

MIA(DQu) = f(z), em B(0).
Em 1996, Caffarelli et al [20] obtiveram estimativas ABP para solugoes LP—viscosidade de

—M} (D*u) —~|Du| < f(x) sobre {u> 0}

—M;A(D2u) +v|Du| > f(z) sobre {u < 0}.

Recentemente, estimativas ABP para equacoes da forma
F(D?*u, Du,u,z) = f(x), v €Q (2.5)
tem sido estudadas. Em [57], Quaas e Sirakov estudaram a equagao (2.5) impondo

Mo (X)) =lp| = 0lr| < F(X,p,7,2) < My A(X) +9lp| +9]r], VoeQ,

a,

com 7,0 constantes positivas e {2 um dominio suave limitado. Capuzzo Dolcetta et al em
[21], consideram a equagao (2.5) sob a hipdtese

F<X>p7 7",.17) < MIA(X) +b($)‘p’, Ve Q,

para uma funcao continua, nao-negativa e limitada b e Q um dominio aberto de RY satis-
fazendo certas condigoes. Koike e Swiech [49] estenderam [21] para b € LL(f2) e solugoes
LP-viscosidade. Além disso temos o trabalho de Amendola, Rossi e Vitolo [4] no qual estudam
estimativas ABP para (2.5) sob hip6tese

F(X7p7 T,ZE) < M;:A(X) +b($)|p|q, Ve Q,

onde Q) é o dominio definido em [21], b é uma fungao continua e ¢ € [1,2]. Nosso operador
¢, de certa forma, mais geral que os operadores citados acima, desde que F' satisfaz

[p[* Mg (M) < F(M,p) < |p|* Mg 4(M), (2.6)
com a > —1 (note que (F2) implica (2.6)(veja Apéndice A)).
Motivados pelos resultados de [45] e [20], 0 nosso objetivo é provar estimativas ABP para

equagoes (2.1) e (2.2), com F satisfazendo as condigdes (F0)-(F2). Comecamos escrevendo
algumas defini¢oes que serao importantes para esse fim:
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Definigao 2.4 Para 0 < a < A, os operadores de Pucci sao definidos por

MEAM)=a) e+ A e

e; <0 e; >0
M;A(M):AE ei—l—ag €,
e; <0 e; >0

onde e; sao os autovalores de M.

No apéndice temos uma definicao equivalente para esses operadores, bem como suas pro-
priedades.

Em geral para demonstrarmos resultados de estimativas ABP, precisamos definir a no¢ao
de conjunto de contato superior de uma fungao u:

Definigao 2.5 [20, Appendiz A] Para u : Q — R, r > 0, defina o conjunto de contato
superior de u por

M (u, Q) ={reQ:3peRY july) <u(@)+<py—z>VycQ}
LF(u, Q) ={z€Q:3pec B.(0);uly) <ul@)+<py—z>VyecQ}

Denotaremos durante esse capitulo I'" (u, Q) simplesmente por I'"(u) e I (u, Q) por I} (u),
salvo os casos em que haja dividas com relagao ao dominio em questao. O proximo resultado
encontra-se em [20], entretanto daremos uma breve demonstragao:

Lema 2.6 [20, Lemma A.1] Sejam w;, j = 1,2,... fungoes definidas sobre conjuntos €;,
onde §; sao conjuntos abertos tais que Q; C Q1 e|JQ; = Q. Sew; converge uniformemente
sobre cada €2, a uma funcgao continua u, entao

limsup I'" (uj, ;) € T (u, Q).

Jj—o0

Demonstragao:  Seja z € limsup ' (u;, ;), logo existe p; € RV tal que

j—o0

ui(y) < ui(x)+ <pjy—x> Vyel, (2.7)

Como u; — u uniformemente sobre cada €2, e por hipdtese |J§2; = €, temos que sendo

Y =T — r%, para r > 0 suficientemente pequeno, y; € €1;, logo passando o limite obtemos
Dj

inf wu(y) <liminfu;(y;) < u(z) — rlimsup |p;|.

ly—a|<r j—00 im0

Dessa forma temos que p; ¢ limitado e portanto p; — p. Assim passando o limite em (2.7)
obtemos
u(y) <u(x)+ <py—r>VyeQ.

Vamos agora a demonstracao dos nossos resultados sobre estimativas ABP. Para facilitar
a leitura iremos enunciar novamente os teoremas. Consideraremos inicialmente o caso do
operador que nao tem dependéncia do gradiente:
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Teorema 2.1 Sejam u € C(Q) e f € LYN(Q)NC(Q). Seu é uma subsolucio de viscosidade
da equacgao
F(D?*u, Du) = f(x) em {u > 0},

entao existe uma constante positiva C' = C(N,a,a) tal que

_1
supu < supu’t + Cdmm(Q)Hf’||zfvl(r+(u+)).
Q o)

Se u € uma supersolugao de viscosidade da equagao
F(D*u, Du) = f(x) em {u < 0},

entao existe uma constante positiva C = C(N,a, «) tal que

1

- igfu < sgg) u” + Cdmm(Q)Hfﬂ]g;l(w(u_)).
Demonstracao:  Para provarmos esse teorema, separaremos a prova em duas partes:
na primeira parte vamos supor que a subsolucdo de viscosidade u € C2%(Q) N C(Q). Na
segunda parte consideraremos apenas u € C(f) e faremos a demonstracio por aproxima-
¢oes, utilizando as sup convolugoes.
Parte 1: v e C*(Q)NC(Q).
Defina
_ SUpqg U — SUpyo U™

o = To(u) = diam(S2)

A idéia serd obter uma estimativa em funcao de || f~| o~ r+(+)) Para todo r < 7y e assim,
obtemos 1o < C|f7||Lv@++y). Pela definicio de 7y concluimos o resultado. Para obter
essas estimativas, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.7 Para cada r < ry, obtemos
i)

/ 9(p)dp < / g(Du) | det D*u| dz, Vg € C(RY), g > 0. (2.8)
B (0)

D (ut)
ii) D?u <0 sobre I'f (u™) C {u > 0}.

Demonstracao:  Seja A a imagem de I (u™) sob a aplicagdo Du. Se esta aplicacao é
uma bijecao entao por mudanga de variaveis temos

/g(p) dp:/ g(Du) |det D*u| da.
A Fj(u"’)

Se a aplicacao é apenas sobrejetora, desde que g > 0 temos
/ g(p)dp < / g(Du) |det D*u| da.
A ¥ (ut)
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Assim, devemos mostrar que B, (0) C A. Seja p € B,(0) e considere

L,(t) = min{t+ < p,z > —u"(z)}.
xef)

notemos que L, é continua, positiva para ¢ suficientemente grande e negativa para —t grande.
Seja t, a maior raiz de L,(t), entdo

ty+ <p,x>—-ut(z) >0, VreQ,

t,2+ < p,y>—ut(y) =0, para algum y € Q,
isto é, t,+ < p,x > —ut(z) > t,+ < p,y > —u'(y), para todo = € Q, ou

ut(z) <ut(y)+ <px—y>, VzeQ, (2.9)
e assim
y e f(u'). (2.10)
Sendo u(x) < ut(x), Va € Q, pela desigualdade de Cauchy Schwartz segue
u(@) < ut(y)+ <px—y><ut(y) + |plle -yl < ut(y) +rdiam(Q).
Como esta desigualdade vale para todo x € €2, temos

supu < ut(y) + r diam(Q).
Q

Pela definicao de rg segue que

suput < ut(y) + (r —ro) diam(Q2) < u™(y).

o9
Logo, y € 09 e ut(y) > 0, em particular, u(y) > 0. Com isto temos que '} (u™) C {u > 0}.
Além disso, por (2.9) temos

<pz>-ulr) > <pz>-u(r) > <py>-uly), Ve,

ou seja, y é um ponto de méximo de u(-)— < p,- >. Como esta funcao é duas vezes
continuamente diferenciavel e y & 09, segue que D(u(y)—< p,y >) = 0 e ainda temos
que D*(u(y)—< p,y >) <0, isto é, D(u(y)) = p e D*(u(y)) < 0. Assim concluimos por
(2.10) que p € Du(T}(u™)) e D*u < 0 sobre I,/ (u™) C {u > 0} e portanto a demonstragao
do Lema 2.7 esta completa.

Para estimar os dois lados da relacao (2.8), escolheremos fungoes g adaptadas para os
casos a > 0 e —1 < a < 0, que serao analisados separadamente, e para isso precisaremos
conhecer o comportamento de Du no conjunto I'(u™). Dividiremos a prova em vérios
passos.

Passo 1: Comportamento de Du no conjunto I';f (u™).
Seja xo € T'f (u™) arbitrdrio. Se Du(xg) # 0, como u € C?(€2), podemos tomar ¢ = u na
definicao de subsolucao de viscosidade, e concluimos que

F(D?*u(x0), Du(xzg)) > f(xo).
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Por (2.6) obtemos
—f"(w0) < f(wo) < F(D*u(wo), Du(zo)) < [Du(z0)|" M, o(D*u(o)).

Pelo Lema 2.7, segue que D*u(zo) < 0, logo M ,(D*u(x0)) = atr(D?u(x)) e entao

(D) _ (@) "
N ~ \Na|Du(z)|®
Se Du(zg) = 0 e D*u(zg) # 0, entdo zo é um ponto critico de u e assim, pelo Lema 2.7 ii),
D?u(xy) < 0, o que implica que  é um ponto critico nao degenerado de u. Note que, como

u € C?(Q), o conjunto dos pontos criticos nao degenerados ¢ enumeravel.
Pelo Lema 2.7 ii) e pela Proposigao A.1 com 0 < —D?u, I € S(N), temos

—tr(D?u)\ "
det D*u| < | ———~
e (£22)

Portanto no Passo 1 concluimos que

B N
T )Ia> , para zg € I'f(u™), Du(zo) # 0

det D? < (L
| de u(wo)| < <Na|Du(x0

e o conjunto onde Du(x) =0 e D*u(x) # 0 é enumeréavel.
Passo 2: Consideremos o > 0.
Neste caso, tomando g(p) = |p|*" obtemos pelo Lema 2.7,

/ Ip|*“Ndp < / | Du|*N | det D*u| da. (2.11)
By (0) O (ut)

Passo 2.1: Estimativa do lado direito de (2.11).
Seja U = {z € '} (u") : Du(z) = 0}. Entao, pelo Passo 1,

_ N
/ \Dul™Y| det D2u|dz < / | Duf (f—) dz
I (U I (wh)\U Na|Dul

1 —\N
dx.
NNCLN /F+(u+)(f ) X

Passo 2.2: Estimativa do lado esquerdo de (2.11).
Pela propriedade da co-area,

(a+1)N
o o ri

/ p|*Ndp = / N / -

B(0) 8B4(0) a +

Pelos Passos 2.1 e 2.2 obtemos

a +1 N(a+1) =
r < (wNN—NaN) Hf HL#NW

C=C(N,a,a)
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1
Como esta estimativa vale para todo r < rg, temos ry < CHf—Hg#(H(m))’ ou seja,

_1
slglzpu < S(;lﬂp ut + Cdiam(Q)Hf_||z;§1(r+(u+)).
Passo 3: Consideremos —1 < a < 0.

Seja g(p) = (1 + k[p|)*N, com k > 0 constante qualquer, pelo Lema 2.7 i),

/ (1+ klp)*Ndp g/ (1+ K| Dul)™| det D?u] da. (2.12)
(0) ny

I (ut)

Passo 3.1: Estimativa do lado direito de (2.12).
Considerando U4 como no Passo 2.1, temos pelo Passo 1 que

f, N
1+ k| Du))N | det D?ul|dx g/ 1+ k|Du aN<— dz.
/F o L D)™ e[ k)™ (o

Notando que

(1+k|Du))*™  /1+ k|Du[\*" 1 1
= = < 2.1
Duf Dyl ( (219)

|Dul

segue que

/- )N 1 / —\N
1+ k|Dul)* (— dr < ———v dx
Lo o™ (i) e < e L 00)

1 N
_— V.
NNCLN]C_O‘N /1"+(u+)(f ) T

Passo 3.2: Estimativa do lado esquerdo de (2.12).
Pelo Lema A.1 temos
(1+kq)™" < Can(1+ (kg)™"),

logo

r N—-1 T N-1
q Nwy q
1+ klp CYNdp:Ncu/ dq > / dq.
/Br(o)( P Mo (L4 kq)—oN ConJo 1+ (kg)—oN

Agora, desde que ¢ < r < 1y implica

1 1
> :
L+ (kq)=N = 14 (krg)=oV

entao obtemos

NC(}N r qN—l d - NWN r qN—l d B riN
Con Jo 1+ (k)N 7 Con )y T+ klro)oN = Con(1 + (kro)—oN)
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e portanto

N

WNT
1+ EklpNNdp >
/ LTy > e

(2.14)

Segue de (2.12) e dos Passos 3.1 e 3.2 que

WNTN 1

< [
Con(1+ (krg)—oN) = NNgNf—oN LN (T (uh))

Novamente, como esta estimativa é vélida para todo r < ry, temos que

N
To Con

< —IN
1+ (kro)*O‘N = wNNNaNkfaNHf HLN(“(U*))’

onde k > 0 é qualquer. Em particular, tomando k = (ry) ™!, obtemos

1
20 N N(a+1) -
s () I ey

wyNNaN

C(N,a,a)

e portanto concluimos a primeira parte.

Parte 2: uec C(Q).

Sejam u® a sup convolugao de u e uj uma molificagao standard de u?, logo temos u; € C*.
Da mesma forma que no Lema 2.7 temos o seguinte resultado:

Lema 2.8 Para cada r < ro(

i)

e
uy), obtemos

/ g(p)dp < / g(Du;)| det D*ug | dzx, Vg € C(RY), g > 0. (2.15)
+(0) I (u5 )

i) D?u <0 sobre I'f (u5™) C {uf, > 0}.

Como feito na Parte 1, nosso objetivo é para todo r < ro(u), obter estimativas para
r em termos de uma constante e ||f7|[ v+ (+)). Agora, como u® — u uniformemente e

uy — u° uniformemente, dado r < ro(u), obtemos ¢ e n suficientemente pequenos de forma

que 7 < ro(u;).
Pelo Lema 2.4 v) obtemos = < D?uf < 0 sobre I'f (u5™) e D*uf(2) — M(x) q.t.p. z, logo
M(z) <0qt.p.z€ @F;’(u;ﬂ. (2.16)
77—)

Como g é continua, pelo Teorema da Convergéncia Limitada aplicado em (2.15) temos

/ g(p)dp < / g(Duf)| det M| dx,¥ g € C(RY), g > 0. (2.17)
(0) lmri (us+)

n—0
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Novamente, analisaremos o comportamento de Duf no conjunto limI'f (uf*

. ) no intuito de
n—0

estimar a integral (2.17).

Passo 4: Anélise do comportamento de Du® no conjunto @Ff (ufﬁ)
774)

Seja x € Tr%rj (us ™) arbitrario. Pelo Lema 2.4 iii) temos
"7*)
(M(x), Duf(x)) € J*tus(z).

Logo, pelo Lema 2.5, temos que (M (x), Du®(z)) € J2’+u(a:), on
u(#) — 5|z — &[> e assim pela Observagio 2.2, existe ¢ € C*(Q) co
em uma vizinhanca de z tal que

Dp(#) = Duf(x), D?*p(&) = M(x). (2.18)
Suponha que Duf(x) # 0, entdao sendo u subsolucao de viscosidade e & € {u > 0}, temos
F(D?6(2), D(#)) > F(&). Por (2.18) e (2.6)
f(@) < F(D?p(&), Dp(2)) = F(M(x), Duf (z)) < |Du(2)[* M (M (2)).

Considerando f.(z) = inf f(y), por (2.16) segue que
{lo—y|<2veM}

—f7(2) < f(2) < a|Du(2)*tr(M()), g¢tp.x € EmD7 (uy ),
77—)
isto é,
(M ()" @ \" _
— 7 < | t.p. HmIF (us ™).
( N S \NalDw@yp ) ¢hr-e € bt
Por (2.16) e pela Proposicao A.1 com 0 < M, I € S(N), obtemos

—trM\N
det M| <
o= (42

Se Duf(z) = 0, entao por (2.18) temos Dp(z) = 0. Se D%*p(#) # 0 entao & é ponto critico
de ¢, o qual é nao degenerado, desde que, por (2.16), obtemos D?*p(z) = M(z) < 0 e
D?p(%) # 0 . Logo o conjunto dos pontos tais que Du® = 0 e M(x) # 0 (isto é, o conjunto
dos pontos criticos ndo degenerados de @) é enumerével.

Portanto, no Passo 4 concluimos se Du(z) # 0 que

_ S (@) Nq.t.p.xemFJr(uer) (2.19)
Na|Dus (z)|~ n—0 "

| det M(z)| < (

e o conjunto onde Du(x) = 0 e D*u®(z) # 0 é enumerdvel.

Passo 5 Consieremos a > 0.

SejaV = {x € lir%F;“(u;’L) : Duf(x) = 0}. Usando a Proposigdo A.1 e tomando g(p) = |p|*",
'r]*)

temos em (2.17) que

—trM\"™
/ p|*Ndp < / |Du€|“N< . ) dz.
B,-(0) Hmri (us+)\v N

n—0
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Agora, pelo Passo 2.2 e equagao (2.19) segue

N(a+1)
N = / [p|*" dp
Od-'-l +(0)
N
< / | Dus|*N <—t7“M) dx
Hmr (us+)\v N
n—0
IS N
< | Dus|*N <;> dz
/hmr*(mﬂ\v Na|Dus|*
n—0
o (F)Vd
—_— x.
NNaN T )\ :

Como f. é continua, quando € — 0 obtemos, pelo Lema 2.6,

N(a+1) a+l / (f—)Nd
r _— T
wyNNaN llm(llmr+(us+)\v)
e—0 '‘n—0
a+1

< m”f [,

Desde que r < rg é arbitrario, o resultado segue.
Passo 6: Caso —1 < a < 0.
Tomando g(p) = (1 + k|p|)*Y em (2.17), temos pela equacao (2.19) que

IS N
1+ k|p aNdp</ 1+ k|Du® C“N(; dz.
/BT(O)< P limr;t (u5+)< | ) Na|Dug|*

n—0

Pelo Passo 3.2, mais precisamente, equagao (2.14), e usando a desigualdade obtida no Passo
3.1, temos

wyr < 1 / (f_)Nd
x.
Con (1 + (kra) %) = N¥a¥ kN JEmrs(us) "
n—0
Fazendo o limite quando € — 0, obtemos como no Passo 5, que
U TS
Con(1+ (krg)—eN) = NNgNf—aN LN(TH(ut))

Como esta estimativa se aplica para todo r < rg, temos que

N
To Can

< N
1+ (krg)—oN = wNNNaNk—aN||f ||LN(F+(U+))’

onde k > 0 é qualquer. Em particular, tomando k = (ry)~!, obtemos

QC N N(a+1) -
o= (w—) 2 [




e portanto concluimos a segunda parte.
Para as supersolugoes, consideremos

—in fou — SUpgyo U~
diam(2) ’

o =

e utilizamos a mesma idéia desta prova, substituindo ™ por u~ e usando as inf convolucoes
e suas propriedades. [ |

Provaremos agora o caso da equacao que possui dependéncia do gradiente.

Teorema 2.2 Sejam u € C(Q) e f € LN(Q) NC(Q). Se |f |ivarry) = 1 eu é uma
subsolucao de wviscosidade da equacao

F(D*u, Du) + v|Dul’ = f(z) em {u> 0},

onde 0 < f < a+ 1, entdo existe uma constante positiva C = C(N,a,«, 3,7) tal que

1
supu < supu’t + C’diam(Q>||f_||£N(F+

Q a0 ()"

Se | fT |l oyt @y =1 e u € uma supersolugao de viscosidade da equagao
F(D*u, Du) +v|Dul’ = f(z) em {u < 0},

onde 0 < B < a+ 1, entdo existe uma constante positiva C = C(N,a,«, 3,7) tal que

1
. - , (B
Héfu < saLg)u + Cdiam(Q)|| f ||LN(F+(u—))'

Demonstracao: Esta demonstragao segue os mesmos passos da demonstracao do Teo-
rema 2.1. Considerando inicialmente v € C*(Q2) N C(9), definimos

. _ SUPqg U — SUPyg ut
0 diam(2) ’

e obtemos estimativas para r < ry. Como o Lema 2.7 nao depende de qual equacao u é
subsolucao de viscosidade, este lema continua valido neste caso.

Novamente consideraremos os casos a@ > 0 e —1 < a < 0 separadamente e pelo Passo
1 do teorema anterior, as integrais podem ser calculadas apenas onde Du(xg) # 0, para
zg € I'F(u"). Neste caso, como Du(xg) # 0 e u € C*(Q), tomando ¢ = u na defini¢ao de
subsolucao de viscosidade, obtemos

F(D*u(wo), Du(xo)) + | Du(wo)|? > f(x0).
Por (2.6),
—f~(w0) < f(wo) < [Dulxo)|* M 1(D*u(w0)) + 7| Du(zo)|”,
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e, pelo Lema 2.7, temos que D*u(zy) < 0, donde segue

) (Ce)

Caso 1: Consideremos a principio a > 0.

(2.20)

Pelo Lema 2.7, tomando g(p) = (k%+|p|%)1*N|p|“N, com k > 1 uma constante arbitraria

esendo U = {x € I’} (u") : Du(x) = 0}, segue que

aN D aN
/ < i o dp </ Dyl | det D*u| da.
B0k pl )N e (6 Dul v

Passo 1.1: Estimativa do lado direito de (2.21).
Pela Proposicao A.1 temos que

—trD%u\ Y
det D*u| <
e por (2.20) segue para todo g € I’} (u™) que

(X UuU(xo B N
e ()

Logo,
/ |Du|aN
Fi(qﬁ)\u( NL+|DU,|N 1>N 1

_ D B N
/ (k%+|Du|%)l—N|Du|aN f +7‘ 7:’
I (uh)\U Na|Dul|

2N—1 kN —\N
L / (k%1 + |Du|vo1)=N (L i ~yN|Du|5N> du
r

<
IRARCAR kY

| det D?u| dw

IN

Agora, note que

[Dul?™ = (|Du[¥=1)N"E < (k¥ 4 [ Dul 1)V

?

assim, usando estas desigualdades em (2.23) obtemos,

2N—1

N N
2N_1 ( kN +7 )
< o | (Dl k)
NTa™ Jrtonu (k¥=1 + | Du|v=1)N-1
A N |
< = dz.
S NNV /1“,T(u+)( N + v > T

& o NN
LN + |Dy|v-1)i-N [ 2L L NI DulPN ) d
NNV /rrm)\u( + |Du|~-1) ( o T [ Dul” ) de

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)



Portanto

D alN
/ < | Dyl \detD2u|d:E
O (wh\u (k T+\Du|N 1)
2Nt (f) N
dzx. 2.26
NNaN/Fi(qu)( LN +7 ) x (2.26)

Passo 1.2: Estimativa do lado esquerdo de (2.21).

BN
Como ( < a+ 1, temos "‘T“ > 1, entao sendo kT 4 |p|¥=T > 1, obtemos

o / [ i
- N a+1
B (0) (K¥T 4 [p| 1)V =D
o 7" aN+N-1
> 21(N1)(§1)NwN/ N(i) dg
0 B + qozN+N

L (e+D)

Assim, segue da equagao (2.26), e do Passo 1.2 que

rN+aN oN-1 (f_)N N
1 1)< —— dz.
n (kjg(a+1) + ) — Cl(N7 a, /ﬁ)NNa/N /1_‘+(u+) < kN + Y ) X

Tomando k = || f~|| Ly (r+(uty), segue

N-i—ocN 2N—1 N
< —
Ten | SO0 (cl(N, o, B)NVa¥ /wuﬂ (+57) dx) b
T R A J )

CN (D =[C(N,a,0,7,8)|N (@1
isto é )
B (a+1) N(at1)
r< C (”f HLN T+ (ut ))) :

Como esta estimativa se verifica para todo r < rg, concluimos

1
ro < CHf_HzN(Fﬂqu))a

ou seja,

1
SUp < S;g“ + Cdiam(Q)[|f N v s -

Caso 2: Consideremos o caso em que —1 < o < 0.
Novamente pela Lema 2.7, tomando

9(p) = (k- [p)™ (k71 4 [p] w=) 200,
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com k > 1 constante arbitraria, temos
N
[ e ol o o 0y 0-gp
+(0)
< / (1 + k| Dul)*N (k70 + | Du|~1)0=M)| det D?u| da. (2.27)
I (uwh)\u

Passo 2.1: Estimativa do lado direito de (2.27).
Por (2.22) e (2.13) temos

/ (1+ k[ Du))*™ (5797 + | Du|#1)20-9)| det D2u| dx
I (wh)\u

< / (1 + k| Du|)*N (k7D 4 | Du|¥-1)80-N) (f +1 UI> "
I (uwh)\U Na|Du|

2N_1kaN N N B kN<f_)N
< NNy /mﬂ\iff T [ Du] )00 (k—w + VN'D“’W> o

2N71 N N B ij(ff)N

onde na tltima desigualdade usamos o fato que k > 1 e —aN > 0, logo k*N < 1. Seguindo
a idéia do Passo 1.1, mais especificamente, as idéias das equagoes (2.24) e (2.25) obtemos

oN-1 N N EN(f)N
v o T Dury 0 (ERL i ug )

N1 (N W\ (AP 4| Dy| ¥o1)AV-1)
NNgN o T - — dx
@ Jrif (ut)\u (kBOV=D 4| Dy |¥-1)8(N-1)

2Nt VIR
< — 4 dz.
- NNgN /1;+(u+) < kN " ) v

Passo 2.2: Estimativa do lado esquerdo de (2.27).
Pela propriedade da co-area e pelo Lema A.1,

IN

[ e gl o o )0
+(0)

r qul
/ N N
0 (k + q)—aN(kg(NA) + qN_1)ﬁ(N*1)

dgq

N-1

Z Ndle/ d N N dQ7

0 (k=oN 4 g—oN)(kF-1 + qﬁ)B(N—l)
com d; = 1, se —aN € (0,1], ou d; = 27N se —aN > 1. Agora, note que
q_aN — (q%)_a(]v_l) S (kjﬁ + q%)—a(]\f—l)

Y
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oV — (;{;%)—aﬁ(l\f—l) < (kﬁ + q%)—aﬁ(N—l)'

Como —1<a<0temos 0 <f<a+1<1,logo—af(N—1) < —a(N —1) e assim

(kP14 qN_l)—aﬂ(N—l) < (kP01 4 qm)—a(N—l)‘

Dessa forma

> / v 7 dq
0 (kB(Nfl) + qﬁ)(ﬂ*a)(Nfl)

Ndle /r qul p
N N Q7
2 0 (kP-T 4 qm)(N—l)

onde na ultima desigualdade usamos que § — a < 1.
Agora, pelo Lema A.1sendody =1,se N —1<1,oudy =22 se N -1 > 1, obtemos

Ndle /T (]Nil dq > Ndldng /r qul dq
o (k 0

2 AT 4 q%)(N—l) N 2 k5 4 gV
_ dydawy /T” du
2 0 k% +u

N
= dleWN In T—N + 1]).
2 L5

Portanto concluimos no Passo 2.2 que

N
[ e e et |50 My > AN 1 ().
(0) 2 ko

Pelos Passos 2.1 e 2.2 segue que

dldng ’I“N 2N_1 / (f_)N N
In| —+41) < d
B H(k%{ + ~ NNCLN T ) ij _’_’7 Z,

onde k > 1 é arbitrario. Em particular, tomando & = || f~ || v 0+ (u+)), temos

T'N

In ~ +1
||f_||£N(F+(u+))

2N N
Do NNaN / AL
didawn NN a™ Jp | f ||LN(F+(U+))
AN / 1++Nd
x.
dldngNNCLN I'+(ut) K
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Ou seja,

oN N
N N _ || B
= (exp (dldszNNaN /r+(u+) t dx) 1) 17702 ey

~
[C(N,a,0,7)N=CN

Como esta estimativa é verdadeira para todo r < ry concluimos

1
rog < C(N: a, &, ’y)”fi HEN(F"'(U+))

e portanto obtemos o resultado desejado. Para o caso em que u é apenas continua, utilizamos
o mesmo argumento usado na segunda parte do Teorema 2.1. O caso da supersolucao é
provado de maneira analoga. [ |

Observacao 2.4 Como citamos anteriormente, p— Laplaciano é um exemplo de operador
satisfazendo as hipoteses (F0)-(F2). Assim os teoremas provados anteriormente para esse
operador podem ser escritos da sequinte forma:

Coroldrio 2.1 Sejamu € C(Q) e f € LN(Q)NC(Q). Se u é uma subsolucdo de viscosidade
da equagao

Apu= f(z) em {u> 0},

entao existe uma constante positiva C' = C(N,a,a) tal que

Supu S Supu+ + CdZCLm( )Hf HLN T+ u+
QO oN

Se u € uma supersolugao de viscosidade da equagao
Apu = f(z) em {u <0},

entao existe uma constante positiva C' = C(N,a,a) tal que
—infu <supu~ + Cdiam(f2 )Hf+HLN It
o9

Coroldrio 2.2 Sejam u € C(Q) e f € LY(Q) NC(Q). Se ||f ||pve+ry) = 1 eu é uma
subsolucdao de viscosidade da equac¢ao
Apu+ | Dul® = f(x) em {u> 0},

onde 0 < 3 < p—1, entdo existe uma constante positiva C = C(N,a,a, 3,7) tal que

1
supu < supu’t + Cdiam(ﬂ)Hf’HfN(H(uﬂ).
Q B

Se || [ vy = 1 eu € uma supersolugao de viscosidade da equagdo
Apu+v|Dul’ = f(x) em {u < 0},

onde 0 < f < p—1, entdo existe uma constante positiva C = C(N,a,a, 3,7) tal que

1
. - : +|[F
1gfu < S;qu + Cdiam(Q)|| f ||LN(F+(u*))'

36



2.5 Estimativas ABP para Sistemas Quasilineares
Para o caso de sistema, temos a seguinte definicao de solugoes de viscosidade:

Definigao 2.6 Sejam Q C RY aberto, G : S(N) x R¥\{0} — R um operador continuo e g
alguma fungdo continua definida sobre RN x R™. Dizemos que u = (uy, ..., u,,) € C(Q,R™)
¢ uma solucao de viscosidade do sistema

1=1,....m
se para cada i € {1,....,m}, u; € uma solu¢ao de viscosidade da equagdo
Gi(D*u;, Du;) = gi(w,u).

Através do Corolario 2.1 podemos provar o seguinte teorema, que sera ttil para obtermos
estimativas a priori para a parte negativa de uma eventual solu¢ao de (S;) no Capitulo 4:

Teorema 2.3 Seja u € C(Q,R™) uma supersolucdo de viscosidade do sistema
Apui+ Y alu;[PPuy = fi(x), em Q

Jj=1
1=1,....m,

(2.29)

onde [ = (f1, fay s frm), com fi € LN(Q)NC(Q) e A = (a;;) € S(m) satisfaz a;; > 0 para
todoi#7j e Z;n:l a;; < 0 para todo 1 = 1,...,m. Entao

— igf{min{ul, e Um bt < sglgp{max{(ul)_, oy (um) " }}
+Cdiam(@)| I (T ()

onde f =max{f;, ..., fI}.

Demonstracao:  Seja v = min{—uj,...,—u, }, onde u = (uy,...,u,) é supersolucao de
viscosidade de (2.29). Provaremos que v é supersolugao de viscosidade de A,v = f . De fato,
suponhamos por contradicao que v nao é supersolucao de viscosidade, logo existe xy € €2
tal que, ou existe Bj(wo) sobre a qual u é constante e f(Z) < 0 para algum Z € Bs(x)
(mas nesse caso 0 > f(Z) > 0, um absurdo), ou existe p € C?*(2) tal que Dp(xq) # 0,

o(xo) = v(xg), v > p em B,.(zg) e
App(x0) > f(x0). (2.30)

Neste caso, por continuidade, existe B,(zo), v < 7 tal que A,p(y) > f(y), para todo
Yy < B’Y (il?())
Fixemos k € {1, ...,m} de forma que —u, (z9) = v(zo), entao temos

o(xg) = v(xg) = —ug (xg) € p <v <0 em B, (). (2.31)
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Suponhamos a principio que ¢(zo) = 0. Assim, por (2.30) e (2.31) temos que ¢ € C*(Q) é
solugao de
App >0, em B, (x), ¢ <0 sobre 0B, (zo).

Segue do Principio de Maximo de Vazquez que ¢ < 0 ou ¢ = 0. Como ¢(z() = 0 concluimos
que ¢ = 0, o que é uma contradi¢do, ja que Dp(xq) # 0.
Suponhamos agora o caso em que ¢(zg) < 0. Como v(xg) = —u, (zo), temos

—uy, (z0) < —uj (70), para todo j € {1,...,m} (2.32)
e —u; (zo) = p(x) < 0, logo u, (x9) = —ug(xo). Definindo
Ut = {k 7£j : Uj(.il?o) > 0},
U™ = {k?’é] : Uj(fﬂo) < 0},
U% = {k # j : uj(x) = 0},
obtemos, por (2.30) que
Apip(o) + Y anglug(zo) [P~ (wo)

J=1

> fif (@0) + arelun(@o) P un(x0) + Y anjlu;(w0) [P~ (x0)
jeut

+ Y anglug(xo) Puy(wo) + D akglug(x0) [P (o). (2.33)

Jjeu- jeuo
Como ay; > 0 para k # j segue que
D awslus (o)l (o) > 0.
jeu+
Ainda, notando que em U~ temos u;(wo) = —u; (o) e como uy (vg) = —ux (o), segue
(233) > fif (w0) + awk] — uy; (20) I"~* (—uy; (20))

+ Y gl =5 (20) [P (g (20)).

JEU-

Como |t|P~2t é crescente em t e por (2.32) segue que

> fi (o) + awr| — uy; (20) P (—uy, (20)) + Z arj| =y, (20) [P (=1, (20))
+ 0 agg] =y (20) P (—uy (o))
jeU+uuo
= fif (w0) + | — g, (20) P> (—uy, (w0)) Zakj > fi (wo) > flwo),
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desde que por hipdtese Z;n:l a;; <0 e —uy <0. Ou seja, existem zg € Q e ¢ € C?(Q) tais
que Dg(zg) # 0 e, por (2.31), ¢(x0) = —uy (z0) = up(wo) € p < v < —uy < uy em Bi(z0).
Ainda, temos que
Apip(0) + Y anjlu;(wo) [P 2u; (o) > filwo)-
j=1

Assim u;, ndo é uma supersolucao de viscosidade de (2.29), o que é uma contradigao.

Portanto v é uma supersolugao de viscosidade de A,v = f. Segue do Coroldrio 2.1 que

L1
—infv <supv™ 4+ C diam(Q)HerHz]}l(Q).

Q o9
Agora,
- 1gfv =— 1%f{1r1111r1{—u1 sy —U )

Como —u; < wy;, Vi € {1,...,m} temos min{—uy, ..., —u, } < min{uy,...,uy}, logo

- ilslzf{min{ul, U b < — igf{min{—uf, ey —u 3}
Além disso,

v™ = max{0, —v} = max{0, — min{—u, ..., —u,,}}

= max{0, max{uy,...,u,, }} = max{uy,...,u,,}.

Assim, como f+ = f, concluimos
- igf{min{ul, vttt < osup{max{(u1)”, ..., (um) " }}
o0
FCiam(@) Iy

e o teorema esta provado. [ |
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Capitulo 3

Problema do tipo Ambrosetti-Prodi
superlinear para o operador
p—Laplaciano

2.1 Introducao

O propodsito desta secao é estudar a existéncia de multiplas solu¢oes do problema

() { —A,u = f(x,u)+tp+h, em Q
K u = 0, sobre 0f),

onde Q C RY ¢ um dominio suave limitado com fronteira de classe C** 0 < a < 1, A, =
div(|Vu|P~2Vu) é o operador p—Laplaciano e 1 < p < N. Assumimos que ¢, h € L>®(),
com ¢ > 0em €, t € R é um parametro e f é uma funcao continua que satisfaz as hipoteses
(f1) — (f3) descritas na Introdugao. Este problema pertence a classe de problemas do tipo
Ambrosetti-Prodi, e sob nossas condigdes devido a hipé6tese (f3), é um problema superlinear.
Problemas desse tipo para o operador Laplaciano e o caso superlinear podem ser vistos, por
exemplo, em [30, 33, 34, 35] e suas referéncias. No caso do p—Laplaciano nao conhecemos
esse tipo de resultado.

Motivados pelos resultados obtidos por Arcoya e Ruiz [5] bem como de Figueiredo [29]
provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Suponha que as hipdteses (f1)—(f3) sejam vdlidas. Entdo existem constantes
—00 < t, < t* < 00 tais que o problema (P;):

i) possui pelo menos duas solugoes se t < t,,
ii) possui pelo menos uma solugdo se t < t*,
iii) nao possui solugao se t > t*.

Como foi explicado na Introducao, para provar o Teorema 2.1, usaremos o método de
sub e supersolucao para encontrarmos a primeira solucao. Para obter a segunda solucao
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precisamos de estimativas a priori das eventuais solugoes de (F;). Observamos que a prova
de [5] ndo se aplica ao nosso caso, visto que eles trabalham com o caso p—linear. Para
contornar esse fato, adaptamos alguns argumentos utilizados pelos autores de Figueiredo
e Sirakov [32], obtendo ndo somente uma estimativa da parte negativa de u, mas também
uma limitacao de t tal que (P;) possui uma solugao, e desse modo uma estimativa para a
solugdo u. Como o operador estudado em [32] é linear, a limitacao de ¢ segue facilmente
da linearidade do operador e de estimativas ABP. A principal dificuldade nesse ponto é que
o nosso operador nao ¢ linear, entdo adaptamos um resultado de Dong em [39] que utiliza
um principio de comparagao para limitar ¢. Para a limitagao de u utilizamos a técnica blow
up, o qual sua aplicagdo somente é possivel gragas a um recente trabalho de Lorca [54], o
qual prova um resultado do tipo Liouville em um semi espago. De posse dessas estimativas
podemos obter a segunda solugao através da teoria do grau de Leray Schauder, seguindo o
resultados de [5] e [29].

Este capitulo é organizado como segue. Na Se¢ao 2 encontramos a primeira solugao. Na
Secao 3, obtemos as estimativas a priori para as eventuais solucoes de (F;) e na Segao 4
aplicamos a teoria do grau de Leray Schauder para obter a segunda solugao.

2.2 Primeira Solucao

Nossa principal ferramenta para encontrar uma solugao serd o método de sub e
supersolugao. Procuraremos dessa forma sub e supersolugoes para (P,):

Proposigao 2.1 Para cada w € CL(Q), t € R, eziste u € Cy*(Q) tal que u < w e
_Apﬂ S f<x7ﬂ) + t¢ + ha em Q

Demonstragao:  Sejam w € C3(Q), t € R fixos, mas arbitrdrios. Por (f1) temos que
para ¢ € (0, \; — p1), existe constante C' > 0 tal que

fla,u) > (p+e)luf~u - C,
para todo u < 0. Seja u € Wy () solucao de
—Ayu= (p+e)uff?u—C+tp+h, em Q, wu=0sobre 9.
onde, sem perda de generalidade, tomamos C' grande o suficiente para obter —C'+tp+h < 0.

Afirmacao 2.1 Podemos tomar C > 0 grande o suficiente tal que u < w.

De fato, seja {C,,} uma sequéncia tal que C,, — oo (sem perda de generalidade assumimos
que C,, > 1) e {u,} uma sequéncia de solugoes de

—Apuy = (+ &) |un P *u, — Cp +tp+h, em Q, u, =0, sobre ). (2.1)
U, ~ , ~
Logo, se v, = ——, entao temos que v,, é solucao de
(Cp)rt
to+h

—A, v, = (4 &) |vn P2, — 1+ , em €, v, =0, sobre 0f.

Ch
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Pelo Lema 1.1 obtemos v, € CY*(2), para algum 0 < a < 1, [vnllora@ < M. Assim, pela
imersao compacta ChH(Q) — CY(Q), 0 < B < « temos que, a menos de subsequéncia,
v, — v em CH(Q). Pelo Lema 1.2 obtemos v,, — v que é solucao de

—Apv = (p+e)ff?v—1, em
v = 0, sobre Of).

Pelo Principio do Maximo (Proposic¢ao 1.3) e Principio do Maximo de Véazquez (Proposicao
1.4) obtemos v < 0.
Un ou

Notemos que v,, = — — v <0, logo u, <0, %LV" < 0 e ainda %2, u, — —00 quando

(Cn)P=T
n — oo. Como u,, w € C3(Q) temos que para n grande o suficiente, u, < w. Seja ng tal
que u,, < w e C,, > C. Entao, definindo u = u,,, como u,, é solugao de (2.1) temos,

~Aju = (p+e)|uf*u—C,+to+h
< (pto)ufPu—-C+itp+h
< flz,u) +to+h,

isto é, u é subsolucao de (P;) que satisfaz u < w. [ |
Proposicao 2.2 Dada uma fungio w € CL(Q), existe t tal que para todo t < t, (P,) possui
uma supersolugio u € C3() com u < w.

Demonstracao: Fixemos um conjunto aberto () tal que 2y CC 2. Defina

M>  max [f(y,s)]+ [l
yeN,s€[—1,0]

Para cada n > 0, seja u, € Wy"(€2) uma solucio de
—Apu, = go(x), emQ, wu, =0, sobredS,

onde

—nP~t e
gn(x) = { \

M, S Q\QQ

Note que £ — —xq, em L>({2), quando n tende a oo, sendo xq, a funcdo caracteristica
de Q. Defina agora v, = “=. Pelos Lemas 1.1 e 1.2, obtemos que a sequéncia v" — v em

C1(Q), 0 < a < 1, onde v é solucdo de

-A,v = —Xxq, em Q,
v = 0, sobre 0f).

Pelo Principio do Maximo e Principio do Méaximo de Vazquez temos que v < 0. Fazendo
como na Afirmagao 2.1 obtemos que para ng grande o suficiente, u,, < w € u,, < 0 em €.
Podemos assumir u,, < —1 em €)y. Defina 4 = u,, e

(o max,eg cmina,—y (@ 8)] £ [1]l)

f<-— :
infa-1((~o0,-1)) @

Y
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notando que, como ¢ = 0, infz-1((_o,—1)) @ > 0 (aqui o infimo ¢ tomado no sentido essencial).
Agora, para x € ) existem duas possibilidades: ou @(z) € [—1,0), ou u(z) < —1. Como
u < —1 em g, temos no primeiro caso que = € Q\Qy, logo

f(x,a) +top(z) + h(z) < M = gp, = —Apti.
Por outro lado, se @(x) < —1, entao, por defini¢ao de ¢,

f(z,u) + to(z) + h(z)
< max | |f(y,s)| + f:l((i_nf —1})¢ + |7 loo

y€Q,s€[mina,—1
p—1 _
< —TLO = gno
= —Apu.

Portanto @ é supersolugao de (F;) e para todo t < ¢, @ é supersolugao de (P;) com @ < w, o
que conclui a demonstragao. [ |

O préximo resultado é o conhecido método de sub e supersolucao, o qual nos dara a
primeira solugao, através do Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Teorema 2.2 Sejam u,u € C1(Q) sub e supersolucdo de (P,) respectivamente tais que
em 2, com u < 0 < sobre Q. Entao existe u € C1(Q) solugdo de (P;) tal que u <
em 2 e u =0 sobre 0S).

u<u
u<u

Demonstragao: Defina os operadores N, : C}(Q) — L>®(€) por
N(v) = f(x,v) + o) 2o +tp+h, veCHQ)
eT: L®(Q) — C(Q) por T(v) = w se, e somente se, w é solucao de

—Ayw+o|wPPw=0v, em
w =0, sobre 0f),

Defina também Q; : C3(Q) — C3(Q) por Q; = T o N;.

Note que u é um ponto fixo de @, se, e somente se, u é uma solugao de (P;). Afirmamos
que @Q; é compacto. De fato, como @); = T o N; e N, é continua, basta mostrar que T é
compacto. Com efeito, seja {u,} uma sequéncia limitada em L>(2) e w, = T'(u,), logo

—Ayw, + olw, [P w, = uy,.

Pelo Lema 1.1 w, € C(Q) com |wy|lprag < C. Obtemos pela imersao compacta
ChH(Q) — OY5(Q) que, a menos de subsequéncia, w, — w em C*#(Q), portanto T' é
compacto.

Agora, defina B
A= {ue CHD) : ulw) < ulx) < a(x)}.

Note que A é fechado e convexo. Pela hipétese (f2) e pelo principio de comparagao
(Proposi¢ao 1.2) temos que Q;(A) C A, e pelo Lema 1.1 Q;(A) é limitado. Assim, pelo
Teorema do Ponto Fixo de Schauder existe u € C3(Q) que é um ponto fixo de Q, ou seja,
existe u € C¢(Q) solucio de (P;) tal que u < u < % em Q. |
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2.3 Estimativas a Priori

Para obtermos a segunda solugao usando a teoria do grau, precisamos obter estima-
tivas a priori. Nesta secao comecamos encontrando uma estimativa para a parte negativa
de u, e depois mostramos que se u é solugdo de (P;) para t maior que uma certa constante
negativa, entao t < C'(1 + ||ul/2;'). Finalmente, provaremos uma estimativa a priori sobre
u usando a técnica blow up, introduzida por Gidas-Spruck [44]. Observamos aqui que para
usar a técnica blow up precisamos de resultados do tipo Liouville para RY e para o semi
espago, os quais tem sido provados por [58] e [54] respectivamente. Para fazer uso desses teo-
remas, em nossa hipétese (f3) precisamos impor que p — 1 < o < p* — lep' Para facilidade
do leitor vamos enunciar esses resultados:

Teorema 2.3 [58, Teorema III] Suponhamos que g € subcritica e g(u) > 0 para todo u > 0.
Entao toda solugao limitada de

Apu+g(u) =0, u>0 reRY, 1<p<N,
é trivial.
Teorema 2.4 [5/, Teorema 3.1] Considere o problema
u™ < —Apu < Cu™, z eRY, (2.2)

onde C > 1. Suponhamos que p —1 < m < p* — lep' Entao, nao existe solugao positiva de

(2.2) em CH(RY).

Para provar a limitacao da parte negativa, precisamos do seguinte resultado devido a
Ladyzhenskaya e Ural'tseva [51]:

Teorema 2.5 [51, Teorema 5.1] Suponhamos que u € WHP(Q2) N LU(Q) possui
€55 1ax u(x) limitado e que para k > k > ess max u(x) satisfaz a desigualdade

P M

l
/ \WS’V(/ !u—k\l) +9 Y ko (med(Ay)) 'R
A A i=1

onde A = {x € Q: u(z) >k}, v,l,a; e M sdo constantes positivas. Suponha também que

N
b , €6 >0,p < <egq+p.

1 <

Entao, ess mgxu(a:) nao excede alguma constante que depende de v,l, o, €; (i =1,..., M),
m, N, k,q, med(Q), e ou da norma |lul[z1(4,) (para q < NN—ZJ) ou da norma ||ul|Le(a,) (para
N
1> w55)
A seguir, argumentando como [5], provaremos a limitacao da parte negativa de uma
eventual solucdo de (P,):
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Teorema 2.6 Para cada Cy € R, existe constante M > 0 tal que para todo t > —CY, se u
¢ solugcao de (P;) entao ||u™||oe < M.

Demonstracao: Seja u uma solugdo de (F;). Considerando = como uma funcao teste
obtemos

/|Vu|p_2VuVu_ = /(f(x,u)+t¢+h)u_.
Q Q

Agora, se 7 = {z € Q:u(x) <0}, como Vu~ = —Vuem Q™ e u” = —u em 7, temos
que

/[Vu]p:/ [z, u)u + tou + hu.
0- 0-

Como f satisfaz (f1) temos que para todo € € (0, \; — p), existe C' > 0 grande o suficiente
tal que

flz,u)u < (u+¢e)|ul’ — Cu, paratodo u <O0. (2.3)

Entao,
/ VulP < / (1 4+ e)|ul’ = Cu+ tou + hu.
_ 0-

Assim, pela caracterizacao variacional de A\; e pela desigualdade de Holder segue que

P

(1_(ILA—JZ@>/S)\VMP < (/QI—C—CocﬁJrhyﬁl)x(/QMp);’

o que implica que existe My independente de t > —Cj tal que
[Vl < M. (2.0
Agora, consideremos k = 1 e para k > k, definimos o conjunto
Ay ={x € Q:u (x) > k},

entao
/ |Vu~ [P :—/ IVulP?VuV(u~ — k) = —/ |VulP?VuV(u~ — k)",
Ay Ay Q
Como u é uma solugao de (P;) e por (2.3) temos
- [19ap ey =0 < = [ () - Go s -
Q Ak

< [ et =0+ [ (C+ Gl + I~ )

Ag
= L+ Is.
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Para o valor de I, temos a seguinte estimativa

I, < (C+ Colldllo + 1A ]1) / WP =4 / k.
Ag Ak

Aplicando a desigualdade de Young Generalizada (Lema A.2) para I} com ¢ = 1% € (0,1)
Y _ 2

ed = 4(:jrg) >O,eparafgcomq:%€ (0,1)e5:% > 0 onde v € <p(N_’;>,p),

obtemos

/G\Vu!p < L+
A

4 — 1\
At \u‘l’”r( (k+e)p )) u+€/ - — kP
k Ag

IA

4 DAL D

1
MY [ 45 \PTp—1,
k7P kr=Tmed(Ag).
T Ak|U’ +7(p)\1k7> p med(Ay)

Pela caracterizacao variacional de A\, segue

—p° _ p—1
Lk / Tup <4(N+5)(P 1)) u+€/ i — kP
44 ) "

231 p

J/
vi

IA

~~
v2

1

- 4’3/ ﬁp— 1 p2—y
+ —_— —— med(Ag)k 1 .
v(m) L med(40)

~~
v3

Segue da definicao de v que Kt <1 para todo k > k e entdo vy > % Temos também que
vo,v3 > 0. Tomando 4 = 2max{vs, 3}, obtemos

/ IVu™|P <7 (/ lu™ — k‘|p) + 3kTT (med(Ay)).
Ap A

Como 1 < p < N, temos pela imersao de Sobolev e por (2.4) que existe C' > 0 independe
de t > —Cj, onde [[u™|| o) < CHu‘|]W01,p(Q) < C. Pelo Teorema 2.5 com g = p*, | = p,

M=1¢=% 0= % € (]z,p*% +p) e 4 =7, obtemos ||u”||c < M, onde M depende
somente de p,vy, N, 1, med(Q2),C. [ ]

Teorema 2.7 Para cada Cy € R, existe constante Cy > 0 tal que para todo t > —Cy, se u
¢ solugao de (P;) entao t < Cy(1+ ||ul|22h).

Demonstracao: Sejam Cy € R, et > —Cj. Se —Cy <t <0, entao considerando C; > 0
qualquer, temos
t<Cp < Cr(1+ flufh)

e o teorema esta provado.
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Suponhamos que ¢ > 0 e seja u solugao de (P;). Pelo Teorema 2.6 temos que ||u™ || < M,
assim por (f2) temos

flz,u) +olulP~?u > flz,—M) +o| — M[P*(—=M).
Defina
ky = inf f(x, —M) + 0| — M|P~2(—M)
Q

(note que k; nao depende de t). Sejam 2y C Q um conjunto compacto e § > 0 tal que ¢ > §
em (), entao em €}y temos

—Ayju+olulf?u = fr,u)+olulfPu+to+h
> Ky +t8 — ||| (2.5)

Se

—k1 A+ (1Al

t<2
- o

: (2.6)

—k1 4 ([l
)

provado. Suponhamos agora que t satisfaz a seguinte relagao

entao definindo Cy = 2 segue que t < 7 < C1(1 + [Jul[E;!) e o teorema estd

—k hlso
EEUN

J

Logo temos que t6 > 2| — k1 + ||hloo] > —Fk1 + ||h]|co € assim ky — ||h||o + 10 > 0. Seja v
solugao de
—Ayv+olv]P7?v =1 em Q, v =0 sobre I.

Entao sendo M = M temos que z = v — M satisfaz, em €,
(k16— [Al|oc) T

—Ayz40olzP2 = —Ayv+olv— MP2(v— M)

< —Ayvtofuffie =1,

ez=uv—M=—M, sobre Q. Logo definindo w = (k; + t6 — HhHOO)Tilz, segue pela
desigualdade acima e por (2.5) que

—Ayw A+ olwlf P = (k16— |[B]leo)(—Apz + o|2[P22)

—Ayu + olulP?u

N

em (). Ainda, sobre 0€g, temos

w = (k415 —||h]|e)7 T2 = —(ky + 15 — |[h||o) 7T M
—M <.
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Pelo principio de comparagao (Proposi¢ao 1.2) obtemos u > w em 2y. Seja zy € €y tal que
(o) = [[vll (), logo
[ulle = ulzo) = wlwo)
1 ~
= (k1 + 10 = [[hfloc) =7 (v(0) — M)
_1
= (k1 + 10 — [[hlloc) =T [0]| Low 020) — M,

isto é, pela suposicao sob t e o Lema A.1

(lloo + AP Nlhlloo =k Cylllulls” + M7 | ¢

1 )
5”“”2&(90) J S[vl7= L°° (0) 2

ou

Cy([lullist + MP)
d||v '

t < (2.7)

||L°° Q())

Defina

2 20, MP—1 hlleo —
o {2 G
Sllvllf =y 010l < qy)

k:l}

onde C, = 1sep—1<1leC, =2"""sep—1> 1 Entao por (2.6) e (2.7) temos
t < Cy(1+ |Jul|’Y), o que conclui a prova. u

Aplicaremos agora a técnica blow up para obter uma estimativa da norma L>(£2) de uma
eventual solucao de (P;) em fungdo do parametro ¢.

Teorema 2.8 FEzxiste uma constante Cy tal que para todo t > 1 e para toda solucdo u de
1
(P;) temos ||ul|oo < Cota.

Demonstracao: Consideremos g : {2 Xx R — R definida por

gz, 5) = flx,s) —a(x)(s")".

Notemos que g é continua e por (f3) temos

lim 19 (2.8)

§—00 s«

Suponhamos que a conclusao do teorema é falsa, entao existem sequéncias {t, } tal que ¢, > 1
e {u,} solucdo de (P;,) tais que

lunllS, > nt,. (2.9)
Como u,, é solugao de (P, ), segue da defini¢ao de g que
—Apup, = a(z)(uh)® + g(z,up) + tnd + h. (2.10)
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Pelo Teorema 2.6 temos que ||u;, ||oc < M, assim |4, ||oc = ||tn]l para n > ng grande o
1

suficiente. Defina A, = ||tp]|oc”, onde ¢ = o > 0. Entéo obtemos

_1
An = [[un]loc” < (ntn)fq%‘ <n w0 quando n — 00.

Sem perda de generalidade vamos supor que A\¢ < 1 para n > ny. Considere também, para
n > ng a fungao v, definida por

Up(2) = Mup (M + x,) + M,
onde u,(z,) = |} ||oo = ||tn]|oo- Assim, para n > ny,
v (0) =14+ M e 0<u,(z) <1+ M.
Por outro lado, (2.10) e um calculo direto mostram que v,, satisfaz

_Apvn(x) = )‘gz(piala(yn)(urt(yn))a + )‘gz(pil)ﬂotn(b(yn)
AN (g (yn)) + h(Yn)]
= NPy o () — M+ A2y, (5)]* + AP0 6(y,)
ANy, 1 (yn)) + By )], (2.11)

onde y, = \,x + x,, para x € (), = Q;—f” en > ng.
Agora, observe que pela definigdo de ¢ temos ¢(p — 1) + p — ga = 0. Além disso, por
(2.9),

)\gl(p—l)ﬂ)tn = ||unl| 3t — 0 quando n — oo.

Assim, como ¢ € L*®(£2), temos que )\%(p_l)ﬂ)tngb — 0 quando n — oco. Ainda,

i MOV [g(y, 10, (3,)) + Bl)] = i LA E T e - 20)

n—00 n—00 Huan‘o

Y

visto que h € L>*(Q). Agora, sabemos que {u,(A,x + x,)} ¢ limitada inferiormente pelo
Teorema 2.6. Se {u,(\,z+ x,)} ¢ limitada superiormente, para todo x € €2,, e n € N, entao
desde que ¢ é continua, temos que

lim g + 2, uy (A + 7))

n—o0 ]

= 0.

Se {u,(Anz + x,)} nao é limitado superiormente, entao existe {z,} C 0, tal que u, (A, &, +
xn) — oo quando n — oco. Como « > 0, pela definigao de {z,,} temos que (u,(AnZp+x,))* <
(un(x,))* € entdo por (2.8),

lim |g( AT + Ty U (AT, + T4))| < lim |g( AT, + Ty Uy (AT + T0) )|

< o = 0.
noe IS n—oo (tn (M + 20))"

Sendo ) compacto, temos que, a menos de subsequéncia, z,, — o € ). Pelos teoremas de
regularidade em [59, 60] para o operador p—Laplaciano, podemos obter estimativas sobre
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{v,} assegurando-se que, a menos de uma sequéncia, v, — v localmente uniformemente,
com v € C'(G) e v satisfaz

—Apv = a(xg)(v—M)* em G,

onde G =R, se 29 € Q ou G = RY, se 9 € 9.

Como v,(x) — M + N\, (y,) = A\t (y,) > 0, para todo z € Q,, com n > ng e
() = M + N\, (N - +2,) — v — M localmente uniformemente, temos que v — M > 0,
para todo z € G. Assim, definindo w = v — M, temos que w € C(G), w(0) =1 e w(x) > 0,
para todo x € G. Além disso, w satisfaz

«

—Ayw = a(zrg)w® em G.

Se G = RY, pelo Teorema 2.3 temos que w = 0, o que é uma contradicdo com o fato que
w(0) =1. Ese G = Rf , da mesma forma, obtemos uma contradicao com o Teorema 2.4.
Assim concluimos a demonstracao. [ |

Observagao 2.1 Como t¢ = tT¢ — t~ ¢, podemos considerar h=h-— t=¢ e suport > 0,
assim repetindo a demonstragao do Teorema 2.8 substituindo t por max{t,1}, obtemos o
sequinte resultado: Para cada Cy € R, existe uma constante Cy > 0 de forma que para todo
t > —Cy e para toda solu¢ao de (P;) com este t temos ||u||%, < Comax{t, 1}.

Do Teorema 2.7 e da Observacao 2.1 obtemos os seguintes resultados a respeito da norma

L>(2) de u e de t:

Teorema 2.9 Dado ty € R, existem R, R > 0 tais que para todo t > to, se u é uma solug¢do
de (P;) entdo ||ulloc < R et < R.

Demonstracao: Seja ty € R e defina Cy = t; > 0. Segue do Teorema 2.7 que para todo
t >ty > —ty; = —C, se u é uma solugao de (P,) entao t < Cy(1+ ||ul[2s!). Pela Observagao
2.1 temos que

E< i1+ ulEY) < Cy(1 + (Comax{1,1})"),

Set>1, entdo t < Cy(1+ (Cot)"a ). Como -1 < 1 temos que ¢ ¢ limitado, ou seja, existe
R>1tal quet < R. Como |ul|%, < Cymax{1,t} < RCy, definindo R = (RC,)% concluimos
o resultado. ]

Ainda, como consequéncia deste teorema obtemos uma limitacao das solugdes na norma
cl(Q).
Teorema 2.10 Dado ty € R, existem R, R > 0 tal que para todo t > ty, se u € uma solu¢do

de (Py) entdo |[ullcr@ < R et < R.

Demonstracao: Dado ¢y € R, seja Cy =t; > 0. Pelos Teoremas 2.6 e 2.9 temos que se u
é uma solucio de (P;) entdo ||u||loe < M, |lullc < R et < R. Agora, sendo u uma soluco
de (P;) temos

—Apu = f(z,u) +tp + h.
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Como u € [—~M, R], temos |f(x,u)] < Ry para (z,u) € Q x [-M, R] e entdo segue que
d(z,u) = f(z,u) + t¢ + h é uma funcao Caratheodory que satisfaz

jd(@,u)] < Ry + Rl|¢lls + [|hlloo = Re.

Assim pelo Lema 1.1 u € C"*(Q), para 0 < o < 1 e [[uflprag < C = C(Ry). Defina

2.4 Segunda Solucao

Como dito anteriormente, aplicando a teoria do grau de Leray-Schauder, completare-
mos a prova do Teorema 2.1 encontrando outra solucao de (P).
Denotemos

S ={teR:(P) possui ao menos uma supersolugao}.

Pela Proposicao 2.2, temos que existe ¢ € R tal que (P;) tem uma supersolucao e para todo
t <t, (P,) tem uma supersolu¢ao, logo S é nao vazio ese t € S entao (—oo,t] C S. Definimos
ainda

S ={t € R:(P,) possui ao menos uma solugao}.

Obviamente §; C §. Além disso, se t € S, entao (F;) tem uma supersolucdo . Segue da
Proposicao 2.1 que existe subsolucao u tal que v < u. Logo, pelo Teorema 2.2 existe u
solucdo de (P;) com u < u < @ e portanto t € S;. Assim §; = S. Pelo Teorema 2.9 obtemos
que (P;) nao tem solucao para todo t > R, logo S é limitado superiormente e podemos definir

t* = supt.
S
Segue da defini¢ao de supremo que para todo t > t*, (P;) nao tem solugdo e portanto
provamos o item i) do Teorema 2.1.
Agora mostraremos 7). Da definicao de supremo existe {t,} C S tal que t,, — t*. Sem

perda de generalidade podemos assumir que t,, é crescente. Como t, € S, existe u,, solucao
de (P,,), isto é, para todo ¢ € W,P(Q),

/ |V, [P ?Vu, Ve = /(f(x, Up) + tnd + h)ep. (2.12)
0 0

Considerando ty = t; (o primeiro elemento da sequéncia acima), temos pelos Teoremas 2.6 e
2.10 que u,, € [-M, R}, logo |f(z,u,)| < K. Ainda, pelo Teorema 2.10, segue

(@, un) +tnp + h| < K+ R||Bloe + [|hlloe < M,

logo pelo Lema 1.1 segue que {u, } é limitado em C Le(QQ) e portanto possui uma subsequéncia
convergente u,, — u* em CH?(Q), 0 < # < a. Assim, tomando limite quando ny — oo em
(2.12) obtemos

/ Vi PV Vi = / (e, u®) + 6 + B,
Q Q
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isto é, u* é solucao de (Py). Assim, t* € S e S = (—o0,t*], 0 que conclui o item ).
Provaremos agora o item i). Seja u* solugao de (P;+) e defina

7 ={t € R: (P,) possui ao menos uma supersolu¢ao u < u*}.

Segue da Proposicao 2.2 que 7 é um intervalo nao vazio que ¢ ilimitado inferiormente. Seja
to € T. Mostremos que (P,,) possui ao menos duas solugoes. Como ty € 7, temos que existe
u supersolugao de (P;,) tal que & < u*. Dessa forma, a Proposi¢ao 2.1 e o Teorema 2.2
nos dao uma solugao ug de (P,,). Tomando uma menor subsolugao, se necessario, ug verifica
U << ug < u<Lu.
Agora, definimos
Ju Ou Ou*

— 10y - * = _
D—{UGCO<Q) u<u<u, $<$<$, HuHCl(Q)<R0}>

onde Ry serd definido mais tarde. Consideremos também

N flo,u) +olufu,  £<u
@) =q f(@,&)+oalP 25, u<E<ur
[z, u) + olu Pu*, € >u

e Q;: CH(Q) — CL(Q) definida por Qy(v) = w se, e somente se, w é solucdo de

—Apyw + o|wP 2w = f(a:,v) +tp+h, em Q
w =0, sobre 0f).

Por demonstracio angloga ao Teorema 2.2 temos que Q, é compacto. Como f ¢ limitada
temos que as solugdes da equacdo acima sdo uniformemente limitadas em C}(Q) e entdo
podemos definir Ry > sup{||Qy, (Wller@y = v €Cy (Q)}.

Mostraremos que Q. (D) <C D. De fato, seja v € D e considere
w = Qy,(v). Como f é ndo decrescente e ty < t*, temos que

—Ayw + olwlPw = f(w,0) + top + h < fla,u") +top +h < —Ayu” + olu PP
ow ou*

Pelo principio de comparacdo (Proposicao 1.2), w < u*. Mostraremos que 3° <

v — Ov’
Suponha por contradicdo que %%(z) > % (z) para algum z € 9Q. Como v é um vetor

normal interno e w(x) = u*(z) = 0, temos

ou* Jw M ()= tim w(x + A\v) —w(z) < lim u*(z 4+ \v) —u*(x) Ou

ov ()< ov A0+ A a0+ A Y (),

o que é uma contradi¢ao. Assim ‘9“’ < 3“ . Analogamente obtemos u < w e % 8“ < gl;’ Pela
definicao de Ry segue que w € ’D

Além disso se Q; é dado pelo Teorema 2.2, temos que Q; = Q; em D, u é uma solucao
de (P,) se, e somente se, u é um ponto fixo de Q; e uy € D. Se a fronteira de D contém
uma solugao de (P,,) entao a prova esta completa. Suponha que 9D nao contém solugoes de

(Py)-
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Sejam ¢ € De Hy = H : [0,1] x D — C}(Q) definida por
H(\ u) = AQy (u) + (1 — N2

Note que D é um conjunto aberto, limitado e convexo. Dessa forma, como @Q;, (D) C D,
temos que H(\,v) € D, para todo A € [0,1). Entao temos que 0 &€ (I — H(A,-))(9D), para
todo A € [0, 1] pois se isso ocorresse, terfamos H(\g,v) = v, para algum v € 9D e algum
para todo A € [0,1). Agora, H(A,v) € D, para todo A € [0,1), e para A = 1 teriamos que
H(1,v) = v, para v € 9D, o que é uma contradigdo desde que 9D nao contém solugdes de
(Py,). Portanto deg(I — Hy, D, 0) estd bem definido. Pela invariancia homotépica temos

deg(I —,D,0) = deg(I — Hy,D,0) = deg(I — Hy,D,0) = deg(I — Q4,,D,0).
Agora, tome y(A) = M e Hy = H : [0,1] x D — C}(Q) definida por
H(X u) = (1= M\,
novamente pela invariancia homotoépica temos

deg(I —,D,0) = deg(I — Hy, D, y(0)) = deg(I — Hy, D, y(1)) = deg(I, D, ).

Portanto segue que
deg(I — Q4,,D,0) = 1.

Mostraremos que para 7 S R grande o suficiente, temos que
deg(I — Q4,, B-(0),0) = 0. Para o, sejam R, R > 0 dados pelo Teorema 2.10. Considere
r> R, t> R e defina

H, = H : [to, 1] x B,(0) — CHQ) por H(t,u) = Q4(u).

Note que H é compacto e 0 ¢ (I — H(t,-))(8B,(0)), para todo t € [to, ] (pois caso contrario
existe v € dB,(0) tal que Q;(v) = H(t,v) = v, para algum t € [to, ], e entio v é uma solucao
de (F;) com |jv]] =7 > R, o que é uma contradi¢do ja que para todo t > ty, as solugbes de
(P;) sao limitadas superiormente por R). Pela invariancia homotdpica temos

deg(I — Hy,, B(0),0) = deg(I — H;, B,(0),0) = 0,

desde que pelo Teorema 2.10, para t > R (P,) ndo tem solucdo.
Pela propriedade da excisao do grau,

0 =deg(I — Qyy, Br(0),0) = deg(I — Qy,,D,0) + deg(I — Qy,, B-(0) \ D, 0),

logo deg(I — Q4,, B,(0)\ D, 0) # 0, isto é, existe v € B,.(0) \ D solucao de (P;,) e dessa forma
(P;,) possui duas solugoes. Assim temos que para t € 7, existe pelo menos duas solugoes
para (P;). Consideremos
t, = supt.
T

Logo temos que para todo t < t,, (P;) tem ao menos duas solugoes, concluindo a prova do
teorema.
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Capitulo 4

Problema do tipo Ambrosetti-Prodi
para um sistema envolvendo o
operador p—Laplaciano

4.1 Introducao

Consideremos o seguinte sistema

—Apur = fi(w,ug,up) +t1¢1 + hy, em Q
(St) —Apuy = fo(w,u1,uz) +tady + hy, em
uy = us =0, sobre 0f),

onde Q C RY ¢ um dominio suave limitado, ¢;, h; € L®(2), com ¢; = 0, i = 1,2, t =
(t1,t2) € R* é um parametro e f;, i = 1,2 sao funcoes continuas satisfazendo as condigoes
(H1) — (H5) descritas na Introducao.

O sistema (S;) pode ser reescrito na forma matricial

—Ayu= f(z,u) +t¢p+h, em Q w=0 sobre 09,

onde u = (ul, UQ)T, h = (hh hg)T7 f(l', u) = (fl(l’, Uy, UQ), fQ(ZE, Uy, UQ))T (§ tgb = (t1¢1, t2¢2)T.

Como ja sabemos este problema também pertence a classe de problemas do tipo Ambro-
setti-Prodi. Para o caso de sistemas temos os trabalhos de [37, 38, 56] que tratam os prob-
lemas variacionalmente, e os trabalhos de [22, 36, 32] que utilizam argumentos topolégicos,
trabalhos esses que estudam operadores lineares de segunda ordem uniformemente elipticos.
Para o caso de sistemas envolvendo o operador p—Laplaciano, p # 2, nao conhecemos nen-
hum resultado.

Como jé explicado, neste capitulo vamos nos basear nos trabalhos de [32] e [37] para
provar o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Suponha que (H1) — (Hb5) ocorrem. Entao existem curvas Lipschitzianas I'*
e I, que dividem R* em trés conjuntos disjuntos M, N e O tais que o problema (S;):
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i) possui ao menos duas solugoes para t € M,
ii) possui ao menos uma solug¢ao parat € I'* U, U O,
iii) ndo possui solugao para t € N

Assim como no Capitulo 3, para provarmos o Teorema 4.1, faremos uso do método de
sub e supersolucao para obter a primeira solucao e teoria do grau para a segunda. Também
precisaremos das estimativas a priori, analogamente a Se¢ao 3.3. A limitagdo da parte
negativa sera provada com o auxilio do Teorema 2.3 e a limitagao da solug¢ao usa fortemente
a hip6tese (H4).

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Se¢ao 2 encontramos a primeira
solugao. A Secao 3 é destinada a obter as estimativas a priori para as eventuais solucoes
de (S;) e na Secao 4 aplicamos a teoria do grau de Leray Schauder para obter a segunda
solucao.

4.2 Primeira Solucao

Com o objetivo de obter a primeira solucao vamos utilizar o método de sub-super
solugao. Para isso comecamos obtendo um resultado a respeito da existéncia de uma sub-
solucao:

Proposigao 4.1 Para todo w = (wi,w2) € (C§(R))2, t = (t1,t2) € R?, emiste u = (u1,up) €
(CL(2))? subsolugdo de (S;) tal que u < w.

Demonstragdo:  Sejam w € (C}(Q))%, t = (t1,t,) € R? fixos, mas arbitrdrios. Seja
u e (W,P(Q))? solucio de

—Apu = A1 ¥p(u) —die +tp+h, em Q u=0sobre 5.

onde sem perda de generalidade tomamos d; > 0 grande suficiente para —d; + t;¢; + h; < 0,
para i = 1,2. (como —d; + t;¢; + h; € LP (), para i = 1,2, A; é uma matriz cooperativa e
(M1 — Ay) é uma M-matriz nao singular (veja Definigao 1.2), a existéncia de tal solugao é
garantida pelo Teorema 3 de [14].)

Afirmacgao 4.1 Podemos tomar dy grande suficiente para que u << w.

De fato, seja {d]} sequéncia tal que di — oo (sem perda de generalidade assuma que dff > 1)
e {u™} uma sequéncia de solugoes de

—Ayu" =AU, (u") —die+tp+h, em Q u" =0, sobre OS2 (4.1)

Logo, se v" = h — = “ —, ot — |, entao v™ é solugao de
(dp)r=  \(dp)»=" (d})>—

—Apvf = anp(vr) + ay(vy) — 1+ %, em
—Ap vy = antp(v]) + anp(vy) — 1+ %a e1m Q
v = vy =0, sobre 0f2.
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Agora, note que

2
tigi + Iy - — .

S augtp(w) = 1+ HEE < Mgt gt 1), para i = 1,2,

=1 1

com M; = M;(a;1, ai,t;, ¢i, hi). Pelo Teorema 1.3 temos (v}, v3) € (CH*(Q))? para algum
0<a<l, e|@,vi)licremye <M, onde M = M(M,;, My). Logo, pela imersao compacta
(CH(Q))? — (CY#(Q2))?%, 0 < B < a temos que, a menos de subsequéncia, (v, v}) — (vy, Vo)
em (CY#(Q))% Pelo Lema 1.2 segue que (v}, v3) — (v1,vs), a qual é solugao de

—Apvr = an¥p(vi) + anp(ve) — 1, em Q
—Apvy = anp(vi) + aniy(ve) — 1, em Q
v1 = U9 = 0, sobre 0.

Pelo Principio do Méximo (Teorema 1.6) segue que v; < 0, ¢ = 1,2. Considerando cada
equacao separadamente e sabendo que a,;; > 0 para @ # j, obtemos, aplicando o Principio do

Maximo de Vazquez (Proposi¢ao 1.4) com 3(s) = —a;1,(s) para a i-ésima equacao, i = 1,2,
que v <K 0.
Como 1" = —“— — v < 0, temos que u? < 0, 8;; < 0 e ainda B;Ij , u — —oo quando
dn)yp—1
e () §
Sendo w;, u? € C§(2), temos que existe n; € N tal que uf* < w; e 8;; %. Analoga-
n2
mente existe ny € N tal que uy?> < wq e 8;5 < %. Seja ng = max{ni,ns} e tal que

d° > by, onde by é dado pela hipétese (H4). Entao, como (u}?, u5°) é solugao de (4.1) temos
parai=1,2,

2
AU = aghy(ul) — B+ tigh + by
j=1
2
< Z aijwp(u}‘o) — b + tz¢z + h;
j=1
< filw,u™) + gy + Ry
isto é u = (u}°, u4y°) é subsolucao de (S;) que satisfaz u < w. |
Proposigao 4.2 Dado w € (CE(Q))?, existe t € R? tal que para todo t < t, existe uma
supersolugio u € (CL(Q))? para (S;) com U < w.
Demonstracao: Fixe um conjunto aberto )y tal que 2y CC Q2. Defina

Mo max 1fie )|+ I

2€Q,5€[—1,0

Para cada n > 0, seja u” = (u}, u}) € (Wy™(Q))? solucdo do sistema

—Apup = —olul[P?ul +gi(z), em O
—Apuy = —olusPTPuy + g5 (z), em O
uf =ujy =0, sobre 012,
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onde o é dado pela hipdtese (H2) e

n(z) —nP~t e
9i - Mi, T € Q\QO

(Temos pelo Teorema 3 de [14] que existe tal solugao).

9;
np—1

Notemos que — —Xq, em L*(Q), quando n tende a oo, i = 1,2, onde yq, ¢ a funcao
uy ug

caracteristica de €2g. Definimos agora v" = (v}, v}) = ( ) Pelo Lema 1.2, temos que a

n’'mn

sequéncia v™ — v em (C1*(Q))2, 0 < a < 1, onde v é solucao de

_ —2
—Ayv; = —ov|[P77u — X, em Q
_ -2
_Ap Vo = _0|U2|p V2 — XQq, €I Q
vy = vy = 0, sobre 0f),

Pelo Teorema 1.6 e o Principio do Maximo de Vazquez temos que v < 0. Fazendo raciocinio
analogo ao da Afirmagao da Proposicao 4.1 obtemos que para ng grande o suficiente, u™ < w
e u™ < 0 em Q. Podemos assumir que u™ € (—1,—00)? em €.

Definimos @ = u™ e t = (1, 3) por

o (o max, g cpmina 2 [fi(@, 8)| + [1A])

t; < — -
infg—1((—oo,—1]2) i

Considerando que, como ¢; > 0, infgz-1((_oo,—1j2)®# > 0 (aqui o infimo é considerado em
sua forma essencial). Mostraremos que u é supersolucao de (S;). Para x € (2 existem trés
possibilidades:

1) -1 < (), uz(x) <0,
2) uy(z), ug(z) < —1,
3) u;(z) < —1 < uj(xr) <0, para algum 7, j € {1,2}, i # j.

Como u™ € (—oo0, —1)% em Qp, temos que x € Q\Qy no primeiro e terceiro caso, e €
no segundo caso. Assim, no primeiro caso temos, para i = 1,2,

filw, i (2), Uz(x)) + tihi () + hi(x)
< M; < M; —olu"*u; = g7 — olwl"

- —Apﬂz
No segundo caso, pela definicao de ¢, temos, para ¢ = 1, 2,

filw, w1 (2), uz(2)) + tidi(@) + hy(z)

< ~ Imax fZ(ZL', S) + IZ inf
z€Q,s€[min @,—1]2 @~ 1((—oo0,

1

i+ |k
ot I

<—np ' < —nf T = olwf T = gt — olwl e

SN
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No terceiro caso, suponhamos, sem perda de generalidade, que 13 < —1 < %; < 0. Pela
hipétese (H3) temos

fi(@, (), aa(z)) + tid1 () + ha ()

fl(lC, 'L_Ll(CC), 'L_Ll(lﬂ)) -+ El(ﬁl(l') -+ hl(l')

M, < My — ol P20 = g7° — ol [P~

N

ARVAN

e pela hipdtese (H2),

fg(l’, (A (l’), ag(l')) + U|ﬂ2(ﬂf)|p_2ﬂ2($) + ZQ¢2(:B) + hg(&?)
< folw,w(x), @ (2) + olan ()P (2) + tada(2) + ha(2)

< M+ ol ()PP (x) < My = g3°,
donde obtemos
fol, (), t2(x)) + t22(x) + ha(x) < g5° — olua(2) [P~ a(2) = —Aptta.

Portanto @ is supersolugao de (S7) e para todo t < ¢, @ é supersolucao de (S;) com @ < w,
o que conclui a demonstracao. [ |

O préximo resultado é o método de sub e supersolucao, que foi demonstrado no Capitulo
3, Teorema 2.2, para o caso escalar, o qual faremos agora para sistemas.

Teorema 4.2 Sejam u,u € (C1(Q))? sub e supersolucio de (St) respectivamente tal que
u<uemQ, comu<0<u sobre 9. Entao existe u € (C1(Q))? solugao de (S;) tal que
u<u<uem$ eu=0 sobre 0f).

Demonstracao: Consideremos os operadores
N, (Co()? — (L=()* e T+ (L¥(2))* — (C5()?
definidos para cada 2 = 1,2, por
N(v) = (Ni(v), Na(v)), onde N;(v) = fi(x,v) + o|vlP"*v; + tidi + hi,
e T(v) = (T1(v), Ta(v)) = (w1, ws) se, e somente se, (wy,wsy) é solugao de
—Apywy +o|lw [P?w; = vy, em  Q

—A,wy + o|lwa[P2wy = vy, em
wy; = wy = 0, sobre 0f),
Definimos também Q; : (C3(Q))? — (C3(Q))? por Q; = T o N;.
Como no Teorema 2.2 temos que u ¢ um ponto fixo de ); se, e somente se, u ¢ uma

solucdo de (.5;), e utilizando o Teorema 1.3 ao invés do Lema 1.1 obtemos por demonstracao
analoga aquele caso que ; é compacto. Considerando

B={ue(Cy()*: ulzx) <u(x) <u(z)},

temos que B é um conjunto fechado e convexo. Ainda, pela Proposicao 1.2, (H2) e (H3)
temos que Q;(B) C B, e pelo Teorema 1.3 Q;(B) é limitado. Assim, pelo Teorema do Ponto
Fixo de Schauder existe u € (C3(€))? o qual é ponto fixo de Q, ou seja, existe u € (CL(Q2))?
solugao de (S;) tal que u < u <@ em €. [ |
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4.3 Estimativas a Priori

Para obtermos a segunda solugao usando a teoria do grau, precisamos obter esti-
mativas a priori para as eventuais solugoes de (S;). Comegamos essa se¢ao obtendo uma
estimativa para a parte negativa de u, depois mostraremos que se u é solugao de (S;) para
t maior que uma certa constante negativa, entao ¢; < C'(1 + |[u/?~!), i = 1,2, e finalmente,
provaremos uma estimativa a priori para u, se t > —Cle.

Teorema 4.3 Para cada Cy € R, existe constante M > 0 tal que para todo t > —Cje, se
u € solugdao de (Sy) entao ||[u~|| < M.

Demonstracao:  Seja m = max{||hil|cc + Coll¢il|cc}. Como (uy,us2) é solugao de (S;),

temos que
Como f; é quase-mondtona (por (H3)), temos que

fl(I,Ub—UQ_) S fl(x7u17u2) € f2(x7_u1_7u2) S f2(x7u17u2>7

logo
Apu; <m— fi(x,ur,—uy), em Q
Apuy <m — foz, —uy,u), em Q (4.2)
Uy = ug = 0, sobre 0.

Mostraremos que (ug,us) é supersolugao de viscosidade de (4.2). Seja zy € € qualquer. Se
uy = 6 constante em uma vizinhanga Bs(x) de xg, segue que m — fi(x,0, —uy ) > Apuy =0
em Bs(xg).

Se u1 nao é constante em uma vizinhancga de x¢, considere ¢ € C?(Q) tal que Dip(xg) # 0,
o(xo) = u1(x0), p < up em uma vizinhanca de xy. Entao pelo Teorema 1.4 segue que

App(zo) < m — fi(wo, ui (o), —uy (T0)).

Fazendo demonstragao andloga para us obtemos que (u1,us) é supersolugao de viscosidade
de (4.2).
Além disso, como —u; <0,7=1,2e f;i(x,0,0) =0, segue que

m— fl(xa07 _U’Q_) > 07 m— fg(l’, _u1_70) > 07

logo (0,0) é supersolugao de viscosidade de (4.2).

Como o infimo de duas supersolugoes de viscosidade é supersolugao de viscosidade (veja
Lema 2.2), temos que w = min{(0,0), (u1,u2)} = (—uy, —uy ) é supersolucao de viscosidade
de (4.2).

Agora provaremos que (—u; , —u5 ) é supersolucao de viscosidade de

Apur + anhp(ur) + a2y (ug) = m+ by, em Q
Ap U9 + aglwp(ul) + CLQQIDP(UQ) =m + bl, em Q
Uy = ug = 0, sobre 0f).
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De fato, seja xy € € arbitrario. Se —u; = 6 constante em Bj(z), temos pela hipétese (H4)
e pelo fato que (—uj, —u5 ) é supersolucao de viscosidade de (4.2) que

m + by — an,(0) — arny(—uy ) > m — fi(z, —uy, —uy ) >0 em Bs(z).

Suponhamos que —u; nao é constante em uma vizinhanga de ¢, considere ¢ € C?(Q) tal
que Dp(xg) # 0, ¢(x0) = —uy (z0), ¢ < —u; em uma vizinhanga de zo. Como (—u;, —u,)
é supersolugao de viscosidade de (4.2) e por (H4) segue que

App(zo) <m — fi(xo, —uy (20), —uy (20)) < m + by — any(—uy) — arzthp(—uy).

Analogamente para a segunda equagao obtemos a afirmacao.
Dessa forma, pelo Teorema 2.3 temos que

—inf{min{—up, —uy 3} < sup{max{(—up)”, (—uz) 7}
+C diam(Q) ||m + bl||sz1(Q).
Como (uq1,us) é solugao de (Sy) temos que u; = uy = 0 sobre 9J€2. Também,
— igf{min{—ul_, —uy }} = — igf{— max{u; ,uy }}
= sup{max{uy, uy H = fJu”l

Portanto ||u~|| < M. |

Teorema 4.4 Para cada Cy € R, existe constante Cy > 0 tal que para todo t > —Cjye, se
u € solugao de (S;) entio t; < Cy(1+ |lul|P™h), i =1,2.

Demonstracao: Sejam Cp € R, et > —Cye.
Se —Che <t <0, entao seja C7; > 0 uma constante qualquer, logo

t; < Oy < Co(1+ [JullP™)

e o teorema esta provado.
Suponha que t; > 0 para i = 1,2 e seja u uma solucao de (S;). Pelo Teorema 4.3 temos
que ||u~|| < M, logo segue de (H2) e (H3) que

fi(x,ur, uo) + o|w; [P *u; > fi(w, —M, —M) +o| — M|P~2(—M).

Defina
ki = inf fi(x, =M, —M) 4 o| — M[P"2(—M)
Q

(note que k; nao depende de t). O restante da demonstragao é andlogo ao Teorema 2.7 e
obtemos constante C} tal que ¢; < Ci(1+ ||u|[P™). Tomando C; = max{C}, C?}, concluimos
a prova. |

Também precisamos do seguinte teorema:
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Teorema 4.5 Para cada Cy € R, existe constante Cy > 0 tal que para todo t > —Cpe e
para toda solugdo de (S;) temos ||u|| < Cs.

Demonstracao:  Suponha por contradi¢do que existem sequéncias {u"} e {t"} tais que
||lu™]| — oo, t" > —Cye e

_Apurll = fl(xvu?7ug) +t711¢1 +h17 em Q
_Ap ug = fg(.’]ﬂ',U?,U?) +tg¢2 + ha, em Q
uf =uy =0, sobre 0f2.

™17 flum]

Seja v = (v}, vY) = < S ) Entao da hipdtese (H1) e do Teorema 4.4 segue que

filz,ul,ul) + 71 + hy
[Jun|[P—1
C(1 + [uf ()| + Jug(z)|™) + Cr(1 + [[u™ [P |f1lloo + |71 lloo
[[un|[P=1

no __
_Ap Ul -

IN

S 037
para n suficientemente grande. Por outro lado, pelo Teorema 4.3 temos que ||(u")~|| < M,
logo segue que |[u"]| = ||(u")*]| para n suficientemente grande. Como f; é quase-monétona

e pelas hipdteses (H5) e (H4) temos que

fl(xvu?vuél) + t?gbl + hl

n
I T
filz,uft, =M) — Codr — [|ha|oo

B [Jun |

o Nile @), 0) — oM ") P~ = Codr = [[halloo

- [Jun|[P=1

> cu (W) P = by — o(D)]Ju P — Codr — [Tl > 0
[Jur |

Assim obtemos que | — Apv7| < Cs para n grande o suficiente e portanto segue que

v converge, a menos de subsequéncia, a uma fungdo v; em C*(Q). Por raciocinio anélogo
obtemos que v} converge, a menos de subsequéncia, a uma funcao vy em C1(Q).

Como (u?,u?) é solucao de (S, ) por (H5) e (H4) temos que para toda ¢ € Wy (Q),
¢ 20,

/ VPV Y = / (fr (a0 ) + £261 + )

Q Q

> /Q<f1<x, (W), (3)F) — oD@ [P~ — Cody + hn)ep

> /Q<0n|<u?>+|p—1 T enl(@) P — by — (1) ()P — Cog + )
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isto é,

/Q VPRV
N /(011|(u’f)+\”‘1+clz|(UZ)+|p1 by (1) (u >+||p—1—co¢1+h1)¢
Q

- [t

hy — C, —b
B / (011|(U?)+|p_1 + c1a (V3) TP — 0(1) + — - 2)
Q

[t

Fazendo n — oo obtemos
/ Vo2V, Vi > / (enlof P~ + el PV
Q Q

Ou seja, temos, fazendo o mesmo raciocinio para uf, que (vy,vq) é solugao de

—A, v > en|vf P07 + cpplog P205, em
A Vg > Cop v} P2 vl + coo|vy [P205, em Q (4.3)

v, = vy =0, sobre 0f),

Mostremos que v; > 0, para ¢ = 1,2. De fato, suponha que existe z; € €2 tal que vi(x;) < 0.
Como v; € CH(Q), considere Q; = v; ' ((—00,0)) e Q; C Q; a componente conexa que contém
x;. Assim, para i # j, temos por (4.3) que

—Ap (4

Vg

Pelo principio do maximo temos que v; > 0 em €);, o que é uma contradicao pela defini¢ao
de €;. Assim, nao existe z; € 2 tal que v;(x;) < 0 e portanto v; > 0, para i = 1,2. Como
v; > 0, segue de (H4), (4.3) e principio do maximo de Vazquez que v; > 0, para i = 1,2.

Assim, pelas defini¢oes de £(Az) e A (A,+Ay) temos que 0 € £(Ay) e assim 0 < A\ (A,+A,),
o que contradiz (H4). Portanto existe Cy > 0 tal que ||u| < Cs. |

cilof [P, em

0, sobre 0f);.

IV

Devido aos Teoremas 4.4 e 4.5 obtemos as seguintes estimativas para ¢ e para a norma
C' de uma eventual solugao de (S;):

Teorema 4.6 Dado t° € R?, existem R, R > 0 tais que para todo t > 1°, se u é uma solucdo
de (S;) entao ||Jul| i@y < R et < Re.

Demonstragao: Dado t° € R?, defina Cy = max{(t{)~, (t3)"} > 0. Segue dos Teoremas
4.4 e 4.5 que para todo t > t° > —(t%)~ > —Cye, se u é uma solucio de (S;) entao ||ul| < Cy
et; < Ci(1+ |Jul|P~Y), i =1,2. Seja R = Cy(1+ CY™"). Agora, como u é uma solucio de
(S;) temos
—Ayur = filx,ug,ug) + tid + by, em )
_APUQ = fQ(x,ul,uQ) +t2¢2+h2, em Q
up = ug =0, sobre 0.

62



Como (uy, up) € [=M, Co]* (M dado pelo Teorema 4.3), | fi(x, u1, uz)| < R; para (x, u, ug) €
Qx [-M,Cs) x [-M,Cs], i = 1,2 e entao temos que d;(z,uy,uz) = fi(x,ur, ug) +tip; + hy; é
uma funcao Caratheodory que satisfaz

|di(z,u1,u2)| < Ri + R||¢i]|oc + [|2]] < Ro.

Pelo Teorema 1.3 u € (C**())?, para 0 < a < 1 e [[ul|(cragm): < C = C(Ry). Portanto
existe 2 > 0 tal que [|lul[c1gpe < R. u

4.4 Segunda Solucao

Como explicado anteriormente, nesta secao, utilizando a teoria do grau de Leray-
Schauder, completaremos a prova do Teorema 4.1 encontrando outra solugao de (S;).
Denotemos

Y ={(y1,12) €R*: y1 +yo =0}

Para cada y € Y, consideremos os conjuntos
S; ={s €R: (Sy4se) tem ao menos uma supersolugao}

S={seR:(Sy+s) tem ao menos uma solucao}.

Notemos que S é limitado superiormente pelo Teorema 4.6, pela Proposicao 4.2, segue que
S#0DeseteS entao s € Sy, para todo s < t. Obviamente S C S;. Pela Proposicao 4.1 e
Teorema 4.2 temos que S; C S, assim § = S;.

Defina, para y € Y,

7(y) =supS.
Afirmagao 4.2 y — v*(y) € Lipschitziana.

Com efeito, dados y, z € Y, com y # z, consideremos I'*(y) = y+7*(y)e e T*(2) = z+~v*(2)e.
Mostremos que I'*(y) £ I'(z) e I'"(z) £ I'*(y). Suponhamos por contradicao que temos
I(y) < I'*(z), entdo existe € > 0 tal que y + v*(y)e + ce < z + v*(2)e, isto é

5 S
v+ (y)e+ 3¢ < z2+7"(2)e — 3¢ (4.4)

. >
g
z

Como Z < I'*(z), (P%) possui supersolugdo, e por (4.4), (Py+yetse) tem supersolugao, o
que contradiz a definicao de v*(y). Da mesma forma provamos que I'*(z) £ I'*(y).
Assim, existem 4, j € {1,2} tais que

Y+ (y) >z +7(2) e yi+7(y) <z +7(2).

Entao
Y(2) =7 (y) <yi— 2z < |y — 2|
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YW =72 <z -y <y — 2|
Portanto, |v*(y) — v*(2)| < |y — z| e a afirmagao estd provada.
Defina
" ={y+7"(e:yel}

Temos que I'* é uma curva lipschitziana que divide R? em duas componentes

C={y+se:s<vy*(y)hyeV}t e N={y+se:s>v(y),y €V}

Mostremos que para todo ¢t € N, o problema (S;) nao tem solugao. De fato, se t € N,
existem y € Y e s > 7*(y) tais que t; = y; +s. Como s > v*(y), segue que (S;) = (Sytse)
nao tem solucao pela definigao de v*(y).

Observagao 4.1 Pela defini¢ao de S e ~v* temos que se t € C, entao (S;) tem pelo menos
uma solucao.

Mostremos agora ii). Sejat € I'*, logo t = y* + v*(y*)e, para algum y* € ). Pela defini¢ao

de v*(y*) existe {t"} C R tal que t" — y*(y*) e (Sy«tme) tem solucdo u™. Sem perda de

generalidade, suponhamos que t" é crescente. Como u" é solugao de (Sy«ine), para todo
Lp

% € WO (Q)v

/ VUl P2 Vul Ve = /(fl(x, ut,uy) + (yf +t")pi + hi)p, i=1,2. (4.5)
Q Q

Pela hip6tese (H1) e o Teorema 4.6, com t° = y*+t'e (t! é o primeiro elemento da sequéncia),
temos, para ¢ =1, 2,

| fiw, uy, uy)+(y; +1")o+hy SC(HIU?IC’%IUSITHIQJZ‘ +t”|||¢>i||oo+||hilloo_
<C(1+ RN + (R+ )il + il e < M.

Logo pelo Teorema 1.3 segue que {u"} é limitada em (C12(Q))? e assim possui uma sub-
sequéncia convergente u™ — u* em (C**(Q))2, 0 < 8 < a. Dessa forma, tomando o limite
quando ny — oo em (4.5) obtemos

Q Q

isto é, u* é solugao de (S;). Portanto (S;) tem solugao para t € I'*.
Agora considere, para y € Y,
V«(y) = supl,

onde
U={s€R: (Syss) tem supersolucdo @ < u”, u”* solugao de (Syiy+(y)e)}-

Note que 7.(y) < v*(y), argumentando como acima, provamos que y — 7,(u) é Lipschitz e
podemos definir

Lo={y+rnye: ye I}
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Temos que I', divide C em dois conjuntos
M={y+se: s <),y

O={y+se: %nl(y) <s<7(y),y €V}

Pela Observacao 4.1, se t € O UT, entao (S;) possui ao menos uma solugao, o que conclui o
item i1).

Provaremos que para todo t € M, o problema (.S;) tem pelo menos duas solugoes.
Dado t° € M, sejam ¢ € YV e s < 7.(3°) tais que t° = y° + se. Pela definicao de ~,(y°),
(Spo) possui a0 menos uma supersolugao % tal que % < v*, onde u* é solucao de (Syoy«(y0ye)-
Segue da Proposicao 4.1 que existe u subsolucao de (Sp) tal que u < @, e pelo Teorema 4.2
(Sp0) possui uma solugao 1’ com u < u° < @. Tomando uma menor subsolucao se necessario,
u < u’ <4< u*. Defina, parai=1,2,

filw,&1,&) = filz, g1(&), 92(&2)) + 016 (&) P 29:(&), ¥ (2,61,&) € Ax R x R,
onde g; : R — R, para ¢ = 1,2, é definida por

9i(t) = WX (0,00) (W — 1) + EX [ u2) (B) + 15 X (0,00) (F — 17).

Notemos que g; é continua, limitada e nao decrescente. Dessa forma, pela hipétese (H2)
temos que ﬁ é limitada, continua e nao decrescente.
Defina também o operador Qo : (C2(©))? — (C}(Q))? por Qup(v) = w se, e somente se,
w é solucao de
—pr1 —i—a]w1|p_2w1 = ‘]i(x,?)l,’UQ) +t?¢1 +h1, em Q
—pr2+0|wg|p*2w2 = fQ(CL’,Ul,Ug) +tg¢2+h2, em Q
w; = wy =0, sobre 0f).

Como no Teorema 4.2 temos que Qo é compacto. Como f; é limitada temos que as solucdes
do sistema acima sao uniformemente limitadas em (C§(Q))* e entao podemos considerar uma
constante Ry > sup{||Qsw (v)[| 1y : v € (C5(Q))*} e

D= {u € (CHO)*:u < u < u, [|ull ey < Ro} .

Notemos que D é um conjunto aberto, limitado e convexo. Como na Sec¢ao 3.4, utilizando
as hipéteses (H2) e (H3), podemos mostrar que Quo(D) C D. Além disso, se Q; é dado
pelo Teorema 4.2, temos que Q; = Q; em D, u é uma solugao de (S;) se, e somente se, u é
um ponto fixo de Q. Se a fronteira de D contém uma solugao de (Syp) entao a prova estd
completa, visto que u® € D.

Suponha que 9D nao contém solugoes de (Sp). Por demonstracao andloga a Segao 3.4,
temos que deg(l — Q,D,0) = 1 e para r € R grande o suficiente, deg(I — Q0, B,.(0),0) = 0.

Pela propriedade da excisao do grau,

0= deg(j - Qtoa BT(O)70) = deg(j - Qto,D,O) + deg(j - Qtoa BT(O) \D70)7

e assim deg(I — Qu, B,(0) \ D,0) # 0, isto é, existe v € B,.(0) \ D solugao de (Syp) e dessa
forma (S;0) possui duas solugoes. Portanto concluimos a prova do teorema.
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Observagao 4.2 Gostariamos de provar que I'* = Iy, mas infelizmente isto nao é possivel
pois set € C, t =y + se, com s < v*(y), logo temos que u* € supersolugio de (S;), onde u*
€ solugao de (Pyiy+(y)e). Pela Proposicio 4.1 obtemos subsolu¢do w tal que u < u* e pelo
Teorema 4.2 obtemos uma solucao que satisfaz u < u < u*. Mas nao podemos assegurar que
u < u*. Assim nao podemos garantir que u € D, somente u € D. Dessa forma o raciocinio
utilizado na sequéncia e a teoria do grau de Leray Schauder nao podem ser aplicados.
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Apeéendice A

Apéndice

A.1 Algumas Desigualdades

Proposicao A.1 [28, Teorema 2.8/

tr(AB)

det(A) det(B) < ( )N, A,B >0, A BeS(N), (A1)

Lema A.1
(a+0)" < Cpla™+ ™), (A.2)
com Cp, =1, sem € (0,1] e C,, = 2™ se m > 1.

Demonstracao: Para m =1 é imediato. Consideremos o caso m € (0,1): Com efeito, a
fungdo f :[0,1) — R dada por f(z) = (x +b)" — 2" —b' com t € (0,1) e b € [0, 00) satisfaz
f(0) =0e f'(x) <0 para todo z € [0,00), pois, supondo f’(x) > 0 obtemos b < 0, o que
¢ uma contradigao. Consideremos agora o caso m > 1: Se a = 0 é ébvio. Suponha a > 0,
entao (A.2) pode ser escrito na forma (1 + z)™ < 2™7!(1 4+ 2™), onde z = 2 > 0. A fungao

Flz) = B8 satisfaz £(0) = 1 = limy_ 400 f(z) € f(z) > 1 se 0 < 2 < 0o. Portanto, f tem

(1+{L"’")
um méximo para x > 0 em seu tnico ponto critico, z = 1. Como f(1) = 2™~!  obtemos
(1+2)™ < 2™ Y1+ 2™), o que prova o lema. u

Lema A.2 (Desigualdade de Young Generalizada) Para todo a,b > 0, 6 > 0 e q € (0,1),
temos

ab < bai + (%)T (1— q)bTs.
Demonstracao: Em [40] temos no Apéndice B.2 a seguinte desigualdade de Young:
T bS
ab< L+
ro s
para a,b >0 e r,s > 1 satisfazendo % + % = 1. Escrevendo

ab = ((8/q)" a) (ﬁ)
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e s = —— temos o resultado.

e utilizando a desigualdade de Young com r = % T

A.2 Os Operadores de Pucci e a Hip6tese (F2)

Como vimos no Capitulo 2 os operadores de Pucci sao definidos da seguinte forma.

Definicao A.1 Para 0 < a < A, os operadores de Pucci sao definidos por

M (M) :CLZSH‘AZ%

e; <0 e; >0
M;A(M):AE ei—i-ag e,
e; <0 e; >0

onde e; sao os autovalores de M.

Temos a seguinte definigdo equivalente, que pode ser encontrada em [15].
M7 (M) = Atr(M™) — atr(M™),
M (M) = atr(M™) — Atr(M™),

para cada M € S(N), com M = M+ — M~ a decomposi¢ao de M, onde M+ = PDTPT
é uma matriz ndo negativa definida e M~ = PD~PT é uma matriz ndo negativa definida,
sendo D* uma matriz diagonal, onde a diagonal de Dt é formada por ¢; = max{0,¢e;} e a
diagonal de D~ é formada por b; = max{0, —e;}.

A seguir enunciamos algumas propriedades desses operadores.

Proposicio A.2 [15, Lemma 2.10] Sejam 0 < a < A ¢ X,Y € S(N).
1) Mo a(X) < Mg 4(X),

ii) _MIA(_X) = M, 4(X) e MiA(VX) = WMiA(X)f sey 20,

iii) MIA(X) + M, A(Y) < MIA(X +Y) < MIA(X) +MIA(Y);

iv) M A(X) + M (V) S M (X +Y) < M;_,A(X) + M, A(Y),

v) d Sa<ASA = My 4 (X) S Mg A(X) e MJ 0 (X) > M4 (X).

Durante a demonstracao das estimativas ABP no Capitulo 2 utilizamos varias vezes a
hipétese (2.6) ao invés da hipdtese (F2). Mostraremos agora que (F2) implica em (2.6). De
fato, note que por (F2) sendo X > 0, e tomando M; = X e M, = —X obtemos

alp|*tr(X) < F(X — X, p) — F(=X,p) < Alp|*tr(X)

o que implica
—Alp|*tr(X) < F(=X,p) < —alp|*tr(X).
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Dessa forma, sendo M € S(N), temos

F(M,p) = F(M*—M",p) < Alp|*tr(M*)+ F(-M",p)
< Alp|*tr(M™) — alp|*tr(M ™) = [p|* M (M)

F(M,p) = FM*—M",p)>alp|*tr(M*)+ F(—M",p)
> alp|*tr(M™) — Alp|*tr(M™) = [p|* M 4(M).
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