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Resumo

O objetivo deste trabalho é obter estimativas ABP para operadores completamente não
lineares e estudar problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para o operador p−Laplaciano nos
casos superlinear para a equação e sublinear para sistema, aplicando o método de sub e
supersolução e a teoria do grau de Leray Schauder, para obtermos nos casos de Ambrosetti-
Prodi, multiplicidade de soluções. Para aplicarmos a teoria do grau de Leray Schauder
precisamos obter estimativas a priori das eventuais soluções dos problemas, estimativas essas
que serão obtidas aplicando-se técnicas diferentes em cada caso. No Caṕıtulo 1 enunciaremos
alguns resultados auxiliares que serão utilizados no decorrer do trabalho. No Caṕıtulo 2
obtemos estimativas do tipo ABP para soluções de viscosidade de uma classe de operadores
completamente não lineares, o qual um exemplo é o operador p−Laplaciano. No Caṕıtulo 3
estudamos o problema do tipo Ambrosetti-Prodi para equação com o p−Laplaciano no caso
superlinear, fazendo uso da técnica blow up e de teoremas do tipo Liouville. No Caṕıtulo
4 estudamos o problema do tipo Ambrosetti-Prodi para sistema com o p−Laplaciano no
caso sublinear, utilizando para isso soluções de viscosidade e a caracterização do autovalor
principal.

Palavras-chave: Equações diferenciais parciais, Equações diferenciais não- lineares, Estima-
tivas a priori.

vii



Abstract

The aim of this work is to obtain ABP estimates for fully nonlinear operators and to study
problems of the Ambrosetti-Prodi type for the p−Laplacian operator in two cases: super-
linear case for the equation and the sublinear case for the system. For this, we use the
sub and supersolution method and the Leray Schauder degree theory, to obtain in the two
cases, multiplicity of solutions. To apply the degree theory, we need a priori estimates of
the possible solutions, obtained applying different techniques in each problem. In Chapter
1 we will cite some auxiliary results, which will use during this work. In Chapter 2 we will
obtain ABP estimates for viscosity solutions to a class of fully nonlinear operators, whose
example is the p−Laplacian operator. In Chapter 3 we will study the Ambrosetti-Prodi type
problems for the superlinear case, using the blow up technique and Liouville theorems type.
In Chapter 4 we will study the Ambrosetti-Prodi type problem for system in the sublinear
case, using for this viscosity solutions and the variational characterization of the principal
eigenvalue.

Key words: Partial differential equations, Nonlinear differential equations, A priori esti-
mates.
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Notações

Ao longo deste trabalho seguiremos as seguintes notações:

• ‖ · ‖ representa a norma (L∞(Ω))2 e ‖ · ‖∞ a norma L∞(Ω),

• u = u+ − u−, onde u+ = max{0, u} e u− = max{0,−u},

• ν(x) denota o vetor unitário normal interno a x,

• ∂u
∂ν

representa a derivada normal de u na direção normal ν,

• q.t.p. significa quase todo ponto

• para cada h1, h2 ∈ L∞(Ω), dizemos que h1 ≺ h2 se, para cada subconjunto compacto
K ⊂ Ω, existe ε > 0 tal que h1(x) + ε < h2(x) q.t.p. x ∈ K.

• para cada u, v ∈ C1
0(Ω) dizemos que u ≪ v em Ω se u(x) < v(x) para todo x ∈ Ω e

∂u
∂ν

(x) < ∂v
∂ν

(x) para todo x ∈ ∂Ω,

• o mesmo śımbolo ≪(≤) será usado para uma ou mais coordenadas, dependendo da
situação: u, v ∈ (C1

0(Ω))2, u≪(≤) v se ui ≪(≤) vi, i = 1, 2,

• (C0(Ω))2 = C0(Ω) × C0(Ω), onde C0(Ω) = {u ∈ C(Ω) : u(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω}. Analoga-
mente, definimos (C1

0(Ω))2 e (C1,α
0 (Ω))2.

• V ⊂⊂ U significa que V é um aberto em U tal que V é compacto e V ⊂ U ,

• Br(x) é uma bola aberta de centro x e raio r em RN e ainda vol(Br(x)) = rNωN e
área(Br(x)) = NrN−1ωN onde ωN é a área da esfera unitária em RN ,

• R+ = [0,∞).
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Introdução

Este trabalho destina-se ao estudo de problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para o
operador p−Laplaciano para a equação no caso superlinear e de sistema no caso linear ou
sublinear. Problemas desse tipo são amplamente estudados por diversos autores e rece-
beram essa terminologia devido aos primeiros matemáticos que o resolveram em 1972, como
descreveremos a seguir.

Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira de classe C2,α. A. Ambrosetti e G.
Prodi em [3] mostraram, utilizando teoremas de inversão para aplicações diferenciáveis com
singularidades em espaços de Banach, a existência de uma variedade M de classe C1 em
C0,α(Ω) que divide o espaço em duas componentes conexas N e O de modo que o problema

{
−∆u = f(u) + g(x), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(1)

não possui soluções se g pertence a N , possui exatamente uma solução se g pertence a M e
possui exatamente duas soluções se g está em O. Nesse caso f é uma função a valores reais
de classe C2 satisfazendo

(A1) f ′′(s) > 0, ∀ s ∈ R,

(A2) 0 < lim
s→−∞

f ′(s) < λ1 < lim
s→+∞

f ′(s) < λ2

com λ1, λ2 o primeiro e o segundo autovalor de (−∆,W 1,2
0 (Ω)) respectivamente.

Em 1975, Berger e Podolak [9] fizeram a decomposição de g na forma g = tφ1+g1, sendo φ1

a primeira autofunção positiva de (−∆,W 1,2
0 (Ω)) com norma unitária e g1 ∈ {g ∈ C0,α(Ω) :

∫
gφ1 = 0} = {span(φ1)}⊥. Dessa forma, aplicando o método de Liapunov Schmidt, eles

encontraram um número real t(g1) de forma que o problema

{
−∆u = f(u) + tφ1 + g1, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(2)

não possui soluções se t > t(g1), possui exatamente uma solução se t = t(g1) e possui
exatamente duas soluções se t < t(g1).

Ainda em 1975, Kazdan e Warner [48] desconsideraram a hipótese de convexidade de f
e substitúıram a hipótese (A2) por

−∞ < lim
s→−∞

f(x, s)

s
< λ1 < lim

s→+∞

f(x, s)

s
<∞.

1



Utilizando o método de sub e supersolução eles provaram a existência de uma função
t : {span(φ1)}⊥ → R tal que o problema (2) possui pelo menos uma solução se t < t(g1) e
não possui solução se t > t(g1).

Em meados da década de 70, Amann e Hess em [2], bem como Dancer em [27] de modo in-
dependente, completaram o resultado de Kazdan e Warner obtendo pelo menos duas soluções
se t < t(g1) e pelo menos uma solução se t = t(g1). Para isso eles utilizaram a teoria do grau
de Leray Schauder.

A partir do trabalho dos autores de Figueiredo e Solimini [33] inicia-se a resolução desse
tipo de problema através de métodos variacionais. Com diferentes variantes e formulações,
vários autores estudaram problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para operadores lineares de
segunda ordem, dentre os quais podemos citar [29, 30, 34, 35, 46] e suas referências.

Mais recentemente problemas do tipo Ambrosetti-Prodi envolvendo o operador p−Lapla-
ciano tem sido estudados. Arcoya e Ruiz [5], bem como Koizumi e Schmidt [50], estudaram
simultaneamente o problema

{
−∆pu = f(u) + tφ+ h, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(3)

sob as condições que f possui crescimento p−linear. No caso de [5], temos φ, h ∈ L∞(Ω),
com φ ≻ 0 enquanto que [50] consideraram φ, h ∈ C(Ω), com φ ≥ 0. Ambos utilizaram
método de sub e supersolução e teoria do grau de Leray Schauder.

Inspirados pelos trabalhos de [5], [29] e [32], estudamos no Caṕıtulo 3 o seguinte problema

(Pt)

{
−∆p u = f(x, u) + tφ+ h, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,

onde ∆p = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p−Laplaciano e 1 < p < N . Suponhamos que
φ, h ∈ L∞(Ω), com φ ≻ 0 em Ω e t ∈ R é um parâmetro. Denotando λ1 o primeiro autovalor
de (−∆p,W

1,p
0 (Ω)), consideramos f : Ω × R → R uma função cont́ınua satisfazendo as

seguintes condições:

(f1) lim sup
u→−∞

f(x, u)

|u|p−2u
= µ < λ1, uniformemente x ∈ Ω,

(f2) Existe σ > 0 tal que f(x, s) + σ|s|p−2s é crescente em s e f(x, 0) = 0.

(f3) lim
u→+∞

f(x, u)

uα
= a(x), a ∈ C(Ω), a ≥ 1, p− 1 < α < p∗ − N

N − p
, onde p∗ = pN

N−p
.

Através do método de sub e supersolução e da teoria do grau provamos o seguinte resultado:

Teorema 0.1 Suponha que as hipóteses (f1)−(f3) sejam válidas. Então existem constantes
−∞ < t∗ ≤ t∗ < +∞ tais que o problema (Pt):

i) possui pelo menos duas soluções se t < t∗,

ii) possui pelo menos uma solução se t ≤ t∗,

iii) não possui solução se t > t∗.
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Para o caso de sistemas existem resultados para o caso do operador Laplaciano, onde
podemos citar [22, 36, 37, 38, 56], sendo que os dois primeiros utilizam a teoria do grau e
os demais fazem uso de métodos variacionais. Recentemente de Figueiredo e Sirakov em
[32] estudam o problema do tipo Ambrosetti-Prodi para operadores uniformemente eĺıticos
na forma não-divergente e coeficientes não suaves, com o aux́ılio da teoria de soluções de
viscosidade. Para o caso do operador p−Laplaciano, p 6= 2, não conhecemos nenhum resul-
tado para esse tipo de problema. Motivados pelos resultados de [32] e [37] estudaremos no
Caṕıtulo 4 o seguinte problema

(St)







−∆p u1 = f1(x, u1, u2) + t1φ1 + h1, em Ω
−∆p u2 = f2(x, u1, u2) + t2φ2 + h2, em Ω
u1 = u2 = 0, sobre ∂Ω,

onde hi, φi ∈ L∞(Ω), com φi ≻ 0 em Ω, para i = 1, 2 e t = (t1, t2) ∈ R2 é um parâmetro.
O sistema (St) pode ser reescrito na forma matricial

−∆pu = f(x, u) + tφ+ h, em Ω u = 0 sobre ∂Ω,

onde u = (u1, u2)
T , h = (h1, h2)

T , f(x, u) = (f1(x, u1, u2), f2(x, u1, u2))
T e tφ = (t1φ1, t2φ2)

T .
Além disso, fi : Ω×R×R → R é uma função cont́ınua satisfazendo as seguintes condições:

(H1) |fi(x, s1, s2)| ≤ C(1 + |s1|qi + |s2|ri), 1 < ri, qi ≤ p− 1, i = 1, 2,

(H2) existe σ > 0 tal que fi(x, s1, s2) + σ|si|p−2si é não decrescente em si, para todo
(x, sj) ∈ Ω × R2, i = 1, 2,

(H3) fi(x, 0, 0) = 0 e fi é quase-monótona para todo (x, si) ∈ Ω×R, isto é, para cada i 6= j,
i = 1, 2, fi(x, s1, s2) é não decrescente em uj,

(H4) existem matrizes estritamente cooperativas (aij, cij > 0 para i 6= j),

A1 =

(
a11 a12

a21 a22

)

, A2 =

(
c11 c12
c21 c22

)

de modo que a11 + a12 ≤ 0, a21 + a22 ≤ 0 e existe δ ∈ [0, 1] tal que
λ1 − δc11 − (1 − δ)c22 < 0, sendo λ1 o primeiro autovalor de (−∆p,W

1,p
0 (Ω)), tais

que
λ1(∆p + A1) > 0, λ1(∆p + A2) < 0,

onde
λ1(∆p + Ai) = sup E(Ai),

E(Ai) = {λ ∈ R : ∃ϕ ∈ (W 1,p
0 (Ω))2 : ϕ > 0,∆pϕ+ (Ai + λI)Ψp(ϕ) ≤ 0},

com Ψp(s) = (ψp(s1), ψp(s2))
T e ψp(si) = |si|p−2si. Além disso, existem constantes

b1, b2 > 0 tais que
f(x, s) ≥ A1Ψp(s) − b1ē,∀s ≤ 0

e
f(x, s) ≥ A2Ψp(s) − b2ē,∀s ≥ 0,

para s = (s1, s2) ∈ R2, onde ē = (1, 1)T = eT ,

3



(H5) para cada sequência {sn} ⊂ R2 tal que ‖s−n ‖ é limitado e ‖s+
n ‖ → ∞ quando n→ ∞,

lim inf
n→∞

f(x, sn) − f(x, s+
n )

‖s+
n ‖p−1

≥ 0.

Novamente através do método de sub e supersolução e da teoria do grau provamos o
seguinte teorema:

Teorema 0.2 Suponha que (H1) − (H5) ocorrem. Então existem curvas Lipschitzianas Γ∗

e Γ∗ que dividem R2 em três conjuntos disjuntos M, N e O tais que o problema (St):

i) possui ao menos duas soluções para t ∈ M,

ii) possui ao menos uma solução para t ∈ Γ∗ ∪ Γ∗ ∪ O,

iii) não possui solução para t ∈ N .

O método de sub e supersolução pode ser visto através do Teorema do Ponto Fixo de
Schauder ou variacionalmente, como foi mostrado recentemente por de Figueiredo, Gossez
e Ubilla em [31]. Neste trabalho utilizamos a primeira forma pois não trabalhamos com
argumentos variacionais. Nos Caṕıtulos 3 e 4 a forma de encontrar a sub, a supersolução
e o método de sub e supersolução são praticamente análogos. Como é conhecido, para
aplicarmos a teoria do grau de Leray Schauder precisamos obter estimativas a priori para as
eventuais soluções. Nesse ponto os caṕıtulos diferem com relação aos métodos utilizados em
cada caso.

No Caṕıtulo 3 utilizamos a caracterização variacional do primeiro autovalor do operador
(−∆p,W

1,p
0 (Ω)) e um resultado de Ladyzhenskaya e Ural’tseva em [51] para obtermos a

limitação da parte negativa. Para o parâmetro t adaptamos um resultado de Dong [39] que
utiliza prinćıpio de comparação e para limitação da solução aplicamos a técnica blow up
desenvolvida por Gidas e Spruck em [44].

Já para o sistema no Caṕıtulo 4 utilizamos racioćınio análogo para limitação de t, a
relação entre autovalores e as matrizes da hipótese (H4) para a limitação da solução e para a
parte negativa vamos usar a teoria das soluções de viscosidade, teoria essa que será descrita
no Caṕıtulo 2.

Mais geralmente, no Caṕıtulo 2 trataremos do estudo de equações do tipo

F (D2u,Du) = g(x, u)

onde g ∈ LN(Ω) ∩ C(Ω) e o operador F : S(N) × RN\{0} → R satisfaz:

(F0) F é cont́ınuo.

(F1) F (µM, tp) = |t|αµF (M, p),∀ t ∈ R\{0}, M ∈ S(N), µ ∈ R+, α > −1.

(F2) a|p|α tr(M1) ≤ F (M1 + M2, p)−F (M2, p) ≤ A|p|α tr(M1), M1 ≥ 0, M1,M2 ∈ S(N),
com α > −1, 0 < a ≤ A,

4



onde S(N) denota o espaço das matrizes reais simétricas N ×N .
Notemos que o operador p−Laplaciano pode ser escrito na forma ∆pu = F0(D

2u,Du),
com

F0(M, q) = |q|p−2tr(M) + (p− 2)|q|p−4 < Mq, q >,

e F0 satisfaz (F0) − (F2), onde < ·, · > denota o produto interno Euclidiano em RN .
Com essas hipóteses e utilizando ferramentas como as sup-convoluções, conseguimos

provar os seguintes teoremas:

Teorema 0.3 Sejam u ∈ C(Ω) e f ∈ LN(Ω)∩C(Ω). Se u é uma subsolução de viscosidade
da equação

F (D2u,Du) = f(x) em {u > 0},
então existe uma constante positiva C = C(N, a, α) tal que

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
α+1

LN (Γ+(u+))
.

Se u é uma supersolução de viscosidade da equação

F (D2u,Du) = f(x) em {u < 0},

então existe uma constante positiva C = C(N, a, α) tal que

− inf
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u− + Cdiam(Ω)‖f+‖

1
α+1

LN (Γ+(u−))
.

Teorema 0.4 Sejam u ∈ C(Ω) e f ∈ LN(Ω) ∩ C(Ω). Se ‖f−‖LN (Γ+(u+)) ≥ 1 e u é uma
subsolução de viscosidade da equação

F (D2u,Du) + γ|Du|β = f(x) em {u > 0},

onde 0 < β ≤ α+ 1, então existe uma constante positiva C = C(N, a, α, β, γ) tal que

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
β

LN (Γ+(u+))
.

Se ‖f+‖LN (Γ+(u+)) ≥ 1 e u é uma supersolução de viscosidade da equação

F (D2u,Du) + γ|Du|β = f(x) em {u < 0},

onde 0 < β ≤ α+ 1, então existe uma constante positiva C = C(N, a, α, β, γ) tal que

− inf
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u− + Cdiam(Ω)‖f+‖

1
β

LN (Γ+(u−))
.

E a partir do Teorema 0.3, provamos o seguinte resultado para sistemas, que será utilizado
no Caṕıtulo 4:
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Teorema 0.5 Seja u ∈ C(Ω,Rm) uma supersolução de viscosidade do sistema







∆p ui +
m∑

j=1

aij|uj|p−2uj = fi(x), em Ω

i = 1, ...,m,

onde f = (f1, f2, ..., fm), com fi ∈ LN(Ω) ∩ C(Ω) e A = (aij) ∈ S(m) satisfaz aij ≥ 0 para
todo i 6= j e

∑m

j=1 aij ≤ 0 para todo i = 1, ...,m. Então

− inf
Ω
{min{u1, ..., um}} ≤ sup

∂Ω
{max{(u1)

−, ..., (um)−}}

+Cdiam(Ω)‖f̃‖
1

p−1

LN (Γ+(u−))
,

onde f̃ = max{f+
1 , ..., f

+
m}.

No Caṕıtulo 1 enunciaremos alguns resultados auxiliares que serão de grande importância
no decorrer deste trabalho e no Apêndice descreveremos algumas desigualdades e relações
que serão utilizadas principalmente no Caṕıtulo 2.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Resultados Auxiliares

Nesta seção daremos alguns resultados relacionados ao operador p− Laplaciano e às
matrizes usados neste trabalho. Durante este caṕıtulo, consideraremos Ω um domı́nio suave
e limitado em RN .

1.1.1 Prinćıpios de Comparação

Em alguns casos usaremos prinćıpios de comparação diferentes, dessa forma vamos
enunciar aqui os prinćıpios de comparação que serão utilizados:

Proposição 1.1 [12, Remark 2.2] Sejam u, v ∈ W 1,p(Ω) satisfazendo

−∆pu ≥ −∆pv em Ω, u ≥ v sobre ∂Ω.

Então u ≥ v em Ω.

Este é um resultado básico e fácil de verificar, basta por exemplo multiplicar −∆pu+∆pv
por (v − u)+.

Proposição 1.2 [59, Lema 3.1] Sejam u, v ∈ W 1,p(Ω) satisfazendo

{
−∆p u+ λ|u|p−2u ≥ −∆p v + λ|v|p−2v, em Ω

u ≥ v, sobre ∂Ω,

com λ > 0, então u ≥ v em Ω.

1.1.2 Regularidade

Seja ρ ∈ C∞(RN) definida por

ρ(x) :=

{

C exp
(

1
|x|2−1

)

se |x| < 1

0 se |x| ≥ 1,
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onde a constante C > 0 é escolhida de forma que
∫

RN ρ dx = 1. Além disso, para cada η > 0,
consideremos

ρη(x) :=
1

ηN
ρ

(
x

η

)

.

As funções ρη são de classe C∞ e satisfazem
∫

RN

ρη dx = 1, supp(ρη) ⊂ Bη(0).

Seja U ⊂ RN um aberto e para cada η > 0, consideremos o conjunto Uη = {x ∈
U ; dist(x, ∂U) > η}.
Definição 1.1 Se f : U → R é localmente integrável, definimos sua molificação standard
por

fη := ρη ∗ f em Uη.

Então temos as seguintes propriedades com respeito as molificações standard:

Teorema 1.1 [40, Teorema 6]

i) fη ∈ C∞(Uη),

ii) fη → f q.t.p. quando η → 0,

iii) Se f ∈ C(U), então fη → f uniformemente sobre compactos de U ,

iv) Se 1 ≤ p <∞ e f ∈ Lp
loc(U) então fη → f em Lp

loc(U).

v) Para cada aberto V ⊂⊂ U temos Dfη → Df em Lp(V ) quando η → 0.

O resultado a seguir é o Teorema de Aleksandrov que nos dá uma condição para que uma
função seja duas vezes diferenciável q.t.p.. Este resultado será utilizado no Caṕıtulo 2:

Teorema 1.2 [25, Teorema A.2] Seja ϕ : RN → R semiconvexa. Então ϕ é duas vezes
diferenciável q.t.p. sobre RN .

O próximo lema é uma combinação de um resultado de Ladyzhenskaya e Ural’tseva ([51,
Teorema 7.1]) e estimativas C1 de [52]:

Lema 1.1 Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω) solução do problema

{
−∆p u = f(x, u), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,

onde f é uma função Caratheodory tal que

|f(x, s)| ≤M(1 + |s|σ)

para 1 < σ < Np

N−p
. Então u ∈ C1,α(Ω), para algum 0 < α < 1 e

‖u‖C1,α(Ω) ≤ C = C(M).
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O seguinte teorema é um resultado de regularidade, que pode ser provado seguindo os
argumentos de [42, Teorema B]:

Teorema 1.3 Suponha que (u, v) ∈ (W 1,p
0 (Ω))2 é uma solução do sistema







−∆p u = g1(x, u, v), em Ω
−∆p v = g2(x, u, v), em Ω
u = v = 0, sobre ∂Ω,

(1.1)

onde g1, g2 são funções Caratheodory tais que

max{|g1(x, s, t)|, |g2(x, s, t)|} ≤ C(1 + |s|σ1 + |t|σ2)

para 1 < σi ≤ p − 1, i = 1, 2 e (s, t) ∈ R2. Então (u, v) ∈ (C1,α(Ω))2, 0 < α < 1 e
‖(u, v)‖(C1,α(Ω))2 < M = M(C).

Demonstração: Seja d > 1 de forma que W 1,p
0 (Ω) →֒ Ldp(Ω) e considere pk = pdk,

mk = p(dk − 1). Podemos mostrar por indução que (u, v) ∈ (Lpk(Ω))2 para todo k ∈ N.
De fato, supondo que (u, v) ∈ (Lpk(Ω))2, multiplicando a primeira equação de (1.1) por
umk+1 e usando a imersão W 1,p

0 (Ω) →֒ Ldp(Ω) obtemos

‖udk‖p
dp ≤ C1d

pk

∫

Ω

|umk ||∇u|p

≤ C2d
pk

1 +mk

∫

Ω

|u|1+mk +|u|σ1+1+mk +|v|σ2|u|1+mk .

Utilizando desigualdades de Young generalizada e de Hölder para estimar essas integrais,
obtemos

(‖u‖pk+1
pk+1

)
1
d ≤ C3d

k(p−1)(1 + ‖u‖pk
pk

+ ‖v‖pk
pk

).

Multiplicando a segunda equação de (1.1) por vmk+1 e repetindo esse argumento, obtemos

(‖v‖pk+1
pk+1

)
1
d ≤ C4d

k(p−1)(1 + ‖u‖pk
pk

+ ‖v‖pk
pk

).

Tomando C = max{C3, C4}, temos

max{‖u‖pk+1
, ‖v‖pk+1

, 1} ≤ [Cdk(p−1)(1 + ‖u‖pk
pk

+ ‖v‖pk
pk

)]
d

pk+1 .

Definindo Ek = pk log max{‖u‖pk
, ‖v‖pk

, 1}, obtemos Ek+1 ≤ rk + dEk, onde consideramos
rk = d log 3C + dk(p− 1) log d. Pela hipótese de indução temos que Ek é finito, logo Ek+1 é
finito e portanto conclúımos a indução.

Ainda, deduzimos que existe constante B tal que

max{‖u‖∞, ‖v‖∞} ≤ lim
k→∞

exp

(
Ek

pk

)

= exp

(
B

pd

)

<∞.

Portanto (u, v) ∈ (L∞(Ω))2. Então o resultado de regularidade de [52] aplicado em cada
equação nos garante que (u, v) ∈ (C1,α(Ω))2, para 0 < α ≤ 1, o que conclui o resultado.
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1.1.3 Outros Resultados sobre p−Laplaciano

Seja K o operador inverso de −∆p. Arcoya e Ruiz [5] provam o seguinte resultado:

Lema 1.2 [5, Lemma 2.3] Sejam fn, f ∈ L∞(Ω), ‖fn‖∞ < C para alguma constante C > 0,
e suponha que fn → f em W−1,p′(Ω). Sejam un = K(fn), u = K(f), as quais são funções de
classe C1,α(Ω) ( para um certo α ∈ (0, 1)). Então, un → u em C1,β(Ω) para todo 0 ≤ β < α.
Em particular, o operador K : L∞(Ω) → C1,β(Ω) é cont́ınuo e compacto.

Precisaremos do resultado a seguir, o qual é uma adaptação de [12, Proposição 2.3]:

Teorema 1.4 Sejam Ω um aberto de RN , f ∈ C(Ω×R×R) e v ∈ W 1,p
0 (Ω)∩C(Ω). Suponha

que u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) é uma solução de

∆pu ≤ g(x, u, v) em Ω.

Se x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) são tais que Dϕ(x0) 6= 0, u(x0) = ϕ(x0) e u ≥ ϕ em uma vizinhança
de x0, então

∆pϕ(x0) ≤ g(x0, u(x0), v(x0)).

Demonstração: Notemos inicialmente que é suficiente provar que essa propriedade ocorre
para toda ϕ tal que ϕ(y) < u(y) para todo y 6= x0 em uma vizinhança suficientemente
pequena de x0. De fato, suponha que a propriedade ocorre para tais funções, então tomando
ϕε(y) = ϕ(y) − ε|y − x0|4 e fazendo ε tender a zero, obtemos o resultado para toda ϕ.

Suponha por contradição que existem x0 ∈ Ω e alguma função ϕ ∈ C2(Ω) satisfazendo
Dϕ(x0) 6= 0, u(x0) = ϕ(x0) e u > ϕ em Br(x0)\{x0} mas ∆pϕ(x0) > g(x0, u(x0), v(x0)).
Por continuidade podemos escolher r1 > 0 suficientemente pequeno de forma que para todo
y ∈ Br1(x0), Dϕ(y) 6= 0 e ∆pϕ(y) > g(y, u(y), v(y)), onde r1 < r é tal que Br1(x0) ⊂ Br(x0).

Seja m = inf
|x−x0|=r1

{u(x) − ϕ(x)} > 0 e defina ϕ = ϕ+ m
2
. Temos

∆pϕ(y) = ∆pϕ(y) > g(y, u(y), v(y)) ≥ ∆pu em Br1(x0).

Se x ∈ ∂Br1(x0) segue que u(x) − ϕ(x) ≥ m e assim

ϕ(x) = ϕ(x) +
m

2
≤ ϕ(x) +

u(x) − ϕ(x)

2
< u(x).

Pelo prinćıpio de comparação, Proposição 1.1, obtemos que ϕ ≤ u em Br1(x0), o que con-
tradiz ϕ(x0) = ϕ(x0) + m

2
= u(x0) + m

2
> u(x0). Isso termina a prova do teorema.

Com relação a prinćıpios de máximo para o caso escalar, citaremos dois resultados im-
portantes que serão utilizados no decorrer deste trabalho.

Proposição 1.3 [41, Teorema 5] Considere o problema
{

−∆p u = a|u|p−2u+ f, em Ω
u = 0, sobre ∂Ω.

Para f ∈ Lp′(Ω), o prinćıpio do máximo ocorre para esse problema se, e somente se, a < λ1,
sendo λ1 o primeiro autovalor de (−∆p,W

1,p
0 (Ω)).
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Por um problema satisfazer o prinćıpio do máximo entendemos que a hipótese f ≥ 0
implica em u ≥ 0.

O seguinte resultado é o bem conhecido Prinćıpio do Máximo de Vázquez:

Proposição 1.4 [61, Teorema 5] Seja u ∈ C1(Ω) tal que ∆pu ∈ L2
loc(Ω) com u ≥ 0 q.t.p.

em Ω e ∆pu ≤ β(u) q.t.p. em Ω, sendo β : [0,∞) → R cont́ınua, não decrescente, β(0) = 0
e ainda ou β(s) = 0 para algum s > 0 ou β(s) > 0 para todo s > 0 e a seguinte relação
ocorre ∫ 1

0

(β(s)s)−
1
pds = ∞.

Então se u não é identicamente nula sobre Ω, temos que u é positiva em todo Ω. Além disso
se u ∈ C1(Ω∪ {x0}) para um x0 ∈ ∂Ω que satisfaz a condição da esfera interior e u(x0) = 0
então ∂u

∂ν
(x0) > 0 onde ν é um vetor normal interno a x0.

1.2 Sobre Matrizes e o Autovalor Principal

O propósito desta seção é estudar algumas relações entre a hipótese (H4) e o pro-
blema de autovalor, através de alguns resultados conhecidos. Começamos com a definição
de uma M -matriz não singular:

Definição 1.2 Para 1 ≤ k ≤ N denotamos por Bk a matriz obtida tirando as (N−k) linhas
e colunas da matriz B. Dizemos que B = (bij) é uma M-matriz não singular se bij ≤ 0 para
i 6= j, bii > 0 e detBk > 0 para 1 ≤ k ≤ N .

Consideremos λ1 o primeiro autovalor de (−∆p,W
1,p
0 (Ω)) e ϕ1 a autofunção positiva e de

norma unitária associada a λ1. Sendo I = (δij) a matriz identidade e A = (aij) uma matriz
arbitrária, defina

µ1,A = supF(A),

onde
F(A) = {µ ∈ R : ((λ1 − λ)I − A) é inverśıvel para todo λ < µ}.

Os seguintes resultados proporcionam uma relação entre a matriz de um sistema e pro-
priedades das soluções do mesmo.

Teorema 1.5 [43, Teorema 2.2] Suponha que p ∈ (1,∞), Ω é um domı́nio limitado em RN

cuja fronteira é de classe C2,α para algum α ∈ (0, 1) com α < p − 1. Suponha também que
os coeficientes aij (1 ≤ i, j ≤ N) são constantes satisfazendo aii < 0 e aij > 0 para i 6= j.
Então o problema de autovalor







−∆p ui =
N∑

j=1

aijψp(uj) + Λψp(ui), em Ω

ui = 0, sobre ∂Ω

(1.2)

tem uma solução positiva limitada Φ1 associada com um autovalor Λ ∈ R se, e somente
se, Λ = µ1,A. Neste caso temos que Φ1 é única a menos de um múltiplo escalar positivo,

Φi
1 = c

1
p−1

i ϕ1, onde c = (c1, ..., cN) ∈ int(RN
+ ) satisfaz ((λ1 − µ1,A)I − A)cT = 0.
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Teorema 1.6 [41, Teorema 8] Suponha que aij ≥ 0 para i 6= j e gi ∈ Lp′(Ω). Então o
problema







−∆p ui =
N∑

j=1

aijψp(uj) + gi, em Ω

ui = 0, sobre ∂Ω

(1.3)

satisfaz o Prinćıpio do Máximo se, e somente se, (λ1I − A) é uma M-matriz não singular.

Teorema 1.7 [1, Teorema 2.8] Sejam f1, f2 ≥ 0, não triviais e αa+βd ≥ λ1, para α, β ≥ 0
e α+ β = 1. Se b, c > 0, então o sistema







−∆p u1 = a|u1|p−2u1 + b|u2|p−2u2 + f1, em Ω
−∆p u2 = c|u1|p−2u1 + d|u2|p−2u2 + f2, em Ω
u1 = u2 = 0, sobre ∂Ω,

não tem solução positiva.

Na introdução definimos para cada matriz A =

(
a b
c d

)

com b, c > 0, o autovalor

principal

λ1(∆p + A) = sup E(A),

E(A) = {λ ∈ R : ∃ϕ ∈ (W 1,p
0 (Ω))2 : ϕ > 0,∆pϕ+ (A+ λI)Ψp(ϕ) ≤ 0},

com Ψp(s) = (ψp(s1), ψp(s2))
T e ψp(si) = |si|p−2si.

Pelo Teorema 1.7 temos que se α(a + λ) + β(d + λ) ≥ λ1, para constantes α, β ≥ 0,
α+ β = 1, então o sistema ∆pU + (A+ λI)Ψp(U) ≤ 0 não admite solução positiva, ou seja,
se α(a+ λ) + β(d+ λ) = αa+ βd+ λ ≥ λ1, com α, β ≥ 0 e α+ β = 1, então λ 6∈ E(A).

Portanto se A é uma matriz estritamente cooperativa, o conjunto E(A) é limitado supe-
riormente e como E(A) é um intervalo ilimitado inferiormente, temos que

λ1(∆p + A) ≤ λ1 − αa− βd, (1.4)

para quaisquer α, β ≥ 0 com α+ β = 1.

Observação 1.1 i) Notemos que se a matriz A2 =

(
c11 c12
c21 c22

)

da hipótese (H4) é estri-

tamente cooperativa com

λ1 − δc11 − (1 − δ)c22 < 0,

para algum δ ∈ [0, 1], então por (1.4), temos que λ1(∆p + A2) < 0.

ii)Pelo fato da matriz A1 =

(
a11 a12

a21 a22

)

da hipótese (H4) ser estritamente cooperativa e

satisfazer aii < 0 para i = 1, 2, temos pelo Teorema 1.5 que µ1,A1 ≤ λ1(∆p+A1). Observando
que

a11 ≤ −a12 < 0, a22 ≤ −a21 < 0,
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implica que, para todo λ < λ1,

det((λ1 − λ)I − A1)=(λ1 − λ)2 − (λ1 − λ)(a11 + a22) + a11a22 − a12a21>0,

temos que µ1,A1 ≥ λ1 > 0. Assim, λ1(∆p + A1) ≥ µ1,A1 ≥ λ1 > 0. Em particular, con-
siderando λ = 0 na desigualdade acima e como

λ1 − a11, λ1 − a22 > 0,

temos que (λ1I − A1) é uma M-matriz não singular.
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Caṕıtulo 2

Resultados Básicos Sobre Teoria de
Soluções de Viscosidade

2.1 Introdução

A noção de solução de viscosidade foi introduzida primeiramente para equações
diferenciais parciais de primeira ordem não lineares por Crandall e Lions em [26]. A idéia
básica era colocar as derivadas sobre a função teste via o prinćıpio do máximo, ao invés de
utilizar a integração por partes, como é feito no caso de soluções fracas. Essa noção tem tido
muito sucesso na teoria de existência e unicidade de soluções de equações de Hamilton-Jacobi.
Para tanto nos referimos aos trabalhos de [6, 24] e suas referências. Pouco tempo depois Lions
em [53] estendeu a definição de soluções de viscosidade para equações diferenciais parciais
de segunda ordem. Desde então muitos trabalhos apareceram em periódicos matemáticos
conhecidos. Uma boa referência a respeito de soluções de viscosidade, sua história, exemplos
e teoria é o artigo de Crandall Ishii e Lions em [25].

Como foi dito na Introdução, neste caṕıtulo iremos considerar as seguintes classes de
equações

F (D2u,Du) = f(x), ∀x ∈ Ω, (2.1)

e

F (D2u,Du) + γ|Du|β = f(x), ∀x ∈ Ω, (2.2)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio suave limitado, f ∈ LN(Ω) ∩ C(Ω) e o operador F : S(N) ×
RN\{0} → R satisfaz as hipóteses (F0) − (F2) descritas na Introdução.

Esses operadores tem sido estudados por Birindelli e Demengel em [10, 11, 13] nos quais
elas obtêm resultados de prinćıpio de comparação, prinćıpio de máximo, existência de auto-
valores, alguns teoremas de Liouville e resultados de regularidade, mas ainda não tinha-se es-
tudado estimativas do tipo ABP, o qual é a nossa contribuição para essa classe de operadores.
A classe de operadores que satisfaz essas condições é ampla e inclui F (M, p) = |p|αM±

a,A(M),

onde M±
a,A são os operadores de Pucci (veja Apêndice A) e o operador p−Laplaciano. Outros

exemplos podem ser encontrados em [10].
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Este caṕıtulo é organizado como segue. Na Seção 2 definimos soluções de viscosidade e
semijets. Na Seção 3, definimos sup convoluções e descrevemos algumas propriedades. Na
Seção 4 provamos as estimativas ABP para soluções de viscosidade das classes de equações
(2.1) e (2.2). E na Seção 5 aplicamos um dos teoremas provados na Seção 4 para obter
estimativas ABP para um sistema com o operador p−Laplaciano.

2.2 Definição e Semijets

Usaremos nesse trabalho o conceito de soluções de viscosidade adaptado ao nosso
contexto, pois não podemos considerar, como usualmente, funções teste cujo gradiente é nulo
no ponto de teste, visto que o operador não está definido nesses pontos, principalmente no
caso α < 0. Por isso trabalharemos com soluções de viscosidade definidas da mesma forma
que Birindelli e Demengel em [10, 11, 13] e que Patrizi em [55]:

Definição 2.1 Sejam Ω ⊂ RN aberto, G : S(N) × RN\{0} → R um operador cont́ınuo e g
uma função cont́ınua definida sobre RN × R.
i) u ∈ C(Ω) é uma subsolução de viscosidade de

G(D2u,Du) = g(x, u),

se para cada x0 ∈ Ω, uma das seguintes condições é satisfeita:
– ou existe uma bola aberta Bδ(x0) ⊂ Ω, δ > 0, sobre a qual u é constante, u = c e
g(x, c) ≤ 0, ∀ x ∈ Bδ(x0).
– ou para toda ϕ ∈ C 2(Ω) tal que ϕ(x0) = u(x0), ϕ ≥ u em uma vizinhança de x0 e
Dϕ(x0) 6= 0, temos

G(D2ϕ(x0), Dϕ(x0)) ≥ g(x0, u(x0)).

ii) u ∈ C(Ω) é uma supersolução de viscosidade de

G(D2u,Du) = g(x, u),

se para cada x0 ∈ Ω, uma das seguintes condições é satisfeita:
– ou existe uma bola aberta Bδ(x0) ⊂ Ω, δ > 0, sobre a qual u é constante, u = c e
g(x, c) ≥ 0, ∀ x ∈ Bδ(x0).
– ou para toda ϕ ∈ C 2(Ω) tal que ϕ(x0) = u(x0), ϕ ≤ u em uma vizinhança de x0 e
Dϕ(x0) 6= 0, temos

G(D2ϕ(x0), Dϕ(x0)) ≤ g(x0, u(x0)).

iii) u ∈ C(Ω) é uma solução de viscosidade se é ao mesmo tempo sub e supersolução de
viscosidade.

Observação 2.1 A partir da definição de solução de viscosidade e da Proposição 1.4 temos
que toda solução clássica é uma solução de viscosidade.

Podemos olhar para as funções teste de um modo conveniente, que nos será útil no que
segue, a partir dos semi-jets:
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Definição 2.2 Seja u : Ω → R uma função. Para x0 ∈ Ω, definimos o superjet de segunda
ordem de u em x0 por

J2,+u(x0) = {(X, p) ∈ S(N) × RN : u(x) ≤ u(x0)+ < p, x− x0 >

+
1

2
< X(x− x0), x− x0 > + o (|x− x0|2) quando x→ x0}

e o subjet de segunda ordem de u em x0 por

J2,−u(x0) = {(X, p) ∈ S(N) × RN : u(x) ≥ u(x0)+ < p, x− x0 >

+
1

2
< X(x− x0), x− x0 > + o (|x− x0|2) quando x→ x0}.

Em [25] e [47] temos alguns exemplos e propriedades dos semi-jets, dentre eles o seguinte
resultado, que adaptamos para o nosso caso:

Lema 2.1 Seja u : Ω → R uma função e x0 ∈ Ω, então

J2,+u(x0) = {(D2ϕ(x0), Dϕ(x0)) | ϕ ∈ C2(Ω), ϕ(x0) = u(x0),

ϕ ≥ u em uma vizinhança de x0}.

J2,−u(x0) = {(D2ϕ(x0), Dϕ(x0)) | ϕ ∈ C2(Ω), ϕ(x0) = u(x0),

ϕ ≤ u em uma vizinhança de x0}.

Demonstração: Faremos a demonstração para a primeira igualdade, a segunda segue de
modo análogo. Seja W o lado direito da primeira igualdade. Note que W ⊂ J2,+u(x0) é
trivial pela expansão de Taylor de ϕ em torno de x0. Para a outra inclusão, seja (X, p) ∈
J2,+u(x0), logo existem δ > 0 e w ∈ C([0, δ]), não decrescente, com w(0) = 0, w(r) = 0,
para todo r ∈ (−∞, 0), de forma que

u(x) ≤ u(x0)+ < p, x− x0 > +
1

2
< X(x− x0), x− x0 > +w(|x− x0|)|x− x0|2.

Dessa forma, basta considerar

ϕ(x) = u(x0)+ < p, x− x0 > +
1

2
< X(x− x0), x− x0 > +θ(|x− x0|),

onde θ(r) =

∫ 2r

r

dt

∫ 2t

t

w(s)ds, para r ≤ δ
4
.

Decorre deste resultado o seguinte fato:

Observação 2.2 Dado (X, p) ∈ J2,+u(x0), existe ϕ ∈ C 2(Ω) tal que ϕ ≥ u em uma vizi-
nhança de x0, ϕ(x0) = u(x0), Dϕ(x0) = p e D2ϕ(x0) = X.

A respeito de sub e supersoluções de viscosidade temos uma propriedade interessante que
será utilizada no Caṕıtulo 4:
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Lema 2.2 O máximo de subsoluções de viscosidade é subsolução de viscosidade.

Demonstração: Sejam u e v subsoluções de viscosidade de

F (D2z,Dz) = g(x, z)

e defina w = max{u, v}. Tomemos x0 ∈ Ω arbitrário.
Se w é constante em Bδ(x0), w = c, podemos supor, sem perda de generalidade que

w(x) = u(x) em Bδ(x0). Como u é constante nessa bola, u = c, e sendo u subsolução de
viscosidade temos g(x, c) ≤ 0 em Bδ(x0).

Se w não é constante em uma vizinhança de x0 (e assim, sem perda de generalidade,
podemos supor que u também não é constante e u(x0) = w(x0)), seja ϕ ∈ C2(Ω) tal que
ϕ ≥ w ≥ u em uma vizinhança de x0, u(x0) = w(x0) = ϕ(x0) e Dϕ(x0) 6= 0. Sendo u
subsolução de viscosidade de F (D2u,Du) = g(x, u), segue que

F (D2ϕ(x0), Dϕ(x0)) ≥ g(x0, u(x0)) = g(x0, w(x0)).

E portanto w é subsolução de viscosidade de F (D2z,Dz) = g(x, z).

Observação 2.3 Analogamente provamos que o mı́nimo de supersoluções de viscosidade é
supersolução de viscosidade.

2.3 Sup Convoluções

Outra ferramenta conhecida e muito utilizada na teoria de soluções de viscosidade
para, de certa forma, regularizar as funções são as chamadas sup e inf convoluções.

Definição 2.3 Dados u : Ω → R e ε > 0, definimos a sup convolução de u, uε : RN → R,
por

uε(x) = sup
y∈Ω

{u(y) − 1

2ε
|x− y|2},

e a inf convolução de u, uε : RN → R, por

uε(x) = inf
y∈Ω

{u(y) +
1

2ε
|x− y|2}.

Esta definição bem como algumas propriedades de tais funções podem ser encontrados em
[7, 15, 23, 25, 47]. Abaixo seguem alguns resultados que vamos utilizar no decorrer deste
trabalho.

Lema 2.3 [7, Lemma 3.7] Seja u ∈ C(Ω). Se x ∈ Ω então

uε(x) = sup{u(y) − 1

2ε
|x− y|2 : |x− y| ≤ 2

√
εM},

onde M = sup
Ω

|u(x)|. Esse supremo é finito e é atingido para algum x̂ ∈ Ω satisfazendo

|x− x̂| ≤ 2
√
εM .
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Demonstração: Fixe x ∈ Ω e seja y ∈ Ω tal que |x− y| > 2
√
εM , então

u(y) − 1

2ε
|x− y|2 < u(y) − 2M ≤ −M ≤ u(x) ≤ uε(x).

Assim o supremo não pode ocorrer no conjunto {y ∈ Ω : |x−y| > 2
√
εM}. Como o conjunto

{y ∈ Ω : |x− y| ≤ 2
√
εM} é compacto e u é cont́ınua, temos que u atinge seu supremo.

Lema 2.4 [20, Lemma A.2] Sejam Ω um conjunto limitado, u ∈ C(Ω) e uε sua sup con-
volução. Então:
i) uε é Lipschitz cont́ınua sobre Ω.
ii) uε → u quando ε→ 0 uniformemente sobre Ω.
iii) Existe uma função mensurável M : Ω → S(N) tal que

uε(y) = uε(x)+ < Duε(x), y − x > +
1

2
< M(x)(y − x), y − x > + o (|y − x|2),

q.t.p. x ∈ Ω.

iv) M(x) ≥ −I
ε

q.t.p. em Ω.

v) Se uε
η é uma molificação standard de uε, então D2uε

η ≥ − I
ε

e

D2uε
η(x) →M(x) q.t.p. x ∈ Ω quando η → 0.

Demonstração: i) Sejam y, z ∈ Ω arbitrários. Então temos

uε(y) = u(ŷ) − 1

2ε
|ŷ − z|2 +

1

2ε
(|ŷ − z|2 − |ŷ − y|2)

≤ uε(z) +
1

2ε
(|ŷ − z|2 − |ŷ − y|2)

= uε(z) +
1

2ε
(|ŷ − z| + |ŷ − y|)(|ŷ − z| − |ŷ − y|)

≤ uε(z) +
1

2ε
(|ŷ − y| + |ŷ − y| + |y − z|)|y − z|

≤ uε(z) +
1

2ε
(4
√
εM + diam(Ω))|y − z|

≤ uε(z) + k|y − z|.

Trocando os papéis de y e z obtemos uε(z) − uε(y) ≤ k|y − z|. Portanto uε é Lipschitz
cont́ınua.

ii) Sejam y ∈ Ω e ŷ tal que uε(y) = u(ŷ) − 1
2ε
|ŷ − y|2. Como u é cont́ınua, dado h > 0,

existe d > 0 tal que u(x) ≤ u(y) + h, se |x− y| < d.
Seja ε < d2

4M
, então como |ŷ − y| ≤ 2

√
εM , temos que |ŷ − y| < d, o que implica

u(ŷ) ≤ u(y) + h, ou seja,

uε(y) = u(ŷ) − 1

2ε
|ŷ − y|2 ≤ u(y) + h− 1

2ε
|ŷ − y|2 ≤ u(y) + h.
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Dessa forma temos que dado qualquer h > 0, existe ε < d2

4M
de modo que 0 ≤ uε(y)−u(y) ≤ h.

Desde que y é qualquer segue que uε → u uniformemente quando ε→ 0.
iii) Mostremos que uε é semiconvexa, ou seja, existe constante C > 0 de modo que

uε(y) = uε(y) + C|y|2 é convexa em todo subconjunto convexo de Ω. Para o nosso caso
mostraremos que uε(y) = uε(y) + 1

2ε
|y|2 é convexa, isto é, para todo y + h, y − h, y ∈ Ω,

temos uε(y + h) + uε(y − h) − 2uε(y) ≥ 0.
De fato, fixado y ∈ Ω, seja ŷ tal que uε(y) = u(ŷ) − 1

2ε
|y − ŷ|2. Então,

uε(y + h) ≥ u(ŷ) − 1

2ε
|y + h− ŷ|2

uε(y − h) ≥ u(ŷ) − 1

2ε
|y − h− ŷ|2,

Logo,
uε(y + h) + uε(y − h) − 2uε(y)

= uε(y + h) +
1

2ε
|y + h|2 + uε(y − h) +

1

2ε
|y − h|2 − 2uε(y) − 2

2ε
|y|2

≥ u(ŷ) − 1

2ε
|y + h− ŷ|2 +

1

2ε
|y + h|2 + u(ŷ) − 1

2ε
|y − h− ŷ|2

+
1

2ε
|y − h|2 − 2u(ŷ) +

2

2ε
|y − ŷ|2 − 2

2ε
|y|2

=
1

2ε
(−|y + h|2 + 2 < y + h, ŷ > −|ŷ|2 + |y + h|2 − |y − h|2

+2 < y − h, ŷ > −|ŷ|2 + |y − h|2 + 2|y|2 − 4 < y, ŷ > +2|ŷ|2 − 2|y|2
= 0.

Assim, sendo uε : RN → R semiconvexa, temos pelo Teorema de Aleksandrov (Teorema 1.2)
que uε é duas vezes diferenciável q.t.p. em RN , dessa forma existe M ∈ S(N) tal que

uε(y) ≤ uε(x)+ < Duε(x), y − x > +
1

2
< M(y − x), y − x > +o(|y − x|2)

q.t.p x ∈ Ω.
iv) Pelo item iii) segue que (M(x0), Du

ε(x0)) ∈ J2,+uε(x0), logo pela Observação 2.2
existe ϕ ∈ C2(Ω) tal que ϕ(x0) = uε(x0), ϕ ≥ uε em uma vizinhança Bδ(x0) de x0, onde
Dϕ(x0) = Duε(x0) e D2ϕ(x0) = M(x0). Seja x̂ o ponto onde o supremo é atingido na
definição de uε, então, para todo x ∈ Bδ(x0) e y ∈ Ω,

u(y) − 1

2ε
|x− y|2 − ϕ(x) ≤ sup

Ω

(u(y) − 1

2ε
|x− y|2) − ϕ(x)

= uε(x) − ϕ(x)

≤ uε(x0) − ϕ(x0)

= u(x̂) − 1

2ε
|x0 − x̂|2 − ϕ(x0).

Fazendo y = x̂, temos

u(x̂) − 1

2ε
|x− x̂|2 − ϕ(x) ≤ u(x̂) − 1

2ε
|x0 − x̂|2 − ϕ(x0)
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ou seja,
1

2ε
|x0 − x̂|2 + ϕ(x0) ≤

1

2ε
|x− x̂|2 + ϕ(x).

Sendo x ∈ Bδ(x0) qualquer, temos que a função ξ(x) = 1
2ε
|x − x̂|2 + ϕ(x) tem um mı́nimo

local em x0 e ξ ∈ C2(Bδ(x0)). Assim temos que Dξ(x0) = 0 e D2ξ(x0) ≥ 0, ou seja,

Dϕ(x0) =
1

ε
(x0 − x̂) e

I

ε
+D2ϕ(x0) ≥ 0.

Logo, sendo Dϕ(x0) = Duε(x0) e D2ϕ(x0) = M(x0), segue

Duε(x0) =
1

ε
(x0 − x̂) e M(x0) ≥ −I

ε
,

o que conclui este item.
v) Seja uε

η uma molificação standard dada pelo Teorema 1.1, logo temos que uε
η ∈ C2(Ω), e

assim pela expansão de Taylor temos

uε
η(y) = uε

η(x)+ < Duε
η(x), y − x > +

1

2
< D2uε

η(x)(y − x), y − x >

+ o(|y − x|2), (2.3)

para y próximo de x. Como uε
η → uε uniformemente em conjuntos compactos, fazendo η → 0

em (2.3) obtemos

uε(y) = uε(x)+ < lim
η→0

Duε
η(x), y − x > +

1

2
< lim

η→0
D2uε

η(x)(y − x), y − x >

+ o(|y − x|2),

para y próximo de x. Por outro lado, por iii) temos

uε(y)=uε(x)+< Duε(x), y − x>+
1

2
< M(x)(y − x), y − x>+o(|y − x|2).

Logo, fazendo a diferença dessas expressões, pelo Teorema 1.1 v) temos,
〈[

lim
η→0

D2uε
η(x) −M(x)

]

(y − x), y − x

〉

= 0

e portanto lim
η→0

D2uε
η(x) = M(x) q.t.p. x ∈ Ω.

Mostremos agora que D2uε
η ≥ − I

ε
. Como uε

η ∈ C2(Ω), temos pela expansão de Taylor
que

uε
η(x) = uε

η(x0)+ < Duε
η(x0), x− x0 > +

1

2
< D2uε

η(x0)(x− x0), x− x0 >

+o(|x− x0|2).

Como uε
η → uε uniformemente em conjuntos compactos, temos que dado γ > 0 existe δ > 0

tal que para η < δ, segue que

|uε
η(x) − uε(x)| < γ, ∀ x ∈ Ω. (2.4)
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Se γ = |x− x0|2, para η < γ, temos

−|x− x0|2 + uε(x) ≤ uε
η(x)

= uε
η(x0)+ < Duε

η(x0), x− x0 >

+
1

2
< D2uε

η(x0)(x− x0), x− x0 > +o(|x− x0|2)
≤ uε(x0) + |x− x0|2+ < Duε

η(x0), x− x0 >

+
1

2
< D2uε

η(x0)(x− x0), x− x0 > +o(|x− x0|2),

ou seja,

uε(x) ≤ uε(x0)+ < Duε
η(x0), x− x0 >

+
1

2
< D2uε

η(x0)(x− x0), x− x0 > +2|x− x0|2 + o(|x− x0|2).

Logo (D2uε
η(x0), Du

ε
η(x0)) ∈ J2,+uε(x0) e assim existe ϕ ∈ C2(Ω) tal que ϕ(x0) = uε(x0),

ϕ ≥ uε em uma vizinhança Bδ(x0) de x0, Dϕ(x0) = Duε
η(x0) eD2ϕ(x0) = D2uε

η(x0). Fazendo
racioćınio análogo ao item iv) obtemos o resultado.

O resultado a seguir é conhecido como a “propriedade mágica” das sup convoluções.

Lema 2.5 [25, Lemma A.5] Seja u ∈ C(Ω). Se (Y, q) ∈ J 2,+uε(x0), então (Y, q) ∈ J 2,+u(x̂),

onde x̂ é tal que uε(x0) = u(x̂) − 1

2ε
|x0 − x̂|2.

Demonstração: Sejam y ∈ Ω, x ∈ RN arbitrários, então

u(y) − 1

2ε
|y − x|2 ≤ uε(x)

≤ uε(x0)+ < q, x− x0 > +
1

2
< Y (x− x0), x− x0 > +o (|x− x0|2)

= u(x̂) − 1

2ε
|x0 − x̂|2+< q, x− x0 > +

1

2
<Y (x− x0), x− x0>

+ o (|x− x0|2).

Como x e y são arbitrários, tomando x = y − x̂+ x0, segue que

u(y) ≤ u(x̂)+ < q, y − x̂ > +
1

2
< Y (y − x̂), y − x̂ > + o (|y − x̂|2),

e assim obtemos o resultado.

2.4 Estimativas ABP para Operadores Singulares

Completamente Não Lineares

Nesta seção estamos interessados em estimativas do tipo Aleksandrov-Bakelman-
Pucci (ABP) para soluções de viscosidade das equações (2.1) e (2.2).
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Observamos que, por uma estimativa ABP entendemos uma limitação para o supremo
de uma subsolução u em Ω em termos do supremo de u sobre ∂Ω e da norma LN de f .

Para o caso de soluções clássicas e fracas, as estimativas ABP podem ser encontradas em
[8, 16, 45, 52] sobre domı́nios limitados. Já para domı́nios ilimitados citamos [17, 18, 62]
bem como suas referências.

Caffarelli [19] iniciou o estudo de estimativas ABP para soluções de viscosidade. De fato,
ele provou esta estimativa para soluções de viscosidade da equação

M+
a,A(D2u) = f(x), em B1(0).

Em 1996, Caffarelli et al [20] obtiveram estimativas ABP para soluções Lp−viscosidade de

−M+
a,A(D2u) − γ|Du| ≤ f(x) sobre {u > 0}

e

−M−
a,A(D2u) + γ|Du| ≥ f(x) sobre {u < 0}.

Recentemente, estimativas ABP para equações da forma

F (D2u,Du, u, x) = f(x), x ∈ Ω (2.5)

tem sido estudadas. Em [57], Quaas e Sirakov estudaram a equação (2.5) impondo

M−
a,A(X) − γ|p| − δ|r| ≤ F (X, p, r, x) ≤ M+

a,A(X) + γ|p| + δ|r|, ∀ x ∈ Ω,

com γ, δ constantes positivas e Ω um domı́nio suave limitado. Capuzzo Dolcetta et al em
[21], consideram a equação (2.5) sob a hipótese

F (X, p, r, x) ≤ M+
a,A(X) + b(x)|p|, ∀ x ∈ Ω,

para uma função cont́ınua, não-negativa e limitada b e Ω um domı́nio aberto de RN satis-
fazendo certas condições. Koike e Swiech [49] estenderam [21] para b ∈ Lq

+(Ω) e soluções
Lp-viscosidade. Além disso temos o trabalho de Amendola, Rossi e Vitolo [4] no qual estudam
estimativas ABP para (2.5) sob hipótese

F (X, p, r, x) ≤ M+
a,A(X) + b(x)|p|q, ∀ x ∈ Ω,

onde Ω é o domı́nio definido em [21], b é uma função cont́ınua e q ∈ [1, 2]. Nosso operador
é, de certa forma, mais geral que os operadores citados acima, desde que F satisfaz

|p|αM−
a,A(M) ≤ F (M, p) ≤ |p|αM+

a,A(M), (2.6)

com α > −1 (note que (F2) implica (2.6)(veja Apêndice A)).

Motivados pelos resultados de [45] e [20], o nosso objetivo é provar estimativas ABP para
equações (2.1) e (2.2), com F satisfazendo as condições (F0)-(F2). Começamos escrevendo
algumas definições que serão importantes para esse fim:
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Definição 2.4 Para 0 < a ≤ A, os operadores de Pucci são definidos por

M+
a,A(M) = a

∑

ei<0

ei + A
∑

ei>0

ei,

M−
a,A(M) = A

∑

ei<0

ei + a
∑

ei>0

ei,

onde ei são os autovalores de M .

No apêndice temos uma definição equivalente para esses operadores, bem como suas pro-
priedades.

Em geral para demonstrarmos resultados de estimativas ABP, precisamos definir a noção
de conjunto de contato superior de uma função u:

Definição 2.5 [20, Appendix A] Para u : Ω → R, r > 0, defina o conjunto de contato
superior de u por

Γ+(u,Ω) = {x ∈ Ω : ∃ p ∈ RN ;u(y) ≤ u(x)+ < p, y − x >,∀ y ∈ Ω}

Γ+
r (u,Ω) = {x ∈ Ω : ∃ p ∈ Br(0) ;u(y) ≤ u(x)+ < p, y − x >,∀ y ∈ Ω}.

Denotaremos durante esse caṕıtulo Γ+(u,Ω) simplesmente por Γ+(u) e Γ+
r (u,Ω) por Γ+

r (u),
salvo os casos em que haja dúvidas com relação ao domı́nio em questão. O próximo resultado
encontra-se em [20], entretanto daremos uma breve demonstração:

Lema 2.6 [20, Lemma A.1] Sejam uj, j = 1, 2, ... funções definidas sobre conjuntos Ωj,
onde Ωj são conjuntos abertos tais que Ωj ⊂ Ωj+1 e

⋃
Ωj = Ω. Se uj converge uniformemente

sobre cada Ωm a uma função cont́ınua u, então

lim sup
j→∞

Γ+(uj,Ωj) ⊂ Γ+(u,Ω).

Demonstração: Seja x ∈ lim sup
j→∞

Γ+(uj,Ωj), logo existe pj ∈ RN tal que

uj(y) ≤ uj(x)+ < pj, y − x >, ∀ y ∈ Ωj. (2.7)

Como uj → u uniformemente sobre cada Ωm e por hipótese
⋃

Ωj = Ω, temos que sendo

yj = x− r
pj

|pj|
, para r > 0 suficientemente pequeno, yj ∈ Ωj, logo passando o limite obtemos

inf
|y−x|≤r

u(y) ≤ lim inf
j→∞

uj(yj) ≤ u(x) − r lim sup
j→∞

|pj|.

Dessa forma temos que pj é limitado e portanto pj → p. Assim passando o limite em (2.7)
obtemos

u(y) ≤ u(x)+ < p, y − x >, ∀ y ∈ Ω.

Vamos agora à demonstração dos nossos resultados sobre estimativas ABP. Para facilitar
a leitura iremos enunciar novamente os teoremas. Consideraremos inicialmente o caso do
operador que não tem dependência do gradiente:
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Teorema 2.1 Sejam u ∈ C(Ω) e f ∈ LN(Ω)∩C(Ω). Se u é uma subsolução de viscosidade
da equação

F (D2u,Du) = f(x) em {u > 0},
então existe uma constante positiva C = C(N, a, α) tal que

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
α+1

LN (Γ+(u+))
.

Se u é uma supersolução de viscosidade da equação

F (D2u,Du) = f(x) em {u < 0},

então existe uma constante positiva C = C(N, a, α) tal que

− inf
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u− + Cdiam(Ω)‖f+‖

1
α+1

LN (Γ+(u−))
.

Demonstração: Para provarmos esse teorema, separaremos a prova em duas partes:
na primeira parte vamos supor que a subsolução de viscosidade u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω). Na
segunda parte consideraremos apenas u ∈ C(Ω) e faremos a demonstração por aproxima-
ções, utilizando as sup convoluções.
Parte 1 : u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).
Defina

r0 = r0(u) =
supΩ u− sup∂Ω u

+

diam(Ω)
.

A idéia será obter uma estimativa em função de ‖f−‖LN (Γ+(u+)) para todo r < r0 e assim,
obtemos r0 ≤ C‖f−‖LN (Γ+(u+)). Pela definição de r0 conclúımos o resultado. Para obter
essas estimativas, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.7 Para cada r < r0, obtemos

i)

∫

Br(0)

g(p) dp ≤
∫

Γ+
r (u+)

g(Du) | detD2u| dx, ∀g ∈ C(RN), g ≥ 0. (2.8)

ii) D2u ≤ 0 sobre Γ+
r (u+) ⊂ {u > 0}.

Demonstração: Seja A a imagem de Γ+
r (u+) sob a aplicação Du. Se esta aplicação é

uma bijeção então por mudança de variáveis temos
∫

A
g(p) dp =

∫

Γ+
r (u+)

g(Du) |detD2u| dx.

Se a aplicação é apenas sobrejetora, desde que g ≥ 0 temos
∫

A
g(p) dp ≤

∫

Γ+
r (u+)

g(Du) |detD2u| dx.
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Assim, devemos mostrar que Br(0) ⊂ A. Seja p ∈ Br(0) e considere

Lp(t) = min
x∈Ω

{t+ < p, x > −u+(x)}.

notemos que Lp é cont́ınua, positiva para t suficientemente grande e negativa para −t grande.
Seja tp a maior raiz de Lp(t), então

tp+ < p, x > −u+(x) ≥ 0, ∀ x ∈ Ω,

tp+ < p, y > −u+(y) = 0, para algum y ∈ Ω,

isto é, tp+ < p, x > −u+(x) ≥ tp+ < p, y > −u+(y), para todo x ∈ Ω, ou

u+(x) ≤ u+(y)+ < p, x− y >, ∀ x ∈ Ω, (2.9)

e assim

y ∈ Γ+
r (u+). (2.10)

Sendo u(x) ≤ u+(x), ∀x ∈ Ω, pela desigualdade de Cauchy Schwartz segue

u(x) ≤ u+(y)+ < p, x− y >≤ u+(y) + |p||x− y| < u+(y) + r diam(Ω).

Como esta desigualdade vale para todo x ∈ Ω, temos

sup
Ω
u ≤ u+(y) + r diam(Ω).

Pela definição de r0 segue que

sup
∂Ω

u+ ≤ u+(y) + (r − r0) diam(Ω) < u+(y).

Logo, y 6∈ ∂Ω e u+(y) > 0, em particular, u(y) > 0. Com isto temos que Γ+
r (u+) ⊂ {u > 0}.

Além disso, por (2.9) temos

< p, x > −u(x) ≥ < p, x > −u+(x) ≥ < p, y > −u(y), ∀ x ∈ Ω,

ou seja, y é um ponto de máximo de u(·)− < p, · >. Como esta função é duas vezes
continuamente diferenciável e y 6∈ ∂Ω, segue que D(u(y)−< p, y >) = 0 e ainda temos
que D2(u(y)−< p, y >) ≤ 0, isto é, D(u(y)) = p e D2(u(y)) ≤ 0. Assim conclúımos por
(2.10) que p ∈ Du(Γ+

r (u+)) e D2u ≤ 0 sobre Γ+
r (u+) ⊂ {u > 0} e portanto a demonstração

do Lema 2.7 está completa.
Para estimar os dois lados da relação (2.8), escolheremos funções g adaptadas para os

casos α ≥ 0 e −1 < α < 0, que serão analisados separadamente, e para isso precisaremos
conhecer o comportamento de Du no conjunto Γ+(u+). Dividiremos a prova em vários
passos.
Passo 1 : Comportamento de Du no conjunto Γ+

r (u+).
Seja x0 ∈ Γ+

r (u+) arbitrário. Se Du(x0) 6= 0, como u ∈ C 2(Ω), podemos tomar ϕ = u na
definição de subsolução de viscosidade, e conclúımos que

F (D2u(x0), Du(x0)) ≥ f(x0).
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Por (2.6) obtemos

−f−(x0) ≤ f(x0) ≤ F (D2u(x0), Du(x0)) ≤ |Du(x0)|αM+
a,A(D2u(x0)).

Pelo Lema 2.7, segue que D2u(x0) ≤ 0, logo M+
a,A(D2u(x0)) = atr(D2u(x0)) e então

(−tr(D2u(x0))

N

)N

≤
(

f−(x0)

Na|Du(x0)|α
)N

.

Se Du(x0) = 0 e D2u(x0) 6= 0, então x0 é um ponto cŕıtico de u e assim, pelo Lema 2.7 ii),
D2u(x0) < 0, o que implica que x0 é um ponto cŕıtico não degenerado de u. Note que, como
u ∈ C 2(Ω), o conjunto dos pontos cŕıticos não degenerados é enumerável.

Pelo Lema 2.7 ii) e pela Proposição A.1 com 0 ≤ −D2u, I ∈ S(N), temos

| detD2u| ≤
(−tr(D2u)

N

)N

.

Portanto no Passo 1 conclúımos que

| detD2u(x0)| ≤
(

f−(x0)

Na|Du(x0)|α
)N

, para x0 ∈ Γ+
r (u+), Du(x0) 6= 0

e o conjunto onde Du(x) = 0 e D2u(x) 6= 0 é enumerável.
Passo 2 : Consideremos α ≥ 0.
Neste caso, tomando g(p) = |p|αN obtemos pelo Lema 2.7,

∫

Br(0)

|p|αNdp ≤
∫

Γ+
r (u+)

|Du|αN | detD2u| dx. (2.11)

Passo 2.1 : Estimativa do lado direito de (2.11).
Seja U = {x ∈ Γ+

r (u+) : Du(x) = 0}. Então, pelo Passo 1,

∫

Γ+
r (u+)\U

|Du|αN | detD2u| dx ≤
∫

Γ+
r (u+)\U

|Du|αN

(
f−

Na|Du|α
)N

dx

≤ 1

NNaN

∫

Γ+(u+)

(f−)Ndx.

Passo 2.2 : Estimativa do lado esquerdo de (2.11).
Pela propriedade da co-área,

∫

Br(0)

|p|αNdp =

∫ r

0

qαN

∫

∂Bq(0)

dSdq =
ωNr

(α+1)N

α+ 1
.

Pelos Passos 2.1 e 2.2 obtemos

r ≤
(

α+ 1

ωNNNaN

) 1
N(α+1)

︸ ︷︷ ︸

C=C(N,a,α)

‖f−‖
1

α+1

LN (Γ+(u+))
.
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Como esta estimativa vale para todo r < r0, temos r0 ≤ C‖f−‖
1

α+1

LN (Γ+(u+))
, ou seja,

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
α+1

LN (Γ+(u+))
.

Passo 3 : Consideremos −1 < α < 0.
Seja g(p) = (1 + k|p|)αN , com k > 0 constante qualquer, pelo Lema 2.7 i),

∫

Br(0)

(1 + k|p|)αNdp ≤
∫

Γ+
r (u+)

(1 + k|Du|)αN | detD2u| dx. (2.12)

Passo 3.1 : Estimativa do lado direito de (2.12).
Considerando U como no Passo 2.1, temos pelo Passo 1 que

∫

Γ+
r (u+)\U

(1 + k|Du|)αN | detD2u|dx ≤
∫

Γ+
r (u+)\U

(1 + k|Du|)αN

(
f−

Na|Du|α
)N

dx.

Notando que

(1 + k|Du|)αN

|Du|αN
=

(
1 + k|Du|

|Du|

)αN

=
1

(
1

|Du| + k
)−αN

≤ 1

k−αN
, (2.13)

segue que

∫

Γ+
r (u+)\U

(1 + k|Du|)αN

(
f−

Na|Du|α
)N

dx ≤ 1

NNaNk−αN

∫

Γ+
r (u+)\U

(f−)Ndx

≤ 1

NNaNk−αN

∫

Γ+(u+)

(f−)Ndx.

Passo 3.2 : Estimativa do lado esquerdo de (2.12).
Pelo Lema A.1 temos

(1 + kq)−αN ≤ CαN(1 + (kq)−αN),

logo

∫

Br(0)

(1 + k|p|)αNdp = NωN

∫ r

0

qN−1

(1 + kq)−αN
dq ≥ NωN

CαN

∫ r

0

qN−1

1 + (kq)−αN
dq.

Agora, desde que q ≤ r < r0 implica

1

1 + (kq)−αN
>

1

1 + (kr0)−αN
,

então obtemos

NωN

CαN

∫ r

0

qN−1

1 + (kq)−αN
dq >

NωN

CαN

∫ r

0

qN−1

1 + k(r0)−αN
dq=

ωNr
N

CαN(1 + (kr0)−αN)
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e portanto

∫

Br(0)

(1 + k|p|)αNdp >
ωNr

N

CαN(1 + (kr0)−αN)
(2.14)

Segue de (2.12) e dos Passos 3.1 e 3.2 que

ωNr
N

CαN(1 + (kr0)−αN)
≤ 1

NNaNk−αN
‖f−‖N

LN (Γ+(u+)).

Novamente, como esta estimativa é válida para todo r < r0, temos que

r0
N

1 + (kr0)−αN
≤ CαN

ωNNNaNk−αN
‖f−‖N

LN (Γ+(u+)),

onde k > 0 é qualquer. Em particular, tomando k = (r0)
−1, obtemos

r0 ≤
(

2CαN

ωNNNaN

) 1
N(α+1)

︸ ︷︷ ︸

C(N,a,α)

‖f−‖
1

α+1

LN (Γ+(u+))
,

e portanto conclúımos a primeira parte.
Parte 2 : u ∈ C(Ω).
Sejam uε a sup convolução de u e uε

η uma molificação standard de uε, logo temos uε
η ∈ C∞.

Da mesma forma que no Lema 2.7 temos o seguinte resultado:

Lema 2.8 Para cada r < r0(u
ε
η), obtemos

i)

∫

Br(0)

g(p) dp ≤
∫

Γ+
r (uε

η
+)

g(Duε
η)| detD2uε

η| dx, ∀ g ∈ C(RN), g ≥ 0. (2.15)

ii) D2uε
η ≤ 0 sobre Γ+

r (uε
η
+) ⊂ {uε

η > 0}.

Como feito na Parte 1, nosso objetivo é para todo r < r0(u), obter estimativas para
r em termos de uma constante e ‖f−‖LN (Γ+(u+)). Agora, como uε → u uniformemente e
uε

η → uε uniformemente, dado r < r0(u), obtemos ε e η suficientemente pequenos de forma
que r < r0(u

ε
η).

Pelo Lema 2.4 v) obtemos −I
ε
≤ D2uε

η ≤ 0 sobre Γ+
r (uε

η
+) e D2uε

η(x) →M(x) q.t.p. x, logo

M(x) ≤ 0 q.t.p. x ∈ lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+). (2.16)

Como g é cont́ınua, pelo Teorema da Convergência Limitada aplicado em (2.15) temos

∫

Br(0)

g(p) dp ≤
∫

lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+)

g(Duε)| detM | dx, ∀ g ∈ C(RN), g ≥ 0. (2.17)
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Novamente, analisaremos o comportamento de Duε no conjunto lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+) no intuito de

estimar a integral (2.17).
Passo 4 : Análise do comportamento de Duε no conjunto lim

η→0
Γ+

r (uε
η
+).

Seja x ∈ lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+) arbitrário. Pelo Lema 2.4 iii) temos

(M(x), Duε(x)) ∈ J 2,+uε(x).

Logo, pelo Lema 2.5, temos que (M(x), Duε(x)) ∈ J 2,+u(x̂), onde x̂ é tal que uε(x) =
u(x̂) − 1

2ε
|x − x̂|2 e assim pela Observação 2.2, existe ϕ ∈ C 2(Ω) com u(x̂) = ϕ(x̂), u ≤ ϕ

em uma vizinhança de x̂ tal que

Dϕ(x̂) = Duε(x), D2ϕ(x̂) = M(x). (2.18)

Suponha que Duε(x) 6= 0, então sendo u subsolução de viscosidade e x̂ ∈ {u > 0}, temos
F (D2ϕ(x̂), Dϕ(x̂)) ≥ f(x̂). Por (2.18) e (2.6),

f(x̂) ≤ F (D2ϕ(x̂), Dϕ(x̂)) = F (M(x), Duε(x)) ≤ |Duε(x)|αM+
a,A(M(x)).

Considerando fε(x) = inf
{|x−y|≤2

√
εM}

f(y), por (2.16) segue que

−f−
ε (x) ≤ f(x̂) ≤ a|Duε(x)|αtr(M(x)), q.t.p. x ∈ lim

η→0
Γ+

r (uε
η
+),

isto é,
(−tr(M(x))

N

)N

≤
(

f−
ε (x)

Na|Duε(x)|α
)N

q.t.p. x ∈ lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+).

Por (2.16) e pela Proposição A.1 com 0 ≤M, I ∈ S(N), obtemos

| detM | ≤
(−trM

N

)N

.

Se Duε(x) = 0, então por (2.18) temos Dϕ(x̂) = 0. Se D2ϕ(x̂) 6= 0 então x̂ é ponto cŕıtico
de ϕ, o qual é não degenerado, desde que, por (2.16), obtemos D2ϕ(x̂) = M(x) ≤ 0 e
D2ϕ(x̂) 6= 0 . Logo o conjunto dos pontos tais que Duε = 0 e M(x) 6= 0 (isto é, o conjunto
dos pontos cŕıticos não degenerados de ϕ) é enumerável.

Portanto, no Passo 4 conclúımos se Duε(x) 6= 0 que

| detM(x)| ≤
(

f−
ε (x)

Na|Duε(x)|α
)N

q.t.p. x ∈ lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+), (2.19)

e o conjunto onde Duε(x) = 0 e D2uε(x) 6= 0 é enumerável.
Passo 5 : Consideremos α ≥ 0.
Seja V = {x ∈ lim

η→0
Γ+

r (uε
η
+) : Duε(x) = 0}. Usando a Proposição A.1 e tomando g(p) = |p|αN ,

temos em (2.17) que

∫

Br(0)

|p|αNdp ≤
∫

lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+)\V

|Duε|αN

(−trM
N

)N

dx.
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Agora, pelo Passo 2.2 e equação (2.19) segue

ωNr
N(α+1)

α+ 1
=

∫

Br(0)

|p|αNdp

≤
∫

lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+)\V

|Duε|αN

(−trM
N

)N

dx

≤
∫

lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+)\V

|Duε|αN

(
f−

ε

Na|Duε|α
)N

dx

≤ 1

NNaN

∫

lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+)\V

(f−
ε )Ndx.

Como fε é cont́ınua, quando ε→ 0 obtemos, pelo Lema 2.6,

rN(α+1) ≤ α+ 1

ωNNNaN

∫

lim
ε→0

(
lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+)\V

)(f
−)Ndx

≤ α+ 1

ωNNNaN
‖f−‖N

LN (Γ+(u+)).

Desde que r < r0 é arbitrário, o resultado segue.
Passo 6 : Caso −1 < α < 0.
Tomando g(p) = (1 + k|p|)αN em (2.17), temos pela equação (2.19) que

∫

Br(0)

(1 + k|p|)αNdp ≤
∫

lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+)

(1 + k|Duε|)αN

(
f−

ε

Na|Duε|α
)N

dx.

Pelo Passo 3.2, mais precisamente, equação (2.14), e usando a desigualdade obtida no Passo
3.1, temos

ωNr
N

CαN(1 + (kr0)−αN)
≤ 1

NNaNk−αN

∫

lim
η→0

Γ+
r (uε

η
+)

(f−
ε )Ndx.

Fazendo o limite quando ε→ 0, obtemos como no Passo 5, que

ωNr
N

CαN(1 + (kr0)−αN)
≤ 1

NNaNk−αN
‖f−‖N

LN (Γ+(u+)).

Como esta estimativa se aplica para todo r < r0, temos que

r0
N

1 + (kr0)−αN
≤ CαN

ωNNNaNk−αN
‖f−‖N

LN (Γ+(u+)),

onde k > 0 é qualquer. Em particular, tomando k = (r0)
−1, obtemos

r0 ≤
(

2CαN

ωNNNaN

) 1
N(α+1)

︸ ︷︷ ︸

C(N,a,α)

‖f−‖
1

α+1

LN (Γ+(u+))
,
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e portanto conclúımos a segunda parte.
Para as supersoluções, consideremos

r0 =
−infΩu− sup∂Ω u

−

diam(Ω)
,

e utilizamos a mesma idéia desta prova, substituindo u+ por u− e usando as inf convoluções
e suas propriedades.

Provaremos agora o caso da equação que possui dependência do gradiente.

Teorema 2.2 Sejam u ∈ C(Ω) e f ∈ LN(Ω) ∩ C(Ω). Se ‖f−‖LN (Γ+(u+)) ≥ 1 e u é uma
subsolução de viscosidade da equação

F (D2u,Du) + γ|Du|β = f(x) em {u > 0},

onde 0 < β ≤ α+ 1, então existe uma constante positiva C = C(N, a, α, β, γ) tal que

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
β

LN (Γ+(u+))
.

Se ‖f+‖LN (Γ+(u+)) ≥ 1 e u é uma supersolução de viscosidade da equação

F (D2u,Du) + γ|Du|β = f(x) em {u < 0},

onde 0 < β ≤ α+ 1, então existe uma constante positiva C = C(N, a, α, β, γ) tal que

− inf
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u− + Cdiam(Ω)‖f+‖

1
β

LN (Γ+(u−))
.

Demonstração: Esta demonstração segue os mesmos passos da demonstração do Teo-
rema 2.1. Considerando inicialmente u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), definimos

r0 =
supΩ u− sup∂Ω u

+

diam(Ω)
,

e obtemos estimativas para r < r0. Como o Lema 2.7 não depende de qual equação u é
subsolução de viscosidade, este lema continua válido neste caso.

Novamente consideraremos os casos α ≥ 0 e −1 < α < 0 separadamente e pelo Passo
1 do teorema anterior, as integrais podem ser calculadas apenas onde Du(x0) 6= 0, para
x0 ∈ Γ+

r (u+). Neste caso, como Du(x0) 6= 0 e u ∈ C 2(Ω), tomando ϕ = u na definição de
subsolução de viscosidade, obtemos

F (D2u(x0), Du(x0)) + γ|Du(x0)|β ≥ f(x0).

Por (2.6),

−f−(x0) ≤ f(x0) ≤ |Du(x0)|αM+
a,A(D2u(x0)) + γ|Du(x0)|β,
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e, pelo Lema 2.7, temos que D2u(x0) ≤ 0, donde segue

(−tr(D2u(x0))

N

)N

≤
(
f−(x0) + γ|Du(x0)|β

Na|Du(x0)|α
)N

. (2.20)

Caso 1 : Consideremos a prinćıpio α ≥ 0.

Pelo Lema 2.7, tomando g(p) = (k
N

N−1 +|p| βN
N−1 )1−N |p|αN , com k ≥ 1 uma constante arbitrária

e sendo U = {x ∈ Γ+
r (u+) : Du(x) = 0}, segue que

∫

Br(0)

|p|αN

(k
N

N−1 +|p| βN
N−1 )N−1

dp ≤
∫

Γ+
r (u+)\U

|Du|αN

(k
N

N−1 +|Du| βN
N−1 )N−1

| detD2u| dx. (2.21)

Passo 1.1 : Estimativa do lado direito de (2.21).
Pela Proposição A.1 temos que

|detD2u| ≤
(−trD2u

N

)N

e por (2.20) segue para todo x0 ∈ Γ+
r (u+) que

| detD2u(x0)| ≤
(
f−(x0) + γ|Du(x0)|β

Na|Du(x0)|α
)N

. (2.22)

Logo,
∫

Γ+
r (u+)\U

|Du|αN

(k
N

N−1 +|Du| βN
N−1 )N−1

| detD2u| dx

≤
∫

Γ+
r (u+)\U

(k
N

N−1 + |Du| βN
N−1 )1−N |Du|αN

(
f− + γ|Du|β
Na|Du|α

)N

dx

≤ 2N−1

NNaN

∫

Γ+
r (u+)\U
(k

N
N−1 + |Du| βN

N−1 )1−N

(
kN(f−)N

kN
+ γN |Du|βN

)

dx. (2.23)

Agora, note que

kN = (k
N

N−1 )N−1 ≤ (k
N

N−1 + |Du| βN
N−1 )N−1 (2.24)

e

|Du|βN = (|Du| βN
N−1 )N−1 ≤ (k

N
N−1 + |Du| βN

N−1 )N−1, (2.25)

assim, usando estas desigualdades em (2.23) obtemos,

2N−1

NNaN

∫

Γ+
r (u+)\U

(k
N

N−1 + |Du| βN
N−1 )1−N

(
kN(f−)N

kN
+ γN |Du|βN

)

dx

≤ 2N−1

NNaN

∫

Γ+
r (u+)\U

(
(f−)N

kN + γN
)

(k
N

N−1 + |Du| βN
N−1 )N−1

(|Du| βN
N−1 + k

N
N−1 )N−1dx

≤ 2N−1

NNaN

∫

Γ+
r (u+)

(
(f−)N

kN
+ γN

)

dx.
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Portanto
∫

Γ+
r (u+)\U

|Du|αN

(k
N

N−1 +|Du| βN
N−1 )N−1

| detD2u| dx

≤ 2N−1

NNaN

∫

Γ+
r (u+)

(
(f−)N

kN
+ γN

)

dx. (2.26)

Passo 1.2 : Estimativa do lado esquerdo de (2.21).

Como β ≤ α+ 1, temos α+1
β

≥ 1, então sendo k
N

N−1 + |p| βN
N−1 ≥ 1, obtemos

∫

Br(0)

|p|αN

(k
N

N−1 + |p| βN
N−1 )N−1

dp

≥
∫

Br(0)

|p|αN

(k
N

N−1 + |p| βN
N−1 )(N−1)(α+1

β
)
dp

≥ 21−(N−1)(α+1
β

)NωN

∫ r

0

qαN+N−1

k
N(α+1)

β + qαN+N

dq

= C1(N,α, β) ln

(
rN+αN

k
N
β

(α+1)
+ 1

)

.

Assim, segue da equação (2.26), e do Passo 1.2 que

ln

(
rN+αN

k
N
β

(α+1)
+ 1

)

≤ 2N−1

C1(N,α, β)NNaN

∫

Γ+(u+)

(
(f−)N

kN
+ γN

)

dx.

Tomando k = ‖f−‖LN (Γ+(u+)), segue




rN+αN

‖f−‖
N
β

(α+1)

LN (Γ+(u+))



 ≤ exp

(
2N−1

C1(N,α, β)NNaN

∫

Γ+(u+)

(
1 + γN

)
dx

)

− 1

︸ ︷︷ ︸

CN(α+1)=[C(N,a,α,γ,β)]N(α+1)

,

isto é

r ≤ C

(

‖f−‖
N
β

(α+1)

LN (Γ+(u+))

) 1
N(α+1)

.

Como esta estimativa se verifica para todo r < r0, conclúımos

r0 ≤ C‖f−‖
1
β

LN (Γ+(u+))
,

ou seja,

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
β

LN (Γ+(u+))
.

Caso 2 : Consideremos o caso em que −1 < α < 0.
Novamente pela Lema 2.7, tomando

g(p) = (k + |p|)αN(k
N

β(N−1) + |p| N
N−1 )β(1−N),
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com k ≥ 1 constante arbitrária, temos

∫

Br(0)

(k + |p|)αN(k
N

β(N−1) + |p| N
N−1 )β(1−N)dp

≤
∫

Γ+
r (u+)\U

(1 + k|Du|)αN(k
N

β(N−1) + |Du| N
N−1 )β(1−N)| detD2u| dx. (2.27)

Passo 2.1 : Estimativa do lado direito de (2.27).
Por (2.22) e (2.13) temos

∫

Γ+
r (u+)\U

(1 + k|Du|)αN(k
N

β(N−1) + |Du| N
N−1 )β(1−N)| detD2u| dx

≤
∫

Γ+
r (u+)\U

(1 + k|Du|)αN(k
N

β(N−1) + |Du| N
N−1 )β(1−N)

(
f− + γ|Du|β
Na|Du|α

)N

dx

≤ 2N−1kαN

NNaN

∫

Γ+
r (u+)\U

(k
N

β(N−1) + |Du| N
N−1 )β(1−N)

(
kN(f−)N

kN
+ γN |Du|Nβ

)

dx

≤ 2N−1

NNaN

∫

Γ+
r (u+)\U

(k
N

β(N−1) + |Du| N
N−1 )β(1−N)

(
kN(f−)N

kN
+ γN |Du|Nβ

)

dx.

onde na última desigualdade usamos o fato que k ≥ 1 e −αN > 0, logo kαN ≤ 1. Seguindo
a idéia do Passo 1.1, mais especificamente, as idéias das equações (2.24) e (2.25) obtemos

2N−1

NNaN

∫

Γ+
r (u+)\U

(k
N

β(N−1) + |Du| N
N−1 )β(1−N)

(
kN(f−)N

kN
+ γN |Du|Nβ

)

dx

≤ 2N−1

NNaN

∫

Γ+
r (u+)\U

(
(f−)N

kN
+ γN

)
(k

N
β(N−1) +|Du| N

N−1 )β(N−1)

(k
N

β(N−1) +|Du| N
N−1 )β(N−1)

dx

≤ 2N−1

NNaN

∫

Γ+(u+)

(
(f−)N

kN
+ γN

)

dx.

Passo 2.2 : Estimativa do lado esquerdo de (2.27).
Pela propriedade da co-área e pelo Lema A.1,

∫

Br(0)

(k + |p|)αN(k
N

β(N−1) + |p| N
N−1 )β(1−N)dp

=

∫ r

0

qN−1

(k + q)−αN(k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )β(N−1)
dq

≥ Nd1ωN

∫ r

0

qN−1

(k−αN + q−αN)(k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )β(N−1)
dq,

com d1 = 1, se −αN ∈ (0, 1], ou d1 = 21+αN , se −αN > 1. Agora, note que

q−αN = (q
N

N−1 )−α(N−1) ≤ (k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )−α(N−1),
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e
k−αN = (k

N
β(N−1) )−αβ(N−1) ≤ (k

N
β(N−1) + q

N
N−1 )−αβ(N−1).

Como −1 < α < 0 temos 0 < β ≤ α+ 1 < 1, logo −αβ(N − 1) < −α(N − 1) e assim

(k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )−αβ(N−1) ≤ (k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )−α(N−1).

Dessa forma

Nd1ωN

∫ r

0

qN−1

(k−αN + q−αN)(k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )β(N−1)
dq

≥ Nd1ωN

2

∫ r

0

qN−1

(k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )(β−α)(N−1)
dq

≥ Nd1ωN

2

∫ r

0

qN−1

(k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )(N−1)
dq,

onde na última desigualdade usamos que β − α ≤ 1.
Agora, pelo Lema A.1 sendo d2 = 1, se N − 1 ≤ 1, ou d2 = 22−N , se N − 1 > 1, obtemos

Nd1ωN

2

∫ r

0

qN−1

(k
N

β(N−1) + q
N

N−1 )(N−1)
dq ≥ Nd1d2ωN

2

∫ r

0

qN−1

k
N
β + qN

dq

=
d1d2ωN

2

∫ rN

0

du

k
N
β + u

=
d1d2ωN

2
ln

(
rN

k
N
β

+ 1

)

.

Portanto conclúımos no Passo 2.2 que

∫

Br(0)

(k + |p|)αN(k
N

β(N−1) + |p| N
N−1 )β(1−N)dp ≥ d1d2ωN

2
ln

(
rN

k
N
β

+ 1

)

.

Pelos Passos 2.1 e 2.2 segue que

d1d2ωN

2
ln

(
rN

k
N
β

+ 1

)

≤ 2N−1

NNaN

∫

Γ+(u+)

(
(f−)N

kN
+ γN

)

dx,

onde k ≥ 1 é arbitrário. Em particular, tomando k = ‖f−‖LN (Γ+(u+)), temos

ln




rN

‖f−‖
N
β

LN (Γ+(u+))

+ 1





≤ 2N

d1d2ωNNNaN

∫

Γ+(u+)

(

(f−)N

‖f−‖N
LN (Γ+(u+))

+ γN

)

dx

≤ 2N

d1d2ωNNNaN

∫

Γ+(u+)

1 + γNdx.
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Ou seja,

rN ≤
(

exp

(
2N

d1d2ωNNNaN

∫

Γ+(u+)

1 + γNdx

)

− 1

)

︸ ︷︷ ︸

[C(N,a,α,γ)]N=CN

‖f−‖
N
β

LN (Γ+(u+))
.

Como esta estimativa é verdadeira para todo r < r0 conclúımos

r0 ≤ C(N, a, α, γ)‖f−‖
1
β

LN (Γ+(u+))

e portanto obtemos o resultado desejado. Para o caso em que u é apenas cont́ınua, utilizamos
o mesmo argumento usado na segunda parte do Teorema 2.1. O caso da supersolução é
provado de maneira análoga.

Observação 2.4 Como citamos anteriormente, p−Laplaciano é um exemplo de operador
satisfazendo as hipóteses (F0)-(F2). Assim os teoremas provados anteriormente para esse
operador podem ser escritos da seguinte forma:

Corolário 2.1 Sejam u ∈ C(Ω) e f ∈ LN(Ω)∩C(Ω). Se u é uma subsolução de viscosidade
da equação

∆pu = f(x) em {u > 0},
então existe uma constante positiva C = C(N, a, α) tal que

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
p−1

LN (Γ+(u+))
.

Se u é uma supersolução de viscosidade da equação

∆pu = f(x) em {u < 0},
então existe uma constante positiva C = C(N, a, α) tal que

− inf
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u− + Cdiam(Ω)‖f+‖

1
p−1

LN (Γ+(u−))
.

Corolário 2.2 Sejam u ∈ C(Ω) e f ∈ LN(Ω) ∩ C(Ω). Se ‖f−‖LN (Γ+(u+)) ≥ 1 e u é uma
subsolução de viscosidade da equação

∆pu+ γ|Du|β = f(x) em {u > 0},
onde 0 < β ≤ p− 1, então existe uma constante positiva C = C(N, a, α, β, γ) tal que

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
β

LN (Γ+(u+))
.

Se ‖f+‖LN (Γ+(u+)) ≥ 1 e u é uma supersolução de viscosidade da equação

∆pu+ γ|Du|β = f(x) em {u < 0},
onde 0 < β ≤ p− 1, então existe uma constante positiva C = C(N, a, α, β, γ) tal que

− inf
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u− + Cdiam(Ω)‖f+‖

1
β

LN (Γ+(u−))
.
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2.5 Estimativas ABP para Sistemas Quasilineares

Para o caso de sistema, temos a seguinte definição de soluções de viscosidade:

Definição 2.6 Sejam Ω ⊂ RN aberto, G : S(N) × RN\{0} → R um operador cont́ınuo e g
alguma função cont́ınua definida sobre RN × Rm. Dizemos que u = (u1, ..., um) ∈ C(Ω,Rm)
é uma solução de viscosidade do sistema

{
Gi(D

2ui, Dui) = gi(x, u), em Ω
i = 1, ...,m

(2.28)

se para cada i ∈ {1, ...,m}, ui é uma solução de viscosidade da equação

Gi(D
2ui, Dui) = gi(x, u).

Através do Corolário 2.1 podemos provar o seguinte teorema, que será útil para obtermos
estimativas a priori para a parte negativa de uma eventual solução de (St) no Caṕıtulo 4:

Teorema 2.3 Seja u ∈ C(Ω,Rm) uma supersolução de viscosidade do sistema







∆p ui +
m∑

j=1

aij|uj|p−2uj = fi(x), em Ω

i = 1, ...,m,

(2.29)

onde f = (f1, f2, ..., fm), com fi ∈ LN(Ω) ∩ C(Ω) e A = (aij) ∈ S(m) satisfaz aij ≥ 0 para
todo i 6= j e

∑m

j=1 aij ≤ 0 para todo i = 1, ...,m. Então

− inf
Ω
{min{u1, ..., um}} ≤ sup

∂Ω
{max{(u1)

−, ..., (um)−}}

+Cdiam(Ω)‖f̃‖
1

p−1

LN (Γ+(u−))
,

onde f̃ = max{f+
1 , ..., f

+
m}.

Demonstração: Seja v = min{−u−1 , ...,−u−m}, onde u = (u1, ..., um) é supersolução de
viscosidade de (2.29). Provaremos que v é supersolução de viscosidade de ∆pv = f̃ . De fato,
suponhamos por contradição que v não é supersolução de viscosidade, logo existe x0 ∈ Ω
tal que, ou existe Bδ(x0) sobre a qual u é constante e f̃(x̄) < 0 para algum x̄ ∈ Bδ(x0)
(mas nesse caso 0 > f̃(x̄) ≥ 0, um absurdo), ou existe ϕ ∈ C2(Ω) tal que Dϕ(x0) 6= 0,
ϕ(x0) = v(x0), v ≥ ϕ em Br(x0) e

∆pϕ(x0) > f̃(x0). (2.30)

Neste caso, por continuidade, existe Bγ(x0), γ < r tal que ∆pϕ(y) > f̃(y), para todo
y ∈ Bγ(x0).

Fixemos k ∈ {1, ...,m} de forma que −u−k (x0) = v(x0), então temos

ϕ(x0) = v(x0) = −u−k (x0) e ϕ ≤ v ≤ 0 em Br(x0). (2.31)
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Suponhamos a prinćıpio que ϕ(x0) = 0. Assim, por (2.30) e (2.31) temos que ϕ ∈ C2(Ω) é
solução de

∆pϕ > 0, em Bγ(x0), ϕ ≤ 0 sobre ∂Bγ(x0).

Segue do Prinćıpio de Máximo de Vázquez que ϕ < 0 ou ϕ ≡ 0. Como ϕ(x0) = 0 conclúımos
que ϕ ≡ 0, o que é uma contradição, já que Dϕ(x0) 6= 0.

Suponhamos agora o caso em que ϕ(x0) < 0. Como v(x0) = −u−k (x0), temos

−u−k (x0) ≤ −u−j (x0), para todo j ∈ {1, ...,m} (2.32)

e −u−k (x0) = ϕ(x0) < 0, logo u−k (x0) = −uk(x0). Definindo

U+ = {k 6= j : uj(x0) > 0},

U− = {k 6= j : uj(x0) < 0},
U0 = {k 6= j : uj(x0) = 0},

obtemos, por (2.30) que

∆pϕ(x0) +
m∑

j=1

akj|uj(x0)|p−2uj(x0)

> f+
k (x0) + akk|uk(x0)|p−2uk(x0) +

∑

j∈U+

akj|uj(x0)|p−2uj(x0)

+
∑

j∈U−

akj|uj(x0)|p−2uj(x0) +
∑

j∈U0

akj|uj(x0)|p−2uj(x0). (2.33)

Como akj ≥ 0 para k 6= j segue que
∑

j∈U+

akj|uj(x0)|p−2uj(x0) ≥ 0.

Ainda, notando que em U− temos uj(x0) = −u−j (x0) e como u−k (x0) = −uk(x0), segue

(2.33) ≥ f+
k (x0) + akk| − u−k (x0)|p−2(−u−k (x0))

+
∑

j∈U−

akj| − u−j (x0)|p−2(−u−j (x0)).

Como |t|p−2t é crescente em t e por (2.32) segue que

f+
k (x0) + akk| − u−k (x0)|p−2(−u−k (x0)) +

∑

j∈U−

akj| − u−j (x0)|p−2(−u−j (x0))

≥ f+
k (x0) + akk| − u−k (x0)|p−2(−u−k (x0)) +

∑

j∈U−

akj| − u−k (x0)|p−2(−u−k (x0))

+
∑

j∈U+∪U0

akj| − u−k (x0)|p−2(−u−k (x0))

= f+
k (x0) + | − u−k (x0)|p−2(−u−k (x0))

m∑

j=1

akj ≥ f+
k (x0) ≥ fk(x0),
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desde que por hipótese
∑m

j=1 aij ≤ 0 e −u−k ≤ 0. Ou seja, existem x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) tais

que Dϕ(x0) 6= 0 e, por (2.31), ϕ(x0) = −u−k (x0) = uk(x0) e ϕ ≤ v ≤ −u−k ≤ uk em Br(x0).
Ainda, temos que

∆pϕ(x0) +
m∑

j=1

akj|uj(x0)|p−2uj(x0) > fk(x0).

Assim uk não é uma supersolução de viscosidade de (2.29), o que é uma contradição.
Portanto v é uma supersolução de viscosidade de ∆pv = f̃ . Segue do Corolário 2.1 que

− inf
Ω
v ≤ sup

∂Ω
v− + C diam(Ω)‖f̃+‖

1
p−1

LN (Ω)
.

Agora,
− inf

Ω
v = − inf

Ω
{min{−u−1 , ...,−u−m}}.

Como −u−i ≤ ui, ∀i ∈ {1, ...,m} temos min{−u−1 , ...,−u−m} ≤ min{u1, ..., um}, logo

− inf
Ω
{min{u1, ..., um}} ≤ − inf

Ω
{min{−u−1 , ...,−u−m}}.

Além disso,

v− = max{0,−v} = max{0,−min{−u−1 , ...,−u−m}}
= max{0,max{u−1 , ..., u−m}} = max{u−1 , ..., u−m}.

Assim, como f̃+ = f̃ , conclúımos

− inf
Ω
{min{u1, ..., um}} ≤ sup

∂Ω
{max{(u1)

−, ..., (um)−}}

+Cdiam(Ω)‖f̃‖
1

p−1

LN (Γ+(u−))
,

e o teorema está provado.
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Caṕıtulo 3

Problema do tipo Ambrosetti-Prodi
superlinear para o operador
p−Laplaciano

2.1 Introdução

O propósito desta seção é estudar a existência de múltiplas soluções do problema

(Pt)

{
−∆p u = f(x, u) + tφ+ h, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio suave limitado com fronteira de classe C2,α, 0 < α ≤ 1, ∆p =
div(|∇u|p−2∇u) é o operador p−Laplaciano e 1 < p < N . Assumimos que φ, h ∈ L∞(Ω),
com φ ≻ 0 em Ω, t ∈ R é um parâmetro e f é uma função cont́ınua que satisfaz as hipóteses
(f1) − (f3) descritas na Introdução. Este problema pertence a classe de problemas do tipo
Ambrosetti-Prodi, e sob nossas condições devido a hipótese (f3), é um problema superlinear.
Problemas desse tipo para o operador Laplaciano e o caso superlinear podem ser vistos, por
exemplo, em [30, 33, 34, 35] e suas referências. No caso do p−Laplaciano não conhecemos
esse tipo de resultado.

Motivados pelos resultados obtidos por Arcoya e Ruiz [5] bem como de Figueiredo [29]
provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Suponha que as hipóteses (f1)−(f3) sejam válidas. Então existem constantes
−∞ < t∗ ≤ t∗ < +∞ tais que o problema (Pt):

i) possui pelo menos duas soluções se t < t∗,

ii) possui pelo menos uma solução se t ≤ t∗,

iii) não possui solução se t > t∗.

Como foi explicado na Introdução, para provar o Teorema 2.1, usaremos o método de
sub e supersolução para encontrarmos a primeira solução. Para obter a segunda solução
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precisamos de estimativas a priori das eventuais soluções de (Pt). Observamos que a prova
de [5] não se aplica ao nosso caso, visto que eles trabalham com o caso p−linear. Para
contornar esse fato, adaptamos alguns argumentos utilizados pelos autores de Figueiredo
e Sirakov [32], obtendo não somente uma estimativa da parte negativa de u, mas também
uma limitação de t tal que (Pt) possui uma solução, e desse modo uma estimativa para a
solução u. Como o operador estudado em [32] é linear, a limitação de t segue facilmente
da linearidade do operador e de estimativas ABP. A principal dificuldade nesse ponto é que
o nosso operador não é linear, então adaptamos um resultado de Dong em [39] que utiliza
um prinćıpio de comparação para limitar t. Para a limitação de u utilizamos a técnica blow
up, o qual sua aplicação somente é posśıvel graças a um recente trabalho de Lorca [54], o
qual prova um resultado do tipo Liouville em um semi espaço. De posse dessas estimativas
podemos obter a segunda solução através da teoria do grau de Leray Schauder, seguindo o
resultados de [5] e [29].

Este caṕıtulo é organizado como segue. Na Seção 2 encontramos a primeira solução. Na
Seção 3, obtemos as estimativas a priori para as eventuais soluções de (Pt) e na Seção 4
aplicamos a teoria do grau de Leray Schauder para obter a segunda solução.

2.2 Primeira Solução

Nossa principal ferramenta para encontrar uma solução será o método de sub e
supersolução. Procuraremos dessa forma sub e supersoluções para (Pt):

Proposição 2.1 Para cada w ∈ C1
0(Ω), t ∈ R, existe u ∈ C1,α

0 (Ω) tal que u≪ w e

−∆pu ≤ f(x, u) + tφ+ h, em Ω.

Demonstração: Sejam w ∈ C1
0(Ω), t ∈ R fixos, mas arbitrários. Por (f1) temos que

para ε ∈ (0, λ1 − µ), existe constante C > 0 tal que

f(x, u) ≥ (µ+ ε)|u|p−2u− C,

para todo u < 0. Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω) solução de

−∆pu = (µ+ ε)|u|p−2u− C + tφ+ h, em Ω, u = 0 sobre ∂Ω.

onde, sem perda de generalidade, tomamos C grande o suficiente para obter −C+tφ+h < 0.

Afirmação 2.1 Podemos tomar C > 0 grande o suficiente tal que u≪ w.

De fato, seja {Cn} uma sequência tal que Cn → ∞ (sem perda de generalidade assumimos
que Cn > 1) e {un} uma sequência de soluções de

−∆pun = (µ+ ε)|un|p−2un − Cn + tφ+ h, em Ω, un = 0, sobre ∂Ω. (2.1)

Logo, se vn =
un

(Cn)
1

p−1

, então temos que vn é solução de

−∆p vn = (µ+ ε)|vn|p−2vn − 1 +
tφ+ h

Cn

, em Ω, vn = 0, sobre ∂Ω.
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Pelo Lema 1.1 obtemos vn ∈ C1,α(Ω), para algum 0 < α < 1, ‖vn‖C1,α(Ω) ≤ M . Assim, pela

imersão compacta C1,α(Ω) →֒ C1,β(Ω), 0 ≤ β < α temos que, a menos de subsequência,
vn → v em C1,β(Ω). Pelo Lema 1.2 obtemos vn → v que é solução de

{
−∆p v = (µ+ ε)|v|p−2v − 1, em Ω

v = 0, sobre ∂Ω.

Pelo Prinćıpio do Máximo (Proposição 1.3) e Prinćıpio do Máximo de Vázquez (Proposição
1.4) obtemos v ≪ 0.

Notemos que vn = un

(Cn)
1

p−1
→ v ≪ 0, logo un < 0, ∂un

∂ν
< 0 e ainda ∂un

∂ν
, un → −∞ quando

n → ∞. Como un, w ∈ C1
0(Ω) temos que para n grande o suficiente, un ≪ w. Seja n0 tal

que un0 ≪ w e Cn0 ≥ C. Então, definindo u = un0 , como un0 é solução de (2.1) temos,

−∆pu = (µ+ ε)|u|p−2u− Cn0 + tφ+ h

≤ (µ+ ε)|u|p−2u− C + tφ+ h

≤ f(x, u) + tφ+ h,

isto é, u é subsolução de (Pt) que satisfaz u≪ w.

Proposição 2.2 Dada uma função w ∈ C1
0(Ω), existe t tal que para todo t ≤ t, (Pt) possui

uma supersolução u ∈ C1
0(Ω) com u≪ w.

Demonstração: Fixemos um conjunto aberto Ω0 tal que Ω0 ⊂⊂ Ω. Defina

M > max
y∈Ω,s∈[−1,0]

|f(y, s)| + ‖h‖∞.

Para cada n > 0, seja un ∈ W 1,p
0 (Ω) uma solução de

−∆p un = gn(x), em Ω, un = 0, sobre ∂Ω,

onde

gn(x) =

{
−np−1, x ∈ Ω0

M, x ∈ Ω\Ω0.

Note que gn

np−1 → −χΩ0 em L∞(Ω), quando n tende a ∞, sendo χΩ0 a função caracteŕıstica
de Ω0. Defina agora vn = un

n
. Pelos Lemas 1.1 e 1.2, obtemos que a sequência vn → v em

C1,α(Ω), 0 < α < 1, onde v é solução de
{

−∆p v = −χΩ0 , em Ω,
v = 0, sobre ∂Ω.

Pelo Prinćıpio do Máximo e Prinćıpio do Máximo de Vázquez temos que v ≪ 0. Fazendo
como na Afirmação 2.1 obtemos que para n0 grande o suficiente, un0 ≪ w e un0 < 0 em Ω.
Podemos assumir un0 < −1 em Ω0. Defina ū = un0 e

t̄ < −
(np−1

0 + maxx∈Ω,s∈[min ū,−1] |f(x, s)| + ‖h‖∞)

inf ū−1((−∞,−1]) φ
,
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notando que, como φ ≻ 0, inf ū−1((−∞,−1]) φ > 0 (aqui o ı́nfimo é tomado no sentido essencial).
Agora, para x ∈ Ω existem duas possibilidades: ou ū(x) ∈ [−1, 0), ou ū(x) < −1. Como

ū < −1 em Ω0, temos no primeiro caso que x ∈ Ω\Ω0, logo

f(x, ū) + t̄φ(x) + h(x) < M = gn0 = −∆pū.

Por outro lado, se ū(x) < −1, então, por definição de t̄,

f(x, ū) + t̄φ(x) + h(x)

≤ max
y∈Ω,s∈[min ū,−1]

|f(y, s)| + t̄ inf
ū−1((−∞,−1])

φ+ ‖h‖∞

< −np−1
0 = gn0

= −∆pū.

Portanto ū é supersolução de (Pt̄) e para todo t ≤ t̄, ū é supersolução de (Pt) com ū≪ w, o
que conclui a demonstração.

O próximo resultado é o conhecido método de sub e supersolução, o qual nos dará a
primeira solução, através do Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Teorema 2.2 Sejam u, u ∈ C1(Ω) sub e supersolução de (Pt) respectivamente tais que u ≤ u
em Ω, com u ≤ 0 ≤ u sobre ∂Ω. Então existe u ∈ C1(Ω) solução de (Pt) tal que u ≤ u ≤ u
em Ω e u = 0 sobre ∂Ω.

Demonstração: Defina os operadores Nt : C1
0(Ω) → L∞(Ω) por

N(v) = f(x, v) + σ|v|p−2v + tφ+ h, v ∈ C1
0(Ω)

e T : L∞(Ω) → C1
0(Ω) por T (v) = w se, e somente se, w é solução de

{
−∆pw + σ|w|p−2w = v, em Ω

w = 0, sobre ∂Ω,

Defina também Qt : C1
0(Ω) → C1

0(Ω) por Qt = T ◦Nt.
Note que u é um ponto fixo de Qt se, e somente se, u é uma solução de (Pt). Afirmamos

que Qt é compacto. De fato, como Qt = T ◦ Nt e Nt é cont́ınua, basta mostrar que T é
compacto. Com efeito, seja {un} uma sequência limitada em L∞(Ω) e wn = T (un), logo

−∆pwn + σ|wn|p−2wn = un.

Pelo Lema 1.1 wn ∈ C1,α(Ω) com ‖wn‖C1,α(Ω) < C. Obtemos pela imersão compacta

C1,α(Ω) →֒ C1,β(Ω) que, a menos de subsequência, wn → w em C1,β(Ω), portanto T é
compacto.

Agora, defina
A = {u ∈ C1

0(Ω) : u(x) ≤ u(x) ≤ u(x)}.
Note que A é fechado e convexo. Pela hipótese (f2) e pelo prinćıpio de comparação
(Proposição 1.2) temos que Qt(A) ⊂ A, e pelo Lema 1.1 Qt(A) é limitado. Assim, pelo
Teorema do Ponto Fixo de Schauder existe u ∈ C1

0(Ω) que é um ponto fixo de Qt, ou seja,
existe u ∈ C1

0(Ω) solução de (Pt) tal que u ≤ u ≤ u em Ω.
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2.3 Estimativas a Priori

Para obtermos a segunda solução usando a teoria do grau, precisamos obter estima-
tivas a priori. Nesta seção começamos encontrando uma estimativa para a parte negativa
de u, e depois mostramos que se u é solução de (Pt) para t maior que uma certa constante
negativa, então t ≤ C(1 + ‖u‖p−1

∞ ). Finalmente, provaremos uma estimativa a priori sobre
u usando a técnica blow up, introduzida por Gidas-Spruck [44]. Observamos aqui que para
usar a técnica blow up precisamos de resultados do tipo Liouville para RN e para o semi
espaço, os quais tem sido provados por [58] e [54] respectivamente. Para fazer uso desses teo-
remas, em nossa hipótese (f3) precisamos impor que p− 1 < α < p∗ − N

N−p
. Para facilidade

do leitor vamos enunciar esses resultados:

Teorema 2.3 [58, Teorema III] Suponhamos que g é subcŕıtica e g(u) > 0 para todo u > 0.
Então toda solução limitada de

∆pu+ g(u) = 0, u ≥ 0 x ∈ RN , 1 < p < N,

é trivial.

Teorema 2.4 [54, Teorema 3.1] Considere o problema

um ≤ −∆pu ≤ Cum, x ∈ RN
+ , (2.2)

onde C ≥ 1. Suponhamos que p− 1 < m < p∗ − N
N−p

. Então, não existe solução positiva de

(2.2) em C1(RN
+ ).

Para provar a limitação da parte negativa, precisamos do seguinte resultado devido a
Ladyzhenskaya e Ural’tseva [51]:

Teorema 2.5 [51, Teorema 5.1] Suponhamos que u ∈ W 1,p(Ω) ∩ Lq(Ω) possui
essmax

∂Ω
u(x) limitado e que para k ≥ k̂ ≥ essmax

∂Ω
u(x) satisfaz a desigualdade

∫

Ak

|∇u|p ≤ γ

(∫

Ak

|u− k|l
) p

l

+ γ

M∑

i=1

kαi(med(Ak))
1− p

N
+εi ,

onde Ak = {x ∈ Ω : u(x) ≥ k}, γ, l, αi e M são constantes positivas. Suponha também que

l ≤ Np

N − p
, εi > 0, p ≤ αi < εiq + p.

Então, essmax
Ω

u(x) não excede alguma constante que depende de γ, l, αi, εi (i = 1, ...,M),

m,N, k̂, q, med(Ω), e ou da norma ‖u‖L1(A
k̂
) (para q < Np

N−p
) ou da norma ‖u‖Lq(A

k̂
) (para

q ≥ Np

N−p
).

A seguir, argumentando como [5], provaremos a limitação da parte negativa de uma
eventual solução de (Pt):
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Teorema 2.6 Para cada C0 ∈ R+, existe constante M > 0 tal que para todo t ≥ −C0, se u
é solução de (Pt) então ‖u−‖∞ ≤M .

Demonstração: Seja u uma solução de (Pt). Considerando u− como uma função teste
obtemos ∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇u− =

∫

Ω

(f(x, u) + tφ+ h)u−.

Agora, se Ω− = {x ∈ Ω : u(x) ≤ 0}, como ∇u− = −∇u em Ω− e u− = −u em Ω−, temos
que

∫

Ω−

|∇u|p =

∫

Ω−

f(x, u)u+ tφu+ hu.

Como f satisfaz (f1) temos que para todo ε ∈ (0, λ1 − µ), existe C > 0 grande o suficiente
tal que

f(x, u)u ≤ (µ+ ε)|u|p − Cu, para todo u < 0. (2.3)

Então,

∫

Ω−

|∇u|p ≤
∫

Ω−

(µ+ ε)|u|p − Cu+ tφu+ hu.

Assim, pela caracterização variacional de λ1 e pela desigualdade de Hölder segue que

(

1 − (µ+ ε)

λ1

)∫

Ω−

|∇u|p ≤
(∫

Ω−

| − C − C0φ+ h|
p

p−1

) p−1
p
(∫

Ω−

|u|p
) 1

p

,

o que implica que existe M2 independente de t ≥ −C0 tal que

‖∇u−‖p−1
p ≤M2. (2.4)

Agora, consideremos k̂ = 1 e para k ≥ k̂, definimos o conjunto

Ak = {x ∈ Ω : u−(x) > k},

então
∫

Ak

|∇u−|p =−
∫

Ak

|∇u|p−2∇u∇(u− − k) = −
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇(u− − k)+.

Como u é uma solução de (Pt) e por (2.3) temos

−
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇(u− − k)+ ≤ −
∫

Ak

(f(x, u) − C0φ+ h)(u− − k)

≤
∫

Ak

(µ+ ε)|u−|p−2u−(u− − k) +

∫

Ak

(C + C0‖φ‖∞ + ‖h‖∞)(u− − k)

= I1 + I2.
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Para o valor de I2 temos a seguinte estimativa

I2 ≤ (C + C0‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫

Ak

u−kp−p := γ̃

∫

Ak

u−kp−p.

Aplicando a desigualdade de Young Generalizada (Lema A.2) para I1 com q = p−1
p

∈ (0, 1)

e δ = λ1

4(µ+ε)
> 0, e para I2 com q = 1

p
∈ (0, 1) e δ = λ1kγ

4γ̃
> 0 onde γ ∈

(

p
(

N−p2

N−p

)

, p
)

,

obtemos
∫

Ak

|∇u−|p ≤ I1 + I2

≤ λ1

4

∫

Ak

|u−|p +

(
4(µ+ ε)(p− 1)

pλ1

)p−1
µ+ ε

p

∫

Ak

|u− − k|p

+
λ1k

γ

4

∫

Ak

|u−|pk−p2

+ γ̃

(
4γ̃

pλ1kγ

) 1
p−1 p− 1

p
k

p2

p−1med(Ak).

Pela caracterização variacional de λ1, segue
(

1 − 1

4
− kγ−p2

4

)

︸ ︷︷ ︸

ν1

∫

Ak

|∇u−|p ≤
(

4(µ+ ε)(p− 1)

pλ1

)p−1
µ+ ε

p
︸ ︷︷ ︸

ν2

∫

Ak

|u− − k|p

+ γ̃

(
4γ̃

pλ1

) 1
p−1 p− 1

p
︸ ︷︷ ︸

ν3

med(Ak)k
p2

−γ
p−1 .

Segue da definição de γ que kγ−p2
< 1 para todo k > k̂ e então ν1 >

1
2
. Temos também que

ν2, ν3 > 0. Tomando γ̄ = 2 max{ν2, ν3}, obtemos

∫

Ak

|∇u−|p ≤ γ̄

(∫

Ak

|u− − k|p
)

+ γ̄k
p2

−γ
p−1 (med(Ak)).

Como 1 < p < N , temos pela imersão de Sobolev e por (2.4) que existe C̄ > 0 independe
de t ≥ −C0, onde ‖u−‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖u−‖W

1,p
0 (Ω) ≤ C̄. Pelo Teorema 2.5 com q = p∗, l = p,

M̄ = 1, ε1 = p

N
, α1 = p2−γ

p−1
∈
(
p, p∗ p

N
+ p
)

e γ̂ = γ̄, obtemos ‖u−‖∞ ≤ M , onde M depende

somente de p, γ,N, 1,med(Ω), C̄.

Teorema 2.7 Para cada C0 ∈ R+, existe constante C1 > 0 tal que para todo t ≥ −C0, se u
é solução de (Pt) então t ≤ C1(1 + ‖u‖p−1

∞ ).

Demonstração: Sejam C0 ∈ R+ e t ≥ −C0. Se −C0 ≤ t ≤ 0, então considerando C1 ≥ 0
qualquer, temos

t ≤ C1 ≤ C1(1 + ‖u‖p−1
∞ )

e o teorema está provado.
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Suponhamos que t > 0 e seja u solução de (Pt). Pelo Teorema 2.6 temos que ‖u−‖∞ ≤M ,
assim por (f2) temos

f(x, u) + σ|u|p−2u ≥ f(x,−M) + σ| −M |p−2(−M).

Defina

k1 = inf
Ω
f(x,−M) + σ| −M |p−2(−M)

(note que k1 não depende de t). Sejam Ω0 ⊂ Ω um conjunto compacto e δ > 0 tal que φ > δ
em Ω0, então em Ω0 temos

−∆pu+ σ|u|p−2u = f(x, u) + σ|u|p−2u+ tφ+ h

> k1 + tδ − ‖h‖∞. (2.5)

Se

t ≤ 2

∣
∣
∣
∣

−k1 + ‖h‖∞
δ

∣
∣
∣
∣
, (2.6)

então definindo C1 = 2

∣
∣
∣
∣

−k1 + ‖h‖∞
δ

∣
∣
∣
∣

segue que t ≤ C1 ≤ C1(1 + ‖u‖p−1
∞ ) e o teorema está

provado. Suponhamos agora que t satisfaz a seguinte relação

t > 2

∣
∣
∣
∣

−k1 + ‖h‖∞
δ

∣
∣
∣
∣
.

Logo temos que tδ > 2| − k1 + ‖h‖∞| ≥ −k1 + ‖h‖∞ e assim k1 − ‖h‖∞ + tδ > 0. Seja v
solução de

−∆pv + σ|v|p−2v = 1 em Ω0, v = 0 sobre ∂Ω0.

Então sendo M̃ = M

(k1+tδ−‖h‖∞)
1

p−1
, temos que z = v − M̃ satisfaz, em Ω0,

−∆p z + σ|z|p−2z = −∆p v + σ|v − M̃ |p−2(v − M̃)

≤ −∆p v + σ|v|p−2v = 1,

e z = v − M̃ = −M̃, sobre ∂Ω0. Logo definindo w = (k1 + tδ − ‖h‖∞)
1

p−1 z, segue pela
desigualdade acima e por (2.5) que

−∆pw + σ|w|p−2w = (k1 + tδ − ‖h‖∞)(−∆pz + σ|z|p−2z)

≤ −∆pu+ σ|u|p−2u

em Ω0. Ainda, sobre ∂Ω0, temos

w = (k1 + tδ − ‖h‖∞)
1

p−1 z = −(k1 + tδ − ‖h‖∞)
1

p−1M̃

= −M ≤ u.
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Pelo prinćıpio de comparação (Proposição 1.2) obtemos u ≥ w em Ω0. Seja x0 ∈ Ω0 tal que
v(x0) = ‖v‖L∞(Ω0), logo

‖u‖∞ ≥ u(x0) ≥ w(x0)

= (k1 + tδ − ‖h‖∞)
1

p−1 (v(x0) − M̃)

= (k1 + tδ − ‖h‖∞)
1

p−1‖v‖L∞(Ω0) −M,

isto é, pela suposição sob t e o Lema A.1

t ≤ (‖u‖∞ +M)p−1

δ‖v‖p−1
L∞(Ω0)

+
‖h‖∞ − k1

δ
<
Cp(‖u‖p−1

∞ +Mp−1)

δ‖v‖p−1
L∞(Ω0)

+
t

2
,

ou

t <
2Cp(‖u‖p−1

∞ +Mp−1)

δ‖v‖p−1
L∞(Ω0)

. (2.7)

Defina

C1 = max

{

2Cp

δ‖v‖p−1
L∞(Ω0)

,
2CpM

p−1

δ‖v‖p−1
L∞(Ω0)

, 2

∣
∣
∣
∣

‖h‖∞ − k1

δ

∣
∣
∣
∣

}

,

onde Cp = 1 se p − 1 ≤ 1 e Cp = 2p−1 se p − 1 > 1. Então por (2.6) e (2.7) temos
t ≤ C1(1 + ‖u‖p−1

∞ ), o que conclui a prova.

Aplicaremos agora a técnica blow up para obter uma estimativa da norma L∞(Ω) de uma
eventual solução de (Pt) em função do parâmetro t.

Teorema 2.8 Existe uma constante C2 tal que para todo t ≥ 1 e para toda solução u de
(Pt) temos ‖u‖∞ ≤ C2t

1
α .

Demonstração: Consideremos g : Ω × R → R definida por

g(x, s) = f(x, s) − a(x)(s+)α.

Notemos que g é cont́ınua e por (f3) temos

lim
s→∞

|g(x, s)|
sα

= 0. (2.8)

Suponhamos que a conclusão do teorema é falsa, então existem sequências {tn} tal que tn ≥ 1
e {un} solução de (Ptn) tais que

‖un‖α
∞ > ntn. (2.9)

Como un é solução de (Ptn), segue da definição de g que

−∆pun = a(x)(u+
n )α + g(x, un) + tnφ+ h. (2.10)
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Pelo Teorema 2.6 temos que ‖u−n ‖∞ ≤ M , assim ‖u+
n ‖∞ = ‖un‖∞ para n ≥ n0 grande o

suficiente. Defina λn = ‖un‖
− 1

q
∞ , onde q = p

α−(p−1)
> 0. Então obtemos

λn = ‖un‖
− 1

q
∞ ≤ (ntn)−

1
qα ≤ n− 1

qα → 0 quando n→ ∞.

Sem perda de generalidade vamos supor que λq
n < 1 para n ≥ n0. Considere também, para

n ≥ n0 a função vn definida por

vn(x) = λq
nun(λnx+ xn) +M,

onde un(xn) = ‖u+
n ‖∞ = ‖un‖∞. Assim, para n ≥ n0,

vn(0) = 1 +M e 0 ≤ vn(x) ≤ 1 +M.

Por outro lado, (2.10) e um cálculo direto mostram que vn satisfaz

−∆pvn(x) = λq(p−1)+p
n a(yn)(u+

n (yn))α + λq(p−1)+p
n tnφ(yn)

+λq(p−1)+p
n [g(yn, un(yn)) + h(yn)]

= λq(p−1)+p−qα
n a(yn)[vn(x) −M + λn

qu−n (yn)]α + λq(p−1)+p
n tnφ(yn)

+λq(p−1)+p
n [g(yn, un(yn)) + h(yn)], (2.11)

onde yn = λnx+ xn para x ∈ Ωn = Ω−xn

λn
e n ≥ n0.

Agora, observe que pela definição de q temos q(p − 1) + p − qα = 0. Além disso, por
(2.9),

λq(p−1)+p
n tn = ‖un‖−α

∞ tn → 0 quando n→ ∞.

Assim, como φ ∈ L∞(Ω), temos que λ
q(p−1)+p
n tnφ→ 0 quando n→ ∞. Ainda,

lim
n→∞

λq(p−1)+p
n [g(yn, un(yn)) + h(yn)] = lim

n→∞

g(λnx+ xn, un(λnx+ xn))

‖un‖α
∞

,

visto que h ∈ L∞(Ω). Agora, sabemos que {un(λnx + xn)} é limitada inferiormente pelo
Teorema 2.6. Se {un(λnx+ xn)} é limitada superiormente, para todo x ∈ Ωn e n ∈ N, então
desde que g é cont́ınua, temos que

lim
n→∞

g(λnx+ xn, un(λnx+ xn))

‖un‖α
∞

= 0.

Se {un(λnx+ xn)} não é limitado superiormente, então existe {x̃n} ⊂ Ωn tal que un(λnx̃n +
xn) → ∞ quando n→ ∞. Como α > 0, pela definição de {xn} temos que (un(λnx̃n+xn))α ≤
(un(xn))α e então por (2.8),

lim
n→∞

|g(λnx̃n + xn, un(λnx̃n + xn))|
‖un‖α

∞
≤ lim

n→∞

|g(λnx̃n + xn, un(λnx̃n + xn))|
(un(λnx̃n + xn))α

= 0.

Sendo Ω compacto, temos que, a menos de subsequência, xn → x0 ∈ Ω. Pelos teoremas de
regularidade em [59, 60] para o operador p−Laplaciano, podemos obter estimativas sobre
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{vn} assegurando-se que, a menos de uma sequência, vn → v localmente uniformemente,
com v ∈ C1(G) e v satisfaz

−∆pv = a(x0)(v −M)α em G,

onde G = RN , se x0 ∈ Ω ou G = RN
+ , se x0 ∈ ∂Ω.

Como vn(x) − M + λn
qu−n (yn) = λn

qu+
n (yn) ≥ 0, para todo x ∈ Ωn, com n ≥ n0 e

vn(·) −M + λn
qu−n (λn · +xn) → v −M localmente uniformemente, temos que v −M ≥ 0,

para todo x ∈ G. Assim, definindo w = v −M , temos que w ∈ C1(G), w(0) = 1 e w(x) ≥ 0,
para todo x ∈ G. Além disso, w satisfaz

−∆pw = a(x0)w
α em G.

Se G = RN , pelo Teorema 2.3 temos que w ≡ 0, o que é uma contradição com o fato que
w(0) = 1. E se G = RN

+ , da mesma forma, obtemos uma contradição com o Teorema 2.4.
Assim conclúımos a demonstração.

Observação 2.1 Como tφ = t+φ − t−φ, podemos considerar h̃ = h − t−φ e supor t > 0,
assim repetindo a demonstração do Teorema 2.8 substituindo t por max{t, 1}, obtemos o
seguinte resultado: Para cada C0 ∈ R+, existe uma constante C2 > 0 de forma que para todo
t ≥ −C0 e para toda solução de (Pt) com este t temos ‖u‖α

∞ ≤ C2 max{t, 1}.

Do Teorema 2.7 e da Observação 2.1 obtemos os seguintes resultados a respeito da norma
L∞(Ω) de u e de t:

Teorema 2.9 Dado t0 ∈ R, existem R̃, R̄ > 0 tais que para todo t ≥ t0, se u é uma solução
de (Pt) então ‖u‖∞ ≤ R̃ e t ≤ R̄.

Demonstração: Seja t0 ∈ R e defina C0 = t−0 ≥ 0. Segue do Teorema 2.7 que para todo
t ≥ t0 ≥ −t−0 = −C0, se u é uma solução de (Pt) então t ≤ C1(1 + ‖u‖p−1

∞ ). Pela Observação
2.1 temos que

t ≤ C1(1 + ‖u‖p−1
∞ ) ≤ C1(1 + (C2 max{1, t}) p−1

α ).

Se t ≥ 1, então t ≤ C1(1 + (C2t)
p−1

α ). Como p−1
α
< 1 temos que t é limitado, ou seja, existe

R̄ > 1 tal que t ≤ R̄. Como ‖u‖α
∞ ≤ C2 max{1, t} ≤ R̄C2, definindo R̃ = (R̄C2)

1
α conclúımos

o resultado.

Ainda, como consequência deste teorema obtemos uma limitação das soluções na norma
C1(Ω).

Teorema 2.10 Dado t0 ∈ R, existem R, R̄ > 0 tal que para todo t ≥ t0, se u é uma solução
de (Pt) então ‖u‖C1(Ω) ≤ R e t ≤ R̄.

Demonstração: Dado t0 ∈ R, seja C0 = t−0 ≥ 0. Pelos Teoremas 2.6 e 2.9 temos que se u
é uma solução de (Pt) então ‖u−‖∞ < M , ‖u‖∞ < R̃ e t < R̄. Agora, sendo u uma solução
de (Pt) temos

−∆pu = f(x, u) + tφ+ h.
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Como u ∈ [−M, R̃], temos |f(x, u)| ≤ R1 para (x, u) ∈ Ω × [−M, R̃] e então segue que
d(x, u) = f(x, u) + tφ+ h é uma função Caratheodory que satisfaz

|d(x, u)| ≤ R1 + R̄‖φ‖∞ + ‖h‖∞ = R2.

Assim pelo Lema 1.1 u ∈ C1,α(Ω), para 0 ≤ α < 1 e ‖u‖C1,α(Ω) ≤ C = C(R2). Defina
R = C(R2).

2.4 Segunda Solução

Como dito anteriormente, aplicando a teoria do grau de Leray-Schauder, completare-
mos a prova do Teorema 2.1 encontrando outra solução de (Pt).

Denotemos

S = {t ∈ R : (Pt) possui ao menos uma supersolução}.

Pela Proposição 2.2, temos que existe t ∈ R tal que (Pt) tem uma supersolução e para todo
t ≤ t, (Pt) tem uma supersolução, logo S é não vazio e se t ∈ S então (−∞, t] ⊂ S. Definimos
ainda

S1 = {t ∈ R : (Pt) possui ao menos uma solução}.
Obviamente S1 ⊂ S. Além disso, se t ∈ S, então (Pt) tem uma supersolução ū. Segue da
Proposição 2.1 que existe subsolução u tal que u ≪ ū. Logo, pelo Teorema 2.2 existe u
solução de (Pt) com u ≤ u ≤ ū e portanto t ∈ S1. Assim S1 = S. Pelo Teorema 2.9 obtemos
que (Pt) não tem solução para todo t ≥ R̄, logo S é limitado superiormente e podemos definir

t∗ = sup
S
t.

Segue da definição de supremo que para todo t ≥ t∗, (Pt) não tem solução e portanto
provamos o item iii) do Teorema 2.1.

Agora mostraremos ii). Da definição de supremo existe {tn} ⊂ S tal que tn → t∗. Sem
perda de generalidade podemos assumir que tn é crescente. Como tn ∈ S, existe un solução
de (Ptn), isto é, para todo ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω),
∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕ =

∫

Ω

(f(x, un) + tnφ+ h)ϕ. (2.12)

Considerando t0 = t1 (o primeiro elemento da sequência acima), temos pelos Teoremas 2.6 e
2.10 que un ∈ [−M,R], logo |f(x, un)| ≤ K. Ainda, pelo Teorema 2.10, segue

|f(x, un) + tnφ+ h| ≤ K + R̄‖φ‖∞ + ‖h‖∞ ≤ M̄,

logo pelo Lema 1.1 segue que {un} é limitado em C1,α(Ω) e portanto possui uma subsequência
convergente unk

→ u∗ em C1,β(Ω), 0 ≤ β < α. Assim, tomando limite quando nk → ∞ em
(2.12) obtemos

∫

Ω

|∇u∗|p−2∇u∗∇ϕ =

∫

Ω

(f(x, u∗) + t∗φ+ h)ϕ,
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isto é, u∗ é solução de (Pt∗). Assim, t∗ ∈ S e S = (−∞, t∗], o que conclui o item ii).
Provaremos agora o item i). Seja u∗ solução de (Pt∗) e defina

T = {t ∈ R : (Pt) possui ao menos uma supersolução ū≪ u∗}.

Segue da Proposição 2.2 que T é um intervalo não vazio que é ilimitado inferiormente. Seja
t0 ∈ T . Mostremos que (Pt0) possui ao menos duas soluções. Como t0 ∈ T , temos que existe
ū supersolução de (Pt0) tal que ū ≪ u∗. Dessa forma, a Proposição 2.1 e o Teorema 2.2
nos dão uma solução u0 de (Pt0). Tomando uma menor subsolução, se necessário, u0 verifica
u≪ u0 ≤ ū≪ u∗.

Agora, definimos

D = {u ∈ C1
0(Ω) : u < u < u∗,

∂u

∂ν
<
∂u

∂ν
<
∂u∗

∂ν
, ‖u‖C1(Ω) < R0},

onde R0 será definido mais tarde. Consideremos também

f̃(x, ξ) =







f(x, u) + σ|u|p−2u, ξ ≤ u
f(x, ξ) + σ|ξ|p−2ξ, u ≤ ξ ≤ u∗

f(x, u∗) + σ|u∗|p−2u∗, ξ ≥ u∗

e Q̃t : C1
0(Ω) → C1

0(Ω) definida por Q̃t(v) = w se, e somente se, w é solução de

{

−∆pw + σ|w|p−2w = f̃(x, v) + tφ+ h, em Ω
w = 0, sobre ∂Ω.

Por demonstração análoga ao Teorema 2.2 temos que Q̃t é compacto. Como f̃ é limitada
temos que as soluções da equação acima são uniformemente limitadas em C1

0(Ω) e então
podemos definir R0 > sup{‖Q̃t0(v)‖C1(Ω) : v ∈ C1

0(Ω)}.
Mostraremos que Q̃t0(D̄) ⊂ D̄. De fato, seja v ∈ D̄ e considere

w = Q̃t0(v). Como f̃ é não decrescente e t0 ≤ t∗, temos que

−∆pw + σ|w|p−2w = f̃(x, v) + t0φ+ h ≤ f̃(x, u∗) + t0φ+ h ≤ −∆pu
∗ + σ|u∗|p−2u∗.

Pelo prinćıpio de comparação (Proposição 1.2), w ≤ u∗. Mostraremos que ∂w
∂ν

≤ ∂u∗

∂ν
.

Suponha por contradição que ∂w
∂ν

(x) > ∂u∗

∂ν
(x) para algum x ∈ ∂Ω. Como ν é um vetor

normal interno e w(x) = u∗(x) = 0, temos

∂u∗

∂ν
(x)<

∂w

∂ν
(x)= lim

λ→0+

w(x+ λν) − w(x)

λ
≤ lim

λ→0+

u∗(x+ λν) − u∗(x)

λ
=
∂u∗

∂ν
(x),

o que é uma contradição. Assim ∂w
∂ν

≤ ∂u∗

∂ν
. Analogamente obtemos u ≤ w e ∂u

∂ν
≤ ∂w

∂ν
. Pela

definição de R0 segue que w ∈ D̄.
Além disso se Qt é dado pelo Teorema 2.2, temos que Q̃t = Qt em D̄, u é uma solução

de (Pt) se, e somente se, u é um ponto fixo de Qt e u0 ∈ D. Se a fronteira de D contém
uma solução de (Pt0) então a prova está completa. Suponha que ∂D não contém soluções de
(Pt0).
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Sejam ψ ∈ D e Hλ = H : [0, 1] × D̄ → C1
0(Ω) definida por

H(λ, u) = λQt0(u) + (1 − λ)ψ.

Note que D é um conjunto aberto, limitado e convexo. Dessa forma, como Qt0(D̄) ⊂ D̄,
temos que H(λ, v) ∈ D, para todo λ ∈ [0, 1). Então temos que 0 6∈ (I −H(λ, ·))(∂D), para
todo λ ∈ [0, 1] pois se isso ocorresse, teŕıamos H(λ0, v) = v, para algum v ∈ ∂D e algum
para todo λ ∈ [0, 1). Agora, H(λ, v) ∈ D, para todo λ ∈ [0, 1), e para λ = 1 teŕıamos que
H(1, v) = v, para v ∈ ∂D, o que é uma contradição desde que ∂D não contém soluções de
(Pt0). Portanto deg(I −Hλ,D, 0) está bem definido. Pela invariância homotópica temos

deg(I − ψ,D, 0) = deg(I −H0,D, 0) = deg(I −H1,D, 0) = deg(I −Qt0 ,D, 0).

Agora, tome y(λ) = λψ e H̄λ = H̄ : [0, 1] × D̄ → C1
0(Ω) definida por

H̄(λ, u) = (1 − λ)ψ,

novamente pela invariância homotópica temos

deg(I − ψ,D, 0) = deg(I − H̄0,D, y(0)) = deg(I − H̄1,D, y(1)) = deg(I,D, ψ).

Portanto segue que
deg(I −Qt0 ,D, 0) = 1.

Mostraremos que para r ∈ R grande o suficiente, temos que
deg(I − Qt0 , Br(0), 0) = 0. Para t0, sejam R̄, R > 0 dados pelo Teorema 2.10. Considere
r > R, t̂ > R̄ e defina

H̃t = H̃ : [t0, t̂] ×Br(0) → C1
0(Ω) por H̃(t, u) = Qt(u).

Note que H̃ é compacto e 0 6∈ (I − H̃(t, ·))(∂Br(0)), para todo t ∈ [t0, t̂] (pois caso contrário
existe v ∈ ∂Br(0) tal que Qt(v) = H̃(t, v) = v, para algum t ∈ [t0, t̂], e então v é uma solução
de (Pt) com ‖v‖ = r > R, o que é uma contradição já que para todo t ≥ t0, as soluções de
(Pt) são limitadas superiormente por R). Pela invariância homotópica temos

deg(I − H̃t0 , Br(0), 0) = deg(I − H̃t̂, Br(0), 0) = 0,

desde que pelo Teorema 2.10, para t > R̄ (Pt) não tem solução.
Pela propriedade da excisão do grau,

0 = deg(I −Qt0 , Br(0), 0) = deg(I −Qt0 ,D, 0) + deg(I −Qt0 , Br(0) \ D, 0),

logo deg(I−Qt0 , Br(0)\D, 0) 6= 0, isto é, existe v ∈ Br(0)\D solução de (Pt0) e dessa forma
(Pt0) possui duas soluções. Assim temos que para t ∈ T , existe pelo menos duas soluções
para (Pt). Consideremos

t∗ = sup
T
t.

Logo temos que para todo t < t∗, (Pt) tem ao menos duas soluções, concluindo a prova do
teorema.

53



Caṕıtulo 4

Problema do tipo Ambrosetti-Prodi
para um sistema envolvendo o
operador p−Laplaciano

4.1 Introdução

Consideremos o seguinte sistema

(St)







−∆p u1 = f1(x, u1, u2) + t1φ1 + h1, em Ω
−∆p u2 = f2(x, u1, u2) + t2φ2 + h2, em Ω
u1 = u2 = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio suave limitado, φi, hi ∈ L∞(Ω), com φi ≻ 0, i = 1, 2, t =
(t1, t2) ∈ R2 é um parâmetro e fi, i = 1, 2 são funções cont́ınuas satisfazendo as condições
(H1) − (H5) descritas na Introdução.

O sistema (St) pode ser reescrito na forma matricial

−∆pu = f(x, u) + tφ+ h, em Ω u = 0 sobre ∂Ω,

onde u = (u1, u2)
T , h = (h1, h2)

T , f(x, u) = (f1(x, u1, u2), f2(x, u1, u2))
T e tφ = (t1φ1, t2φ2)

T .
Como já sabemos este problema também pertence a classe de problemas do tipo Ambro-

setti-Prodi. Para o caso de sistemas temos os trabalhos de [37, 38, 56] que tratam os prob-
lemas variacionalmente, e os trabalhos de [22, 36, 32] que utilizam argumentos topológicos,
trabalhos esses que estudam operadores lineares de segunda ordem uniformemente eĺıpticos.
Para o caso de sistemas envolvendo o operador p−Laplaciano, p 6= 2, não conhecemos nen-
hum resultado.

Como já explicado, neste caṕıtulo vamos nos basear nos trabalhos de [32] e [37] para
provar o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Suponha que (H1) − (H5) ocorrem. Então existem curvas Lipschitzianas Γ∗

e Γ∗ que dividem R2 em três conjuntos disjuntos M, N e O tais que o problema (St):
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i) possui ao menos duas soluções para t ∈ M,

ii) possui ao menos uma solução para t ∈ Γ∗ ∪ Γ∗ ∪ O,

iii) não possui solução para t ∈ N .

Assim como no Caṕıtulo 3, para provarmos o Teorema 4.1, faremos uso do método de
sub e supersolução para obter a primeira solução e teoria do grau para a segunda. Também
precisaremos das estimativas a priori, analogamente a Seção 3.3. A limitação da parte
negativa será provada com o aux́ılio do Teorema 2.3 e a limitação da solução usa fortemente
a hipótese (H4).

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira. Na Seção 2 encontramos a primeira
solução. A Seção 3 é destinada a obter as estimativas a priori para as eventuais soluções
de (St) e na Seção 4 aplicamos a teoria do grau de Leray Schauder para obter a segunda
solução.

4.2 Primeira Solução

Com o objetivo de obter a primeira solução vamos utilizar o método de sub-super
solução. Para isso começamos obtendo um resultado a respeito da existência de uma sub-
solução:

Proposição 4.1 Para todo w = (w1, w2) ∈ (C1
0(Ω))2, t = (t1, t2) ∈ R2, existe u = (u1, u2) ∈

(C1
0(Ω))2 subsolução de (St) tal que u≪ w.

Demonstração: Sejam w ∈ (C1
0(Ω))2, t = (t1, t2) ∈ R2 fixos, mas arbitrários. Seja

u ∈ (W 1,p
0 (Ω))2 solução de

−∆pu = A1Ψp(u) − d1e+ tφ+ h, em Ω u = 0 sobre ∂Ω.

onde sem perda de generalidade tomamos d1 > 0 grande suficiente para −d1 + tiφi + hi < 0,
para i = 1, 2. (como −d1 + tiφi + hi ∈ Lp′(Ω), para i = 1, 2, A1 é uma matriz cooperativa e
(λ1I − A1) é uma M-matriz não singular (veja Definição 1.2), a existência de tal solução é
garantida pelo Teorema 3 de [14].)

Afirmação 4.1 Podemos tomar d1 grande suficiente para que u≪ w.

De fato, seja {dn
1} sequência tal que dn

1 → ∞ (sem perda de generalidade assuma que dn
1 > 1)

e {un} uma sequência de soluções de

−∆pu
n = A1Ψp(u

n) − dn
1 ē+ tφ+ h, em Ω un = 0, sobre ∂Ω. (4.1)

Logo, se vn =
un

(dn
1 )

1
p−1

=

(

un
1

(dn
1 )

1
p−1

,
un

2

(dn
1 )

1
p−1

)

, então vn é solução de







−∆p v
n
1 = a11ψp(v

n
1 ) + a12ψp(v

n
2 ) − 1 + t1φ1+h1

dn
1

, em Ω

−∆p v
n
2 = a21ψp(v

n
1 ) + a22ψp(v

n
2 ) − 1 + t2φ2+h2

dn
1

, em Ω

vn
1 = vn

2 = 0, sobre ∂Ω.
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Agora, note que
∣
∣
∣
∣
∣

2∑

j=1

aijψp(v
n
j ) − 1 +

tiφi + hi

dn
1

∣
∣
∣
∣
∣
≤Mi(|vn

1 |p−1 + |vn
2 |p−1 + 1), para i = 1, 2,

com Mi = Mi(ai1, ai2, ti, φi, hi). Pelo Teorema 1.3 temos (vn
1 , v

n
2 ) ∈ (C1,α(Ω))2 para algum

0 < α < 1, e ‖(vn
1 , v

n
2 )‖(C1,α(Ω))2 ≤ M , onde M = M(M1,M2). Logo, pela imersão compacta

(C1,α(Ω))2 →֒ (C1,β(Ω))2, 0 ≤ β < α temos que, a menos de subsequência, (vn
1 , v

n
2 ) → (v1, v2)

em (C1,β(Ω))2. Pelo Lema 1.2 segue que (vn
1 , v

n
2 ) → (v1, v2), a qual é solução de







−∆p v1 = a11ψp(v1) + a12ψp(v2) − 1, em Ω
−∆p v2 = a21ψp(v1) + a22ψp(v2) − 1, em Ω
v1 = v2 = 0, sobre ∂Ω.

Pelo Prinćıpio do Máximo (Teorema 1.6) segue que vi ≤ 0, i = 1, 2. Considerando cada
equação separadamente e sabendo que aij > 0 para i 6= j, obtemos, aplicando o Prinćıpio do
Máximo de Vázquez (Proposição 1.4) com β(s) = −aiiψp(s) para a i-ésima equação, i = 1, 2,
que v ≪ 0.

Como vn = un

(dn
1 )

1
p−1

→ v ≪ 0, temos que un
i < 0,

∂un
i

∂ν
< 0 e ainda

∂un
i

∂ν
, un

i → −∞ quando

n→ ∞.
Sendo wi, u

n
i ∈ C1

0(Ω), temos que existe n1 ∈ N tal que un1
1 < w1 e

∂u
n1
1

∂ν
< ∂w1

∂ν
. Analoga-

mente existe n2 ∈ N tal que un2
2 < w2 e

∂u
n2
2

∂ν
< ∂w2

∂ν
. Seja n0 = max{n1, n2} e tal que

dn0
1 > b1, onde b1 é dado pela hipótese (H4). Então, como (un0

1 , u
n0
2 ) é solução de (4.1) temos

para i = 1, 2,

−∆pu
n0
i =

2∑

j=1

aijψp(u
n0
j ) − bn0

1 + tiφi + hi

<

2∑

j=1

aijψp(u
n0
j ) − b1 + tiφi + hi

≤ fi(x, u
n0) + tiφi + hi

isto é u = (un0
1 , u

n0
2 ) é subsolução de (St) que satisfaz u≪ w.

Proposição 4.2 Dado w ∈ (C1
0(Ω))2, existe t̄ ∈ R2 tal que para todo t ≤ t̄, existe uma

supersolução u ∈ (C1
0(Ω))2 para (St) com u≪ w.

Demonstração: Fixe um conjunto aberto Ω0 tal que Ω0 ⊂⊂ Ω. Defina

Mi > max
x∈Ω,s∈[−1,0]2

|fi(x, s)| + ‖h‖.

Para cada n > 0, seja un = (un
1 , u

n
2 ) ∈ (W 1,p

0 (Ω))2 solução do sistema






−∆p u
n
1 = −σ|un

1 |p−2un
1 + gn

1 (x), em Ω
−∆p u

n
2 = −σ|un

2 |p−2un
2 + gn

2 (x), em Ω
un

1 = un
2 = 0, sobre ∂Ω,
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onde σ é dado pela hipótese (H2) e

gn
i (x) =

{
−np−1, x ∈ Ω0

Mi, x ∈ Ω\Ω0.

(Temos pelo Teorema 3 de [14] que existe tal solução).

Notemos que
gn

i

np−1 → −χΩ0 em L∞(Ω), quando n tende a ∞, i = 1, 2, onde χΩ0 é a função

caracteŕıstica de Ω0. Definimos agora vn = (vn
1 , v

n
2 ) =

(
un
1

n
,

un
2

n

)

. Pelo Lema 1.2, temos que a

sequência vn → v em (C1,α(Ω))2, 0 < α < 1, onde v é solução de







−∆p v1 = −σ|v1|p−2v1 − χΩ0 , em Ω
−∆p v2 = −σ|v2|p−2v2 − χΩ0 , em Ω
v1 = v2 = 0, sobre ∂Ω,

Pelo Teorema 1.6 e o Prinćıpio do Máximo de Vázquez temos que v ≪ 0. Fazendo racioćınio
análogo ao da Afirmação da Proposição 4.1 obtemos que para n0 grande o suficiente, un0 ≪ w
e un0 < 0 em Ω. Podemos assumir que un0 ∈ (−1,−∞)2 em Ω0.

Definimos ū = un0 e t̄ = (t̄1, t̄2) por

t̄i < −
(np−1

0 + maxx∈Ω,s∈[min ū,−1]2 |fi(x, s)| + ‖h‖)
inf ū−1((−∞,−1]2) φi

.

Considerando que, como φi ≻ 0, inf ū−1((−∞,−1]2) φi > 0 (aqui o ı́nfimo é considerado em
sua forma essencial). Mostraremos que ū é supersolução de (St̄). Para x ∈ Ω existem três
possibilidades:

1) −1 ≤ ū1(x), ū2(x) ≤ 0,

2) ū1(x), ū2(x) ≤ −1,

3) ūi(x) ≤ −1 ≤ ūj(x) ≤ 0, para algum i, j ∈ {1, 2}, i 6= j.

Como un0 ∈ (−∞,−1)2 em Ω0, temos que x ∈ Ω\Ω0 no primeiro e terceiro caso, e x ∈ Ω0

no segundo caso. Assim, no primeiro caso temos, para i = 1, 2,

fi(x, ū1(x), ū2(x)) + t̄iφi(x) + hi(x)

< Mi ≤Mi − σ|ūi|p−2ūi = gn0
i − σ|ūi|p−2ūi

= −∆pūi.

No segundo caso, pela definição de t̄, temos, para i = 1, 2,

fi(x, ū1(x), ū2(x)) + t̄iφi(x) + hi(x)

≤ max
x∈Ω,s∈[min ū,−1]2

fi(x, s) + t̄i inf
ū−1((−∞,−1])

φi + ‖h‖

< −np−1
0 ≤ −np−1

0 − σ|ūi|p−2ūi = gn0
i − σ|ūi|p−2ūi

= −∆pūi.
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No terceiro caso, suponhamos, sem perda de generalidade, que ū2 ≤ −1 ≤ ū1 ≤ 0. Pela
hipótese (H3) temos

f1(x, ū1(x), ū2(x)) + t̄1φ1(x) + h1(x)

≤ f1(x, ū1(x), ū1(x)) + t̄1φ1(x) + h1(x)

< M1 ≤M1 − σ|ū1|p−2ū1 = gn0
1 − σ|ū1|p−2ū1

= −∆pū1.

e pela hipótese (H2),

f2(x, ū1(x), ū2(x)) + σ|ū2(x)|p−2ū2(x) + t̄2φ2(x) + h2(x)

≤ f2(x, ū1(x), ū1(x)) + σ|ū1(x)|p−2ū1(x) + t̄2φ2(x) + h2(x)

≤ M2 + σ|ū1(x)|p−2ū1(x) ≤M2 = gn0
2 ,

donde obtemos

f2(x, ū1(x), ū2(x)) + t̄2φ2(x) + h2(x) ≤ gn0
2 − σ|ū2(x)|p−2ū2(x) = −∆pū2.

Portanto ū is supersolução de (St̄) e para todo t ≤ t̄, ū é supersolução de (St) com ū ≪ w,
o que conclui a demonstração.

O próximo resultado é o método de sub e supersolução, que foi demonstrado no Caṕıtulo
3, Teorema 2.2, para o caso escalar, o qual faremos agora para sistemas.

Teorema 4.2 Sejam u, u ∈ (C1(Ω))2 sub e supersolução de (St) respectivamente tal que
u ≤ u em Ω, com u ≤ 0 ≤ u sobre ∂Ω. Então existe u ∈ (C1(Ω))2 solução de (St) tal que
u ≤ u ≤ u em Ω e u = 0 sobre ∂Ω.

Demonstração: Consideremos os operadores

Nt : (C1
0(Ω))2 → (L∞(Ω))2 e T : (L∞(Ω))2 → (C1

0(Ω))2

definidos para cada i = 1, 2, por

N(v) = (N1(v), N2(v)), onde Ni(v) = fi(x, v) + σ|vi|p−2vi + tiφi + hi,

e T (v) = (T1(v), T2(v)) = (w1, w2) se, e somente se, (w1, w2) é solução de






−∆pw1 + σ|w1|p−2w1 = v1, em Ω
−∆pw2 + σ|w2|p−2w2 = v2, em Ω

w1 = w2 = 0, sobre ∂Ω,

Definimos também Qt : (C1
0(Ω))2 → (C1

0(Ω))2 por Qt = T ◦Nt.
Como no Teorema 2.2 temos que u é um ponto fixo de Qt se, e somente se, u é uma

solução de (St), e utilizando o Teorema 1.3 ao invés do Lema 1.1 obtemos por demonstração
análoga àquele caso que Qt é compacto. Considerando

B = {u ∈ (C1
0(Ω))2 : u(x) ≤ u(x) ≤ u(x)},

temos que B é um conjunto fechado e convexo. Ainda, pela Proposição 1.2, (H2) e (H3)
temos que Qt(B) ⊂ B, e pelo Teorema 1.3 Qt(B) é limitado. Assim, pelo Teorema do Ponto
Fixo de Schauder existe u ∈ (C1

0(Ω))2 o qual é ponto fixo de Qt, ou seja, existe u ∈ (C1
0(Ω))2

solução de (St) tal que u ≤ u ≤ u em Ω.
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4.3 Estimativas a Priori

Para obtermos a segunda solução usando a teoria do grau, precisamos obter esti-
mativas a priori para as eventuais soluções de (St). Começamos essa seção obtendo uma
estimativa para a parte negativa de u, depois mostraremos que se u é solução de (St) para
t maior que uma certa constante negativa, então ti < C(1 + ‖u‖p−1), i = 1, 2, e finalmente,
provaremos uma estimativa a priori para u, se t ≥ −Ce.

Teorema 4.3 Para cada C0 ∈ R+, existe constante M > 0 tal que para todo t ≥ −C0e, se
u é solução de (St) então ‖u−‖ ≤M .

Demonstração: Seja m = max
i

{‖hi‖∞ + C0‖φi‖∞}. Como (u1, u2) é solução de (St),

temos que

∆pui + fi(x, u1, u2) = −tiφ− hi ≤ C0‖φ‖∞ + ‖hi‖∞ ≤ m, i = 1, 2.

Como fi é quase-monótona (por (H3)), temos que

f1(x, u1,−u−2 ) ≤ f1(x, u1, u2) e f2(x,−u−1 , u2) ≤ f2(x, u1, u2),

logo






∆p u1 ≤ m− f1(x, u1,−u−2 ), em Ω
∆p u2 ≤ m− f2(x,−u−1 , u2), em Ω

u1 = u2 = 0, sobre ∂Ω.
(4.2)

Mostraremos que (u1, u2) é supersolução de viscosidade de (4.2). Seja x0 ∈ Ω qualquer. Se
u1 = θ constante em uma vizinhança Bδ(x0) de x0, segue que m− f1(x, θ,−u−2 ) ≥ ∆pu1 = 0
em Bδ(x0).

Se u1 não é constante em uma vizinhança de x0, considere ϕ ∈ C2(Ω) tal que Dϕ(x0) 6= 0,
ϕ(x0) = u1(x0), ϕ ≤ u1 em uma vizinhança de x0. Então pelo Teorema 1.4 segue que

∆pϕ(x0) ≤ m− f1(x0, u1(x0),−u−2 (x0)).

Fazendo demonstração análoga para u2 obtemos que (u1, u2) é supersolução de viscosidade
de (4.2).

Além disso, como −u−i ≤ 0, i = 1, 2 e fi(x, 0, 0) = 0, segue que

m− f1(x, 0,−u−2 ) ≥ 0, m− f2(x,−u−1 , 0) ≥ 0,

logo (0, 0) é supersolução de viscosidade de (4.2).
Como o ı́nfimo de duas supersoluções de viscosidade é supersolução de viscosidade (veja

Lema 2.2), temos que w = min{(0, 0), (u1, u2)} = (−u−1 ,−u−2 ) é supersolução de viscosidade
de (4.2).

Agora provaremos que (−u−1 ,−u−2 ) é supersolução de viscosidade de






∆p u1 + a11ψp(u1) + a12ψp(u2) = m+ b1, em Ω
∆p u2 + a21ψp(u1) + a22ψp(u2) = m+ b1, em Ω

u1 = u2 = 0, sobre ∂Ω.
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De fato, seja x0 ∈ Ω arbitrário. Se −u−1 = θ constante em Bδ(x0), temos pela hipótese (H4)
e pelo fato que (−u−1 ,−u−2 ) é supersolução de viscosidade de (4.2) que

m+ b1 − a11ψp(θ) − a12ψp(−u−2 ) ≥ m− f1(x,−u−1 ,−u−2 ) ≥ 0 em Bδ(x0).

Suponhamos que −u−1 não é constante em uma vizinhança de x0, considere ϕ ∈ C2(Ω) tal
que Dϕ(x0) 6= 0, ϕ(x0) = −u−1 (x0), ϕ ≤ −u−1 em uma vizinhança de x0. Como (−u−1 ,−u−2 )
é supersolução de viscosidade de (4.2) e por (H4) segue que

∆pϕ(x0) ≤ m− f1(x0,−u−1 (x0),−u−2 (x0)) ≤ m+ b1 − a11ψp(−u−1 ) − a12ψp(−u−2 ).

Analogamente para a segunda equação obtemos a afirmação.
Dessa forma, pelo Teorema 2.3 temos que

− inf
Ω
{min{−u−1 ,−u−2 }} ≤ sup

∂Ω
{max{(−u−1 )−, (−u−2 )−}}

+C diam(Ω) ‖m+ b1‖
1

p−1

LN (Ω)
.

Como (u1, u2) é solução de (St) temos que u1 = u2 = 0 sobre ∂Ω. Também,

− inf
Ω
{min{−u−1 ,−u−2 }} = − inf

Ω
{−max{u−1 , u−2 }}

= sup
Ω
{max{u−1 , u−2 }} = ‖u−‖.

Portanto ‖u−‖ ≤M .

Teorema 4.4 Para cada C0 ∈ R+, existe constante C1 > 0 tal que para todo t ≥ −C0e, se
u é solução de (St) então ti ≤ C1(1 + ‖u‖p−1), i = 1, 2.

Demonstração: Sejam C0 ∈ R+ e t ≥ −C0e.
Se −C0e ≤ t ≤ 0, então seja C1 ≥ 0 uma constante qualquer, logo

ti ≤ C1 ≤ C1(1 + ‖u‖p−1)

e o teorema está provado.
Suponha que ti > 0 para i = 1, 2 e seja u uma solução de (St). Pelo Teorema 4.3 temos

que ‖u−‖ ≤M , logo segue de (H2) e (H3) que

fi(x, u1, u2) + σ|ui|p−2ui > fi(x,−M,−M) + σ| −M |p−2(−M).

Defina
ki = inf

Ω
fi(x,−M,−M) + σ| −M |p−2(−M)

(note que ki não depende de t). O restante da demonstração é análogo ao Teorema 2.7 e
obtemos constante Ci

1 tal que ti ≤ Ci
1(1+‖u‖p−1). Tomando C1 = max{C1

1 , C
2
1}, conclúımos

a prova.

Também precisamos do seguinte teorema:
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Teorema 4.5 Para cada C0 ∈ R+, existe constante C2 > 0 tal que para todo t ≥ −C0e e
para toda solução de (St) temos ‖u‖ ≤ C2.

Demonstração: Suponha por contradição que existem sequências {un} e {tn} tais que
‖un‖ → ∞, tn ≥ −C0e e







−∆p u
n
1 = f1(x, u

n
1 , u

n
2 ) + tn1φ1 + h1, em Ω

−∆p u
n
2 = f2(x, u

n
1 , u

n
2 ) + tn2φ2 + h2, em Ω

un
1 = un

2 = 0, sobre ∂Ω.

Seja vn = (vn
1 , v

n
2 ) =

(
un
1

‖un‖ ,
un
2

‖un‖

)

. Então da hipótese (H1) e do Teorema 4.4 segue que

−∆p v
n
1 =

f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) + tn1φ1 + h1

‖un‖p−1

≤ C(1 + |un
1 (x)|q1 + |un

2 (x)|r1) + C1(1 + ‖un‖p−1)‖φ1‖∞ + ‖h1‖∞
‖un‖p−1

≤ C3,

para n suficientemente grande. Por outro lado, pelo Teorema 4.3 temos que ‖(un)−‖ ≤ M ,
logo segue que ‖un‖ = ‖(un)+‖ para n suficientemente grande. Como f1 é quase-monótona
e pelas hipóteses (H5) e (H4) temos que

−∆p v
n
1 =

f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) + tn1φ1 + h1

‖un‖p−1

≥ f1(x, u
n
1 ,−M) − C0φ1 − ‖h1‖∞

‖un‖p−1

≥ f1(x, (u
n
1 )+, 0) − o(1)‖(un)+‖p−1 − C0φ1 − ‖h1‖∞

‖un‖p−1

≥ c11|(un
1 )+|p−1 − b2 − o(1)‖un‖p−1 − C0φ1 − ‖h1‖∞

‖un‖p−1
≥ C4

Assim obtemos que | − ∆pv
n
1 | ≤ C5 para n grande o suficiente e portanto segue que

vn
1 converge, a menos de subsequência, a uma função v1 em C1(Ω). Por racioćınio análogo

obtemos que vn
2 converge, a menos de subsequência, a uma função v2 em C1(Ω).

Como (un
1 , u

n
2 ) é solução de (Stn) por (H5) e (H4) temos que para toda ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω),
ϕ ≥ 0,

∫

Ω

|∇un
1 |p−2∇un

1∇ϕ =

∫

Ω

(f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) + tn1φ1 + h1)ϕ

≥
∫

Ω

(f1(x, (u
n
1 )+, (un

2 )+) − o(1)‖(un)+‖p−1 − C0φ1 + h1)ϕ

≥
∫

Ω

(c11|(un
1 )+|p−1 + c12|(un

2 )+|p−1 − b2 − o(1)‖(un)+‖p−1 − C0φ1 + h1)ϕ
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isto é,

∫

Ω

|∇vn
1 |p−2∇vn

1∇ϕ

≥
∫

Ω

(
c11|(un

1 )+|p−1 + c12|(un
2 )+|p−1−b2− o(1)‖(un)+‖p−1 − C0φ1 + h1

‖un‖p−1

)

ϕ

=

∫

Ω

(

c11|(vn
1 )+|p−1 + c12|(vn

2 )+|p−1 − o(1) +
h1 − C0φ1 − b2

‖un‖p−1

)

ϕ

Fazendo n→ ∞ obtemos
∫

Ω

|∇v1|p−2∇v1∇ϕ ≥
∫

Ω

(c11|v+
1 |p−1 + c12|v+

2 |p−1)ϕ.

Ou seja, temos, fazendo o mesmo racioćınio para un
2 , que (v1, v2) é solução de







−∆p v1 ≥ c11|v+
1 |p−2v+

1 + c12|v+
2 |p−2v+

2 , em Ω
−∆p v2 ≥ c21|v+

1 |p−2v+
1 + c22|v+

2 |p−2v+
2 , em Ω

v1 = v2 = 0, sobre ∂Ω,
(4.3)

Mostremos que vi ≥ 0, para i = 1, 2. De fato, suponha que existe xi ∈ Ω tal que vi(xi) < 0.
Como vi ∈ C1(Ω), considere Ω̃i = v−1

i ((−∞, 0)) e Ωi ⊂ Ω̃i a componente conexa que contém
xi. Assim, para i 6= j, temos por (4.3) que

{
−∆p vi ≥ cij|v+

j |p−2v+
j , em Ωi

vi = 0, sobre ∂Ωi.

Pelo prinćıpio do máximo temos que vi ≥ 0 em Ωi, o que é uma contradição pela definição
de Ωi. Assim, não existe xi ∈ Ω tal que vi(xi) < 0 e portanto vi ≥ 0, para i = 1, 2. Como
vi ≥ 0, segue de (H4), (4.3) e prinćıpio do máximo de Vázquez que vi > 0, para i = 1, 2.
Assim, pelas definições de E(A2) e λ1(∆p+A2) temos que 0 ∈ E(A2) e assim 0 ≤ λ1(∆p+A2),
o que contradiz (H4). Portanto existe C2 > 0 tal que ‖u‖ ≤ C2.

Devido aos Teoremas 4.4 e 4.5 obtemos as seguintes estimativas para t e para a norma
C1 de uma eventual solução de (St):

Teorema 4.6 Dado t0 ∈ R2, existem R, R̄ > 0 tais que para todo t ≥ t0, se u é uma solução
de (St) então ‖u‖(C1(Ω))2 ≤ R e t ≤ R̄e.

Demonstração: Dado t0 ∈ R2, defina C0 = max{(t01)−, (t02)−} ≥ 0. Segue dos Teoremas
4.4 e 4.5 que para todo t ≥ t0 ≥ −(t0)− ≥ −C0e, se u é uma solução de (St) então ‖u‖ ≤ C2

e ti ≤ C1(1 + ‖u‖p−1), i = 1, 2. Seja R̄ = C1(1 + Cp−1
2 ). Agora, como u é uma solução de

(St) temos






−∆p u1 = f1(x, u1, u2) + t1φ1 + h1, em Ω
−∆p u2 = f2(x, u1, u2) + t2φ2 + h2, em Ω
u1 = u2 = 0, sobre ∂Ω.
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Como (u1, u2) ∈ [−M,C2]
2 (M dado pelo Teorema 4.3), |fi(x, u1, u2)| ≤ Ri para (x, u1, u2) ∈

Ω× [−M,C2]× [−M,C2], i = 1, 2 e então temos que di(x, u1, u2) = fi(x, u1, u2) + tiφi + hi é
uma função Caratheodory que satisfaz

|di(x, u1, u2)| ≤ Ri + R̄‖φi‖∞ + ‖h‖ ≤ R2.

Pelo Teorema 1.3 u ∈ (C1,α(Ω))2, para 0 < α < 1 e ‖u‖(C1,α(Ω))2 ≤ C = C(R2). Portanto
existe R > 0 tal que ‖u‖C1(Ω)2 ≤ R.

4.4 Segunda Solução

Como explicado anteriormente, nesta seção, utilizando a teoria do grau de Leray-
Schauder, completaremos a prova do Teorema 4.1 encontrando outra solução de (St).

Denotemos

Y = {(y1, y2) ∈ R2 : y1 + y2 = 0}.
Para cada y ∈ Y , consideremos os conjuntos

S1 = {s ∈ R : (Sy+se) tem ao menos uma supersolução}

S = {s ∈ R : (Sy+se) tem ao menos uma solução}.
Notemos que S é limitado superiormente pelo Teorema 4.6, pela Proposição 4.2, segue que
S 6= ∅ e se t ∈ S1 então s ∈ S1, para todo s ≤ t. Obviamente S ⊂ S1. Pela Proposição 4.1 e
Teorema 4.2 temos que S1 ⊂ S, assim S = S1.

Defina, para y ∈ Y ,

γ∗(y) = supS.

Afirmação 4.2 y 7→ γ∗(y) é Lipschitziana.

Com efeito, dados y, z ∈ Y , com y 6= z, consideremos Γ∗(y) = y+γ∗(y)e e Γ∗(z) = z+γ∗(z)e.
Mostremos que Γ∗(y) ≮ Γ∗(z) e Γ∗(z) ≮ Γ∗(y). Suponhamos por contradição que temos
Γ∗(y) < Γ∗(z), então existe ε > 0 tal que y + γ∗(y)e+ εe < z + γ∗(z)e, isto é

y + γ∗(y)e+
ε

2
e < z + γ∗(z)e− ε

2
e

︸ ︷︷ ︸

z̃

. (4.4)

Como z̃ < Γ∗(z), (Pz̃) possui supersolução, e por (4.4), (Py+γ∗(y)e+ ε
2
e) tem supersolução, o

que contradiz a definição de γ∗(y). Da mesma forma provamos que Γ∗(z) ≮ Γ∗(y).
Assim, existem i, j ∈ {1, 2} tais que

yi + γ∗(y) ≥ zi + γ∗(z) e yj + γ∗(y) ≤ zj + γ∗(z).

Então

γ∗(z) − γ∗(y) ≤ yi − zi ≤ |y − z|
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e
γ∗(y) − γ∗(z) ≤ zj − yj ≤ |y − z|.

Portanto, |γ∗(y) − γ∗(z)| ≤ |y − z| e a afirmação está provada.
Defina

Γ∗ = {y + γ∗(y)e : y ∈ Y}.
Temos que Γ∗ é uma curva lipschitziana que divide R2 em duas componentes

C = {y + se : s < γ∗(y), y ∈ Y} e N = {y + se : s > γ∗(y), y ∈ Y}.

Mostremos que para todo t ∈ N , o problema (St) não tem solução. De fato, se t ∈ N ,
existem y ∈ Y e s > γ∗(y) tais que ti = yi + s. Como s > γ∗(y), segue que (St) = (Sy+se)
não tem solução pela definição de γ∗(y).

Observação 4.1 Pela definição de S e γ∗ temos que se t ∈ C, então (St) tem pelo menos
uma solução.

Mostremos agora ii). Seja t ∈ Γ∗, logo t = y∗ + γ∗(y∗)e, para algum y∗ ∈ Y . Pela definição
de γ∗(y∗) existe {tn} ⊂ R tal que tn → γ∗(y∗) e (Sy∗+tne) tem solução un. Sem perda de
generalidade, suponhamos que tn é crescente. Como un é solução de (Sy∗+tne), para todo
ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω),
∫

Ω

|∇un
i |p−2∇un

i ∇ϕ =

∫

Ω

(fi(x, u
n
1 , u

n
2 ) + (y∗i + tn)φi + hi)ϕ, i = 1, 2. (4.5)

Pela hipótese (H1) e o Teorema 4.6, com t0 = y∗+t1e (t1 é o primeiro elemento da sequência),
temos, para i = 1, 2,

|fi(x, u
n
1 , u

n
2 )+(y∗i + tn)φ+hi| ≤C(1+|un

1 |qi +|un
2 |ri)+|y∗i + tn|‖φi‖∞+‖hi‖∞

≤C(1 +Rp−1) + (R̄ + |t0|)‖φi‖∞ + ‖hi‖∞ ≤M.

Logo pelo Teorema 1.3 segue que {un} é limitada em (C1,α(Ω))2 e assim possui uma sub-
sequência convergente unk → u∗ em (C1,β(Ω))2, 0 ≤ β < α. Dessa forma, tomando o limite
quando nk → ∞ em (4.5) obtemos

∫

Ω

|∇u∗i |p−2∇u∗i∇ϕ =

∫

Ω

(fi(x, u
∗
1, u

∗
2) + tiφi + hi)ϕ, i = 1, 2,

isto é, u∗ é solução de (St). Portanto (St) tem solução para t ∈ Γ∗.
Agora considere, para y ∈ Y ,

γ∗(y) = supU ,
onde

U = {s ∈ R : (Sy+se) tem supersolução u≪ u∗, u∗ solução de (Sy+γ∗(y)e)}.

Note que γ∗(y) ≤ γ∗(y), argumentando como acima, provamos que y 7→ γ∗(u) é Lipschitz e
podemos definir

Γ∗ = {y + γ∗(y)e : y ∈ Y}.
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Temos que Γ∗ divide C em dois conjuntos

M = {y + se : s < γ∗(y), y ∈ Y},

O = {y + se : γ∗(y) < s < γ∗(y), y ∈ Y}.
Pela Observação 4.1, se t ∈ O ∪ Γ∗ então (St) possui ao menos uma solução, o que conclui o
item ii).

Provaremos que para todo t ∈ M, o problema (St) tem pelo menos duas soluções.
Dado t0 ∈ M, sejam y0 ∈ Y e s < γ∗(y

0) tais que t0 = y0 + se. Pela definição de γ∗(y
0),

(St0) possui ao menos uma supersolução ū tal que ū≪ u∗, onde u∗ é solução de (Sy0+γ∗(y0)e).
Segue da Proposição 4.1 que existe u subsolução de (St0) tal que u≪ ū, e pelo Teorema 4.2
(St0) possui uma solução u0 com u ≤ u0 ≤ ū. Tomando uma menor subsolução se necessário,
u≪ u0 ≤ ū≪ u∗. Defina, para i = 1, 2,

f̃i(x, ξ1, ξ2) = fi(x, g1(ξ1), g2(ξ2)) + σ|gi(ξi)|p−2gi(ξi), ∀ (x, ξ1, ξ2) ∈ Ω × R × R,

onde gi : R → R, para i = 1, 2, é definida por

gi(t) = uiχ(0,∞)(ui − t) + tχ[ui,u
∗

i ](t) + u∗iχ(0,∞)(t− u∗i ).

Notemos que gi é cont́ınua, limitada e não decrescente. Dessa forma, pela hipótese (H2)
temos que f̃i é limitada, cont́ınua e não decrescente.

Defina também o operador Q̃t0 : (C1
0(Ω))2 → (C1

0(Ω))2 por Q̃t0(v) = w se, e somente se,
w é solução de







−∆pw1 + σ|w1|p−2w1 = f̃1(x, v1, v2) + t01φ1 + h1, em Ω

−∆pw2 + σ|w2|p−2w2 = f̃2(x, v1, v2) + t02φ2 + h2, em Ω
w1 = w2 = 0, sobre ∂Ω.

Como no Teorema 4.2 temos que Q̃t0 é compacto. Como f̃i é limitada temos que as soluções
do sistema acima são uniformemente limitadas em (C1

0(Ω))2 e então podemos considerar uma
constante R0 > sup{‖Q̃t0(v)‖(C1(Ω))2 : v ∈ (C1

0(Ω))2} e

D =
{

u ∈ (C1
0(Ω))2 : u≪ u≪ u∗, ‖u‖(C1(Ω))2 < R0

}

.

Notemos que D é um conjunto aberto, limitado e convexo. Como na Seção 3.4, utilizando
as hipóteses (H2) e (H3), podemos mostrar que Q̃t0(D̄) ⊂ D̄. Além disso, se Qt é dado
pelo Teorema 4.2, temos que Q̃t = Qt em D̄, u é uma solução de (St) se, e somente se, u é
um ponto fixo de Qt. Se a fronteira de D contém uma solução de (St0) então a prova está
completa, visto que u0 ∈ D.

Suponha que ∂D não contém soluções de (St0). Por demonstração análoga à Seção 3.4,
temos que deg(I−Qt0 ,D, 0) = 1 e para r ∈ R grande o suficiente, deg(I−Qt0 , Br(0), 0) = 0.

Pela propriedade da excisão do grau,

0 = deg(I −Qt0 , Br(0), 0) = deg(I −Qt0 ,D, 0) + deg(I −Qt0 , Br(0) \ D, 0),

e assim deg(I − Qt0 , Br(0) \ D, 0) 6= 0, isto é, existe v ∈ Br(0) \ D solução de (St0) e dessa
forma (St0) possui duas soluções. Portanto conclúımos a prova do teorema.

65



Observação 4.2 Gostaŕıamos de provar que Γ∗ = Γ∗, mas infelizmente isto não é posśıvel
pois se t ∈ C, t = y + se, com s < γ∗(y), logo temos que u∗ é supersolução de (St), onde u∗

é solução de (Py+γ∗(y)e). Pela Proposição 4.1 obtemos subsolução u tal que u ≪ u∗ e pelo
Teorema 4.2 obtemos uma solução que satisfaz u ≤ u ≤ u∗. Mas não podemos assegurar que
u≪ u∗. Assim não podemos garantir que u ∈ D, somente u ∈ D. Dessa forma o racioćınio
utilizado na sequência e a teoria do grau de Leray Schauder não podem ser aplicados.
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Algumas Desigualdades

Proposição A.1 [28, Teorema 2.8]

det(A) det(B) ≤
(
tr(AB)

N

)N

, A,B ≥ 0, A,B ∈ S(N), (A.1)

Lema A.1

(a+ b)m ≤ Cm(am + bm), (A.2)

com Cm = 1, se m ∈ (0, 1] e Cm = 2m−1 se m > 1.

Demonstração: Para m = 1 é imediato. Consideremos o caso m ∈ (0, 1): Com efeito, a
função f : [0, 1) → R dada por f(x) = (x + b)t − xt − bt com t ∈ (0, 1) e b ∈ [0,∞) satisfaz
f(0) = 0 e f ′(x) ≤ 0 para todo x ∈ [0,∞), pois, supondo f ′(x) > 0 obtemos b < 0, o que
é uma contradição. Consideremos agora o caso m > 1: Se a = 0 é óbvio. Suponha a > 0,
então (A.2) pode ser escrito na forma (1 + x)m ≤ 2m−1(1 + xm), onde x = b

a
≥ 0. A função

f(x) = (1+x)m

(1+xm)
satisfaz f(0) = 1 = limx→+∞ f(x) e f(x) > 1 se 0 < x <∞. Portanto, f tem

um máximo para x ≥ 0 em seu único ponto cŕıtico, x = 1. Como f(1) = 2m−1, obtemos
(1 + x)m ≤ 2m−1(1 + xm), o que prova o lema.

Lema A.2 (Desigualdade de Young Generalizada) Para todo a, b ≥ 0, δ > 0 e q ∈ (0, 1),
temos

ab ≤ δa
1
q +

(q

δ

) q
1−q

(1 − q)b
1

1−q .

Demonstração: Em [40] temos no Apêndice B.2 a seguinte desigualdade de Young:

ab ≤ ar

r
+
bs

s
,

para a, b ≥ 0 e r, s > 1 satisfazendo 1
r

+ 1
s

= 1. Escrevendo

ab = ((δ/q)q a)

(
b

(δ/q)q

)
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e utilizando a desigualdade de Young com r = 1
q

e s = 1
1−q

temos o resultado.

A.2 Os Operadores de Pucci e a Hipótese (F2)

Como vimos no Caṕıtulo 2 os operadores de Pucci são definidos da seguinte forma.

Definição A.1 Para 0 < a ≤ A, os operadores de Pucci são definidos por

M+
a,A(M) = a

∑

ei<0

ei + A
∑

ei>0

ei,

M−
a,A(M) = A

∑

ei<0

ei + a
∑

ei>0

ei,

onde ei são os autovalores de M .

Temos a seguinte definição equivalente, que pode ser encontrada em [15].

M+
a,A(M) = Atr(M+) − atr(M−),

M−
a,A(M) = atr(M+) − Atr(M−),

para cada M ∈ S(N), com M = M+ −M− a decomposição de M , onde M+ = PD+P⊤

é uma matriz não negativa definida e M− = PD−P⊤ é uma matriz não negativa definida,
sendo D± uma matriz diagonal, onde a diagonal de D+ é formada por cii = max{0, ei} e a
diagonal de D− é formada por bii = max{0,−ei}.

A seguir enunciamos algumas propriedades desses operadores.

Proposição A.2 [15, Lemma 2.10] Sejam 0 < a ≤ A e X, Y ∈ S(N).

i) M−
a,A(X) ≤ M+

a,A(X),

ii) −M+
a,A(−X) = M−

a,A(X) e M±
a,A(γX) = γM±

a,A(X), se γ ≥ 0,

iii) M+
a,A(X) + M−

a,A(Y ) ≤ M+
a,A(X + Y ) ≤ M+

a,A(X) + M+
a,A(Y ),

iv) M−
a,A(X) + M−

a,A(Y ) ≤ M−
a,A(X + Y ) ≤ M+

a,A(X) + M−
a,A(Y ),

v) a′ ≤ a ≤ A ≤ A′ ⇒ M−
a′,A′(X) ≤ M−

a,A(X) e M+
a′,A′(X) ≥ M+

a,A(X).

Durante a demonstração das estimativas ABP no Caṕıtulo 2 utilizamos várias vezes a
hipótese (2.6) ao invés da hipótese (F2). Mostraremos agora que (F2) implica em (2.6). De
fato, note que por (F2) sendo X > 0, e tomando M1 = X e M2 = −X obtemos

a|p|αtr(X) ≤ F (X −X, p) − F (−X, p) ≤ A|p|αtr(X)

o que implica
−A|p|αtr(X) ≤ F (−X, p) ≤ −a|p|αtr(X).
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Dessa forma, sendo M ∈ S(N), temos

F (M, p) = F (M+ −M−, p) ≤ A|p|αtr(M+) + F (−M−, p)

≤ A|p|αtr(M+) − a|p|αtr(M−) = |p|αM+
a,A(M)

F (M, p) = F (M+ −M−, p) ≥ a|p|αtr(M+) + F (−M−, p)

≥ a|p|αtr(M+) − A|p|αtr(M−) = |p|αM−
a,A(M).
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