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Resumo

Neste trabalho. tratamos da homotopia monoténica, uma variante apropria-
da de homotopia, de trajetdrias de sistemas de controle nao-linear assim comeo
de curvas monotdnicas em semigrupos de Lie. Introduzimos primeiro um con-
ceito de regularidade para funcoes de controie que por sua vez pode ser visto,
através de uma reparametrizagio, como generalizacao de controles normais,
e depois consideramos a homotopia monotonica das trajetdrias regulares de
um sisterna de controle & numa variedade /. Em seguida, mostramos que
o conjunto ['{X, z} de classes de homotopia monotdnica das trajetdrias reg-
ulares do sistema L a partir de um estado fixo tem estrutura de variedade
diferencidvel com a mesma dimensdo que M. Nesta conexio, ¢ teorema
3.1.1 é um dos resultados principais da tese. Como coroldrio deste teorema
temos um difeomorfismo local e levantamos ¥ 4 variedade T'(X, z) obtendo
um sisterna em ['(Z, z).

Para considerar as propriedades universais de I'(L, z), tomamos uma var-
iedade N que recobre o conjunto acessivel Ar(¥, z) via um difeomorfismo
local sobrejetor. Comparando as trajetdrias de sistemas levantados sobre es-
sas duas variedades, construimos uma aplicacio de I'(E, z) a valores em V.
Esta construcdo & nada mais do que imitar a teoria cldssica. Feito isso, com-
paramos a homotopia monoténica com a homotopia usual. Em particular,
exibimos um exemplo de um sistema de controle que admite trajetdrias que
sao homotdpicas mas nio sao monoctonicamente homotdpicas. Pretendemos
também relacionar nossas construgoes e resultados com um dos problemas ap-
resentados em [16] para semigrupos gerais. Também, definimos o semigrupo
fundamental para homotopia monoténica como andlogo de grupo fundamen-
tal de um espago topolégico.

Finalmente, particularizamos os resultados jd obtidos para o contexto de
conjuntos de controle onde o problema de valor inicial que aparece ao longo
do trabalho pode ser melhorado assumindo z € intA(z).



Abstract

In this work, we deal with monotonic homotopy, an appropriate variant of
homotopy, of trajectories of non-linear control svstems as well as monoton-
ic curves in Lie semigroups. We first introduce a concept of regularity for
control functions which may be viewed, through a reparametrization, as gen-
eralization of normal controls, and consider monotonic homotopy of regular
trajectories of a given control system X on a manifold M. Then, we show
that the set T'(Z. z) of monotonic homotopy classes of regular trajectories of
Y starting at a given fixed point z has a differentiable manifold structure
with the same dimension as M. In this connection, Theorem 3.1.1 is one
of the major achievements of the thesis. As a consequence of this theorem
we get a local diffeomorphism and lift ¥ to the manifold I'(X, z) obtaining a
system in [(Z, ).

To consider universal properties of T'{X, z). we take a manifold N that
covers the accessible set Ag(¥, z) via a surjective local diffeomorphism. Com-
paring the trajectories of the lifted systems on these two manifolds, we con-
struct a map from ['(Z, z} into N. This construction is only a mild imitation
of the classical theorv. We then compare monotonic homotopy with usual
homotopy. In particular, we exibit an example of a system admitting trajec-
tories which are homotopic but not monotonically homotopic. We also try to
relate our constructions and results to one of the problems presented in [16]
for semigroups in general. We define a fundamental semigroup for monotonic
homotopy as an analogue of fundamental group of a topolegical space.

Finally, we particularize the results obtained so far to the context of
control sets where the initial value problem that appears throughout the
work may be improved assuming z € int.A(z).
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Introducao

A teoria de sistemas de controle tem mantido desde 1950 em atividade a um
nimero grande de matemdticos e a geometria diferencial tem sido aplicado
eficientemente nesta drea nos 1iltimos anos. Nesta tese, estudamos esta teoria
desde o ponto de vista da topologia algébrica. Mais precisamente, o objetivo
do trabalho é estudar a homotopia monoténica de trajetdrias de sistemas
de controle assim como de curvas monoténicas em semigrupos de Lie. A
homotopia monoténica é uma variante apropriada de homotopia na qual as
trajetérias (resp. as curvas monotdnicas) sdo ligadas por homotopias que
envolvermn apenas trajetdrias (resp. curvas monotonicas). Esse conceito de
homotopia foi introduzido recentemente na literatura por Lawson [15], [16] e
Colonius-Spadini [3], [4].

Antes de passar a um resumo dos capitulos que compdem esta disser-
tagdo, comentamos as diferencas deste trabalho com o de Saryvchev [24] que
trata também de homotopia de trajetdrias de sistemas de controle. Em [24]
sdo considerados sistemas de controle sem campo de vetores drift. Para es-
ta classe de sistemas satisfazendo a condigido de posto de algebra de Lie, &
mostrado que o mergulho ¢ do espago de trajetérias (com as mesmas extremi-
dades fixas) no espa¢o de todos 0s caminhos em uma variedade que conectam
essas extremidades ¢ uma equivaléncia homotépica. O exemplo apresenta-
do no capitulo 6 mostra que esse resultado nio ocorre necessariamente para
sistemas com vetor drift, que sdo os considerados neste trabalho.

A tese é dividida em oito capftulos:

Capitulo 1: contém algumas definicdes bdsicas sobre sistemas de controle
ndo lineares. Mais precisamente, é dada a defini¢o de um sistema de controle
e as nogoes de controlabilidade, controlabilidade aproximada, destes sistemas.
Controlabilidade é um dos conceitos principals na teoria do controle e néao
ocorre em geral para um sistema nédo linear. Este problema pode ser analizado
sob dois pontos de vista. O primeiro ¢ a parte da érbita e o segundo é

ix
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a parte de acessibilidade. Jd que a questdo de acessibilidade nos interessa
mais, a énfase dada aqui é a parte de acessibilidade. Portanto, incluimos
os enunciados do teorema da orbita {26]. [28], sem demonstracio e alguns
resultados cldssicos sobre acessibilidade.

Capitulo 2: é dedicado ao estudo de homotopia monotdnica e ao conceito
de regularidade para funcdes de controle em relacdo a aplicacdo de ponto-
final {veja defini¢do 2.2.1). Mostramos na proposigdo 2.4.1 que através de
uma reparametrizacio a classe de controles normais (considerados em [27])
forma uma subclasse de controles regulares. Entde, a nocao de regularidade
é malis geral e utilizaremos a nocao de controle normal, que serdo utilizados
aqui apenas para garantir uma guantidade suficiente de controles regulares.

Uma observagdo importante a essa altura, em relagao a existéncia de con-
troles regulares, € a condigdo de posto de dlgebra de Lie. Sob essa hipétese
os controles normais se tornam regulares através de uma reparametrizacio
como dito acima. A proposicdo 2.4.3 € uma modificacdo de um resultado
classico devido a Sussmann e pode ser vista entdo como uma generalizacac
suave do caso normal para o caso regular. Ao longo deste capitulo provamos
alguns resultados para controles regulares que precisaremos para o progresso
do trabalho e para referéncias futuras. Esses resultados envolvem a concate-
nacdo entre controles normais e regulares (proposicéo 2.2.4), reversibilidade
de regularidade {lema 2.2.5) e a rela¢do entre normalidade e regularidade
{proposicio 2.4.1). Finalmente, relacionamos a homotopia monotdnica com
concatenagdo (proposicdo 2.5.2) e mostramos que a homotopia monotdnica
pode ser levada as trajetdrias revertidas {proposic¢io 2.5.3).

Capitulo 3: contém um dos resultados principais da tese, i.e., o teore-
ma 3.1.1 que estabelece uma construc¢io. para homotopia monotdnica, de
um andlogo do recobrimento simplesmente conexo de um espago topoldgi-
co. Mais precisamente, seja X um sistema de controle no espago estado M
(uma variedade diferencidvel de dimensdo finita). Fixando um ponto ini-
cial z em M consideramos o conjunto de trajetorias regulares a partir de
z ¢ denotamos por I'(Z. z) o conjunto de classes de homotopia monoténica
dessas trajetérias. Logo mostramos que existe uma estrutura de variedade
em ['{X, z) tal que a aplicacdo de ponto-final ¢ : I'(¥,z) — M é um difeo-
morfismo local no sentido em que sua diferencial é um isomorfismo em cada
ponto de ['(X, z) (veja coroldrio 3.1.3). Mais ainda. a imagem de ¢ é contida
no interior int.4(z) do conjunto acessivel de z, e ela é de fato int.A(z) desde
que assumimos a condigdo de posto de dlgebra de Lie. Tudo isso em algum
sentido pode ser visto como um andlogo (para homotopia monoténica) do
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recobrimento simplesmente conexo de um espago topoldgico. Neste caso, a
aplicacdo = : I'(¥,z) — intA(z) é o andlogo da aplicacdo de recobrimento
simplesmente conexo cldssico.

Capitulo 4: estuda o processo de levantamento. De fato, levantamos o
sistemna X 4 T'(E, z) via o difeomorfismo local £. Centramos nossa atenc¢io
a0 sistema levantado & para relacionar suas propriedades com a homotopia
monotdnica das trajetorias do sistema original . Notemos que levantamen-
to ndo é direto. Isto é, o ponto inicial z em geral nao estd no seu con-
junto acessivel e também para levantar as trajetdrias do sistema 2. através
de £ temos que ter trajetdrias dentro de Ag{L,z). Em geral as trajetérias
{mesmo as regulares) néo estdo inteiramente contidas no conjunto Ag(Z, z).
A idéia para evitar essa complicacdo técnica é fazer toda construcao den-
tro de Ag(Z, z5) tomando um ponto zy regularmente atingivel a partir de
zp e logo deixar a condigdo inicial zp no meio trocando os papéis de z
com mg, i.e. assumir xy € Agr(Z. x;) para algum z; € M e tentar voltar
atras um pouco. Continuando assim, provamos um resultado gue relaciona
I'(X, z9) com T(Z, zy) onde zp € Ag(¥, z;). Malis precisamente mostramos
na proposicdo 4.2.6 que I'(X, 2p) é uma subvariedade aberta de I'(E, zg). A
partir dessa proposicdo é possivel provar que duas trajetérias sdo monotoni-
camente homotodpicas se, e somente se, seus levantamentos tém as mesmas
extremidades em I'(Z. zq} (veja, teorema 4.2.7). Isto pode ser visto tambeém
como uma caracterizacdo de homotopia monoténica para as trajetérias em
F(E I{]).

Capitulo 5: considera as propriedades universais de I'(X, zg). Por pro-
priedade universal entenderemos o seguinte: Seja /N uma variedade qualquer
que recobre o conjunto Ag(Z, zo) através de um difeomorfismo local sobre-
jetor 7. Entdo existe um difeomorfismo local f : T'(Z,2) — N tal que
mo f = g4, onde £, denota o difeomorfismo local I'(X, z5) — Agr(E, zq) do
coroldrio 3.1.3.

Para construir uma tal aplicagio f : I'(Z,z¢) — N levantamos primeiro
trajetérias regulares a partir de zp € Ap(X, zp) a ambas variedades I'(EZ. zp)
e N, e obtemos aplicacbes definidas em ['(Z, z5). Em seguida estendemo-las
a0 espaco todo I'(Z, zg). Mostramos também que a aplicacdo f obtida dessa
maneira nao é necessariamente sobrejetora devido & questdo da controlabili-
dade do sistema levantado ¥ em N,

Capitulo 6: compara a homotopia monoténica com a homotopia usual.
Evidentemente homotopia monotdnica implica homotopia entre trajetdrias.
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Mas, a reciproca em geral ndc acontece como se vé no exemplo dado neste
capitulo. Notemos que esse exemplo também mostra que a aplicacao ¢ :
I'(E, z} — int. A{z) em geral ndo é uma aplicacdo de recobrimento. Resumin-
do, o ponto fundamental é decidir quando existe uma homotopia monoténica
entre duas irajetdrias que sdo homotépicas como curvas. Deste ponto de
vista, o objetivo principal deste capitulo é procurar condigbes sobre o sis-
tema para que trajetdrias homotdpicas com mesmo ponto final sejam também
monotonicamente homotoépicas.

Capitulo 7: procura relacionar as construcoes feitas nos capitulos prece-
dentes com um dos problemas apresentados em [16]. Mais precisamente,
a homotopia monotdnica foi considerada também na teoria de semigrupos
por Lawson de uma maneira um pouco diferente que a nossa [15], [16]. O
objetivo desses trabalhos foi o de estender constructes cldssicas de grupos
de recobrimento universal a semigrupos de Lie. O problema é saber se é
possivel identificar o semigrupo I'(£,1), onde 1 denota o elemento neutro
do grupo. e o semigrupo de recobrimento universal de um semigrupo de Lie
S (ou semigrupo infinitesimalmente gerado). Através de sistemas de con-
trole invariantes em grupos de Lie, os resultados j& obtidos sdo enunciados
também no contexto de teoria de semigrupos de Lie, ao invés da teoria do
controle. Notemos que o problema indicado acima foi resolvido em [16] para
o caso particular de semigrupos de Ol'shanskii. Entdo nds abordamos ¢ caso
de semigrupos gerais utilizando os resultados obtidos sobre o recobrimento
universal do controle.

Capitulo 8: é baseado na particularizacdo dos resultados j4 obtidos nos
capitulos precedentes para o contexto de conjuntos de controle. Nesse caso,
o problema de valor inicial pode ser melhorado para conjuntos de controle
assumindo z¢ € intA(zy). Daif devido & existéncia de trajetérias pericdi-
cas regulares definimos o semigrupo fundamental em relacdo a homotopia
monotdnica, andlogo de grupo fundamental de um espaco topolégico, veja
Colonius-Spadini [4].
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Capitulo 1

Generalidades

Esta parte introdutdria é baseada no apendice A sobre a teoria geométrica
do controle do livro de Colonius-Kliemann, [6], e nas notas nio publicadas
sobre ¢rbitas de familias de campos de vetores de San Martin, [19].

1.1 Sistemas de controle e suas drbitas

Defini¢ao 1.1.1 Um sistema de controle é daodo pelos sequintes objetos :

1. O espaco estado M, uma variedade diferencidvel de dimensdao n;
2. 0 conjunto de controles admissiveis
U=1{u:R—U, localmente integravel}

onde U denota um espago de controles. Portants requeremos que os
controles sejom integrdveis em cada intervalo limitado.

3. As dindmaicas
z = X{z,u(t)). (1.1)

Mais precisamente, o dindmica do sistema é dada por uma fomilia de
equacoes diferenciais que dependem de controles. Assumimos que para
todo v € U a aplicagio X, : p — X{p,u) de M no fibrado tangente
TM de M ¢é um campo de vetores diferencidvel em M. FEntdo, para
todow € U e x € M, a equagio diferencial x = X(x,u) tem solugdes
locais inices ¢{(t, z,u) com ©(0,z,u) = = no tempo t = 0. Mesmo gue

1



2 CAPITULO 1. GENERALIDADES

nao seja essencial para nossos resultados por conveniéncia suporemos

que 08 carnpos de vetores X, u € U, sao completos. Isto é, as solucies
existem globalmenie para t € R e portanto o subgrupo a 1-parémetro
correspondente @, 1 {1, 1) — p(t, x.u) é definido em R x M. Dai que
a curva integral ®(t) =: ¢(t, r,u) satisfoz

d

P, (=
(dt

)i =0 (1) = Xu(B(2), @) =z

e O,(t,z) = ®(t}, t € R, x € M. Notemos que as curvas integrais
de um sistemna de controle sao chamadas de trajetdrias. Dividindo es-
sas solugdes em pedacos obtemos solugdes para coniroles constantes por
pedacos ou curvas integrais guebradas.

Na definicdo acima, alternativamente admitimos também apenas con-
troles constantes por pedacos u {i.e., R se decompde em subintervalos cujos
comprimentos sdo inferiormente limitados de tal maneira que u é constante
em cada um desses subintervalos}. Denotamos por

Upe = {u: R - U, ué constante por pedagos}

o conjunto desses controles. Uma observacdo importante sobre esta classe
é que através do lema de aproximacio, provado por Sussmann [29], os re-
sultados obtidos para sistemas de controle considerando apenas controles
constantes por pedacos podem ser estendidos aos sisternas mais gerais aprox-
imando um controle qualquer por essa classe.

Um sistema de controle é determinadoe pela seguinte colecdo correspon-
dente de campos de vetores parametrizados por controles

F={X,:uel}
Além do mais, esta familia de campos deve satisfazer

M =|_} dom(X,) (1.2)

ugld

Portanto, a teoria (geométrica) do controle pode ser vista também como a
teoria de familias de campos de vetores ou poli-sistemas dindmicos. Por essa
razao, ao longo do texto, uma familia ¥ de campos de vetores serd dominada
também por sistema de controle.



1.1. SISTEMAS DE CONTROLE E SUAS ORBITAS 3

Agora, seja L um sistema de controle sobre uma variedade diferencidvel
conexa M de dimensdo finita. Suponhamos que para cada u, dom(X,) &
aberto em M. Portanto a condicéo dada em {1.2) nao é restritiva, pois sempre
¢ possivel considerar o sistema sobre a variedade |J dom(X,}. Denotamos

ueld
por X, o fluxo (de difeomorfismos locais) induzido por um campo X em X.
Associado a ¥, temos entdo um semigrupo Sy gerado por ¥, ou semigrupo
do sistema. que é definido por

Ss={X}oX2o - 0X : X'cTet, c R},
i1 i ty

Notemos que Sy é um semigrupo no sentido local. Pois, o produto é dado
pela composta de difeomorfismos a menos de localizacdo do dominio e as
inversas dos elementos de Sy nao estao em geral em Sy por exigéncia do
tempo positivo. De maneira semelhante, temos

Ge={X.coXlo--oXf:X'€Tet; € R}

o grupo (local) gerado pelos fluxos dos campos em X, sem restricio de que o
tempo seja positivo. Portanto, este conjunto é fechado por composicdes e por
elementos inversos, isto &, permite-se o retorno no tempo. De fato, {X;)7}
= X_,.

A drbita pelo sistema em temnpo positivo, ou simplesmente érbita positiva,
a partir de z € M se define como a drbita de a¢do do semigrupo local Sg
sobre z, isto é.

Su(z) = {(@) : 6 € St}.

Definicao 1.1.2 Seja X um sistema de controle numa variedade M. O con-
Junio

As(z) ={y e M 1y = p(t,z.u) para algum w € Up, et > 0}

¢ dito o conjunio dos pontos atingiveis ou simplesmente conjunto acessivel o
partir de T € M por concatenacoes de trajetdrias dos campos de £, com a
restrigido de que se consideram apenas as partes positivas das trajetdrias.

Observe que, a partir dessa definicdo, Sg(z) coincide com Ag(x). Por
outro lado, associado as drbitas positivas, temos os seguintes conceitos :

Definicdo 1.1.3 £ ¢ dito controldvel a partir de x € M se Sc(z) =M. ¥
€ controldvel se o for a partir de todo v € M.
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A questao de controlabilidade é um problema fundamental na teoria do
controle. Para um sistema de controle nao linear ndo podemos esperar em
geral controlabilidade com U limitado por exemplo.

Definicao 1.1.4 ¥ ¢ dilo apromimadamente controldvel a partir de x € M
se feSs(z) = M e ¢ aprozimadamente controldvel se o for a partir de todo
r € M.

O problema de controlabilidade é dividido em duas partes; o problema da
orbita, e o problema de acessibilidade, que é o que nos interessa mais. Entdo
enunciaremos o seguinte resultado fundamental sobre as drbitas do sistema
sem demonstrar e logo passar a parte de acessibilidade.

Teorema 1.1.5 (Teorema da orbita) Seja F = { X, : u € U} uma familia de
campos de vetores diferencigueis sobre uma variedade diferencidvel M. Entdo
pare cade x € M a érbita Ge(x) é uma subvariedade imersa quese-regular
de M.

Demonstracdo: Veja Sussmann [28], Stefan [26] e o apendice A de [6]. O

1.2 Acessibilidade

Uma outra propriedade que é obviamente mais fraca que a propriedade de
controlabilidade é a acessibilidade do sistema. Consideramos entdo a seguir
esta propriedade e os resultados mais basicos.

Definicao 1.2.1 O sistema X é dito acessivel o partir de x € M ze intSsx
G. O sistema satisfaz a propriedade de acessibilidade, ou simplesmente 3 é
acesstvel se o for a partir de todo x € M.

Evidentemente, o interior de Stx estd contido no interior de Gsx. Entao,
quando o sistema ¥ for acessivel a partir de z € M, temos que dimGrx =
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1.2.1 Condicao de posto de dlgebra de Lie

Definicao 1.2.2 Diremos que ¥ satisfaz o condigdo de posto de dlgebra de
Lie se
dimAgp =dimM  para todo v € M

onde Agiry significa o distribuicdo que corresponde o dlgebra de Lie L(F)
gerada por F.

Veremos mais para adiante que esta condicdo tem importancia para o
desenvolvimento de nosso trabalho, e em particular, para garantir a existéncia
de controles regulares introduzidos no préximo capitulo. Como os resultados
neste texto usam, com bastante frequéncia. a propriedade de acessibilidade
local de sistemas de controle, damos a seguinte

Definicao 1.2.3 Um sistema de conirole € dito localmente accessivel se para
todo z € M e toda vizinhanga N de z, o conjunio As(z) N N tem interior
nao vazio.

Notemos aqui que a condicdo de posto de dlgebra de Lie definida acima
garante a accessibilidade local de um sistema de controle. Por este motivo
apresentamos a seguir um teorema conhecido.

Teorema 1.2.4 (Krener) Seja ¥ um sistema de controle como em (1.1)
sobre uma variedade M e com campos de F. Assuma que a distribuigdo Apor
correspondente a dlgebra de Lie L{F) gerada por F satisfaz Mpory(z) = T, M
para todo © € M. Eniao o sistema é localmente acessivel.

Demonstracao: Veja, ({6], Theorem A4.4.4). 4
Este teorema mostra que as drbitas positivas, em tempos pequenos, de
cada ponto tem pontos interiores na Orbita inteira. Mais ainda, temos a

seguinte

Proposigao 1.2.5 Se o sisiema T for localmente accessivel, entdo o interior
intAg(z) € denso em Ag(x).

Demonstracao: Veja, ([6], Proposicio A.4.9). 0
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1.2.2 Acessibilidade Normal

Se um estado y em M é atingivel (ou acessivel) a partir de um outro estado z
em M entdio existern campos X', X%, ... Xfem T et = (t;.t0,....0;) € R
com coordenadas positivas tal que y = X} o X7 o--- 0 X[ (z). Seguin-
do Sussmann {27], definimos uma no¢io mais forte do que acessibilidade e
que torna-se importante no estudo de propriedades topoldgicas de conjuntos

acessiveis e controlabilidade.

Definicdo 1.2.6 Um ponto y em M é dito normalmente acessivel a partir
de x em M se erxistem XL, X% ... . X" em T e um v € R* com coordenadas

positivas t1, 19, .. ., tr tol que a aplicagdo

ppaltita,. .ty =X oX o 0 X,ﬁ:(:c)

satisfaz seguintes condigoes :

1. pplT) =y

2. O posto da diferencial d(pp ), de p no ponto T é igual a dimensdo de
M.

Finalmente notemos que as nogoes mencionadas acima, i.e., controlabil-
idade. controlabilidade aproximada e acessibilidade, estao relacionadas com
sisternas de controle e dependem apenas de semigrupo do sistema Sy. Portan-
to, podemos usd-las, sem perda de generalidade, para semigrupos arbitrarios.

1.3 Conjuntos de controle

Os conjuntos de controle sao essenciais para o estudo de sistemas de controle
nao linear. Mais precisamente, esses conjuntos sao regides maximais dentro
do espaco de estado onde a controlabilidade aproximada ocorre. A seguinte
definicio especifica as propriedades desses conjuntos.

Definig¢ao 1.3.1 Um conjunto D C M é dito conjunio de controle de um
sistema z = X{(x,u) se

1. Para todo x € D, existe uma trajetdria (-, x, u) correspondente a um
estado inicial © no tempo t = 0 e uma funcdo de controle uw € U tal que
w(t,z,u} € D para t = 0,
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2. D C fel Alx)) para tede z € D,

9. D é mazimal com estas propriedades. isto é, se D' D D satisfaz (1)-(2),
entio D' = D.

Notemos que essa definicdo ndo muda se usarmos controles constantes por
pedagos no lugar de controles localmente integrdveis (veja [6], Segdo 3.2). A
primeira propriedade na defini¢io pede que possamos ficar dentro de D para
todos 0s tempos positivos, e a propriedade (2) significa que a partir de um
ponto em D) podemos alcangar aproximadamente qualquer outro ponto de
D. Deste ponto de vista, qualquer conjunto Dy satizfazendo as propriedades
(1)-(2) estd contido num conjunto de controle, (|6], Proposicdo 3.2.5). Em
particular, conjuntos de controle sao dois a dois disjuntos.

Definigao 1.3.2 Um conjunio de controle C C M ¢ dito invariante se feC =
fe( A{z)) para todo z € C.

Observacoes:

1. Qualquer conjunto D C M com intD # ( que seja maximal com a pro-
priedade de que D ¢ fe( A(z)) para todo z € D torna-se um conjunto
de controle, ([6], Proposicdo 5.2.4).

2. Uma outra observagao interessante ¢ a condicdo de nao-retorno, isto
é uma vez que saimos do conjunto de controle o retorno nfc & mais
permitido, {[6], Proposi¢io 3.2.3).

3. Notemos também que muitos resultados sobre conjuntos de controle
nao valem sem a hipdtese de accessibilidade local e com interior vazio
pela dificuldade que causa.



Capitulo 2

Regularidade e Homotopia
Monotonica

Notemos que a partir deste capitulo teremos, ao longo do trabalho, uma situ-
agao um pouco diferente da gue fol apresentada no capitulo anterior para o
contexto de sistemas de controle. Em particular, reparametrizamos as tra-
jetdrias do sistema uma vez que sO nos interessa suas propriedades geométri-
cas. Assumimos também, por razdes topoldgicas, que a nossa variedade M
seja dada com uma métrica Riemanniana que induz uma funcdo de disténcia

d.

2.1 Trajetérias nao paramétricas

Considere F wm subespaco vetorial de dimensio finita do espace vetorial
X{M) (sobre R) de campos de vetores diferencidveis em A. Novamente,
por razdes topoldgicas assumimos que E admite produto interno {-,-). Seja
Y ¢ E um cone convexo gerador em E, (isto €, F n&o admite nenhum
subespaco préprio que contém ).

Como caso particular, consideremos um sistema de controle afim

z= Xo{x)+ > v X;(x)
=1

onde v = (v1,V9,...,0,) assume valores num conjunto convexo /. Neste
caso E & o subespaco vetorial gerado pelos campos Xy, X4, ..., XmeXéo

H 3

m
cone em E gerado por campos em Xo+ 3 v,X;, v € U.
=1

=
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Um outro caso particular que nos interessa neste trabalho seria tomar um
grupo de Lie G e um cone £ C g na dlgebra de Lie de G. Neste caso £ C g
é nada mais nada menos do que o subespaco geradc por ¥ no espago dos
campos de vetores invariantes a direita em G.

Dado z € M, denotamos por E{z) o subespaco do espaco tangente T, A
obtido avaliando os campos de E no ponto z. i.e., E{z) = {X(z): X € E}.
De maneira semelhante, a aplicacdo de avaliagdo possui um cone convexo
Y(z) € T, M. E também temos assumido uma norma em E de tal modo que
a Inclusdo de E no espago dos campos seja diferencidvel para que v € £ —
v(z) € T, M também seja diferencidvel.

Ao longo do texto, nos concentraremos no espaco das trajetdrias de ¥
onde por trajetdria entendemos uma curva o em M com a propriedade
o/{t) € T(elt)). Em principio, uma trajetéria pode ser definida em um
intervalo arbitrdrio [0, 7). Mas jd que estamos interessados especialmente em
propriedades geométricas das trajetdrias (i.e. nos seus tragos) entdao basta
defini-las em {0, 1] apenas, reparametrizando as trajetérias. Isso é possivel
pelo fato de ¥ ser um cone. De fato, se o : [0,7] — M, T > 0, é uma
trajetoria entdo a curva 3 : {0,1] - A definida por 3{t) = a(Tt) satisfaz
3ty = Ta'(Tt) € B(3(t)) e, portanto. dd uma trajetdria. Esses comentarios
todos justificam as seguintes definicdes:

Denote por £ o espago de Banach das fun¢des mensurdveis e limitadas
w : {0,1] — E munido com a norma do supremo (essencial) [l.||__. Seja
U o cone convexo formado pelas fungdes u € £ que assumem valores em
Y. A hipdtese de que ¥ é um cone gerador em £ implica que U tem pontos
interiores em £ com respeito a norma ||-|| _. Os elementos de ¢ sdo chamados
de func¢oes de controle de Z.

Dada uma fungio de controle u : [0. 1] — ¥ e uma condi¢do inicial x € M,
a trajetéria correspondente trj (u) : [0.1] —+ M é a solugdo de equagdo
diferencial

Too= y(t){z)

a partir de z. Comparando com (1.1}, podemos ver que essa tltima equacio
também é um pouco diferente da que foi dada antes. Com efeito, o controle u
pode ser visto como uma curva gue para cada t nos dd um campo de vetores
em T. A partir de agora usaremos a notacgdo trj,(u) em vez da notagio usada
(-, z,u). O conjunto das trajetdrias de ¥ serd denotado por T{X) e para
conjunto das trajetdrias a partir de x usarernos a notacao T(Z, ).
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Notemos que o espaco £ pode ser considerado com a topologia fraca® que
¢ & topologia mais fraca tal que para todo y € Li({0. 1], E) a funcéo linear
U > foi(y (t),u(f))dt é continua.

(O conjunto dos pontos finais das trajetérias

As{z) = {tri,(u)(1) :u € U}

& dito conjunto de acessibilidade (do sistema X) a partir de z, e denotaremos
simplesmente por A{z}.

Equivalentemente, .4(z) é a imagem da aplicacio e, : i —» M que associa
a u o ponto final trj (u)(1) da sua trajetéria. Finalmente notemos que a
aplicacdo @ trj,{u)(1) com u fixo é um difeomorfismo local como segue da
teoria de existéncia e unicidade.

Feito is50, 0 proximo passo & topologizar o espago T(E, z). Naturalmente
existemn vdrias topologias diferentes sobre esse espago como a topologia de
convergencia uniforme, a topologia compacto-aberta, etc. Mas a topologia
mais adequada para o contexto que seguimos ao longo do trabalho é a topolo-
gia C' que provém de uma métrica dada por

di(a, 3) = sup d{a(t),3(t)) +ess sup |a'(t) — F'(t)].

£€{0,1} t¢[0,13
A continuidade da aplicacéo trj, : I — T{Z, ) para qualquer z é conseqiién-

cia bem conhecida dos teoremas sobre dependencia continua das solugoes de
equacOes diferenciais em relagao a pardmetros. Portanto, temos a seguinte

Proposicdo 2.1.1 A aplicagdo tr], é aberta em relagdo a topologia C* sobre
o conjunto das trajetorias.

Demonstragao: Dado W C U/ um aberto e w € W. Pela prépria estrutura
da métrica d;, a z-bola (aberta) de trj(w) estd contida em trj(W). O

Usando esta proposicao temos o seguinte

Coroldrio 2.1.2 Um subconjunto A de T(X,x) ¢ aberto se, e somente se,
sua imagem wnversa txj, {A) for aberta em U.

Demonstracao: Com efeito, a continuidade da aplicacdo trj, de U -com a
topologia de convergencia uniforme- no espaco T{Z, x) -com a topologia C*-
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junto com a proposicio acima garante a afirmacao feita. |

Fixe z € M. Definimos anteriormente a aplicacao trj, que associa a um
controle u € U uma trajetéria a partir de z. O ponto final dessa trajetdria
sera representado por e;{u). Notemos que o dominio dessa aplicacio pode ser
todo o espaco de Banach &£ no caso em que o sistema for completo. Mais uma
vez pelos teoremas usuals sobre dependencia das solugdes sobre pardmetros
segue que a aplicacao e, € diferencidvel.

2.2 Controles Regulares

Definicao 2.2.1 Uma funcdo de controle u é dita regulor num ponto z € M
se u € intld e a diferencial d{e,), da aplicagdo de avaliagdo e, em u for
sobrejetora.

O conjunto de controles regulares em z serd denotado por Rg(z). Uma
trajetéria o é dita regular se o = trj,(u) para algum u € Rg(z). O con-
junto de trajetérias regulares em r serd representado por R(¥, x) enquanto
R(Z, z.y) denota o conjunto de trajetérias regulares a partir de x cujo ponto
final & y € M. Denotamos por Ag(X, z) o conjunto dos pontos acessivels a
partir de x via controles regulares.

Proposicao 2.2.2 Us conjuntos Ry(z) e Ar(Z, x) sdo abertos.

Demonstracao: A afirmac¢fio segue como uma aplicacdo do teorema da
funcdo implicita. Com efeito, observe que pela definigdo 2.2.1 um controle
regular é nada mais nada menos do que um ponto regular da aplicacio (difer-
encidvel) e,. Portanto, o conjunto Ry (z) é um subconjunto aberto em I e
Agr(X. z) como sendo a imagem de Ry (z) sob e, também é aberto. |

Assumindo a condicdo de posto de dlgebra de Lie, serd mostrado adiante
que esses conjuntos nao sao vazios.

2.2.1 Construcoes com controles regulares

Nesta secao, calculamos a diferencial da aplicacdo de ponto final em termos
da equagio adjunta (linearizada) para mostrar que a concatenacao (tanto &
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esquerda quanto a direita) de um controle regular com outro qualquer nos
dd um novo controle regular. Antes disso, definimos a concatenacao entre
funcoes de controle.

Definigao 2.2.3 Sejam u,v : [0,11 — ¥ dois controles. Denote por v =u, a
concatenacdo de u com v que é definida como

N _Ju@). 0}
(v u)t) = { v(2t—1),1 <t <1
Proposicao 2.2.4 Sejam u, v dois controles em intld. Suponha que u ¢ reg-
ular em xg. Entdo, v+ u € reqular em xy. Se v for regular no ponto final de
trj,, (u) entdo v ¥ u é reguiar em xo.

Demonstracao: Considere a equacio diferencial
r =ult)(z) = f{t,z,u) com z(0) = zo. (2.1)

Seja @, o fluxo de (2.1) passando por xg quando ¢ = 0. Denote por dip, = ,_,
o fluxo linearizado obtido levantando ¢, ao fibrado tangente TM de M via
a diferencial. Como os campos de vetores em M podem ser levantados a
TAM, podemos emn particular levantar o sistema ¥ ao sistema ¥ sobre T M.
Se X é um campo em M, denotemos por X* o campo levantado a TM.
Por conseguinte, temos um cone £* no espaco linear E* (imagem de E') dos
campos emn T M.

Retornando a equacgdo (2.1), a derivada do fluxo ¢, com respeito ao
pardmetro satisfaz a seguinte equacio diferencial

io= Pt zou) + folt ) (2.2)

onde f,, a derivada parcial de f com respeito a u, pode ser pensada como uma
curva dependente de controle. Daf a solugdo de (2.2) é dada pela formula:

Portanto, a diferencial (de),(w) de ¢ em u, avaliada em algum w como vetor
tangente a curva indicada acima, é

(de)u(®) = (dr)ee j (d)7" wlt)at
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onde ¢, significa o fluxo determinado pelo controle regular u : [0,1} — ¥
Agora denote por ¥, o fluxo determinado por um controle v, ndo necessari-
amente regular. Entdo, temos que

i

(de)pen10) = (A1), / (0%, w(t)dt (2.3)

&

onde ®; ¢ o fluxo obiido concatenando os fluxos ¢, e w,. Para escrever
explicitamente a férmula {2.3) em termos de dois fluxes ¢, e 2, precisamos
de uma reparametrizacdo da seguinte forma: Sejam

u!l(t):_w{w(t),()é\tél/? e wg(t):{ﬁsoét\{lm

0,1/2<t<1 wit),1/2<t<1

. i . ) .
le. w; = w égo,ég e wp =Wy € sejam ¢! e} os fluxos reparametrizados,

determinados respectivamante pelos controles u; e v; dados por

m&%m{u@ﬂ,Oétglﬂ- ] m@%:{o 0<t<1/2

0,1/2<t<1 (%~1)/2 t <

Dai segue que ¢}, = @, e ¥,y = ¢,. Entao, a f6rmula (2.3} torna-se

(de)r*u(u") - d‘(@‘i,’z)cp}i“(zo)o
1/2 1
22 ) [ Azt wi(f)di+ / (i) wa(t)dt
0 1/2



2.2. CONTROLES REGULARES 15

1.e.,

(de)peu(w) = d‘(@l)wl(zo} d(€xg Juwr) +
d(’b; 0@ O ’l.’i?{vl)wlog};(.’co) d(ewl(zoj)v(u@)- (24}

J4 que w é arbitrdrio, podemos escolhé-lo de tal modo que sua restrigdo ao
intervalo [1/2,1] & zero, i.e., wy = 0. Por outro lado, como a diferencial do
fluxo v, é um isomorfismo em cada ponto, ela preserva a dimensédo e dai que
{de}ys, €& sobre quando u for regular em ., mostrando que v *u é de fato
regular em .

Analogamente, v = u é regular em z; desde que v seja regular no ponto
trj,, (v)(1). Com efeito. olhando (2.4) e trocando os papéis de ; e ¥, basta
escolher w sendo zero sobre o intervalo [0,1/2], o que implica regularidade

]

de v = u em 17, provando a proposigio. O

O seguinte lema mostra que regularidade pode ser levada as trajetdrias
revertidas no tempo. Dado uma curva o : [0,1] ~» M, escrevemos a™(t) =
all — ). Se o for uma trajetdria de ¥ entdo o~ é uma trajetéria de —X
onde ~% = {-X : X € £} denota sistema revertido. De fato, se o = trj_{u)
entdo o~ = trj,(—u} onde y denota o ponto final de o ¢ —u & controle de

b

Lo =

Lema 2.2.5 Sejou € Rylzg) e coloque yy = ey (u). Entdo —u € R_s{yo).
Egquivalentemente, se a € R(S, 70, 90) entdo o™ € R(=%. 4, 1p).

Demonstragio: Evidentemente, a imagem de diferencial dleg )., : U —
T, (z)M estd contida no espago tangente T, ;) M. Por outro lado, usando
a hipdtese de de que u é regular em zy sabemos que dle;,), & sobre e por-
tanto Im(d{ez,)u) = T 20y M. Denote por 1, a trajetéria (revertida) de —X
determinada por —u. Agora considere a aplica¢io d(ey,) . : U — T;, M que
é dada por
1
d(eyo)—u (UJ) = (d’@i)ye / (d@;l)wi(yg}w(t)dt € Ty, M. (25)
0
Afirmamos que esta dltima expressiac € o espago tangente todo 1, M para
mostrar sobrejetividade de d(e,,)_.. Com efeito, (2.5) & igual a

1 i

/ (d'{/})yo @ (d@t—l)?ﬁ'g{yo}w(t)df mf d(Ul ° wtﬂi)b"t(yo}w(t)dt'
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Mas, d{¥y © ¥, e = Ao )e, = ( L hw,tye) © que implica pela

\
I
regra da cadeia da derivada que ¥, ¢ b; = ¢7,. Isto &, temos que

dley)— () =

[
1

- / o oy w(H)dE (2.6)
]

d(10y 0 ¥ Yy, oy wit)di

e mais ainda obtemos ¢,_, o ¥, = ¥, que vale por defini¢do. Por outro lado,

1

dleas)u(w) = (do1)s, f (der ) oy WD)t (2.7)
0

Jé que as integrais em (2.6) e (2.7) sdo iguais a menos de mudanca de var-
idveis t — 1 —t, e (di )., € um isomorfismo, segue que dley,,)_, & sobre se, e
somente se, d{€, ), for. Portanto, concluimos que —u & controle regular em

ey

1y para —X. -

2.3 Controles Normalis

Para garantir existéncia de controles regulares assumimos a condigao do posto
da dlgebra de Lie. Neste caso, podemos construir uma quantidade suficiente
de controles constantes por pedacos que sao regulares. De fato, sabe-se que
sob a condicdo do posto da dlgebra de Lie existem controles normais (no
sentido de Sussmann [27]). Por outro lado, verificamos a seguir que um
controle normal é regular se estiver no interior de Y. Isto mostra a existéncia
de controles regulares.

Para relembrar da nocdo de controle normal, denote por X; o fluxo in-
duzido por um campo de vetores X sobre M. Se X X2, ..., X% sdo campos
de vetores em ¥, podemos formar a funcio

peltita,. o te) = X o0 X[ ()

comr € M. Se t;,ts,.... 4 > 0 entdo p(iy,#s, ..., 1) significa o ponto
final de uma trajetéria a partnr de x definida por um controle constante por
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pedacos. Segundo Sussmanu [27], um tal controle é dito normal em x se o
posto de pem 7 = {t1,12,..., %) é n=dim M.

2.4 Relacao entre normalidade e regularidade

Para estabelecer a relaciio entre controles normais e regulares, fixe X!, X2 ..., X*
em . Seja R, o conjunto dos nimeros reais estritamente positivos. Cada
T = (t1,19,..., 1) € RE determina um controle constante por pedagos que
assume valores X' no intervalo [T;_;,T;) onde T; = &, + -+ -+ #; com #; = .
Este controle é definido no intervalo [0, Ty .

Reparametrizamos esses controles constantes por pedacos através das
seguintes aplicacGes:

1. Seja
A= {{s1,50,...,50) ERF 151+ 8504+ 5, =1}

k-simplexo em RF esejan: A x R, — Rﬁ aplicacao definida por
77((31: 52,000, Sk): T) = T(Sh Fa, .00y 'Sk)'
Entéo, n é um difeomorfismo.

trole constante por pedagos definido em [0, 1] ¢ujo valores no intervalo
{Sjul, Sja é TX'" onde Si=814 -+ 5 es =0

2. A aplicagdo p : A x R, — U que associa a (s, 59,..., Sg} O con-

Pela definigdo dessas aplicactes obtemos o seguinte diagrama comutativo
que dd uma reparametriza¢io de controles definidos por 7 € R%

AxR., 5 R
@ Ay (2.8)
U - M

€z
Com essas notagoes podemos provar agora a seguinte relacio entre as difer-

encials de ¢; e p,.

Proposigao 2.4.1 Tome & € A x R.. Entdo a diferencial d(e,) e é sobre-
jetora se dp, tem posto igual ¢ n = dim M em n(&}.
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Demonstracao: A imagem de d{p,), ¢ gerada pelas seguintes derivadas
parciais

0p (1) = dXF o - o dXTH X z))

At, ty RIS t
onde z; = X] o-- 0 X} (x) Por outro lado, coloque € = ((s1,82,....5:).T)
e denote por ¢, t € ;9, 1}, o fluxo induzido pelo controle u(£). Escrevendo
explicitamente

pr=TX g o oTX] (2.9)
set € [5;_;,5) onde S; = s+ -+ 5 e 55 = 0. A férmula de variacio dos
pardmetros dd

1
dleahuo(w) = (e [ (e wit)ds

9

com w € £. Em particular, escolhemos w tal que

. Ot%[z—-ls]
wit) = {XWE S1. 5]

hY

Ent8o usando a expressio em (2.9) e o fato de que dX;(X) = X para todo
campo de vetores X, segue que

— Op,
dleg)uey(w) = Ts;—== o1, (7).

Portanto, as derivadas parciais de p, aparecem na imagem de d{e;)u).
mostrando a proposigao. 0

Proposicao 2.4.2 Assumindo a condicdo de posto de dlgebra de Lie, temos
que o conjunto de controles regulares ndo é vazio.

Demonstracao: Pela hipétese, o cone convexo ¥ gera £ 0 espago vetorial
de dimensao finita de campos de vetores. Portanto, int¥ também gera E e a
dlgebra de Lie gerada por campos em int® coincide com a dlgebra £ gerada
por £. Entdo, usando a mesma técnica de mostrar que a condicdo de posto
de élgebra de Lie implica acessibilidade (veja por exemplo, Jurdjevic [12]),
segue que existern X1, X2, ...  X*em intE e (¢, 45, ..., 1) € RY que definem
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um controle normal. Este controle pertence a intld com respeito a topologia
de norma. do supremo e é regular pela proposicao 2.4.1. G

Reunindo essas proposicdes todas, podemos provar agora a seguinte

Proposicao 2.4.3 Assumindo a condigdo de posto de dlgebra de Lie, temos

que Ap(X, x) = int.A{x), e fe(intA(z)) = fe A(x).

Demonstracao: A segunda igualdade foi mencionada anteriormente, veja
proposicdo 1.2.5. Como Ag(Z,z) é aberto e Ag(X,z) C A(z), vale que
Ar(EZ,z) € intA(x). Para mostrar a outra inclusdo, sejam y € intA(z)
arbitrério e V' uma vizinhanca de y contida em int.A{z}. Para controles
normais, sabe-se que VN Ay (—Z,y) # 0 onde Ay (—X,y) significa conjunto
accessivel a partir de v via trajetdrias normais de —X. Isto é, existe um
controle normal —v em y para —X tal que trj, (—v}(1) = z para algum 2
em V. Agora, em vista de proposicdo 2.4.1 podemos trocar normalidade por
regularidade e concluir que —v € regular em y e que z € VN Ax(~XZ,y) D
VN Ax{—X,y) # 0. Pela reversibilidade de regularidade garantido no lema
2.2.5, v torna-se regular em z para ¥ tal que trj,(v)(1} = y.

Denote por trj,(u} a trajetdria a partir de z com ponto final z por algum
controle w. Pela proposicao 2.2.4, a trajetéria que corresponde ao controle
v=u éregular em z e une r a y. e y € Agx(Z, z), completando a demon-

stracao. O

2.5 Homotopia Monoténica

A homotopia monotdnica entre trajetdérias de um sistema ¥ & um tipo de
homotopia que conecta de uma maneira continua trajetérias de X através
de trajetérias. Evidentemente, podemos definir uma tal homotopia entre
trajetérias quaisquer. Mas, jd que a énfase dada aqui é a homotopia entre
trajetorias regulares definimos esse conceito de homotopia no contexto do
espaco das trajetérias regulares. Lembramos que para z,y¥ € M o conjunto
R(Z, z,y) de trajetdrias regulares de ¥ comecando em z e terminando em y
& munido com a topologia C*.

Definic¢do 2.5.1 Duas trajetdrias o e § sao chamadas de monotonicamente
(ou causalmente) homotdpicas (& =, 3) se eziste uma funcao continua hy -
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0.1~ R(Z,z,y) tal que hg = o, hy = 3 e para cada s, s = hy(s) € uma
trajetoria regular comegando em x e terminando em y ouw alternativamanie
se existern x.y € M tal que o e 8 pertencem & mesma componente conera
por caminhos de R{(Z, z,y).

Esta variante da homotopia aparece na literatura com nomes diferentes,
veja Colonius-Spadini [3], [4] e Lawson {15}, [16]. Em vista disso, usaremos
qualquer um dos termos de homotopia causael, homotopia monoténica ou
homotopia dindmica, no sentido da definicBo acima. As vezes usaremos o
termo de homotopia geométrica para a homotopia usual entre curvas.

Note que a relagao de ser monotonicamente homotdpica define uma re-
lacio de equivaléncia. Entdo, se fixarmos uma condicdo inicial zp € M o
conjunto de classes de homotopia monoténica das trajetérias em R(X, zg)
serd representado por I'(Z, zg) = R{Z, zy)/ =m. A aplicagdo 7 : R(Z, xq} —
(X, zy) € a projecdo candnica que associa a uma trajetdéria regular o sua
classe de homotopia monoténica {al,,. Também escrevemos 7 = 7 o trj para
denotar a aplicagdo que associa a uma funcdo de controle a classe de homo-
topia monotdnica de sua trajetdria. Abaixo estabelecemos uma relagao entre
a homotopia monotdnica e a concatenagdo de trajetorias.

Proposigdo 2.5.2 Sejom ar.00 € R(Z,z,y) e 5,8, € R(X,y,z) para
T,y z € M tais que aq g, iy and 8y =~ 8o, Entao, 5y x a7 = 3y % o,

Demonstragdo: Pela hipdtese, existem homotopias monotonicas f; : [0.1] —
R(X.z.y)talque fy=ar e fi =an, g:: (0,1 — R(Z,y, 2) tal que gg = 3, e
g1 = 5, respectivamante. A concatenacdo de homotopias h; = g; * f; define
a homotopia procurada entre 3, x ¢ e 5 * . -

Proposicao 2.5.3 Sejam oy, a0 € R(X, z.y) para z,y em M tal que oy >~
ao. FEntio o o, ap pare —X.

Demonstragdo: Cologue ¢; = trji (u) e ay = trj,(v) para alguns con-
troles regulares u, v em Ry(x). Pelo lema 2.2.5 —u, ~v € R_g{y) e portanto
oy = trj,(~u) e ag = trj,(—v) € R(~X,y.z). Denote por h; a homotopia
monotonica {existente pela hipétese) entre a; =, ag, isto &, b, (para cada
t) é uma trajetéria regular a partir de z com ponto final y, e denote por
o controle regular correspondente. Mais uma vez por uso do mesmo lema,
—uy para cada { é regular em y para —X e suas trajetdrias A; sdo regulares



2.5. HOMOTOPIA MONOTONICA 21
a partir de ¥ cujo ponto final é 2, mostrando a proposigio. O

Esta proposi¢ao mostra que a homotopia monotdnica € preservada ao
reverter as trajetorias de ¥ as trajetérias de —X.



Capitulo 3

Estrutura de variedade em
['(%, o)

O propésito deste capitulo é construir uma estrutura de variedade diferen-
cidvel no espaco de classes de homotopia monotdnica das trajetdrias regu-
lares T'(Z. z¢). A palavra ‘diferencigvel’ sempre significard diferenciabilidade
de classe C*. Assumimos também que o sistema ¥ satisfaz a condigio de
posto da dlgebra de Lie em todo z € M.

3.1 Construcao de estrutura de variedade

O resultado fundamental deste capitulo é o seguinte teorema que tanto topo-
logicamente quanto analiticamente descreve o espago ['(Z, zq).

Teorema 3.1.1 Seju ¥ um sistema evoluindo numa variedade diferencidvel
M. O espaco de classes de homotopia monotdnice T(E, zg) tem wma estru-
tura de variedade diferencidvel (C>) de dimensdo n = dim(M).

Para construcgdo de estrutura de variedade em I'(Z, z4) usamos o seguinte
fato conhecido sobre a construgio de estrutura de variedades diferencidveis:

Proposicao 3.1.2 Seja X um conjunto (sem estrutura topoldgica) e @, :
W, ~ X uma colecdo de aplicacdes com W, come sendo subconjuntos abertos
de B*. Suponha que

1. Cada ¢, € uma bijecdo entre W, sobre sua imagem

23
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2. X = ¢,(W;)
3. Sei, j sdo tal que Cyy = o,{W3) o, (W;) # U entdo o conjunto &7 Ciy) C
W, ¢ aberto e a aplicagdo @;1 09,1 67 (Cyy) = W € diferenciduel

Entio (W, ¢,) define um atlas para uma dnica estrutura da variedade em
X. Esta estrutura induz implicitamente uma topologia em X.

Demonstragao: veja Daniel Martin [17] aonde o enunciado desta proposu;ao
é a prépria definicdo de variedade. |

Defipimos um atlas para a estrutura diferencidvel sobre I'(Z, zq) através
da aplicagio e,,. J4 que o ponto inicial z; é fixo, escreveremos simplesmente
e, trj no lugar de e, e trj, , etc. Coloque z = e{u) para ponto final da
trajetéria regular definida por u. Por defini¢ao (de controle regular) sabemos
que o posto da aplicagdo e em u é igual & dimensao de M e portanto pelo
teorema da funcao implicita existem conjuntos abertos U7 ¢ £, V < kerde, e
W C R” tais que U é difeomorfo ao produto cartesiano V' x W e a restricio
de e a U é equivalente & projecdo V x W — W (veja [13]). Antes de passar
ao0s detalhes da demonstracao observamos que ¢ teorema da funcgao implicita
é aplicavel aqui j4 que a variedade M é de dimensao finita e o controle u é
regular o que implica gue o subespaco fechado ker de, é de codimensao finita
e, portanto, é completdvel em £.

Em vista do difeomorfismo V' x W - U identificamos usualmente a viz-
inhanca UV em £ com V x W. Para fixar as idéias suponhamos que 0 € V
e u se identifica a um ponto em {0} x W (que se identifica a W). Entio
consideramos W ou como uma subvariedade n-dimensional de U {(identifica-
da a {0} x W) ou como um subconjunto aberto do espago Euclidiano R,
Chamaremos um tal W de seco de e em u. Notemos também que como
u € intld podemos contrair ' e supor que U C intld. Dessa forma. todo
v el éregular.

Dada uma secao W de e em u, a aplicacdo tr] : W — R(T, 24} que associa
a um controle v € W sua trajetdria correspondente é continua e injetora ji
que os pontos finais das trajetdrias definidas por vy # vo em W sdo diferentes.
Pela mesma razao se tomarmos a composta da aplicagao tr] com a projegao
candnica 7 : R(Z,z¢) — T(Z, 20) = R(E, 2¢9)/ ~m obtemos uma aplicacio
continua e injetora

v=rotrj: WCR" — I{Z, z0)
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e por conseguinte uma bijecdo continua sobre sua imagem. Nosso objetivo
é provar que a colegio de aplicacdes bijetoras v : W — ¢(W) com W
percorrendo as se¢des em u € Rylxg) definem um atlas para a estrutura
diferencidvel sobre T'(X, zy). Para visualizar isso basta verificar as seguintes
afirmacoes da proposicac 3.1.2:

1. As imagens /(W) cobrem I'(X, z¢)

. ~ v el . ~ . .. . . L.
2. As aplicaces de transigdo ¢, ° o ¢, sdo diferencidveis (e tém dominios

abertos}.

Pela definicdo de ['(3, zy) como conjunto de classes de equivaléncia das
trajetorias regulares & imediato que qualguer classe em T'(E, zo) pertence a
algum ¥(W).

Para demonstar diferenciabilidade das aplicactes de transicaoc, sejam
(v,(W3).v,), © = 1,2, duas cartas locais com C = v (W) N, (Ws) # 0.
Tome uma clagse £ € C e sejam v; € W, tais que ¥;(v;) = & 7 = 1,2.
Olhande W; como subconjunto de U temos por definicdo que as trajetérias
tri{v;) sdo equivalentes o que implica que elas tem o mesmo ponto terminal
em M, denotado por x. Denote por e; a restricio de e a W,, 1 = 1,2. Como
g; « Wi — e(W;) € M é difeomorfismo, podemos contrair ambos W | i = 1,2,
e supor que existe um aberto N C M tal que ¢; : W; — N sdo difeomorfismos.

Afirmamos agora que v, ' o4, = e5' oe;. De fato, dado v; € ¥7H(C) C
Wi, ¢, (v;) é a classe de homotopia monotonica de trj(vy), e ¥5 oy (11} = vy
onde trj(vs) o, tri{v;). Em particular, os pontos finais de trj{zy) e trjvy)
coincidem, isto é, e1(v1) = es{vs) 0 que & equivale a dizer que vy = ey o
e, {v1) mostrando a afirmacdo feita acima. Uma vez encontrada a expressdo
g Lo 1, = ;" 0 e, segue-se imediatamente que as aplicagdes de transicao

vyt oy U (C) C W — vy (C) C W2

sdo aplicagbes diferencidveis, jd que ¢;. 7 = 1,2, é difeomorfismo (de classe
C>).

Coroldrio 3.1.3 Seja = : [(Z, zp) — Ar(E,z0) C M a aplicagdo de avali-
agio gue associa a uma classe de homotopia monotdnica [v]|m o ponto final
de seu representante. Entdao. & é um difeomorfismo local no sentido em que
a diferenctal dz, de ¢ em cada 2z € T(X, xq) € um isomorfismo.
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Demonstracao: A afirmacdc segue imediatamente da construgdo da es-
trutura diferencidvel da variedade de I'(Z,zy). Com efeito, mantendo as
mesmas notacoes usadas na construcao seja ¥ : W - (W) uma carta para
a estrutura diferencidvel. Entaoc temos a seguinte composicio

VW) C DS, 0) LW S N e M

com ¢ = (e |w) o¢”!. Portanto, ¢ torna-se um difeomorfismo entre os con-
juntos abertos ¥(W) e N, provando o corolério. I

O atlas construido em I'(X, zp} considera este conjunto com a topologia da
variedade para qual as aplicagdes de transicdo se tornam homeomorfismos.
Por outro lado, o conjunto de controles regulares Re{zy) € munido tanto
com a topologia forte (l.e. topologia da norma) quanto com a topologia
fraca”. A segulr estabelecemos propriedades de continuidade da aplicacio
7= rotr: Relze) — [(E,25) que associa a uma funcio de controle a
classe de homotopia monotonica de sua trajetdria.

Proposigao 3.1.4 A aplicagdo 7 é continua com respeito a topologia fraca®
{e, portanto, com respeito & topologia forte). Também, T é uma aplicacdo
aberta com respeito a topologia forte (e, portanto, com respeito & topologia
fraca® ).

Demonstrac¢ao: Para continuidade, lembramos o fato de que tri é uma
aplicacédo continua do espago de controles com a topologia fraca®* no conjunto
de trajetérias com a topologia de convergencia uniforme {veja por exemplo
Sontag {25]). Em particular, a aplicagdo de ponto-final e é continua com
respeito a topologia fraca®. Agora, seja £ : I'(E, z¢) — Ag(Z, 2o} 2 aplicagao
de avaliacdo do coroldrio 3.1.3. Entdo temos que ¢ = ¢ o . Dail segue-se a
continuidade de 7 jd que 7 é dada localmente como 7 = ¢! o e onde 7!
denota a inversa local de .

A afirmacao de que 7 ¢ uma aplicacdo aberta segue como conseqiiéncia da
construcdo das cartas através do teorema da funcdo implicita. Com efeito,
usando as mesmas notacdes na construc¢ao das cartas, o dominic de 7 é local-
mente um produto devido ao teorema de fungao implicita, isto é, dado I/ um
aberto em Ry(zg) temos que U =~ V' x W e a restricdo a U de e é a projecio
V x W — W. Portanto, 7(U} = (7 o e}{(UU) = ¢71(W) que & um aberto em
T(Z, z) i4 que =7+ & aberta. O
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Esta demonstragdo se aplica a aplicacdo 7 : R(E, zg) — ['{Z, z¢) definida
sobre trajetérias regulares.

Proposigao 3.1.5 A aplicagio = © R(E,xe) — [(E,x) € continua com
respeito a topologia CY (e portanto com respeito a topologia Ct). Também, =
é uma aplicacdo aberta com respeito a topologia C1 (e por conseguinte com
respeito o topologia C°).

Demonstragao: Para ver que 7 é aberta, lembramos que pela proposi¢ao
2.1.1, trj é uma aplicagio aberta com respeito & topologia C*. Portanto, pelo
mesmo argumento usado na proposicdo precedente concluimos que = é aberta
com respeito & topologia C' e, por consegiiéncia, com respeito & topologia C°
também ja que a topologia C® é mais fraca que a topologia Cl. O

Observagdo: Evidentemente podemos considerar o conjunto I'(Z, x¢) com
a topologia quociente na qual um subconjunto A4 C I'(E, zy) é aberto se, e
somente se, a imagem inversa 7~ (A) for aberta em R(E, zy) em relagdo a
topologia C'. Jd que 7 é uma aplicagdo tanto continua quanto aberta com
respeito a topologia da variedade. segue que esta topologia coincide com a
topologia quociente.

Para verificar que I'(Z, zg) & de Hausdorff, uma propriedade que néo é
evidente a principio, usamoes o seguinte resultado geral que garante quando
um espaco topolégico com uma estrutura de variedade é de Hausdorff.

Lema 3.1.6 Sejam L e N duas variedades diferencidveis e f : L = N uma
aplicagao diferencidvel tal que df, é um isomorfismo em cada ponto z € L.
Entao L ¢ de Housdorff se N &

Demonstrac@o: Tome z,y € L com z # y. Se f(z) # fly). pela hipdtese
de N ser Hausdorfl escolba os conjuntos abertos U; de f(x) e Uy de f(y)
tal que Uy N Uz = 0. Entdao f7H(L4) e f7H(L3) separam z de y. Portanto
stponhamos que f(z) = f(y). Jd que L é localmente um espaco Euclideano
basta mostrar que existe um conjunto aberto V' de y que nao contém z no
seu fecho. Pois neste caso L\fe(V') seria um aberto que contém z e que néo
intercepta V. Para isso, escolha V' C L de tal modo que f : V — f(V) seja
um difeomorfismo e suponha também que exista uma seqiiéncia z, € V com
7, — z. Entdo f(z,) — f(z) = fly). Mas, a restricdo de f a VV é um
difeomorfismo. Portanto, z, — y contradiz a hipdtese de que z # y e dai
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que x € fe(V'), concluindo a demonstragao do lema. =

Juntando esse lema com o coroldrio 3.1.3 segue imediatemente a pro-
priedade de Hausdorff de T'(X. zp).

Coroldrio 3.1.7 A topologia em U'(X. zy) é de Hausdorff.

Feito isso, podemos deduzir ainda algumas propriedades de T(X, ).
Mals precisamente, note que a aplicacdo 7 € continua e 0 espago de Banach £
é separavel, isto é, £ € um espaco métrico completo que tem um subconjunto
denso e enumeravel {veja |6]). Pelo fato de que todo espago métrico separdv-
el & segundo enumerdvel (L.e., tem base enumerdvel) segue que £ é segundo
enumeravel. Também, o domfnio Ryg(zy) de 7 é segundo enumerdvel como
sendo subespago de £. Daf segue que I'(Z, zy) é segundo enumerdvel. Pois
imagem continua-aberta de um espago segundo enumerdvel é segundo enu-
merdvel. Sabe-se que todo espaco localmente compacto, Hausdorff e segundo
enumerdvel é paracompacto (veja [1], proposi¢do 5.5.5). Portanto temos a
segulinte

Proposicdo 3.1.8 ['(X, zy) é paracompacta.

Observagobes:

1. Através da proposicdo 2.4.1, o espago de controles normais forma uma
subclasse do espaco de controles regulares. Portanto, podemos mostrar
da maneira semelhante que as cartas definidas pelos controles normais
também formam um subatlas da estrutura definida a partir dos con-
troles regulares.

o

. O espaco I'(X, z) como sendo uma variedade separdvel tem uma quan-
tidade enumerdvel de componentes conexas. Pelos resultados estabele-
cidos até agora nao estd claro a principio se € conexo. Mas, mostramos
que T(E, z} é difeomorfo a Ag(Z. ) (veja proposicao 4.2.6). Por outro
lado, fe(intA(Z)) = A(Z) & conexo. Através da proposi¢io 2.4.3, es-
crevendo Ag(E, T) no lugar de int.A(7) nessa igualdade podemos dizer
que o fecho de Ag(S,7) onde T € T(T, ;) se projeta em © é conexo
dentro de I'(Z, z1) para algum z; € M tal que 25 € Ag(Z, ;).

&



Capitulo 4

Levantamentos

Neste capitulo, estudamos ¢ processo de levantamento. Mais precisamente,
dada uma variedade diferencidvel M seja ¥ um sistema evoluindo sobre M.
Temos pelo teorema 3.1.1 que o espacgo I'(Z, zy) € uma variedade diferen-
cidvel e que é localmente difeomorfo a Ax(Z, zo). Portanto, através desse
difeomorfismo local podemos levantar os campos de £ a ['(Z. z5) e obter um
novo sistema na variedade I'(Z, zy). Em seguida, centramos nossa atencao a
esse sistema {levantado) para relacionar suas propriedades com a homotopia
monotonica das trajetorias do sistema original.

4.1 Difeomorfismos locais

Por conveniéncia fazemos um breve resumo de resultados conhecidos sobre
difeomorfismos locais entre variedades diferencidveis que serdo titeis adiante.

Definicdo 4.1.1 Sejam L e N duas variedades diferencidveis. Uma apli-
cacdo diferencidvel f : L — N tol que df, é uma bijecdo para cada z € L ¢
dito um difeomorfismo local. Isto é, para cada z € L existern vizinhancas V
dezem L elU de f(z) em N tal que f:V —= U ¢é um difeomorfismo.

Uma classe particular de difeomorfismos locais séo recobrimentos diferen-
cidveis que tém muitas propriedades ndo compartilhadas por difeomorfismos
locais em geral.

Para nossos objetivos, estamos interessados em levantamentos continuos
a L de aplicacoes a valores em N. Mesmo que isso sempre possa ser feito para
aplicagbes de recobrimento, nio vale em geral para difeomorfismos locais.

29
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Exemplo 4.1.2 Sejam L = (0,3/2) ¢ R e N o circulo R/Z. A projecio
natural f : L — N ¢ um difeomorfismo locol mas nio € aplicacdo de re-
cobrimento. O caminho gue dé duas voltas sobre N ndo tem levantamento
continue (global) a L.

Por outro lado, o levantamento continuo é localmente possivel e é tinico
sobre espagos conexos quando existe.

Lema 4.1.3 Sejam f : L — N um difeomorfismo local sobrejetor e X um
espaco topoldgico. Seja o @ X — N uma aplicacdo continua e tome tg € X
ey € L tal que fly) = alty). Enido eriste uma vizinhance U de ty e uma
inice aplicacdo & : U - L tal que fo & = a e alty) = y. Mais ainda, se X
for conexo e Gy, &y X — L sdo tais que foo; = o e oi(ty) = y. 1 = 1,2
Entio ¢y = o,

Demonstragao: Tome uma vizinhanca V' de y em L tal que a aplicagio

v+ Vo= f(V) seja um difeomorfismo. Entdo podemos definir & localmente
ao redor de &g via (f ) Poa onde (f )7 F(V) — V é a inversa local de
f. Mais precisamente, seja I/ uma vizinhanga de ¢; em X. Entao para cada
tel

&t) = (flv)" alt).

Esse levantamento local é definido de uma maneira dnica. A unicidade segue
pelo fato de que o conjunto A = {t € X : a1 (¢) = G&o(t)} & tanto fechado {por
continuidade e por L ser Hausdorfl) quanto aberto {por unicidade local) em

X =
e U .

Adiante, usaremos este lema para levantar curvas em N a L. O seguinte
lema mostra o levantamento de homotopias entre curvas.

Lema 4.1.4 Sejam f : L — N um difeomorfismo local sobrejetor e o, 3 :
0,1] = N duas curvas continuas tal que o(0) = 5(0). Seja também H -

10,1] x [0,1] = N wma aplicagdo continua tal que H(0,t) = alt), H(1,t) =
5(t) e H(s,0) = a{0). Tomey € L com f(y) = «(0) e suponha que para todo
s € 10,1 a curva t — H(s,t) se levanta a wma curva em L, digamos His, 1),
tal que H(s,0) = y. Entdo (s,t) — H(s,t) é continua e portanto é uma

homotopia entre H(0.t) e H(1,t}, levantamentos de a e 3 respectivamente.



4.1. DIFEOMORFISMQOS LOCAIS 31

Demonstraciao: Tomamos um levantamento tocal continuo de H ao redor
de (0,0) e usamos a unicidade de levantamento dos caminhos para ver a
continuidade de H em (0,0). Fixando s € [0,1], seja m o supremo de ¢ tal
que H é continua em (s,7), 0 < 7 < ¢. Seja V' uma vizinhanca de f}(; m)
tal que f : V — f(V) é um difeomorfismo. Entdo, numa vizinhanga U de
(s, m}, H se levanta continuamente a uma aplicagdo H 1, tendo imagem em V.
Mas, se r for suficientemente préximo a m entdo H (s, 7} pertence a V pela
continuidade da aplicacio 7 — H (s, 7). Portanto, usando a continuidade de
H em (s,7) conclufmos que H (o, 7) pertence a V se (o, 7) é proximo sufi-
ciente a (s, m). Por conseguinte, pela unicidade de levantamentos das curvas
T o I;T(of;r) concluimos que H = H, sobre U. Isto implica que m = 1,
completando a demonstragio. O

Por este lerna obtemos que curvas homotépicas se levantam a curvas com
o mesmo ponto final, case a homotopia também se levante.

Lema 4.1.5 Suponha que a, 5 satisfazem as condicées do lema anterior, e
assuma também que o (1) = 3 (1}, e que H é uma homotopia fizrando os
pontos finais. Entio os levantamentos de o« e 3 a partir de y tém o mesmo
ponto final, i.e., & (1) = (1}

Demonstracdo: De fato, pela continuidade H {s,1) é uma funcéo constante
de s. O

Observacgao: No lema 4.1.4, assumimos a existéncia de H{s, t) para mostrar
sua continuidade. Em geral, ndo é possivel levantar tais homotopias. Por
exemplo, considere a aplicacio

f:C\{£1} = C, f(z) = 2* - 3z2.

Para todo z € C\ {#1}, f(z) # 0 e portanto f é um difeomorfismo local
(teorema da funcao inversa). Além do mais [ é sobrejetor pois os valores
+2 do polindmio 2° — 3z nos pontos £1 sio também assumidos nos pontos
£2 , 0s quais pertencem a C\ {£1}. Em C toda curva pode ser contraida
a um ponto pelo fato de C ser simplesmente conexo. Mas, ja que C\ {1}
nao é simplesmente conexo, existern homotopias em C que ndo podem ser
levantadas a C\ {£1}.
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Sejam f : L — N um difeomorfismo local e X um campo de vetores em
N. Entao definimos X em L por

X (z) = df 7 (X (f (),

onde f~! denota a inversa local de f ao redor de z. Daf segue que a apli-
cacao X »» X & injetora e f leva trajetérias de X em trajetdrias de X.
Reciprocamente, se o ¢ uma trajetéria de X e @ € uma curva em L tal que
f(@) = « entdo o € uma trajetéria de X. Por outro lado, ndo é verdade
que trajetérias de X se levantam inteiramente a trajetérias de X (veja por
exemplo, o difeomorfismo local (0,3/2) — R/Z, mencionado acima).

_ Dado um sistema de controle ¥, se levantarmos o espago vetorial £ a
E obtemos um sistema de controle ¥ em L tal que ambos ¥ e E estdo em
bijecao com L e L, respectivamente. Por causa dessas bijegbes, as funcdes
de controle de ¥ sao também funcdes de controle de £. Em seguida, sempre
usaremos o mesmo espaco de controles I{ para sistemas relacionados por
difeomorfismos locais. Vemos que para u € U as trajetdrias correspondentes
de ¥ sdo levadas nas trajetdrias de ¥, em outras palavras se f{y;) = g
entdo trj, = fotrj, , onde {ﬁyo (1) denota a trajetéria de &. Esta igualdade
implica imediatamente a seguinte

Proposicdo 4.1.6 Um controle u é regular em z € L (com respeito a &) se,
e somente se, for regular em f (z) € N {com respeito a X ).

Para sistemas relacionados por difeomorfismos locais introduzimos a seguin-
te terminologia conveniente

Definigao 4.1.7 Sejam I, e L, sistemas de conirole evoluindo sobre M, e
M, respectivamente. Dizemos que a aplicagdo f : My — M, é uma aplicagdo
de controle entre T, e Xy se f ¢ um difeomorfismo local e df (£} = Z,.
Dizemos que uma aplicacdo de controle f & uma aplicagao de recobrimento
do controle se for sobrejetora.

4.2 Levantamento de ¥ a I'(Z, zg)

Pelo coroldrio 3.1.3, a aplicaciio de avaliacio ¢ : I'(Z,zq) — Ag(Z, z¢)
& um difeomorfismo local. Portanto, a restri¢do de £ a Ag (T, z9) pode
ser levantada a I'(Z,zq). O sistema levantado serd representado por L.
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Dado um campo de vetores X em Ag (X, zy) escrevemos b's para denotar seu
levantamento a I {E, zp). Também, denotamos por &32 (1) a trajetéria de ©
comecada em ¢ € [ (X, zy) e que corresponde a um controle .

O propdsito desta secao é estudar S e relacionar suas propriedades com
a homotopia monotdnica das trajetdrias de £. Aqui e nas seguintes se¢des
manteros nossas construcoes o mais préxima possivel do caso cldssico. Por
outro lado, temos que tomar cuidado com o ponto inicial da curva a ser
levantada pelo fato de que em geral zy nio pertence a Ag(Z, ).

Nosso primeiro objetivo é provar que o sistema S completo se ¥ o for.
Tome 3y, € ['(Z,29), um controle u € U e coloque @ = tri,, (u). Temos
que verificar que & ¢ definida no intervalo inteirc {0, 1]. Para isso, coloque
zo = 2(yo) € Ar(Z. o) ¢ seja o = trj, {u) a trajetéria de T a partir de z;.
Pela hip6tese de que T & completo, o se estende a [0,1]. Também, @ é o
levantamento de «. Portanto basta verificar se o se levanta completamente
al (2 JCO)‘

Construimos explicitamente o levantamento de o como o seguinte: denote
por @ o caminho no espaco de trajetérias que é definido por

a(s)(t) = a(st) s.te(0.1]

onde para cada s, @(s) é apenas um pedago de o no intervalo [0, s]. Isto é,
a(s) = alps. O caminho @ : [0,1] — R{¥,z,) é continuo com respeito a
topologia C°. Com efeito, dada uma seqiiéncia s, em [0, 1] com s, — s. Para
continuidade de & basta mostrar que s, — ¢ implica &(s,) — @(s). Observe
que s, — s implica s,t - st para todo ¢ € [0, 1]. Por continuidade de o, dado

£ > 0 existe d > 0 tal que sup d(a(s,t), a(st)) < ¢ enquanto |s,t - st| < 4.
0]

Segue que sup d(@(s,) (1), @(s)(1)) = sup d(a(sat),alst)) < =, mostrando
0<i<l 0<t<l

a continuidade de & na topologia C?. Notemos que pela proposicio 3.1.5, a
composta [0,1] — (£, zg) torna-se uma aplicacdo continua com respeito &
topologia C°.

Agora seja J uma trajetdria regular a partir de zp que é um representante
da classe yg € T'(£. zg). Pela proposicao 2.2.4. @(s) = 3 pertence a R(X, x¢) e
portanto faz sentido tomar sua classe de homotopia monoténica [@(s) = 3], €
I'(E, zp). A curva dada por

s — [@(8) * Blm

é exatamente o levantamento procurado & como se expressa na seguinte
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Proposi¢do 4.2.1 Sejom as notagdes como acime. Entdo, @ : s — @ls) *
Glm, 8 € (0,1}, Em particular, o ponto final de & ¢ a classe de homotopia

monoténice da concatenacdo o x 3 se 3 € representante de yg € I'(Z, x2q).

Demonstragao: Notemos que o pounto final de s — @(s) = 5 é afs). E
portanto por defini¢io de ¢ temos que {[&(s) = 3],,) = als) para todos os
s € 10,1). Agora como @(0) = 8 = 3, a classe [@(0) = 8]m = [5]m = yo € entdo

segue que § — {@(s) % 3], & o Unico levantamento & a partir de y, mostrando
a afirmagao feita acima. o

A partir desta proposigdo concluimos que £ é completo. Para referéncias
futuras marcamos este fato.

Proposicao 4.2.2 Se ¥ é completo entao o sistema levantado S também ¢
completo.

Um fato conhecido na teoria de espagos de recobrimentos afirma que duas
curvas em um espaco M com as mesmas extremidades sdo homotdpicas se, e
somente se, seus levantamentos ao recobrimento universal A{ a partir de um
mesmo ponto inicial tém o mesmo ponto final.

0O nosso objetivo agora é provar um andlogo no contexto da homotopia
monotbnica. A este respeito, temos que tomar cuidado com o fato de que em
geral as trajetdrias a partir de zg (mesmo as regulares) néo estio inteiramente
contidas em Ag(X, zg), como o exemplo a seguir mostra.

Exemplo 4.2.3 Considere o sistema © em R dado por

l ( ’ ) LA )

dt \ ¥ Ox dy
onde u e v denotam controles {constantes). Como o sistema ¥ ¢ gerado pelos
campos X = 3% eY = 5‘% gue sdo constanies, o conjunto dos pontos acessiveis
a partir da origem via trajetdrias (constantes por pedacos) Ap(5,0) é dado
por {(z,y) € R*: z,y > 0} e a aplicacdo de avaliacio ¢ : T(Z,0) — Ar(X,0)
¢ um difeomorfismo (global). Portanto uma trajetdria normal constante por
pedacos que fica em um dos dois eizos por algum intervalo de tempo ndo estd
contida em Agp(2, 0).
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Por conseguinte, ndo temos a principio os levantamentos a ['(X, zg) das
trajetorias de L. Para evitar esse problema. consideramos a seguinte situ-
acio que € suficiente para relacionar os levantamentos com a homotopia
monotonica: Fixando zy, tome zp € Ax(¥,25). Entdo vamos provar que
duas trajetdrias regulares aq e a9 a partir de zg com um mesmo ponto fi-
nal sdo monotonicamente homotdpicas se, e somente se, seus levantamentos
a ', zy) a partir de uma mesma classe yp tém mesmo ponto final. Na
verdade, provamos um resultado mais forte que diz que I'(Z, z5) ¢ uma sub-
variedade aberta da variedade I'(X, 24} quando z; for um ponto acessivel a
partir de z; via uma trajetéria regular. A demonstracdo desse resultado re-
quer a seguinte reciproca parcial da proposicdo 2.5.2 cuja demonstragio usa
a proposi¢ao 4.2.1.

Lema 4.2.4 Sejam 3, 3, € R{¥, zy) com mesmo ponto final zy € Ap(Z, z0)
e sejo o uma trajetoria de ¥ a partir de zo. Enido ax 3, >, ax [, se, ¢
somente se, 3, =y, G,

Demonstracao: Antes de mals nada, pela proposicdo 2.5.2 é claro que a
homotopia entre 3, e 5, pode ser estendida via o caminho constante o, para
produzir uma homotopia entre a * 3, e a x J,. Por outro lado, suponha por
absurdo que 7, nao seja homotépica a 5. Isto &, [81]n # [Ba)m. Denote
por ¥,. {i = 1,2}, os levantamentos de « a partir de |5,],,, Tespectivamante.
Entio v, = t/ﬁjm(u) i = 1,2, onde u é uma funcao de controle que define
a trajetéria o. Como [3],, # [Ba]m segue que os pontos finais de Vi € g
sdo diferentes, pela unicidade dos levantamentos (veja lema 4.1.3). Mas pela
proposicac 4.2.1 sabemos que o ponto final de v, é a classe de homotopia
monotonica [ * 3], ¢ = 1,2, mostrando que 3, é de fato monotonicamente
homotdpica a 35 se o x 3, =~ ax 3, O

Revertendo o tempo podemos ainda ter uma relacdo andloga entre homo-
topla monotdnica e concatenagao & direita.

Coroldrio 4.2.5 Seja 3 wma trejetdria regular a partir de xo com ponto final
zo € Ap(Z.z0). Entdo duas trajetdrias regulares oy, i = 1,2, o partir de 2z,
com mesmo ponto final sao monotonicamente homotdpicas se, e somente se,
les :mQZ*eB'

Demonstracao: Segue-se imediatemente do lema anterior ¢ pelo fato de
que tanto a homotopia monoténica quanto a regularidade podem ser levados
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as trajetdrias revertidas, veja o lema 2.2.5. a

Agora podemos relacionar, como dito antes, I'(Z, zg) com I'(Z, z¢) onde
zo € Ap(Z, zp). Para isso, fixe uma trajetéria regular 3 de x¢ a 2. Entdo,
a concatenacio a — a = J manda R(E, 29) em R(E, xg). Pelo coroldrio 4.2.5
ay * 322, g ® e @ Dy g, Assim teremos uma aplicacdo bem definida

Is : D(Z, zp) — T(E, z9)

dada por Is(|alm) = |ax*3,,. Novamente usando o coroldrio 4.2.5 concluimos
P 3 ;
que @ o, o s€ ayx 3 >, g x 3 0 que significa que a aplicagio I é injetora.

Proposigao 4.2.6 Retormanda as notagdes acima, seja 5 uma trajetoria reg-
ular. A imagem de Is é Ag(E,[8)m) e I : D(T, ) — Ar(E,18l) ¢ um
difeomorfismo. Portanto, se 3, e 3, sio duas trajetdrias regulares de x4 a
20, entio Is, = I3, se, e somente se, 3, ~p, 5,.

Demonstragao: Foi verificado antes que os levantamentos das trajetérias do
sistemna X s&o as trajetdrias do sistema levantado . Portanto a imagem da
aplicacido I esta contida no conjunto acessivel AR(M [3]m). Remprocamente

Is é sobre AR( . [Blm) pelo fato de que as trajetérias de T sio projetadas
nas tragetorlas de . Ja que Iz é injetor, segue entdo que Iz : (X, zp) —
Ar(E.[8]m) € uma blgegao Agora pela proposicao 4.2.1, I3({aim) é o ponto
final de levantamento &. Assim a aplicagao I3 localmente pode ser represen-
tada como composta £7} © £,, onde ;. denota a inversa local da aplicagéo
de avaliacho 5, : ['(X,z¢) — Ag{Z, 7). Portanto Iz é diferencidvel e sua
diferencial é um isomorfismo em cada ponto o que mostra que I5 é de fato
um difeomorfismo. 0

A partir desta proposicao segue imediatamente que as trajetérias de T
saindo de zy com mesmo ponto final sdo monotonicamente homotdpicas se,
e somente se, seus levantamentos tém o mesmo ponto final. O corolério
seguinte sera destacado para uso posterior.

Teorema 4.2.7 Seja como antes zy € Ap(Z, zq) € fize um yo € 5 {2}
Sejam ¢, e aq duas trajetdrias regulares de 3. a partir de zg com mesmo ponto
final. Denote por 0y e Gy respectivamente seus levantamentos a variedade
I(E.zo) a partir de yo. Entdo oy ~,, ay se, e somente se, os pontos finais
de &v, e Qs coincidem.
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Esta caracterizacac de homotopia monoténica para as trajetdrias em
I'(Z, zp) possul a seguinte

Proposicio 4.2.8 Sejam 6; e &, duas trajetdrias de S em T(S.2q) com
mesmo ponto inicial yo € T(Z,z¢). Entdo 6; e 6o sdo monotonicamente
homotopicas em I'(Z, xq) se, e somente se, tém o mesmo ponto final.

Demonstracdo: As trajetérias de &, o; = £(6;) tém as mesmas extremi-
dades em Agp(Z, x¢} e seus levantamentos sao §, e Js respectivamente. Pelo
corolario precedente temos que a; =, ao. Assim existe uma homotopia via
trajetdrias h; que as conecta. Para cada ¢, a trajetdria correspondente se lev-
anta a uma trajetéria h; de X a partir de yg. Notemos que h; € continua pelo
lema 4.1.4. Usando mais uma vez 0 mesmo coroldrio conclufmos que o ponto
final de cada A; € 0 mesmo que ¢;. Portanto, /; torna-se uma homotopia que
conecta &; a 9z, terminando a demonstracio. -

A proposicao acima mostra que I'(X, zq) é simplesmente conezo no sentido
em que duas trajetorias com as mesmas extremidades s30 monotonicamente
homotdpicas. Alternativamente, a construcdo de recobrimento para X néo
possui novas variedades:

Coroldrio 4.2.9 Para qualquer y; € [{(Z, zq). 0 espago F(iy@) cotncide
com AR( . yo) e portanto com [(T, zq) se zo = £4,(10).

Demonstragao: De fato, pela proposi¢ao anterior o difeomorfismo local
Eyo F(T Ya) — AR(T ¥o) € injetor e portanto um difeomorfismo sobre sua
imagen. O

Finalizamos este capftule com uma discussao sobre a topologia usada
para homotopia monotonica. Segundo a nossa definicio, duas trajetérias sdo
monotonicamente homotoéplicas se pertencem a mesma componente conexa de
R(Z, z,y) que é munido com a topologia C*. Se considerarmos a, topologia C°
no lugar de C*, segue que duas trajetdrias que sejam C' monotonicamente ho-
motépicas sao também C% monotonicamente homotépicas. Pois, um caminho
C! continuo também é C° continuo jd que a topologia C° é mais fraca que
a topologia C!. A seguir aplicamos os resultados de levantamentos j4 obti-
dos para ver que a topologia C¥ determina as mesmas classes de homotopia
monotdnica.
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Proposigao 4.2.10 Sejam o e 3 trajetsrias regulares em R{Z, . 2} e supon-
ha que exista um caminho & em R(E, . 2) que une o a 3 e que é C° continuo.
Entao, o e 3 sdo C* monotonicamente homotdpicas.

Demonstragao: Tome zg tal que z € AR (£, xp), o que implica que I' (T, )
¢ igual a Ag(E,y) para qualquer y € ez, (z). Também, coloque H (s.t} =
£{s){t). Pelo lema 4.1.4 H se levanta a uma homotopia H em Ap(S,y),
porque as curvas t — H (s, t) sfo trajetérias e portanto se levantam a
Ar(Z.y). Oslevantamentos & e 73 a partir de y sdo dados por @ (#) = H (0,1
e g(t) = H(1.1). J4 que H ¢ o levantamento de H, segue que & e 3 tem o
mesmo ponto final. Portanto, pelo teorema 4.2.7, o e 3 sdo C'' monotonica-
mente homotépicas. O



Capitulo 5

Recobrimento universal de
controle

O conjunto Ag(L, zy) sendo uma subvariedade (aberta) admite recobrimen-
to universal simplesmente conexo. Em relacdo ao sistema £, a variedade
['(X, 29) também pode ser vista como um recobrimento {universal) de Az(Z, o).
Pois, ela recobre Ap(¥, zy) via um difeomorfismo local (sobrejetor} que é

a aplicagdo de avaliacdo. E também ['(Z xq) € simplesmente conero no
sentido em que trajetdrias com as mesmas extremidades em I'(X, zo) sdo
monotonicamente homotdpicas. Portanto para distinguir esses dois recobri-
mentos chamaremos I'(Z, zq) de recobrimento universal do controle.

5.1 Propriedade Universal de ['(%, z¢)

Considere uma aplicacio de recobrimento do controle 7 : N — Ax(T, z¢)
entre um sistema © em N e (ou sua restricdo a Ag(T, zp)), veja a definicao
4.1.7. Nosso propésito aqui é provar a existéncia de uma aplicagéo de controle
f:T(E, z9) = N entre L e £. Esta construcio é parecida com o caso cldssico
que fornece recobrimentos de um espaco dado a partir de seu recobrimento
universal simplesmente conexo. Notemos que, ao contrario do caso clédssico,
esta aplicagdo f nao é necessariamente sobrejetora, i.e., nao é aplicagéo de
recobrimento do controle. A sobrejetividade depende de S ser controldvel ou
nao.

A maneira natural para definir uma aplicacio I'(Z, zy) ~ N seria tomar
trajetorias regulares a partir de zp e logo levantd-las a ambos ['(£, zg) e

39
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N para obter uma aplicacio simplesmente por comparacao desses levan-
tamentos. Para realizar esta construgdo temos que ter trajetdrias dentro
de Agr(X, z5) que em geral ndo é verdadeiro. Para evitar essa dificuldade,
levantaremos trajetdrias a partir de zp € Ag(T,x) para obter aplicagdes
definidas em I'(Z, zp) e logo estendé-las ao espago todo I'(Z, zp).

Assumimos que o sistema T e completo em N. Sob esta hipdtese, toda
frajetéria o de X se levanta a uma dnica trajetdria de & desde que um ponto
referencial yo seja dado ern cima de z,. De fato, se u & um controle que define
o, entdo & = trj,, (u) representa esse levantamento. Nossa abordagem requer
uma trajetdria que une zy a zy € que esteja contida em Ag(X, zy) exceto
(possivelmente} por ponto inicial zg. Construimos esta curva da seguinge
maneira :

Lema 5.1.1 Assumimos que o sistema ¥ satisfaca o condigdo de posto de
dlgebra de Lie e tome zq € M, z4 € Agr(Z. zg). Entdo existe uma segiiéncia
zn em Agr(%, z9) com limz, = zy e tal que 2, € Ar(E, 2,) se m < n.

Demonstracao: Construfmos essa segiiéncia indutivamente a partir de zg.

Primeiro escolhemos uma seqgiiéncia de vizinhancas abertas U,, n = 1, de xq

tais que {zp} =[] U,. Agora definimos z; € U; N Ag(Z, zo) da seguinte
nzl

manelra:

Tome uma funcéo de controle u € Rg(x) tal que o ponto final da tra-
jetéria correspondente é e, (u) = z. Revertendo o tempo vemos que —u
& um controle regular no ponto zy para sistema (revertido) —X. Assim se
eSCrevermos e, para a aplicacio que associa a um controle em —X o ponto
final da trajetéria a partir de z;. segue que a imagem Im(e] ) cobre uma
vizinhanca de zg. Portanto, Ap(—X, 20} N U1 N AR(Z, 2o) nfo é vazio e qual-
quer z nessa interseccao satisfaz nosso requerimento. Pois, zg € Ag(Z, z;)
se 27 € Agr(~X,z5). Agora produza por indugdo e defina analogamente
Znat € Ar(—E, 2, ) N U1 N AR(E, xy) usando uma trajetéria regular de z; a
z,. Em cada passo obtemos z, € Agr(¥, z,.1) implicando que 2., € Ag(L, 2,,)
quandoe m < n. O

Dada uma seqiiéncia z, como construida nesse lema, unimos z,.; a z,
via uma trajetdria de X, denote por 5,. Em principio 3, estd definida no
intervalo [0, 1] mas podemos transiadar o tempo para que [, esteja definida
no intervalo [—-n — 1, —-n]. Concatenando succesivamente essas trajetérias
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obtemos uma curva definida em {—oc, 0], que fica inteiramente contida no
conjunto Ax(E. ).

Lema 5.1.2 Sejam as notagdes como acima. Entdo existe uma curva con-
tinua
8 (—oc, 0] — Ar(Z, zq)

tal que 3(0) = 2. cada pedago 3 iimbl coma < b <0 €uma (reparametrizacao
de uma) trajetoria de & e existe uma segiéncia t, — —o< tal que B{t,) — zs.

Em seguida precisaremos de levantamentos da curva 4 no lema anterior
a uma curva 3’ em I'{¥,zy). Para evitar o problema de existéncia de tal
levantamento, construaimos 3 mergulhando Ag(Z, 7o) em Ag(E, 1) para al-
gum 1, com 1y € Ap(Z, z,). Pela proposicdo 4.2.6, T(Z, zy) é difeomorfo a
AR(E,EE) se T € T(Z, 1) se projeta em xy. Assim a construcdo de curva 3
pode ser realizada em Ap(S, F) em vez de Ag(Z, o).

Lema 5.1.3 Mantendo as notagdes e hipdteses acima, five yp € T'(Z, 29) =
Ar(Z. 7). Entdo eriste uma curve continua

3 (=00,0] — Ap(T.7)

tal que 3(0) = yg , cada pedaco 3 }Wié coma < b <0 de 3 é uma (reparame-
trizacdo de uma) trajetdria de T e eriste uma segiéncia t, — —oc tal que
A{ty) = 7.

Agora comecamos a construcdo de aplicacio procurada (X, z5) — N.
Seja 7w : N — Ag(¥, z¢) uma aplicacio de recobrimento do controle e fixe
yo € =z} e wy € 7 {2z} para algum z; € Ag(Z,z0). Entdo definimos
uma aplicacio

f201yo=w0 : r(‘?‘: ZG) — N

da seguinte maneira: R

Pela proposicao 4.2.6, I'(X, zy) é difeomorfo a Ag(Z. 1), Agora, tome
y em Ag(i, ye). Entdo existe uma trajetoria regular o de & a partir de 29
tal que seu levantamento & com condigdo inicial yg tem y como ponto final.
Denote por & o levantamento de « a N com condicdo inicial wy. Entdo
declaramos o valor fe 4w, (y) como sendo ponto final de &.
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Lema 5.1.4 A aplicagcdo f.,yow, € independente de escolha da trajetdria o
usada na definicdo.

Demonstracao: Seja a; outra trajetéria cujo levantamento @) termina em
y. Denote por ¢; o levantamento de oy a N com ponto inicial wp. Co-
mo o8 pontos finais de @ e &, coincidem segue pelo coroldrio 4.2.5 que ay é
monotonicamente homotopica a «. Portanto os levantamentos & e a; a N
tém o mesmo ponto final jd que a condicao inicial wy é a mesma {veja lema
4.1.5). Portanto f., .y, ¢ bem-definida. O

Lema 5.1.5 A eplicagio f. y,u, € um difeomorfismo local.

Demonstragao: De fato, jd que a aplicacao fa,,,.w, ¢ definida pelo ponto
final de um levantamento, ela satisfaz 7o fu; 40w, = € ASSIM, fip o, lO-
calmente & dada por 7% oz onde 7~ denota a inversa local de 7. Portanto
Jro,yowe € umn difeomorfismo local. a

Tendo a aplicagao AR( o) — N, repemmos esta construcdo ac longo
da curva 3 : (—oc, 0] = (T, zo) = .AR(/.J 7) dada no lema 5.1.3. Denote
entdo por § = (;3) a projecio de 3 a Ar(Z, zg) e seja 3 o levantamento de
8 a N com F(0) = wy. Paracadat € (~o0,0| temos um difeormorfismo local

Fow 3 TIEB(0) — N.

Por simplicidade escreveremos f; no lugar de fm @A Os lemas a seguir
mostram que essas aplicactes sao reunidas para formar um difeomorfismo
local T(E, 29} — N.

h)

Lema 5.1.6 D(T,z) = U Ar(E.3(1).

tE(~o0,0]

Demonstragao: Em vista do lema 5.1.3, olhamos I'{Z, 2} como conjunto
acessivel Ag(S,7) ¢ I(T, 11) com zy € Ar(Z,z1). Tome y € T(Z, 29) e seja
o uma traJetona regular de X a partir de T que acabe em y. Revertendo o
tempo, & torna-se regular em y para —%. Portanto ex1ste uma v1z1nhan§a
UdeZem ['(E, z;) tal que y € AR(Z y') para todo ¥ € U. Como 3(t) — 7
segue-se y € AR(EZ, 3t ()) para algum ¢, concluindo a demonstragéo. 0o
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Lema 5.1.7 Suponha quey € Ag(i,g(tl})ﬂﬁg(i 3(t2)) para dados t,, ts €
(o0, 0]. Entdo fu(y) = fu(y).

Demonstragdo: Para fixar as 1déias suponhamos que ¢, <t e denotamos
por 3t1 1, @ restricao de 3 a [t1, t2]. que & uma trajetdria de 5. Analogamente,
seja 8, ., & projecio de 3&;2 a Ag(Z, zg).

Agora tome duas trajetérias regulares &;. ¢ = 1,2, de Sa partir de ﬁ(ti)g
i = 1,2, com mesmo ponto final y. Denote por «; suas projecdes a Ag(X, zg)
e sejam ov; o levantamento a NV de ¢y a partir de E(tl) e Gy 0 levantamento
de cvo a partir de 3(t,). Pela deflmgao ft.{y) é o ponto final de @;, i =1,2.

Note que o pouto final de 3,5 & © 3 (t2) 0 que permzte considerar a concate-
nagao i * :333 +, bara obter uma trajetéria de T a partir de 3(1‘1) com ponto
final y. Assim, ambas G, e Qg * 33 .1, tém 0 mesmo ponto final y, o que impli-
ca que suas projecdes o e ap * 3, ,, respectivamente sao monotonicamente
homotdpicas. Por conseguinte, seus levantamentos dy e (o * [)’thtz)‘“ a partir
de 3(t;) tém mesmo ponto final. Portanto para concluir a demonstracao do
lema basta observar que os pontos finais de &g e (a2 * 3y, 4, )™ coincidem. Mas
isso segue pelo fate de que a» comeca a partir de 3(1‘2) 0 que implica que
(ap % B, ,,) " = Gox Etm. Daf os pontos finais sdo de fato iguais, mostrando

que fi, (y) = fu(y). -
Com esses dois lemas podemos definir agora uma aplicagao bem definida
FiT(S, 20) — N (5.1)

escrevendo f(y) = fi{y) onde y € Ag(iﬁ( t)) para algum ¢ € (—oc, 0.
Resumindo tudo isso, temos:

Teorema 5.1.8 Sejo 7w : N — Ag(Z, 29) uma aplica¢éo de recobrimmento do
controle entre ¥ e ¥, gue sdo assumidos como sistemas completos. Entio
existe uma aplicagdo do controle f (X, xq) ~» N tal que mo f = &.

Demonstragdo: Pela construcio, f é igual a f; sobre o aberto Ag(Z, 3( t)).
Portanto, as propriedades de f; sdo herdadas de f, mostrando que ele ¢ um
difeomorfismo local que leva Tem?>. O
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Notemos que em geral a aplicacdo f : ['(2, zo) — N ndo é sobrejetora. De
fato, a imagem de f, & o conjunto acessivel Ag(S, 3{t)) e portanto a imagem
de f & L

m{f)= |J As(E50). (5.2)

te{—oc,0]

que pode ser um subconjunto préprio de NV ja que 5 pode nao ser controlavel.
No préximo capitulo damos um exemplo com N = Ag(Z, 7)™, o recobri-

mento universal de Az{X, zo), onde o sistema levantado T ndo é controldvel.



Capitulo 6

Homotopia monoténica e
homotopia

O propdsito deste capitulo é relacionar a homotopia monotdnica entre tra-
jetorias de 2 com a homotopia usual sem restricdo de ser monoténica. Evi-
dentemente homotopia monotdnica implica homotopia, mas a reciproca em
geral ndo acontece como se mostra no exemplo abaixo. Entdo serd analizado
a seguir quando é que a homotopia usual (ou homotopia geométrica) implica
a homotopia dinadmica. Para estabelecer esta questdo de uma forma mais
clara temos que especificar o conjunto onde as homotopias acontecem. Como
duas trajetérias monotonicamente homotépicas (com mesmo ponto final) sdo
homotépicas dentro do conjunto acessivel A(zp) de um ponto inicial comurn,
a questao mais correta a se fazer é quando a homotopia geométrica dentro
de A(zg) implica a homotopia dindmica. Tendo esses comentdrios em mente,
introduzimos a seguinte terminologia.

Para duas trajetérias a ¢ 3 de © com o mesmo ponto final, escrevemos
a =24 3 se elas s30 homotépicas (com o mesmo ponto final fixo) dentro de
Alzo) onde 74 é 0 ponto inicial comum. Como antes, usaremos a notacao

~., 3 se forem monotonicamente homotépicas.

Definicao 6.0.9 Diremos que um sistema L € geoméirico em xy se a homo-
topia monotdnica € equivalente a homotopia geométrica. Mais precisamente,

se a e 3 sao trajetdrias regulares comecando em xy e terminando em um
mesmo ponto, entdo o ~4 5 implica o ~,, 3.

Observagao: No contexto de semigrupos topolégicos, Lawson, {16], usa o

45
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termo de estrutura de homotopia compelivel quando a homotopia geomeétrica
coincide com a homotopia monotdnica.

Considerando a propriedade geométrica de ¥, nosso resultado principal
¢ o exemplo que serd dado a seguir. Por enquanto, provamos apenas uin
resultado simples, que mostra que este problema ¢ relacionado com a pos-
sibilidade de levantar homotopias a I' (¥, z5). Lembre que uma aplicagio
p: E — B satisfaz a propriedade de levantamento de homotopia (abbrev.
PLH) para um espaco X se para qualquer aplicacdc f* : X — E e toda
homotopia H : [0,11 x X — B com H(0,-) = po f*, existe um levantamento
H*:[0,1] x X — E com H*{(0,-) = f*, veja Hu [11]

Proposicdo 6.0.10 Seja zq € intA{zg) e suponhe que £ : T'(X,20) —
A (zq) satisfaz PLH para o intervalo [0,1]. Entao ¥ é geoméirico em zg.

Demonstragéo: Tome o, 5 € R(Z,z, z) que sejam homotépicas em A (z).
Fixe y € ¢ ( x) e denote por & o levantamento de ¢ a partir de y. Tam-
bém, denof;e por H a homotopla (com pontos ﬁnals fixos) entre o e 5. Pela
PLH, H se levanta a H com H (0,:) = a. Jd que H ¢é o levantamento de H,
segue que H(1,) = 3. Portanto, & e 3 tém o mesmo ponto final, porque
H fixa pontos finais. Isto mostra gue o =, 3. concluindo a demons:racao, O

Corolario 6.0.11 Seja zp € int A (zy) e suponha que 2 : T (2, xp) — A (xg)
€ aplicagao de recobrimento. Entdo ¥ é geoméirico em xg.

Demonstracao: De fato, toda aplicagio de recobrimento satisfaz a pro-
priedade de levantamento de homotopia para [0, 1]. B

Observagao: Estes resultados valem sem a hipétese de que zg € int. A ().
Mas notemos que neste caso auséncia dessa hipétese causa dificuldades téc-
nicas devido ao fato de que trajetérias em A (xy) podem n&o admitir levan-
tamentos a I (. zg).

A seguir daremos um exemplo para mostrar que em geral a homotopia
nao implica a homotopia monoténica. A idéia é tomar ¥ evoluindo sobre
M e xg € M tal que a imagem da aplicagic do controle f : T'(Z,z4) —
Ar (Z,29)” ndo ¢ simplesmente conexa. Entdo, trajetorias tal que seus lev-
antamentos a Ag (£, 2p)” tém o mesmo ponto final podem ser homotdpicas
mas nio s&o0 monotonicamente homotépicas se esses levantamentos nao forem
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homotdpicos dentro da imagem de f. Na verdade, tomamos ¥ como sendo
um sistema controlével a partir de zo, 0 que quer dizer que Ag (2, zq)” = M
e podemos levantar trajetdrias inteiras a partir de xp as trajetdrias de T a
partir de um ponto wy sobre zg. Neste caso a imagem de f torna-se o con-
junto acessivel a partir de wy e procuraremos trajetdrias de X que tenham o
mesmo ponto final mas nao sio homotépicas dentro do conjunto acessivel a
partir de wg. Desta maneira obteremos trajetdrias que sdo homotdpicas no
conjunto acessivel a partir de z; mas nao sao monotonicamenie homotdpicas.

6.1 Exemplo

Em nosso exemplo, tomamos M como sendo a variedade flag F = F® (1,2)
dos flags (Vi C V3), dim V; = 4, de subespacos de R®. O sistema ¥ serd dado
por um cone na algebra de Lie sl(3, R} das matrizes que induz campos de
vetores em F através de acao de S1(3, R) sobre F.

Denote por {7, j, k} a base canénica de R® e seja W C R® um cone pontual
{(i.e., W =W = {0}) que contém i no seu interior e tal que W Nger{j, k} =
{0}. Coloque

Dy={Xesl(3R) :Vt>0, exp(t X)W C W} =T

Dai segue que L; é um cone em sl {3, R). Também, ¥, contém no seu interior
qualquer matriz diagonal diag{2a, —a, —a}, @ > 0 (veja (22|, Teorema 6.12
ou [20]}). Sejam S e S; semigrupos em St (3, R) gerados por exp(Z) e exp(Ey)
respectivamante. Entdo S = ST e jd que intT, # { segue que ambos
sermigrupos tém interior ndo vazio em Sl (3, R).

Se SI(3, R} agir sobre uma variedade M, os cones T e £; induzem sistemas
de controle no mesmo sentido considerado acima, que usaremos a mesma letra
3. ou X; para denotar. Os conjuntos acessiveis de 3 em M sio as ¢rbitas de
S. Em particular, temos um sistema de controle na variedade flag.

Os conjuntos controldveis de S; nas variedades flags sdo conhecidos (veja
[20]). Primeiro, a acdo de S, sobre espago projetivo real RP? nos d4 dois
conjuntos controlaveis: O conjunto [W] das linhas contidas em W é o con-
junto de controle invariante enquanto o conjunto de controle minimal é o
completamento de [WW] em RP?. Por outro lado, em F hd trés conjuntos de
controle. O conjunto de controle invariante &é C = 7~ ![W], onde 7 : F — RP?
denota a projecdo padrdo. Os outros dois conjuntos de controle sio sitados
em cima de conjunto de controle minimal em RP?. Note que, pela unicidade
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de conjunto de controle invariante, intC' C Syz para qualquer x € F. Para S,
(e portanto &) a esquema € o mesmo: existe um unico conjunto de controle
invariante e um minimal, que ¢ intC.

Qualquer zg € intC serve para considerar ['(Z, zp). Para conveniéncia
escolhamos x¢ = (1} C Vy) com V| = ger{i} e V3 = ger{s,j}. Este zp
pertence a intC porque ¢ € int[W] e C = 7' [W]. J4 que intC é o tnico
conjunto de controle minimal de S, segue que ¥ é controldvel a partir de xy.
Por conseguinte, Apg (X, zy) = T.

O recobrimento simplesmente conexo de F é a esfera tri-dimensional $°
com a aplicacdc de recobrimento p : §° — F definida concretamente da
seguinte forma: seja H o espago dos quatérnios ay 4+ asi + azj + ask com
coeficientes reais. A esfera unitdria $8° = { ¢ H : |z] = 1} € H é um
grupo de Lie compacto com multiplicacdo quaterniénica. Sua dlgebra de Lie
¢ 50(3, R), que identificamos com o espago de quatérnios imagindrios puros,
que é o espaco tangente T1S%.

O grupo $? age em espago tridimensional de quatérnios imaginarios puros
via w — zwZ, definindo um homomorfismo sobrejetor 4 : §2 —» SO (3, R) com
ker = {£1}. Tomando a composta de agio de SO {3, R) com 8 obtemos uma
acio de S* sobre F.

Uma computagio simples mostra que 6(z) = diag{l,—-1,~1}, 8(j) =
diag{—1,1,~1} e 8 (k) = diag{—1,—1,1}. Isto implica que, através da acdo
de S% sobre F. podemos identificar F com $3 /Z onde

Z = {1, %i, =5, +k}.

Assim, a aplicacio candnica p: 8% — F = §3/Z é um recobrimento com oito
folhas de F. Além do mais, Z age em 8% & direita e suas ¢érbitas séo as fibras
de p.

Notemos que 0s quatérnios i, j, £ também podem ser considerados como
elementos de dlgebra de Lie de . Como a aplicacio exponencial exp é dada
pelas séries usuais de Taylor na dlgebra H temos que exp(ti) = cost + isent.
Em seguida, 1 e g; denotaram os circulos

G1(t) =cost+isent e 0O9(t) = jcost+ ksent te€ 0,27
em S?. Também a diferencial df, na identidade é um isomorfismo entre o
espaco tangente 715 e s0(3, R). Uma computacio simples mostra que

00 0
o, (i)=1] 00 -2 |. (6.1)
02 0
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Agora, consideramos o sistema Y. Jevantado a §% Denote por (7 o recobri-
mento simplesmente conexo de S1{3, R}, que é um grupo de Lie cuja dlgebra
de Lie é s (3, R). Denotamos também por 8 : G — S1 (3, R) o homomorfismo
de recobrimento porque ele estende 6 : §° — SO (3, R}. Qualquer acao de
SI(3,R) torna-se a uma ac¢ao de G pela composta com 8.

J4 que S* & o recobrimento simplesmente conexo de SO (3, R}, segue que
decomposi¢ao de Iwasawa de G é G = S*T onde T dencta um subgrupo
fechado isomérfico a grupo de matrizes triangulares superiores com entradas
positivas na diagonal. Portanto, G age sobre $? identifando-o com G/T. Por
outro lado, X € si(3.R} induz um campo de vetores sobre F cujo levanta-
mento X & S% & também o campo induzido. O cone T C s[(3,R) gera um
semigrupo ScaG de tal modo que suas drbitas sdo conjuntos acessiveis do
sistema levantado . Escreva S; = §~! para o levantamento de 5, a G.

O préximo passo € determinar os conjuntos de controle minimais de S em
S3, isto é, o interior dos conjuntos controlgveis invariantes de S,. Para isso,
notemos que p intercambia a acdo de G sobre §% e F. Portanto, qualquer
conjunto controlavel em S° se projeta em intC através de p. Mais ainda, a
acao esquerda de G sobre §® comuta com a acgdo direita de Z, o que implica
que se D C §* é um conjunto de controle e m € Z entdo Dm também
é um conjunto de controle. Isso implica que Dm = D e os conjuntos de
controle invariantes de S, em S® sdo da forma Dm = D. m ¢ Z. Portanto
para ter conjuntos controldveis minimais fixamos um deles, digamos D, e
encontramos o conjunto de todos m € Z tal que Dym = Dy (aqui Dhm
significa a translacdo & direita de D; C S¥viam € Z C §%).

Na verdade os conjuntos de controle invariantes de §1 s80 as componentes
conexas de p~ (. Com efeito, os conjuntos de controle invariante sio conexos,
e portanto estdo contidos em componentes conexas. Por outro lado, pela
proposicao 4.3 em [21] S; é transitivo no interior de uma componente conexa,
e por conseqiiéncia, as componentes conexas sio de fato conjuntos de controle
invariantes.

Proposigao 6.1.1 Hd eratemnente dois conjuntos de controle invariantes de
Sy em §* = G/T. Denotamos eles por Dy ¢ Dy. Entdo Dym = Dy se
m € {x1,%i} e Dym = Dy se m € {xj, z=k}. Também, 5, ¢ contido em
intl); enquanto G4 € contido em intDy.

Demonstragao: Primeiro, fazemos G agir sobre S? tomando a composta
de aglo de SI{3.R) com o homomorfismo canénico § : G — SI{3,R) (que
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estende a # : §° - SO{3,R)). O subgrupo de isotropia P no vetor bésico ¢
contém o subgrupo de matrizes triangulares superiores 7. Assim, temos wma
projecdo equivariante $* — §7 que manda os conjuntos de controle em §°
sobre os em S Agora, os conjuntos de controle de 55 em $? 530 0s mesmos
de S; cujos conjuntos controldveis invariantes sdo infersec¢des de £W com
S2 ¢ R3. Portanto, S; tem pelo menos dois conjuntos controldveis invariantes
em S§°.

Por outro lado, seja P, a componente de identidade de P. O fato de
gue o conjunto de controle invariante C de Sjem F contém a fibra inteira
sobre z; significa que Pyzy C intC. Agora, a aplicacdo p : $* — F satisfaz
p(Z) = {z5}. Por conseguinte, para qualquer m € Z, Pym ¢ inteiramente
contida num conjunio de controle invariante de §1 em S§3 Também.sem € Z
entdo a agdo esquerda de m deixa invariante a fibra p~'{zy} e portanto
Dm =D quando me BT,

Agora, a algebra de Lie de P & o subespago das matrizes em s[{3,R) da

forma
a %
0 A

com A uma matriz 2 x 2, enquanto a componente de identidade de 6 (P} &
8 {Py), que é o subgrupo de Sl {n, R} formado pelas matrizes do mesmo tipo,
mas tendo a > 0 e adet A = 1. Portanto, pela expressac dada acima para
6(j) e 6 (k) vemos que j, k ¢ F.

Por outro lado, por {6.1) df, pertence a algebra de Lie de P. Portanto.
o circulo exp(ti) = &5(t} é contido em P,. Em particular, £1 = exp(+in)
e +i = exp(=+in/2) pertencem a Py, mostrando que Diym = D se m €
{£1, £7}. Apalogamente, podemos ver que D (£7) = D (%k). concluindo a
demonstragao da proposicao. o

Coroldrio 6.1.2 Os conjunios de controle minimais de S (e ‘Z) sobre S? sdo
intDy eintDs.

Com esse coroldrio na mao podemos dar um exemplo de um par de tra-
jetorias de ¥ em F que tem o mesmo ponto final e sdo homotdpicas mas néo
sao monotonicamente homotdpicas.

Primeiro notemos que pela segunda parte de prova acima o circulo ¢ =
{cost + isent : t € R} é contido na componente de identidade P, de P, e
portanto em intl;, j4a que 1 € intD;. As trajetdrias que consideramos sio
os dois lados de ¢ separados por £1 e passando por +i, respectivamente.
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Lema 6.1.3 As curvas &. 3 : 0,7 — 8% a(t) = cost + isent e 3(t) =
cost — isent sao (reparametrizacées de) trajetdrias de .

Demonstragio: Denote por o, a projecio de o; em F. Jd que 1 é mandado
em xp €
i 0 0
f{cost+isent) = | 0 cos2t —sen2t
0 sen2t cos2t

segue que 01 € a curva fy = (V; C V5'). s € R, onde V & o subespaco gerado
por i e jcos2s+ksends. Agora, tome a matriz diagonal H = diag{A;, A2, Az}
em inty, com A; < Ax < Az. A existéncia de uma tal matriz vém de fato
mencionado anteriormente de que por exemplo X = diag{—2, 1, 1} pertence a
intY; C sl(3,R}. e daf que —X € intE. Por conseguinte podemos escother H
préximo a —X. Olhando para a realizacdo concreta de cvemos que exp (1H ),
t &€ R, deixa este circulo invariante. Com efeito, Vi & invariante sob exp (tH)
como o subespago ger{j,k}. Alem disso, o grupo de 1-pardmetro exp (¢H)
tem apenas dois pontos fixos em o, j& que as tunicas linhas em ger{j, &}
invariantes sob exp (¢H) sdo aquelas geradas pelos 7 e k. Os demais pontos
de o estdo em duas trajetdrias de exp (tH), percorrendo de fy a fr/4.

Considere agora o grupo a l-pardmetro exp {tH ) em G. Via equivaridncia
ele deixa o, invariante, e como o1 &€ o recobrimento com duas folhas de
oy, exp (tH) tem quatro pontos fixos e quatro trajetérias, digamos 71 e 74
percorrendo de 1 a i e de i a —1, respectivamente, e 73 e 74, que vao de 1 a
-3 e de —1 a —1, respectivamente.

Como H € X, cada 7; pode ser visto como uma trajetoria de ¥ definido
sobre a reta real toda. Para concluir a prova vamos conectar os pontos fixos
entre T;’s para obter trajetérias definidas num intervalo compacto. Para
isso, tome por exemplo o ponto fixo 1 e vamos conecta-lo a 7;. Desde que
H € int¥ existe entdo ¢ > 0 pequeno suficiente tal que

0 0 0
X=H+41 0 0 —a | €IintZ.
0 a 0

Entdo o grupo a l-pardmetro exp (fX) € & deixa &, invariante e 1 nao é um
ponto fixo. Se tomarmos ¢ pequenc suficiente conectamos 1 a 7;. Processan-
do analogamente com os outros pontos fixos verificamos que os semi-circulos
sao de fato as trajetporias de ¥, concluindo a demonstracao. 0
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Denotamos por o e 3 as projegdes em Fde cv e :’; respectivamente. Ja que
@ e 5 sdo trajetdrias de ¥, segue que o e J sdo trajetérias de 2. Também, os
pontos finais de & e 3 coincidem, e dal que « ¢ 3 sdo homotdpicas em F (=
Ag (T.20)). Finalmente, vamos provar que & e 3 ndo sdo monotonicamente
homotdpicas. Isto val mostrar que o e J também nédo sdo monotonicamente
homotépicas, jd que a homotopia monotonia eventual entre o e 7 se levantaria
a uma homotopia monotonia entre & e .

Para a prova de que & e 3 ndo s&o monotonicamente homotépicas reuni-
mos os seguintes fatos:

1. Lembramos a demonstracdo de proposicio 6.1.1, que afirma que 0s
circulos &, = cost -+isent & contido em intD; e 73 = jcost -+ ksent estd
contido em intl,

2. O conjunto intDs é o conjunto de controle minimal de 5 portanto é in-
variante sob trajetdrias no tempo negativo desse sistema. Isto significa
que trajetérias positivas de ¥ partindo de fora de intD; nunca entram
dentro desse conjunto. Assim, uma trajetdria a partir de 1 € int[); nao
pode ter seu ponto final em intDs.

3. O circulo 7, ndo é homotdpico a um ponto em S°\ &,. (Nas palavras
topolégicas, isso diz que “linking number” de &; e &y néo é trivial.)
Para ver isso, tome a projecio estereografica S*\ {N} — R* com o
polo norte N tomado em 2. Entdo gy val para uma reta | que passa
pela origem em R®, enquanto &, vai para um circulo que nao pode ser
contraido a um ponto sem atravessar { (veja [2], pdgina 238).

Portanto a homotopia entre ¢ e E deve cruzar ¢, e consequentemente nao
& monoténica. Pois, caso contrario nds terfamos nma trajetéria a partir de 1
que termine em o9 € intDs. Isto conclue a demonstracad de que « e J sao
trajetdrias homotdpicas em [ mas, ndo monotonicamente.

Observacao: Pelo corolario 6.0.11 segue que neste exemplo o difeomorfismo

local ¢ : T(Z, zp) = Ag(Z, ) ndo & uma aplicagio de recobrimento.



Capitulo 7

Semigrupos

A homotopia monotonica foi considerada também na teoria de semigrupos
por Lawson de uma maneira um pouco diferente que a nossa (veja [15], [16]).
(O objetivo desses trabalhos foi o de estender as construcdes cldssicas de
grupos de recobrimento universal & semigrupos de Lie.

Entdo enunciamos os resultados ji obtidos nos capitulos precedentes no
contexto de teoria de semigrupos de Lie, ao invés da teoria do controle.
A relacao se dd através de sistemas de controle invariantes em grupos de
Lie. Nesse contexto, pretendemos relacionar nossas construgdes com um dos
problemas apresentados em [16]. O problema & saber se & possivel identificar
o semigrupo (X, 1), onde 1 denota o elemento neutro de um grupo de Lie,
com o semigrupo de recobrimento universal S de um semigrupo de Lie §
(ou semigrupo infinitesimalmente gerado). Lembramos que esse problema
foi resolvido em [16] para o caso particular de semigrupos de Ol'shanskii.
Entdo nés abordamos o caso de semigrupos gerais utilizando os resultados
obtidos sobre o recobrimento universal do controle. Notemos também que 0s
resultados apresentados neste capitulo sao parciais.

7.1 Semigrupos de Lie

Sejam G um grupo de Lie conexo de dimens&o finita cuja dlgebra de Lie é
L(G) = geexp:g— G aaplicacdo exponencial de g em G.

Definicao 7.1.1 Um subsemigrupo de Lie é um subsemigrupo fechado S de
G que, como um subsemigrupo fechado, é gerado por imagens de todos os

33
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semigrupos a I-pardmetros

vy i RT — 8t exp(tX),
isto €, S = felexp(L(S))}, o fecho do subsemigrupo gerado pela imagem
exponencial do conjunto subtangente de S.

O conjunto L(S) desses semigrupos a l-parametros pode ser visto como
um conjunto na dlgebra de Lie g de &G, Ele é um cone convexo fechado, i.e.,

L(S)+L(S) € L(S)

R*-1{(S) onde R" = [0,2c),
que satisfaz
I L(S) = L(S)  ¥X € L(S) n—L(S),

uma identidade algébrica que reflete o fato de S ser invariante sob conjugagdes
por elementos de grupo das unidades S M S~ Cones convexos satisfazendo
estas propriedades sao chamados de cones de Lie e desempenham o papel de
dlgebras de Lie na teoria de Lie de semigrupos.

Um subsemigrupo de Lie 5 é dito gerador se a dlgebra de Lie gerada por
L(S) for igual a dlgebra g de G. Neste caso, intS # 0 e intS é denso em S.

7.2 Sistemas invariantes em grupos

Nesta secdao a teoria desenvolvida anteriormente serd particularizada para
familias de campos invariantes (& direita ou 4 esquerda) num grupo de Lie
conexo . Denotaremos por L, : G = G, hwrs gh,e Ry : G- G, hw
hg, as translagoes a esquerda e & direita respectivamente. Pelo fato de que
G x G~ G, (g ,h)~ gh, é¢ uma aplicagio analitica, segue que para todo
g € GG as translagdes L, e Ry sdo difeomorfismos analfiicos de G.

Um campo X ¢é dito invariante & direita se (R,), X = X onde x significa
a diferencial. De maneira angloga, se define campos invariantes a esquerda.
No que segue a preferéncia é dada aos campos invariantes & direita pelo
motivo de considerar agdes & esquerda (0 que ocorre quando se escreve o
valor de uma funcdo f como f{z) entdo 0s campos que interessamn s&o 0s
invariantes & direita). A condi¢do de invariancia & direita implica que para
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todo g € G, X(g) = d(R,)1X(1) o que significa que os campos invariantes
a direita sao completamente determinados por seus valores na identidade.
Notemos também que a invariancia de X acarreta a simetria de X no sentido
em que X;{hg) = X:(h)g para todos g,h € (. Tomando em particular
h =1, fica Xi(g} = Xi(1l)g. Isto é, a trajetéria de X que passa por g é
obtida por translacdo da trajetéria que passa pelo elemento neutro. Como
as trajetérias sdo obtidas umas das outras por translacdo, seus dominios
de definicdo se prolongam sobre todo R, isto é, os campos invariantes sdao
completos e portanto seus fluxos sao globalmente definidos em G.

Entao, ao longo deste capitulo levamos a conta apenas trajetdrias que
passam pela identidade 1 € &, e portanto o conjunto I'(2. 1) de classes de
homotopia monotoénica de t-trajetdrias a partir de 1.

Proposicdo 7.2.1 O conjunto I'(Z, 1) é um semigrupo (topoldgico) e a apli-
cacdo de avaliacdo ¢ : T(E,1) = S é um homomorfismo {continuo) de semi-
grupos.

Demonstracio: A partir do teorema 3.1.1, trocando A por um grupo de
Lie G e tomando zg = 1, o elemento neutro de G, temos que I'(2,1) é um
espaco topolégico Hausdorfl. Para [al,,, (8], € ['(X2, 1} a concatenagio entre
representantes o e 3 € definida por

L [ 3{28), s€[0.1/2]
00861 ={ Fioe s S s € /2.1

Notemos gue a concatenacao = entre o e 3 é continua com respeito a topologia
C° em R(T, 1) e pela proposicio 3.1.5, a aplicagio 7 : (R(X,1),C%) — T'(Z, 1)
é continua. Finalmente comutatividade do diagrama abaixo

ME 1y xD(E 1) - TE )

(e} (3) T ]

|

X

=
—
—

R(Z. 1) x R(Z,1) — R(Z, 1)
( T axB

implica continuidade do produto -’ em I'(X, 1) definido por
ME L xTE D —IELD, (o8] — a3

Este produto nao depende dos representantes usados na definicio. Com
efeito. Seja o =, o e 5 =, 5 com as homotopias monotbnicas h; e
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ho Tespectivamente. lIntdo, a concatenacio h; * he define uma homotopia
monoténica entre o x 3 e o + 3. Isto é, [ax 3, =la * ﬁ’}m.

Também, o produto tem propriedade de associatividade. Mais precisa-
mente, ax(Fxv) e {ax3)*~ sdo as trajetérias em R(X, 1) com parametrizagdes
diferentes. Mas seus levantamentos obtidos concatenando successivamante os
levantamentos de v, 3 € o tém o mesmo ponto final € portanto pelo teorema
4.2.7 temos que ax (F=~) =, (axJ)x~vem R{Z,1). Ja que pelo lema 4.2.4,
a homotopia monotonica tem bom comportamento com “*’ concluimos que
I'(%,1) é um semigrupo associativo. Por outro lado,

(fo* Bl

ax 5)(1)
= «(1)3(1)
([alm) e((Bim)

{l
Ty

mostrando que a aplicagdo de avaliagdo ¢ é de fato um homomorfismo de
Semigrupos. |

7.3 Recobrimentos de semigrupos

Seja S ¢ G um subsemigrupo infinitesimalmente gerado por um cone de
Lie W na 4lgebra de Lie g, ie., § = fe(exp(WW)). Pela proposicdo 7.2.1,
sabemos que I'(¥,1) é um semigrupo topoldgico e a aplicacdo I'(X, 1) —
S, [¥]m = (1) é um homomorfismo continuo de semigrupos. Por outro
lado, como S € conexo, localmente conexc por caminhos e semi-localmente
simplesmente conexo, ele admite recobrimento universal p: 5 - S, veja [10].
Em particular, para um aberto em S existe também um espago topoldgico
que é o recobrimento (universal) simplesmente conexo desse conjunto aberto.
No recobrimento podem existir vdrias estruturas de sernigrupo, ao contrario
do acontece com grupos de Lie, e podem nem ser isomorfas como se mostra

no seguinte

Exemplo 7.3.1 Considere o cilindro dado pela projecio m: R2 — R x ST,
com St =R/Z. O cone W ¢ R?

We={(z,y) eR* 220, y <z}
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é um semigrupo no plano e sua projecao S = w(W) é um semigrupo no
cilindro. O cone W propriamente dito pode, com sua estrutura de semigrupo,
ser uma realizagdo de S. No entanio, 7~ '(S) também é um semigrupo em
R*. Essa tmagem inversa é

+S) = (z+ )
Tz
gue é simplesmente conexro € portanto é uma outra reclizacio de recobrimento
universal de S. As duas estruturas de semigrupos em 7w (S) ¢ W ndo sdo
isomorfas.

Por outro lado. existe uma estrutura candnica no recobrimento S que
é definida da seguinte forma: denote por mgs : § x S — S o produto em
S. Entdo pelo principio da monodromia mg o {p x p) : Ix 5 = S se
levanta de maneira inica a uma aplicacao continua mz : S xS — §tal que
pomg=mgo(pxp). Pois, SxSeé simplesmente conexo. Dai S torna-se
um semigrupo com respeito a essa aplicacio continua (veja [10]|, Teorema
3.14). Notemos também que é essa construgio que vai ser usada ao longo
deste capitulo.

As questoes para entender T(v 1) estdo ligadas & sua comparagio com S.
Existem aplicacdes naturais S — S e I'(T, 1) — §. Além do mais, como S
pode ser realizado como espaco de classes de homotopia de curvas em S existe
também uma aplicacdo I'(E,1}) — 5, que a uma classe de equivalencia de
trajetérias monotonicamente homotdpicas associa sua classe de equivalencia
por homotopias gerais. _

Estamos interessados na questao da identificacao de I'(¥, 1) com S usan-
do a propriedade universal estudada anteriormente no capitulo 5. Como S
pode néo ter estrutura de variedade, nao estéd claro a principio como é que
podemos realizar o levantamento de nosso sistema de controle ¥ a 5. Para
evitar isso, consideramos o interior intS, que é uma variedade, e portan-
to temos o recobrimento universal simplesmente conexo intS também sendo
uma variedade. Notemos que como 1 nao estd em intS, mergulhamos intS
em int(Sg) pa’riil/gum g € intS™, interior do semigrupo inverso, e tomamos
a seguir 1 € int(Sg) tal que 7(1) = 1 onde 7 : int{Sg) — int(Sg) denota a
aplicacdo de recobrimento. _

Como dito antes, identificamos S com classes de homotopia das curvas
em S via relacdo de equivaléncia dada como segue: « e 5 sdo homotdpicas
(como curvas) em S se tém as mesmas extremidades fixas.
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O semigrupo que consideramos a seguir para identifica¢do de I'(Z, 1) com
S fot construido em [10]. Denotamos por

Yy RT3 S, t > exp{tX)

0 semigrupo a i-pardmetro de S para um campo dado X € W = X C g, e
por Tx : RY — § o levantamento a S de vy. Entdo, X — =y fornece uma
bijecdo de W sobre Hom(R*‘,g). Defina Exp : W — S por X (1),
que por sua vez pode ser vista como levantamento de aplicacio exponencial
exp: W — 5. O semigrupo que levamos em conta é dado por

S, =: fe(Exp(W)).
Para mais informacoes sobre esse semigrapo veja proposicio 3.22 em [10].
Teorema 7.3.2 S; ¢ simplesmente conexo.

A idéia da demonstragdo consiste em explorar a propriedade de reversibi-
lidade, como j4 foi feito em [20]. Essa propriedade com o fato de que 5, é
mﬁmtemma}men’ce gerado permite deformar continuamante conjuntos com-
pactos em Sa conjuntos compactos em St. Com isso, € possivel transladar
qualquer homotopia em S a nma homotopia em Sr. Como S é ¢ simplesmente
conexo, dado um lago em Sy eleé homotdpico a um ponto em S. Trapsladan-
do a homotopia existente, se mostra que o lago é homotdpico em S; a um
ponto.

Definicdo 7.3.3 Um subsemigrupo T C L ¢é dito reversivel & direita (Tesp.
& esquerda) se para todox € L, Tz NT # 0, (resp. 2T T # 0). T ¢ dito
reversivel se o for tanio & direita quanto 4 esquerda.

Proposigao 7.3.4 S, ¢ subsemigrupo reversivel em 5 {4 esquerda e ¢ dire-
ita).

A demonstracao desta proposicdo requer um série de lemas provados.
Mais precisamente, comegamos com a proposicao 3.22 de [10], que garante
que

S = fe(m1(S)S}) (7.1)

onde 7,{S) é isomorfo a subgrupo p~(1) de S. E provaremos a afirmacio
primeiro para g € 7,(5)S; e depois passar ao fecho.
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Definicao 7.3.5 Um sistema fundamental de wvizinhancgas de um ponto x
num espaco topoldgico X é wma familie F de abertos de X tal que cada
elemento de F contém v e se A C X é um aberto com x € A existe um
B ¢ F tal que B C A.

Para demonstrar a proposigio 7.3.4 no caso em que g € 71 (S)S; =
IE'N;(S}

xS, precisamos antes o seguinte

Lema 7.3.6 Denote por V o conjunto das vizinhancas de 1emS que estao
contidas em Sp. Entdo cada wma das faomdias F; = {aV : V € V} e Fy =
{Vz:V eV} éuwn sistema fundamental de vizinhencas de z em S.

Demonstragao: O subsemigrupo S, & uma uzmhanga de 1 em S {veja
proposi¢do 3.22 em [10}). Dado um aberto A de Tem S. Entio S, n A
pertence a V. Isto é V é um sistema fundamental de vizinhancas.

Agora, tome V' € V. Entdo zV (resp. Vz) € uma vizinhanca de z em
S. Pois, a translacio & esquerda L, (resp. & direita R,) é um homeomor-
fismo sobre sua imagem. Portanto, cada elemento de Fy (resp. JF,) contém
z. Se A for um aberto de x entdo z-'4 é um aberto de 1. Portanto existe
UecVtalque U C 271 A (resp., existe U € V tal que U ¢ Az™1). Com isso,
concluimos que existe B = zU em F; {resp, existe B = Uz em Fy) tal que
B C A, mostrando o lema. O

Coroldrio 7.3.7 Erzistern vizinhancas U eV em V tal que Uz C 2V (resp.
U CVz).

Demonstracao: Considerando =V como vizinhanca de z, existe Uz € Fy
tal que Uz C zV. Trocando os papéis das vizinhancas, para Vz existe
xU € Fy tal que xU C V. O

Lema 7.3.8 Dado z € 71(S), temos que £S5, = S,z
Demonstragdo: Pelo coroldrio 7.3.7, existem vizinhancas U e V em V tal

que Uz ¢ zV. O fato de Sy ser semigrupo de Lie (conexo) implica que qual-
quer vizinhancga da identidade o gera de maneira topolégica. Em particular,
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[/ e V geram topologicamente S;. Usando a inclusio Uz C zV duas vezes
obtemos, ~
Uz cUUz C UzV CzV? C 28,

Suponha por indugdo que U™ Lz ¢ zV™! ¢ £8;, é verdadeiro. Entdo,
Utz C UU™'2) ¢ UgV™ € 2V € 28],

Como U gera Sy, ie., |J U" = 5;. temos que Spx < zS5;.
n>0

Para obter outra inclusdo, i.e., xS 5. C S Spz, novamente pelo coroldrio
7.3.7 existem x121nhangas UelV de 1 em SL tal que zV C Uzx. Entéao,
2V CaVV Cc UzV C Uz C SLCL Indutivamente, zV" C Utz C SLx Co-
mo V gera S., segue que xS, C Spx e por conseguinte a igualdade 257 = Spz
para todo x. a

Definicao 7.3.9 Seja I o conjunio dos elementos x em 1(5) que satisfazem
a propriedade S N S, # 0. de I MN{ZL' € m(S) : x5, N S # 0 e
respectivamente defina J = {x € 71(8): Span Sy # B}

Lema 7.3.10 T (resp. J) é um subgrupo de m{S).

Demonstragao Seja z € I. Entdao 25, N S, # ¢ implica que z” ($§L N
SL) # 0, pois, L, é um homeomorﬁsmo Isto implica que 15L N S’_;_ = {)
0 que equivale a dizer que 7! € I. Se z,y € I entdo existem s, 53 € Sy tal
que r81,ys2 € St N

Pelo lema 7.3.8, existe s5 € Sp tal que 51y = ys3. Entdo zs;yse =
TYszsy € Sp jd que Sp € um semigrupo. Isto mostra que zy € I. Todo
subconjunto (ndo vazio) de um grupo com essas propriedades torna-se um
subgrupo.

Analogamente, S; xS, £ implica (SLIFTSL) £ pelo fato de R,
ser homeomorfismo. Isto é, S Lz NS 1 # U o que significa por definicio de
Jquez7! € J. Se x,y € J entdo existem 53,5, € Sy tal que 5,2, s,y € 5.
Pelo lema 7.3.8, zs2 = s3x para algum s, € S;. Entdo s175y = s1830y € S,
mostrando zy € J. O

Coroldric 7.3.11 O lema 7.2.10 vale se trocarmos §L por intgL.
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Demonstragao: De fato, pelo lema 7.3.8 sabemos que z5 L= S rx para todo
r em 7, (5). Portanto, vale que para todo z € m(S), int(2S5,) = int{Spz).
Essa igualdade ainda pode ser escrita como z(intS;) = (intSy)z ja que
translacdo 4 esquerda (resp. a direita) é um homeomorfismo sobre sua im-

agem. Entao usando essa iltima igualdade no lugar do lema 7.3.8 na demon-

stragao do lema 7.3.10 e o fato de que intgL é um ideal semigrupo, temos que
I ={ze&m{S): z(intS,) NintS; # @} (resp.J) é um subgrupo de =,(S). O

Em vista do coroldrio anterior, usaremos int.S; no lugar de S;.

Lema 7.3.12 ] = m,(S), isto é. para todo x € m(S), z(intSp)nintSy # 0
(resp. J = w1(5)).

Demonstracao: Temos que provar que todo y € 7;(5) estd em /. Provamos
primeiro a seguinte relacdo em 7 (5): dados z,y € 7,(5)

z(intS) Ny(intS,) #0 & 2zl =yl.

Com efeito, se z(intSy) M y(intSy) # 0 entdo y~'z(intS;) NintS; # 0 o que
significa que y~*z € I. Portanto, y(y~*z) € yl,i.e., z € yl, mostrando zf C
yI. Como I & um subgrupo, (y 'z}t = 271y € I e dai segue que y € z1, isto
é, yI C xI. Por conseguinte, temos a igualdade x/ = y/. Reciprocamente,
se zI = yl entao x € yl, i.e., r = yz para algum z € I. Entdo temos

2(intS;) NintSy, # 0 e portanto yz{intS; ) My(intS;) = z(intS;) Ny(intS,) #

0. Afirmamos que para dade y € m1(S) existem z1,%9,...,7, em m1(S)
tal que y(intSp) N1 (intSp) # @, 71 (intSp) O 22 (intSp) # 0, ... 2, (intSp) N
iﬂtSL # 9.

Tome y = z;. Suponha por absurdo que xl(intgL] ﬂxg(intgL) = {). Segue
que Ty # Ip, pois z; = 2, obviamente implica z,{intS) Nz (IntSy) # €. As
duas classes x1/ e z1 sdo ou disjuntas ou idénticas:

1. Se oI Nzl = 0 entdo z(intSy) N #(intSy) = @ para todo z € 2,1 e

t € zI. Portanto, temos que os conjuntos | J 2(intS7) e U ¢(intSy)
zex: ] text

sio abertos de S cuja a interseccao € vazia, i.e.,
U z(int§L)ﬂ U t(intSy) =0
zez ! texl

enquanto a unido € S. Porque § = fe(m,(S)S;). Mas isso contradiz o
fato de S ser conexo.
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2. Se 2.1 = 21 entdo z1(intSy) N z{intS.) # 0 que contradiz a hipétese.

Por conseguinte, tem-se ml(zntSL) n re(mtSLE # ¢ para algum z, #

z:. Analoga,mente existe z3 % .39 tal que xl(mtS;;) N :Eg(mtSL) # e
(H’HZSL) n $3(111tSL # B.

Indutivamente, suponha que azﬁ(int§ L)ﬁ:):z(intg ) K () para algum z, # z;
onde 1 < ¢ < mn — 1. Para provar :En(lntSL) mtSL # 0 suponha que a
interseccdo seia vazia para todo z # 1 em 7,(S). Isto implica ou 2,/ NI =
ou z,J/ = I. Se z,/ NI = {) temos por indugéo que z, ¢ I para todo n > 1.
Isto significa que | =(intS. )N U t(intS;) = 0 o que é absurdo pela

z€and tel
conexidade de S. Se for zn,] = I, z, mtSL) mtSL # { o que contradiz
a hipétese. Entdo, x, # 1 satisfaz a:n(mtSL) n mtSL # (), mostrando a
afirmacao feita acima.

Finalmente, usando inducdc sobre os z7,Z9,...2, concluimos que y €
yI=xl=--=z,] =1 1ie, yestddefatoem ]

A afirmacio de que J = 71(5) é uma conseqiléncia imediata do lema
7.3.10 e do coroldrio 7.3.11. De fato, temos provado que para todo z € 7 (5),
(zntS N intSy # 0. Pelo coroldrio 7.3.11, colocamos {intSy)z no lugar de
z(intSy). Daf segue que (intSz)z MintSy # 0. 0

Lema 7.3.13 Dado sz € :):SL( SLI) vale szS, NSy # B (resp. pare
rs € Spz{= :cSL) vale S;xs N S # 0).

Demonstragdo: Pelo lema 7.3.12, $§L . §L # 0, e, zs; € §L para

algum s; € Sp. Usando a igualdade (sz}s; = s{zs1) € Sp temos que
525, 1 Sy # (. Da mesma maneira, existe 5, € SL tal que s,z € SL
A jgualdade s1(zs) = (512)s € S; mostra que Syzs M Sy # 0. O

Demonstracio da proposigado 7.3.4: Temos que mostrar o enunciado do
lema 7.3.13 passando ao fecho. Dado g € § existe um h; € S_L tal que gh; €
;11(5)5,; Portanto, o lema 7.3.13 garante que § # ghls’L NS, C gSp N Sy
(resp 0+ SLhnquL C Sbgq SL) C

Um fato conhecido sobre reversibilidade é que conjuntos compactos po-
dem ser transladados dentro de semigrupos reversiveis {c.f., Lemma 3.37,
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[10]). Em [20] mostra-se que a translacdo pode ser feita particularmente por
um elemento do semigrupo :

Lema 7.3.14 Dado um compacto K C S existe g < S, tal que gK C S
Demonstracdo: Veja lema 2.4 em [20]. O

Agora, podemos provar a afirmagdo de que S, é simplesmente conexo
usando a mesma técnica ja usada em [20].
Demonstracio do teorema 7.3.2: Seja [v] € 71(SL. zo) onde ~v : [0,1] =
Sp 6 tal que v(0) = ~({1) = z; para algum z, € S;. Através da inclusdo
P §L — §, io ~v = v & um lago em S com ponto base zg. Como Sé
simplesmente conexo, existe uma homotopia H : 10,1] x [0,1] — S tal que
H{s,0) = ~{s}), H{s,1) = c3,{8) = x para todo s € {0,1] e H{0,t) =
H{1,t) = ¢ para todo t € [0,1]. A imagem K = Im(H) da homotopia H é
um subconjunto compacto em S. Portanto, pelo lema 7.3.14 existe g € §L
tal que g(Im{H}) C S;. Entdc a aplicagio F(s,1) =: gH{s,t) define uma
homotopia em S, . que leva gv a gzg.

Agora, tome uma curva g; em Sy que une 1a g. isto &, gy = Te qa = g.
Denote por o = R {g:) = g:rp a curva transladada, isto é, o é wma curva

em Sy, tal que a(0) = z e a(1) = gzy. Entéo,
QF R gk O Q0 K Cpg 0D gy

em S;. Pois, (s.t) = F(s.t) é uma deformacio de gv a gzg em S;. Por
outro lado,
b 07 fog * a(t)y = o

1

define uma deformacio continua de o~ * gv *x o a . Portanto, temos que
¥ ey, em Sy M

Como dito antes, para relacionar I'(E, 1) com S utilizando as construcdes
feitas, temos que considerar o interior intS que é uma variedade e portan-
to admite recobrimento simplesmente conexo intS sendo também uma var-
iedade. Sabemos pelo teorema 7.3.2 que o semigrupo S; é simplesmente
conexo. Por outro lado, o interior de um semigrupo tem o mesmo tipo de
homotopia que semigrupo inteiro. veja [10]. concluimos entdo que intSy tam-
bém é simplesmente conexo.
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e

Lema 7.3.15 Denote por n : int{Sg) — int(Sg) aplicacdo de recobrimento

e tome 1 € int(Sg) tal que =(1) = 1. Entdo, o conjunto Ag(X,1) C int(Sq)
€ simplesmente conezo.

A idéia para demonstrar esta afirmagio é construir um homeomorfismo A
de intS}, sobre AR(‘"‘ 1) e logo concluir que A R(E 1) & simplesmente conexo
j& que intS; € simplesmente conexo. Se intS se identifica com classes de
homotopia das curvas em intS com as mesmas extremidades, um elemento
z em 1ntSy pode ser visto via a incluséo 7 : mtSL — intS como uma classe
(o) de algum o : [0,1] — S com a(0) = 1 e «(]0,1]) € intS. Mergulhando
intS em int(Sg) com g € E}_t\S; ', o representante o de [a] se levanta a uma
tinica curva @ : [0,1] — int(Sg) com @(0) = 1 tal que To & = @ O vetor
subtangente & (0) se identifica com algum X em T = L(S). Daf segue que

& (0) se identifica com X em ¥, levantamento de X. Portanto, o ponto final
de & cai no conjunto A{X, 1). Agora definimos

hointS, — A1), [a] = a(1).

Demonstracao: Considere a projecao (ponto-final) p; : intS — intS dada
por [a] = a(l). Esta aplicacio é sobrejetora pelo fato de intS ser conexo
por caminhos e também é continua {veja [1]). A continuidade de h vém do
diagrama abatxo:

o] = ay

o 7

a(1)
De fato, h é dada localmente como h = 7~ 'op, e portanto é continua. Agora,
sejam o] e [3] em intSy, tal que {a] 3 [3] em intSz, i.e., & ndo é homotépico
a 3. Entao seus levantamentos & e § a int{Sg) a partir de 1 nio tém o mesmo
ponto final, mostrando a injetividade de h. Para ver a sobrejetividade, tome
y € A(Z,1) arbitrdrio. Existe entdo o € T(Z,1) tal que seu levantamento
a € T(§ 1) tem y como ponto final. Formando a classe de homotopia de a
temos que h([a]} = ¥.

Como h € uma bije¢io continua basta mostrar que tem inversa continua.
Para isso, seja y € A(T,1). Portanto, y = 3(1) onde 3 & T(Z,T) é€ o
Jevantamento de um 8 € T(E,1). Considere as aplicacdes (continuas) 3 —
7o (f) (= 8) e 8 — [8]. Definimos entéo a inversa h™' : A(E, 1) — intS, de
h como sendo a composicdo dessas duas aplicagdes que € continua.
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Finalmente obtemos um homeomorfismo h de intS; sobre A(X,1). J&
que Ag(S,1) estd contido em A(E, 1), a restricdo h : intSy — Ar(S,1) C
A(T,1) continua sendo homeomorfismo e portanto Ag(E.7) & simplesmente
conexo. provando a afirmagdo feita acima. W
Coroldrio 7.3.16 Seja f @ T(X,9) — int(Sg) o difeomorfismo local da
proposiciao 5.1.8 onde ¢ € intS™*. Entdo, a restricdo I'(X,1) — intS; ¢
um difeomorfismo local sobrejetor com imagem simplesmente conexa.

Demonstragao: De fato. pela proposigio 4.2.6 temos que I'(£, 1) == AR(E, 1)
onde 1 € I'{Z, g) que se projeta em 1 € int(Sg). Entdo,

| -~
J iAR[ﬁﬁ) (D(E 1) — Ap(E.1)

¢ um difeomorfismo local sobrejetor cuja imagem pelo lema anterior é intSy,
que é simplesmente conexa. O

Observacao: A questio da identificacio de I'(Z,1) com o subsemigrupo
intS; de S estd relacionada com a pergunta de quando o difeomorfismo local
sobrejetor I'(¥,1) — intS, é um difeomorfismo global. Como fol provado. a
imagem intS; é simplesmente conexa. Todo difeomorfismo local com imagem
simplesmente conexa ¢ injetor e portanto ¢ um difeomorfismo desde que goze
da propriedade de levantamento 1inico de caminhos (veja Lima [14]). Pelo
exemplo dado no capituio 4, ja vimos que sem esta propriedade a afirmacao
nao vale.

Existe uma ligacao entre aplicacOes préoprias e aplicagdes de recobrimen-
tos. Para todo difeomorfismo local sobrejetor f @ X' — Y onde X é de
Hausdorff e ¥ é conexo. a hipétese de f ser prépria é equivalente a dizer que
f € aplicacao de recobrimento.

Entao o que pretendemos fazer mais adiante é estudar condiges para
que I'(£, 1) — intSp seja uma aplicacdo prépria. Para isso, a hipotese de
que o conjunto de trajetorias que fixam 1 e s, s € intS;, seja compacto é
uma das condigdes gue abordaremos. Notemos que esta hipdtese € o mesmo
que supor que as fibras de I'(X,1) — intS; sejam finitas. Tambeém é uma
hipétese possivel que ocorre em boa quantidade de semigrupos.

Finalmente, quando I'(2,1) — intSy for um difeomorfismo, isso se re-
duz a dizer que duas trajetdrias homotépicas dentro de intS também sdo
monotonicamente homotdpicas.



Capitulo 8

Conjuntos de controle

Neste Capitulo, queremos particularizar a teoria construida anteriormente
para as ¢rbitas positivas a partir de zp € M tal que zy € Agr(Z,zy) ou
equivalentemente zy € int.A{zg). Por outro lado, esta condicao ocorre se,
e somente se, 7y pertence ao interior de algum conjunto de controle de 2.
Neste caso, as nossas construcdes ja feitas aparecem de forma mais transpar-
entes e mais préximas da situacio cldssica j4 que em algum recobrimento de
Ag(Z, zy) sempre podemos tomar um ponto referencial sobre zy. Também. a
existéncia de trajetdrias regulares periddicas que passam por zp permitem a
introducic de um semigrupo fundamental baseado em z,, andlogo do grupo
fundamental de um espago topoldgico {cf. {3], [4]).

Notemos que a condi¢io ry € int.A(zg) implica que A(xg) é aberto, e
portanto coincide com Ag(X, z¢) desde que assumimos a condicdo de posto
de dlgebra de Lie, isto é, todo ponto atingivel a partir de zo também €
regularmente atingivel. Mantendo as mesmas notagdes anteriores, seja X
o sistema levantado em T'(X, zq). Lembramos que I'(Z, ) é difeomorfo a
conjunto acessivel AR@, z) para algum 25 € ¢ '{zp}. Portanto, podemos
ver Ap(S, 20) como sendo uma realizagio de ['(2, zq), e obter uma construgio
malis simples da aplicacdo do controle dada na proposicao 5.1.8.

Proposicio 8.0.17 Mantendo a hipstese xq € intA{xg), seja N — Alxg
uma aplicacdo de recobrimento do controle e tome yy € e {zo} e wo €
e Hzo}. Entdo, eriste uma dnica aplicagéo do controle f : T(X, zg) — N
tal que wo f =2 e flyg) = wy.

Demonstracio: Veja os lemas 5.1.4 ¢ 5.1.5. &
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Um outro objeto que pode ser construido neste contexto é o semigrupo
fundamental relacionado com a homotopia monoténica (c.f. |3}, [4]).

Agora fixe zy € intA{zy). Denote por P{X, zq) = R(X, zg, zg) 0 conjunto
de trajetorias regulares periddicas passando pelo zy. Claramente, a concate-
nagao de trajetdrias define um produto em FP(T, ). Notemos que do jeito
que a concatenacdo foi definida esse produto pode nao ser associativo. Pois,
ax{3%v) e (ax )= sdo trajetdrias com parametrizacdes diferentes. Por outro
lado, como consegiiéncia do teorerma 4.2.7 as trajetdrias ax (F =), (ax 8) =~
em P(¥, xy) sdo monotonicamente homotépicas. De fato, os levantamentos
dessas trajetérias a I'(E, zp) com ponto inicial yy sdo concatenacdes suceessi-
vas dos levantamentos de v, 3 e a. Apesar que as trajetdrias tenham parame-
trizacoes diferentes, tém o mesmo traco. Em particular. os levantamentos tém
o mesmo ponto final. Portanto, pelo tearema 4.2.7, a = (T ) o2 (ax ) %
Como pelo lema 4.2.4 a homotopia monotdnica tem bom comportamento
com a concatenacdo segue que o quociente P(E, zq)/ =~ é um semigrupo
associativo.

Defini¢ao 8.0.18 Suponha zg € int.A(ze). Entdo, o semigrupo fundamental
baseado em xg € definido como A(X, zo) = P(E, 1)/ o2

Pelos resultados apresentados no capitulo 4. segue que duas trajetérias
em P(Y,1p) sdo monotonicamente homotdpicas se, € somente se, seus le-
vantamentos a (X, zp) a partir de um ponto dado tém o mesmo ponto
final. Usando este fato, podemos dizer que A{Z, zy) é dado pela fibra de
g: (X, zg) = Ag(Z, z¢) sobre z;. Este resultado é um anglogo de um fato
conhecido de que o grupo fundamental é isomorfo ao grupo de transformacées
‘deck’, e por conseqiiéncia, a fibra de recobrimento simplesmente conexo.

Proposigao 8.0.19 Tome zq com zq € intA{zg) e yo € 7z}, Entdo,
A(X, zo) estd em bijecdo com =7 {zo} 71 Ar(T, vo).

Demounstracdo: Trajetorias periddicas em P(X, ) s&o trajetdrias cujos
levantamentos a I'(X, zp) a partir de y, tém ponto final na fibra e™ {zg} N
Ag(i, yo). Entdo, o resultado segue como conseqiiéncia da proposigio 4.2.6
que garante que ['(¥, zq) & difeomorfo a Ag(i Yo). 4

O semigrupo A(Z, zy) admite a seguinte propriedade algébrica:
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Proposigdo 8.0.20 A(X,xzq) € cancelativo, isto €, xy = x2 (ou yz = zx)
implica ¥y = z.

Demonstracao: A propriedade de ser cancelativo & esquerda é exatamente o
que foi dito no lema 4.2.4. Para ver cancelatividade a direita, tome trajetdrias
o, 3e~vem P(X zy). Entdo 5%« ~,, v * « significa que os levantamentos
dessas concatenagdes a I'(X, 2o} 8m o mesmo ponto final, diga w € I'(T, 1y ).
Por outro lado, os levantamentos de 3 e ~ tém o mesmo ponto final. Pois, o
levantamento de « tendo w como ponto final é unico (ver Lema 4.1.3},
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