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Resumo

Um operador linear limitado T entre espacos normados satisfaz a equacao de
Daugavet se || I +T| =1+ ||T||.

Este trabalho tem como objetivo principal estudar tal equacao para operadores
lineares limitados no espaco das fungoes continuas C(S), onde S é um espago Hausdorff

compacto.

Para tanto, estudamos algumas representacoes de C*(.S), o dual topologico de
C(.9), segundo as propriedades topologicas de S, e também representacoes de operadores

definidos em C(S) ou com imagem em C(S).

Fazendo uso desta teoria de representacoes em C(S) apresentamos entao algu-
mas classes de operadores que satisfazem a equacao de Daugavet. Iniciamos apresentando
a demonstracao dada por H. Kamowitz em [11], de que se T é um operador linear com-
pacto em C(S) entdo ||[I + T = 1+ ||T]| se e somente se S ndo possui pontos isolados.
Em seguida, apresentamos a demonstra¢ao dada por J. R. Holub em [8|, provando que
operadores fracamente compactos em C/[0, 1] satisfazem a equacdo de Daugavet. Final-
mente apresentamos a demonstragao dada por D. Werner em [15], onde prova-se que um
operador linear fracamente compacto no espaco C(S) satisfaz a equacao de Daugavet se e

somente se .S nao possui pontos isolados.
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Abstract

A bounded linear operator 7" between normed spaces satisfies the Daugavet
equation if ||[I + 7| =1+ ||T.
The main purpose of this work is to study the Daugavet equation for bounded

linear operators on the space C'(S), where S is a compact Hausdorff space.

For this, we study some representations of C*(S), the conjugate space of C(S),
according the topological properties of S, and also representations of operators defined on
C(S) or with range in C(95).

Using this theory of representations on C'(S) we present some classes of opera-
tors that satisfy the Daugavet equation. Firstly we present the proof given by H. Kamowitz
in [11] that if 7 is a compact linear operator on C(S) then [/ + T = 1 + ||T]| if and
only if S is has no isolated points. Next we present the proof given by J. R. Holub in [§],
showing that weakly compact operators on C[0, 1] satisfy the Daugavet equation. Finally
we present the proof given by D.Werner in [15], where it is shown that a weakly compact
operator on the space C'(S) satisfies the Daugavet equation if and only if S has no isolated

points.

ix



Sumario

Introducgao 1
1 Preliminares 4
1.1 Notagoes . . . . . . . . o e e 4
1.2 Topicos em Topologia Geral . . . . . . .. ... ... ... 6
1.3 Topicos em Analise Real . . . . . . . . . ... .. ... ... ... . ... 7
1.4 Topicos em Analise Funcional . . . . . .. .. ... ... ... .. ..... 15
1.4.1 Teoremas de Hahn-Banach . . . . . .. .. .. ... .. ... . ... 15

1.4.2 Compacidade e Topologias Fracas . . . . . .. ... ... ... ... 15

1.4.3  Alguns Espacos Especiais . . . . . ... ... ... ... ..., 18

1.4.4 Teoria Basica de Operadores . . . . . . . . . . ... ... ...... 22

2 Representagoes em C/(5) 25
2.1 OEspaco C(S) . . .« o v 25
2.2 Representacao de Operadores em C(S) . . . . . .. ... ... ... .... 38

3 Propriedade de Daugavet em C(S5) 47



3.1 Equacao de Daugavet . . . . . . . . . ... 47

3.2 Operadores Compactos em C(S). . . . . .. .. .. . . ... 51
3.3 Operadores Fracamente Compactos em C(S) . . . . ... .. .. ... ... 53
331 Ocaso S=[0,1] . ... ... ... 54

3.3.2 Oecaso Sperfeito . . . . . . . . ... 62
Trabalhos Futuros 68
Referéncias Bibliograficas 69

xi



Introducao

Em 1963 I. K. Daugavet [4] provou que cada operador compacto T" em C0, 1]
satisfaz a equacdo ||[I + 7| = 1 + ||T|. A partir de entdo varios autores provaram que
diversas classes de operadores em diferentes espacos de Banach satisfazem essa equacao,

que é hoje conhecida como equagao de Daugavet.

Em 1965 C. Foias e I. Singer [6] estenderam o resultado de Daugavet a opera-
dores fracamente compactos em C[0, 1]. Em 1986 este resultado foi redescoberto por J. R.
Holub [8].

Em 1966 G. Y. Lozanovsky [13] provou que cada operador compacto em L;[0, 1]
satisfaz a equagao de Daugavet. Em 1981 este resultado foi redescoberto por V. F. Babenco
e S. A. Pichugov [2].

Em 1984 H. Kamowitz [11| provou que, se S é um espago de Hausdorff com-
pacto, entao cada operador compacto em C(S) satisfaz a equagao de Daugavet se, e s0 se,

S nao tem pontos isolados.

Em 1994 D. Werner [15] apresentou uma condi¢do necessaria e suficiente para
que um operador linear limitado em C'(S) satisfaga a equagao de Daugavet, obtendo provas

simples para os resultados de C. Foias e L. Singer [6], J. R. Holub [8] e outros.
Em 1999 V. M. Kadets et al. [10] provaram que se X é um espaco de Banach

com a propriedade que cada operador de posto um em X satisfaz a equacao de Daugavet,



entao cada operador fracamente compacto em X também satisfaz a equacao de Daugavet.

Recentemente Y. S. Choi et al. |3| estudaram a equacdo de Daugavet para
polinébmios em espacos de fungoes continuas. Mais precisamente, eles provaram que, se S
¢ um espaco de Hausdorff compacto sem pontos isolados, entao todo polinémio fracamente

compacto em C(S) satisfaz a equacao de Daugavet.

Embora a equacao de Daugavet seja uma propriedade puramente isométrica,
ela pode ser usada para obter resultados topoldgicos a respeito de espagos de Banach,

como indicam Y. A. Abramovich e C. D. Aliprantis [1].

Neste trabalho estudamos a equagao de Daugavet para operadores lineares
limitados no espago C'(S). Mais especificamente, nos concentramos nos trabalhos [11], [8]
e [15].

A seguir descrevemos brevemente os assuntos abordados em cada capitulo.

No Capitulo 1 apresentamos alguns tépicos em Topologia Geral, Anélise Real
e Anélise Funcional, os quais serao necessarios para a compreensao e desenvolvimento dos
capitulos seguintes. Observamos que tais topicos podem ser encontrados sobretudo em |[5]
ou em [14].

O Capitulo 2 apresenta um estudo de representagoes em C'(S). Na se¢do inicial
estdo contidas as demonstragoes de que C*(S) é isometricamente isomorfo a: rba(S) (o
espaco de todas as medidas aditivas, limitadas e regulares na algebra gerada pelos conjun-
tos fechados de S), quando S é um espago topoldgico normal; rca(S) (o espago de todas
as medidas o-aditivas, limitadas e regulares na o-algebra de Borel de S), quando S é um
espaco topologico Hausdorff compacto; e NBV|0,1] (o espaco das fungbes de variagdo
limitada em [0,1]), quando S = [0, 1]. Na se¢ao seguinte, apresentamos representagoes de
operadores definidos em C(S) ou com imagem em C(S). Esta teoria de representacoes em
C(S) sera usada como ferramenta para o tratamento da equagiao de Daugavet no capitulo
seguinte. A maior parte dos resultados desenvolvidos neste capitulo pode ser encontrada
em [5].

Por fim, no Capitulo 3, apresentamos nosso estudo a respeito da equacgao de
Daugavet. Iniciamos definindo quando um operador satisfaz a equacao de Daugavet e
exibindo alguns exemplos e resultados basicos. Na secao seguinte apresentamos a demons-
tracdo dada por H. Kamowitz [11] de que um operador linear limitado em C(5), onde S
é um espaco Hausdorff compacto, satisfaz a equacao de Daugavet se, e somente se, S nao

possui pontos isolados. Na terceira secao provamos que operadores fracamente compactos



em (0, 1] satisfazem a equagao de Daugavet, segundo J. R. Holub [8]. Por fim, a dltima
secao deste capitulo apresenta a prova de que todo operador linear fracamente compacto
em C'(5) satisfaz a equacao de Daugavet se e somente se S é um espago Hausdorff compacto

sem pontos isolados, como demonstrou D. Werner em [15].



cAPiTULO 1

Preliminares

Apresentaremos neste primeiro capitulo algumas defini¢coes e alguns resultados

bésicos essenciais para o desenvolvimento deste trabalho. Iniciamos fixando as notacoes.

1.1 Notacoes

N  conjunto dos nimeros naturais
R corpo dos niimeros reais
C corpo dos nimeros complexos
K corpos R ou C
R sistema dos niimeros reais estendidos, ou seja, R U {—o00, +-00}
X,Y espaco topologico, métrico, normado ou Banach
E  fecho de E no espaco topologico em questao
int(E) interior de £ no espaco topologico em questao

E¢  complementar de E no conjunto universo em questao



1.1 Notacoes

Bx
X
X
Y
B
T

rea(S)

bola unitaria fechada em X

espaco dos funcionais lineares continuos de X em K

imagem da aplicacao natural de X em X**

algebra ou o-algebra de conjuntos

o-algebra de Borel

extensao de Lebesgue de X

funcao conjunto

variacao total de p em F

variacao positiva de p

variacao negativa de p

semi-variacao da medida vetorial

topologia fraca de X

topologia fraca® de X*

espaco das funcgoes escalares limitadas num conjunto arbitrario S

espago das fungoes escalares continuas limitadas num espaco topologico S
espaco das fungoes conjunto a valores escalares, aditivas e limitadas defini-
das na algebra X de subconjuntos de um conjunto S

espaco das funcoes conjunto a valores escalares o-aditivas definidas na o-
algebra Y de subconjuntos de um conjunto S

espaco das funcoes conjunto a valores escalares, aditivas, limitadas, regu-
lares, definidas na algebra gerada pelos conjuntos fechados de um espaco
topologico S

espaco das funcoes conjunto a valores escalares, o-aditivas, regulares, defi-
nidas na o-algebra de Borel de um espaco topolégico S

espago dual de B(S)

espaco dual de C(S)

intervalo

variacao total da funcao f em [

espaco das funcoes f de variacao limitada em [ tais que f é continua a
direita de cada ponto interior de I e lim, .+ f(x) = 0, onde a é o extremo
esquerdo de [

espaco dos operadores lineares limitados de X em Y

operador linear limitado

adjunto de T
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1.2 To6picos em Topologia Geral

Definigao 1.2.1. Sejam X e Y espagos topologicos. Se f: X — Y é continua e bijetora,

e se a funcao inversa f~! é continua também, entdo f é chamada um homeomorfismo.

Definigao 1.2.2. Seja X um espaco topologico. Uma funcao f : X — R ¢é dita semi-

continua inferiormente se o conjunto {z € X : f(x) > ¢} é aberto, para todo ¢ € R.

Definicao 1.2.3. Um espago topologico X é um espaco Hausdorff se possui a proprie-

dade (a), listada abaixo, e é um espaco normal, se possui as propriedades (b) e (c).

(a) Para todo par de pontos distintos x e y, existem vizinhangas disjuntas de z e y.
(b) Conjuntos consistindo de um tinico ponto sao fechados.
(c) Para todo conjunto fechado A, e todo x ¢ A, existem vizinhangas disjuntas de A e z.

Teorema 1.2.4 (Lema de Urysohn). Sejam A e B fechados disjuntos em um espago

normal X. Entdo existe uma fung¢do continua real f definida em X, tal que 0 < f(z) <1,

f(A)=0, f(B) =1.
Demonstragao. Segue por [5], pag. 15. ]

Teorema 1.2.5. Todo espaco Hausdorff compacto é normal.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 18. ]

Definicao 1.2.6. Um subconjunto A de um espaco topolégico X é dito sequencialmente
compacto se toda sequéncia de pontos em A possui uma subsequéncia convergente a um

ponto de A.

Definicao 1.2.7. Um subconjunto de um espaco topoldgico é dito relativamente com-

pacto se seu fecho é compacto.

Definigao 1.2.8. Um subconjunto A de um espago métrico X ¢é dito totalmente limi-
tado se, para todo € > 0, A esta contido numa uniao finita de bolas abertas em X de raio

€.

Teorema 1.2.9. Se K ¢ um subconjunto de um espaco métrico X, entao as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:



1.3 Tépicos em Anilise Real 7

(a) K é sequencialmente compacto;

(b) K é compacto;

(c) K ¢ totalmente limitado e K ¢ completo.

Além disso, um espaco métrico compacto é completo e separdvel.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 22. ]

Definicao 1.2.10. Um conjunto A com uma relacao < é dito um conjunto dirigido se

satisfaz as seguintes propriedades:

(a) o < a para todo a € A;

(b) sea< e <~ventao a <

(c) dados a, 5 € A, existe v € A tal que a <y e 5 < 7.
Definicao 1.2.11. Seja X um espaco topoldgico.

(a) Uma rede em X é uma fun¢do da forma z : A — X, onde A é um conjunto dirigido.

Escrevemos z,, indicando x(a) (a € A) e falamos da rede (x4)aen-

(b) Dizemos que (x4)aen converge para x € X (z, — ) se, dada uma vizinhanga U de

x, existe ap € A tal que z, € U para todo a > «y.

1.3 Topicos em Anéilise Real

Para maiores detalhes do que sera apresentado nesta segdo sugerimos [5].

Sejam S um conjunto e ¥ uma familia de subconjuntos de S. Dizemos que X
é uma algebra de subconjuntos de S se ¥ contém: o conjunto vazio, o complementar
(relativo a S) de cada um de seus membros, e a unido de cada colec¢ao finita de seus
membros. E dizemos que X é uma o-4algebra se esta é uma algebra de subconjuntos de S
tal que U, B, € X sempre que E, € X,n =1,2,.... Em outras palavras, uma o-algebra
é uma algebra fechada com relagao a unioes enumeraveis. Um subconjunto X; de uma

algebra Y ¢ dito uma subalgebra de Y se X; ¢ uma algebra.
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Observacao 1.3.1. A interse¢ao de uma familia qualquer de algebras (o-algebras) é uma
algebra (o-algebra). Portanto, dada uma familia ndo-vazia Q de subconjuntos de S, po-
demos definir a algebra gerada (o-algebra gerada) por €2 como a menor algebra (o-
algebra) que contém 2, que, como é claro, coincide com a interse¢ao de todas as algebras

(o-algebras) que contém (.

Definicao 1.3.2. A o-édlgebra B gerada pelos subconjuntos fechados de um dado espago
topologico S é chamada o-algebra de Borel de S, e os conjuntos de B sdao chamados

conjuntos de Borel ou borelianos.

A seguir p denotard uma funcao conjunto a valores reais ou complexos, ou

ainda a valores reais estendidos, isto é,
p:3—K ou p:3¥—R

Se p for uma funcao conjunto a valores reais ou reais estendidos que nao assume valores

negativos entao p serd dita positiva.

Definicao 1.3.3. Uma funcao conjunto u; definida em uma &lgebra de conjuntos >, é

dita aditiva se p; (@) =0 e se
,ul(El U Eg Uu...U En) = ul(El) + ,ul(Eg) + ...+ Nl(En)7

para toda familia finita { E1, . .., E, } de conjuntos disjuntos em ;. E uma fun¢do conjunto

aditiva po definida em uma o-algebra Y5 de subconjuntos é dita o-aditiva se

142 (U Ez') = Z#Q(Ei)

para quaisquer conjuntos Fq, Fs, ... disjuntos em .

Definicao 1.3.4. Seja p uma funcao conjunto definida em uma algebra > de subconjuntos
de S. Entdo para cada E em X a variagao total de p em F, denotada por v(u, E), é

definida como

v(p, E) =sup Y _ |u(E)|,
=1

onde o supremo é tomado sobre todas as colec¢oes finitas {F;} de conjuntos disjuntos em

Y com E; C E. Dizemos que u é de variacao limitada se v(u, S) < oc.

Observagao 1.3.5. Se p ¢ positiva entao v(p, E) = u(E).
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Lema 1.3.6. Se uma funcao conjunto aditiva, a valores reais ou complexos, definida em

uma dlgebra de subconjuntos de S, € limitada, entao ela € de variacao limitada.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 97. ]

Lema 1.3.7. A variacao total de uma funcao conjunto aditiva p definida em uma dlgebra

Y1 de subconjuntos de S € também aditiva em 3.

Demonstra¢ao. Segue por [5], pag. 98. ]

Definicao 1.3.8. Seja p uma funcao conjunto real, aditiva e limitada, definida em uma
algebra ¥ de subconjuntos de um conjunto S. A variagdo positiva u* e a variagao

negativa =~ de p sao funcoes conjunto definidas em ¥ por

W (B) = soln B) 4 w(B)} e w(B) = 5 {u(n B) — u(E)).

Teorema 1.3.9 (Decomposicao de Jordan). Se u é uma fungao conjunto real, aditiva e

limitada, definida em uma dlgebra 33, entao, para cada E em %,

MWE)ZgguUW e p (B)=— inf u(F),

onde F pertence a X. As funcoes conjunto pt e p~ sao aditivas, nao-negativas, e para
cada E em X,

Demonstra¢ao. Segue por [5], pag. 98. ]

Seja p uma funcao conjunto a valores reais estendidos, positiva e aditiva, de-
finida em uma &lgebra X de subconjuntos de um conjunto S. Para um subconjunto
arbitrario £ de S, o nimero p*(E) é definido pela equagao

(F) = inf u(F
p(E) = inf u(F),

onde F' pertence a X.

Definicao 1.3.10. Um espaco normado completo é dito um espago de Banach.

A seguir (X, ||-||) denotara um espago de Banach real ou complexo.
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Defini¢ao 1.3.11. Um subconjunto N de S é dito um conjunto p-nulo se v*(u, N) = 0,
onde v* é a extensao da variacao total v de p. Uma funcao f : S — X é dita uma funcao

p-nula se o conjunto {s € S : || f(s)|| > a} é um conjunto p-nulo para cada a > 0.

Definicao 1.3.12. Seja f uma funcao de S em X que assume um conjunto finito de
valores distintos zy,...,z,, tal que f~'({z;}) pertence a algebra ¥, para i = 1,... n.
Qualquer funcao g : S — X que difere de tal f por uma funcao p-nula é chamada fungao
p-simples. Uma funcgao p-simples é p-integravel se ela difere por uma funcao p-nula de

uma funcao da forma
n
- E TiXE;»
i=1

onde E; = f~'({z;}), i = 1,...,n, sao conjuntos disjuntos em ¥ com unido S, z; = 0 se
v(p, B;) = o0, e
)1, se E;
XE"'(S)_{ 0 ,s¢E
Para um conjunto E em Y, a integral sobre E de uma funcao u-simples integravel h é
definida por §
[ 1ot = [ outds) = 3 au(Bn ).
i=1

Proposicao 1.3.13. Se f € uma funcao p-simples integrdavel entao

< / 1F($)[0(u, ds).

A fungao conjunto ps(E fE p(ds) € uma funcdo aditiva em X, cuja variagdo total
é

oy, B / 7)ol ds), B e
Demonstragao. Segue por [5], pag. 109. ]

Definigao 1.3.14. Para uma funcao f de S em X definimos a norma Hf”u de f por
171, = inf avetan{a + " (. {s € S < [ 7(s)] > a)}.

Dizemos que uma sequéncia (f,) de fungdes de S em X converge em medida para uma

funcao f de S em X se, e somente se,

Tim [|f, — ], =
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Observacao 1.3.15. Se uma sequéncia (f,,) de fun¢oes de S em X converge uniforme-
mente para uma fungdo f de S em X entdo (f,) converge em medida para f. De fato,
dado € > 0, tome § = tan (%) Como (f,,) converge uniformemente para f, existe N € N
tal que
n=N=|fu(s) = f(s)]| <0, s€S5
= {seS:|fuls) = f(8)]| >0} =2
v (s € S [[fuls) = f(s)]| > 0}) =0

= arctan{6 + v* (1, {s € S : || fu(s) — f(s)|| > 6})} = arctand = g

= ir;f(’) arctan{a + v*(u, {s € S : || fu(s) — f(s)] > a})} <e.

= |fa=fll, <e

Definicao 1.3.16. Uma funcgao f : S — X é u-integravel em S se existe uma sequéncia

(fn) de fungoes p-simples integraveis convergindo a f em medida e

lm / 1on(S) — Ful)| 0 ds) = 0.

Neste caso, a integral de f sobre um conjunto E € X é dada por

/f w—M/n

Observacao 1.3.17. A integral de f independe da escolha da sequéncia (f,,).

Teorema 1.3.18. Sejam S um conjunto, > uma dlgebra de subconjuntos de S e | uma
fungao conjunto aditiva, limitada, nao-negativa, definida em 3. Sejam X1 uma subdlgebra

de Y e py a restricao de p sobre 1. Entao uma funcgao pi-integrdvel € u-integravel e

/f ) (ds) = /f (ds), E €.

Demonstra¢ao. Segue por [5], pag. 165. ]

Defini¢ao 1.3.19. Seja {E,} uma sequéncia de conjuntos. Definimos o limite inferior
e o limite superior de {F,} pelas equagoes
liminf B, = | ] (| Em e limsupE, =) ] En.
n=1m=n oo n=1m=n

Se liminf, . E, = limsup,,_, . E, entdo dizemos que {E,} é convergente e definimos

lim F, = liminf £,, = limsup F,,.

n—00 n—00 n—00
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Proposicao 1.3.20. Seja p uma fungao conjunto a valores complexos ou reais estendidos,
limitada, o-aditiva, definida em uma o-dlgebra ¥.. Se {E,} € uma sequéncia convergente

de conjuntos em 3, entao

lim p(E,) =u ( lim En> :

Demonstra¢ao. Segue por [5], pag. 129. ]
Definicao 1.3.21. Seja o uma funcao conjunto a valores vetoriais ou reais estendidos,

definida em uma algebra 3 de subconjuntos de S, tal que p(@) = 0. Um conjunto E é

dito um p-conjunto se £ € X e se
u(M)=pu(MNE)+pu(MNE®, VMeX.

Proposicao 1.3.22. Seja o uma funcao conjunto a valores vetoriais ou reais estendidos,
definida em uma dlgebra ¥ de subconjuntos de S, tal que w(@) = 0. A familia de p-
conjuntos € uma subdlgebra de 2 sobre a qual p € aditiva. Além disso, se & € a unidgo de

uma sequéncia finita (E,) de p-conjuntos disjuntos, entdo
WMOE)=>Y n(MNE,), VeX.
Demonstragao. Segue por [5], pag. 133. ]

Proposicao 1.3.23. Seja p uma funcao conjunto a valores reais estendidos, o-aditiva,

nao-negativa, definida em uma dlgebra ¥ de conjuntos em S. Para cada A C S seja
AA) = inf 3 (B,
n=1

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias (E,) de conjuntos em ¥ cuja unido
contém A. Entao todo conjunto em ¥ € um [i-conjunto. Além disso, i(E) = pu(E) para
E em 3.

Demonstracao. Segue por [5], pag. 134. ]

Definicao 1.3.24. Uma func¢ao conjunto aditiva p, definida em uma algebra > de sub-
conjuntos de um espaco topologico S, é dita regular se, para cada F € ¥ e ¢ > 0, existem
conjuntos F e G em ¥ tais que F C E, E C int(G) e |u(C)| < &, para todo C' em X com
CcG\F.
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Proposicao 1.3.25. A wvariacdo total de uma funcao conjunto aditiva, regular, a valores
complexos ou reais estendidos, em uma dlgebra, € reqular. Ainda mais, as variacoes po-
sttiva e negativa de uma funcao conjunto aditiva, regular, a valores reais, limitada, sao

também requlares.

Demonstracao. Segue por [5], pag. 137. ]

Teorema 1.3.26. Seja p uma fungao conjunto a valores complexos, reqular, aditiva e
limitada, definida em uma dlgebra ¥ de subconjuntos de um espaco topoldgico compacto

S. Entao p tem uma tnica extensao reqular o-aditiva a o-dlgebra gerada por 3.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 138. O

Observacao 1.3.27. Tal extensao é construida estendendo-se as variagoes positiva e ne-
gativa da parte real py e da parte 1mag1nar1a to de p através da Proposicao 1.3.23. Ou
seja, tomando as extensoes ﬂ1 - ,uz e [, de M1 YT uQ e [i5 , respectivamente. Assim,

(,ul — ] > +1 (,u2 — [ ) ¢ a extensao regular o-aditiva de y a o-algebra gerada por X.

Apresentaremos agora algumas defini¢oes e resultados sobre fungoes conjunto
a valores vetoriais. Para tanto, sejam S um conjunto fixado, > uma o-algebra de subcon-
juntos de S e p uma fungao conjunto aditiva, definida em X, com valores em um espago
de Banach X. Além disso, suponhamos que u é fracamente o-aditiva, isto é, para cada

r* em X* e cada sequéncia de conjuntos disjuntos F, em Y temos

Zx*u(El) =z (U E,) :

Teorema 1.3.28 (Pettis). Uma func¢ao conjunto fracamente o-aditiva com valores veto-

riais definida em uma o-dlgebra é o-aditiva.
Demonstragao. Segue por [5], pag. 318. ]

Definicao 1.3.29. A semi-variagao de uma medida vetorial y é definida como

Z ai(E
i=1

onde o supremo é tomado sobre todas as colecoes finitas disjuntas de conjuntos de Borel

1] () = sup . Eex,

em F e todos os conjuntos finitos de escalares oy, ..., a, com |a;| < 1.
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No caso de uma funcao conjunto a valores vetoriais, dizemos que um conjunto
¢ p-nulo quando este é um subconjunto de um conjunto E € ¥ tal que [p] (E) = 0. O
simbolo ¥* denota a o-algebra das unices £ U N, onde E € ¥ e N é um conjunto p-nulo.
Esta o-algebra é chamada extensao de Lebesgue de ¥. Uma funcao escalar definida em
S & p-mensuravel se para todo conjunto de Borel B de K tem-se f~!(B) € ¥*. Uma
funcao escalar definida em S é u-simples se esta é uma combinagao linear finita de fungoes
caracteristicas de conjuntos em >*.
Definigao 1.3.30. Se f é a func¢do p-simples > " | a;xg,, onde Ei, ..., E, sdo conjuntos

disjuntos em X, entao a integral de f sobre E € ¥ é definida pela equacao

léﬂwwﬁ=2hw@ﬂﬂw

Definicao 1.3.31. Se f é uma funcao mensuravel, definimos o p-supremo essencial de

f em E como o infimo dos nimeros A tais que o conjunto {s € E': |f(s)| > A} é p-nulo.
Se

p-ess sup,ep | f(s)] < oo,

dizemos que f é u-essencialmente limitada no conjunto F € ..
Observacao 1.3.32. Segundo a definicao do p-supremo essencial, vale que
press supep | f(s)] < Sup |f(s)]-
Definicao 1.3.33. Uma funcdo escalar f ¢ dita integravel se existe uma sequéncia (f,)
de funcoes p-simples tais que
(i) fa(s) converge a f(s) em quase todo ponto;
(i) a sequéncia ([, fu(s)u(ds)) converge na norma de X para cada E € X.

O limite desta sequéncia de integrais é definido como a integral de f com respeito a u

sobre o conjunto E € X, ou seja,

[ romtds)
E
Observagao 1.3.34. A integral de f independe da escolha da sequéncia (f,).

Teorema 1.3.35. Se £ € X e f € uma funcao escalar p-mensurdvel que é p-essencial-

mente limitada em E, entao f € p-integrdvel e

Hﬁf®““>fhw%wmQU@wwmm}

Demonstracao. Segue por [5], pag. 323. ]
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1.4 To6picos em Analise Funcional

A seguir X e Y indicarao espacos normados. By denotard a bola unitaria
fechada de X. O espaco dual de X, isto é, o espago dos funcionais lineares continuos de

X em K, serd denotado por X*. Os elementos de X* serao denotados por z*.

1.4.1 Teoremas de Hahn-Banach

Teorema 1.4.1. Seja Y um subespaco de um espagco normado X. Entdo para todo y* em

Y™ corresponde um x* em X* tal que
lz*[ =yl e 2'y=yy, yev.
Demonstra¢ao. Segue por 5], pag. 63. O]

Proposicao 1.4.2. Seja x um vetor no complementar de um subespaco fechado'Y de um

espaco normado X. Entao existe um funcional x* em X* tal que
'r=1 e z'y=0, yey.
Demonstragao. Segue por [5], pag. 64. ]

Proposicao 1.4.3. Para todo x no espaco normado X, vale que

2l = sup |a"af,
Z*eBx*

onde Bx« € a bola unitdria fechada no espaco X*.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 65. ]

1.4.2 Compacidade e Topologias Fracas

Teorema 1.4.4. A bola unitdria fechada Bx em um espago normado X € compacta se, e

somente se, dim X < oo.
Demonstragao. Segue por [12], pag. 80. ]

Definiremos agora as topologias fraca e fraca® (1&-se fraca estrela) em um espago
normado (X, ||-||). Além disto, apresentaremos alguns resultados que mostram vantagens

destas topologias sobre a topologia da norma.
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Definicao 1.4.5. A topologia fraca de X é a topologia o(X, X*) gerada pelas vizi-
nhancas
Wi(y;x3,...,z5;e) ={z € X :

xj(x—y)| < eparal <j<n},
ondey € X, z7,...,2; € X*eec > 0.

Defini¢ao 1.4.6. Uma rede (z,) C X é dita fracamente convergente para x € X se

w
xr*x, — x*x, para todo z* € X*. Denotamos x, — .

Proposicao 1.4.7. A topologia fraca o(X, X™) é mais fraca que a topologia da norma.

As duas topologias coincidem se, e somente se, X tem dimensdo finita.

Demonstragao. Segue por [14], pag. 215. O

Proposicao 1.4.8. (X, 0(X, X*))* = X*, ou seja, ¢ : X — K € linear e continuo sequndo

a topologia fraca se, e somente se, p € X*.

Demonstragao. Segue por [14], pag. 212. ]

Definicao 1.4.9. Sejam X e Y espacos normados. Uma isometria entre X e Y é uma
aplicagao linear T': X — Y tal que ||T'(z)| = ||z||, para todo x € X. Quando T(X) =Y

dizemos que T é um isomorfismo isométrico.

Definicao 1.4.10. Sejam X um espaco normado e X** o dual do espaco de Banach X™.
A aplicacao 7 X — X™ que associa a cada elemento x € X o elemento T € X**, definido
por

r(z*) = 2"z, 2" e X",
¢ chamada aplicagao natural ou inclusao canénica de X em X**. A imagem desta

aplicagao sera denotada por X.

Proposicao 1.4.11. A aplica¢io —: X — X éum tsomorfismo isométrico.

Demonstra¢ao. Segue por [5], pag. 66. ]

Definigao 1.4.12. A topologia fraca® de X* é a topologia o(X*, X) gerada pelas

vizinhancas
Wy, ... ane) ={a" € X" |z"x; —y x| <eparal <j<n},

onde y* € X*, x1,...,x, € X e > 0.
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Notemos que a topologia fraca™ de X* ¢ mais fraca que a topologia fraca de
X*, ou seja, o(X*, X) < o(X*, X**), pois

W*(y* s x1,...,xne) ={2" € X" : |a"z; —y'zj| <eparal <j<n}
={z" e X" |7;(z" —y")| <eparal <j<n}
=Wy 21, ...,Tn;€).

Defini¢ao 1.4.13. Uma rede (zf) C X* é dita fraca®* convergente para z* € X* se

w*
x}x — x*x, para todo x € X. Denotamos x}, — z".

Proposicao 1.4.14. (X*, o(X*, X))* = )?, ou seja, ¢ : X* — K € linear e continuo

sequndo a topologia fraca™ se, e somente se, ¢ € X.

Demonstracao. Segue por [14], pag. 224. O]

Proposicao 1.4.15. Seja X um espago de Banach. Entdao conjuntos o(X*, X)-compactos

de X* sao limitados.
Demonstragao. Segue por [14], pag. 226. ]

Um dos resultados que torna importante a topologia fraca® ¢ o Teorema de
Alaoglu. Pelo Teorema 1.4.4, se dim X* = oo entao a bola unitaria fechada Bx- nao é

compacta na topologia da norma de X*. Agora temos que

Teorema 1.4.16 (Alaoglu). Se X ¢ um espaco normado, entio a bola Bx« é o(X*, X)-

compacta.

Demonstragao. Segue por [14], pag. 229. ]

Teorema 1.4.17 (Goldstine). Seja X um espago normado. Entao:

—0 X**,X*
(a) Bx =By ;
(1) X = X
Demonstragao. Segue por [14], pag. 232. ]

Teorema 1.4.18 (Smulian). Seja K um subconjunto fracamente compacto de um espago
normado X. Entao cada sequéncia em K admite uma subsequéncia que converge fraca-

mente a um ponto de K.
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Demonstracao. Segue por [14], pag. 248. ]

Corolario 1.4.19. Seja K um subconjunto fracamente relativamente compacto de X.
Entao cada sequéncia em K admite uma subsequéncia que converge fracamente a um
ponto de X.

Teorema 1.4.20 (Eberlein). Seja K um subconjunto de um espago normado X tal que
cada sequéncia em K admite uma subsequéncia que converge fracamente a um ponto de
X. Entao:

(a) K ¢ o (X, X*)-compacto.

(b) Cada x € XD ¢ o(X, X*)-limite de uma sequéncia de pontos em K.

Demonstragao. Segue por [14], pag. 248. ]

Corolario 1.4.21. Seja K um subconjunto de um espaco normado X tal que cada sequén-
cia em K admite uma subsequéncia que converge fracamente a um ponto de K. Entao K

¢ um conjunto fracamente compacto.

1.4.3 Alguns Espacgos Especiais

Apresentaremos nesta secao uma lista de espacos de Banach especiais para o
desenvolvimento deste trabalho. Estes consistirao de funcoes a valores reais ou complexos,

onde a adiacao e a multiplicagao serao as usuais, ou seja,

(f+9)(s) = f(s)+9(s) e (af)(s)=af(s)

Os espagos a seguir serao formados ou por funcoes reais satisfazendo as propriedades
requeridas ou por funcdes complexas satisfazendo as mesmas. O tratamento para ambos

os casos ¢ andlogo e pode ser encontrado em [5].

1. O espaco B(S) é definido para um conjunto arbitrario S e consiste de todas as funcoes

escalares limitadas em S. A norma é dada por

If]l = sup [f(s)]
seS

e B*(S) denota o espago dual de B(S).
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2. O espago C(95) é definido para um espago topologico S e consiste de todas as fun¢oes

escalares continuas limitadas em S. A norma é

/Il = sup | f(s)|
s€S
e C*(S) denota o espago dual de C(S5).

3. O espaco ba(S,Y) é definido para uma algebra ¥ de subconjuntos de um conjunto S e
consiste de todas as fun¢oes conjunto a valores escalares, aditivas e limitadas. A norma

||| é a variagdo total de p em S, isto é, v(p, S).

4. O espago ca(S,Y) é definido para uma o-algebra > de subconjuntos de um conjunto S
e consiste de todas as fungoes conjunto a valores escalares definidas e o-aditivas em .

A norma ||u|| é a variagao total v(u, S).

5. O espaco rba(5) é definido para um espaco topologico S e consiste de todas as fungoes
conjunto a valores escalares, aditivas, limitadas, regulares, definidas na algebra gerada

pelos conjuntos fechados de S. A norma ||u|| é a variacdo total v(u, S).

6. O espaco rca(S) é definido para um espago topologico S e consiste de todas as fungoes
conjunto a valores escalares, o-aditivas, regulares, definidas na o-algebra B de todos os

conjuntos de Borel em S. A norma |||l ¢ a variagao total v(u, S).

Antes de definir um tltimo espaco precisamos da seguinte definicao:

Definicao 1.4.22. Um intervalo ¢ um conjunto de pontos no sistema dos niimeros reais

estendidos que tem uma das formas:

la,b] ={s:a<s<b}, [a,b)={s:a<s<b},

(a,b) ={s:a<s<b}, (a,b)={s:a<s<b}.
O ntmero a é chamado o extremo esquerdo e b 0 extremo direito de cada um destes
intervalos. Um intervalo ¢ finito se ambos extremos sao finitos; caso contrario ¢ um

intervalo infinito. Se f ¢ uma fungdo real ou complexa (escalar) em um intervalo I, a

variacao total de f em [ é definida por

o) =sup 3 1) = e
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onde o supremo é tomado sobre todos os conjuntos finitos de pontos a;,b; € I tais que
a; < by <ay <b <...<a, <b,. Sev(f,I) < oo, fédita uma fungdo de variagao

limitada em /.

7. O espaco NBV(I) é definido para um intervalo I e consiste das funcoes escalares f
em [ que sao de variacao limitada em [ e tais que: f é continua a direita em cada
ponto interior de [ e lim, .+ f(x) = 0, onde a é o extremo esquerdo de I. Neste caso,

a norma de f é dada por

IfIF = v(f, D).

A seguir apresentaremos alguns resultados envolvendo estes espacos.

Proposicao 1.4.23. Se f € uma funcao de variagao limitada entdo o conjunto dos pontos

onde f € descontinua é enumerdvel.

Demonstracao. Segue por |7], pag. 103. ]

Proposicao 1.4.24. Seja f uma funcao de variacao limitada em um intervalo I e seja c

um ponto qualquer em I exceto seu extremo direito. Entao

lim v(f,(c,c+¢]) =0.

e—0t

Demonstracao. Segue por [5], pag. 140. ]

Definicao 1.4.25. Se ¥ é a familia de todos os subconjuntos de um conjunto S, denotamos
ba(S, %) por ba(S).

Proposicao 1.4.26. Ezxiste um isomorfismo isométrico entre B*(S) e ba(S) determinado

pela identidade
v'f= [ foutds), 1 eBS)
S

Demonstra¢ao. Segue por [5], pag. 259. ]

Definigao 1.4.27. Um conjunto K C C(S) é dito equicontinuo se para toda rede
convergente {s,} C S com s, — s tem-se que f(s,) — f(s) uniformemente com respeito

a f € K, ou seja, dado € > 0, existe ag tal que

a> oy = |f(sa) — f(s)] <&, VfeK.
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Teorema 1.4.28 (Arzela-Ascoli). Se S é Hausdorff compacto, entio um conjunto K em

C(S) € relativamente compacto se, e somente se, K é limitado e equicontinuo.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 266. ]

Definigao 1.4.29. Uma rede {f,} de fun¢oes definidas em um conjunto S é dita quase-
uniformemente convergente em S se existe uma funcao fy definida em S com f,(s) —
fo(s) para todo s em S e tal que, para todo € > 0 e «ap, existe um nimero finito de indices

aq, ..., > g tais que

min |fo,(s) = fo(s)l <e, s€S.

Teorema 1.4.30 (Arzeld). Se S é um espago Hausdorff compacto e {f,} é uma rede em
C(S) que converge em cada ponto de S para uma funcao fo, entao fo € continua se, e

somente se, {fo} converge quase-uniformemente em S.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 268. ]

Definicao 1.4.31. Uma familia K C C(S) ¢ dita quase-equicontinua em S se s, — s
implica que a convergéncia f(s,) — f(so) ¢ quase-uniforme em K. Isto &, dados e > 0 e

Q, existe um conjunto finito de indices a4, ..., a, > «q tais que, para cada f € K

min |f(sa,) — f(s0)] < e.

1<i<n

Teorema 1.4.32. Sejam S um espago Hausdorff compacto e K C C(S). FEntdo as se-

guintes condicoes sao equivalentes.

(1) O fecho de K na topologia fraca de C(S) € fracamente compacto.
(2) K é limitada e seu fecho na topologia pontual é um conjunto compacto.
(3) K € limitada e quase-equicontinua em S.

(4) K ¢é limitada e se Ky é um subconjunto de K e (s,) é uma sequéncia em S para a

qual f(s,) — f(so), para todo f € Ky, entdo s, — so quase-uniformemente em Kj.

(5) K é fracamente sequencialmente compacta.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 269. O
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Proposicao 1.4.33. Um subconjunto K de ba(S,X) € fracamente sequencialmente com-

pacto se, e somente se, existe uma p € ba(S,¥) nao-negativa tal que

lim A(E)=0
u(E)—0
uniformemente para \ € K.
Demonstracao. Segue por [5], pag. 314. O

Corolario 1.4.34. Sejam X uma o-dlgebra de subconjuntos de S e p uma funcgao conjunto
aditiva, fracamente o-aditiva, definida em ¥ com valores no espago de Banach X. O con-
junto K = {x*op : x* € X*, ||z*|| < 1} de medidas escalares é fracamente sequencialmente
compacto como um subconjunto de ca(S,X), ou seja, cada sequéncia em K admite uma

subsequéncia que converge fracamente a um ponto de K.

Demonstra¢ao. Segue por [5], pag. 319. ]

Definigao 1.4.35. Seja X um subespago vetorial fechado de C'(S), onde S é um espago

Hausdorff compacto. Para cada s em S, seja 7(s) em X* definido por

m(s)(f) = f(s), [feX.

Proposicao 1.4.36. Se S é um espaco Hausdorff compacto e C*(S) € o espaco dual de
C(S), entio a aplicacio 7 : s — w(s) é um homeomorfismo de S em C*(S), onde C*(S5)

tem a topologia fraca™.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 442. ]

1.4.4 Teoria Basica de Operadores

A seguir X e Y denotardo espacos de Banach, e o simbolo B(X,Y) sera utili-
zado para indicar o espaco de Banach das aplicacoes lineares continuas 7' : X — Y, onde
a norma de T é dada por

1T = sup [T

llzll<

Caso X =Y, denotaremos B(X, X) por B(X).

Definigao 1.4.37. O adjunto de um operador 7' € B(X,Y') é a aplicacdo T* € B(Y™*, X*)
definida por T*(y*) = y* o T', para todo y* € Y*.
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Lema 1.4.38. A aplicacdo que leva T para T* € um isomorfismo isométrico de B(X,Y)
em B(Y™*, X*).

Demonstragao. Segue por [5], pag. 478. ]

Lema 1.4.39. O adjunto T* de um operador T € B(X,Y) € uma aplica¢ao continua de

Y* em X* quando estes espacos tém ambos a topologia fraca*.
Demonstracao. Segue por [5], pag. 478. ]

Definiremos agora operadores fracamente compactos e compactos. Também

apresentaremos alguns resultados a respeito destes.

Definigao 1.4.40. SejaT € B(X,Y), e seja By a bola unitaria fechada em X. O operador
T ¢é dito fracamente compacto se o o(Y,Y*)-fecho de TBx é compacto na topologia
fraca de Y.

Observagao 1.4.41. Pelo Teorema Eberlein (1.4.20) e pelo Teorema de Smulian (1.4.18),
um operador é fracamente compacto se, e somente se, ele aplica conjuntos limitados em

conjuntos fracamente sequencialmente compactos.

Teorema 1.4.42. Um operador linear T € B(X,Y) € fracamente compacto se, e somente

se, T** X** esta contido na tmagem Y da aplicacao natural de'Y em Y™**.
Demonstragao. Segue por [5], pag. 482. O

Ja observamos que o adjunto 7™ de qualquer 7' € B(X,Y) é continuo relativo
as topologias fraca™ em X* e Y*. O resultado a seguir mostra que se T é fracamente

compacto, seu adjunto 7™ tem uma propriedade de continuidade mais forte.

Lema 1.4.43. Um operador T € B(X,Y) € fracamente compacto se, e somente se, seu
adjunto T* : (Y*,0(Y*,Y)) — (X*,0(X*, X*™)) € continuo.

Demonstracao. Segue por [5], pag. 484. ]

Teorema 1.4.44 (Gantmacher). Um operador T € B(X,Y) € fracamente compacto se, e

somente se, seu adjunto € fracamente compacto.

Demonstragao. Segue por [5], pag. 485. ]
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Defini¢ao 1.4.45. SejaT € B(X,Y), e seja Bx a bola unitaria fechada em X. O operador
T é dito compacto se o fecho em norma de T Bx é compacto na topologia da norma de
Y.

Teorema 1.4.46 (Schauder). Um operador T € B(X,Y) é compacto se, e somente se,

seu adjunto € compacto.
Demonstracao. Segue por [5], pag. 485. O]

A seguir apresentamos um teorema analogo ao Lema 1.4.43.

Teorema 1.4.47. Um operador T € B(X,Y) € compacto se, e somente se, seu adjunto
transforma redes limitadas que convergem na topologia fraca™ de Y* em redes que conver-

gem em norma em X*.
Demonstra¢ao. Segue por [5], pag. 486. ]

Por fim, apresentamos uma definicao e um teorema que serao essenciais para a

demonstracao do resultado principal da Secao 3.2.

Definigao 1.4.48. Seja T € B(X,Y). Dizemos que T atinge a norma se existe x € By
tal que ||| = | =],

Teorema 1.4.49. Se S é um espaco Hausdorff compacto e X é um espaco de Banach,
entao os operadores de posto finito que atingem a norma sao densos com a topologia da

norma no espago de todos os operadores compactos de C(S) em X.

Demonstragao. Segue por [9], pag. 41. ]



CAPITULO 2

Representagoes em C(.5)

Este capitulo esta dividido em duas secoes. Na primeira delas apresentaremos
isomorfismos isométricos entre alguns espagos de Banach e C*(.S) para os casos: S normal,
S Hausdorff compacto e, em particular, S = [0, 1]. Na outra apresentaremos representacoes
de operadores definidos em C(S) ou com imagem em C(S), para S Hausdorff compacto;

e ainda representagoes de operadores em C/0, 1].

As demonstragoes contidas neste capitulo foram retiradas essencialmente das
segoes IV.6 e VL7 de [5].

2.1 O Espago C(95)

Lema 2.1.1. Seja S um espago topoldgico normal. Toda f em C(S) €é integrdvel com

respeito a toda p em rba(S).

Demonstragao. Seja f em C(S5). Fixe e > 0. Como f ¢é limitada, o conjunto f(S) é um

conjunto limitado em K. Assim, f(S) é um conjunto compacto. Entao, pelo Teorema
1.2.9, f(S) é totalmente limitado. Dai, existe uma cobertura aberta {G1,...,G,} de f(S)

25
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de conjuntos com didmetros menores que €. Sejam
j—1
A=G, A=G-JGi,j=2..n
i=1
Se A; é nao-vazio, escolha um ponto o € A;, e se A; é vazio, tome o; = 0. Ja que G; ¢
aberto, f~(G;) também é aberto, e assim o conjunto B; = f~!(A;) pertence ao dominio

de p. Entao a funcao
n
=D axs,
i=1
é claramente p-simples. Além disso, como v(p, S) < oo temos v(p, B;) < oco. Dai, f. é
p-integravel. Desta forma, f é o limite uniforme de fungoes p-simples integraveis { f1 }

em S, pois sup, |f:(s) — f(s)] < e. Logo, f é o limite em medida de {f;} em S, pela
Observacao 1.3.15, e

Lo -nelwae < [

m

Fi(s) — £(3)| ol ds) + / £(5) — f1.(8)[o(u, ds)

m

< iU(u, ds) + /s —ov(p,ds)

s m

1 1
= (_ + _) U(:ua S)v
m n
que converge para 0 quando m e n tendem a infinito. Portanto, pela Definicao 1.3.16, f é

integravel com respeito a . [l

Observacao 2.1.2. Pela Proposigao 1.3.13,

< [ 15l s

< /5 sup | ()] ds)

S

= sup | (5)l0(4, ) = 11 Il

w(ds)

Segue que a integral [, f(s)u(ds) é um funcional linear continuo em C(S), para toda
w € rba(S).
O teorema a seguir é a reciproca desta observacao.

Teorema 2.1.3 (|5], Teorema IV.6.2). Se S € normal, existe um isomorfismo isométrico
entre C*(S) e rba(S) que corresponde a cada elemento x* € C*(S) um unico elemento

p € rba(S) satisfazendo a identidade

- /f (ds), fec(s). (2.1)
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Demonstra¢ao. Ja observamos que toda p € rba(S) determina um funcional z* em C*(5)
pela formula (2.1) e que ||z*|| < ||p||. Para mostrar que ||z*|| = |||, tome £ > 0, e sejam

Ey, ..., F, conjuntos disjuntos do dominio de y tais que
> (B > |l —e.
i=1

Ja que p é regular temos v(p,-) regular, pela Proposicao 1.3.25. Entao para cada E;
podemos escolher um conjunto fechado C; contido em F; e um conjunto aberto GG; contendo

E;, de forma que
W EANC) S = e G\ C) <~

Pelo Lema de Urysohn (1.2.4), existe um conjunto {fi,..., f,} de fungdes continuas tais

que 0 < fi(s) <1, fi(s) =0se s ¢ G, e fi(s) =1se s € C;. Considere entao

fo= Zaz‘fu
=1

onde oy, . .., oy, sdo constantes complexas de modulo um tais que o u(E;) = |pu(E;)|. Segue
que

n

2" (fo) = llelll < 2" (fo) = > In(E)]

= | [ S et = 3 uE)

< Z [ asttshutas) ~ ()] +

n

DB = [lul

=1

+

+

Z (B3| — [|e]

n

= Z /S\Ci a; fi(s)u(ds) + / i fi(s)p(ds) — |u(E;)|

i=1 Ci

+ e

n

= Z /Gi\Ci a; fi(s)p(ds) + a;u(Cy) — i E;)

=1

+ e

n

<> (f el ds) +4C) ~ WEN ) +o

< Z (v(p, Gi \ Cy) + |(Ci) — p(E3)|) + €

i=1
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<Z( + |u(B N\ C)l) +

< Zv(u, E;\ C;) + 2¢
=1

- £
SZE+2€:3€
=1

Assim,
el < J2* (fo)| + 3e < Sup, |27 ()] + 3e = [[27[| + 3e.
Como ¢ é arbitrario obtemos ||u|| < ||z*||. Logo ||u| = [|z*]|.

Agora o que falta ser mostrado é que todo funcional continuo xz* em C*(S)
pode ser representado na forma (2.1), com p € rba(S). Pelo Teorema 1.4.1, z* pode
ser estendido a um funcional y* continuo em B(S) e pela Proposicao 1.4.26, existe um

elemento A € ba(S) tal que

y'f= /f Mds), f € B(9).

Pelo Teorema 1.3.9, A pode ser escrito como A = A\ — Ao + (A3 — Ay), onde \; é aditiva e

nao-negativa, j = 1,...,4. Assim, é suficiente considerar o caso em que A\ é nao-negativa,
e encontrar uma p € rba(S) tal que [¢ f(s)A = [ f(s)u(ds) para toda f € C(S), pois
entao

vf =yt = [ SN
= [ fomtas) = [ fs)patas) +1 ( [ ematas) = [ enas)
= [ #6mtas) = [ sepatas) +i ( | fotas) = [ f(S)m(dS))
- [ foputas

onde p = g — po + (3 — pg) € rba(S).
Representemos por F' um subconjunto fechado qualquer, por G um subconjunto
aberto qualquer e por E um subconjunto qualquer de S. Defina as funcoes conjunto p e
M2 pOr
p(F) = inf MG),  p2(E) = sup p(F).

GDF FCE
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E claro que estas funcoes conjunto sio nao-negativas e nao-decrescentes. Sejam (G aberto
e Fy fechado. Se G D (F} \ Gy) entao (G UG) D Fi, e como A\(G1 UG) < AGy) + AN(G),
segue que

pi(Fr) = inf MG < AG1UG) < AG) + M\G).

G'DOF

Ja que G é um conjunto arbitrario contendo Fi \ G temos

,ul(Fl) S )\(Gl) + GD(iFI%{Gl) )\(G) = )\(Gl) + /Ll(Fl \ Gl)

Se F' é um conjunto fechado segue da desigualdade acima, fazendo GG variar sobre todos

os conjuntos abertos contendo F' N Fy, que

pi(Fr) < inf (AM(Gh) 4+ (F1r\ Gh))

G1DOFNF;
-
< ot (NOV s i)

< inf MGy + sup o (F1\ Gy)

- GiDFNnk GiDFNFy

g,ul(FﬂFl)—l- sup ,ul(Fl\Gl)
(F1\G1)C(F1\F)

< (F O F) A+ pe(FL\ F).

Se E ¢ um subconjunto arbitrario de S e F) varia sobre todos os subconjuntos fechados

de E, segue que

sup i (F1) < sup (ua(F' N F1) 4 pe(F1\ F))

PCE FiCE
< sup i (F'NFy) + sup po(Fy \ F)
FFCE FiCE

< ( sup ul(FﬂFﬂ) + p2(E\ F)

(FNF1)C(FNE)

= p2(FNE)+ p2(E\ F).

Assim
p2(E) < po(F N E) + po(E\ F). (2.2)

A seguir serd mostrado que para um conjunto arbitrario £ em S e um conjunto arbitrario
fechado F' em S temos
p2(E) 2 po(F N E) + po(E N\ F). (2.3)
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Para ver isto, sejam F} e F, conjuntos conjuntos fechados disjuntos. Ja que S é normal,
existem vizinhancas disjuntas G; e GG de Fj e Fy, respectivamente. Se G é uma vizinhanca
de F1 U F; entdao A(G) > A(GNGy) + MG NGy). Dai,

/Ll(Fl U FQ) = inf /\(G)

GD(F1UF)

> inf (MGNG) +ANGNG,))
GD(FlUFQ)
GD(FlUFQ) GD(FlUFQ)
(GNG1)DF1 (GNG2)DF>

= 1 (F1) + pa (F2).

Agora, sejam FE e F' conjuntos arbitrarios de S, com F fechado, e F} variando sobre os
subconjuntos fechados de E N F' enquanto F5 varia sobre os subconjuntos fechados de
E\ F. Pela desigualdade anterior temos
po(E) = sup uy(C), para C fechado
CCcE

> sup (U F)
(FlUFQ)CE

> sup  (p(Fh) + pa(F)).

(F1UF2)CE

Como F} e F; estao sempre contidos em E N F e E \ F respectivamente, temos

sup  (ui(F1) +ma(F2)) = sup i (F1)+ sup  p(F).
(FIUF,)CE F1C(ENF) FyC(E\F)

Dai,

pa(E) > sup (1 (Fr) + pa(F2))

(F1UF2)CE
= sup (F1)+ sup ()
FiIC(ENF) FC(BE\F)
= p2(ENF) +pa(E\ F),
donde segue (2.3). Por (2.2) e (2.3) temos que
pz(E) = pu(FNE)+u(E\F), ECS, F fechado. (2.4)

Assim, como a fungao us estd definida na algebra de todos os subconjuntos de S, todo

conjunto fechado F' é um po-conjunto pela Definicao 1.3.21. Entao, se p é a restricao de
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[o & algebra determinada pelos conjuntos fechados, segue da Proposicao 1.3.22 que p é
aditiva. Pela definigdo de py e ps temos que py (F') = po(F) = p(F) para F fechado, e dai
u(E) = sup pu(F).

FCE
Isto mostra que p é regular. De fato, dados E na algebra gerada pelos subconjuntos

fechados de S e € > 0, existem F' fechado e G aberto tais que ' C F C G,

pE) =5 <p(F) e p(E) -

DO ™

Desta forma,

WE\ F) = p(E) = p(EN F) < p(F) + 5 = p(F) =

™

H(G\ E) = p(E°\ G°) = pu(ES) — u(E° N G°) < p(G) + 5 — u(G°) =

Logo, para C' C G \ F segue que
w(C) <G\ F) =G\ E)+u(E\F) <e.

Agora, como u(S) = A(S) < oo temos p € rba(S).

Tudo o que falta ser mostrado entao é que

/S F(5)A\(ds) = / f($)ulds), | e Cs). (2.5)

Observe que é suficiente provar (2.5) para uma funcao real e, j4 que uma fungao real em
C(S) é a diferenga de duas fun¢des nao-negativas em C(S), é sufiente provar (2.5) para
fungoes f nao-negativas. Finalmente, ja que toda f em C(S) é limitada, podemos restrigir
a prova de (2.5) ao caso onde 0 < f(s) < 1.

Suponha entao que f é continua em S e 0 < f(s) < 1. Dado € > 0, considere
uma cobertura aberta { By, ..., B,} de f(S) de conjuntos com didmetros menores que T

Sejam
i—1

AlzBl, AZ:BZ—UBZ,Z:2,,7’L
j=1
Ja que B; é aberto, f~'(B;) também é aberto, e assim o conjunto E; = f~!(A;) pertence
ao dominio de p. Se E; é ndo-vazio, escolha a; = infscp, f(s), e se E; é vazio, tome a; = 0.

Entao
n

fs) <> (aj + H;_H) X, (s), s€S,

i=1
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ou seja,
n

IRCICEY B (0 57 ) v ohuta

= g (aj + ﬁ) n(E;)

n

:2‘”“ Tl £ Z“

=Zw< i)+

Tl 4

n

= au(E) +e.
=1

Ja que p é regular, existem conjuntos fechados F; C E; tais que pu(L£; \ F;) < £. Dai,
/f (ds) < Zal,u
- iaiw(ﬂ- AF) 4 u(B\F)) +¢
i=1
< au(F) + 3 BN\ F) + e
i=1 i=1
< i a;p(F;) + 2e.
i=1
Agora, pela normalidade de S, existem conjuntos abertos disjuntos Hy,..., H, tais que

H; D F;, i = 1,...,n. E pela continuidade de f temos que f! ((ai — m,—l—oo)) é
aberto. Tomando G; = H; N f~1 ((ai — m, —i—oo)), segue que existem conjuntos abertos
disjuntos Gy, ...,G, com G; D F;, i =1,...,n, e tais que

3

b; = inf f a; — )
Bz w =

Assim

/ p(ds) < Zalu + 2¢
S
£
< bi + —) u(Fi) + 2
(o i
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n c n
< Z bip(F3) + lal > u(F) + 2
; i=1

< zm + el + 2

—me +38<szu )+ 3e.

=1

Agora, se um conjunto aberto G' contém um conjunto fechado F' entao
p(E) = p2(F) = m(F) < MG).

Assim, ja que p é regular, dado G aberto e § > 0 qualquer, existe F' C G fechado tal que
w(G\ F)<de

pG) = p(GOF) + G\ F) < p(F) +0 < ANG) + 6.

Sendo § arbitrario, u(G) < A\(G) para todo G aberto. Portanto temos

/f ds<Zqu +35<sz +35</f A(ds) + 3,

/ F(3)u(ds) / £(s (2.6)

Como u(S) = A(S), segue de (2.6) que

e dai

/ (1— F()A(ds) < / (1— £(s))(ds).
S S

Mas, ja que 0 < 1 — f(s) < 1, a fun¢do f pode ser trocada pela (1 — f) na desigualdade

/ F(5)M(ds) < / F(s)u(ds). (2.7)
S S

Logo, (2.6) e (2.7) mostram que

/S F()A(ds) = / F(s)ulds

O teorema anterior mostrou que se S é normal entdo C*(S) e rba(S) sao iso-

anterior e assim

]

metricamente isomorfos. A seguir provaremos que C*(S) é isometricamente isomorfo a

rca(S), caso S seja um espaco Hausdorff compacto.
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Teorema 2.1.4 (Representacao de Riesz; [5], Teorema IV.6.3). Se S € um espaco Haus-
dorff compacto, existe um isomorfismo isométrico entre C*(S) e rca(S) que corresponde

a cada elemento x* € C*(S) um dnico elemento pu € rca(S) satisfazendo a identidade

o = /f (ds), fec(s). (2.9)

Demonstracao. Lembremos primeiramente que todo espago Hausdorff compacto é normal,
pelo Teorema 1.2.5. Dai, a demonstracdo do teorema anterior mostra que cada p € rca(S)
determina um z* € C*(S) pela formula (2.8), que ||z*|| = ||x]| e que a correspondéncia
entre * e p é linear. Assim, para provar o presente teorema, precisamos apenas mostrar

que cada A € rba(S) determina um p € rca(S) tal que

/f A(ds) /f (ds), fe€C(S). (2.9)

Pelo Teorema da Decomposicao de Jordan (1.3.9), A pode ser escrito como A = A\j — Ay +
i(A3—A4), onde \; é aditiva, regular, limitada e nao-negativa, ¢ = 1,...,4. Dai, é suficiente
considerar o caso em que A é ndo-negativa e encontrar uma p € rca(S) tal que (2.9) seja
satisfeita. Consideremos entao A € rba(S) nao-negativa. Pelo Teorema 1.3.26, A tem uma
tnica extensao regular o-aditiva pu na o-algebra de Borel. Agora, dada f € C(S), sabemos

que f é A-integravel. Entao, pelo Teorema 1.3.18, f é p-integréavel e

/ f(s)u(ds) / f(s
como queriamos demonstrar. O
O teorema abaixo encontra-se parcialmente demonstrado nas paginas 141 e 142

de [5]. A seguir apresentaremos sua demonstracao completa.

Teorema 2.1.5. Seja I = [a,b] um intervalo finito. FExiste um isomorfismo isométrico
entre NBV (I) e rba(l) que corresponde a cada elemento f € NBV (I) um tnico elemento
p € rba(l) satisfazendo

plla,d)) = f(d) = fa) e ul(e,d]) = f(d) = f(c)

para a < ¢ < d <b.

Demonstracao. Fixemos f € NBV(I). Seja ¥ a familia que consiste de todas as unides
finitas de intervalos tendo uma das duas formas [a,d] ou (c,d], onde a < ¢ < d < b. E

facil ver que X é uma algebra. Para um conjunto F € ¥ com a forma

E=LULU...Ul,, (2.10)
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onde I;, j =1,...,n, sdo intervalos disjuntos dos tipos descritos acima, defina p(E) pela

equacao
= 2_u()
i=1

onde u([a,d]) = f(d) — f(a) e u((c,d]) = f(d) — f(c) para a < ¢ < d < b. Claramente
p(E) independe do conjunto {I;} escolhido para representar E e p é aditiva em ¥. Como

f € de variacao limitada temos
lull = v(p, T) = sup > ()] (2.11)
i=1
= sup )| (212
j=1

= supz | f(bj) — f(ay)] (2.13)
=o(f, 1) < o0,

onde o supremo em (2.11) é tomado sobre todas as sequéncias finitas {F;} de conjuntos
disjuntos em X, o supremo em (2.12) é tomado sobre todas as sequéncias finitas {I;} de
intervalos disjuntos em ¥, e o supremo em (2.13) ¢ tomado sobre todos os conjuntos finitos
de pontos a;,b; € I coma < a; <by <ay <by <...<a, <b, <b. Assim, y ¢é limitada.
Podemos afirmar ainda mais, v(u, E) = v(f, E) para todo intervalo F de uma das formas
descritas anteriormente. Desta tltima afirmacao e da Proposicao 1.4.24, a regularidade de

i em X pode ser vista como segue: seja F dado por
E=hLULU...Ul,,

onde I; = (a;,bj] e a <a; <by <ay <by <...<a,<b, <b Dado e >0, considere

U aj +e,b;] e G(e):U(aj,bj+€].
j=1 j=1

(Nestas expressoes, caso a; = a, os intervalos (a1, b1], (a1 + ¢,b1] e (a1,b; + €| devem
ser trocados por [a,bi], (a + &,b1] e [a, by + €], respectivamente.) Observemos que F(g)

e G(e) € X, e que E esta contido no interior de G(g) e contém o fecho de F(eg). Pela
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Proposicao 1.4.24,

v(p, Ge) \ Fle) ( U (aj,a; + €] U (bwbﬁs]})

< Z {U(u, (a]’, a; + €]) + U(,Ua (ijbj + 5])}

J=1

= Z {o(f; (a5, a5 +e]) +0(f, (bj, b5 +])} = 0

quando ¢ — 0%, Logo, p é regular em Y. Segue do Teorema 1.3.26 que y possui uma unica
extensao regular o-aditiva py a o-algebra gerada por X, ou seja, a o-algebra de Borel de
[a,b]. Considerando iy definida na &lgebra gerada pelos subconjuntos fechados de [a, 0]

temos py € rba(l). Ainda, pela Observagao 1.3.27, temos py = ;F — /F Dai,
sl = v(pg, I) = pt (1) + p= (1) = 0" (1) + p~ (1) = v(p, I) = ||pe]| = £l

Reciprocamente, dada p € rba(I), considere f : [a,b] — C tal que

[ ulaal) = pfa}) v € (@b
f<>_{—u({a}) r—a

Entdo, pela Proposigao 1.3.20, para x € (a,b) temos que dada uma sequéncia &, — 0

vale que

lim f(z+en) = lim p(la,z +&,]) — p({a}) = p(la, 2]) — p({a}) = f(2),

n—oo

ou seja, f é continua & direita de cada ponto interior de I. Além disso, dada uma sequéncia
x, — a’ segue que
lim f(z,) = lim p({a, 2.]) = p({a}) = p{a}) — p({a}) =0,

n—oo

isto é, lim, .+ f(z) = 0. Ainda, para a < ¢ < d < b temos

f(d) = f(a) = p(la, d]) — p({a}) + p({a}) = p(la, d])

fld) = f(e) = plla, d) — p({a}) — pla, ]) + p({a}) = plla, d]) — p([a, ) = p((c, d)).
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Por fim, pelo Lema 1.3.6, p é de variacao limitada. Assim,
o(f, 1) =sup Y |f(b;) — flay)] (2.14)
j=1
= sup ") (215)
j=1

< sup_z |u(Es)| (2.16)
=v(p, I) < oo,

onde o supremo em (2.14) é tomado sobre todos os conjuntos finitos de pontos a;,b; € I
coma < a; < b <ay <by <...<a, <b, <b, osupremo em (2.15) & tomado
sobre todas as sequéncias finitas {/,} de intervalos disjuntos das formas [a, d] ou (¢, d| com
a<c<d<b,eosupremo em (2.16) ¢ tomado sobre todas as sequéncias finitas {F;} de
conjuntos disjuntos na o-algebra de Borel de I. Logo, f é de variacao limitada. Portanto,

f pertence a NBV(I), o que prova o teorema. ]

Quando p € rbala,b] e g € NBV]a,b] estao relacionadas pelo isomorfismo

acima, é comum a integral

ser escrita como

Corolario 2.1.6 (|5], Exercicio IV.13.35). Eziste um isomorfismo isométrico entre C*[0, 1]

e NBV[0,1] que corresponde a cada elemento z* € C*[0,1] um dnico elemento g €
NBV0,1] satisfazendo a identidade

vf = / f(s)dg(s), feClo.]

Demonstracao. Segue diretamente dos Teoremas 2.1.3 e 2.1.5. O]
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2.2 Representacao de Operadores em C(S)

Teorema 2.2.1 ([5|, Teorema VI.7.1). Sejam S um espago Hausdorff compacto, X um
espago de Banach e T : X — C(S) um operador linear limitado. Entao eriste uma

aplicacao 7 : S — X* que é continua com a topologia fraca® de X* e tal que
(1) Tz(s) =7(s)z,z € X,s € S;
(2) |IT|| = supes I7(s)]] -

Reciprocamente, se uma tal aplicagao T € dada, entao o operador T definido por (1) é
um operador linear limitado de X em C(S) com norma dada por (2). O operador T ¢é
fracamente compacto se, e somente se, T € continua com a topologia fraca em X*. O

operador T € compacto se, e somente se, T € continua com a topologia da norma em X*.

Demonstra¢ao. Seja T uma aplicacdo limitada de X em C(S). Entao, seu adjunto T*
leva C*(S) em X* e, pelo Lema 1.4.39, é continuo com as topologias fraca*. Agora, pela

Proposicao 1.4.36, a aplicacao 7 : S — C*(S), definida pela equagao

m(s)(f) = f(s), [feC(5), ses

¢ um homeomorfismo de S em C*(5), onde C*(S) tem a topologia fraca™. Assim, a
aplicacdo 7 : S — X* definida por 7 = T* o w é continua com a topologia fraca™ em X*.

Além disso,

T(s)x =T om(s)x =T*(n(s))x = (n(s))(Tz) =Tx(s), xz€X, s€ESI,

|T|| = sup ||Tz| = sup sup |[Tx(s)| = sup sup |7(s)z| = sup [|7(s)]|.
lel<1 le|<1 seS s€8 [lall<1 ses

Donde seguem (1) e (2).
Reciprocamente, se 7 : S — X* é continua com a topologia fraca* em X*,

entao 7(S) é fraco™ compacto. Assim, pela Proposicao 1.4.15, 7(S) é limitado. Dai, a
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equagao (1) define claramente uma aplicagao linear limitada 7' : X — C(S) cuja norma é

IT|| = sup [Tz

=<1

= sup sup |Tz(s)]
lell<1 s€8

= sup sup |7(s)z]
|z||<1 s€S

= sup sup |7(s)z|
s€S |z|<1

= sup [|7(s)| .
ses

E isto completa a prova da primeira parte do teorema.

Se T é fracamente compacto, entao o Lema 1.4.43 implica que T* : C*(S) — X*
é continuo com a topologia fraca®* em C*(S) e a topologia fraca em X*. Assim, como 7
¢ um homeomorfismo com a topologia fraca®, temos 7 = T* o 7 continua com a topologia

fraca em X*. Reciprocamente, se 7 é continua na topologia fraca e s, — sg em S, entao

7(Sa) — T(so) fracamente. Agora, como 7(S) é limitado e 7-/(5\) C (X*)™

7(sa) € T(sp) pertencem a C(B), onde B é a bola unitaria fechada em X** munida com a

—_—

, temos que

topologia fraca™. Ja que B é Hausdorff compacta e 7(s,) — 7(s¢) para cada ponto em B,
temos pelo Teorema de Arzela (1.4.30) que a convergéncia é quase-uniforme em B, e assim
em By, a bola unitaria fechada em X. Entao, dado € > 0 e ag, existem aq, ..., a, > g
tais que

in |7(sq,)(2) — 7(s0)(@)] <,

para cada x € By. Por este fato e pela equacao (1), dado e > 0 e «, existem s, ..., a, >
g tais que

Iin |Tx(sq,) — Tx(s0)| < €.

Dai, concluimos que o conjunto limitado T(Bx) é uma colecao quase-equicontinua de
fungoes em C(S). Segue do Teorema 1.4.32 que T(Bx) é fracamente sequencialmente

compacto, ou seja, que 7' é um operador fracamente compacto.

Finalmente, se T é compacto entao, pelo Teorema 1.4.47, T* transforma redes
limitadas que convergem na topologia fraca®* em redes que convergem em norma. Agora,
pelo Teorema 1.4.36, 7 : S — C*(S) é uma fungao continua com a topologia fraca*
em C*(S) e, assim, 7(S) é fraco® compacto. Por consequéncia, m(S) é limitado, pela

Proposigao 1.4.15. Dai, dada uma rede s, — so em S, temos m(s,) — m(sp) na topologia
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fraca™ e {m(s,)} limitado. Entao, T*(7(s,)) converge em norma para 17™(7(sg)), ou seja,
7(Sq) converge em norma para 7(sg). Logo, T é continua com a topologia da norma em
X*. Reciprocamente, seja 7 continua com a topologia da norma em X*. Entao, dados
e>0e sy € Y, existe uma vizinhanca N de sy tal que, se s € N entao ||7(s) — 7(so)|| < e.
Dai,

sup [Tw(s) = Tx(so)| = [[7(s) = 7(s0)| <&, s €N,

rE€Bx
ou seja, se s pertence a N entdo |Txz(s) — Tz(so)| < € para todo x em Bx. Segue da
Definigao 1.4.27 que T'(Bx) é um conjunto equicontinuo em C(S). Ja que T'(Bx) é limitado
temos, pelo Teorema 1.4.28, que este é relativamente compacto. Assim, 7" é um operador

compacto. O

O teorema anterior provou resultados a respeito de operadores com imagem
em C(S). Agora nos voltaremos para a questao de representar operadores T' definidos
em C(S). Motivados pelo Teorema da Representacdo de Riesz para funcionais lineares
em C(S), somos levados a esperar que a representacdo de operadores esteja ligada com
as medidas vetoriais cujos valores pertencem a X. Este ser4 o caso para operadores

fracamente compactos; para operadores em geral a medida tem seus valores em X**.

A seguir, B denota a o-algebra de Borel de S, isto é, a o-algebra gerada pelos
conjuntos fechados de S. Se p é uma funcao em B com valores em um espago de Banach,
entao o simbolo [u] (E) denota a semi-variacao de u em E € B, que foi definida na Segao
1.3.

Teorema 2.2.2 (|5], Teorema VI.7.2). Seja S um espaco Hausdorff compacto e seja T :
C(S) — X um operador linear limitado. Entao eriste uma unica fun¢do conjunto p,

definida sobre os conjuntos de Borel em S e tendo valores em X**, tal que

(a) u(-)x* pertence a rca(S) para cada x* em X*;

(b) a aplicagio x* — p(-)x* de X* em rca(S) é continua, com a topologia fraca® em X*

e com a topologia fraca™ de C*(S) em rca(S);
(c) =*Tf = [q f(s)ulds)z*, f € C(S5), 2" € X*;

() [T = [u] (5).
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Reciprocamente, se p € uma fung¢ao conjunto da o-dlgebra de Borel B de S com wvalores
em X** que satisfaz (a) e (b), entdo a equacao (c) define uma aplicacao linear T de C(S)
para X, cuja norma é dada por (d), e tal que T*x* = p(-)x*

Demonstracao. Pelo Teorema da Representacao de Riesz 2.1.4 existe um isomorfismo

v C*S) — rca(S)

*

Y = My

que associa y* e fi,~ satisfazendo a identidade

zéﬂWWMﬂ

Para E € B, defina ¢p : C*(S) — K por
ou(y’) = py(E), y" € C7(9).
Observemos que ¢p € C**(5), pois

Pp(r" + oY) = florsay(B) = Y(a" + ay")(E) = ¢(z")(E) + oo (y")(E)
= pa+ (E) + apy-(E) = ¢p(2") + adp(y”)

|08(27)] = [par (E)] < 0(ptae, E) < 0(par, S) = [|ptae || = [J27]] -

Defina entao a func¢ao conjunto p: B — X** pela equagao
u(E) =T"(¢p), E€B.

Segue do Teorema da Representacao de Riesz 2.1.4 que T™x* esta associado a uma medida
A= € Tca(S). Assim,

p(E)x™ =T (¢p)" = ¢p(T"2") = A (E),

ou seja, p(-)z* = A+ € rea(S). Dai, vale (a). Esta equagdo também mostra que
PTS =T () = [ F6Ae) = [ foutds)a
S

Para provar (b), seja =, — z* fraca* em X*. Como, pelo Lema 1.4.39,

donde segue (c).

T : X* — C*(S) ¢ continuo com as topologias fraca®, temos T*z; — T*z* com a
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topologia fraca® de C*(S). Agora, como v identifica isometricamente os elementos de
C*(S) e de rca(S), podemos dizer que ¢(T*xf) — ¥ (T*z*) com a topologia fraca™ de
C*(S). Logo, u(-)zt — u(-)z* com a topologia fraca* de C*(S). Portanto, vale (b).
Além disso, considerando que os supremos que nao estao indicados abaixo sao
tomados sobre todas as colegoes finitas disjuntas de conjuntos de Borel em S e todos os

conjuntos finitos de escalares ay, ..., a, com |a;| < 1, temos

Zai,u(E
< supz ln(E)|| = supz < sup |p(E !)

S) = sup

<sup 3o ()

llz*|I<1
— sup (s> (BN ) = sup fu(e]
llz*[|<1 i—1 llz*[|<1

= sup || T"z| = [|T"[| = | T

[l*]I<1

IT|| = sup |T'f] = sup ( sup !x*Tf!>

<1 IFI<1 \ Jlz*lI<1
= sup sup

/f(é’)u(ds)x
I£II<1 lz*|I<1 ]/ S
< sup sup {(,u(-)x*—ess SUpP, . g |f(3)|) p()a*] (S)}

[IAI<1 |l <1
< (Sup sup|f<s>|) - ( sup. [u(-)a] <s>) (2.17)
IfII<1 ses o= |l <1
)
= s [l (1) 5) <[] (5),

Z a;u(Ey)x” )
i=1
onde (2.17) vale pela Observagao 1.3.32. Assim, vale (d).

< sup (sup

fz*][<1

[l*]|<1

= sup |[jz"|- <Sup

Z ai(E
i=1

Por fim, suponha que existe uma funcao conjunto A : B — X** satisfazendo
(a),(b),(c) e (d). Entao

/f Ads)x* =" Tf = /f s)x*,  fed(S), xF e X",
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Dai, A(E)z* = p(E)z*, para todo 2* € X* e E € B. Logo, A = u. Portanto, p é tnica.
Reciprocamente, se (a) e (b) s@o satisfeitas pela aplicagdo z* — pu(-)x* ento,

para cada f € C(9) fixado, a aplicagao

x*l—>/sf(s),u(ds)x* (2.18)

¢ continua na topologia fraca®™ de X*, ou seja, pertence a (X*, w*)*. De fato, se x¥ — z*
fraca®, entdo pu(-)z}, — p(-)z* com a topologia fraca® de C*(S), ou seja, o f(s)u(ds)z), —
fs p(ds)x*. Agora, pela Proposicdo 1.4.14, (X* w*)* = X. Assim, a fungao dada por

(2.18) é gerada por algum elemento z; de X, isto é,

wa) = [ £t

Entdo, pelo Teorema de Hahn-Banach 1.4.2, a aplicacdo T': f — x4 definida por (c) é

uma aplicagao linear de C(S) para X, pois
T(af +g) 2/[af(3)+ g(s)]u(ds)x* —a/f (ds)x* —|—/g(s)u(ds)a:*
S
=ar'Tf+2"Tg=x"(aTf+Tg).

E, analogamente a primeira parte da demonstragao, a norma de 7' é dada por (d). Por
fim, dada f € C(S) temos

10 (f) =TS = [ f(s)utds)a
S
Dai, T*x* = pu(-)z*, pelo Teorema da Representacao de Riesz 2.1.4. O

Teorema 2.2.3 (|5], Teorema VI.7.3). Seja S um espaco Hausdorff compacto e seja
T : C(S) — X um operador fracamente compacto. Entdo eriste uma medida vetorial

i definida nos conjuntos de Borel de S e tendo valores em X tal que
(a) x*op € rea(S),x* € X*;

(b) Tf = Js ), [ €C(S);

(¢) [ITIl = [p(S);

(d) T*z* = x* o p,x* € X*.
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Reciprocamente, se p € uma medida vetorial dos conjuntos de Borel em S em X que
satisfaz (a), entao o operador T definido por (b) é um operador fracamente compacto de

C(S) para X cuja norma é dada por (c) e cujo adjunto é dado por (d).

Demonstracao. Consideremos os funcionais ¢g, ' € B, definidos na demonstracao do
teorema anterior. Vimos que ¢p € C**(S). Agora, como T' é fracamente compacto temos,
pelo Teorema 1.4.42, que T**(C**(S)) est contido em X. Assim, tomando p como no
teorema anterior, dado E € B temos pu(E) = T*(¢r) € X, ou seja, p esté definida sobre
os conjuntos de Borel B e tem seus valores em X. Além disto, ainda pelo teorema anterior,
z*opu = p(-)z* € rea(S). Entao, p é uma medida vetorial fracamente o-aditiva. Donde
segue, pelo Teorema 1.3.28, que p é o-aditiva. Dai, toda f € C(S) é p-mensuravel e
p-essencialmente limitada. Logo, pelo Teorema 1.3.35, a integral da equacao (b) existe e

pertence a X. Da equagdo (c) do teorema anterior obtemos
xTf = /f ds:c—/f (x* o p)(ds) —x/f e X”.

Tf= /f (ds), feC(S).

Além disso, segue que T*z* = x* o u, pelo Teorema da Representacao de Riesz 2.1.4. Por

Assim,

fim, a validade de (c) segue do item (d) do teorema anterior.

Reciprocamente, seja p uma medida com valores em X, definida nos conjuntos
de Borel de S, com a propriedade que z* o i € rca(S) para todo z* € X*. Entao o

operador T, definido por (b), & um operador linear limitado de C(S) em X, e como
T*x*f—x*Tf—x/f (ds) /f (x* o p)(ds),

o adjunto de T satisfaz (d), pelo Teorema da Representacdo de Riesz 2.1.4. Além disto, a
norma de T é dada por (c¢), pois pelo Teorema 1.3.35 e pela Observacao 1.3.32 temos que

i1l = | [ stsmias

< {supms)r} 1)) = [16S) - 11

seSs

< {press supyeg | () H{[1] (5)}
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S) = sup

Z aipi(E;)|| < sup Z v [| (B

<supZHu |—sup2<sup 2" (E >r)

[l*]|<1

= sup <SUPZ|$*M(E1)|> = sup |[[z" opu(-)||

llz* [ <1 f[z*][<1

= sup [ T"z| = [|T"[| = | T

flz*[<1

onde os supremos que nao estao indicados acima sao tomados sobre todas as colegoes
finitas disjuntas de conjuntos de Borel em S e todos os conjuntos finitos de escalares
aq,...,q, com |a;| < 1. Por fim, do Corolario 1.4.34, segue que T* leva a bola unitaria
fechada de X* em um conjunto fracamente sequencialmente compacto de rca(S). Assim,
pelo Teorema de Eberlein (1.4.20), T* é um operador fracamente compacto. Logo, pelo

Teorema 1.4.44, T' é fracamente compacto. ]

Finalmente consideremos operadores em C10, 1].

Teorema 2.2.4. Sejam C = C[0,1] e T € B(C,C). Entao existe uma fun¢ao escalar
k:[0,1] x [0,1] = K tal que

(a) para cada s € [0,1] a fungdo k(s,-) pertende a NBV|0,1];
(b) Tf(s) fo t)dk(s,1),0 < s <1, f € C;
(C) HTH = SupsG[O,l] U<k<5> ')7 [07 1])

Demonstracao. Seja T uma aplicagdo em B(C,C'). Entao T* leva C* em C*. Considere a

aplicacdo 7 : [0, 1] — C*, definida por

W(S)(f) = f(S), IS 0[07 1]7 s € [07 1]'

Observemos que T*(7(s)) pertence a C* para todo s € [0, 1]. Assim, pelo Corolario 2.1.6,
existe k : [0,1] x [0,1] — C tal que k(s,-) € NBV[0,1] para todo s € [0, 1] e tal que, para

todo f € C e s €0,1] vale
= [ stparts.n,
0



2.2 Representagao de Operadores em C(S)

46

ou seja, 1
Tf(s) = / F(t)dk(s.1).
0
Por fim,
IT|| = sup | Tf]
lFl<1

= sup sup |[Tf(s)|
lF1<1 se[0,1]

= sup sup |T*(7T<S))<f)|
[/1<1 s€[0,1]

= sup sup [T*(7(s))(f)]
s€[0,1] | fI<1

= sup [|T"(7(s))|

56[0,1]

= sup v(k(s,-),[0,1]).

s€[0,1]



CAPITULO 3

Propriedade de Daugavet em C(S)

Este capitulo sera destinado a apresentar resultados a respeito da equacao de
Daugavet originalmente demonstrados por H. Kamowitz em [11], por J. R. Holub em [8]

e por D. Werner em [15].

Iniciaremos introduzindo a equacao de Daugavet e alguns resultados bésicos
sobre esta. Em seguida usaremos as caracterizagoes dos operadores compactos e fraca-
mente compactos em C(S) do Capitulo 2 para determinar algumas classes de operadores

que satisfazem tal equacao.

3.1 Equacao de Daugavet

Definigao 3.1.1. Sejam X um espaco de Banach e T € B(X). Dizemos que T satisfaz a
equacgao de Daugavet se
11 +Tl=1+T].

Observemos que sempre vale || +T'|| < 1+ [|T'[], pela desigualdade triangular.

47
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A seguir apresentamos exemplos de operadores que nao satisfazem a equacgao

de Daugavet.

Exemplos 3.1.2.

(a) Em qualquer espago de Banach existe um operador T para o qual ||[I+T|| < 14T
Basta escolher T'= —1.

(b) Se X é um espaco de Hilbert e {e,} é uma base ortonormal entao T': Y | ane, —

—ayeq € um operador continuo para o qual

I +T| = sup ||+ Tz|
1

llzll<

o 1/2
= sup an|?
2> lanl

(Zfzo=1 \an|2)1/2§1 n=2

<1<14|T].

Proposicao 3.1.3 ([11], Observacao (c)). Seja X um espago de Banach. Se todo operador

compacto (fracamente compacto) R : X* — X* satisfaz
I+ Rl =1+ |[R],
entao ||I + T =1+ ||T|| para todo operador T compacto (fracamente compacto) em X.

Demonstrag¢ao. De fato, se T' é um operador compacto (fracamente compacto) em X,

entao T* é compacto (fracamente compacto) em X*. Dai, ||I +T*|| =1+ ||T*||. Assim,
1+ T = +T)| ="+ T = 1+ [T = 1+ |-
[

Observacao 3.1.4. A reciproca da proposicao anterior nao é verdadeira, um contra-

exemplo serd mostrado na Observacao 3.3.6.

Definicao 3.1.5. Um espago topologico S é dito perfeito se nao possui pontos isolados.
Exemplos 3.1.6.

(a) Todo intervalo é um espago topolégico perfeito.

(b) Toda bola ou esfera num espaco de métrico é um espago topologico perfeito.
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Vejamos agora um exemplo de um espaco topoldgico que nao é perfeito.

Exemplo 3.1.7. Considere o espago X = {0, 1} com a topologia 7 = {&,{0}, X}. Este
espaco topologico é conhecido como Espaco de Sierpinski e nao é perfeito, pois 0 é um

ponto isolado de X.

Ao longo deste capitulo C'(S) sera considerado um espago complexo, a menos

que seja dito o contrario.

Teorema 3.1.8 ([11], Teorema A). Seja S um espa¢o Hausdorff compacto. Se S nao é
perfeito entdo existe um operador compacto (fracamente compacto) T : C(S) — C(S) que

nao satisfaz a equacao de Daugavet.

Demonstracao. Considere sg um ponto isolado de S. Defina f; : S — C por
1, s=s
fo(s) = .
ol#) 0 , s s
Entao fo € C(S). Agoradefina T : C(S) — C(5) por T'f = —f(s0) fo para f € C(S). Dai,
T é um operador compacto (fracamente compacto), pois a imagem de 7" é unidimensional.
Além disso, se f € C(S) entao (I +7T)f(s) = f(s) para s # sp e (I +T)f(s9) = 0. Assim
II+T] =1<1+4|T|. Logo, T ¢ um operador compacto (fracamente compacto) em

C(S) que nao satisfaz a equagao de Daugavet. O

Seja S um espago Hausdorff compacto. Identificando C*(S) e rca(S) pelo
Teorema da Representagao de Riesz 2.1.4, temos que 7(s) (Definigao 1.4.35) em C*(S) é

identificado com um certo 5 € rca(S) tal que

F(s) = /f (dt), VfeCs) (3.1)

A familia {0s}scs é chamada familia de medidas de Dirac. Note que o operador
identidade sobre C'(.S) é representado por esta familia, segundo a equagao (3.1).

Seja T : C(S) — C(S) um operador linear limitado. Pelo Teorema 2.2.1, existe
uma aplicagao 7 : S — C*(5), definida por 7 = T* o 7, tal que

Tf(s)=7(s)f, feC(S), secb.

Identificando 7(s) € C*(S) com us € rca(S) através do Teorema da Representacio de

Riesz 2.1.4, obtemos uma familia {s,}, o de funcdes conjunto em S tais que

Tf(s) = 7(s)f = / f(Opsldt), feC(S), ses.
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Esta familia {us}ses € chamada nicleo estocastico de 7. Assim, novamente pelo Teo-

rema 2.2.1, se representarmos 1" pelo seu nicleo estocastico { s }ses, entao:

—_

TN = supses llaesll;

[\

. a fungao s — p, é continua com a topologia fraca® de rca(S) = C*(S);
3. T é fracamente compacto se, e somente se, s — [, € continua na topologia fraca;

4. T é compacto se, e somente se, s — [is € continua na topologia da norma.
Proposicao 3.1.9. Se S ¢é um espaco Hausdorff compacto e T : C(S) — C(S) um
operador linear limitado entao

‘mlax I+ A\T|| =1+ |T] .

Demonstragao. Seja {jis}ses 0 nicleo estocastico de T. Temos que

(I + AT)f(s) = f(s) + T (s /f dtﬂ/f Yo () = /f 6.+ s (1),

para todo A em C. Assim, {0; + Ajis} ¢ € 0 nucleo estocastico de I 4+ AT. Entao

lm‘aol( I+ \T|| = m|axsup 105 + Apts]| (3.2)

= maxsup v(ds + Apts, S)
A=1 se9

= supmax(o(5, + s (1) + 00+ e S\ (D) (33
sES

= sup glng( (8 + Mg, {8}) + [Mo(us, S\ {s1))

= sup(1-+ 0(i, (1) + vl S {5))
se

= sup(1l + v(us, S)) (3.4)
seS

= sup(1 + ||ps|)) = 1+ [|T7], (3.5)
seS

onde (3.2) e (3.5) valem pelo Teorema 2.2.1 e, (3.3) e (3.4) valem pois a variagao total de
uma func¢ao conjunto aditiva é aditiva, pelo Lema 1.3.7. O]
Observe que no caso em que C'(S) é um espago real temos o seguinte:

Proposicao 3.1.10 ([15], Proposigdo 1). Se S ¢ um espa¢o Hausdorff compacto e T :
C(S) — C(S) um operador linear limitado entao

max{[[[ + T, [[I = T[[} = 1+ T
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3.2 Operadores Compactos em C(S)

Nesta se¢do mostraremos que se 7' é um operador compacto em C(S), com S

um espaco Hausdorff compacto perfeito, entao ||I +T|| =1+ ||

Lema 3.2.1. Sejam S um espago Hausdorff compacto e f € C(S) com ||f|| = 1. Dados
A e B fechados disjuntos, existe F' € C(S) tal que ||F|| =1, F(B) =1 e F(t) = f(t) para
todo t € A.

Demonstracao. Seja f € C(S) com || f|| = 1. Como S é Hausdorff compacto segue que S
é normal. Entao, dados A e B fechados disjuntos, temos que existe uma funcao continua
g:S —1[0,1] tal que g(A) =0 e g(B) = 1, pelo Lema de Urysohn (1.2.4). Consideremos
entao a funcao F : S — C dada por

F(t) =g(t)+ (1 —g@)f), tes

Esta fungdo é claramente continua. Além disto, F'(B) =1, F(t) = f(t) paratodot € A e

()] =1g(t) + (1 —g®)f(B)] < g(t) + A —gO)[fO) <1, teS,
donde segue || F|| = 1. O

Teorema 3.2.2 ([11]|, Teorema A). Seja S um espago Hausdorff compacto perfeito. Entao
todo operador compacto T : C(S) — C(S) que atinge a norma satisfaz ||I +T|| = 1+||T.

Demonstragao. Representando T pelo seu nicleo estocéastico {us} obtemos

Tf(s) = / FOus(dt), feC(S), ses:

e ainda, como T é compacto, segue do observado na Secao 3.1 que a aplicacao s — s
é continua na topologia da norma em C*(S). Dai, dados ¢ > 0 e sy € S, existe uma
vizinhanga aberta V' de sq tal que se s € V' entdo [|js — ps, || < §5. Além disto, como s, &
regular, existem F e G em B tais que F' C {so} C int(G) e |pus(C)| < £, para todo C' em
B com C C G\ F. Tomando U = V Nint(G) temos que U é uma vizinhanga aberta de sg
tal que

g
SGU:>||/’LS_ILLSO||<§

a0\ {501)] < =
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Agora seja g € C(S) com ||g|| =1 e || Tg|| = ||T||; tal g existe pois por hipotese

T atinge a norma. Entao, como S é compacto e T'g é continua,

17 = Tl = sup 7a(6)] = Tl = | [ g0 ()

para algum sy € S. Multiplicando g por uma constante apropriada de moédulo unitario,

podemos assumir que [ g(t) s, (dt) > 0 e dai

wwzlmm%ww

Seja € > 0. Entao, como observado anteriormente, existe um conjunto aberto
U tal que s € U, |ps,(U\{s0})| < § e, s € U implica ||ps — ps || < 5. J& que s nao é
um ponto isolado de S, existe s; € U com s; # so. Assim, pelo Lema 3.2.1, existe uma
funcao F' € C(S) com ||F|| =1, F(s1) =1, F(so) = g(so) e F(t) = g(t) para t ¢ U; basta
tomar A = {so} US\U e B = {s;1}. Dai,

[T+ T[| = [[(I +T)F|| = |(I + T)F(s1)| = ‘F(sl) +/SF(t)u51(dt)"
Agora,

ﬂm+LFm%ww=mm+LF@m_waw>
+wa—mmew+Amm%w»

Por outro lado,

g
| F Ol = )t :
S

~—

< EI sy = prsoll = Nlpss = psoll <

AW®—mmmwm::LHJﬂw—mmMmﬂ

< sup [F(t) = g(t)] - s (U\{50})]
teU\{so}

< 2 | (U\{s0})] < 5.

Logo, como F(s1) =1 e [ g(t)us,(dt) = || T, segue que

4702 Flon) + [ P )
> P+ [ atOnatan] - | [ POl - nalan) -

€ 3
S1+IT) =5 -2 =1+ |T) —=

Aww—mmme
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Como isto ocorre para todo € > 0 temos
I1+T)=1+T].

Mas sempre vale || + T < 14 ||T||. Portanto, ||l + T = 1+ ||T|| para todo operador

compacto 1" sobre C(S) que atinge a norma. O

A seguir apresentamos o principal resultado desta se¢ao.

Teorema 3.2.3. Seja S um espaco Hausdorff compacto. Entao todo operador compacto
T : C(S) — C(9) satisfaz a equagio de Daugavet se, e somente se, S é um conjunto

perfeito.

Demonstra¢ao. Suponha S perfeito e seja T : C(S) — C(S) um operador compacto. Pelo
Teorema 1.4.49, o conjunto dos operadores de posto finito que atingem a norma ¢é denso
(em norma) no espago de todos os operadores compactos de C(S) em C(S). Entao, existe
uma sequéncia (7,,) de operadores de posto finito, e portanto compactos, que atingem a
norma tal que T, — T. Pelo Teorema 3.2.2, temos que ||I + T,|| = 1 + ||T,|| para todo
n € N. Dali,

I +T| =+ lim T,,|| = lim || +7,|| = im (1 + |T5,||) =1+ |7

Logo, se S é perfeito entao T satisfaz a equacao de Daugavet.

A reciproca segue pelo Teorema 3.1.8. O

3.3 Operadores Fracamente Compactos em C(S)

Neste capitulo apresentaremos resultados relativos a equacao de Daugavet para
operadores fracamente compactos em C(S). Na Se¢do 3.3.1, apresentaremos a demonstra-
¢ao dada por J. R. Holub em [8] para o caso S = [0, 1], e na Se¢do 3.3.2 apresentaremos a

demonstracao de D. Werner em [15] para o caso geral em que S é perfeito.

Apesar dos resultados da Secao 3.3.2 incluirem os resultados das Sec¢oes 3.3.1
e 3.2, optamos por apresentar todas as demonstracoes no intuito de ilustrar um pouco
da evolugao historica das técnicas empregadas para resolver o problema da Equacao de

Daugavet.

Antes de iniciar as Subsecoes 3.3.1 e 3.3.2 consideremos um lema necessario

para as demonstracoes dos teoremas principais de ambas subsecoes.
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Lema 3.3.1. Seja S um espago topoldgico. Se T é um operador linear limitado em C(S)

entao | T* o ()| € uma fun¢ao semi-continua inferiormente em S.

Demonstragao. Considere ¢ € R. Desejamos provar que U = {s € S : ||[T* o w(s)|| > ¢}
é aberto. Se U = @, entao nao temos o que provar. Suponhamos que U é nao-vazio.
Seja entao sp € U. Queremos uma vizinhanca aberta V de sy tal que se s € V entao

|T* o7(s)|| > c. Agora

[ o m(so)| = Sup T (7 (50)) ()]

Entao existe fo € C(S5), |[fol] < 1, tal que |T*(7(s0))(fo)| > ¢, ou seja, |T fo(so)| > c.
Agora, como |T fo(+)| é uma funcdo continua, segue que existe uma vizinhanca V' de s, tal

que
seV = |Tfo(s)| >c

= [T"(n(s))(fo)| > ¢

~ e T ((s))(f)] > ¢

= [T om(s)]| > c.

Logo ||T* o 7(+)|| ¢ semi-continua inferiormente em S. O

3.3.1 O caso S =10,1]

O proposito desta subsecao é mostrar que operadores fracamente compactos

em (0, 1] satisfazem a equacao de Daugavet.

A seguir, utilizaremos a seguinte notagao

fla=) = Tim f(z),

Tr—a~

para uma funcao real f : R — R e um valor a € R qualquer.

A seguir apresentamos uma série de lemas preparatorios, que serao utilizados

para demonstrar o teorema principal.

Lema 3.3.2 ([8], Lema). Sejam h pertencente a NBV[0,1], so em (0,1), e

0 ,se0<t< s
gsO(t):
1 ,ses0<t<1

Se h(so—) < h(sg) entdo v(gs, + h,[0,1]) = 1 +v(h,[0,1]).
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Demonstracao. Claramente
v(gs, + h, [0,1]) < v(gso, [0,1]) + v(h,[0,1]) = 1 + v(h, [0, 1]).

Logo, basta mostrar que v(gs, + h, [0, 1]) > 1 4+ v(h,[0,1]). Seja e > 0 dado. Escolha uma
particao {t;}I'_, de [0, 1] tal que

Z |h(t:) = h(ti—1)| > v(h, [0,1]) — %

e so € (tg_1,tx) para algum k, isto é possivel pela defini¢ao de v(h,[0,1]). Agora, como

h(so—) < h(sp), para o € dado, existe 6 > 0 tal que

s€(so—06,5) = —§<hgmq—mggh@@—mg.

Dai, existe um ponto p tal que t,_; < p < s e h(so)—h(p) > —5. Assim, se h(sg)—h(p) > 0
entao

€

—[h(s0) = h(p)] + [1+ A(so) = h(p)[ =1>1~5

e se h(sg) — h(p) < 0 entdo

—[h(s0) = h(p)| + [1 4 h(s0) = h(p)] = —|h(s0) — h(p)| + 1 = |h(s0) — h(p)]
> —z +1-— Z =1-

DN ™

Segue que

U(gsy + 1 [0,1]) = T 1(geo + 1) () = (g5 + B (Ei-1)| + |(gso + 1) () = (950 + 2) (Ex-1)]
itk

+1(gs0 + 1) (s0) = (gso + D)) + |(g50 + h)(Ek) = (9 + 1) (50)]

= > (G50 + 1) (E:) = (950 + P (ti1)| + |P(p) = hlti1)]
ik
+ 1+ h(s0) = h(p)| + [1 + h(ty) — 1 = h(so)]
= Z |h(t:) = h(ti-1)| + [h(p) — B(te—1)| + [1 + h(s0) — h(p)]
ik
+ [h(tk) — h(s0)]
= |h(t:) = h(tica)| + ((p) = h(teor)| + [h(so) — h(p)| + |h(tx) — h(so)])
ik
= [h(s0) = h(p)| + |1 + h(s0) — h(p)]
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> Z |A(ti) = h(tia)] = [h(s0) = h(p)] + [1 + h(so) = h(p)]

- £
> |h(t:) = hltig)| +1 - 5
=1

>v(h,[0,1])—%+1—§: 1+ o(h, [0,1]) — e.
Ja que € > 0 é arbitrario, obtemos
v(gs, + P, [0,1]) > 14 v(h, [0,1]),
e o lema esta provado. O

Lema 3.3.3. Sejam f € C[0,1], s € (0,1) e g5 a fun¢io definida no lema anterior. Entdo

AJ@M%@If@)

Demonstragao. Seja s € rbal0, 1] a fungdo conjunto associada a gs pelo Teorema 2.1.5.

Entao
Ammmzﬂmmw,

epara 0 < a < b<1, tem-se

0 ,sea<b<s
us((a,b])zgs(b)—gs(a): 1 ,sea<s<b
0 ,ses<a<bd

MS([O, b]) = gs(b) - 93(0> =

0 ,se0<b<s
1 ,ses<b<1 .

Considere h : [0,1] — R a func¢do constante dada por h(t) = f(s), para todo
t € [0, 1]. Mostraremos que (f —h) é uma funcdo us-nula. Dado o > 0, como f é continua,

existe > 0 tal que
[t—s|<d=|f(t)— f(s)| <.
Dai,
f) —h®)]>a = [f(O)=f(s)>a = [t—s =0



3.3 Operadores Fracamente Compactos em C/(5) 57

Assim, como pug € uma funcgao nao-negativa,

v(ps, {8 € [0,1] < [f(t) = h(t)] > a}) = ps({t € 0,1] - [f() — h(t)] > a})
< us([0,s — 0] U [s + 6, 1])

i (550 (o .])

— ([0, 5 — ) + s ((+§1D 0

Entdo (f — h) é uma funcdo ps-nula, pois
v(ps, {t €[0,1] : |f(t) — h(t)| > a}) =0, para todo a > 0.
De acordo com a Definicao 1.3.12, segue que f é uma fungao pug-simples integravel e
1 1
[ fondan = [ noutd = Fonlio.n) = ).
0 0

Portanto,

/0 F(t)dga(t) = £(5).
L]

Lema 3.3.4. Sejam I = [0, 1] e K um subconjunto fracamente sequencialmente compacto

de NBV (I). Entao existe uma g € NBV (1) de forma que dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que
lg(s) —g(t)| <o = |f(s)— f(t)] < e para toda f € K.

Demonstragao. Usando a identificacdo do Teorema 2.1.5 temos que K C rba(I). Como
rba(l) C ba(I) segue que K é um subconjunto fracamente sequencialmente compacto de
ba(I). Entao, pela Proposigao 1.4.33, existe g € ba(l) de forma que dado £ > 0 existe
0 > 0 tal que

uo(E) <d = A(F) <eparatoda A € K etodo E € X. (3.6)

A partir de py € ba([l), defina

u(F) = inf po(G), pa(E) = 22%,“1(17)7

onde F' é fechado, G é aberto e £ é um subconjunto qualquer de I. Pela demonstracao

do Teorema 2.1.3, se p é a restricao de uo a algebra determinada pelos conjuntos fechados
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em [ entdo p € rba(l) e po(F) = pi(F) = pa(F) = p(F), para todo F fechado. Assim, se
pu(F) < 6 entdo po(F) < d, para todo F' fechado. Em particular, para intervalos da forma
[s,t] C I temos que

ul(s,1]) < 6 = uol[s,1]) < 6.

Usando novamente a identificacao feita no Teorema 2.1.5, sejam g, go € N BV (I) associa-

das a p e pg, respectivamente. Entao temos que
lg(s) —g(t)] <d = |go(s) — go(t)| < € para todo s,t € I.

Dai, segue por (3.6) que g € NBV([) é uma funcido tal que dado ¢ > 0 existe 6 > 0 de

forma que
lg(s) —g(t)| <o = |f(s)— f(t)] < e para toda f € K.

A seguir apresentamos o principal resultado desta subsecgao.

Teorema 3.3.5 ([8], Teorema). Seja T um operador linear limitado em C = C]0,1].
Entao

(i) ouT ou —T satisfaz a equagao de Daugavet;
(ii) se T € fracamente compacto entio ||[I +T| =1+ ||T].

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.4 sabemos que o operador T' pode ser representado por

1
Tf(s)= / f)dk(s,t), 0<s<1,feC|0,1],
0
onde k(s,-) pertence a NBV[0,1] para todo s € [0,1] e

||TH = Ssup U(k(sv ')7 [07 1]) = Ssup Hk(S? )H . (37)

5€[0,1] 5€[0,1]

Ainda mais, identificando C*[0,1] e NBV[0, 1] pelo Corolario 2.1.6, temos que, para cada
s € (0,1), a funcao escada g5 do Lema 3.3.2 ¢ igual a 7(s) € C*[0, 1], pois

/0 F(Ddga(t) = £(s) = 7(s)(f), [ € Cl0.1],

pelo Lema 3.3.3. Dai, pela demonstracao do Teorema 2.2.4 temos

k(‘S? ) = T*(W(S)) = T*(gs)'
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Agora mostraremos que (i) ocorre. Sejam ¢ > 0 dado e s; € [0,1] um ponto
tal que ||k(s1,-)|| > [|T|| — %; isto é possivel por (3.7). Como |[k(s,-)|| = [|[T*(x(s))]],
temos ||k(s,-)|| semi-continua inferiormente em s € [0,1], pelo Lema 3.3.1. Assim, existe

so € (0,1) tal que [[k(so,-)|| > [|k(s1,-)|| — §. Dai, segue que

1k Cso, )| = [[ECs1, )l = 7 > 1T =7 — Z =Tl -3

Suponha que k(sg, so—) < k(sq, So)- Entao, tomando h(t) = k(so,t) no Lema 3.3.2, temos
1950 + F(50, )| = v(gs, + k(s0,-),[0,1])
=1+ U(k(307 ')7 [Oa 1])

=14 [k (s0, )]
&
1 T/ — —.
> 147 - &
Como
1950 + k{50, )| = sup / F(0)d(geo (1) + K(50,1))]
IflI<1

existe uma f € C|0,1] com || f|| <1 tal que

2

| roitaae + k(so,t))‘ o g+ k(5o — &

3 £

>1+||T||—=—=

+ITl -5~ 3
>14||T) —e.

MUltipliCaHdo f por uma constante apropriada de moédulo unitario, podemos assumir
[ F(£)d(gs, (£) + K(s0,1)) > 0 e dai

/0 F(O)d(gan () + E(50,0) > 1+ [T — <.

/f dkst'

> fls0) + / F(t)dk(s0,1)

/f Jdge (1) /f Jalk(s0, 1

:/O Ft)d(ga (1) + k(s0,1))

> 14T —e.

Mas entao

If +Tfl =sup|f(s)+Tf(s)| = sup | f
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Assim, ||[I + T|| > 1+ ||T|| — e. Por outro lado, se k(so,so—) > k(so, S0), entdo temos
—k(s0,50—) < —k(so,50). Dai, pelo mesmo argumento (aplicado a h(t) = —k(so,1))
obtemos ||[I — T'|| > 1+ ||T|| —e. Isto é verdade para cada € > 0, entdo sejam e, = <,
n = 1,2,..., e para cada n escolha s, em (0,1) tal que [|k(sy,-)|| > ||T| — %. Como
mostramos, para cadan ou |[[+T| > 1+||T||—+ ou |[[ =T > 1+||T||—+. Considerando
subsequéncias segue que |[[ +T|| > 1+ ||T| ou ||l =T > 1+ ||T|, o que prova (i).
Para provar (ii), suponha que 7" é um operador fracamente compacto. Nova-
mente, dado € > 0 escolha sy em (0, 1) para o qual ||k(so,-)|| > [|T]| — £. Ja que [|k(s,-)]|
¢ semi-continua inferiormente em s € [0, 1], existe um J > 0 tal que se |s — so| < J entdo
1&(s, )| = |[k(s0,-)|| =5 > ||T'|| = 5. Além disso, como ||g,|| = 1 para todo s € (0, 1), temos
{k(s,")}s ={T*(9s)}s C T*(Bc~), onde Be+ € a bola unitéaria fechada em C*[0, 1], e como

a(C,C* o (C,C*
(G fracamente compacto. Dai, {k(s, ')}sé(o,l))

T* é fracamente compacto temos W
¢ fracamente compacto em NBV[0,1], e assim {k(s,")}sc(0,1) ¢ um conjunto fracamente
sequencialmente compacto, pelo Teorema de Smulian (1.4.18). Segue entdo pelo Lema
3.3.4 que existe uma fun¢do g € NBV|0, 1] tal que: dado 6 > 0, existe um 3 > 0 de forma
que

rw e (0,1) elg(r) —gw)| < = |k(s,r) —k(s,w)| <d

para todo s € (0,1). Em particular, se g(t) é continua em um ponto t = s, entao k(s,t) é
também continua em t = s; para todo s € (0,1). De fato, sendo g(¢) continua em t = sy,

dado 8 > 0, existe a > 0 tal que
r—si| <a=g(r) = g(s1)] < p.
Assim, fixado s € (0,1) e dado § > 0, existe a > 0 tal que
Ir—s1| < a = |k(s,1) — k(s,s1)] <.

Logo, k(s,t) é continua em t = s;.

Pela Proposicao 1.4.23, ¢(t) é continua em (0,1), a menos de uma quantidade
enumeravel de pontos. Dai, podemos encontrar (para o 6 dado acima) um ponto s; € (0,1)
para o qual |sg — s1| < 0 e no qual g(t) é continua. Mas entdao, como mostrado acima,
k(s1,t) é também continua em t = sy, e assim k(s1,s1—) = k(s1,s1). Segue pelo Lema

3.3.2 que ||gs, + k(s1,-)|| = 1+ [|k(s1,)||. Agora, sendo |sg — s1| < 0 temos

9
gs: + k(s1, ) =1+ [[k(s1, )| > 1+ [T = 5.
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Entdo, como na prova de (i), existe uma f € C[0,1] com || f]| <1 tal que

[ 000+ ko, 0) > llga + k) = 5

Dali, X
| 00+ K51 0) > 14 17 - <
Logo,
11 +T| = ”33”151 |h+Th| > [If +Tfl
— sup |f(s) + Tf(s)]
1
—sup £+ [ i)
s 0
1
> f(s)+ [ SO0
0
1 1
— [ f0dg®+ [ seranisn.
0 0
1
~ | 0t (® + ks10)
S 14T - <.
Como ¢ > 0 ¢é arbitrario, concluimos que ||I + T =1+ ||T]], e (ii) fica provado. O

Observacao 3.3.6. Provamos na Proposicao 3.1.3 que se X é um espaco de Banach e todo
operador compacto (fracamente compacto) R : X* — X* satisfaz a equacdo de Daugavet,
entao || + T =1+ ||T|| para todo operador T compacto (fracamente compacto) em X.
Mostraremos agora que a reciproca de tal afirmacao nao é verdadeira, ou seja, mesmo
se |+ T =1+ ||T| para todos operadores compactos (fracamente compactos) em um
espaco de Banach X, esta propriedade pode falhar em X*. De fato, considere X = C[0, 1].
Entao X* = NBV]0,1]. Ainda, pelo Teorema 3.2.3 (ou Teorema 3.3.5) ||[I + T'|| = 1+ ||T||

para todo operador T' compacto (fracamente compacto) em X. Defina f; : [0,1] — R por

1 ,s5=0
fO(S):{o 540

Dai, fo € NBV|[0,1]. Agora defina R : NBV|0,1] — NBV[0,1] por Rg = —g(0) f, para

g € NBVI[0,1]. Como a imagem de R é unidimensional temos que R é um operador



3.3 Operadores Fracamente Compactos em C/(5) 62

compacto (fracamente compacto). Além disso, se g € NBV[0,1] entao (I + R)g(s) = g(s)
para s # 0 e (I + R)g(0) = 0. Assim ||/ + R|| =1 < 1+ ||R||. Logo, R é um operador

compacto (fracamente compacto) em X* que nado satisfaz a equagao de Daugavet.

3.3.2 O caso S perfeito

Nesta subsecgao consideraremos C'(S) real e provaremos que um operador fraca-
mente compacto em C'(S) satisfaz a equacao de Daugavet se, e somente se, S é um espacgo
Hausdorff compacto perfeito. A demonstracao deste resultado baseia-se essencialmente

nos dois lemas seguintes.

Lema 3.3.7 ([15], Lema 3). Sejam S um espag¢o Hausdorff compacto e T : C(S) — C(S5)

um operador linear limitado com nicleo estocdstico {js}ses. Se o nicleo satisfaz

sup ps({s}) > 0 para todo aberto nao-vazio U C S (3.8)
seU
entao

II+T|=1+T].
De fato, uma condi¢cao necessdria e suficiente para que T satisfaca a equacao de Daugavet
é
sup ps({s}) >0 Ve >0. (3.9)

{sillus I>[1T[|—<}

Demonstragao. Consideremos a familia de medidas de Dirac {d,}scs. Lembrando que a

variacao total de uma funcao conjunto aditiva é também aditiva (Lema 1.3.7), temos que

1471 = s 3, g} = sup(12 g ()] + .S\ {53)

LA T = sup(L+lsll) = sup(l+ |us({sh)] + vlpe, S\ {s})-
Entao os problemas em provar a equacao de Daugavet surgem somente quando algum dos

ps({s}) é negativo.
Provaremos a seguir que se
sup ps({s}) > 0 para todo aberto ndo-vazio U C S
seU

e em particular

sup ps({s}) >0 Ve >0,

{s:llps>IT]—}
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entao
[I+T|=1+|T.

Seja € > 0 dado. Considere o conjunto
U={s:|usl > T[] — e}

Através da identificagdo us = T*(n(s)), temos que U é aberto, ja que |7 o 7(+)|| ¢ semi-
continua inferiormente, pelo Lema 3.3.1. Agora aplicando (3.8) ao conjunto U (isto &,

aplicando (3.9)) obtemos
{seU:p{s}) = —e} # 2.

Entao
17+ T = sup 13, + |
= sup(|1L+ ps({s})] + v(ps, S\ {s}))
> sup (|1 + ps({sH] + vps, S\ {s}))

T {s€U: ps({s})>—¢}
{ 1+ sl s({s}) >0
L —|ps({s})] +v(ps, S\ {s}) ,us({s}) <0

= sup
{s€U: ps({s})=—<}

{ 1+ [l is({s}) >0
(seU: ps({sh2—e} | 1+ [[usll = 2lus({sH)] ps({s}) <O

= sup (14 sl + ps({s}) = lps({s})])
{seU: us({sh)2 <}

1+ T —e+ sup  (us({s}) = |us({s})])
ne({sh)z—e

> 14T — 3e.
Dai, como ¢ é arbitrario, concluimos que
I+T =1+[T].

Logo, T satisfaz a equacao de Daugavet.

Provaremos agora que se ||[[ +T|| > 1+ ||T]| entao

sup us({s}) >0 Ve >0.
{stllpsI>(T||—e}
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Fixemos entdo £ > 0. Dado § > 0 (podemos supor 6 < €), como

1+ T = igg(\l +ps({sH)] + v(ps, S\ {s})),

existe so € S tal que

1+ T =0 < [T+ pso ({80 1)] + 0150, S\ {50})-

Dal,
L s ({80 1) 4 0(trsg: S\ {80}) =0 = 1+ ||| = 0
<14 |T| -0
=|I+T|-6
<L+ s ({50 1)] + 0150, S\ {50}))-
Entao

L+ |pso({s0})] =0 < |1+ psy ({50})]- (3.10)
Além disso, como
1+ ||T)|—e<1+||T|| -0
< |1 + MSO({SO}” + U(II‘LSO7 S \ {SO}>

<1+ o ({80 1)] + v (11505 S\ {50})
=1+ H/‘I’SOH

temos || s, || > ||T']| — €, ou seja, so € {s: ||ps]| > ||T|| —}. Assim, se ps,({so}) > 0 entao

sup  ps({s}) = 0.
{sillusl|> T~}

Agora se g, ({so}) < 0 entao (3.10) implica —1 < pg,({so}). Caso contrario obteriamos

1 — pso({s0}) =0 < =1 — pg({50}),

isto &, 2 < 0, mas isto é absurdo ja que ¢ foi escolhido arbitrariamente. Dai, como

—1 < psy({s0}) < 0 temos, ainda por (3.10),
1= s ({s0}) =& < 1+ pse ({s0}),
que implica p,({so}) > —% > —d. Entdo

sup IU’S<{S}> > ,U/so({so}) > —0.
{s:llpsI>T |-}
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Logo, como 9§ ¢é arbitrario, obtemos

sup — ps({s}) > 0.
{sillusl|> T~}

]

Lema 3.3.8 ([15], Lema 4). Se S é um espago Hausdorff compacto perfeito e T : C(S) —
C(S) € fracamente compacto, entio T satisfaz (3.8) do Lema 3.5.7.

Demonstracao. Para provar este lema argumentaremos por contradicao. Suponha entao

que existe um conjunto aberto nao-vazio U C S e algum G > 0 tal que
pus({s}) < —26 VseU.

Notemos agora que, para cada t € S, a fungao s — pus({t}) é continua, ja que
T é fracamente compacto. De fato, como T é fracamente compacto temos que s — i

¢ fracamente continua, pelo Teorema 2.2.1. Além disso, u — p({t}) pertence a rca*(S),
pois |p({t}) < [lull. Dai,

Sa = S0 = Mo — Hsy = s ({}) = s ({£}).

Assim, s +— ps({t}) é continua.

Voltando ao nosso argumento, escolha sy € U e considere o conjunto

Ur={scU:|us({so}) = pso({s0})] < B},

que é uma vizinhanga aberta de s, como acabamos de observar. Ja que sy nao é isolado,

existe algum s; € Uy, s1 # so. Como s; € U temos
psi ({51}) < =26,
e como s, € Uy temos
ps; ({50}) < pso({80}) +8 < =20+ 0 =—F.
No proximo passo escolhemos
Uy = {s € Ur: |us({s1})) — pss ({s1})] < B}

Analogamente, esta é uma vizinhanca aberta de s;, entdo existe sy € Uy, so # s1 €

Sy # so. Concluimos, usando que sy € U, s5 € Uy e s9 € Uy, que ps,({s2}) < —20,
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ps,({s1}) < =P e us,({s0}) < —B, respectivamente. Assim, definimos indutivamente uma

sequéncia decrescente de conjuntos abertos U, C U e de pontos distintos s,, € U por

Uni1 = {5 € Un : [ns({5n}) = s, ({sn})] < B}

Sn+1 S Un+1 \ {507 ceey Sn}a

satisfazendo
ps, ({s;}) <=0 Vj=0,...,n—1.
Consequentemente,
1Tl = lps, || = v(ps,, {50, -, Sn-1}) 2B Vn €N,
que nos leva a uma contradicao. O

A seguir apresentamos o principal teorema desta secao.

Teorema 3.3.9 ([15], Teorema 5). Seja T : C(S) — C(S) um operador fracamente
compacto. Entao T satisfaz a equacao de Daugavet se, e somente se, S € um espaco

Hausdorff compacto perfeito.

Demonstracao. Se T' é fracamente compacto entao o resultado segue dos Lemas 3.3.7 e

3.3.8. A reciproca segue do Teorema 3.1.8. 0

Observacoes 3.3.10.

(a) Se T' & compacto, a prova do Lema 3.3.8 pode ser simplificada. De fato, se ps({s}) <

—23 < 0 em um conjunto aberto nao-vazio U, escolha s € U e considere o conjunto

U= {t €U s — mll < 8.

J& que T é compacto, s — us ¢ continua. Dai, U; é uma vizinhanca aberta de s, e

para t € U; temos

ps({th) < pe({t}) + le({t}) — ps({£})]
< =20+ s — pul| < =28+ 0 =P

Como s nao ¢ isolado, existem infinitos pontos distintos ti,ts,... € U, e entdao obte-

mos
v(ps, {t1,ta,...}) = 00,

o que é absurdo.
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(b) Por fim, ndo podemos deixar de observar que segundo D. Werner [15]| todos os re-
sultados desta subsecdo sdo validos para o caso onde C(S) é um espago complexo,
fazendo as mudangas necessarias nas demonstragoes. Neste caso, (3.8) no Lema 3.3.7

deve ser trocada por

sup (|1 + ps({s})] — (1 + [1s({s})])) > 0 para todo aberto nao-vazio U C S.
seU



Trabalhos Futuros

Futuramente pretendemos trabalhar com diversos resultados recentes sobre a

equacao de Daugavet.

Gostarfamos de estender os resultados de Choi et al. |3| a outros espagos de
Banach, como por exemplo L0, 1]. Ou seja, fixado um espago de Banach, queremos saber

se os polindmios fracamente compactos neste espaco satisfazem a equacao de Daugavet.

Também pretendemos estender os resultados de Kadets et al. [10] ao caso
polinomial. Mais precisamente, se X é um espaco de Banach com a propriedade que cada
operador de posto um em X satisfaz a equacao de Daugavet, desejamos saber se cada

polindmio fracamente compacto em X também satisfaz a equacao de Daugavet.

Outro objetivo futuro é o estudo da equagao de Daugavet para aplicagoes ho-
lomorfas. Em primeiro lugar gostariamos de saber se cada aplicacao holomorfa na bola
aberta unitaria de C]0, 1], com imagem relativamente compacta, satisfaz a equacao de
Daugavet. Se a resposta for afirmativa, poderemos abordar o problema correspondente
em outros espagos de Banach, como por exemplo o espaco C(S), sendo S um espago

Hausdorff compacto perfeito, ou o espaco L]0, 1].
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