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ABSTRACT

We study stochastic process on foliated manifolds. First we introduce some operators,
which we call foliated, and study their properties. With these objects, we define the natural
processes on foliated spaces, such as foliated martingales and foliated Brownian motion. We
study how they are related with the geometry of the foliation and use them to characterize,
in a probabilistic way, when the foliation is harmonic or geodesic. Then, we introduce an
stochastic calculus and define the [t6 and Stratonovich integrals on foliations. We prove a
conversion formula and a Itd6 formula in this context. Finally we focus our study on the
foliated Brownian motion and the harmonic measures. We give a construction of the foli-
ated Brownian motion based on stochastic differential equations and apply the formalism
developed to give a new proof of the Lucy Garnett Theorem. We study properties of the har-
monic measures and we characterize them in terms of solutions of a second order differential

equations.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos processos estocasticos em variedades folheadas. Introduzimos
primeiro uma série de operadores, que chamamos de operadores folheados, e estudamos suas
propriedades. Definimos, por meio dos operadores introduzidos, os processos bésicos em es-
pacos folheados como, por exemplo, martingale folheada e movimento browniano folheado.
Estudamos a relagao destes processos com a geometria da folheagao e caracterizamos estocas-
ticamente quando uma folheagao é harmonica ou geodésica. Definimos, integrais estocasticas
de It6 e Stratonovich em folheagoes e desenvolvemos um célculo estocastico proprio. Prova-
mos uma férmula de conversao de integral de It6 para Stratonovich e uma férmula de It neste
contexto. Finalmente estudamos, com particular aten¢ao, o movimento browniano folheado
e medidas harmonicas em espacos folheados. Construimos o movimento browniano folheado
com o formalismo de equacgoes diferenciais estocasticas, aplicando-o conjuntamente com o
calculo diferencial introduzido para fronecer uma nova prova do Teorema de Lucy Garnett
sobre medidas harmonicas em folheagoes. Estudamos propriedades de medidas harmonicas e
damos uma caracterizagao das mesmas como solugoes de uma equacgao diferencial de segunda

ordem.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste trabalho, estudamos processos estocésticos em variedades folheadas. Na verdade nosso
objetivo sao aqueles processos que respeitam a folheacao, isto é, aqueles cujos caminhos estao
na mesma folha que a condigao inicial e nao passam de uma folha para a outra. Chamamos
estes processos de folheados.

O estudo deste tipo de processos foi iniciado por Lucy Garnett em [17], com a introdugao
do movimento browniano em folheagoes. A partir de entao, o movimento browniano folheado
foi considerados por diversos autores, dentre os quais destacamos Kaimainovich [25], Ghys
[18, 19|, Candel [6, 5]. Além do movimento browniano, tais autores estudaram medidas
especiais - chamadas de harmaénicas por Garnett - e as aplicaram em diversos contextos com
resultados interessantes (ver o livro de Candel e Conlon [6]).

Em todos os casos, o movimento browniano em folheacgoes foi definido e estudado, dis-
correndo sem entrar em detalhes, como o processo que gera um semigrupo de calor e cujo
operador de segunda ordem associado Ag (denominado laplaciano folheado) e cuja defini¢ao

é simplesmente um operador Ag tal que para toda folha L temos
Ag|lp = Ap

onde A denota o operador laplaciano da folha. Até agora, o estudo em geral dos processos
folheados concentra-se nas propriedades das medidas harménicas.

Neste trabalho, propomo-nos a estudar os processos folheados como processos distingui-
dos e desenvolvemos para estes um calculo estocastico particular. Para isto, introduzimos
uma gama de operadores (Definigao 2) que chamaremos de folheados e estudaremos as suas
propriedades (Lemas 5, 6, 8, 18 e Corolario 1). Em particular, preocupamo-nos com o calculo
diferencial que estes produzem. Se bem que alguns destes operadores ja eram conhecidos,

damos uma definicao propria e diferente, mas que coincide com as ja conhecidas por causa
do Lema 3.



Baseados nestes operadores introduzimos, no Capitulo 4 os conceitos de martingale em
folheagoes e movimento browniano (Defini¢oes 5, 6, 7, 8). Daremos ao movimento brow-
niano folheado uma caracterizacdo de Levi (Lemas 10 e 11). Estudaremos como algumas
propriedades destes processos estéd relacionada a geometria da folheacao (Proposigao 5 e 6).
Também definiremos integrais estocasticas (Definigao 9) para estes processos e daremos uma
formula de Itd (Proposi¢ao 7), que é o ponto principal no célculo estocastico, e estudaremos
respectivas propriedades (Lemas 13, 12, 14 e Proposi¢ao 9). O contetudo deste capitulo, em
particular o ponto de vista, é original e forma parte do coragao do trabalho.

Finalmente nos concentraremos no movimento browniano folheado. Faremos sua con-
stru¢do (Proposigao 10) ja ndo do ponto de vista da analise, mas do ponto de vista das
equacoes diferenciais estocasticas, isto é, como solucao de uma equagao diferencial estocas-
tica. Feito isto, junto com as ferramentas desenvolvidas, seguiremos os passos de Lucy Gar-
nett, porém sempre fazendo uso do nosso calculo (Teoremas 22 e 23). Mostraremos também
alguns exemplos e como os aspectos computacionais se simplificam em alguns casos.

Uma vez que o trabalho mistura dois ramos da matematica (teoria de folheagoes e calculo
estocastico), achamos conveniente colocar dois capitulos introdutoérios, um para cada topico,

que abordam brevemente deles sem se aprofundar nos detalhes.



CAPITULO 2

CALCULO ESTOCASTICO

Neste capitulo, daremos uma introducao a teoria do calculo estocéstico. O tratamento seréd
feito sem muitos detalhes, mas tentando focalizar nos resultado relevantes da teoria que serao
utilizados no trabalho. Comecaremos a estudar os processos no espago euclidiano. Daremos
as defini¢oes béasicas até chegar na féormula de It6. Falaremos também rapidamente da teoria
de equagoes diferenciais estocasticas.

Passaremos entao para os processos estocasticos em variedades. Estes sao uma gen-
eralizacao natural dos processos estocésticos no espago euclidiano, sendo de fundamental
importancia, para a sua anéalise, a integral estocastica (It6 e Stratonovich). Para definir esta
integral, primeiro estudaremos os rudimentos de geometria de segunda ordem ou calculo de
Schwartz. Também daremos os conceitos basicos de equagoes diferenciais estocasticas em

variedades como uma generalizagao do caso euclidiano.

2.1 Processos Estocasticos

Nesta secao daremos uma introdugao a teoria do calculo estocastico no espago euclidiano.
Em geral nossa discussao estara baseada nos livros de Oksendal [32] e Freedman [16].

Um processo estocdstico em R™ é uma familia de variaveis aleatorias {X}icpom em R”
sobre um espago de probabilidade (2, F,P). Em geral, notaremos esta familia como X ou
X(t).

Se para quase todo w € Q temos que o caminho X (-,w) : [0, T] — R™ é continuo, dizemos
que X (t) é um processo estocdstico continuo.

Uma filtragem {F;} da o—éalgebra F é uma colegdo de sub o—algebras F; C F tais que
Fi € Fs se s > t. Definimos F,, como a menor o—élgebra gerada por U;>oF;. Se, para
todo t € [0,T7], a variavel aleatoria X (t) é F;-mensuravel dizemos que o processo X é {F;}

adaptado. De agora em diante consideraremos s6 processos adaptados.
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Um processo X é uma martingale com respeito a filtragem {F;} se
o E[||X(0)|[] < oo,

e X(t) & F; mensuravel para todo ¢, e

o E[X(s)|F] = X(t) para todo s > t.

Analogamente, dizemos que um processo X é uma supermartingale(respectivamente sub-
martingale) se, no tltimo item acima, trocamos a igualdade pelo sinal menor ou igual (re-

spectivamente, maior ou igual).

Exemplo: Seja X um processo, temos uma filtragem canoénica associada {F;} considerando
cada F; como a menor sigma algebra gerada pela variavel aleatoria { X (s), s < t} que contém

todos os conjuntos de medida 0. ]
Dizemos que um processo ¢ uniformemente integravel se, e somente se,
lim E[X1)x,>n] — 0.
N—o0
Teorema 1. Seja X uma martingale.

o Se X € uniformemente integrivel e [, E[|X|]dP < oo entio existe

Xoo = tli>n;> X(¢)
que satisfaz [, E[| Xoo|]dP < 0o e que é Foo mensurdvel.
e Se X ¢ limitada em LP(Y) com p > 1, isto é, sup, E[||X¢||’] < oo, entdo
Xoo = tlg})lo X(t)
estd em LP((2).

Um tempo de parada com respeito ao processo X € uma variavel aleatoria 1" tal que

{we T'(w) <t} € F, paratodo t>0.

Exemplo: Um tempo de parada classico é o chamado primeiro tempo de saida de um

conjunto. Sejam X um processo em R”, e B C R™ um boreliano tal que X (0) € B. Definimos
T(-) =inf{t € R>o; X(t,-) € B}.

Resulta que T ¢ um tempo de parada. |
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Dados dois tempos de parada S e T', ¢ facil ver que as variaveis aleatorias SAT = inf{S, T’}
e SV T =sup{S, T} sdo tempos de parada.

Dado um processo estocéstico X e um tempo de parada 7', definimos o processo parado
X7 por

XT<t7w> = Xt/\T(w) (w)
e a filtragem parada
Fr = {AceF, An{T <t} e F}.

Um resultado fundamental na teoria de martingale é o teorema da parada opcional que

caracteriza quando um processo ¢ martingale.
Teorema 2. Seja X um processo {F} adaptado. Sao equivalentes:

e X ¢ martingale,
o X1 ¢ martingale para todo tempo de parada T,
o E[XT] = E[X,] para todo tempo de parada limitado T,

o E[XT|Fs| = Xg para todos tempos de paradas T < S. Se X for integrdvel ,entio a
wgualdade € vdlida ainda se T e S nao forem limitados.

Um conceito mais fraco que martingale e que tem grande utilidade é o conceito de mar-
tingale local. Um processo ¢ uma martingale local se existe uma sequéncia de tempos de
parada T, T oo tal que, para todo n, M™» ¢ martingale. Pode-se ver que toda martingale
local limitada é, de fato, uma martingale.

Por tltimo, temos o conceito de semimartingale continua. Este é um processo continuo

X que admite uma decomposicao do tipo
X=Xo+M+ A,

com X (0) Fy mensuravel, M uma martingale local continua com M (0) = 0 e A um processo
de variagao finita com A(0) = 0. Esta decomposi¢ao é conhecida como decomposi¢io de

Doob-Meyer e é tnica (ver, por exemplo, livro de Emery [12]).

2.2 Movimento Browniano

O movimento browniano é um processo fundamental no calculo estocéstico. Como veremos
logo no trabalho, este processo é uma martingale com gerador infinitesimal compativel com
a métrica.

Seja (2, {F;},P) um espaco de probabilidade filtrado. Dizemos que um processo B em R

¢ um movimento browniano (MB) se
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ii- Para todo 0 <t; < ... <ty as variaveis aleatorias B(t,) — B(t,_1) sdo independentes

e normalmente distribuidas com

E[B(t,) - B(t,.1)] =0 E[(B(t,) — B(t,1))’) = (tr — tr1).

O MB existe pelo teorema de extensao de Kolmogorov (ver, por exemplo, o livro de
Friedman [16]) e possui uma versao continua pelo critério de continuidade de Kolmogorov

(ver de novo Friedman [16]). Algumas propriedades do MB sdo as seguintes:
e Para quase todo w, o caminho B(t,w) é nao diferenciavel.
e O MB ¢é uma martingale.
Uma caracterizagao do movimento Browniano ¢ dada pelo seguinte teorema de Levy [16].
Teorema 3. Seja X um processo {F;}—adaptado e continuo que satisfaz
E[X(t) = X(s)| 7] =0, E[(X(t) — X(s))*] = (t — )
para todo 0 < s < t, entao X € um MB

No caso n dimensional, dizemos que um processo B(t) = (B*(t),..., B"(t)) ¢ um MB
se cada processo B'(t) ¢ um MB em R e as o—algebras F' geradas por B'(t), para t > 0,
i = 1...n, sao independentes. Analogamente ao Teorema 3, temos o seguinte teorema, que

também ¢ conhecido como caracterizacao de Levy.

Teorema 4. Se X = (X!,..., X") é uma martingale continua {F;}-adaptada que cumpre
E[X(t) - X(s)|F] =0,  E[(X'(t) = X'(s))(X/(t) = X7(s))] = 0i5(t — s)

para todo 0 < s <t, onde d;; =0 sei# j ed;; =1 sei=j, entao X é um MB

2.3 Integrais Estocasticas

Nesta secao, vamos estender o conceito de integral para os processos estocasticos. Ela nao
vai ser definida da mesma forma que a integral de Riemann-Stieljes pois, é possivel ver que,
do fato de um processo estocastico nao ter necessariamente variacao finita, o procedimento
utilizado para definir a integral de Riemann nao funciona no nosso contexto (ver por exemplo
as notas de Bain [2] pg.11). Primeiro vamos definir a integral de processos simples com

respeito a martingales e depois estendemos para casos mais gerais.
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IN

Um processo X é dito simples se existem sequéncias de tempos de parada 0 < Ty < ...

Ty T oo e varidveis aleatorias Zj, uniformemente limitadas e Fr, —mensuraveis tais que
o
X<t> = X(O) + Z Zk]‘(Tvak-}—l]'
k=1

Se X é um processo simples e M é uma martingale, definimos a integral

t o0
/ XdM = Z ZkUWt/\T;C - Mt/\Tk+1>'
0 k=1

Esta integral pode se estender para integrais de processos previsiveis utilizando o Teorema
da Convergéncia Monotona e o fato que todo processo previsivel pode ser aproximado por
processos simples. A extensao é feita de maneira similar ao caso da integral de Lebesgue.

A integral estocastica assim definida é chamada de integral de It6 e possui as seguintes

propriedades.

° fot XdY é Fi-mensuravel.

f XdY é uma semimartingale.

E[[ XdB] =0, onde B ¢ o MB.

[ XdY élinear em X e Y.

[XZdY = [ Xd([ ZdY).

(J XdY)' = [ XdYT = [ XTdY para todo tempo de parada T. Mais ainda se Y for

martingale local, entdo [ XdY é martingale local.

e Se X, é uma sequéncia de processos previsiveis dominado por um processo K e con-

/X”dY—> /XdY.

e Se Y é uma martingale, entao fot XdY é uma martingale

vergindo a um processo X,

Existem duas integrais estocasticas relevantes, uma delas é a integral de Itd, que ja foi
introduzida, e a outra é a integral de Stratonovich que pode ser definida em funcao da de
It6. Para isto, precisamos de um conceito a mais que é o de variacao quadratica conjunta.

Sejam X, Y duas semimartingales previsiveis tais que [ XdY, [ YdX existem. Chamamos

de covariagao quadrdtica conjunta de X e Y o processo

[X,Y] :XY—XOYO—/XdY—/YdX.
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Quando X = [ HdZ e Y = [ KdR, ocorre
X,Y] = / HKd[Z,R].

No caso X = Y denotamos [X, X]| = [X]| e chamamos a este processo simplesmente de

variagao quadrdtica. A variagao quadratica é um processo crescente de variagao finita.

Exemplo: Seja B o MB em R. Seja {t;}}_; uma parti¢io de [0,t]. E possivel ver que

/ BdB = lim Y By (By,, — B,).
j=1

|At;|—0

Por um lado

(Bt2j+1 - BtZJ) = (Btj+1 - Btj)2 + QBtj (Btj+1 - Btj)'
Por outro lado
N
Bl =) (Bi,, —B.).
j=1
e
N
Z:(Btj+1 — By,)? =t quando (tj4 —t;) — 0,
j=1
uniformemente em probabilidade. Temos entao que
1 1
BdB = -B* — ~t .
/ 2 2
O termo —%t mostra que a integral de Itd nao se comporta como a integral comum. ]

Definimos a integral de Stratonovich de X com respeito a Y pela expressao
1
/XcSY = /XdY + §[X, Y].

Exemplo: Seja B o MB em R. Pelo exemplo anterior e da definigao de variagao quadratica,
segue que [B, B] = t. Portanto, a integral de Stratonovich [ BéB = 1 B2. [ |

Estes exemplos mostram que as duas integrais sao diferentes. Em particular, a integral
de Stratonovich se comporta de forma similar & integral de Riemann. De fato, a principal
diferenca entre as duas integrais é o seu comportamento com respeito a mudanca de var-
iaveis. Este é um ponto central do célculo estocéstico, pois, no caso da integral de Ito, a
mudanca de varidveis possui um termo a mais com respeito ao calculo classico, enquanto a
integral de Stratonovich nao. Colocamos a seguir estes resultados em forma de Teorema. A

demonstragao pode ser vista, por exemplo, no livro de Karatzas e Shreve [24].
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Teorema 5. Sejam f : R™ — R"™ uma funcio C? e X uma semimartingale continua. Entdo

> [@neod,x,

FOO = F(X0) =Y / @S+ 3D
FX) = FX) =Y / (0. F)(X)5X".

A primeira destas igualdades é chamada de Formula de Ité e é um dos resultados mais

importantes do célculo estocastico.

2.4 Equacoes Diferenciais Estocasticas em R”

Uma equagao diferencial estocéstica é uma equacao diferencial com um termo de ruido.
Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade e considere uma filtragem {F;} de F. Sejam
b:R" - R" e a:R"— R"™ fun¢des mensuraveis satisfazendo

[[b()[] + [la(2)]] < C(1 + [|]]),
para alguma constante C' e

[Ib(2) = b()[ + [la(z) = a(y)]] < D(|lx = yl),

para alguma constante D. Considere uma semimartingale Z em R™ adaptada a F; e X, uma
variavel aleatoria mensuravel com respeito a Fy. Dizemos que uma semimartingale X em R"

¢ solugao da equagao diferencial estocdstica (EDE) :

dX = b(X)dt+ a(X)dZ(t),
X(0) = X, (2.1)

definida até um tempo de parada T se satisfaz
i- X(t) é adaptada.
ii- b(X) € L1(0,T) e a(X) em L*(0,T).
iii- X(t) = Xo+ [} b(X(t)dt + [, a(X(t))dZ(t).

O maior tempo de parada para o qual a solucao esté definida é chamado de tempo de explosio
e(X).

Da mesma forma que para as equagoes diferenciais ordinarias, ha um teorema de existéncia
e unicidade para as EDEs, o qual enunciamos abaixo. Para uma prova deste teorema, podem

ser consultados os livros de Oksendal [32] ou Evans [13].
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Teorema 6. SejalT >0 eb:R" — R" e a:R" — M"™™ fungoes mensurdveis satisfazendo
[[o(2)[| + [Ja(2)]] < C(L+ []=]]),
para alguma constante C' e

[Ib(z) = b()[ + [la(z) = a(y)]| < D(|}x = yl]),

para alguma constante D. Seja Xy uma varidvel aleatoria que € independente da o—dlgebra
Fuo € tal que E[||Xo||?] < co. Entdo a EDE (2.1) tem uma tnica solugio X (t) continua em
t (até seu tempo de explosao e(X)) com a propriedade que X (t,w) é adaptada a o—dlgebra

Fi gerada por Xy e By para s < t, cumprindo

E[/OTHX(t)H?dt} <.

No caso de Z ser definida em [0,00) entdo e(X) = oo

Observacao: A unicidade deve ser intepretada em probabilidade, isto é, se existe uma outra
solugdo X entdo P(X (t) = X(t), para todo 0 <t < T) = 1.

O processo solugao X da EDE (2.1) é chamado de difusdo. No caso das difusdes, pode-se
provar a existéncia de um fluxo de difeomorfismos. De fato, temos o seguinte resultado que

pode ser consultado no livro de Ikeda-Watanabe [23].

Teorema 7. Seja X uma difusao que satisfaz a EDE

dX = b(X)dt+a(X)dB(t),
X(0) = «x,

onde B € o movimento browniano e os coeficientes a e b satisfazem as mesmas condigcoes que
o Teorema 6. Entao, para todo t fizo, existe uma aplica¢ao X; que leva (x,w) € R" x Q —
X[ (w) € R" e é solugio da EDE acima para todo x € R™. O mapa X; pode ser escolhido C*>
para todo x € R™.

Denote por X* a solugdo da EDE com X(0) = z € R™. Dizemos que o operador de
segunda ordem A definido por
E[f(XF)] —
Af(x) = lim S t)t] f(x)) para toda f € C*(R")

t—0

¢ o gerador da difusdo X. Sua existéncia para o caso das difusdes é garantida (ver, por
exemplo, o livro de Oksendal [32| ou de Evans [13]. Pela férmula de 1t6, o operador A pode
ser escrito como

n

Af(@) = S 0@O @) + 5 D (00 () P2 ().

1,j=1
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Exemplo: Se B é o movimento browniano, entao segue da formula de 1t6 que

Af = 5 3 (08f) = e

i=1

para toda f € C*(R"™). [ |
Da formula de Itd6 decorre o seguinte Teorema conhecido na literatura como formula de

Dynkin

Teorema 8. Seja f € C*(R"™). Assuma que T é um tempo de parada tal que E[T?] < cc.
Entao

B OG0l = o)+ 2 [ [ ]

Toda difusao gera um operador de segunda ordem A. Pode ser mostrada a reciproca, isto
é, se tivermos um operador de segunda ordem estritamente eliptico A, existe uma difusao X
que tem como gerador infinitesimal o operador A (ver, por exemplo, o livro de Yosida [41]).
Temos descrito aqui a formulacao das EDE no sentido de It6, mas também é possivel

desenvolver a teoria para equagoes de Stratonovich da forma

dX = b(X)dt+a(X)6Z(1),
X(0) = X,

onde a = (V4,...,V,), com V; campos em R™. Basta usar a conversao [to-Stratonovich
a(X)0Z =a(X)dZ + i ViV, d[Z", Z7]
ij=1
e empregar a teoria desenvolvida para a equacao
dX = b(X)dt+a(X)dZ + f: ViV d[Z', Z7),

,j=1

X(0) = X,

2.5 Processos Estocasticos em Variedades Diferenciaveis

Os processos estocasticos em variedades sao uma generalizagao dos processos estocasticos
no espago euclidiano. Nesta secao, de modo similar a se¢ao anterior, daremos as defini¢oes
bésicas para logo estudar a integral estocastica e as equagoes diferenciais estocasticas em
variedades. Em geral, os resultados listados nesta se¢ao podem ser consultados nos livros de
Emery [12]| ou de Hsu [21].

Um processo estocéastico X em um espago de probabilidade (2, F,P) a valores em uma

variedade M, ¢ um familia de variaveis aleatorias indexadas por um parametro t. Se Fo<;<7) €
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uma filtragem de F, dizemos que o processo ¢ adaptado se para todo ¢, X (t) ¢ Fi-mensurével.
Daqui para frente consideramos somente processos adaptados.

Um processo X em M é dito uma semimartingale, se para toda fungao f € C*°(M), o
processo f(X) em R é uma semimartingale.

Para toda forma bilinear b e toda semimartingale X, temos associada a b-variacao
quadrdtica que é definida pelas seguintes propriedades

/ (df ® dg)(dX, dX) = g(X)),

[F(X),
/ Fb(dX,dX) = / fx)d ( / b(dX,dX)),

onde f, g € C*°(M). Eis algumas propriedades da b-variagao.

e Se ¢: M — N é um aplicacao diferenciavel entre variedades diferenciaveis, entao
6.0 00max.02) = [ bdo(), do(x)).

e [b(dX,dX) depende s6 da parte simétrica de b.
e Se b ¢ definida positiva, entdo [ b(dX,dX) é crescente.

Uma conexao V em uma variedade M nos permite definir o conceito de martingale.
Dizemos que uma semimartingale X é uma martingale se, e somente se, para toda funcao

f € C®(M) temos que o processo

FX) — f(Xo)— / Hessf (dX, dX)

é uma martingale local. A seguinte proposicao permite caracterizar as martingales em termos

dos tempos de parada.

Proposicao 1. Sejam M uma variedade diferencidvel com conexao V, X uma martingale e
{T,.} € uma seqiiéncia crescente de tempos de parada com Ty =0 e supT,, = co. Entdo X é

martingale se, e somente se, X'n € uma martingale para todo n.

Uma importante propriedade das martingales esta contida na proposi¢ao a seguir. Basi-
camente, ela afirma que, para todo ponto na variedade, sempre existe uma vizinhancga aberta

tal que quaisquer duas martingales dentro dela que coincidem no ponto final sao iguais.

Proposicao 2. Seja M uma variedade diferencidvel com conexao V. Entao, todo ponto de M
possui uma vizinhanga aberta U com a sequinte propriedade: para quaisquer duas martingales
X, Y awvalores em U, definidas em (€2, (F)o<i<1, P) e tais que X (1) =Y (1) vale X (t) = Y (t)

quase certamente para todo 0 <t < 1.
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Quando a variedade M é uma variedade riemanniana, existe uma conexao candnica: a
conexao de Levi-Civita. Esta conexao permite definir o movimento browniano na variedade

como a semimartingale X em M para a qual

1

A0 = 106) = 5 [ Aufax.ax),

¢ uma martingale local em R, onde Aj; é o operador Laplaciano. O seguinte lema caracteriza

0 movimento browniano.

Lema 1. Uma semimartingale X € um movimento browniano se, e somente se, € martingale

e

£, F00) = [ llgrads (0|t
para toda f € C®(M).

Uma pergunta classica no célculo estocastico é se o movimento browninano explode, isto é,
se existe um ¢t < oo tal que B; = oco. Introduzimos assim o conceito completitude estocdstica.
Dizemos que uma variedade M ¢é estocasticamente completa se, para todo x € M, temos que,
com probabilidade 1, o tempo de explosao e(B*) do movimento Browniano comegando em z
é infinito,

Ple(B®) = oo] = 1.
Existem varias condigoes geométricas que garantem a completitude estocéstica, nés s6 men-

cionaremos a seguinte que pode ser examinada nos livros de Elworthy [11] ou Hsu [21].

Teorema 9. Seja (M, g) uma variedade riemanniana que satisfaz Ricyy > Kg para K > —o0

em R. Entao M ¢ estocasticamente completa.

Decorre do teorema que uma variedade compacta é estocasticamente completa, assim

como o espago euclidiano.

2.6 Geometria de Segunda Ordem

Vamos considerar, nesta se¢ao, as defini¢oes basicas da geometria de segunda ordem que serao
uteis para o estudo do calculo estocéstico em variedades. Para um estudo mais profundo, o
leitor pode consultar, por exemplo, o livro de Emery [12] ou o trabalho de Catuogno [7].
Sejam M uma variedade diferenciavel e z um ponto de M. Considere uma carta (U, ¢ =
(1,...,2,)) comx € U. Defina 7, M como o conjunto dos operadores diferenciais de segunda

ordem L sem termos constantes. Localmente podemos descrever L da seguinte maneira

L= i CLiDZ' + i aijDij7
=1

1,5=1
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onde D; = 0/0x;, D;; = 0°/0z,0x; e a;; = aj;. Analogamente pode ser definido 7:M, o

espago das formas de segunda ordem ©, por

0= i 0;dx’ + i Oyydx’ - da?,
=1

ig=1
onde {dz',dz" - dz?} é a base dual associada a {D;, D;;} e 6;; = 6;;. O produto - é definido
para quaisquer duas 1-formas w e v em T*M, e campos vetoriais X e Y em T'M, da seguinte

maneira

w-r(X)=0 e w-v(XY) = %(w(X)V(Y)jLw(Y)V(X)).

A uniao disjunta desses espacos define o fibrado tangente de sequnda ordem T M e o fibrado

cotangente de sequnda ordem T*M por

TM = U M e TM= U T M,

zeM reM

Observamos que o fibrado tangente e o fibrado cotangente sao subfibrados dos respectivos
fibrados de segunda ordem.
Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Uma conexao V, compativel com a métrica,

pode ser visualizada como um projetor linear ¥ : 7M — T'M definido da seguinte maneira
F(X) =X, F(XY)=VyY,

onde X, Y em TM. Também é possivel definir um operador linear D : T*M — 7*M que

verifica para toda funcao f e toda 1-forma w,

D(df) = d*f,
D(fw) = H({df ®w)+ fdw.

onde H: T"M @ T*M — 7*M ¢é um operador linear que satisfaz
Hw®rv) = w-r
Observacao: E facil ver que se X,Y € TM e w € T*M entdo
2Dw(XY) =w([X,Y]) + Xw(Y) + Yw(X)

Definimos a restricao R : 7*M — T*M, que é uma inversa a esquerda de D, localmente
(na carta local) por
R(0;d*z" + 0;;dx" - da?) = O;dx’" .
Se ¢ : M — N é uma aplicagao entre variedades diferenciaveis e L € 7M é um vetor de
segunda ordem em x, definimos o "pull-back” ¢().L € 74N de L por ¢ como sendo o vetor

de segunda ordem em ¢(x) obtido da expressao

¢(@).L(f) = L(f o ¢)(),
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onde f € C*°(N). Analogamente, para um covetor © em Th Vs 0 "pull-back” o(x)*© € .M
é definido por

onde L € 1, M.

Se tivermos um vetor de segunda ordem L € 7M podemos definir um operador quadratico
Q:7.M — T, M ®T,M que associa para cada L € 7M um operador de segunda ordem em
TM da seguinte forma: sejam f, g € C°(M), entdo QL é dado por

QL(fg) = 5(Ef9) — FL(5) ~ 9LF))

Em coordenadas locais, Q pode ser visto como a aplicacao linear definida por

Q (Z CI,Z‘DZ' + % Z aijDij> = Z aijDi ® Dj.
=1

1,7=1 1,j=1

Dizemos que uma aplicacao ¢ : TM — 7N é um morfismo de Schwartz se for uma

transformacao linear que satisfaz
o ¢(I,M)CT,N e
e para todo L € 7, M, temos que Q(¢L) = (¢ ® ¢)(QL),

onde x € M ey = ¢(x) € N.

Exemplo: O "pull-back” ¢, ¢ um morfismo de Schwartz.

2.7 Integral Estocastica

Nesta secao, vamos introduzir a integral estocastica em variedades da qual decorrerao as
integrais de Itd e Stratonovich.
Seja X uma semimartingale em uma variedade M. Para © € 7*M, a integral de © ao

longo de X é dada em uma carta local (U, Xq,...,z,) pela expressao

/@dX = Z/@idXﬁ + ) /eijd[xf,xj]s.
i=1 ij=1
Neste formalismo dX ¢é visto como um elemento de 7M que satisfaz, para toda f € C*,

d(f(X)) = (dX)/,

o que o torna independente da escolha do sistema de coordenadas. Esse fato é conhecido

como principio de Schwartz.
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Globalmente a integral estocéstica pode ser definida pelas seguintes propriedades

/ﬁ%mx>= FX) — F(Xo),

/K@(dX) = /Kd (/ @(dX)),

onde K ¢ limitado e previsivel e d denota a integral de [t6 em R.

Algumas propriedades da integral estocastica sao
o [O(do(X)) = [ ¢"O(dX).

e Set — s, ¢ uma mudanca continua no tempo, entao

[ewxi= [ " o(ax,)

Ao

Mais ainda, se T" for um tempo de parada, entao

(/@(dX))T = /@(dXT).

e Se f, g sao fungoes diferenciaveis, entao
1
[t - ag)(@x) = 570,960

e Se O e = sao previsiveis,

% U @(dX),/E(dX)} _ /(R@-RE)(dX).

e Se b é uma forma bilinear, entao
/ b(dX, dX) = 2 / Hb(dX).

Uma vez definida a integral estocastica, podemos introduzir as integrais de [t6 e Stratonovich
da seguinte maneira. Sejam X uma semimartingale e @ uma 1-forma em M. Definimos a

integral de Stratonovich de o ao longo de X pela expressao

/ a(5X) = / Da(dX),

e a integral de Ité de o ao longo de X pela expressao

/ a(d" X) = / Fa(dX),

onde I' : T*M — 7*M é induzido pela conexao V em M e satisfaz

IF'a =Da—- HVa.
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Uma propriedade interessante da integral de It6 é a sua formula de mudanca de variaveis.
Se ¢ : M — N & uma aplicacio diferenciével entre variedades (M, VM) e (M,VY), X uma

semimartingale em M e © é uma forma de segunda ordem em N, entao

1
[ ox) = [wrewx)+ 5 [ mex.ax),
onde (3, ¢ a segunda formula fundamental definida como a secao de T'M © T'M ® ¢*T'N que

satisfaz
ag = Bs0Q,
sendo a, secao de TM ® ¢*T'N definida por

ay =I¢, — ¢,IM.

2.8 Equacoes Diferenciais Estocasticas em Variedades

Seja M uma variedade diferenciavel e considere campos Vg, Vi, ..., V,, em T'M. Seja (2, F,P)
uma espaco de probabilidade e considere B o movimento browniano m dimensional adaptado
a uma filtragem {F;}. Uma equacdo diferencial estocdstica em M ¢é definida por m + 1
campos vetoriais Vy, ..., V,,, uma semimartingale em R™ Z e uma variavel aleatoria X, € Fy.

Escrevemos simbolicamente a equagao da forma
dX = Vo(X)dt+ Y Vi(X)sZ7,
j=1

X(0) = X,

Dizemos que uma semimartingale X definida até um tempo de parada 71" é solucao desta

equacao se, para toda f € C°(M) e 0 <t < T, temos que

Fx0) =505 + VA X()3Z(s).

Uma conseqiiéncia da formula de It6 é que, se a equagao acima vale para fungoes f1, ..., fx,
entao vale para qualquer funcao destas. Por exemplo, se usamos o teorema de imersao de
Whitney que mergulha M em RY, entdo é suficiente mostrar a equacao acima para as funcoes
coordenadas.

Uma forma de construir solugoes de equagoes diferenciais em variedades é a seguinte.
Mergulhamos M em R" e consideramos M como sub-variedade fechada de RY. Cada campo
vetorial V; €, ao mesmo tempo, uma fungao diferenciével a valores em R" e pode ser estendido

a um campo vetorial ‘N/] em RY. Assim, temos definida uma equacio estendida em R
m t
X(t) = Xy + Z/ Vi Z'(s),
=170

que tem solucao tnica até o seu tempo de parada. Os seguintes teoremas finalizam a con-

strucao.
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Teorema 10. Eziste uma unica solug¢ao de
dX = Vo(X)dt+ Y Vi(X)sZ7,
X(O) - Xo,

até o seu tempo de explosao.

Teorema 11. Se X ¢ solu¢ao da equagdo estendida até o seu tempo de explosao e(X) e se
Xo € M, entao X (t) € M para 0 <t < e(X).

Exemplo: Como exemplo de equagoes diferenciais estocasticas em variedades, consideramos
a construgdo do movimento browniano proposta por Eells-Elworthy [11]. Seja M uma var-
iedade riemanniana. Considere r : O(M) — M o fibrado das bases ortonormais sobre M. A

projecao r induz um difeomorfismo
re: H,OM) - T, M com z=r(u),

onde H,O(M) denota o espago horizontal sobre u € O(M) com respeito a conexao canonica.
Em O(M) temos definido n campos vetoriais horizontais Hy, ..., H, tais que, para cada
u € O(M), H;(u) é o tinico campo vetorial horizontal cumprindo r,.H;(y) = ve;, onde r(v) =y
eveOM).

Definimos a seguinte equacao em O(M)

7j=1
Uo) = u (2.2)
onde (B',..., B") ¢ o movimento browniano em R"™. Pelo que foi visto acima, a equagao

admite uma tnica solu¢do U. Seja X = r(U) o processo projetado a M e seja f € C*°(M),

FX) = f(z) = Z/Hj(f o 1) (U)OBY,

passando para uma integral de Ito

(X Z/H or)(U)dB + = Z/ 2(for)(U)dt

Usando a conhecida identidade

entao

Hessf(X;, X;) = H;H;(f or),

temos que
n

Y (H)(for)(U) = Auf(X),

=1
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portanto

£ = 1) = 5 [ Bat o)=Y [ 17 0n)0)aB ),
o que mostra que X = r(U) é um MB. [ |

Outra aplicacao das equagoes diferenciais estocasticas, semelhante ao caso euclideano,
vem a ser os processos de difusao. Estes sao importantes pela relacao que tém com os
operadores elipticos de segunda ordem. Seja L um operador diferencial de segunda ordem
eliptico, mas nao necessariamente nao-degenerado, em uma variedade diferenciavel M. Um
processo adaptado X em M é dito uma difusao em M gerada por L se é uma semimartingale
tal que t

P ) = 10X(0) = [ LA G)s
¢ uma martingale local para toda f € C?(M), até o tempo de explosdo e(X). Observe que
esta defini¢ao é equivalente aquela que demos para o caso M = R".

Toda difusdo X d4 origem a uma medida definida por u* = P o X~!. Mais ainda, pode
ser visto que se temos uma medida jip, uma varidvel aleatoria X, tal que pg = Po X e um
operador eliptico L, entdo existe um processo X em M com X (0) = Xy que é uma L difusao

com X (0) = pro. Uma medida p é dita invariante se

Bt = [ s

Se o processo de difusao X é gerado por uma equagao diferencial estocéstica que possui um
fluxo de solugbes, o processo induz um semigrupo {FP;}o<: que age no espago das fungoes

continuas da seguinte forma
Pufte) = BN = [ )P,

onde P(t,z,:) = Po (X*)7(t) sao as probabilidades de transigao do processo X. Desta
forma, a medida invariante poderia ser determinada pelo teorema do ponto fixo de Kakutani
(ver, por exemplo, o trabalho de Pei-Dong e Min Qian [33]), mas isto nem sempre é possivel
(por exemplo, no caso de uma variedade M nao compacta). Um resultado geral neste sentido
¢ valido quando a variedade M é compacta . Neste caso, temos o seguinte resultado classico
do célculo estocastico que encontramos, por exemplo, no trabalho de Pei Dong Liu e Min

Quian [33].

Teorema 12. Se ¢, : M x Q x [0,T] — M € um fluxo estocdstico de difeomorfismos sobre

uma variedade compacta M, entao existe no minimo uma medida invariante para o fluzo.

Exemplo: Quando o operador for eliptico nao-degenerado, a medida invariante é tnica

(portanto ergodica) e tem uma densidade diferenciével com respeito a medida de Lebesgue
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induzida pela métrica na variedade. Um caso particular, que corresponde ao movimento

browniano, ocorre quando L = Aj;. Neste caso, a medida invariante é a medida de Lebesgue.
|



CAPITULO 3

FOLHEACOES

Neste capitulo, vamos discutir brevemente elementos da teoria de folhea¢oes. Procuraremos
nos concentrar nos items tteis para o presente trabalho. Por isso, muitos dos topicos im-
portantes da teoria de folheagOes serao omitidos. Em geral, vamos dar as defini¢des bésicas,
alguns exemplos ilustrativos e alguns resultados relevantes que serao utilizados adiante. Em

linhas gerais, nossa discussao seguira os livros de Moerdijk e Mrcun [29] e de Candel e Conlon

6]

3.1 Folheacoes

Seja M uma variedade de dimensao n. Uma folheacdo F de M, de dimensao p e codimensao
q (p+q = n), & uma particao {£,}aea de M em subconjuntos conexos, chamadas folhas,
com a seguinte propriedade: para todo ponto em M existe uma vizinhanga aberta U e uma
carta
{U,¢ = (z,y) : U - R" =RV x R},

tal que, para cada folha £, as componentes conexas de U N £, sao definidas pelas equagoes
y1 =constante. ...y, =constante. Uma carta deste tipo é chamada carta folheada. As
componentes conexas que correspondem aos conjuntos y; =cte. em uma carta folheada
recebem o nome de placas de F. Fixando y, temos que o mapa ¢! : R? x {y} — M é um
mergulho suave. Portanto, as placas sao sub-variedades conexas de dimensao p.

Um atlas folheado é dado por um conjunto maximal de cartas folheadas
{Ui, i : U; = R" =R"7 x R}y

Observamos que, pela definicao de carta folheada, os difeomorfismos dados pela mudanca de

coordenadas ¢;; = ¢; o (25;1 sao globalmente da forma
bij(x,y) = (fij(z,y), hij(y)),

21
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com respeito & decomposicao R” = R"77 x RY.

Exemplos: Alguns exemplos canénicos em folheacgoes sao:

1-

O exemplo trivial é a folheacao do espago R™ dada pela carta folheada Id : R" —
RP x R"P,

Seja ¢ : M — N uma submersao entre variedades diferenciaveis. Considere a folheagao
F(¢) cujas folhas s@o as componentes conexas das fibras de ¢. Um atlas folheado de
F(¢) ¢ obtido da forma canonica local da submersao. Este tipo de folheagao é chamada

de simples .

Seja a € R um irracional e considere a submersao ¢ : R? — R dada por ¢(z,y) = x—ay.
Pelo item anterior, temos uma folheagao F'(¢) em R?. Seja agora 7 : R*? — T? ~ S x 51
a aplicagao de recobrimento padrao. A folheagao F(¢) induz uma folheacao F em TZ.
Uma carta folheada pode ser obtida da seguinte forma: se (U, 1)) é uma carta folheada
de R?, entao (7(U), (7)) é uma carta folheada de F. Toda folha é difeomorfa a R

e é densa em T2. Esta ¢ a folheacio de Kroneker do Toro.

E possivel definir a folheacdo de uma variedade com bordo de forma 6bvia, porém
exigindo que a as folhas sejam transversais ao bordo ou que as componentes conexas
do bordo sejam folhas. O exemplo padrao deste tipo de folheacao é a folheacdo de Reeb
do toro sdlido, a qual ¢ descrita a seguir. Consideremos D = {z € C, |z| < 1}, e defina

a submersao ¢ : Int(D) x R — R por

6(z, ) = exp (ﬁ) -

Temos, entao, a folheagdo F'(¢) de Int(D) x R que pode ser estendida a uma no cilindro
D xR adicionando a folha dada pelo bordo S xR. Agora, como D xR ¢ o recobrimento
universal do toro solido D x S' da maneira candnica, temos que a folheacio de D x R
induz uma folheagdo R no toro solido. O toro no bordo é uma folha de R. As demais
folhas sao difeomorfas a R? e tém a folha do bordo como o conjunto dos pontos de

aderéncia.

A esfera S admite uma decomposicao S® ~ X Upx X, onde X é o toro solido. Como
0X é uma folha da folheacao de Reeb do toro s6lido, podemos colar as folheagoes das
duas copias de X pelo bordo 0X. Isto pode ser feito de forma tal que a folheacao
obtida em S® é suave. Esta folheacdao tem uma tnica folha compacta e ¢ chamada de
folheagdao de Reeb de S3.

O teorema de Frobenius (ver, por exemplo, o livro de Moerdijk e Marcn [29]) oferece as

seguintes descri¢oes equivalentes de uma folheagao:
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i- Uma cobertura aberta {U;} de M com submersoes s; : U; — RY tal que existem

difeomorfismos (necessariamente inicos)
Yij 55U N U;) — 5;(U; N U)
com ;; © 8j|U,-mUj = s,-|UimUj. Estes difeomorfismos satisfazem a condicao de cociclo
Yig = Yik © Vkj>
e sao chamados de cociclos de Haefliger representando F'.
ii- Um subfibrado integravel £ de T'M de dimensao n — q.

ii- Um ideal diferencial (graduado) localmente trivial J = @;_, J* de dimensdo ¢ na
algebra diferencial graduada Q(M). Isto quer dizer que o subconjunto J de Q(M)

satisfaz duas propriedades

— dJ C J e que,

— para todo ponto M existe uma vizinhanga aberta U tal que J|y é o ideal em

Q(M)|y gerado por ¢ 1-formas linearmente independentes.

Nesta tese, consideraremos, em geral, a descri¢ao de folheagoes dada pelo item (ii) acima,
ou seja, pelo subfibrado integravel £ C TM. Nessa linha, dizemos que a folheacao F' é
ortentdvel se E for orientavel e dizemos que é transversalmente orientdvel se o subfibrado
normal E+ ~ TM/E é orientavel. Uma orientacio de F é uma orientacio de F e uma
orientacdo transversal de F é uma orientacdo de E+. A existéncia de uma orientacao de
E+ implica a existéncia de uma g-forma v € AE** e de uma 1-forma (ndo necessariamente
tnica) o € TM* tal que

dv=a Av.

Observagao: Desta tltima identidade resulta (pela formulagao (iii) do teorema de Frobe-

nius) que se localmente J ¢ gerado por formas wy, ..., w,, v pode ser escrita como sendo
v=wi N... N\ wy.
Também segue que localmente existe uma 1-forma « tal que
dwi Ao Awg) =aAwi AL Awg.

O argumento que prova a globalidade da identidade segue por particao da unidade.

Um resultado importante devido a Godbillon e Vey é enunciado a seguir. Para convenién-

cia do leitor, apresentamos uma demonstracao.

Teorema 13. Seja M uma variedade diferencidvel e F uma folheagao transversalmente

orientdvel de codimensao q. Entao
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i- d(a A (da)?) = 0.

ii- A classe de cohomologia de de-Rham [a A (da)?] € H & (M) ¢ independente da escolha

da orientagao v e da 1-forma .

Demonstracao: Primeiramente, observe que, pela existéncia de um ideal diferenciavel lo-

calmente trivial caracterizando F', temos:

a) Se uma 1-forma « satisfaz a A v = 0, entao localmente

q
o = E a;Ws;,
i=1

onde wy, . ..,w, é¢ uma base de F**.

b) Se uma 1-forma v satisfaz dy A v = 0, entao localmente
q
dy = Z Vi N\ w.
i=1

Para provar (i), observe que localmente
O=d’v=daAv+(-1)laAv=daAv,
onde
q
da = Z a; N\ wj.
i=1
Portanto

d(a A (da)?) = (da)™ = (Z a; A wl)

possui em cada termo um produto de ¢ + 1 das w; que se anulam, pois AT E+* = 0.
Para provar (ii) considere duas orientac¢oes v e /. Entdo v/ = fv com f nao nula. Segue
que
dv' =df ANv+ faAv = (dlog(|f]) +a) AV

entdo, se o = dlog(|f|) + o temos que

" (dd)? = (o + dlog(|f])) A (de) = a A (da)? + d(log(| f]) A (dev)?)

Portanto, a classe [ A (da)?] nao depende de v.
Se a e o satisfazem dv = a Av = o A v, entdo chame § = a — o/. Observe que

B =31, bw; e, conseqiientemente, 3 A (do’)? = 0. Logo

o' A (da ) = (a— B) A (da)? = a A (da).
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Por outro lado,

(da')? = (da +dB)? = (da)' A Y ( ! ) (da)™™" A (dB)',

=1 \ *
e assim
q
o' A (da' ) = a A (da)? +a A Z ( q > (da)?" A (dB)".
i—1 \ °
Observe que

o A (da)T A (dB) = d(a A (da)™ A (dB)" A B) + ()T A (dB)~ A B),

onde o segundo termo da direita é 0, pois contém ¢ + 1 produtos dos w;’s. Portanto, a classe

de cohomologia [a A (dar)?] tampouco depende da escolha de a. |

A classe [ A (da)?) € H;% (M) é uma classe caracterfstica em folheacoes que recebe
o nome de classe de Godbillon-Vey . Quando a dimensao da variedade M é n = 2q + 1,
a integral desta classe fornece um numero intrinseco da folheacao chamado de nimero de
Godbillon Vey de F'.

Um resultado de Hurder [22] diz que, nas esferas de dimensao fmpar S?7*! ¢ > 1, ad-
mitindo um subfibrado integravel de dimensao ¢, sempre existe uma folheacao de codimensao

q com nimero de Godbillon-Vey igual a um ntmero real escolhido arbitrariamente.

3.2 Construcao de Folheacoes

Folheacoes em variedades podem ser obtidas a partir de folheagoes conhecidas mediante

operacoes geométricas. A seguir listamos algumas dessas construcoes.

e Folheacao Produto: Sejam (M, F) e (N, F’) duas variedades folheadas. Defina em
M x N a folheacao produto F x F’ cujas folhas sdo da forma £ x £ com £ € F e
£ e F'. Se (U ¢) e (V,1) sao cartas folhadas de M e N respectivamente, temos que
(U x V,¢ x 1) é uma carta folhada de M x N.

e Folheacao ”Pull-back™ Sejam ¢ : N — M uma aplicagao suave e F' uma folheagao

de M. Assuma que ¢ é transversal a F', ou seja,
T¢($)M = ¢*TxN + Eqﬁ(;r)a

com FE o subfibrado integravel caracterizando F. Do teorema de Frobenius e do bom
comportamento do "pull-back” ¢* com respeito ao colchete de Lie, temos que ¢, F C
TN, onde

¢"E = {(p,v) €ETN, v € Eyp)},

é integravel e, portanto, define uma folheacao ¢*F em N pelo teorema de Frobenius.
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e Folheacao Quociente: Sejam (M, F') uma variedade folheada e G um grupo de Lie
agindo em forma propria e descontinua em M, de tal forma que a variedade quociente
M/G é Hausdorff. Assuma que a folheagdo F' é invariante pela acdo de G i.e. para
todo g € G temos dg - E = E. Entao a proje¢ao ao quociente m : M — M /G define
uma folheagdo em M /G pelo bom comportamento do ”push-forward” com respeito ao
colchete de Lie. De fato, m. & C T(M/G), onde

mE ={(p,v) e T(M/G), v € m L1}
é um subfibrado integravel e, portanto, define uma folheagao em M/G.

e Folheacao associada & agao de um grupo de Lie: Dizemos que aagao A : GXxM —
M de um grupo de Lie G sobre uma variedade M é folheada se a dimensao do subgrupo
de isotropia GG, é uma funcao constante de x. Neste caso, as componentes conexas
das orbitas da agao sao as folhas da folheacao de M. O subfibrado integravel de
TM é descrito em termos da algebra de Lie g como a imagem do diferencial da acao
dA:gx M —TM.

No caso G = R, uma agao suave em M é chamada de fluro em M. Para tais folheagoes
existe um campo vetorial que nao se anula em M. Um exemplo de fluxo é o dado pela

folheagao de Kronecker.

e Fibrados Folheados: Um fibrado folheado (ver [34]) é um fibrado (P, M,7: P — M)

com uma folheacao F' de P com as seguintes propriedades:

i- As folhas de F' tém a mesma dimensao que M.

ii- As folhas de F sdo transversas as fibras do fibrado.

Eis um exemplo de fibrado folheado. Consideremos um grupo G agindo a direita em
forma propria e descontinua sobre uma variedade M tal que M /G ~ M (por exemplo,
sejam G = w1 (M, z) o primeiro grupo fundamental de M em um ponto base x € M e
M o recobrimento universal). Assumamos também que G age a esquerda sobre uma

variedade F'. Introduzimos o quociente
E=MxgF

obtido do espaco produto M x F pela identificacao (pg, f) ~ (p, gf) para todo p € M, e
todo f € F. Portanto, E ¢ o espaco de orbitas M x F' com respeito a acao de G, sendo
também uma variedade. A projecao pry : M x F — M induz uma projecao 7 : B — M
que define um fibrado sobre M. A folheacao F(prs) de M x F, definida pela submersio
prs : M x F — F, ¢ invariante pela acéo de G e induz em E uma folheacdo quociente

F, que dé a estrutura de fibrado folheado.
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3.3 Holonomia

Nesta se¢ao, vamos dar a defini¢cao de holonomia e estudar algumas das propriedades. Nossa
discussao seguiré os livros de Moerdijk e Mrcun [29] e de Candel e Conlon [6].

Antes de introduzir a holonomia, precisamos discutir o conceito de germe de funcoes.
Sejam M e N duas variedades diferencidveis. Tome x € M ey € N. O germe de uma fungao
de z a y é uma classe de equivaléncia de aplicagoes ¢ : U — V' de uma vizinhanca aberta U
de z a uma vizinhanga aberta V' de y com ¢(z) = y.

Sejam ¢ : U — V e ¢ : U — V' duas aplicagoes. Dizemos que ¢ e ¢’ sdo equivalentes se,
e somente se, existe uma vizinhanga aberta W C U N U’ tal que ¢y = ¢'|w. Denotamos o

germe de f como germ,(f) : (M, z) — (N,y). Observamos que

e Os germes germ,(f) : (M,x) — (N,y) e germ,(g) : (N,y) — (R, 2) podem ser com-
postos germ, (g © flaom(g) : (M, x) — (R, 2).

e Existe o germe identidade germ,(Id) : (M,z) — (M, x).

e Se f ¢ um difeomorfismo local, entdo existe o germe inverso a germ,(f) : (M,z) —
(N,y) que é germ, (f~') : (N,y) — (M,z). Em particular, os germes de difeomorfismos
(M,z) — (M, z) formam um grupo denotado por Dif,(M). Denotamos por Dif} (M)
ao subgrupo de Dif, (M) constituido pelos germes de difeomorfismos que preservam

orientagao em x.

Seja (M, F') uma variedade folhada. Uma wvariedade transversal ¢ uma subvariedade T'
de M tal que, para todo z € T, temos 1,7+ E, = T, M onde E, = T£,. Uma variedade
transversal nao necessariamente intersecta cada folha de F' e, em geral, existe um transversal
sobre cada ponto de M. Seja £ € F' uma folha. Considere pontos x,y € £ e transversais S e
T sobre x e y respectivamente. Para todo caminho v de x para y podemos associar o germe

de difeomorfismos

hol(7) : (T, z) — (S,y),

chamado holonomia do caminho v em £ com respeito as se¢oes transversais S e T'. Passamos a
detalhar a sua construgao. Assuma que existe uma carta folheada (U, ¢) tal que ([0, 1]) C U.
Em particular, os pontos = e y estao sobre a mesma placa em U. Entao had uma vizinhanca
aberta A C U de z em T na qual podemos definir uma aplicacao diferenciavel f : A — §

que satisfaz

e flx)=y, e

e para todo ' € A, o ponto f(z') € S estd na mesma placa, em U, que 2.



SECAO 3.3 ¢« HOLONOMIA 28

Figura 1.

Claramente podemos escolher A suficientemente pequeno para que f seja um difeomorfismo

sobre sua imagem. Definimos entao

hol®7 (7) = germ, (f).

Observamos que esta definicao nao depende da escolha de U, nem de f e nem do caminho
~. Se tivermos um caminho que passa por uma sequéncia de cartas folheadas, podemos
compor as holonomias de cada carta para obter uma holonomia para o caminho. Algumas

propriedades da holonomia sao as seguintes:

i- Sejam v e 7' dois caminhos em £ que unem z e y e y e z respectivamente. Sejam T, S

e R transversais em x,y e z, respectivamente. Entao
hol™ (y'y) = hol™(y) o hol** (),
onde ' denota a concatenacao dos caminhos v e 7.

ii- Sejam 7 e 7 caminhos homotopicos em £ de x a y, e T e S os transversais em x e vy,

respectivamente. Entao
hol®?'(y) = hol®* (/).

Portanto, podemos definir os grupos de holonomia nas classes de homotopia dos cam-

inhos em £ de x a y.

iii- Sejam ~ caminho em £ que une x e y, T" e T" dois transversais em x e¢ S e S’ dois

transversais em y. Entao

hol™™" (7) = hol™*¥(y) o hol*™(7) o hol™"(x),
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onde y e x aqui denotam os caminhos constantes. Neste sentido, a holonomia é inde-

pendente dos transversais.

Destas propriedades basicas decorre que, se T' é um transversal qualquer através de x, entao

existe um homomorfismo de grupos
hol” = hol™" : 7, (£, z) — Dif,(T).

Como Dif,(T') ~Dify(R?) e pela propriedade de independéncia dos transversais, obtemos um

homomorfismo de grupos
hol : (£, x) — Dify(RY),

que é chamado de homomorfismo de holonomia de £. Em particular, a imagem Hol(£, x) de
hol é chamada de grupo de holonomia de £. Dizemos que dois caminhos 7 e 4" tém o mesmo
grupo de holonomia se hol(yy™!) = 1. Esta ¢ uma relacio de equivaléncia definida nas
classes de homotopias de caminhos de £ de z a y. A classe de equivaléncia 7y, com respeito
a esta relacao, recebe o nome de classe de holonomia.

Tomando o diferencial no 0 de um germe de difeomorfismo, obtemos o homomorfismo de
grupos dy :Dify(R?) — Gl(q,R). O homomorfismo linear de holonomia de £ é definido pela
composicao

dhol = dy o hol : m (£, 2) — Gl(q,R).

Sua imagem recebe o nome de grupo linear de holonomia de £, e é denotada por dHol(£, z).

Os grupos de holonomia sao muito importantes no estudo das folheagoes, mas nesta tese
nao vamos nos aprofundar mais no topico. Indicamo ainda um resultado importante devido

a Thurston (ver, por exemplo, o livro de Candel [5] para uma prova).

Teorema 14. Seja F' uma folheacao de codimensao q em uma variedade M com uma folha

compacta £. Entao uma das sequintes afirmacoes acontece
i- O grupo linear de holonomia de £ é nao trivial, ou
- A cohomologia de De-Rham H}n(L) € nao trivial, ou

ii- O grupo de holonomia de £ € trivial, e existe uma vizinhanga aberta e saturada de £

em M e um difeomorfismo

V~ 2 xR?

onde as folhas de V' se correspondem com as fibras da projecao £ x R? — R4,

Para esclarecer o item (iii), dizemos que um conjunto V' € saturado se ele for unido de
folhas, isto é, V = UaerLa.
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Exemplo:
1- Se a folha £ é simplesmente conexa, entao o grupo de holonomia é trivial.

2- Para uma folha de uma folheagao do tipo F'(¢), definida por uma submersao ¢ : M —

N, o grupo de holonomia de £ é trivial.

3- A folheacao de Reeb do toro soélido possui todas folhas simplesmente conexas com
excecao da folha do bordo T?. E facil ver que a definicio de holonomia faz sentido para
uma folha no bordo, exceto quando o transversal é difeomorfo ao intervalo [0, 00). Se «
e [ sao os geradores do grupo fundamental do toro, temos que hol(a) = 1, mas hol(/3)
¢ um germe de 0 a 0 de um difeomorfismo f : [0,00) — [0,00) com f(t) < t para todo
t>0.

4- A folheacao de Reeb de S® tem uma folha compacta T? e o grupo de holonomia para
esta ¢ Z @ Z. Para «, (§ como acima, hol(a) e hol(3) sdo germes de difeomorfismos
g,h: R — R tais que g(t) <tset<0eg(t)=tset>0eh(t)=tset<0eh(t) <t
se t > 0. |

3.4 Folheacoes Riemannianas

O conceito de folheagbes riemannianas foi introduzido por Reinhart [35] e explorado por
diversos autores (por exemplo, Tondeur [38] e Molino [30]). Denotamos por (M, F) uma
variedade folheada de codimensao g. Uma métrica transversal em M é uma forma bilinear

g+ em M semidefinida positiva que satisfaz
e ker(g>) = E, onde E & o subfibrado que caracteriza F, e
e Lxgt =0 para todo X € F, onde

LXQL(Y7 Z) = XgL<Y7 Z) - gL([X7 YLZ) - gL(Yu [Xa Z])

A segunda condicdo implica que g+ ¢é invariante pelo grupo de holonomia, pois garante que
g+ nao muda ao longo dos caminhos que estao na folha. Dizemos que uma folheacao F

munida com uma métrica transversal é uma folheacao riemanniana.

Exemplo: Assuma que os cociclos de Haefliger sao isometrias de R? munido com uma
estrutura riemanniana qualquer i (ndo necessariamente com curvatura nula). Seja {Uj,s; :
U, — R?} o atlas folheado que gera os cociclos v;; @ s;(U; N U;) — s;(U; N Uj). Defina
localmente a métrica transversal g* pela formula g*|y, = s;h. Agora, pelo fato dos ~;; serem
isometrias, podemos colar as métricas locais para formar uma métrica transversal global. B

Observamos que, se T' é uma variedade transversal em (M, F), entdao g*|r é uma métrica

riemanniana para 1’ e, portanto, 7' tem uma estrutura riemanniana.
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Quando (M, g) for uma variedade riemanniana tal que ¢ induz uma métrica transversal
em E*, dizemos que ¢ é uma métrica tipo fibrado.

A geometria transversal de F' ¢ modelada por E+. Uma ferramenta fundamental no seu
estudo é a conexao de Bott V. Para defini-la, considere (M, F, g) uma variedade riemaniana
folheada, isto é, uma variedade riemanniana que admite uma folheagdo F' (nio confundir com
folheagao riemanniana). Entdao M admite uma conexao de Levi-Civita que denotamos por
VM. Considere a projecao ortogonal 7+ : TM — E. Definimos paratodoY € Ete X € TM
a conexao

7 [X,Y]se X € E
vBY —
7(V¥Y)se X € B+

Em geral, V# nao é compativel com a métrica. De fato, um resultado nessa direcio é o

seguinte lema, cuja prova pode ser consultada no livro de Tondeur [38, pg. 53].

Lema 2. Seja (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada. Entao g é uma métrica tipo

fibrado se, e somente se, VP é compativel com a métrica em E+ induzida por g

E facil ver que a conexdao V¥ tem curvatura nula na direcao de E, isto ¢, R(X, X’ ) =20
para X, X’ € E. Isto esta relacionado com a topologia das variedades folhadas como foi

mostrado por Bott (ver [4, cap. 6] ).

Teorema 15. Seja E C T'M um subfibrado integravel de codimensao q. Entao as classes de
Potrjagin Pont*(E+) sio 0 para k > 2q.

Passamos ao estudo das variedades riemannianas folheadas. Vamos ver as folhas de F
geometricamente imersas em M. Relembraremos conceitos proprios da teoria de imersoes,
os quais serao utilizados no nosso trabalho. Considere entao (M, F,g) uma variedade rie-
manniana folheada com conexao de Levi-Civita VM e projecoes ortogonais 7 : TM — E e

7t : TM — E*. Definimos a sequnda forma fundamental W : E x E — E+ pela formula
W(X,Y) =a-(VYY).

Se W = 0, dizemos que a folheacao ¢é totalmente geodésica. Este tdltimo fato nao é uma
definicao mas um teorema. Na verdade, uma folheacao F' é totalmente geodésica se todas as
folhas sao sub-variedades totalmente geodésicas.

O campo vetorial curvatura média da folheacao é o campo K definido pelo traco em F
da segunda forma fundamental mais precisamente K =TrgW. Se K for 0 entao as folhas
da folheagao sao variedades minimas (ver o livro de Kobayashi e Nomizu [26]). Uma tal

folheacao é dita harmonica.
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3.5 Medidas em Folheacoes

O estudo das medidas em espagos folheados tem como objetivo obter propriedades qual-
itativas sobre as folheacoes. As primeiras medidas a serem estudadas foram as medidas
transversais, mas elas possuem a desvantagem de nem sempre existirem. Em [17], Lucy Gar-
nett introduziu o conceito de medidas harmonicas. Estas medidas sao medidas invariantes
para uma difusdo (isto sera visto claramente em breve) a qual Garnett chamou movimento
browniano em folheacoes. A vantagem das medidas harmonicas, com respeito as medidas
transversais, reside no fato de sempre existirem (no caso da variedade ser compacta). Nesta
se¢ao, vamos dar as defini¢goes basicas e alguns resultados importantes.

Dizemos que uma folheagao tem uma medida invariante por holonomia se o grupo de
holonomia tem uma medida invariante nao trivial que é finita em conjuntos transversais
compactos. Se p é uma medida invariante por holonomia, temos que seu suporte é o conjunto
de pontos z € M com a seguinte propriedade: para todo transversal T em z, u(7) > 0. O
suporte da medida é uma uniao das folhas de F', isto é, um conjunto saturado de M. Quando
F' é transversalmente orientada, uma medida invariante determina uma classe de homologia.
E possivel dar uma expressao explicita para esta classe em termos da carta folheada (ver,

por exemplo, o trabalho de Plante [34] e suas referéncias).

Exemplo: Se (M, F, g) ¢ uma variedade riemanniana folheada com F transversalmente orien-
tével, podemos definir naturalmente uma forma y*. Seja {F, ..., F,} uma base ortonormal
de E*. Defina, localmente, xy*~ como a g-forma que avaliada em um conjunto arbitrario
Yi,...,Y, € TM é dada pela expressao

X (Y1, Yy) = det[g(Y, By)yg)-
A forma y* satisfaz, para Y € E, a expressao (ver o livro de Tondeur [38, pg. 70] )
Lyx* = —g(r,Y)x",

onde
n
KZW(Z VE].EJ).
J=p+1
Conseqiientemente, se x = 0 temos que y* é uma medida invariante por holonomia.

As medidas harmonicas sao medidas invariantes pelo semigrupo gerado pelo movimento
browniano folheado (detalhes serdo mostrados adiante). Eis a idéia da construgao: Cada folha
£ € F admite uma métrica riemanniana, tendo portanto um Laplaciano Ag. A "uniao"desses
operadores da origem a um operador de segunda ordem A em M. Este operador gera uma
difusao em M que possui uma medida invariante p. Esta medida é a medida harménica.
Portanto, uma medida g é harmonica se, e somente se, para toda funcao f € C*(M) temos
que [Afp = 0. O seguinte teorema é um dos resultados mais importantes em medidas

harmonicas e foi obtido por Garnett em [17].
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Teorema 16. i- Toda variedade riemanniana folheada e compacta sempre admite medi-

das harmonicas.

11- Toda func¢ao boreliana limitada f que € harmoénica em cada folha deve ser constante

em quase toda folha, relativa a uma medida harmoénica finita em M.

1i- Uma medida o € harménica se, e somente se, localmente se desintegra como uma soma
de medidas nas folhas, as quais sao produto de uma func¢ao harménica positiva na folha

pela medida de Lebesque da folha.

Também em [17] foi introduzido o conceito de medida ergddica (estas medidas sdo medidas
harmonicas que, para todo conjunto saturado U, satisfaz em p(U)u(U¢) = 0) e foi provado
um teorema ergodico e um teorema de decomposicao para as medidas harmonicas em medidas

ergddicas. No presente trabalho, nao vamos, contudo, entrar em detalhes neste assunto.



CAPITULO 4

OPERADORES EM FOLHEACOES

Os conceitos basicos do célculo estocastico, como martingale e movimento browniano, re-
querem a defini¢ao prévia de alguns operadores geométricos, como o hessiano e o laplaciano,
além do estudo das suas propriedades. Portanto, no contexto dos espagos folheados, pre-
cisamos de definicoes equivalentes. E esse o objetivo central deste capitulo: introduzir para
uma folheacao os operadores gradiente, hessiano, divergente e laplaciano em forma global,
para dar uma base ao calculo estocastico em folheacoes. Para isto, consideraremos uma fol-
heagdo F' em uma variedade riemanniana (M, g) como um subfibrado integravel £ do fibrado
tangente T'M. Em geral, ao longo do capitulo, a variedade riemanniana considerada nao
precisa ser compacta.

Os pontos principais deste capitulo sao a Definicao 2, os Lemas 5, 6, 7 ¢ 8, o Corolario
1 e os Teoremas 17 e 18. O ponto de vista adotado ¢ um ponto de vista global, no sentido
que os operadores sao globais. Na ultima secao, aplicamos todo o formalismo desenvolvido
em um trabalho de Gromov [20].

4.1 Operadores Folheados

Ao longo do capitulo, consideraremos uma variedade riemanniana folheada (M, F, g), onde
a folheagao F' herda a métrica de M (ou seja, cada folha estd geometricamente imersa em
M, com dim(M) = n e dim(F) = p) bem como uma conexao V compativel com g. Escol-
hemos descrever a folheacao F' como um subfibrado integréavel £ do fibrado tangente T'M
e, baseados no teorema de Frobenius, usaremos indistintamente os termos integrabilidade e
involutibilidade para o fibrado E. Denotamos por 7 : TM — E a projecao ortogonal em FE.

Com esta notagao, é facil ver que métrica g se escreve da seguinte forma
g:gE—f_gLv onde gE(va) :g<7TU,7Tw) e gL(an) :g((l—w)v,(l—w)w)

35
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para todos v e w vetores em T, M.

Observagao: Se a variedade M for compacta, temos que, toda métrica sobre F, isto é,
uma forma bilinear g de T'M que é definida positiva quando restrita a F, pode ser estendida
numa métrica g de TM, com g = § e g- como acima dada em funcao de qualquer métrica
g definida em M.

Definimos em E a conexao V¥, induzida por V, e descrita para todo X € TM e todo

campo Y em FE pela expressao
VEY = nVxY.

Lema 3. Seja V uma conexdo compativel com a métrica g. Entdao V¥ é compativel com a

métrica gg, isto €, para todo Y em TM e campos X e Z em E, vale que
Ygu(X,Z) = gu(VEX,Z) + gu(X,VEZ).

Quando ¥V for a conexdo de Levi-Civita em M, V¥ se restringe naturalmente a conexdo de

Levi-Cwita associada a métrica gg sobre cada L € F.

Demonstragao: Claramente V¥ é uma conexdo em E pois V é conexdao em M. Seja
X e€TMeY, Z campos em E. Resulta

Xgp(Y,2) = Xyg(Y.Z)
= 9(VxY,2)+g(Y,VxZ)
= g(rVxY,Z)+g(Y, 7V xZ)
= gu(VRY,Z) + gu(Y, V5 Z).

Logo, a conexao é compativel com a métrica. Se X, Y, Z sao campos vetoriais em FE, segue

que
VEY —VEX =7(VxY — VyX) =7[X,Y] = [X,Y].

Conseqilientemente, quando nos restringimos a uma folha de F, a conexao induzida é a

conexao de Levi-Civita. [ |

Observagao: Quando V é a conexao de Levi-Civita, V¥|p : E x E — E depende somente
da parte gg da métrica. De agora em diante, nao faremos distin¢ao entre g e gg a menos que

seja necessario.

Definigao 1. Dizemos que uma curva v : [0,T] — M € uma geodésica folheada se 4, € E.,
e V,’f% =0 para todo t € [0, T].

t

Lema 4. Para cada ponto m € M e vetor v € T,,M, existem ¢ > 0 e uma unica geodésica

folheada ~ : (—€,€) — M com vy =m €59 =v
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Demonstracao: Seja (U, (z1,...%p,y1,...,Y,)) uma carta folheada tal que m € U. Se Ffj
sao os simbolos de Christoeffels de VZ em U, entdo a geodésica v deve ser a solucao do
sistema
d? d ;d
) Fk_ {—y; = Oa k= 1a s Py
dt2,}/t + 1) dt’yt dt,Yt p
d
— =0, k= 1,...,n
d k k
— = v, k=1,....n
dt|,_, Ve
Yo = M.

Logo, o resultado segue da aplicacao dos teoremas de existéncia e unicidade de equacoes

diferenciais ordinarias. [ |

Observagao: As geodésicas folheadas sao geodésicas das folhas com respeito a métrica

induzida.

Como no caso das geodésicas em variedades, as geodésicas folheadas satisfazem a pro-
priedade de homogeneidade, isto é, se y(t, m, av) é a geodésica que satisfaz v(0, m,av) = m e
4(0,m,av) = av com a € R e v € E, entao y(t, m,av) = y(at,m,v). Isto nos permite definir

a exponencial folheada como a aplicacao exp? : U C E — M dada por
exp’ (m,v) = v(1,m,v).

No trabalho de Lucy Garnett [17], o operador laplaciano em folheagoes é descrito em

forma geral como o operador Ag tal que

Apf(z) = AL, f(z),

onde Ay ¢ o laplaciano da folha L, € F' que passa por z. No6s propomos uma nova defini¢ao
que permite uma expressao dos operadores na forma de Hormander e que esta baseada
puramente na involutibilidade do subfibrado F, pois a definigao anterior, no nosso contexto,

nao é conveniente.

Defini¢ao 2. Sejam f € C*(M), V a conexdo riemanniana, X, Y campos vetoriais em E

enw:TM — E a projegcao ortogonal. Definimos os sequintes operadores em FE
a) gradg f =7V [,
b) divg Y = Trgg(VEY,.), onde Trg denota o trago em E,
c) Hessp(f)(X,Y) = XY (f) - VXY,

d) Apf = divg(gradg f) = TrgHessgf.
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Seja {X1,...,X,} uma base ortonormal de E. E simples verificar que podemos, local-

mente, descrever estes operadores pelas seguintes expressoes:
a) gradg f =37 (Xif) Xi,
b) dive Y =321, (9(VEY. X)),
c) Agf=>" Hessgf(X;, X;).
Observacgoes
1- Na definicao do operador Hessg, a conexao V pode ser qualquer conexao sem torsao.

2- Para uma conexao sem torsao V, se Hess,; denota o operador hessiano em M induzido

por V, temos a seguinte identidade

Hess f(X,)Y) = XY f—-VxYf
= XYf-VEYf+VEYf—-VxYf
= Hessgf(X,Y)-W(X,Y)f, (4.1)

onde W : E x E — E+ é a segunda forma fundamental da folheacao definida por
W(X,Y)=VxY —aVyxY.
Desta formula segue, para o caso de V ser a conexao riemanniana, que
Agpf =TrgHess) f + K, (4.2)
com K o vetor curvatura media definido por

K:TTEW

3- E claro que quando V ¢é a conexéo riemanniana temos, pela desigualdade de Cauchy-

Schwartz, que

p 2
(Apf) = ) g(VEgradgf, X;)

=1

P
< pY_g(Vigradgf, V¥ gradyf) := p||[Hessg f||*.

i=1

4- Por causa do Lema 3, quando nos restringimos a uma folha L € F, os operadores
grady, divg e consequentemente Ag sao o gradiente, o divergente e o laplaciano em L

com respeito a métrica restrita.
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A seguir, estudamos algumas propriedades destes operadores. Em particular examinamos
a relativa ao produto de fungoes. Veremos que o comportamento do hessiano e do laplaciano

folheados é similar aos operadores hessiano e laplaciano candnicos.
Lema 5. Sejam f, h fung¢oes em C°(M). Entao

Hessp(fh) = hHessgf + fHessph + dh|g @ df|g + df | ® dh|Eg.
Demonstragao: Sejam f, h fungoes em C*(M) e X, Y dois campos vetoriais em E. Temos

Hessp(fh)(X,Y) = Hess(fh)(X,Y)+W(Y)X(fh)
= hHessf(X,Y) + fHessh(X,Y) + XhY f +2X fYh
FRW(YV)Xf + fW(Y)Xh
= hHessgf(X,Y) + hHessgf(X,Y)
+dh|p @ df |p(X,Y) +df|g ® dh|p(X,Y).

Corolario 1. Sejam f,h : M — R fungoes C? na diregio da folha. A sequinte identidade

vale

Ag(fh) = fAgh+ hAgf +2g(gradgf, gradgh).

Demonstragao: Somente precisamos provar que Trg(df|p ® dh|g) = g(gradgf, gradgh).

Seja {X71,...,X,} uma base ortonormal de E. Logo,

ixihxifg

l:pl )

= Z Xif Zg(Xi>Xj)th
( J

p
= Y XihX;fg(Xi, X;) = g(grad, f, grad gh).
i\j
|
Rumler, em [37], introduziu uma classe caracteristica para folheagoes da seguinte forma:
Se (M, F,g) ¢ uma variedade riemanniana folheada com F' orientada define-se a forma
caracteristica x de F' como a p-forma que, ao ser avaliada em um conjunto arbitrério
Yi,...,Y, € T'M, ¢ dada localmente por

x(Y1,...,Yy) = det[g(Y;, Ej)i;],

onde {Ey, ..., E,} ¢ uma base ortonormal de E. Esta p—forma diferencial, quando restrita
a uma folha, é a forma volume da mesma. O seguinte Lema é interessante, pois permitira

usar o teorema de Stokes nas folheacoes.
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Lema 6. Seja Y um campo vetorial em E. Entao

dZUE(Y)X - LY X
onde Ly € a derivada de Lie.

Demonstracao: Sejam £}, ..., E, campos vetoriais em F constituindo uma base ortonormal
de E. Entao

p
Lyx(Ey,...,E,) = Y(x(B\,...,E,)) =Y X(E\,...,LyEj,...,E,)
j=1
p
= 0+ x(By,...,VLY,. ... E,)
j=1

p
= Y g(VEY.E)X(Br,....E,) = divg(Y)X(E1,. .., E,).

j=1

Na segunda igualdade, usamos que gg(Ly E;, E;) = —gE(ngY, E;). [ |

Se F for transversalmente orientada, podemos definir (ver o livro de Tondeur [38]) uma
forma transversal y'. Localmente, esta forma pode ser descrita por meio de uma base
ortonormal {E,;1,...,E,} de E* como a forma que, avaliada em um conjunto arbitrario
Yi,...,Y,—, € TM, é dada por

x(Y1, .. ,Yy) = det[g(Y3, Ej)iz)-
Nos a achamos interessante pela seguinte propriedade.

Lema 7. A forma x* satisfaz
dx*t = —k+ Axt, (4.3)

onde k+ = g(k,-) e
J=p+1
Demonstragao: Sejam {E,1, ..., E,} uma base ortonormal de E+ e Y € T'M. Observamos
que dx* € E* A (AJ(E+)*). Caso Y € E*, obviamente temos que dx*(Y, Epi1,. .., E,) = 0.
Por outro lado, se Y € E| entao
inJ_ =0.
Logo, da férmula de Cartan, constatamos

dx (Y, Epi1,. s By) = Lyx (Epa,...,En)

n

= YO (Bt En) = Y X(Bpp, - Ly Ej, . Ey)

Jj=p+1

= 0— Z g([Y7 Ej]7Ej) =g <Y7 Z VE]-EJ'>7

Jj=p+1 Jj=p+1
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tendo sido utilizado que
1
9([Y, Ej], Ej) = §Y9(Ej> E;) = (VY Ej) = g(Y, Vg, Ej).

Assim, para todo Y € T'M, temos

n

A (Y, By, En) = > g(YV,7Vg Ey) = g(Y, k).

Jj=p+1
O resultado segue por linearidade. |

Observacgao: Se (M, F, g) é uma variedade riemanniana folheada com F orientada e transver-

salmente orientada, entao p, = x A x* (ver Tondeur [38, pg. 73 ).

Observagao: O vetor k pode, alternativamente, ser definido como o campo vetorial em F

que satisfaz para todo X € F
g(k, X) =divg(X) — div(X),
ou como o traco em £+ da forma bilinear b com valores em F, definida por
b(V,W) =nVyW.

Observamos que, quando a variedade for transversalmente orientada, todas defini¢oes coin-
cidem. A forma k*+ desempenha um papel importante quando a folheacdo é de codimensao

1 como mostra o seguinte teorema’.

Teorema 17. Seja (M, F,g) uma variedade riemanniana folheada F de codimensao 1 que
transversalmente ¢ C? e folhas C*®. Assuma que o fibrado normal E+ € orientado. Entdo
[kt A (dk1)) € HoE (M) € a classe de Godbillon-Vey.

Demonstragao: A orientacao transversal de M e o teorema de Frobenius garantem a ex-
isténcia de uma orientacao w e de uma 1-forma « tal que dw = a Aw. Logo a A da é a classe
de Godbillon-Vey. Por outro lado, se F' ¢ transversalmente orientada, entdo temos que x*
estd bem definida e y'|r = 0. Conseqiientemente, existe uma funcao f tal que w = fy*.
Entao

aAw=dw=d(fx") = (dIn(f) — k") Aw,

e a e k* definem a mesma classe de Godbillon-Vey. |

Seja E+ o subfibrado de TM ortogonal a E. No espirito do trabalho de Bergery e

Bourguignon [3], provaremos uma decomposi¢ao para o laplaciano na variedade em termos

'Este Teorema é um cléssico (ver o artigo de Reinhart e Wood [36]), mas foi obtido em forma independente
pelo autor em um intento de relacionar a classe de Godbillon-Vey e as medidas harmoénicas por meio do vetor

K.
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de outros operadores. Sejam p € M, (U,¢) uma carta folheada sobre p e f : M — R
uma funcao. Seja Xi,...,X,, Y, ..., Y, uma base ortonormal de TU adaptada, ou seja,
Xi,...,X, € EeY),...,Y, € EL. Por defini¢io temos que

q
Anf(p) = Aef(p) — Kf(p) + (Z V- VYJ-YJ) f().
j=1
Definimos o operador A como sendo

q
A=K+ Y7 =V

j=1

onde claramente V é a conexao riemanniana em M. No seguinte lema, vamos relacionar o
operador A, ou parte dele, com o operador A, (chamado de laplaciano bdsico no livro de
Tondeur [38]) dado por

Apf == ((d—EN)*(df ANx)AX),

onde k = g(K,-) e * denota o operador de Hodge.

Lema 8. A sequinte decomposicio vale
AM = (AE - H) + Ab'

Demonstragao: Por definicao iyx = 0 para todo Z € E+. Definimos, neste caso, a classe

caracteristica transversal como o dual de Hodge

(Vi V) = ) (VL V).

Na verdade, como a variedade é orientada, esta definicao de y* é equivalente & dada an-
teriormente. O operador de Hodge, porém torna mais faceis os aspecto computacionais da

demonstragao. Observamos que izx>~ = 0 para todo Z € E e que p, = x* A x. Portanto
’ivaJ‘ = *(df A\ X) (&
dz'vfxL = LWLVfXL — laiydXF,

onde 7+ : TM — E* ¢ a projecio ortogonal. Pela formula (4.3) temos que
Z'ﬂ.J_VdeL = ktA i,erfXL
= kT Nigsx©
Assim, por um lado, vale
x(df NX)ANx = (LWJ_VfXJ_> Ax —EkEA z'vfxL A X

Loty — X A (Latvsx)
Levyrpg + K(f)ig,
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observe que no tltimo passo acima usamos a formula de Rumler (ver 38, pg. 66])
Lzx|e + k(Z)x|p =0, VZ e E.

Por outro lado, ocorre
EA*(df Ax) =k Nigpxt = K(f)x™ .

Logo, Apf = L, 1gspy = div(m=V f). No entanto

div(m*Vf) = > g(Vx,m VLX) + ) g(Vym VLY
i=1

j=1
q

= —Kf+ (Zyjz—vym) f+5f,
i=1

donde segue o resultado. ]

A conexao V¥ é uma conexao no fibrado vetorial E e, portanto, tem associada um tensor

curvatura R” definido por
RE(V,U) =V{VG = VEVE = Vi, (4.4)

Uma conseqiiéncia do Lema 3 é que este tensor, quando restrito a uma folha, é o tensor
curvatura da folha. Com isso em mente, definimos o tensor de Ricci folheado RicF (u,v)
como o trago em E do operador X — RF(u, X)v.

Estes operadores permitem obter uma versao da féormula de Bochner-Weitzembock para

folheagoes.

Teorema 18. Para toda f € C*°(M), a sequinte igualdade vale

1 .
58u(llgrads fII°) = glgradgApf, gradpf) + ||Hessp f|* + Ric®(gradg f, grady f).

Demonstracao: Sejam Y e Z campos em M. Em particular se Y, Z estao em E, entao

YZf 9(Vigradpf, Z) + g(gradp f, Vi Z), e
ZYf = g(Vigradgf,Y) + g(grad,f, V5Y),

= g(Vf‘;gradEf, Z) — g(V?gradEf, Y)+[Y, Z]f.

Em outros termos,

g(le/'gradEfv Z) = g(vggradEf7 Y)
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Desta tltima expressao temos que, para todo X em FE, a seguinte identidade vale

1
EXg(gradEfa gradp f) = g(VgEradEfgradEf, X).

Portanto,
1
gradEEg(gradEf, gradp f) = VgEradEfgradEf.
Se tomamos uma base ortonormal {E, ..., E,} de E, temos, entao, que
1 .
§AE||gradEf|| = leE(VgEradEfgradEf)
p
= Z g(ngvgadEfgradEf, E;)
j=1
p
= Ric®(gradg f,gradpf) + Y 9(Viaa,;Vi,eradpf, Ej)

j=1
+g<v[EgradEf,Ej]gradEf7 EJ)

p
= Ric”(gradpf, gradpf) + Y eradpfg(VE grady f, E;)

j=1

+9(v§j gradp f, Vg, gradg f)
= Ric"(gradpf, gradpf) + g(gradpAp f, gradpf) + |[Hessp f|[*.

4.2 Aplicacoes Harmonicas Folheadas

Continuamos agora com o estudo de aplicacoes entre variedade folheadas. Em particular,
estudaremos aquelas aplicagoes que preservam as folheagoes. O objetivo principal desta
se¢ao é mostrar mais uma aplicacao do formalismo introduzido acima detalhando as contas

do artigo de Gromov [20] desde nosso ponto de vista.

Definigao 3. Sejam (M, F,g) e (N, F', h) duas variedades riemannianas folheadas e seja
¢ : M — N uma aplicacao diferencidvel. Dizemos que ¢ € uma aplicacao folheada se, e
somente se, ¢, FE C E', onde E e E' sao os subfibrados integrdveis que caracterizam F e F’,

respectivamente.

Sejam M e N duas variedades riemannianas com conexdes sem torsao VM e V. Defin-

imos a segunda forma fundamental de ¢ colocando
Bo(X,Y) =V 6. X — ¢, VY X,

para todo X, Y € T'M. No contexto das variedades folheadas, é 1til considerar a segunda
forma fundamental 6~¢ de uma aplicacao folheada ¢ : M — N em cada folha. Mais precisa-

mente, se ¢|; : L — L' para L € F e L' € K, é til considerar a segunda forma fundamental
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de ¢|r. Nesse sentido, definimos B¢> globalmente em M por
Gs(X,Y) = VEyd.X — 6.VX,

para todo X, Y € F.

Quando VM e V¥ sao as conexoes de Levi-Civita de M e N respectivamente, o traco em
E de @ é chamado de tensao folheada 7, = Tr E@. Dizemos que uma aplicagao ¢ : (M, F) —
(N, F') & harmonica folheada se 75 = 0. O estudo de aplicagdes harmonicas folheadas aqui
considerado ¢é o feito por Gromov em [20]. Nesta se¢ao, nosso objetivo é utilizar o ponto de
vista proposto na presente tese para detalhar em termos computacionais o estudo de Gromov.

Sejam (M, F,g) e (N, F’, h) duas variedades riemannianas folheadas, sem bordo, orien-
tadas e transversalmente orientadas. Considere em M e N conexdes sem torsao VM, VV e
as conexoes induzidas VZ, VZ'. Seja ¢, FE C E' o fibrado "pull-back” sobre M e a conexao
"pull-back” V¢ dada por

V5oV = VE 0.V,

para todo X em T'M e, em particular, para todo X € E. Defina também a conexao candnica
V no fibrado E* ® ¢ por

VxweV)=(VEuaV)+ (we ViV).

Definicao 4. Seja ¢ : M — N uma aplicagao folheada. Uma deformagao folheada é uma
aplicagao diferencidvel ¢ : (—€,€) x M — N tal que ¢(0,-) = ¢ e, para cada ponto x em M
fixo, ¢y(x) € F'..

Observe que ,se ¢, é uma deformagao folheada e V' é uma campo vetorial em F, em toda

carta folheada (z,,ys) sobre ¢(z) temos que y*(¢;) = y*(¢p). Assim
PV (ya) = V(9f) = V(6%) = 0,
pois V estd em E. Entao ¢,V € E'.

Exemplo: Seja V um campo de E’ ao longo de uma aplicacdo ¢ : M — N, isto ¢é, se

7' E' — N ¢é a projegao, entao iV = ¢y. A aplicagdo ¢ : M x [0,7] — N definida por
¢(m,t) = exp’ (t V(¢o(m)))
é uma deformagao folheada de ¢. ]
Seja ¢ uma aplicacao folheada. Entao ¢, € E* ® ¢, FE e
Vi, 0:(Xi) = V5 6.X; — 6. VY Xi = By(X;, X;).

Definimos, neste contexto, o operador energia como sendo

&) =5 [ (Tohp

onde p = x X v para v uma medida transversal e invariante por holonomia.
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Proposigao 3. Sejam (M, F,g) e (N,F',h) duas variedades riemannianas folheadas, sem
bordo, orientadas e transversalmente orientadas. Assuma M compacta. Consideremos uma
aplicagao folheada ¢o : (M, F,g) — (N, F', h) e uma deformagao folheada ¢y de ¢, entao

%5(@) =Vo,6,E () = — /M h <%¢t’¢t> "

Demonstragao: Consideramos a deformacgao folheada ¢; de ¢y e escrevemos
O(t,x) = ¢y(x) : (—€,€) x M — N.

Sejam {Xj,...,X,} uma base ortonormal de E e ' : TN — E’ a projecao ortogonal
sobre o subfibrado integravel que define F’. Observamos que @, € (R x TM*) @ TN pode
ser restringida a ®, € (R x £*) ® E'. Definimos em ®,(R x E) — (—¢,¢) x M a conexdo
"pull-back”, V?, induzida por ® e definimos sobre R x E — (—¢,¢) x M a conexao produto

padrdo, V. Com estas duas conexdes obtemos, por definicdo, que

@(&,Xj)@*(at, Xz) = vg;(at’Xj)Qs* (at, XZ> — ¢*v(3t,Xj)(at7 Xz)
= Vgi(at,Xj)(b*(ah X?,) - ®* (07 V)E(]Xl)

Uma vez que a conexao em N ¢é sem torsao e [(0;,0), (0, X;)] = 0 para todo 0 < ¢ < p resulta

v(ao (O,Xi) = Vcb (8,0 (OX)
= WVg*(at,O)qD*(OaXi)
= 7'V 0x)®:(8:,0) + 7'2.[(0:,0), (0, X;)]
=V 0x)®-(0,0), (45)

tendo sido utilizado que ¢; ¢ uma deformacao folheada. De forma similar, podemos ver que

Por outro lado, a métrica h define uma métrica no fibrado ¢, F de forma candnica. Con-
siderando @, € (R x TM*)® TN e utilizando o seguinte resultado (ver livro de Urakawa [39,

pag. 128|)
p
) dt Z h(® ®.(0,X;)) = Z h(Vg*(at,o)‘b* (0, X:), .(0, X3)),
i=1
temos, pelo fato da ¢; ser uma deformacao folheada, que
1d <& - o
— 3 h(®.(0,X;), 8.0, X;)) = Z h(V g, (0,0 P«(0, X3), ©.(0, X;))
i=1 i

= Zh V0 @0, X;), ©.(0, X;))
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Por outro lado, ¢ possivel ver que (ver livro de Urakawa |39, pag. 127])
(07 Xl)h(q)*(atv 0)7 (I)*<07 Xl)) = h(vg*(O,Xi)q)*(atv 0)7 (I)*<O7 Xl))
—|—h((I)* (8t7 O)a Vg*(O,Xi)q)*(Ov Xl))
Assim, utilizando que ¢; é deformacao folheada, vemos que

(07 Xz)h(q)*(ata 0)7 P, (07 XZ)) = h(v(o X;) *(8157 0)7 P, (07 Xl))
+h(®,(Dy, 0), V{ x,) P+ (0, X;))
Definimos Z; € E pela equacao
9<Zta X) = h((P*(at? 0)7 (D*(07 X))v

para um campo X € FE arbitrario. Utilizando as identidades obtidas acima, temos que

2dt2h 3,(0,X;)) = Zh V0240, X;), ®.(0, X;))

= Zhv(OX atv )7 (Ole))

_ i(O,Xi)h(CD*(@t,O),‘I)*(O,Xi))

- Z(o,xi)h(cb*(at,o),<I>*(0,X¢))

~h (@.(9,,0),d2(0, V% X))
—h (<I>*(3t, 0), V0.x)®-(0, Xi))

p
= > Xig(Z, X;) = 9(Z,, VX))
=1
—h (9.(21,0). Viox) @-(0. X))
= leE(Zt <¢t7 Zﬂ(ﬁt XMX ))
Pelo teorema de Stokes [,, divep(X)u = 0. Ja por definigao, 7y, = > 0, By (X, X5). [

Proposicao 4. Sejam (M, F, g) e (N, F', h) duas variedades folheadas sem bordo, que sao ori-
entdveis e transversalmente orientdveis. Assuma M compacta. Consideremos ¢ : (M, F,g) —

(N, F', h) um aplicagdo folheada e uma deformagao folheada ¢y s de ¢, entdo

d2 E/ d¢s,t E' d¢s,t
d dt (¢3t) - /];4 h (v¢5,t*Xi77 v(bs,t*Xi d /Jj

4 d s,t d s,t
—/]'Mh<RE ( ¢ 7¢st* ) ¢ 7¢St* ) _/]Mh(v¢st asdt(bShT(ﬁst) M,
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onde Ty, , € a tensao folheada de ¢s,.

Demonstracao: Consideremos uma deformagao folheada ¢, s de ¢ e escrevamos (¢, s,z) =
drs(z) : (—€,€)> x M — N. Escolhemos uma base ortonormal {X1,...,X,} de E. Como
anteriormente observamos que @, € (R x £*) ® E’. Consideremos em (—¢, €) X M a conexao

"pull-back” V? induzida por ®. Utilizando (4.5), observamos que

r dtzh 2.(0.X) = Zh (Vi,0)®:(0, X). Vi, 2.0, X))
+Zh (V.0 V00, X,), 2,(0,X;))
= Zh ©,(0,,0), V{ x,)+(0s,0))
+Zh V.00 V0 @:(0, X:), ®.(0, X;)).  (4.6)

Temos ainda que

V0.0 Vo @0, X)) = Vi, 0 Viox,) (0 0)
= R¢(<07X1>7(8870)>q)*(8t70) +v V(a O)q) (8t70> (47)

Onde

R@((O,Xi),(85,0))<I>*(8t,0) = V( V(OX)(I) (0:,0) _V X)v(a o)q) (0;,0)
~V{(0.,0),(0,x.) @+ (4, 0)
= Vi .0V 0x)P:(01,0) = VE 0 x VE (5,000, 0)
= RF(®.(0,X,), ®.(0s,0))®.(3;,0)
= —RY(9,(8,,0),.(0, X;))®.(,,0). (4.8)

Definindo Z, ; € E pela relagao
g(Zt,sa ) - h(v(a 0) (at70)7q)*(07X))7
segue

divE(ZS,t) = h(v V(a 0) (atao))q)*(07Xi)) +h(v(6 0) (at’ )) OX)CI) (07X1))

—h(V 0.((9;,0)), Pu(V{5 x,) (0, X3))
= W(V{x v(a 0 ®@:(04,0), @,(0, X)) + (V0 @.(0,,0), VE.((0, X;), (0, X;))
= W(V{o,x) V(0,0 P+(81,0), 2.(0, X3)) + h(V(, 0)P(0,0), 7). (4.9)

Inserindo no segundo termo da direita da equagao (4.6) a equagao (4.7), aplicando entao ao

resultado as identidades que aparecem nas equagoes (4.8) e (4.9) e integrando finalmente com
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respeito a p constatamos

d;idtg(%t) _ /iizh(q>*(o,Xi),<I>*(0,X¢))u

p
= /M Zh(V%yXi)CI)*(&:,0),V%7Xi)(1>*(88,0))p— /M h(V, 0)®4(0:,0), 7o)
=1

+ / diVE(Zs,t),u - / h(RE,<¢*(asa O)a (I)*<O, Xz))q)* (8157 O)a (I)*(()) Xz)),u
M M
donde decorre naturalmente o teorema pelo teorema de Stokes. |

A dltima proposicao mostra que os minimos da energia sao as aplicagoes folheadas que
satisfazem 74 = 0. Da mesma forma que no caso de variedades riemannianas, o problema

pode ser atacado considerando solugoes da equagao de calor

06 = (4.10)
Po = 9.

Neste contexto, fica claro que uma soluc¢ao de (4.10) é uma aplicagdo ¢ : M x I — N, com
I C R, tal que ¢4 C FE'.
O seguinte teorema foi mostrado por Gromov em [20]. Fornecemos aqui, somente por

completitude, uma prova mais detalhada.

Teorema 19. Sejam (M, F) e (N, F') duas folheagoes riemannianas com M compacta. Se

¢: M — N € uma aplicagao folheada entao existe uma solug¢ao v d a equagao (4.10) acima.

Demonstracao: Seja ¢ : M — N uma aplicagao folheada. Entao ¢ mapeia cada folha
L € M a uma folha L' de N. Logo, por ser M compacta, temos que a curvatura de Ricci
satisfaz Ric® > K para K > —oo. Entdo, pelo trabalho de de Li e Tam [27], para cada

L € F existe uma aplicacao ¢, : R>g x L — L' que resolve a equagao

d 1
E(bL = §T¢>L7
¢r(0,) = 9L

Defina entao a aplicacao ¢ : R>g x M — N de forma que ¥|L = ¢, onde ¢, é dado como
acima. Observe que, para cada t, ¢(f,-) é uma aplicagao folheada, C* nas folhas, e que

resolve a equacao de calor

d 1.
A

O seguinte teorema é uma generaliza¢ao do teorema de Eells e Sampson [10].



SECAO 4.3 ¢« APENDICE 50

Teorema 20. Seja (M, F') uma variedade riemanniana compacta e (N, F') uma variedade
riemanniana com folhas de curvatura nao positiva. Se ¢ : M — N € uma aplicac¢ido folheada

e limitada entao existe uma aplicagao harmonica folheada v : M — N homotdpica a ¢.

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, existe solu¢do 1, da equagao (4.10). Tomamos

1; = lim;_ 1;. Observe que 1; é limitada e, pelas Proposigoes 3 e 4, temos que

d 1
—_— pr— _—— <
700 = =5 [ IFulBu<o,
e b
FEw) = =2 [ WL

= 5 / (g”h(vaiT¢ta v@ijt) - g”R(Tw“ dwtaia Ty d¢taj)) M.
M

Portanto, ||7y,||x — 0 quando t — oco. Logo,

T, = tlggo Ty, = 0.

4.3 Apéndice

Neste apéndice, construiremos globalmente os operadores grad, e Ag utilizando geometria
extrinseca.

Consideremos uma imersao isométrica da variedade (M, g) em (RY, <, >) para N sufi-
cientemente grande. Seja P(m) : RY — T,,M a projegao ortogonal com respeito a <, >.

Estas projecoes definem uma aplicagao global

P: RNxM — TM
(v,m) — (m,P(m)v).

Definimos a conexao riemanniana natural, V, associada a g, para quaisquer campos vetoriais
VeY em T'M, como sendo

VvY(m) = P(m)dY (V(m)) Vme M.

Seja F' uma folheagao em M e considere a projecao ortogonal @ : TM — E com respeito
a métrica g, onde E denota o subfibrado integravel que caracteriza F. Seja VE a derivada

covariante em E definida como segue
VEY (m) = 7VyY(m).

para campos vetoriais V € TM, Y € E.
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Uma base ortonormal {e1, ..., ey} de RY induz campos vetoriais X; em M definidos por
Xi(m) = P(m)e;, i=1,...,N.

Estes campos sao conhecidos na literatura como campos gradientes das fungoes altura. Defina

campos vetoriais X;’s em M por

X,(m) = n%i(m), me M.
Lema 9. Seja f € C®(M). Entao

a) grady f =30, Xif X,

b) Apf =35 X2,

Demonstragao: Primeiro notamos que, para todo m € M, vale

N P
> Xi(m) @ Xi(m) =Y w; @ us, (4.11)
i=1 i=1
onde {u;} é uma base ortonormal de FE,,.

a) Segue da definigdo do grad f = V f|g. De fato, para qualquer m € M, consideramos
{uy,...,u,} uma base ortonormal de E sobre uma vizinhanga U de m. Da equacao (4.11),

temos
P N
grad, f = Zuif U; = ZXiin'
i=1 i=1

b) Segue também da defini¢do de Agf = divg(gradyf). Novamente da equagao (4.11),

temos que

N
Apf(m) = > g(V¥ meradyf, Xi(m))

=1
N N
= > Xi(m)g(gradgf, X;(m)) — glgradg f, Y © V¥, Xi(m)).
i=1 =1

Definimos as projecoes @ = [ — P, P=noP(m)e Q= (I —m)o P+Q. Entdo P+Q = I
ePoQ:Qoﬁ:O. Portanto
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Na ultima expressao, utilizamos a seguinte identidade
PdP = —PdQ = dPQ.

Pela invariancia da tltima expressao com relacao aos vetores e;, podemos tomar e; = u; para

i=1,...,p, o que implica que dP(m)(P(m)(e;))Qe; = 0, mostrando o resultado. [



CAPITULO 5

PROCESSOS ESTOCASTICOS EM
ESPACOS FOLHEADOS

Processos estocasticos em folheagoes foram considerados inicialmente por Garnett em [17].
Neste artigo a autora introduziu o movimento browniano para provar resultados envolvendo
o que ela chamou de medidas harmoénicas. Mais tarde, uma construcao do movimento brown-
iano em folheacoes detalhada e baseada em semigrupos de difusao foi apresentada por Candel
em [5].

Neste capitulo, pretendemos, baseados na teoria padrao dos processos estocasticos, dar
um tratamento particular aos processos estocésticos em folheacoes, apresentando o que noés
chamamos de processos estocésticos folheados. Na primeira parte do capitulo, apresentare-
mos defini¢oes precisas para estes objetos e estudaremos como suas propriedades geométricas
podem ser caracterizadas em termos probabilisticos (Proposi¢oes 5 e 6). Também construire-
mos uma teoria de integracao estocéstica (Defini¢ao 9) e determinaremos uma férmula de 1t6
(Proposigao 7). Para isto, faremos uso dos operadores geométricos introduzidos no capitulo
anterior e de suas propriedades. Em geral, nosso ambiente de trabalho sera uma folheacao
de uma variedade riemanniana (M, g) definida por um subfibrado integravel E do fibrado
tangente T'M (ver Capitulo 3). A variedade M estard munida de uma conexao V compativel

com a métrica.

5.1 Processos Estocasticos Folheados

Ao longo desta se¢ao, assumiremos que (M, F,g) é uma variedade riemanniana compacta
equipada com uma conexao sem torsiao V e conexao folheada V¥ = 7V, onde 7 : TM —
E C TM é a projegao ortogonal no subfibrado integravel que define F. Comegaremos

com algumas defini¢oes candnicas. Fixamos, por conveniéncia, um espaco de probabilidade

23
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(Q,F,P).

Definicao 5. Seja X um processo estocdstico em M. Dizemos que ele € folheado se cada

caminho do processo que comeca em uma folha L € F continua na folha L.

Observagao: Um processo estocéstico X ¢é folheado se para toda carta folheada (U, z1, . . ., ),

Y1, --.,Yq) Os processos reais y;(X) sdo constantes.

Definigao 6. Seja X um processo estocdstico folheado. Dizemos que X € uma semimartin-
gale folheada se, para toda func¢ao f € C®(M), o processo a wvalores reais f(X) € uma

semimartingale.
Observagao: Uma semimartingale folheada ¢ uma semimartingale.

Definicao 7. Seja X uma semimartingale folheada. Dizemos que ela é uma martingale
folheada se para toda f € C*(M)

FIX) = F(Xy) — % /0 ' Hess(f)(dX, dX)

€ uma martingale local.

Observagao: Martingales folheadas nao sao necessariamente martingales. De fato, temos o

seguinte resultado.

Proposicao 5. Martingales folheadas sao martingales se, e somente se, a folheacgao € total-

mente geodésica.

Demonstragao: Se a folheagao for totalmente geodésica, entdao VEY = VY para todo X
e Y € E ou, equivalentemente, para toda f € C°(M), temos Hessg f(X,Y) =Hessf(X,Y).
O resultado segue da definicao de martingales folheadas.
Por outro lado, considere L € F' e uma geodésica v : [0,7] — L em L, isto é, para toda
f: M — R, temos que
pe
dt?

Isto é equivalente a dizer que

(7)(t) = Hessp f(5(2), 7(1))-

Hessg(f o v)(0t,0t) = Hessg f(7(t), ¥(t)).

O movimento browniano de R é martingale, logo para X = ~(B) satisfaz

F0X) = 1) = 5 [ Hessi (X, d,),
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é uma martingale local. Assim X é uma martingale folheada, portanto, X é uma martingale
em M. Entao

/j—;f(y)(B)dt = /HeSSMf<dX,dX>
— [ (@7 Hessui ) (4B, db)
= /TT’R ((7+ ® 7:)"Hessp f) (B)dt

= /Hesst(W(B)ﬁ(B))dt

Assumimos By =ty € [0, T] diferenciando na tltima equagao e avaliando no 0 temos que

d? . :
o/ (o) = Hessarf(5(to), 7(to))-
Pela arbitrariedade de to temos que v : [0,7] — M ¢ uma geodésica de M. |

As martingales folheadas também satisfazem a propriedade de nao confluéncia como

mostra a seguinte proposicao.

Teorema 21. Para cada ponto de M existe uma vizinhanca aberta U tal que se X e Y
sao martingales folheadas em U, definidas no mesmo espago de probabilidade filtrado, com
Xr=Yr q.c., entao X =Y q.c.

Demonstragao: Seja p em M. Consideremos uma carta folheada (U, ¢) sobre p. Sejam T
um transversal que passa por p e T C T'N U um compacto e conexo tal que p € T'. Para
todo ponto m € T” temos que, pela Proposicao 2, existe uma bola geodésica, centrada em m
e contida na folha através de m, na qual vale a propriedade de nao confluéncia de martingale.
Definimos por €(m) o maior raio de uma tal bola geodésica em L,,. Seja

€= min e(m).

Observamos que € > 0. Caso contrario, existe uma sequéncia {my} em 7" tal que €¢(my) >
e(myy1) e e(my) — 0. Isto implica, pela compacidade de 7", que existe um ponto mq, € 17"
e uma subsequéncia convergente {my,} tal que my, — ms. Mas, para me, temos que
€(Mms) = 0, 0 que contradiz a Proposigao 2.

Seja W a e-vizinhanga tubular de T" definida pela exponencial folheada. Considere W’
uma vizinhanga aberta de p contida em W. Sejam X e Y martingales folheadas em W’
tais que X7 = Y7, entdo elas sdo martingales nas folhas a traves de W’ e, portanto, pela

propriedade de nao confluéncia de martingales em cada folha, temos o resultado. ]

Definicao 8. Seja X uma martingale folhada. Entao X € um movimento browniano folheado

(MBFo) se, e somente se, para toda fungio f: M — R, de classe C*, temos que

1

100 = £0%0) = 5 [ Ap(r)x) at
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€ uma martingale local.
Os seguintes lemas caracterizam completamente o MBFo.

Lema 10. Seja X uma semimartingale que verifica

F(X), F(X)] = / lgrad £(X)|Pdt,

para toda funcao f € C*. Entao para toda forma bilinear b se cumpre

/ b(dX, dX) = / Trpb(X) dt.

Demonstracao: Sejam f e h duas fungdes e {V4,...,V,} uma base ortonormal de E. Note

que

p
Trp(df @ dh) =Y VifVih =< grad,f, gradgh >,

1=1

onde grady f = grad f|g. Logo,
/T’/’E(df ®dh)(X)dt = / < gradp f, gradzph > dt

= i/ (ngadEf+gfadEhH2(X)dt—/ngadEf—gradEth(X)dt)
= %([f +1(X), £+ 1(X)] = [f = h(X), f = M(X)])
= [f(X),h(X)] = /(df@dh)(dX, dX).

Concluimos o lema por linearidade. ]

Lema 11. Uma semimartingale folheada ¢ um MBFo se, e somente se, € uma martingale

folheada e, para toda funcao f suave,

(X, (0] = / lgrads, £(X)|Pdt.

Demonstracao: Se X é um MBFo, entao pelo Lema 5,

X — F(X0)? — / FX)ARF(X) dt / lgradp f (X)|Pdt

¢ uma martingale local. Por outro lado, pela formula de 1t6

FX? = F(X0)? —2 / FEOAF(X) — [F(X), f(X)] =

FX)? — F(X0)? — / FOOARF(X) dt — [f(X), F(X)]

¢ uma martingale local. Comparando as tltimas duas expressoes, temos a ida.
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Por outro lado, se X é uma martingale folheada que satisfaz a férmula na hipdtese, entao,

pelo Lema 10, temos que

1

F00) = 1) = 5 [ Hessef (X, dX) = £ = £0X0) — 5 [ Ber(X)de

¢ uma martingale local. |

Lembramos que uma folheagao é harmonica se tem curvatura média nula (K = 0).

Proposicao 6. O MBFo é uma martingale em M se, e somente se, a folheacao F' € har-

monica.
Demonstragao: Da formula (4.2) segue que

AEf = TTEHGSSEf
= TrgHessf + K f.

<) Seja B um MBFo. Aplicando o Lema 10 e utilizando o fato de K ser igual a 0, resulta

que
F(X) = f(Xo) — %/TrEHessEf(X)dt = [(X) - f(Xo) — %/TTEHGSSf(X)dt
— A = f(X) — % / Hess f(dX, dX)dt.

=) Para que X seja uma martingale precisamos provar que, para toda f, [ K f(X)dt =0, o

que é equivalente a dizer que K = 0. [ |

Observagao: Basicamente, a tultima proposicao diz que a funcao imersao i : L € F — M
¢ harmonica para toda L € F' desde que o MBFo se restringe ao movimento browniano em

cada folha de F'.

5.2 Integrais Folheadas de It6 e Stratonovich

Uma vez introduzidos os conceitos bésicos, podemos desenvolver a teoria de integracao de
semimartingales folhadas baseados na teoria classica. Lembramos que (M, F, g) é uma var-
iedade riemanniana folheada e que m : TM — FE é a projecao ortogonal no subfibrado

integravel E que caracteriza F'.

Observagao: Ao longo deste capitulo, vamos denotar 7* ao operador que atua em formas

diferenciais. Mais precisamente, sendo w € QF(M) e X1, ..., X} campos em T'M, entdo

(Tw)( X1, ..., Xk) =w(@Xy, ..., 7X).
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Definigao 9. Seja X uma semimartingale folheada em uma variedade (M, F') munida de
uma conexao sem torsao V. Definimos as integrais de Stratonovich e Ité de uma I1-forma

w € T*M ao longo de X da seguinte maneira

/w&FX:/W*w 0X,
/wdFX:/ﬂ*w dXx.

Observagao: Se X ¢ uma semimartingale folheada, entao para uma carta folheada (U, 1, . . ., ,,

Y, ---,Yq), temos que

p p
dX = dX'Di+ Y _ d[X',X'|D;;.
i=1 ij=1

As integrais definidas acima estao relacionadas pela seguinte forma de conversao.

Lema 12. Seja X uma semimartingale folheada e w uma 1-forma. Entao
1
/ woit' X = / wd" X + 3 / (VEw)(dX,dX),

onde VEw € definido por

VEw = Vrw.

Demonstracao: Sendo X uma semimartingale folheada e w uma 1-forma, resulta

/wdFX = /Gw*de

— / wo'' X — % / (VFPw)(dX,dX)

Onde H, D e G sao os operadores introduzidos na secao 2.6. |
Também podemos relacionar as integrais de Itd6 e Stratonovich folheadas com as respec-

tivas integrais no sentido cléssico. Isto é basicamente o que assegura o seguinte lema.

Lema 13. Seja X uma semimartingale folheada e w uma 1-forma. Entao

/w5FX:/w5X,

1 -
/de = /wdFX+ 5/W*w(dx, dX),

onde W uma se¢io de (TM ® TM)* ® E que satisfaz W = W o (1 @ 71), com W a sequnda

forma fundamental da folheagao.
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Demonstracao: Seja VM uma conexdo sem torsao de M e V¥ a conexao induzida em E.

Observamos que, se V e W sao campos de E e w uma 1-forma, entao

Dr*w(V) = w(nV)=Dw(V) e
Drw(VIV) = = (@w([V.W]) + Varw(W) + Wrw(V))

2
1
= 3 (W([V,W]) + Vw(W) + Ww(V))
= Dw(VW).
Logo,
/ wd' X = / T wdX
= /Gﬂ*w dX
:(/Dde—/}Kﬂde
= /Dwmx—/HVMw¢X+/EﬂvM—v%wdx
::/@@x—;/Wmuxdxy
Claramente,

/w(SFX = /W*w5X

Lema 14. Seja X uma semimartingale folheada em M. Entao, X € uma martingale folheada

/ wdf' X

se, e somente se, para toda I1-forma w,

€ uma martingale local.
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Demonstragao: Seja f em C*°(M). Resulta que

/ dfdfx = / dfdX — % / W*df (dX,dX)

1

= / Ddf dX — % / Hessf(dX,dX) — 5 / (W*df)(dX,dX)

— / df6X — % / Hessp f(dX,dX)
= f(X)— f(Xo) — %/HessEf(dX, dX).

Conseqiientemente, se fwdFX ¢ uma martingale local para toda w, tomando w = df, temos
que X é uma martingale folheada.

Por outro lado, se X ¢ uma martingale folheada, entao [ wd® X & uma martingale local
para toda 1-forma exata. Observe que, se w = fa, entdo Dw — HVFw = f(Da — HVZa).

/wdFX:/(foX)d (/adFX>

e, como ([ ad”X) ¢ martingale local, segue que [wd”X ¢ martingale. Agora, o resultado

Portanto,

segue do fato que toda 1-forma pode ser escrita como w = ), fidh; e da linearidade da

integral estocastica. |

Sejam ¢ : (M, F) — (N, F’) uma aplicagao folheada e X uma semimartingale folheada
em M. Neste contexto, é natural se perguntar como se comporta a integral com respeito a

¢. Esse é o contetdo da seguinte proposigao.

Proposicao 7. (Férmula de Ité folheada) Seja X uma semimartingale folheada em M,
¢: (M, F)— (N, F') uma aplicagao folheada e w uma 1-forma de N. Entao

et o) = @@+ 5 [ Gwax.ax),

onde B:;w € uma forma bilinear simétrica tal que, avaliada em dois campos X e Y de F,

toma o valor
Bw(X,Y) = w(fs(X,Y)).
Demonstragao: Da féormula de It6 para variedades, temos, para qualquer 1-forma w em
T*N
* 1 *
[wtaoro) = [@w@x) + 5 [(@e)ax.ax), 6.0

onde (3, ¢ a segunda forma fundamental de ¢. Por definicao,
Biw(XY) = w(ViyoX — 6. Vy' X)
W(Vy¢:X) = w(: Vi X)
= W(ViydX = 0.V7X) —w(@ WY (X)) + w(WN(6.X, 6.Y))
Fpw(X,Y) —w(@WM(XY) + WY (6.X, 6.Y)).
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Assim, o resultado segue ao aplicar o Lema 13 a ambos lados da equagao (5.1). ]

Proposicao 8. Seja ¢ : (M, F) — (N, F') uma aplica¢io entre duas variedades folheadas.
Entao, ¢ é harmoénica folheada se, e somente se, transforma o MBFo em martingales fol-

headas.

Demonstragao: Seja B o MBFo em M. Entao, da féormula de I[t6 folheada, segue que
F’ F 1 %
/wd ¢(B):/wogbd B+§/ﬁ¢w(dB,dB).

Observamos que [Fjw é uma forma bilinear simétrica tal que, avaliada em dois campos X e

Y de E, toma o valor
Baw(X,Y) = w(Bs(X,Y)).
O trago em F de B;w é

TrE(B;‘)w) = w(Trpfy)
= w(Ty) = (Tg) w.

Com estas identidades, segue, do Lema 10, que

/ Gio(dB,dB) = / Tre(fjw)(B)dt = / Frw(B)dt.

Assim, se 7, = 0, temos, do fato do MBFo B ser uma martingale folheada e do lema
14, que ¢(B) é martingale folheada. Por outro lado, do lema 14 e da decomposigao de
Doob-Meyer, resulta que 7jw = 0 para toda w € T"M. Portanto 74 = 0. |

Proposicao 9. A aplicagao folheada ¢ : (M, F) — (N, F") transforma MBFo em MBFo se,

e somente se, ¢ € uma submersao harmoénica riemanniana das folhas de F nas folhas de F'.

Demonstragao: Assumimos que ¢ : (M, F') — (N, F') é uma aplicagao folheada que trans-
forma MBFo em MBFo. Seja f uma fungao C*°(N). Por definicao,

1

FO(B) = 6(B0) ~ 5 [ Bl 0 0)(Bt = F0(B)) = F(6(B) 5 [(Bwf) o o(B)at.

Entao
Ap(fod)=(Apf)oo.
Seja f € C*°(M) igual ao produto de duas funcoes h e r em C*(M), isto &, f = hr. Segue,

da equacao anterior, que

gu(pugradgr, d.gradgh) = gy (gradgr, gradgh) o ¢.

Utilizando que, para todo ponto da variedade, um vetor pode ser visto como o gradiente de
uma funcido no ponto, temos que ¢ é uma isometria de ker(¢,)t — E’ e, conseqiientemente,

uma submersao riemanniana harmonica das folhas de F nas folhas de F".
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Por outro lado, se ¢ é uma submersao riemanniana harmonica das folhas de F nas de I e
B é um MBFo em M, entdo ¢(B) é uma martingale folheada. Logo, para toda f € C*°(N),

FOEN. FOB)) = [ llmads(s o 6) P
= [ llgradg(f 0 0Bt
= [ 1o e s B
~ [ llsrad g1 Po Bt
Conseqiientemente, do Lema 10, ¢(B) é um MBFo. n

Corolario 2. Seja (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada. Se existe uma variedade
riemanniana L e uma aplicagao ¢ : M — L que leva o MBFo no movimento browniano de
L, entdo existe um subfibrado integravel H e um fibrado F' tal que E+ = H + F'. No caso

F'=0, F ¢ localmente a folheacao produto.

Demonstragao: Seja (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada. Assumamos que existe
uma variedade riemanniana L e uma aplicagao ¢ : M — L que leva o MBFo no movimento
browniano de L. Consideramos L como uma variedade folheada por uma folha s6. Pela
Proposigao 9, temos que ¢, : E — TL é sobrejetiva. Observamos que ker(¢,) é integravel.
De fato, se consideramos X, Y € ker(¢,), entao ¢.[X,Y] = [¢.X, ¢.Y] = 0. Portanto existe
um subfibrado K tal que E+ pode se escrever como a soma E+ = ker(¢,) + K. No caso

F" =0 temos que F' é localmente a folheagao produto. |



CAPITULO 6

MOVIMENTO BROWNIANO
FOLHEADO

Neste capitulo, estudaremos o movimento browniano folheado do ponto de vista das equacoes
diferenciais estocasticas. No seu artigo, Lucy Garnett [17] fez uma constru¢ao do MBFo
utilizando o grupo do calor nas folhas (para mais detalhes ver o livro de Candel e Conlon
[6]). Nos apresentaremos aqui uma construgao intrinseca, mais geométrica e baseada no
formalismo das equacoes diferenciais estocésticas, e uma construcao, baseada na geometria
extrinseca. Provaremos o teorema de Garnett com facilidade gracas aos operadores folheados
e suas propriedades. Também estudaremos as medidas harmonicas e as caracterizaremos
como solugao de uma equagao diferencial de segunda ordem. Finalmente faremos um breve

estudo sobre recorréncia e transitividade do MBFo.

6.1 Construcao

Ao longo deste capitulo, consideraremos uma variedade riemanniana compacta folheada
(M, F,g) com F no minimo C? e subfibrado integravel £ C TM. Assumiremos que M
estd munida de uma conexao V compativel com a métrica g.

Consideremos RP munido da base ortonormal canonica {ey,...,e,}. Seja O(E) o fibrado

das bases ortonormais de F, isto é
O(F) ={u:RP — T, M, {uey,...,ue,} ¢ uma base ortonormal de £, } .

Observamos que o grupo agindo em O(F) é O(p,R) e que E é o fibrado vectorial associado
ao O(E). Seja r : O(E) — M a projegao canodnica definida por r(u) = . A conexao V¥,
definida em F, induz uma parti¢ao do espago tangente de O(FE) em um espago vertical VO(FE)

63
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e outro horizontal HO(F) tais que TO(E) = VO(E)+ HO(E) (ver Kobayashi-Nomizu [26]).
E simples ver que
VO(FE), ~ O(p,R) paratodou € O(F) eque r.HOE)=F
Para cada vetor v em RP, o campo vetorial H,, em O(E) definido em cada u de O(F) pela

expressao

H,(u) = levantamento horizontal de uv € E,(,) no ponto u
¢ um campo horizontal em O(FE). Sejam ey, ..., e, como acima. Definimos os campos vetoriais
Hy,..., Hp, tais que H; = H.,. E claro que
T*Hz(y) = V€,

onde r(v) =y e v € O(E). Estes campos permitem definir o operador laplaciano horizontal
folheado em O(E) como sendo

P

AR = (H)

=1

A relagao entre Ap e AZ ¢ dada no lema a seguir.
Lema 15. Para toda f € C*(M), a sequinte identidade vale
A(for) = (Apf)or.
Demonstragao: Observamos primeiro que se i, j < p, temos que
H,H;(f or)(u) = Hessg(ue;, ue;).
De fato, sabemos que
Hy(f 07)(u) = g (grad f(r(w)), ue;) = g (gradp f(r(u)), r. Hy(r(w)

Portanto, considerando u; é uma curva horizontal tal que uy = u e 4y = H;(u), vemos que

Hilly(for)(w) = | g(gradef (r(u)),roHir ()

= g (vueigradEf<r<u))v uej)
= g (Vi gradgf(r(u)), ue;)

= Hesspf(ue;, ue;) or(u)

Entao,

p

AR(for)w) = Y (H)*(for)(u)

i=1

— (Z Hessg f (ue;, Uei)) or(u)

= Apfor(u).
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Proposicao 10. Seja U o processo estocistico em O(M, E) que é solugao da equagdo de

Stratonovich
U = i H(U) 6B,
vO) = U
onde (B!, ..., BP) é o movimento browniano em RP. Entdaor(U) é um MBFo de M comecando
em r(Up).

Demonstragao: Seja f uma fungao C*°(M). Pela formula de 1to,

fr(U) = fr(Uy)) = Z/H for)(U)dB' + /ZH2 for)(U
= Z/H for)(U)dB! + /ZHessEf (Uey, Ue;)(r(U))dt.

O resultado segue do Lema 15. [ |

Exemplos:

e Seja (M = N x L,F = {x} x L,g = gn + g1) a variedade riemanniana munida da
folheacao produto. Consideremos uma base ortonormal de T'L. Entao é claro que
K =0eque O(M) = O(N) x O(L). Portanto, o movimento browniano folheado B
comegando em (zo, yo) ¢ dado por B = (z, W), onde W ¢é o movimento browniano da

variedade L.

e Consideremos a folheagdo em (R? F,<,>) dada pelas retas {az +y = c,a > 0 fixo

e ¢ € R}. Pelo item anterior, o movimento browniano folheado é dado pelo processo

(a,1)
a’+1
onde W & o movimento browniano em R. Seja ¢ : R? — T? definida por

¢(z,y) = (cos(z), sin(z), cos(y), sin(y)) € R*.

Resulta que (T? G = ¢(F),<,>) ¢ a folheacao de Kronecker no Toro. Mostraremos

estocéastico
B=W

)

que ¢(B) é o MBFo para esta folheac¢ao. De fato, como o subfibrado integravel carac-
terizando a folheagao ¢ E = {\(ad, + 0y), A € R}, obtemos que

Ap = (a°02 + 2402, + 7).

a?+1

Logo, para qualquer funcao f : T? — R, segue, da férmula de It6, que

f(9(By)) =f(¢(:ro))+/0 a(axf)(fb(Bs))+(5yf)(¢(Bs))dWs+/0 (Apf)(@(Bs))ds,

mostrando que ¢(B) é o movimento browniano folheado da folheagao de Kronecker. B



SECAO 6.2 ¢« MEDIDAS HARMONICAS 66

A construcao do MBFo dada acima é uma construcao global. No entanto, é possivel fazer
uma outra construcao global, utilizando a geometria extrinseca. Usando a mesma notacao

do Apéndice do Capitulo 4, temos o seguinte resultado.

Proposicao 11. Sejam (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada e Y o processo solugao

da equacao de Stratonovich
N

Y =Y Xi(Y) 4B,

i=1

onde (BY,..., BY) é o movimento browniano em RY. Entio Y é um MBFo.

Demonstragao: Seja f uma fungao C*°(M), entao, da formula de It6 e do Lema 9, temos

que

FO) = £00) = [ gelemady F(Y), V) B + [ 5 Apf(v) at, (61)

donde segue o resultado. |

6.2 Medidas Harmonicas

O semigrupo de Markov associado ao MBFo ¢é definido pelas probabilidades de transicao
P(t,z,A) =P{w: ¢(t,x,w) € A},

onde ¢ : R>g x M x Q — M ¢é o fluxo solucdo da equagao (6.1) e A € Borel(M).
Todo semigrupo de Markov induz um semigrupo de operadores T, : CZ(M) — C>(M)
(ver, por exemplo, Pei-Dong Liu e Min Qian [33| ou Ikeda e Watanabe [23]) da seguinte

forma

T,f(x) = E[f(BF)] = E[f (6(t, 7, )] = /M F () P(t. . dy).

E facil ver que, no caso do MBFo, o gerador infinitesimal do semigrupo de operadores é Ag.

Decorre disto que, para toda f € C7, a fungao T, f(x) resolve

#Tif(x) = AT, f(2)

limy o T f (z) = f(x)
O semigrupo adjunto, {7}, age em 9 (M), o espaco de medidas de M, da seguinte forma
Tru) = [ Pt A) (o)
M
Desta discussdo, obtemos seguinte teorema de Lucy Garnett (|17]).

Teorema 22. Seja (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada
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1) Se M for compacta, existem medidas harmoénicas, isto €, medidas p tais que
/ Apf@ulde) =0 Vf € CA(M),
M

2) Toda funcgao limitada f : M — R que é harmoénica nas folhas é constante em p-q.t.

folha com respeito a qualquer medida harmoénica finita.

3) Assumimos que as folhas de F' tém geometria limitada, isto é Ricy > Rgg. Seja p uma
medida harmoénica finita e f uma funcao limitada, com derivadas de primeira ordem

limitadas e harmonica nas folhas. Entao toda f é constante em p-q.t. folha.

Demonstracao: 1) Lembramos que uma medida ¢ dita invariante se 7' = p para todo
t > 0. Se M for compacto, entdo existe (ver Teorema 12) no minimo uma medida invariante.

Em geral, para quaisquer func¢ao f € C*°(M) e medida invariante u temos que

| rwutdn) = [ g
= //f P(t,y,dz) p(dy)

_ /M L (2)u(de).

Se a medida u for invariante, entao para toda h : M — R que ¢ C? na direcao da folha tal

que [;, h(z)p(dzr) < co resulta que

/M Aph(@y(dz) = & . /M Toh(z)u(de)
- % | m@)T; )

_ %t:o /M h(z)u(dz) = 0.

2) Seja uma f : M — R fungdo harmonica na diregao da folha, isto é, Agf = 0, entao f é

claramente T} invariante. Seja g uma medida harménica, segue do Corolario 1 que

0= /M (Ao (@) ulde) = 2 [ F@)Apf(@)n(ds) + /M grad s f|[2(x)u(de)
- /M lgrad I[P (@)pu(dz).

3) Como as folhas tém geometria limitada, temos que o MBFo B esta definido para todo
tempo t > 0, pois a restricao do MBFo a cada folha ¢ um MB desta. Por um resultado
classico (ver, por exemplo, Elworthy [11]), sabemos que o MB nao explode. Seja f uma fungao
limitada, com derivadas limitadas e harmonica nas folhas. Assuma C' > sup{|f|, |D;f|}. Pela
definigao do MBFo, segue que E[f(B)] = f(By) bem como resulta

C? > B[f(B)] = f(Bo)? + / E [lgrad /| *(B)] dr,
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tendo sido utilizado que
Apf?=2fApf +|lgradsf|,

junto com a harmonicidade de f. Logo, para cada By, temos que
lim E [|[grad . f]*(B)] = 0.

Seja p uma medida harmonica finita em M. Observamos que para cada t > 0

/M lgradp fIP(@)u(dz) = /M lgrad /12 () Ty p(de)
- /M T, |grad p f|P(2)u(de),

Tillgrad g f|*(x) = 0, Tillgrad g f|* < C*, lim E [[|grad ; f[|*(By(z))] = 0.

Temos, entao, que
[ lsradg P = [ Tullsrads |
para todo k, além de

klim Tellgrad; f|)* = 0.

O resultado segue do teorema da convergéncia dominada. |

De forma similar, obtemos nossa versao do resultado de Adams em [1].

Teorema 23. Sejam (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada com folhas de geometria
limitada, e p uma medida harmoénica finita. Seja f : M — Rsg uma funcgao limitada, com
derivadas de primeira ordem limitadas, tal que, para p-q.t. folha, Apf < 0. Entio f €

constante em p-q.t. folha.

Demonstragao: Seja B o movimento browniano folheado. Considere a fungao f : M — Ry

tal que Apf < 0. Considere u = In(f + 1). Entao u é positiva e satisfaz

Agpf
f+1

Portanto, utilizando a tltima desigualdade e a definicao do MBFo, temos

llgrad zul|* + Apu = <0.

1
0 < Bfu(B)) < u(Bo) ~ ; [ E [[lsradgul*(B)] dr
Decorre dai que

tlim E [||gradgul|*(B:)] = 0.
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Seja i uma medida harmonica finita em M. Tal como na demonstragao do terceiro item do

teorema anterior, garantimos

[ lgradul Pahe = [ Tillgradpul (o
para todo k, e que
klim Ti||grad gu||*(z) = 0.

Segue do teorema da convergéncia dominada que gradzu = 0 q.t. folha, mas isto implica que
grad, f = 0 q.t. folha. |

A seguir vamos mostrar um exemplo de como construir o MBFo e calcular a medida

Invariante.

Exemplo: Sejam T? o toro e ¢ : (0,27)* — T? C R? uma carta dada por

o(z,y) = ((b + cos(x)) cos(y), (b + cos(z)) sin(y), Sin(x)),

com b > 1. A métrica induzida é descrita, nesta carta, por
g = dz* + (b+ cos(z))*dy®

e a conexao riemanniana V, por

Vo,0. =0, Vp,0,= %222)8% Vo, 0y = (b + cos(z))sin(z)0;.

Consideramos a folheagao no toro dada pelas linhas de fluxo do campo vetorial Z =
aXi + Xo, onde { X7, X5} € uma base ortonormal de TT? dada por
1
—0
(b + cos(z)) ¥’
com subfibrado integravel associado F = {AZ, A € R}. Denotamos Y = Z/||Z||. A folha

através de (xg,y0) ¢ a linha de fluxo de Y através de (xo,7p), onde o fluxo ¢ de Y esta

Xl :aata X2:

representado por ¢y(xo, yo) = (x4, y:) com

at

V1+a?
2 b—1
Yp = yo+A+ﬁarc‘can( H—ltan(%)) (2r  mod ),

-2 b—1
A = ———=arctan < tan (%)) (2r  mod ).

avbh?—1

Ty = To+ (2 mod ),

Mas
B sin(x) B asin(x)
VY = Ao+ cos@) & (15 02)(b + cos(@) 2
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portanto VEY =0 e Ap = Y2 Assim, o MBFo em T? pode ser escrito como BY = ¢ (x4, y;)

onde z; e y; sao solucao de

«

dX; = ———dBy,
' V1+a? '
1 1 asin(X;)
dY, = dB; + = dt.
YT btreos(X))VItaz ¢ 2(1+a?)(b+ cos(X,))?
Logo,
a
Xt = X =+ Bt (27T mOd ),

V14 a?
2 b—1 X
Y, = yo+A+marctan< H—ltan (ﬁ)) (2r mod ).

De fato, isto é o mesmo que dizer que o MBFo que comega em (xg, 7o) é dado por

BF = ¢, (20, y0).

Isto era esperado, pois ¥(xo, o) : [0,00) — L é uma isometria para cada folha L.

Assumindo que a medida harménica é da forma p = h(z) py, resulta que h satisfaz
Y2(h) + 2div(Y) Y (h) + (Y (div(Y)) + div(Y))?h = 0,

ou em coordenadas
2

(b+ Cos(x))%h(x) -2 Siﬂ(l’)%h($) — cos(z)h(x) = 0.

A solucao desta equagao é

1 1
Wz) = 42 (b + cos(z))

Assim

1 1
H= 472 (b + cos(a)) '

Este exemplo motiva o seguinte resultado.

Proposicao 12. Seja (M, F,g) uma variedade riemanniana folheada. Assumamos que a
folheagao F' € dada pelas linhas de fluzo de um campo vetorial nao singularY tal que ||Y]| = 1.
Entao o MBFo é dado por ¢p, onde B é o movimento browniano em R e ¢y € o fluro do

campo vetorial Y .

Demonstragao: Consideremos a folha L passando por o € M. Entdo L = ¢r(zg). Ob-
servamos que como Y g(Y,Y) = 0, entdao g(VyY,Y) = 0 e VEY = 0. Portanto, para toda
f: M — R de classe C? temos que

0; f(d(x0)) = Y?f(¢(x0))) = Apf(d(x0))-
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Seja B o movimento browniano em R. Logo

F(onlan)) = Flon(an) — 5 [ B (on(0)dt = F(n(a0) = Fonlan)) — 5 [ Anf(@nlan) it

donde o resultado segue imediatamente. ]

En geral, se temos duas variedades folheadas e uma aplicacao folheada diferenciavel entre

elas, podemos obter uma relacao entre as medidas harmonicas de ambas variedades.

Proposicao 13. Se ¢ : (M, F) — (N, F’) é uma aplicacio folheada que transforma MBFo
em MBFo e j € uma medida harmoénica em M, entio ji = po ¢~ € uma medida harmonica
em N.

Demonstragao: Seja g uma medida harmonica em (M, F'). Claramente i = po ¢! é uma
medida de N. Aplicando a Proposicao 9, temos que, para toda fungao f diferenciavel na
dire¢ao da folha,

[ @epi= [ Geneon= [ Astosm=o
N M M
Assim, i ¢ uma medida harménica de N. |

Observacgao: O resultado anterior pode ser generalizado da seguinte forma. Sejam ¢ : M —

N uma aplicagao suave e X uma difusao em M, com gerador infinitesimal L, tal que
oL = Ap.

Entao, pela compacidade de N, temos que L possui uma medida invariante . Portanto, se

[ dwtu= [ wirosyi=o.

Segue disto que a medida g € harmoénica. Um argumento deste tipo foi utilizado por Ledrap-

[ =jio¢ 1 temos que

pier 28] no estudo das medidas harmonicas nas folheagdes associadas a um difeomorfismo de

Anosov e por nés mesmos na primeira construcao do MBFo.

Quando a folheacao F' é orientada e transversalmente orientada e possui uma medida
transversal invariante por holonomia, é possivel caracterizar algumas classes de medidas
harmonicas, como mostra um resultado que foi obtido por Garnett em [17] (Corolario 3). A
seguir nao s6 mostramos este resultado como também caracterizamos determinadas medidas

harmonicas.

Proposicao 14. Seja (M, F,g) uma variedade riemanniana folheada, com M compacta e
sem bordo. Se v € uma medida invariante por holonomia entio fi = x A v € uma medida
harménica. Mais ainda, se jTﬁg > 0 e pu € uma medida harmoénica com derivada de Radom
Nikodim j—g = h: M — R continua e C? na direcio da folha, entio existe uma fungio h na
classe de h € L*(py) tal que gradgh =0 e que

,u:fzﬁ.
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Demonstragao: Seja v a medida transversal invariante por holonomia. Entao Lxv = 0

para todo X € E. Definimos i = x A v e consideremos Y = grad f. Do Lema 6, resulta

Entao, pelo Teorema de Stokes, verificamos

/M Ap(f)i = /M Ly (i) = /6 () =0

Portanto, ji ¢ harmonica.
Seja p uma medida harmoénica com derivada de Radom Nikodim dj—gh continua e C? na

direcao da folha. Assumimos 57’1 > 0. Entao p pode ser escrita como
g

= hijt.

Logo, para uma funcao arbitraria f, temos, pelo lema 1,

0— / Apfu = / Apfhi
M M
= — [ @umfi= | gleradaf gradghi

M

Assim, tomando f = h temos, pela harmonicidade de y = hfi, que

/ lgrad gh|Pji = 0.
M

Logo, h é constante i q.t. folha e, portanto, h é constante p, q.t. folha. Consequentemente

existe uma funcdo h, na classe de h € L*(ug), tal que p = h fi. [ |

Observagao: Como ¢é possivel ver na demonstragao, nao precisamos de nenhuma caracteri-
zacao das medidas harmonicas tampouco necessitamos considerar cartas folheadas. Somente
foi utilizado o calculo diferencial desenvolvido no trabalho e fatos ja conhecidos, como o teo-
rema de Stokes. Esta é, de fato, uma grande vantagem desta abordagem: conseguir enxergar

propriedades intrinsecamente, sem ter que descer nas cartas folheadas.

E sabido que as medidas harménicas tém como suporte conjuntos saturados (ver Lema
A de [17]e discussao abaixo). O problema destes suportes é que podem ser tao simples
quanto a unido discreta de folhas (ver trabalhos de Feres et. al. [14], [15]). Isto dificulta
a existéncia de densidades diferencidveis das medidas harmonicas com respeito a medida de
Lebesgue. Como veremos agora, a existéncia destas densidades esta relacionada a solucao de
uma equacao diferencial de segunda ordem associado ao laplaciano folheado. A solugao deste
tipo de equagoes é muito dificil de garantir. Na verdade, até onde sabemos, nao ha nenhum

resultado que garanta a existéncia de solucao.
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Proposicao 15. Seja (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada compacta e sem bordo.
Entao, uma medida da forma p = hu,, com h > 0 e C? nas folhas, é harmonica se, e somente
se, h satisfaz

div(gradgh — hk) =0 Ly — q.t.p.
Demonstragao: Observamos que
(Apf = Kf)ig = Lgrady fig-

Portanto se a variedade M for compacta e sem bordo, entdao o operador Ar — k é auto

adjunto. De fato, pelo teorema de Stokes, temos

/h(AE_’f)f/‘g = /thradEf:ug
M M

= —/ g(gradp f, grad gh)p,
M

= /M [ Lgrad ghitg
- /M F(Ap — £)huy.

Considerando h = 1 na equagao acima, vemos que para qualquer funcao f em C?(M)

/M(AE — k) fug = 0.

Se a medida harmonica ¢ da forma hji4, entao, para toda fungao f, por iteracao do argumento

anterior, temos
0= / (Agf)hu, = / f(Agh —2kh — div(k)h) .
M M
Logo, h satisfaz a seguinte equacao

Agh —2xh — div(k)h =0 [ty — q.C. (6.2)

ou equivalentemente

div(gradgzh — hk) =0 [ty — q.C.

Um corolario imediato é o seguinte.

Corolario 3. Seja M uma variedade compacta sem bordo. Entao div(k) = 0 se, e somente
se, toda medida da forma p = hpg com h : M — R harmonica na direcao da folha e iy a

medida de Lebesgue, € harmonica.

Demonstracao: Se div(x) = 0, entao da discussao acima concluimos que i, é uma medida

harmoénica. O corolario segue agora do Corolario 1 e do Teorema 22.
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Por outro lado, as fungoes constantes sao harmonicas. Portanto, podemos escolher h = 1.

Segue entao, da formula 6.2, que div(k) = 0. |

Observagao: Da demonstracao do corolario segue que, para toda medida harmoénica que
possui uma densidade diferencidvel com respeito a medida de Lebesgue, temos que esta

densidade é uma fungao bésica, isto é, uma fungao tal que o gradiente folheado é nulo.

Do teorema de decomposicao de Hodge, temos que existem uma funcao f, uma 1-forma
harmonica v e uma 2-forma £ tais que k+ = df + 63 + . O fato de div(k) = 0 implica
0 = 0k+ = —Ayf. Como M é compacta, temos que f =cte. Assim k+ = 03 + 7. Alem

disto, a equagao (6.2) se reduz a seguinte
div(gradgh) = k(h) fy — q.t.p.

Definigao 10. Seja (M, F, G) uma variedade riemanniana folheada. Dizemos que F possui a
propriedade de Liouville se qualquer fung¢ao f harmoénica (ou seja Apf = 0) satisfaz gradg f =

0.

Podemos caracterizar probabilisticamente a probabilidade de Liouville. Este é o contetido

da seguinte proposigao.

Proposigao 16. Seja (M, F, G)uma variedade riemanniana folheada. Entao, F possui a pro-
priedade de Liouville se, e somente se, toda funcao harmonica na direcao da folha transforma

o MBFo em um processo de varia¢ao limitada.

Demonstragao: Assumamos que F' possui a propriedade de Lioville. Entao, o resultado
segue do lemma 11.

Por outro lado, assumamos que todas as fungoes harmonicas na direcao da folha trans-
formam o MBFo em um processo de variagao limitada. Segue da definicao do MBFo que
processo estocastico X = f(B) — f(By) ¢ uma martingale local. Mas, por hipotese, X tem

variacao limitada. Logo, novamente pelo Lema 11, temos que para todo € > 0

t+e
[ llsrads s P(B)ds =0,
t

Derivando esta expressao com respeito a t e avaliando em ¢ = 0 temos que ||grad f||(By) = 0.

O Resultado segue da liberdade na escolha do ponto inicial By. [

Proposicao 17. Seja (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada compacta e sem bordo.

A sequinte formula vale

[ NoradghiPy = - [ Wi,
M M
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Demonstracao: Se M for uma variedade compacta sem bordo temos que
0 =/ (Ap — K)h?py = 2/ |lgradzhl]? 1 —/ R(h?)pg-
M M M

E facil verificar que esta formula pode ser re escrita da seguinte forma

| Neradghlfe, =~ [ Hdiv(on,
M M
[ |

Observagao: A condicao de div(x) = 0 ndo é fundamental para que se cumpra a propriedade
de Liouville, como mostra o exemplo do toro visto anteriormente, no qual a medida harménica

¢ absolutamente continua em rela¢ao medida de Lebesgue mas div(x) # 0.

Exemplos:

1- Consideremos uma variedade riemanniana compacta sem bordo M de dim(M) = 3 e
base ortonormal {X,Y, H} satisfazendo

X,H =X [X,Y]=-H [HY]=Y.

(Um exemplo destes espagos pode ser obtido do quociente do recobrimento univer-
sal de SL(2,R) por uma reticulado cocompacto). Seja F a folheac¢ao induzida por

E =span{ X, H}. Entéao, temos que as formulas relevantes sao
VuH =0, VX = —H, VyY = H
1
VXY — —§H,

1

1
VyH =-Y — §X.

Logo segue que
Ap=X?+H*+H, k=H, e div(H)=0.
Assim, temos que o MBFo obedece a seguinte EDE

1
dB = 5Hdt + HéB' + X 6B,

onde (B!, B?) ¢ o movimento browniano em R?. Por outro lado, do fato de div(x) = 0,

constatamos que a medida de Lebesgue é harmonica. Portanto, toda medida harmonica
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serd uma funcao basica f > 0 pela medida de Lebesgue j14. Se f for diferenciével, temos
que Y f é invariante pelo campo H. De fato,
HYf) = Yf+YHf
=Y/ (6.3)

Entao,

0= /M HY P, = 2 /M Y DHY [y
=2 [ 0P (6.4)

Logo Y f = 0. Resulta que f =cte. portanto, a tinica medida harménica nao singular
¢ a medida de Lebesgue. ]

Sejam M uma variedade diferenciavel, G um grupo de Lie de dimensao ¢q e g a algebra
de Lie de GG. Assuma que existe uma 1-forma w : TM — g nao singular, isto &,

wy : Ty M — g é sobrejetora, satisfazendo a formula de Maurer-Cartan
1
dw + é[w,w] =0.

Seja F, = kerw, para todo x € M. Defina F = U e E,. Segue da formula de Maurer-
Cartan que F define uma folheagao em M. Esta folheagao chama-se de Folheacao de
Lie.

Consideremos {e, ..., e,} uma base de g e Y1, ..., Y, vetores em T'M tais que w(Y}y) =

er. Entao temos que, para todo X € F|

0= —[w(X),w(h)] = dw(X,Yi)
= XwYy) = Yw(X) —w([X,Ys])
— X(en) — w([X, Yi]) = —w([X, Yi]).

Portanto, vale que [X, Y;] € E. Se introduzimos uma métrica adaptada em M, ou seja,
uma métrica g tal que g(Vx,Y;) = ;e Y1,...,Y, forma uma base ortonormal de E*,
resulta que, para todo X € F,

q

9(k, X) =Y g(Vy, Vi, X) = g([Ys, X], Y3) = 0.

k=1
Vemos entao que k = 0 o que implica que 1, ¢ uma medida harmoénica e que Ag é um

operador auto-adjunto.

O fato de k ser zero junto com o Lema 8 implicam que o laplaciano em M se parte

como a soma dos laplacianos folheado e bésico, ou melhor

Ay = A+ A,
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6.3 Transiéncia e Recorréncia do MBFo

Nesta tltima secao, estudaremos a transiéncia e recorréncia do MBFo como processo es-
tocéastico em M. O estudo destas propriedades é um topico cléssico em sistemas dinamicos
estocasticos.

Definigao 11. Sejam (M, F, g) uma variedade riemanniana folheada e B o MBFo. Dizemos
que um ponto x € M € recorrente se para toda vizinhanca aberta U de x existe alguma

seqiiencia {tx} T oo tal que
P{B; €U, para todok =1,2,...}] = 1.

Caso contrdrio, o ponto € transiente. Dizemos que o MBFo é recorrente se todo ponto for

recorrente, analogamente dizemos que € transiente se todo ponto for transiente

Sejam B o MBFo em M e U um boreliano de M. Definimos

ep(x) = P,[{3t>0, B eU}|,
hy(x) = P,[{3ty — o0, By, € U, Vk € N},

e o subconjunto A; do espacgo de probabilidade €2, para t > 0,
Ar={3s>t, B;eU}.

Observamos que x é recorrente se hy(x) = 1 e transiente se hy(z) = 0. Claramente A; C Aj

se t > s. Por defini¢ao, temos que
hy(z) = Py(Ax) = tlim P.(Ay),

onde Ao = Mi>pAs.

Temos a seguinte lei 0-1 para o MBFo.
Teorema 24. P(A.) =0 ou 1

Demonstragao: Sejam t > 0 e (V) a familia de conjuntos de 2 da forma
{we ) Byw) eV, s=t},

onde V' é boreliando de M. Seja &, a menor o—algebra gerada pelos (V). Como &, C &,
set > se A € &, resulta que

A € ®1.

O resultado segue da lei 0 — 1 de Kolmogorov. [ |
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Corolario 4. O MBFo € transiente ou recorrente em yu q.t. folha.

Demonstracao: Do Lema anterior segue que hy(z) = 0 ou hy(z) = 1. Observamos que

pela propriedade de Markov,

1, sew € A,
GU(Bf(W)) = ]P)Bt“"(w) [{3 S Z 0, BS - U}] == { t

0, caso contrario

Portanto
P (Ar) = /A dP(w) = /Qeu(BZ”(W))dP(W) = Elev(BY)] = Trev (),
onde T} é o semigrupo de Markov gerado pelo MBFo. Disto segue que
ho(z) = lim Tiep(z) = Twoev (2)

e que hy é uma funcao harmoénica folheada. Pelo teorema de Garnett, temos que hy é
constante em p quase toda folha. Segue disto que o MBFo é recorrente ou transiente em
cada folha. |



CAPITULO 7

APENDICE

Neste apéndice faremos um breve resumo de parte do trabalho do doutorando que foi publi-
cado no Dynamical Systems [8]. O trabalho foi feito em conjunto com os professores Pedro
Catuogno e Paulo Ruffino. Consideramos que por ter sido avaliado pelos avaliadores do jor-
nal nao deveria formar parte do trabalho a ser defendido, mas sim estar incluso em forma de

resumo na monografia da tese.

7.1 Numero de Rotacao Relativo para Sistema

Dinamicos Estocasticos

Sejam ~y : [0,00) — M uma curva continua e processos X; e Y; em TM° = TM — {0}
tais que Xy,Y; € T,y M. Denotamos por A, xy(t) o processo real que mede o angulo entre
os processos Y; e X; com angulo inicial Axy(0) € [0,27). Definimos o nimero de rotagdio
relativo do vetor Y; com respeito X; ao longo da curva ~y(t) por
Py, X,Y) = lim —A”’Xt’Y(t) ,

quando o limite existe. Este nimero mede a velocidade angular relativa de Y; quando X; é
considerado o referencial angular no plano 7’,;)M. Notamos que as normas de X e Y nao
sao relevantes.

Seja m : TM® — M a projecao candnica. Considere em TM° a 1-forma angulo w em
cada plano do espaco tangente T,M% x € M. Seja V a extensio vertical da conexdo V em
M a TMP°. Denotamos também por V a extensio de V no fibrado das esferas STM. Como
o transporte paralelo preserva angulos, temos que w ¢ um tensor vertical em TM°, ou seja,

Vw = 0. Em termos de w, a definicao do ntmero de rotacao pode ser escrita

p(1, X, Y) = lim - {/th—/Yt } (7.1)
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Proposicao 18. Seja v uma curva em M. Considere X,Y, Z processos continuos em TM?,

sobre . Assumindo que os numeros de rotagao existem, temos que
a) (aditividade) p(v, X, Z) = p(v, X,Y) + p(v,Y, Z);
b) (anti-simetria) p(v, X,Y) = —p(v, Y, X).

Sobre a existéncia, nosso primeiro resultado é o seguinte.

Proposicao 19. Considere a trajetoria z(w) da EDE

dx = i A'(x) o dB" (7.2)

1=0

e uma difusaoY em STM, com Y = x, solu¢do de
DY, =Y &'(Y;) o dW}, (7.3)
i=0

onde Yy € T,y M. Sejam ;1 uma medida de probabilidade ergodica invariante em M e v uma
medida invariante em STM com m.v = . Entao p(xzy, //Yo,Y:) existe e é constante para

P X v- quase todo (w,xy). Mais precisamente, P X v q.c.:

p(x, /Yo, Y) = /STM %Z < VE(E(v)), VRE(RE (v)) > + < £°(v), Rv > dv (v).

=1

A projecao da difusdao em T'M? sobre o fibrado das esferas ST M ¢é de novo uma difusdo.
Portanto, a Proposicao 19 também garante que o ntimero de rotagao existe para toda difusao
Y em TM°. No caso geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 25. Sejam x uma difusao em M e X e Y difusoes tangentes em T,,M ao longo
de z. Portanto, se existe uma medida ergddica invariante i em M entao existe p(zy, Xy, Yy),
o numero de rotacao relativo de' Y em relacao ao referencial X ao longo de x;, mais ainda,

este € P X u-q.c. constante.

A defini¢ao do nimero de rotacao pode ser estendida a dimensoes maiores que 2. Para
este caso geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 26. Sejam X e Y difusoes nao degeneradas em R™, n > 3. Entao, valem

P{X; € ker P,,, para algumt >0} =0,

P{Y; € ker P,, para algum t > 0} = 0.

para todo plano p € Gra(n).
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Os seguintes resultados relacionam o niimero definido acima com a geometria da variedade.

Proposicao 20. Seja o uma curva reqular na superficie M C R? e seja X um campo vetorial
em M. Entao

s s 2()

onde [% <é83|)} € o valor algébrico da derivada covariante.

Corolario 5. Seja a uma curva reqular, parametrizada pelo comprimento de arco sobre uma
superficie M C R3 entdo

1
pla ffun), ) = Jim 7 [ y(s)as.

onde ky(s) € a curvatura geodésica de .

Corolario 6. Seja vs uma curva fechada, reqular, parametrizada pelo comprimento de arco

em R? e com periodo T. Entao

p(Vt) = wlv
onde w =2m/T e
1 /7
I=— [ k(s)d
o, (s)ds

€ o indice de rotacao de 75|(07T).

Diferentemente de outro ntimeros de rotagao para sistemas dindmicos que existem na
literatura, o niimero de rotacao relativo definido acima é invariante por conjugagao no seguinte

sentido.

Teorema 27. Sejam M e N duas variedades de dimensao 2 orientdveis e ¢ : M — N
um difeomorfismo. Dadas uma curva v (em particular uma curva integral de um sistema

dindmico) em M, X €Y campos em TM° ao longo de ;, se ¢ preserva orientacio, entdo

P('Y, X, Y)) = P(¢(7), 0+ X, ¢*Y)>

caso contrdrio,
p(7, X,Y)) = =p(o(7), 0. X, ¢.Y)).

Por 1ultimo, discutimos o caso no qual o nimero de rotagao ¢ invariante por homotopia.

Teorema 28. Seja H(s,t) : RY x [0,1] — M uma homotopia diferencidvel entre vy e 7.

Seja X um campo vetorial em M. Escrevamos X; for X(H(s,t)). Assumindo que

pp. /[ XE ) )71X7) =0
para todo s € [0, 1], temos, para Y;* = //+Yy, onde Yy € T,M € o transporte paralelo respeito
de H(s,-), que
p<70> Xov YO) = p(H(57 ')7 Xsa YS)
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