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ABSTRACT

We study stochastic process on foliated manifolds. First we introduce some operators,

which we call foliated, and study their properties. With these objects, we define the natural

processes on foliated spaces, such as foliated martingales and foliated Brownian motion. We

study how they are related with the geometry of the foliation and use them to characterize,

in a probabilistic way, when the foliation is harmonic or geodesic. Then, we introduce an

stochastic calculus and define the Itô and Stratonovich integrals on foliations. We prove a

conversion formula and a Itô formula in this context. Finally we focus our study on the

foliated Brownian motion and the harmonic measures. We give a construction of the foli-

ated Brownian motion based on stochastic differential equations and apply the formalism

developed to give a new proof of the Lucy Garnett Theorem. We study properties of the har-

monic measures and we characterize them in terms of solutions of a second order differential

equations.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos processos estocásticos em variedades folheadas. Introduzimos

primeiro uma série de operadores, que chamamos de operadores folheados, e estudamos suas

propriedades. Definimos, por meio dos operadores introduzidos, os processos básicos em es-

paços folheados como, por exemplo, martingale folheada e movimento browniano folheado.

Estudamos a relação destes processos com a geometria da folheação e caracterizamos estocas-

ticamente quando uma folheação é harmônica ou geodésica. Definimos, integrais estocásticas

de Itô e Stratonovich em folheações e desenvolvemos um cálculo estocástico proprio. Prova-

mos uma fórmula de conversão de integral de Itô para Stratonovich e uma fórmula de Itô neste

contexto. Finalmente estudamos, com particular atenção, o movimento browniano folheado

e medidas harmônicas em espaços folheados. Construímos o movimento browniano folheado

com o formalismo de equações diferenciais estocásticas, aplicando-o conjuntamente com o

cálculo diferencial introduzido para fronecer uma nova prova do Teorema de Lucy Garnett

sobre medidas harmonicas em folheações. Estudamos propriedades de medidas harmônicas e

damos uma caracterização das mesmas como soluções de uma equação diferencial de segunda

ordem.

xi
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Neste trabalho, estudamos processos estocásticos em variedades folheadas. Na verdade nosso

objetivo são aqueles processos que respeitam a folheação, isto é, aqueles cujos caminhos estão

na mesma folha que a condição inicial e não passam de uma folha para a outra. Chamamos

estes processos de folheados.

O estudo deste tipo de processos foi iniciado por Lucy Garnett em [17], com a introdução

do movimento browniano em folheações. A partir de então, o movimento browniano folheado

foi considerados por diversos autores, dentre os quais destacamos Kaimainovich [25], Ghys

[18, 19], Candel [6, 5]. Além do movimento browniano, tais autores estudaram medidas

especiais - chamadas de harmônicas por Garnett - e as aplicaram em diversos contextos com

resultados interessantes (ver o livro de Candel e Conlon [6]).

Em todos os casos, o movimento browniano em folheações foi definido e estudado, dis-

correndo sem entrar em detalhes, como o processo que gera um semigrupo de calor e cujo

operador de segunda ordem associado ∆E (denominado laplaciano folheado) e cuja definição

é simplesmente um operador ∆E tal que para toda folha L temos

∆E|L = ∆L

onde ∆L denota o operador laplaciano da folha. Até agora, o estudo em geral dos processos

folheados concentra-se nas propriedades das medidas harmônicas.

Neste trabalho, propomo-nos a estudar os processos folheados como processos distingui-

dos e desenvolvemos para estes um cálculo estocástico particular. Para isto, introduzimos

uma gama de operadores (Definição 2) que chamaremos de folheados e estudaremos as suas

propriedades (Lemas 5, 6, 8, 18 e Corolário 1). Em particular, preocupamo-nos com o cálculo

diferencial que estes produzem. Se bem que alguns destes operadores já eram conhecidos,

damos uma definição própria e diferente, mas que coincide com as já conhecidas por causa

do Lema 3.

1



2

Baseados nestes operadores introduzimos, no Capítulo 4 os conceitos de martingale em

folheações e movimento browniano (Definições 5, 6, 7, 8). Daremos ao movimento brow-

niano folheado uma caracterização de Levi (Lemas 10 e 11). Estudaremos como algumas

propriedades destes processos está relacionada à geometria da folheação (Proposição 5 e 6).

Também definiremos integrais estocásticas (Definição 9) para estes processos e daremos uma

fórmula de Itô (Proposição 7), que é o ponto principal no cálculo estocástico, e estudaremos

respectivas propriedades (Lemas 13, 12, 14 e Proposição 9). O conteúdo deste capítulo, em

particular o ponto de vista, é original e forma parte do coração do trabalho.

Finalmente nos concentraremos no movimento browniano folheado. Faremos sua con-

strução (Proposição 10) já não do ponto de vista da análise, mas do ponto de vista das

equações diferenciais estocásticas, isto é, como solução de uma equação diferencial estocás-

tica. Feito isto, junto com as ferramentas desenvolvidas, seguiremos os passos de Lucy Gar-

nett, porém sempre fazendo uso do nosso cálculo (Teoremas 22 e 23). Mostraremos também

alguns exemplos e como os aspectos computacionais se simplificam em alguns casos.

Uma vez que o trabalho mistura dois ramos da matemática (teoria de folheações e cálculo

estocástico), achamos conveniente colocar dois capítulos introdutórios, um para cada tópico,

que abordam brevemente deles sem se aprofundar nos detalhes.



CAPÍTULO 2

CÁLCULO ESTOCÁSTICO

Neste capítulo, daremos uma introdução à teoria do cálculo estocástico. O tratamento será

feito sem muitos detalhes, mas tentando focalizar nos resultado relevantes da teoria que serão

utilizados no trabalho. Começaremos a estudar os processos no espaço euclidiano. Daremos

as definições básicas até chegar na fórmula de Itô. Falaremos também rapidamente da teoria

de equações diferenciais estocásticas.

Passaremos então para os processos estocásticos em variedades. Estes são uma gen-

eralização natural dos processos estocásticos no espaço euclidiano, sendo de fundamental

importância, para a sua análise, a integral estocástica (Itô e Stratonovich). Para definir esta

integral, primeiro estudaremos os rudimentos de geometria de segunda ordem ou cálculo de

Schwartz. Também daremos os conceitos básicos de equações diferenciais estocásticas em

variedades como uma generalização do caso euclidiano.

2.1 Processos Estocásticos

Nesta seção daremos uma introdução à teoria do cálculo estocástico no espaço euclidiano.

Em geral nossa discussão estará baseada nos livros de Oksendal [32] e Freedman [16].

Um processo estocástico em R
n é uma família de variáveis aleatórias {Xt}t∈[0,T ] em R

n

sobre um espaço de probabilidade (Ω,F ,P). Em geral, notaremos esta família como X ou

X(t).

Se para quase todo ω ∈ Ω temos que o caminho X(·, ω) : [0, T ] → R
n é contínuo, dizemos

que X(t) é um processo estocástico contínuo.

Uma filtragem {Ft} da σ−álgebra F é uma coleção de sub σ−álgebras Ft ⊂ F tais que

Ft ⊆ Fs se s > t. Definimos F∞ como a menor σ−álgebra gerada por ∪t≥0Ft. Se, para

todo t ∈ [0, T ], a variável aleatória X(t) é Ft-mensurável dizemos que o processo X é {Ft}
adaptado. De agora em diante consideraremos só processos adaptados.

3



SEÇÃO 2.1 • PROCESSOS ESTOCÁSTICOS 4

Um processo X é uma martingale com respeito à filtragem {Ft} se

• E[||X(t)||] <∞,

• X(t) é Ft mensurável para todo t, e

• E[X(s)|Ft] = X(t) para todo s ≥ t.

Analogamente, dizemos que um processo X é uma supermartingale(respectivamente sub-

martingale) se, no último item acima, trocamos a igualdade pelo sinal menor ou igual (re-

spectivamente, maior ou igual).

Exemplo: Seja X um processo, temos uma filtragem canônica associada {Ft} considerando

cada Ft como a menor sigma álgebra gerada pela variável aleatória {X(s), s ≤ t} que contém

todos os conjuntos de medida 0. �

Dizemos que um processo é uniformemente integrável se, e somente se,

lim
N→∞

E[Xt1||Xt||>N ] → 0.

Teorema 1. Seja X uma martingale.

• Se X é uniformemente integrável e
∫

Ω
E[|X|]dP <∞ então existe

X∞ = lim
t→∞

X(t)

que satisfaz
∫

Ω
E[|X∞|]dP <∞ e que é F∞ mensurável.

• Se X é limitada em Lp(Ω) com p > 1 , isto é, supt E[||Xt||p] <∞, então

X∞ = lim
t→∞

X(t)

está em Lp(Ω).

Um tempo de parada com respeito ao processo X é uma variável aleatória T tal que

{ω ∈ Ω; T (ω) ≤ t} ∈ Ft, para todo t ≥ 0.

Exemplo: Um tempo de parada clássico é o chamado primeiro tempo de saída de um

conjunto. Sejam X um processo em R
n, e B ⊂ R

n um boreliano tal que X(0) ∈ B. Definimos

T (·) = inf{t ∈ R≥0; X(t, ·) 6∈ B}.

Resulta que T é um tempo de parada. �
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Dados dois tempos de parada S e T , é fácil ver que as variáveis aleatórias S∧T = inf{S, T}
e S ∨ T = sup{S, T} são tempos de parada.

Dado um processo estocástico X e um tempo de parada T , definimos o processo parado

XT por

XT (t, ω) = Xt∧T (ω)(ω)

e a filtragem parada

FT = {A ∈ F ; A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}.

Um resultado fundamental na teoria de martingale é o teorema da parada opcional que

caracteriza quando um processo é martingale.

Teorema 2. Seja X um processo {Ft} adaptado. São equivalentes:

• X é martingale,

• XT é martingale para todo tempo de parada T ,

• E[XT ] = E[X0] para todo tempo de parada limitado T ,

• E[XT |FS] = XS para todos tempos de paradas T ≤ S. Se X for integrável ,então a

igualdade é válida ainda se T e S não forem limitados.

Um conceito mais fraco que martingale e que tem grande utilidade é o conceito de mar-

tingale local. Um processo é uma martingale local se existe uma sequência de tempos de

parada Tn ↑ ∞ tal que, para todo n, MTn é martingale. Pode-se ver que toda martingale

local limitada é, de fato, uma martingale.

Por último, temos o conceito de semimartingale contínua. Este é um processo contínuo

X que admite uma decomposição do tipo

X = X0 +M + A,

com X(0) F0 mensurável, M uma martingale local continua com M(0) = 0 e A um processo

de variação finita com A(0) = 0. Esta decomposição é conhecida como decomposição de

Doob-Meyer e é única (ver, por exemplo, livro de Emery [12]).

2.2 Movimento Browniano

O movimento browniano é um processo fundamental no cálculo estocástico. Como veremos

logo no trabalho, este processo é uma martingale com gerador infinitesimal compatível com

a métrica.

Seja (Ω, {Ft},P) um espaço de probabilidade filtrado. Dizemos que um processo B em R

é um movimento browniano (MB) se
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i- B(0)=0;

ii- Para todo 0 ≤ t1 < . . . ≤ tk, as variáveis aleatórias B(tr) − B(tr−1) são independentes

e normalmente distribuídas com

E[B(tr) −B(tr−1)] = 0 E[(B(tr) −B(tr−1))
2] = (tr − tr−1).

O MB existe pelo teorema de extensão de Kolmogorov (ver, por exemplo, o livro de

Friedman [16]) e possui uma versão contínua pelo critério de continuidade de Kolmogorov

(ver de novo Friedman [16]). Algumas propriedades do MB são as seguintes:

• Para quase todo ω, o caminho B(t, ω) é não diferenciável.

• O MB é uma martingale.

Uma caracterização do movimento Browniano é dada pelo seguinte teorema de Levy [16].

Teorema 3. Seja X um processo {Ft}−adaptado e contínuo que satisfaz

E[X(t) −X(s)|Fs] = 0, E[(X(t) −X(s))2] = (t− s)

para todo 0 ≤ s < t, então X é um MB

No caso n dimensional, dizemos que um processo B(t) = (B1(t), . . . , Bn(t)) é um MB

se cada processo Bi(t) é um MB em R e as σ−álgebras F i geradas por Bi(t), para t ≥ 0,

i = 1 . . . n, são independentes. Analogamente ao Teorema 3, temos o seguinte teorema, que

também é conhecido como caracterização de Levy.

Teorema 4. Se X = (X1, . . . , Xn) é uma martingale contínua {Ft}-adaptada que cumpre

E[X(t) −X(s)|Fs] = 0, E[(X i(t) −X i(s))(Xj(t) −Xj(s))] = δij(t− s)

para todo 0 ≤ s < t, onde δij = 0 se i 6= j e δij = 1 se i = j, então X é um MB

2.3 Integrais Estocásticas

Nesta seção, vamos estender o conceito de integral para os processos estocásticos. Ela não

vai ser definida da mesma forma que a integral de Riemann-Stieljes pois, é possível ver que,

do fato de um processo estocástico não ter necessariamente variação finita, o procedimento

utilizado para definir a integral de Riemann não funciona no nosso contexto (ver por exemplo

as notas de Bain [2] pg.11). Primeiro vamos definir a integral de processos simples com

respeito a martingales e depois estendemos para casos mais gerais.
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Um processo X é dito simples se existem sequências de tempos de parada 0 ≤ T0 ≤ . . . ≤
Tk ↑ ∞ e variáveis aleatórias Zk uniformemente limitadas e FTk

−mensuráveis tais que

X(t) = X(0) +
∞∑

k=1

Zk1(Tk,Tk+1].

Se X é um processo simples e M é uma martingale, definimos a integral

∫ t

0

XdM =
∞∑

k=1

Zk(Mt∧Tk
−Mt∧Tk+1

).

Esta integral pode se estender para integrais de processos previsíveis utilizando o Teorema

da Convergência Monótona e o fato que todo processo previsível pode ser aproximado por

processos simples. A extensão é feita de maneira similar ao caso da integral de Lebesgue.

A integral estocástica assim definida é chamada de integral de Itô e possui as seguintes

propriedades.

•
∫ t

0
XdY é Ft-mensurável.

•
∫
XdY é uma semimartingale.

• E
[∫
XdB

]
= 0, onde B é o MB.

•
∫
XdY é linear em X e Y .

•
∫
XZdY =

∫
Xd(

∫
ZdY ).

• (
∫
XdY )T =

∫
XdY T =

∫
XTdY para todo tempo de parada T . Mais ainda se Y for

martingale local, então
∫
XdY é martingale local.

• Se Xn é uma sequência de processos previsíveis dominado por um processo K e con-

vergindo a um processo X, ∫
XndY →

∫
XdY.

• Se Y é uma martingale, então
∫ t

0
XdY é uma martingale

Existem duas integrais estocásticas relevantes, uma delas é a integral de Itô, que já foi

introduzida, e a outra é a integral de Stratonovich que pode ser definida em função da de

Itô. Para isto, precisamos de um conceito a mais que é o de variação quadrática conjunta.

SejamX, Y duas semimartingales previsíveis tais que
∫
XdY ,

∫
Y dX existem. Chamamos

de covariação quadrática conjunta de X e Y o processo

[X, Y ] = XY −X0Y0 −
∫
XdY −

∫
Y dX.
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Quando X =
∫
HdZ e Y =

∫
KdR, ocorre

[X, Y ] =

∫
HKd[Z,R].

No caso X = Y denotamos [X,X] = [X] e chamamos a este processo simplesmente de

variação quadrática. A variação quadrática é um processo crescente de variação finita.

Exemplo: Seja B o MB em R. Seja {tj}Nj=1 uma partição de [0, t]. É possível ver que

∫
BdB = lim

|∆tj |→0

∞∑

j=1

Btj(Btj+1
−Btj).

Por um lado

(B2
tj+1

−B2
tj
) = (Btj+1

−Btj)
2 + 2Btj(Btj+1

−Btj).

Por outro lado

B2
t =

N∑

j=1

(B2
tj+1

−B2
tj
),

e
N∑

j=1

(Btj+1
−Btj)

2 → t quando (tj+1 − tj) → 0,

uniformemente em probabilidade. Temos então que

∫
BdB =

1

2
B2 − 1

2
t .

O termo −1
2
t mostra que a integral de Itô não se comporta como a integral comum. �

Definimos a integral de Stratonovich de X com respeito a Y pela expressão

∫
XδY =

∫
XdY +

1

2
[X, Y ].

Exemplo: Seja B o MB em R. Pelo exemplo anterior e da definição de variação quadrática,

segue que [B,B] = t. Portanto, a integral de Stratonovich
∫
BδB = 1

2
B2. �

Estes exemplos mostram que as duas integrais são diferentes. Em particular, a integral

de Stratonovich se comporta de forma similar à integral de Riemann. De fato, a principal

diferença entre as duas integrais é o seu comportamento com respeito à mudança de var-

iáveis. Este é um ponto central do cálculo estocástico, pois, no caso da integral de Itô, a

mudança de variáveis possui um termo a mais com respeito ao cálculo clássico, enquanto a

integral de Stratonovich não. Colocamos a seguir estes resultados em forma de Teorema. A

demonstração pode ser vista, por exemplo, no livro de Karatzas e Shreve [24].
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Teorema 5. Sejam f : R
n → R

n uma função C2 e X uma semimartingale contínua. Então

f(X) − f(X0) =
n∑

i=1

∫
(∂if)(X)dX i +

1

2

n∑

i,j=1

∫
(∂2
ijf)(X)d[X i, Xj],

f(X) − f(X0) =
n∑

i=1

∫
(∂if)(X)δX i.

A primeira destas igualdades é chamada de Fórmula de Itô e é um dos resultados mais

importantes do cálculo estocástico.

2.4 Equações Diferenciais Estocásticas em R
n

Uma equação diferencial estocástica é uma equação diferencial com um termo de ruido.

Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e considere uma filtragem {Ft} de F . Sejam

b : R
n → R

n e a : R
n → R

n×m funções mensuráveis satisfazendo

||b(x)|| + ||a(x)|| ≤ C(1 + ||x||),

para alguma constante C e

||b(x) − b(y)|| + ||a(x) − a(y)|| ≤ D(||x− y||),

para alguma constante D. Considere uma semimartingale Z em R
m adaptada a Ft e X0 uma

variável aleatória mensurável com respeito a F0. Dizemos que uma semimartingale X em R
n

é solução da equação diferencial estocástica (EDE) :

dX = b(X)dt+ a(X)dZ(t),

X(0) = X0, (2.1)

definida até um tempo de parada T se satisfaz

i- X(t) é adaptada.

ii- b(X) ∈ L1(0, T ) e a(X) em L2(0, T ).

iii- X(t) = X0 +
∫ T

0
b(X(t))dt+

∫ T
0
a(X(t))dZ(t).

O maior tempo de parada para o qual a solução está definida é chamado de tempo de explosão

e(X).

Da mesma forma que para as equações diferenciais ordinárias, há um teorema de existência

e unicidade para as EDEs, o qual enunciamos abaixo. Para uma prova deste teorema, podem

ser consultados os livros de Oksendal [32] ou Evans [13].
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Teorema 6. Seja T > 0 e b : R
n → R

n e a : R
n → M

n×m funções mensuráveis satisfazendo

||b(x)|| + ||a(x)|| ≤ C(1 + ||x||),

para alguma constante C e

||b(x) − b(y)|| + ||a(x) − a(y)|| ≤ D(||x− y||),

para alguma constante D. Seja X0 uma variável aleatória que é independente da σ−álgebra

F∞ e tal que E[||X0||2] < ∞. Então a EDE (2.1) tem uma única solução X(t) contínua em

t (até seu tempo de explosão e(X)) com a propriedade que X(t, ω) é adaptada a σ−álgebra

F̃t gerada por X0 e Bs para s < t, cumprindo

E

[∫ T

0

||X(t)||2dt
]
<∞ .

No caso de Z ser definida em [0,∞) então e(X) = ∞

Observação: A unicidade deve ser intepretada em probabilidade, isto é, se existe uma outra

solução X̃ então P(X(t) = X̃(t), para todo 0 ≤ t ≤ T ) = 1.

O processo solução X da EDE (2.1) é chamado de difusão. No caso das difusões, pode-se

provar a existência de um fluxo de difeomorfismos. De fato, temos o seguinte resultado que

pode ser consultado no livro de Ikeda-Watanabe [23].

Teorema 7. Seja X uma difusão que satisfaz a EDE

dX = b(X)dt+ a(X)dB(t),

X(0) = x,

onde B é o movimento browniano e os coeficientes a e b satisfazem as mesmas condições que

o Teorema 6. Então, para todo t fixo, existe uma aplicação Xt que leva (x, ω) ∈ R
n × Ω →

Xx
t (ω) ∈ R

n e é solução da EDE acima para todo x ∈ R
n. O mapa Xt pode ser escolhido C∞

para todo x ∈ R
n.

Denote por Xx a solução da EDE com X(0) = x ∈ R
n. Dizemos que o operador de

segunda ordem A definido por

Af(x) = lim
t→0

E[f(Xx
t )] − f(x)

t
, para toda f ∈ C2(Rn)

é o gerador da difusão X. Sua existência para o caso das difusões é garantida (ver, por

exemplo, o livro de Oksendal [32] ou de Evans [13]. Pela fórmula de Itô, o operador A pode

ser escrito como

Af(x) =
n∑

i=1

bi(x)(∂if)(x) +
1

2

n∑

i,j=1

(aat)ij(x)(∂
2
ijf)(x).
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Exemplo: Se B é o movimento browniano, então segue da fórmula de Itô que

Af =
1

2

n∑

i=1

(∂2
iif) = ∆Rnf

para toda f ∈ C2(Rn). �

Da fórmula de Itô decorre o seguinte Teorema conhecido na literatura como fórmula de

Dynkin

Teorema 8. Seja f ∈ C2(Rn). Assuma que T é um tempo de parada tal que E[T x] < ∞.

Então

E[f(Xx
t∧T )] = f(x) + E

[∫ T

0

Af(Xx
s )ds

]
.

Toda difusão gera um operador de segunda ordem A. Pode ser mostrada a recíproca, isto

é, se tivermos um operador de segunda ordem estritamente elíptico A, existe uma difusão X

que tem como gerador infinitesimal o operador A (ver, por exemplo, o livro de Yosida [41]).

Temos descrito aqui a formulação das EDE no sentido de Itô, mas também é possível

desenvolver a teoria para equações de Stratonovich da forma

dX = b(X)dt+ a(X)δZ(t),

X(0) = X0,

onde a = (V1, . . . , Vn), com Vi campos em R
n. Basta usar a conversão Itô-Stratonovich

a(X) δZ = a(X) dZ +
m∑

i,j=1

ViVj d[Z
i, Zj]

e empregar a teoria desenvolvida para a equação

dX = b(X)dt+ a(X) dZ +
m∑

i,j=1

ViVj d[Z
i, Zj],

X(0) = X0.

2.5 Processos Estocásticos em Variedades Diferenciáveis

Os processos estocásticos em variedades são uma generalização dos processos estocásticos

no espaço euclidiano. Nesta seção, de modo similar à seção anterior, daremos as definições

básicas para logo estudar a integral estocástica e as equações diferenciais estocásticas em

variedades. Em geral, os resultados listados nesta seção podem ser consultados nos livros de

Emery [12] ou de Hsu [21].

Um processo estocástico X em um espaço de probabilidade (Ω,F ,P) a valores em uma

variedadeM , é um família de variáveis aleatórias indexadas por um parâmetro t. Se F(0≤t≤T ) é
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uma filtragem de F , dizemos que o processo é adaptado se para todo t, X(t) é Ft-mensurável.

Daqui para frente consideramos somente processos adaptados.

Um processo X em M é dito uma semimartingale, se para toda função f ∈ C∞(M), o

processo f(X) em R é uma semimartingale.

Para toda forma bilinear b e toda semimartingale X, temos associada a b-variação

quadrática que é definida pelas seguintes propriedades
∫

(df ⊗ dg)(dX, dX) = [f(X), g(X)],

∫
fb(dX, dX) =

∫
f(x)d

(∫
b(dX, dX)

)
,

onde f, g ∈ C∞(M). Eis algumas propriedades da b-variação.

• Se φ : M → N é um aplicação diferenciável entre variedades diferenciáveis, então
∫

(φ∗ ⊗ φ∗)
∗b(dX, dX) =

∫
b(dφ(X), dφ(X)) .

•
∫
b(dX, dX) depende só da parte simétrica de b.

• Se b é definida positiva, então
∫
b(dX, dX) é crescente.

Uma conexão ∇ em uma variedade M nos permite definir o conceito de martingale.

Dizemos que uma semimartingale X é uma martingale se, e somente se, para toda função

f ∈ C∞(M) temos que o processo

f(X) − f(X0) −
1

2

∫
Hessf(dX, dX)

é uma martingale local. A seguinte proposição permite caracterizar as martingales em termos

dos tempos de parada.

Proposição 1. Sejam M uma variedade diferenciável com conexão ∇, X uma martingale e

{Tn} é uma seqüência crescente de tempos de parada com T0 = 0 e supTn = ∞. Então X é

martingale se, e somente se, XTn é uma martingale para todo n.

Uma importante propriedade das martingales está contida na proposição a seguir. Basi-

camente, ela afirma que, para todo ponto na variedade, sempre existe uma vizinhança aberta

tal que quaisquer duas martingales dentro dela que coincidem no ponto final são iguais.

Proposição 2. Seja M uma variedade diferenciável com conexão ∇. Então, todo ponto de M

possui uma vizinhança aberta U com a seguinte propriedade: para quaisquer duas martingales

X, Y a valores em U , definidas em (Ω, (Ft)0≤t≤1,P) e tais que X(1) = Y (1) vale X(t) = Y (t)

quase certamente para todo 0 ≤ t ≤ 1.
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Quando a variedade M é uma variedade riemanniana, existe uma conexão canônica: a

conexão de Levi-Civita. Esta conexão permite definir o movimento browniano na variedade

como a semimartingale X em M para a qual

f(X) − f(X0) −
1

2

∫
∆Mf(dX, dX),

é uma martingale local em R, onde ∆M é o operador Laplaciano. O seguinte lema caracteriza

o movimento browniano.

Lema 1. Uma semimartingale X é um movimento browniano se, e somente se, é martingale

e

[f(X), f(X)] =

∫
||gradEf(X)||2dt,

para toda f ∈ C∞(M).

Uma pergunta clássica no cálculo estocástico é se o movimento browninano explode, isto é,

se existe um t <∞ tal que Bt = ∞. Introduzimos assim o conceito completitude estocástica.

Dizemos que uma variedade M é estocasticamente completa se, para todo x ∈M , temos que,

com probabilidade 1, o tempo de explosão e(Bx) do movimento Browniano começando em x

é infinito,

P[e(Bx) = ∞] = 1.

Existem várias condições geométricas que garantem a completitude estocástica, nós só men-

cionaremos a seguinte que pode ser examinada nos livros de Elworthy [11] ou Hsu [21].

Teorema 9. Seja (M, g) uma variedade riemanniana que satisfaz RicM > Kg para K > −∞
em R. Então M é estocasticamente completa.

Decorre do teorema que uma variedade compacta é estocasticamente completa, assim

como o espaço euclidiano.

2.6 Geometria de Segunda Ordem

Vamos considerar, nesta seção, as definições básicas da geometria de segunda ordem que serão

úteis para o estudo do cálculo estocástico em variedades. Para um estudo mais profundo, o

leitor pode consultar, por exemplo, o livro de Emery [12] ou o trabalho de Catuogno [7].

Sejam M uma variedade diferenciável e x um ponto de M . Considere uma carta (U, ψ =

(x1, . . . , xn)) com x ∈ U . Defina τxM como o conjunto dos operadores diferenciais de segunda

ordem L sem termos constantes. Localmente podemos descrever L da seguinte maneira

L =

p∑

i=1

aiDi +

p∑

i,j=1

aijDij,
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onde Di = ∂/∂xi, Dij = ∂2/∂xi∂xj e aij = aji. Analogamente pode ser definido τ ∗xM , o

espaço das formas de segunda ordem Θ, por

Θ =
n∑

i=1

θidx
i +

n∑

i,j=1

θijdx
i · dxj,

onde {dxi, dxi · dxj} é a base dual associada a {Di, Dij} e θij = θji. O produto · é definido

para quaisquer duas 1-formas ω e ν em T ∗M , e campos vetoriais X e Y em TM , da seguinte

maneira

ω · ν(X) = 0 e ω · ν(XY ) =
1

2
(ω(X)ν(Y ) + ω(Y )ν(X)).

A união disjunta desses espaços define o fibrado tangente de segunda ordem τM e o fibrado

cotangente de segunda ordem τ ∗M por

τM =
⋃

x∈M

τxM e τ ∗M =
⋃

x∈M

τ ∗xM,

Observamos que o fibrado tangente e o fibrado cotangente são subfibrados dos respectivos

fibrados de segunda ordem.

Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Uma conexão ∇, compatível com a métrica,

pode ser visualizada como um projetor linear F : τM → TM definido da seguinte maneira

F(X) = X, F(XY ) = ∇XY ,

onde X, Y em TM . Também é possível definir um operador linear D : T ∗M → τ ∗M que

verifica para toda função f e toda 1-forma ω,

D(df) = d2f,

D(fω) = H(df ⊗ ω) + fdω.

onde H : T ∗M ⊗ T ∗M → τ ∗M é um operador linear que satisfaz

H(ω ⊗ ν) = ω · ν.

Observação: É fácil ver que se X, Y ∈ TM e ω ∈ T ∗M então

2Dω(XY ) = ω([X, Y ]) +Xω(Y ) + Y ω(X)

Definimos a restrição R : τ ∗M → T ∗M , que é uma inversa a esquerda de D, localmente

(na carta local) por

R(θid
2xi + θijdx

i · dxj) = θidx
i .

Se φ : M → N é uma aplicação entre variedades diferenciáveis e L ∈ τM é um vetor de

segunda ordem em x, definimos o ”pull-back” φ(x)∗L ∈ τφ(x)N de L por φ como sendo o vetor

de segunda ordem em φ(x) obtido da expressão

φ(x)∗L(f) = L(f ◦ φ)(x),
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onde f ∈ C∞(N). Analogamente, para um covetor Θ em τ ∗φ(x)N , o ”pull-back” φ(x)∗Θ ∈ τxM

é definido por

φ(x)∗Θ(L) = Θ(φ(x)∗L),

onde L ∈ τxM .

Se tivermos um vetor de segunda ordem L ∈ τM podemos definir um operador quadrático

Q : τxM → TxM ⊙ TxM que associa para cada L ∈ τM um operador de segunda ordem em

τM da seguinte forma: sejam f, g ∈ C∞(M), então QL é dado por

QL(fg) =
1

2
(L(fg) − fL(g) − gL(f)).

Em coordenadas locais, Q pode ser visto como a aplicação linear definida por

Q

(
n∑

i=1

aiDi +
1

2

n∑

i,j=1

aijDij

)
=

n∑

i,j=1

aijDi ⊙Dj.

Dizemos que uma aplicação φ : τM → τN é um morfismo de Schwartz se for uma

transformação linear que satisfaz

• φ(TxM) ⊂ TyN e

• para todo L ∈ τxM , temos que Q(φL) = (φ⊗ φ)(QL),

onde x ∈M e y = φ(x) ∈ N .

Exemplo: O ”pull-back” φ∗ é um morfismo de Schwartz.

2.7 Integral Estocástica

Nesta seção, vamos introduzir a integral estocástica em variedades da qual decorrerão as

integrais de Itô e Stratonovich.

Seja X uma semimartingale em uma variedade M . Para Θ ∈ τ ∗M , a integral de Θ ao

longo de X é dada em uma carta local (U,X1, . . . , xn) pela expressão

∫
Θ dX =

n∑

i=1

∫
θidX

i
s +

n∑

i,j=1

∫
θijd[X

i, Xj]s.

Neste formalismo dX é visto como um elemento de τM que satisfaz, para toda f ∈ C∞,

d(f(X)) = (dX)f,

o que o torna independente da escolha do sistema de coordenadas. Esse fato é conhecido

como princípio de Schwartz.
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Globalmente a integral estocástica pode ser definida pelas seguintes propriedades
∫
d2f(dX) = f(X) − f(X0),

∫
KΘ(dX) =

∫
Kd

(∫
Θ(dX)

)
,

onde K é limitado e previsível e d denota a integral de Itô em R.

Algumas propriedades da integral estocástica são

•
∫

Θ(dφ(X)) =
∫
φ∗Θ(dX).

• Se t→ st é uma mudança contínua no tempo, então
∫ t

0

Θ(dXAs
) =

∫ At

A0

Θ(dXs).

Mais ainda, se T for um tempo de parada, então
(∫

Θ(dX)

)T
=

∫
Θ(dXT ) .

• Se f, g são funções diferenciáveis, então
∫

(df · dg)(dX) =
1

2
[f(X), g(X)] .

• Se Θ e Ξ são previsíveis,

1

2

[∫
Θ(dX),

∫
Ξ(dX)

]
=

∫
(RΘ · RΞ)(dX).

• Se b é uma forma bilinear, então
∫
b(dX, dX) = 2

∫
Hb(dX).

Uma vez definida a integral estocástica, podemos introduzir as integrais de Itô e Stratonovich

da seguinte maneira. Sejam X uma semimartingale e α uma 1-forma em M . Definimos a

integral de Stratonovich de α ao longo de X pela expressão
∫
α(δX) =

∫
Dα(dX),

e a integral de Itô de α ao longo de X pela expressão
∫
α(dΓX) =

∫
Γα(dX),

onde Γ : T ∗M → τ ∗M é induzido pela conexão ∇ em M e satisfaz

Γα = Dα− H∇α.
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Uma propriedade interessante da integral de Itô é a sua fórmula de mudança de variáveis.

Se φ : M → N é uma aplicação diferenciável entre variedades (M,∇M) e (M,∇N), X uma

semimartingale em M e Θ é uma forma de segunda ordem em N , então
∫

Θ(dΓN

φ(X)) =

∫
φ∗Θ(dΓM

X) +
1

2

∫
β∗
φΘ(dX, dX),

onde βφ é a segunda fórmula fundamental definida como a seção de TM ⊙ TM ⊗ φ∗TN que

satisfaz

αφ = βφ ◦ Q,

sendo αφ seção de τM ⊗ φ∗TN definida por

αφ = ΓNφ∗ − φ∗Γ
M .

2.8 Equações Diferenciais Estocásticas em Variedades

Seja M uma variedade diferenciável e considere campos V0, V1, . . . , Vm em TM . Seja (Ω,F ,P)

uma espaço de probabilidade e considere B o movimento browniano m dimensional adaptado

a uma filtragem {Ft}. Uma equação diferencial estocástica em M é definida por m + 1

campos vetoriais V0, . . . , Vm, uma semimartingale em R
m Z e uma variável aleatória X0 ∈ F0.

Escrevemos simbolicamente a equação da forma

dX = V0(X)dt+
m∑

j=1

Vj(X)δZj,

X(0) = X0.

Dizemos que uma semimartingale X definida até um tempo de parada T é solução desta

equação se, para toda f ∈ C∞(M) e 0 ≤ t < T , temos que

f(X(t)) = f(X0) +

∫ t

0

Vjf(X(s))δZj(s) .

Uma conseqüência da fórmula de Itô é que, se a equação acima vale para funções f1, . . . , fk,

então vale para qualquer função destas. Por exemplo, se usamos o teorema de imersão de

Whitney que mergulha M em R
N , então é suficiente mostrar a equação acima para as funções

coordenadas.

Uma forma de construir soluções de equações diferenciais em variedades é a seguinte.

Mergulhamos M em R
n e consideramos M como sub-variedade fechada de R

N . Cada campo

vetorial Vj é, ao mesmo tempo, uma função diferenciável a valores em R
n e pode ser estendido

a um campo vetorial Ṽj em R
N . Assim, temos definida uma equação estendida em R

N

X(t) = X0 +
m∑

j=1

∫ t

0

ṼjδZ
j(s),

que tem solução única até o seu tempo de parada. Os seguintes teoremas finalizam a con-

strução.
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Teorema 10. Existe uma única solução de

dX = V0(X)dt+
m∑

j=1

Vj(X)δZj,

X(0) = X0,

até o seu tempo de explosão.

Teorema 11. Se X é solução da equação estendida até o seu tempo de explosão e(X) e se

X0 ∈M , então X(t) ∈M para 0 ≤ t < e(X).

Exemplo: Como exemplo de equações diferenciais estocásticas em variedades, consideramos

a construção do movimento browniano proposta por Eells-Elworthy [11]. Seja M uma var-

iedade riemanniana. Considere r : O(M) →M o fibrado das bases ortonormais sobre M . A

projeção r induz um difeomorfismo

r∗ : HuO(M) → TxM com x = r(u),

onde HuO(M) denota o espaço horizontal sobre u ∈ O(M) com respeito a conexão canônica.

Em O(M) temos definido n campos vetoriais horizontais H1, . . . , Hn tais que, para cada

u ∈ O(M), Hi(u) é o único campo vetorial horizontal cumprindo r∗Hi(y) = vei, onde r(v) = y

e v ∈ O(M).

Definimos a seguinte equação em O(M)

dU =
n∑

j=1

Hj(U) δBj,

U(0) = u (2.2)

onde (B1, . . . , Bn) é o movimento browniano em R
n. Pelo que foi visto acima, a equação

admite uma única solução U . Seja X = r(U) o processo projetado a M e seja f ∈ C∞(M),

então

f(X) − f(x) =
n∑

j=1

∫
Hj(f ◦ r)(U)δBj,

passando para uma integral de Itô

f(X) − f(x) =
n∑

j=1

∫
Hj(f ◦ r)(U)dBj +

1

2

n∑

j=1

∫
(Hj)

2(f ◦ r)(U)dt.

Usando a conhecida identidade

Hessf(Xi, Xj) = HiHj(f ◦ r),

temos que
n∑

j=1

(Hj)
2(f ◦ r)(U) = ∆Mf(X),
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portanto

f(X) − f(x) − 1

2

∫
∆Mf(X)dt =

n∑

j=1

∫
Hj(f ◦ r)(U)dBj(t),

o que mostra que X = r(U) é um MB. �

Outra aplicação das equações diferenciais estocásticas, semelhante ao caso euclideano,

vem a ser os processos de difusão. Estes são importantes pela relação que têm com os

operadores elípticos de segunda ordem. Seja L um operador diferencial de segunda ordem

elíptico, mas não necessariamente não-degenerado, em uma variedade diferenciável M . Um

processo adaptado X em M é dito uma difusão em M gerada por L se é uma semimartingale

tal que

f(X(t)) − f(X(0)) −
∫ t

0

Lf(X(s))ds

é uma martingale local para toda f ∈ C2(M), até o tempo de explosão e(X). Observe que

esta definição é equivalente àquela que demos para o caso M = R
n.

Toda difusão X dá origem a uma medida definida por µX = P ◦X−1. Mais ainda, pode

ser visto que se temos uma medida µ0, uma variável aleatória X0 tal que µ0 = P ◦X−1
0 e um

operador elíptico L, então existe um processo X em M com X(0) = X0 que é uma L difusão

com µX(0) = µ0. Uma medida µ é dita invariante se
∫

E[f(Xx)]µ(dx) =

∫
f(x)µ(dx).

Se o processo de difusão X é gerado por uma equação diferencial estocástica que possui um

fluxo de soluções, o processo induz um semigrupo {Pt}0≤t que age no espaço das funções

contínuas da seguinte forma

Ptf(x) = E[f(Xx)] =

∫

M

f(y)P (t, x, dy),

onde P (t, x, ·) = P ◦ (Xx)−1(t) são as probabilidades de transição do processo X. Desta

forma, a medida invariante poderia ser determinada pelo teorema do ponto fixo de Kakutani

(ver, por exemplo, o trabalho de Pei-Dong e Min Qian [33]), mas isto nem sempre é possível

(por exemplo, no caso de uma variedade M não compacta). Um resultado geral neste sentido

é valido quando a variedade M é compacta . Neste caso, temos o seguinte resultado clássico

do cálculo estocástico que encontramos, por exemplo, no trabalho de Pei Dong Liu e Min

Quian [33].

Teorema 12. Se φt : M × Ω × [0, T ] → M é um fluxo estocástico de difeomorfismos sobre

uma variedade compacta M , então existe no mínimo uma medida invariante para o fluxo.

Exemplo: Quando o operador for elíptico não-degenerado, a medida invariante é única

(portanto ergódica) e tem uma densidade diferenciável com respeito a medida de Lebesgue
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induzida pela métrica na variedade. Um caso particular, que corresponde ao movimento

browniano, ocorre quando L = ∆M . Neste caso, a medida invariante é a medida de Lebesgue.

�



CAPÍTULO 3

FOLHEAÇÕES

Neste capítulo, vamos discutir brevemente elementos da teoria de folheações. Procuraremos

nos concentrar nos items úteis para o presente trabalho. Por isso, muitos dos tópicos im-

portantes da teoria de folheações serão omitidos. Em geral, vamos dar as definições básicas,

alguns exemplos ilustrativos e alguns resultados relevantes que serão utilizados adiante. Em

linhas gerais, nossa discussão seguirá os livros de Moerdijk e Mrcun [29] e de Candel e Conlon

[6].

3.1 Folheações

Seja M uma variedade de dimensão n. Uma folheação F de M , de dimensão p e codimensão

q (p + q = n), é uma partição {Lα}α∈Λ de M em subconjuntos conexos, chamadas folhas,

com a seguinte propriedade: para todo ponto em M existe uma vizinhança aberta U e uma

carta

{U, φ = (x, y) : U → R
n = R

p × R
q},

tal que, para cada folha Lα, as componentes conexas de U ∩ Lα são definidas pelas equações

y1 =constante. ,. . . yq =constante. Uma carta deste tipo é chamada carta folheada. As

componentes conexas que correspondem aos conjuntos yj =cte. em uma carta folheada

recebem o nome de placas de F . Fixando y, temos que o mapa φ−1 : R
p × {y} → M é um

mergulho suave. Portanto, as placas são sub-variedades conexas de dimensão p.

Um atlas folheado é dado por um conjunto maximal de cartas folheadas

{Ui, φi : Ui → R
n = R

n−q × R
q}i∈I .

Observamos que, pela definição de carta folheada, os difeomorfismos dados pela mudança de

coordenadas φij = φi ◦ φ−1
j são globalmente da forma

φij(x, y) = (fij(x, y), hij(y)),

21
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com respeito à decomposição R
n = R

n−q × R
q.

Exemplos: Alguns exemplos canônicos em folheações são:

1- O exemplo trivial é a folheação do espaço R
n dada pela carta folheada Id : R

n →
R
p × R

n−p.

2- Seja φ : M → N uma submersão entre variedades diferenciáveis. Considere a folheação

F (φ) cujas folhas são as componentes conexas das fibras de φ. Um atlas folheado de

F (φ) é obtido da forma canônica local da submersão. Este tipo de folheação é chamada

de simples .

3- Seja a ∈ R um irracional e considere a submersão φ : R
2 → R dada por φ(x, y) = x−ay.

Pelo item anterior, temos uma folheação F (φ) em R
2. Seja agora π : R

2 → T
2 ≃ S1×S1

a aplicação de recobrimento padrão. A folheação F (φ) induz uma folheação F em T
2.

Uma carta folheada pode ser obtida da seguinte forma: se (U, ψ) é uma carta folheada

de R
2, então (π(U), ψ(π−1)) é uma carta folheada de F . Toda folha é difeomorfa a R

e é densa em T
2. Esta é a folheação de Kroneker do Toro.

4- É possível definir a folheação de uma variedade com bordo de forma óbvia, porém

exigindo que a as folhas sejam transversais ao bordo ou que as componentes conexas

do bordo sejam folhas. O exemplo padrão deste tipo de folheação é a folheação de Reeb

do toro sólido, a qual é descrita a seguir. Consideremos D = {z ∈ C, |z| ≤ 1}, e defina

a submersão φ : Int(D) × R → R por

φ(z, x) = exp

(
1

1 − |z|2
)
− x.

Temos, então, a folheação F (φ) de Int(D)×R que pode ser estendida a uma no cilindro

D×R adicionando a folha dada pelo bordo S1×R. Agora, como D×R é o recobrimento

universal do toro sólido D × S1 da maneira canônica, temos que a folheação de D × R

induz uma folheação R no toro sólido. O toro no bordo é uma folha de R. As demais

folhas são difeomorfas a R
2 e têm a folha do bordo como o conjunto dos pontos de

aderência.

5- A esfera S3 admite uma decomposição S3 ≃ X ∪∂X X, onde X é o toro sólido. Como

∂X é uma folha da folheação de Reeb do toro sólido, podemos colar as folheações das

duas cópias de X pelo bordo ∂X. Isto pode ser feito de forma tal que a folheação

obtida em S3 é suave. Esta folheação tem uma única folha compacta e é chamada de

folheação de Reeb de S3.

�

O teorema de Frobenius (ver, por exemplo, o livro de Moerdijk e Marcn [29]) oferece as

seguintes descrições equivalentes de uma folheação:
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i- Uma cobertura aberta {Ui} de M com submersões si : Ui → R
q tal que existem

difeomorfismos (necessariamente únicos)

γij : sj(Ui ∩ Uj) → si(Ui ∩ Uj)

com γij ◦ sj|Ui∩Uj
= si|Ui∩Uj

. Estes difeomorfismos satisfazem a condição de cociclo

γij = γik ◦ γkj,

e são chamados de cociclos de Haefliger representando F .

ii- Um subfibrado integrável E de TM de dimensão n− q.

iii- Um ideal diferencial (graduado) localmente trivial J =
⊕n

k=1 Jk de dimensão q na

álgebra diferencial graduada Ω(M). Isto quer dizer que o subconjunto J de Ω(M)

satisfaz duas propriedades

– dJ ⊂ J e que,

– para todo ponto M existe uma vizinhança aberta U tal que J|U é o ideal em

Ω(M)|U gerado por q 1-formas linearmente independentes.

Nesta tese, consideraremos, em geral, a descrição de folheações dada pelo item (ii) acima,

ou seja, pelo subfibrado integrável E ⊂ TM . Nessa linha, dizemos que a folheação F é

orientável se E for orientável e dizemos que é transversalmente orientável se o subfibrado

normal E⊥ ≃ TM/E é orientável. Uma orientação de F é uma orientação de E e uma

orientação transversal de F é uma orientação de E⊥. A existência de uma orientação de

E⊥ implica a existência de uma q-forma ν ∈ ΛE⊥∗ e de uma 1-forma (não necessariamente

única) α ∈ TM∗ tal que

dν = α ∧ ν.

Observação: Desta última identidade resulta (pela formulação (iii) do teorema de Frobe-

nius) que se localmente J é gerado por formas ω1, . . . , ωq, ν pode ser escrita como sendo

ν = ω1 ∧ . . . ∧ ωq.

Também segue que localmente existe uma 1-forma α tal que

d(ω1 ∧ . . . ∧ ωq) = α ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωq.

O argumento que prova a globalidade da identidade segue por partição da unidade.

Um resultado importante devido a Godbillon e Vey é enunciado a seguir. Para conveniên-

cia do leitor, apresentamos uma demonstração.

Teorema 13. Seja M uma variedade diferenciável e F uma folheação transversalmente

orientável de codimensão q. Então
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i- d(α ∧ (dα)q) = 0.

ii- A classe de cohomologia de de-Rham [α∧(dα)q] ∈ H2q+1
dR (M) é independente da escolha

da orientação ν e da 1-forma α.

Demonstração: Primeiramente, observe que, pela existência de um ideal diferenciável lo-

calmente trivial caracterizando F , temos:

a) Se uma 1-forma α satisfaz α ∧ ν = 0, então localmente

α =

q∑

i=1

aiωi,

onde ω1, . . . , ωq é uma base de E⊥∗.

b) Se uma 1-forma γ satisfaz dγ ∧ ν = 0, então localmente

dγ =

q∑

i=1

γi ∧ ωi.

Para provar (i), observe que localmente

0 = d2ν = dα ∧ ν + (−1)qα ∧ ν = dα ∧ ν,

onde

dα =

q∑

i=1

αi ∧ ωi.

Portanto

d(α ∧ (dα)q) = (dα)q+1 =

(
q∑

i=1

αi ∧ ωi
)q+1

possui em cada termo um produto de q + 1 das ωi que se anulam, pois Λq+1E⊥∗ = 0.

Para provar (ii) considere duas orientações ν e ν ′. Então ν ′ = fν com f não nula. Segue

que

dν ′ = df ∧ ν + fα ∧ ν = (d log(|f |) + α) ∧ ν ′,

então, se α′ = d log(|f |) + α temos que

α′ ∧ (dα′)q = (α+ d log(|f |)) ∧ (dα)q = α ∧ (dα)q + d(log(|f |) ∧ (dα)q)

Portanto, a classe [α ∧ (dα)q] não depende de ν.

Se α e α′ satisfazem dν = α ∧ ν = α′ ∧ ν, então chame β = α − α′. Observe que

β =
∑q

i=1 biωi e, conseqüentemente, β ∧ (dα′)q = 0. Logo

α′ ∧ (dα′)q = (α− β) ∧ (dα′)q = α ∧ (dα′)q.



CAP. 3 • FOLHEAÇÕES 25

Por outro lado,

(dα′)q = (dα+ dβ)q = (dα)q ∧
q∑

i=1

(
q

i

)
(dα)q−i ∧ (dβ)i,

e assim

α′ ∧ (dα′)q = α ∧ (dα)q + α ∧
q∑

i=1

(
q

i

)
(dα)q−i ∧ (dβ)i.

Observe que

α ∧ (dα)q−i ∧ (dβ)i = d(α ∧ (dα)q−i ∧ (dβ)i−1 ∧ β) ± ((dα)q−i+1 ∧ (dβ)i−1 ∧ β),

onde o segundo termo da direita é 0, pois contém q+ 1 produtos dos ωi’s. Portanto, a classe

de cohomologia [α ∧ (dα)q] tampouco depende da escolha de α. �

A classe [α ∧ (dα)q] ∈ H2q+1
dR (M) é uma classe característica em folheações que recebe

o nome de classe de Godbillon-Vey . Quando a dimensão da variedade M é n = 2q + 1,

a integral desta classe fornece um número intrínseco da folheação chamado de número de

Godbillon Vey de F .

Um resultado de Hurder [22] diz que, nas esferas de dimensão ímpar S2q+1, q ≥ 1, ad-

mitindo um subfibrado integrável de dimensão q, sempre existe uma folheação de codimensão

q com número de Godbillon-Vey igual a um número real escolhido arbitrariamente.

3.2 Construção de Folheações

Folheações em variedades podem ser obtidas a partir de folheações conhecidas mediante

operações geométricas. A seguir listamos algumas dessas construções.

• Folheação Produto: Sejam (M,F ) e (N,F ′) duas variedades folheadas. Defina em

M × N a folheação produto F × F ′ cujas folhas são da forma L × L′ com L ∈ F e

L′ ∈ F ′. Se (U, φ) e (V, ψ) são cartas folhadas de M e N respectivamente, temos que

(U × V, φ× ψ) é uma carta folhada de M ×N .

• Folheação ”Pull-back”: Sejam φ : N → M uma aplicação suave e F uma folheação

de M . Assuma que φ é transversal a F , ou seja,

Tφ(x)M = φ∗TxN + Eφ(x),

com E o subfibrado integrável caracterizando F . Do teorema de Frobenius e do bom

comportamento do ”pull-back” φ∗ com respeito ao colchete de Lie, temos que φ∗E ⊂
TN , onde

φ∗E = {(p, v) ∈ TN, φ∗v ∈ Eφ(p)},

é integrável e, portanto, define uma folheação φ∗F em N pelo teorema de Frobenius.
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• Folheação Quociente: Sejam (M,F ) uma variedade folheada e G um grupo de Lie

agindo em forma própria e descontínua em M , de tal forma que a variedade quociente

M/G é Hausdorff. Assuma que a folheação F é invariante pela ação de G i.e. para

todo g ∈ G temos dg · E = E. Então a projeção ao quociente π : M → M/G define

uma folheação em M/G pelo bom comportamento do ”push-forward” com respeito ao

colchete de Lie. De fato, π∗E ⊂ T (M/G), onde

π∗E = {(p, v) ∈ T (M/G), v ∈ π∗Eπ−1(p)}

é um subfibrado integrável e, portanto, define uma folheação em M/G.

• Folheação associada à ação de um grupo de Lie: Dizemos que a ação A : G×M →
M de um grupo de Lie G sobre uma variedade M é folheada se a dimensão do subgrupo

de isotropia Gx é uma função constante de x. Neste caso, as componentes conexas

das órbitas da ação são as folhas da folheação de M . O subfibrado integrável de

TM é descrito em termos da álgebra de Lie g como a imagem do diferencial da ação

dA : g ×M → TM .

No caso G = R, uma ação suave em M é chamada de fluxo em M . Para tais folheações

existe um campo vetorial que não se anula em M . Um exemplo de fluxo é o dado pela

folheação de Kronecker.

• Fibrados Folheados: Um fibrado folheado (ver [34]) é um fibrado (P,M, π : P →M)

com uma folheação F de P com as seguintes propriedades:

i- As folhas de F têm a mesma dimensão que M .

ii- As folhas de F são transversas às fibras do fibrado.

Eis um exemplo de fibrado folheado. Consideremos um grupo G agindo à direita em

forma própria e descontínua sobre uma variedade M̃ tal que M̃/G ≃M (por exemplo,

sejam G = π1(M,x) o primeiro grupo fundamental de M em um ponto base x ∈ M e

M̃ o recobrimento universal). Assumamos também que G age à esquerda sobre uma

variedade F . Introduzimos o quociente

E = M̃ ×G F

obtido do espaço produto M̃×F pela identificação (pg, f) ∼ (p, gf) para todo p ∈ M̃, e

todo f ∈ F . Portanto, E é o espaço de órbitas M̃ ×F com respeito à ação de G, sendo

também uma variedade. A projeção pr1 : M̃×F →M induz uma projeção π : E →M

que define um fibrado sobre M . A folheação F (pr2) de M̃×F , definida pela submersão

pr2 : M̃ × F → F , é invariante pela ação de G e induz em E uma folheação quociente

F , que dá a estrutura de fibrado folheado.
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3.3 Holonomia

Nesta seção, vamos dar a definição de holonomia e estudar algumas das propriedades. Nossa

discussão seguirá os livros de Moerdijk e Mrcun [29] e de Candel e Conlon [6].

Antes de introduzir a holonomia, precisamos discutir o conceito de germe de funções.

Sejam M e N duas variedades diferenciáveis. Tome x ∈M e y ∈ N . O germe de uma função

de x a y é uma classe de equivalência de aplicações φ : U → V de uma vizinhança aberta U

de x a uma vizinhança aberta V de y com φ(x) = y.

Sejam φ : U → V e φ′ : U ′ → V ′ duas aplicações. Dizemos que φ e φ′ são equivalentes se,

e somente se, existe uma vizinhança aberta W ⊂ U ∩ U ′ tal que φ|W = φ′|W . Denotamos o

germe de f como germx(f) : (M,x) → (N, y). Observamos que

• Os germes germx(f) : (M,x) → (N, y) e germy(g) : (N, y) → (R, z) podem ser com-

postos germx(g ◦ f |dom(g)) : (M,x) → (R, z).

• Existe o germe identidade germx(Id) : (M,x) → (M,x).

• Se f é um difeomorfismo local, então existe o germe inverso a germx(f) : (M,x) →
(N, y) que é germy(f

−1) : (N, y) → (M,x). Em particular, os germes de difeomorfismos

(M,x) → (M,x) formam um grupo denotado por Difx(M). Denotamos por Dif+x (M)

ao subgrupo de Difx(M) constituído pelos germes de difeomorfismos que preservam

orientação em x.

Seja (M,F ) uma variedade folhada. Uma variedade transversal é uma subvariedade T

de M tal que, para todo x ∈ T , temos TxT + Ex = TxM onde Ex = TLx. Uma variedade

transversal não necessariamente intersecta cada folha de F e, em geral, existe um transversal

sobre cada ponto de M . Seja L ∈ F uma folha. Considere pontos x, y ∈ L e transversais S e

T sobre x e y respectivamente. Para todo caminho γ de x para y podemos associar o germe

de difeomorfismos

hol(γ) : (T, x) → (S, y),

chamado holonomia do caminho γ em L com respeito às seções transversais S e T . Passamos a

detalhar a sua construção. Assuma que existe uma carta folheada (U, φ) tal que γ([0, 1]) ⊂ U .

Em particular, os pontos x e y estão sobre a mesma placa em U . Então há uma vizinhança

aberta A ⊂ U de x em T na qual podemos definir uma aplicação diferenciável f : A → S

que satisfaz

• f(x) = y, e

• para todo x′ ∈ A, o ponto f(x′) ∈ S está na mesma placa, em U , que x′.
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Figura 1.

Claramente podemos escolher A suficientemente pequeno para que f seja um difeomorfismo

sobre sua imagem. Definimos então

holS,T (γ) = germx(f).

Observamos que esta definição não depende da escolha de U , nem de f e nem do caminho

γ. Se tivermos um caminho que passa por uma sequência de cartas folheadas, podemos

compor as holonomias de cada carta para obter uma holonomia para o caminho. Algumas

propriedades da holonomia são as seguintes:

i- Sejam γ e γ′ dois caminhos em L que unem x e y e y e z respectivamente. Sejam T, S

e R transversais em x, y e z, respectivamente. Então

holR,T (γ′γ) = holR,S(γ′) ◦ holS,T (γ),

onde γ′γ denota a concatenação dos caminhos γ′ e γ.

ii- Sejam γ e γ′ caminhos homotópicos em L de x a y, e T e S os transversais em x e y,

respectivamente. Então

holS,T (γ) = holS,T (γ′).

Portanto, podemos definir os grupos de holonomia nas classes de homotopia dos cam-

inhos em L de x a y.

iii- Sejam γ caminho em L que une x e y, T e T ′ dois transversais em x e S e S ′ dois

transversais em y. Então

holS
′,T ′

(γ) = holS
′,S(y) ◦ holS,T (γ) ◦ holT,T

′

(x),
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onde y e x aqui denotam os caminhos constantes. Neste sentido, a holonomía é inde-

pendente dos transversais.

Destas propriedades básicas decorre que, se T é um transversal qualquer através de x, então

existe um homomorfismo de grupos

holT = holT,T : π1(L, x) → Difx(T ).

Como Difx(T ) ≃Dif0(Rq) e pela propriedade de independência dos transversais, obtemos um

homomorfismo de grupos

hol : π1(L, x) → Dif0(R
q),

que é chamado de homomorfismo de holonomia de L. Em particular, a imagem Hol(L, x) de

hol é chamada de grupo de holonomia de L. Dizemos que dois caminhos γ e γ′ têm o mesmo

grupo de holonomia se hol(γ′γ−1) = 1. Esta é uma relação de equivalência definida nas

classes de homotopias de caminhos de L de x a y. A classe de equivalência γ, com respeito

a esta relação, recebe o nome de classe de holonomia.

Tomando o diferencial no 0 de um germe de difeomorfismo, obtemos o homomorfismo de

grupos d0 :Dif0(Rq) → Gl(q,R). O homomorfismo linear de holonomia de L é definido pela

composição

dhol = d0 ◦ hol : π1(L, x) → Gl(q,R).

Sua imagem recebe o nome de grupo linear de holonomia de L, e é denotada por dHol(L, x).

Os grupos de holonomia são muito importantes no estudo das folheações, mas nesta tese

não vamos nos aprofundar mais no tópico. Indicamo ainda um resultado importante devido

a Thurston (ver, por exemplo, o livro de Candel [5] para uma prova).

Teorema 14. Seja F uma folheação de codimensão q em uma variedade M com uma folha

compacta L. Então uma das seguintes afirmações acontece

i- O grupo linear de holonomia de L é não trivial, ou

ii- A cohomologia de De-Rham H1
dR(L) é não trivial, ou

iii- O grupo de holonomia de L é trivial, e existe uma vizinhança aberta e saturada de L

em M e um difeomorfismo

V ≃ L × R
q

onde as folhas de V se correspondem com as fibras da projeção L × R
q → R

q.

Para esclarecer o item (iii), dizemos que um conjunto V é saturado se ele for união de

folhas, isto é, V = ∪α∈ILα.



SEÇÃO 3.4 • FOLHEAÇÕES RIEMANNIANAS 30

Exemplo:

1- Se a folha L é simplesmente conexa, então o grupo de holonomia é trivial.

2- Para uma folha de uma folheação do tipo F (φ), definida por uma submersão φ : M →
N , o grupo de holonomia de L é trivial.

3- A folheação de Reeb do toro sólido possui todas folhas simplesmente conexas com

exceção da folha do bordo T
2. É fácil ver que a definição de holonomia faz sentido para

uma folha no bordo, exceto quando o transversal é difeomorfo ao intervalo [0,∞). Se α

e β são os geradores do grupo fundamental do toro, temos que hol(α) = 1, mas hol(β)

é um germe de 0 a 0 de um difeomorfismo f : [0,∞) → [0,∞) com f(t) < t para todo

t > 0.

4- A folheação de Reeb de S3 tem uma folha compacta T
2 e o grupo de holonomia para

esta é Z ⊕ Z. Para α, β como acima, hol(α) e hol(β) são germes de difeomorfismos

g, h : R → R tais que g(t) < t se t < 0 e g(t) = t se t ≥ 0 e h(t) = t se t ≤ 0 e h(t) < t

se t > 0. �

3.4 Folheações Riemannianas

O conceito de folheações riemannianas foi introduzido por Reinhart [35] e explorado por

diversos autores (por exemplo, Tondeur [38] e Molino [30]). Denotamos por (M,F ) uma

variedade folheada de codimensão q. Uma métrica transversal em M é uma forma bilinear

g⊥ em M semidefinida positiva que satisfaz

• ker(g⊥x ) = E, onde E é o subfibrado que caracteriza F , e

• LXg
⊥ = 0 para todo X ∈ E, onde

LXg
⊥(Y, Z) = Xg⊥(Y, Z) − g⊥([X, Y ], Z) − g⊥(Y, [X,Z]).

A segunda condição implica que g⊥ é invariante pelo grupo de holonomia, pois garante que

g⊥ não muda ao longo dos caminhos que estão na folha. Dizemos que uma folheação F

munida com uma métrica transversal é uma folheação riemanniana.

Exemplo: Assuma que os cociclos de Haefliger são isometrias de R
q munido com uma

estrutura riemanniana qualquer h (não necessariamente com curvatura nula). Seja {Ui, si :

Ui → R
q} o atlas folheado que gera os cociclos γij : sj(Ui ∩ Uj) → si(Ui ∩ Uj). Defina

localmente a métrica transversal g⊥ pela fórmula g⊥|Ui
= s∗ih. Agora, pelo fato dos γij serem

isometrias, podemos colar as métricas locais para formar uma métrica transversal global. �

Observamos que, se T é uma variedade transversal em (M,F ), então g⊥|T é uma métrica

riemanniana para T e, portanto, T tem uma estrutura riemanniana.
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Quando (M, g) for uma variedade riemanniana tal que g induz uma métrica transversal

em E⊥, dizemos que g é uma métrica tipo fibrado.

A geometria transversal de F é modelada por E⊥. Uma ferramenta fundamental no seu

estudo é a conexão de Bott ∇B. Para defini-la, considere (M,F, g) uma variedade riemaniana

folheada, isto é, uma variedade riemanniana que admite uma folheação F (não confundir com

folheação riemanniana). Então M admite uma conexão de Levi-Civita que denotamos por

∇M . Considere a projeção ortogonal π⊥ : TM → E. Definimos para todo Y ∈ E⊥ eX ∈ TM

a conexão

∇B
XY =





π⊥[X, Y ] se X ∈ E

π(∇M
X Y ) se X ∈ E⊥

.

Em geral, ∇B não é compatível com a métrica. De fato, um resultado nessa direção é o

seguinte lema, cuja prova pode ser consultada no livro de Tondeur [38, pg. 53].

Lema 2. Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada. Então g é uma métrica tipo

fibrado se, e somente se, ∇B é compatível com a métrica em E⊥ induzida por g

É fácil ver que a conexão ∇B tem curvatura nula na direção de E, isto é, R(X,X ′) = 0

para X,X ′ ∈ E. Isto está relacionado com a topologia das variedades folhadas como foi

mostrado por Bott (ver [4, cap. 6] ).

Teorema 15. Seja E ⊂ TM um subfibrado integrável de codimensão q. Então as classes de

Potrjagin Pontk(E⊥) são 0 para k > 2q.

Passamos ao estudo das variedades riemannianas folheadas. Vamos ver as folhas de F

geometricamente imersas em M . Relembraremos conceitos proprios da teoria de imersões,

os quais serão utilizados no nosso trabalho. Considere então (M,F, g) uma variedade rie-

manniana folheada com conexão de Levi-Civita ∇M e projeções ortogonais π : TM → E e

π⊥ : TM → E⊥. Definimos a segunda forma fundamental W : E × E → E⊥ pela fórmula

W (X, Y ) = π⊥(∇M
X Y ).

Se W ≡ 0, dizemos que a folheação é totalmente geodésica. Este último fato não é uma

definição mas um teorema. Na verdade, uma folheação F é totalmente geodésica se todas as

folhas são sub-variedades totalmente geodésicas.

O campo vetorial curvatura média da folheação é o campo K definido pelo traço em E

da segunda forma fundamental mais precisamente K =TrEW . Se K for 0 então as folhas

da folheação são variedades mínimas (ver o livro de Kobayashi e Nomizu [26]). Uma tal

folheação é dita harmônica.
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3.5 Medidas em Folheações

O estudo das medidas em espaços folheados tem como objetivo obter propriedades qual-

itativas sobre as folheações. As primeiras medidas a serem estudadas foram as medidas

transversais, mas elas possuem a desvantagem de nem sempre existirem. Em [17], Lucy Gar-

nett introduziu o conceito de medidas harmônicas. Estas medidas são medidas invariantes

para uma difusão (isto será visto claramente em breve) a qual Garnett chamou movimento

browniano em folheações. A vantagem das medidas harmônicas, com respeito as medidas

transversais, reside no fato de sempre existirem (no caso da variedade ser compacta). Nesta

seção, vamos dar as definições básicas e alguns resultados importantes.

Dizemos que uma folheação tem uma medida invariante por holonomia se o grupo de

holonomia tem uma medida invariante não trivial que é finita em conjuntos transversais

compactos. Se µ é uma medida invariante por holonomia, temos que seu suporte é o conjunto

de pontos x ∈ M com a seguinte propriedade: para todo transversal T em x, µ(T ) > 0. O

suporte da medida é uma união das folhas de F , isto é, um conjunto saturado de M . Quando

F é transversalmente orientada, uma medida invariante determina uma classe de homologia.

É possível dar uma expressão explícita para esta classe em termos da carta folheada (ver,

por exemplo, o trabalho de Plante [34] e suas referências).

Exemplo: Se (M,F, g) é uma variedade riemanniana folheada com F transversalmente orien-

tável, podemos definir naturalmente uma forma χ⊥. Seja {E1, . . . , Eq} uma base ortonormal

de E⊥. Defina, localmente, χ⊥ como a q-forma que avaliada em um conjunto arbitrário

Y1, . . . , Yq ∈ TM é dada pela expressão

χ⊥(Y1, . . . , Yq) = det[g(Yi, Ej)ij].

A forma χ⊥ satisfaz, para Y ∈ E, a expressão (ver o livro de Tondeur [38, pg. 70] )

LY χ
⊥ = −g(κ, Y )χ⊥,

onde

κ = π

(
n∑

j=p+1

∇Ej
Ej

)
.

Conseqüentemente, se κ = 0 temos que χ⊥ é uma medida invariante por holonomia.

As medidas harmônicas são medidas invariantes pelo semigrupo gerado pelo movimento

browniano folheado (detalhes serão mostrados adiante). Eis a idéia da construção: Cada folha

L ∈ F admite uma métrica riemanniana, tendo portanto um Laplaciano ∆L. A "união"desses

operadores dá origem a um operador de segunda ordem ∆ em M . Este operador gera uma

difusão em M que possui uma medida invariante µ. Esta medida é a medida harmônica.

Portanto, uma medida µ é harmônica se, e somente se, para toda função f ∈ C2(M) temos

que
∫

∆fµ = 0. O seguinte teorema é um dos resultados mais importantes em medidas

harmônicas e foi obtido por Garnett em [17].
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Teorema 16. i- Toda variedade riemanniana folheada e compacta sempre admite medi-

das harmônicas.

ii- Toda função boreliana limitada f que é harmônica em cada folha deve ser constante

em quase toda folha, relativa a uma medida harmônica finita em M .

iii- Uma medida µ é harmônica se, e somente se, localmente se desintegra como uma soma

de medidas nas folhas, as quais são produto de uma função harmônica positiva na folha

pela medida de Lebesgue da folha.

Também em [17] foi introduzido o conceito de medida ergódica (estas medidas são medidas

harmônicas que, para todo conjunto saturado U , satisfaz em µ(U)µ(U c) = 0) e foi provado

um teorema ergódico e um teorema de decomposição para as medidas harmônicas em medidas

ergódicas. No presente trabalho, não vamos, contudo, entrar em detalhes neste assunto.



CAPÍTULO 4

OPERADORES EM FOLHEAÇÕES

Os conceitos básicos do cálculo estocástico, como martingale e movimento browniano, re-

querem a definição prévia de alguns operadores geométricos, como o hessiano e o laplaciano,

além do estudo das suas propriedades. Portanto, no contexto dos espaços folheados, pre-

cisamos de definições equivalentes. É esse o objetivo central deste capítulo: introduzir para

uma folheação os operadores gradiente, hessiano, divergente e laplaciano em forma global,

para dar uma base ao cálculo estocástico em folheações. Para isto, consideraremos uma fol-

heação F em uma variedade riemanniana (M, g) como um subfibrado integrável E do fibrado

tangente TM . Em geral, ao longo do capítulo, a variedade riemanniana considerada não

precisa ser compacta.

Os pontos principais deste capítulo são a Definição 2, os Lemas 5, 6, 7 e 8, o Corolário

1 e os Teoremas 17 e 18. O ponto de vista adotado é um ponto de vista global, no sentido

que os operadores são globais. Na última seção, aplicamos todo o formalismo desenvolvido

em um trabalho de Gromov [20].

4.1 Operadores Folheados

Ao longo do capítulo, consideraremos uma variedade riemanniana folheada (M,F, g), onde

a folheação F herda a métrica de M (ou seja, cada folha está geometricamente imersa em

M , com dim(M) = n e dim(F ) = p) bem como uma conexão ∇ compatível com g. Escol-

hemos descrever a folheação F como um subfibrado integrável E do fibrado tangente TM

e, baseados no teorema de Frobenius, usaremos indistintamente os termos integrabilidade e

involutibilidade para o fibrado E. Denotamos por π : TM → E a projeção ortogonal em E.

Com esta notação, é fácil ver que métrica g se escreve da seguinte forma

g = gE + g⊥, onde gE(v, w) = g(πv, πw) e g⊥(v, w) = g((1 − π)v, (1 − π)w).

35



SEÇÃO 4.1 • OPERADORES FOLHEADOS 36

para todos v e w vetores em TxM .

Observação: Se a variedade M for compacta, temos que, toda métrica sobre E, isto é,

uma forma bilinear g̃ de TM que é definida positiva quando restrita a E, pode ser estendida

numa métrica g de TM , com gE = g̃ e g⊥ como acima dada em função de qualquer métrica

ḡ definida em M .

Definimos em E a conexão ∇E, induzida por ∇, e descrita para todo X ∈ TM e todo

campo Y em E pela expressão

∇E
XY = π∇XY.

Lema 3. Seja ∇ uma conexão compatível com a métrica g. Então ∇E é compatível com a

métrica gE, isto é, para todo Y em TM e campos X e Z em E, vale que

Y gE(X,Z) = gE(∇E
YX,Z) + gE(X,∇E

YZ).

Quando ∇ for a conexão de Levi-Civita em M , ∇E se restringe naturalmente a conexão de

Levi-Civita associada à métrica gE sobre cada L ∈ F .

Demonstração: Claramente ∇E é uma conexão em E pois ∇ é conexão em M . Seja

X ∈ TM e Y, Z campos em E. Resulta

XgE(Y, Z) = Xg(Y, Z)

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

= g(π∇XY, Z) + g(Y, π∇XZ)

= gE(∇E
XY, Z) + gE(Y,∇E

XZ).

Logo, a conexão é compatível com a métrica. Se X, Y, Z são campos vetoriais em E, segue

que

∇E
XY −∇E

YX = π(∇XY −∇YX) = π[X, Y ] = [X, Y ].

Conseqüentemente, quando nos restringimos a uma folha de F , a conexão induzida é a

conexão de Levi-Civita. �

Observação: Quando ∇ é a conexão de Levi-Civita, ∇E|E : E × E → E depende somente

da parte gE da métrica. De agora em diante, não faremos distinção entre g e gE a menos que

seja necessário.

Definição 1. Dizemos que uma curva γ : [0, T ] → M é uma geodésica folheada se γ̇t ∈ Eγt

e ∇E
γ̇t
γ̇t = 0 para todo t ∈ [0, T ].

Lema 4. Para cada ponto m ∈ M e vetor v ∈ TmM , existem ǫ > 0 e uma única geodésica

folheada γ : (−ǫ, ǫ) →M com γ0 = m e γ̇0 = v
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Demonstração: Seja (U, (x1, . . . xp, y1, . . . , yq)) uma carta folheada tal que m ∈ U . Se Γkij
são os símbolos de Christoeffels de ∇E em U , então a geodésica γ deve ser a solução do

sistema

d2

dt2
γkt + Γkij

d

dt
γjt
d

dt
γit = 0, k = 1, . . . , p,

d

dt
γkt = 0, k = p+ 1, . . . , n

d

dt

∣∣∣∣
t=0

γkt = vk, k = 1, . . . , n

γ0 = m.

Logo, o resultado segue da aplicação dos teoremas de existência e unicidade de equações

diferenciais ordinárias. �

Observação: As geodésicas folheadas são geodésicas das folhas com respeito à métrica

induzida.

Como no caso das geodésicas em variedades, as geodésicas folheadas satisfazem a pro-

priedade de homogeneidade, isto é, se γ(t,m, av) é a geodésica que satisfaz γ(0,m, av) = m e

γ̇(0,m, av) = av com a ∈ R e v ∈ E, então γ(t,m, av) = γ(at,m, v). Isto nos permite definir

a exponencial folheada como a aplicação expF : U ⊂ E →M dada por

expF (m, v) = γ(1,m, v).

No trabalho de Lucy Garnett [17], o operador laplaciano em folheações é descrito em

forma geral como o operador ∆E tal que

∆Ef(x) = ∆Lx
f(x),

onde ∆Lx
é o laplaciano da folha Lx ∈ F que passa por x. Nós propomos uma nova definição

que permite uma expressão dos operadores na forma de Hormander e que está baseada

puramente na involutibilidade do subfibrado E, pois a definição anterior, no nosso contexto,

não é conveniente.

Definição 2. Sejam f ∈ C∞(M), ∇ a conexão riemanniana, X, Y campos vetoriais em E

e π : TM → E a projeção ortogonal. Definimos os seguintes operadores em E

a) gradE f = π∇f,

b) divE Y = TrEg(∇E
· Y, ·), onde TrE denota o traço em E,

c) HessE(f)(X, Y ) = XY (f) −∇E
XY f,

d) ∆Ef = divE(gradE f) = TrEHessEf .
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Seja {X1, . . . , Xp} uma base ortonormal de E. É simples verificar que podemos, local-

mente, descrever estes operadores pelas seguintes expressões:

a) gradE f =
∑p

i=1(Xif)Xi,

b) divE Y =
∑p

i=1

(
g(∇E

Xi
Y,Xi)

)
,

c) ∆Ef =
∑p

i=1 HessEf(Xi, Xi).

Observações

1- Na definição do operador HessE, a conexão ∇ pode ser qualquer conexão sem torsão.

2- Para uma conexão sem torsão ∇, se HessM denota o operador hessiano em M induzido

por ∇, temos a seguinte identidade

HessMf(X, Y ) = XY f −∇XY f

= XY f −∇E
XY f + ∇E

XY f −∇XY f

= HessEf(X, Y ) −W (X, Y )f, (4.1)

onde W : E × E → E⊥ é a segunda forma fundamental da folheação definida por

W (X, Y ) = ∇XY − π∇XY.

Desta fórmula segue, para o caso de ∇ ser a conexão riemanniana, que

∆Ef = TrEHessMf +Kf, (4.2)

com K o vetor curvatura media definido por

K = TrEW.

3- É claro que quando ∇ é a conexão riemanniana temos, pela desigualdade de Cauchy-

Schwartz, que

(∆Ef)2 =

∣∣∣∣∣

p∑

i=1

g(∇E
Xi

gradEf,Xi)

∣∣∣∣∣

2

≤ p

p∑

i=1

g(∇E
Xi

gradEf,∇E
Xi

gradEf) := p ||HessEf ||2.

4- Por causa do Lema 3, quando nos restringimos a uma folha L ∈ F , os operadores

gradE, divE e consequentemente ∆E são o gradiente, o divergente e o laplaciano em L

com respeito à métrica restrita.
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A seguir, estudamos algumas propriedades destes operadores. Em particular examinamos

a relativa ao produto de funções. Veremos que o comportamento do hessiano e do laplaciano

folheados é similar aos operadores hessiano e laplaciano canônicos.

Lema 5. Sejam f, h funções em C∞(M). Então

HessE(fh) = hHessEf + fHessEh+ dh|E ⊗ df |E + df |E ⊗ dh|E.

Demonstração: Sejam f, h funções em C∞(M) e X, Y dois campos vetoriais em E. Temos

HessE(fh)(X, Y ) = Hess(fh)(X, Y ) +W (Y )X(fh)

= hHessf(X, Y ) + fHessh(X, Y ) +XhY f + 2XfY h

+hW (Y )Xf + fW (Y )Xh

= hHessEf(X, Y ) + hHessEf(X, Y )

+dh|E ⊗ df |E(X, Y ) + df |E ⊗ dh|E(X, Y ).

�

Corolário 1. Sejam f, h : M → R funções C2 na direção da folha. A seguinte identidade

vale

∆E(fh) = f∆Eh+ h∆Ef + 2 g(gradEf, gradEh).

Demonstração: Somente precisamos provar que TrE(df |E ⊗ dh|E) = g(gradEf, gradEh).

Seja {X1, . . . , Xp} uma base ortonormal de E. Logo,

TrE(df |E ⊗ dh|E) =

p∑

i=1

XihXifg

=

p∑

i

Xif

p∑

j

g(Xi, Xj)Xjh

=

p∑

i,j

XihXjfg(Xi, Xj) = g(gradEf, gradEh).

�

Rumler, em [37], introduziu uma classe característica para folheações da seguinte forma:

Se (M,F, g) é uma variedade riemanniana folheada com F orientada define-se a forma

característica χ de F como a p-forma que, ao ser avaliada em um conjunto arbitrário

Y1, . . . , Yp ∈ TM , é dada localmente por

χ(Y1, . . . , Yp) = det[g(Yi, Ej)ij],

onde {E1, . . . , Ep} é uma base ortonormal de E. Esta p−forma diferencial, quando restrita

a uma folha, é a forma volume da mesma. O seguinte Lema é interessante, pois permitirá

usar o teorema de Stokes nas folheações.
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Lema 6. Seja Y um campo vetorial em E. Então

divE(Y )χ = LY χ,

onde LY é a derivada de Lie.

Demonstração: Sejam E1, . . . , Ep campos vetoriais em E constituindo uma base ortonormal

de E. Então

LY χ(E1, . . . , Ep) = Y (χ(E1, . . . , Ep)) −
p∑

j=1

χ(E1, . . . , LYEj, . . . , Ep)

= 0 +

p∑

j=1

χ(E1, . . . ,∇E
Ej
Y, . . . , Ep)

=

p∑

j=1

g(∇E
Ej
Y,Ej)χ(E1, . . . , Ep) = divE(Y )χ(E1, . . . , Ep).

Na segunda igualdade, usamos que gE(LYEj, Ej) = −gE(∇E
Ej
Y,Ej). �

Se F for transversalmente orientada, podemos definir (ver o livro de Tondeur [38]) uma

forma transversal χ⊥. Localmente, esta forma pode ser descrita por meio de uma base

ortonormal {Ep+1, . . . , En} de E⊥ como a forma que, avaliada em um conjunto arbitrário

Y1, . . . , Yn−p ∈ TM , é dada por

χ⊥(Y1, . . . , Yp) = det[g(Yi, Ej)ij].

Nós a achamos interessante pela seguinte propriedade.

Lema 7. A forma χ⊥ satisfaz

dχ⊥ = −k⊥ ∧ χ⊥, (4.3)

onde k⊥ = g(κ, ·) e

κ = π

(
n∑

j=p+1

∇Ej
Ej

)
.

Demonstração: Sejam {Ep+1, . . . , En} uma base ortonormal de E⊥ e Y ∈ TM . Observamos

que dχ⊥ ∈ E∗ ∧ (∧q(E⊥)∗). Caso Y ∈ E⊥, obviamente temos que dχ⊥(Y,Ep+1, . . . , En) = 0.

Por outro lado, se Y ∈ E, então

iY χ
⊥ = 0.

Logo, da fórmula de Cartan, constatamos

dχ⊥(Y,Ep+1, . . . , En) = LY χ
⊥(Ep+1, . . . , En)

= Y (χ⊥(Ep+1, . . . , En)) −
n∑

j=p+1

χ(Ep+1, . . . , LYEj, . . . , En)

= 0 −
n∑

j=p+1

g([Y,Ej], Ej) = −g
(
Y,

n∑

j=p+1

∇Ej
Ej

)
,
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tendo sido utilizado que

g([Y,Ej], Ej) =
1

2
Y g(Ej, Ej) − g(∇Ej

Y,Ej) = g(Y,∇Ej
Ej).

Assim, para todo Y ∈ TM , temos

dχ⊥(Y,Ep+1, . . . , En) =
n∑

j=p+1

g(Y, π∇Ej
Ej) = g(Y, κ).

O resultado segue por linearidade. �

Observação: Se (M,F, g) é uma variedade riemanniana folheada com F orientada e transver-

salmente orientada, então µg = χ ∧ χ⊥ (ver Tondeur [38, pg. 73 ]).

Observação: O vetor κ pode, alternativamente, ser definido como o campo vetorial em E

que satisfaz para todo X ∈ E

g(κ,X) = divE(X) − div(X),

ou como o traço em E⊥ da forma bilinear b com valores em E, definida por

b(V,W ) = π∇VW.

Observamos que, quando a variedade for transversalmente orientada, todas definições coin-

cidem. A forma k⊥ desempenha um papel importante quando a folheação é de codimensão

1 como mostra o seguinte teorema1.

Teorema 17. Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada F de codimensão 1 que

transversalmente é C2 e folhas C∞. Assuma que o fibrado normal E⊥ é orientado. Então

[k⊥ ∧ (dk⊥)q] ∈ H2q+1
dR (M) é a classe de Godbillon-Vey.

Demonstração: A orientação transversal de M e o teorema de Frobenius garantem a ex-

istência de uma orientação ω e de uma 1-forma α tal que dω = α∧ω. Logo α∧ dα é a classe

de Godbillon-Vey. Por outro lado, se F é transversalmente orientada, então temos que χ⊥

está bem definida e χ⊥|E = 0. Conseqüentemente, existe uma função f tal que ω = fχ⊥.

Então

α ∧ ω = dω = d(fχ⊥) = (d ln(f) − k⊥) ∧ ω,

e α e k⊥ definem a mesma classe de Godbillon-Vey. �

Seja E⊥ o subfibrado de TM ortogonal a E. No espírito do trabalho de Bergery e

Bourguignon [3], provaremos uma decomposição para o laplaciano na variedade em termos

1Este Teorema é um clássico (ver o artigo de Reinhart e Wood [36]), mas foi obtido em forma independente

pelo autor em um intento de relacionar a classe de Godbillon-Vey e as medidas harmônicas por meio do vetor

κ.
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de outros operadores. Sejam p ∈ M , (U, φ) uma carta folheada sobre p e f : M → R

uma função. Seja X1, . . . , Xp, Y1, . . . , Yq uma base ortonormal de TU adaptada, ou seja,

X1, . . . , Xp ∈ E e Y1, . . . , Yq ∈ E⊥. Por definição temos que

∆Mf(p) = ∆Ef(p) −Kf(p) +

(
q∑

j=1

Y 2
j −∇Yj

Yj

)
f(p).

Definimos o operador A como sendo

A = −K +

q∑

j=1

Y 2
j −∇Yj

Yj,

onde claramente ∇ é a conexão riemanniana em M . No seguinte lema, vamos relacionar o

operador A, ou parte dele, com o operador ∆b (chamado de laplaciano básico no livro de

Tondeur [38]) dado por

∆bf = ∗ ((d− k∧) ∗ (df ∧ χ) ∧ χ) ,

onde k = g(K, ·) e ∗ denota o operador de Hodge.

Lema 8. A seguinte decomposição vale

∆M = (∆E − κ) + ∆b.

Demonstração: Por definição iZχ = 0 para todo Z ∈ E⊥. Definimos, neste caso, a classe

característica transversal como o dual de Hodge

χ⊥(V1, . . . , Vp) = (∗χ)(V1, . . . , Vp).

Na verdade, como a variedade é orientada, esta definição de χ⊥ é equivalente à dada an-

teriormente. O operador de Hodge, porém torna mais fáceis os aspecto computacionais da

demonstração. Observamos que iZχ⊥ = 0 para todo Z ∈ E e que µg = χ⊥ ∧ χ. Portanto

i∇fχ
⊥ = ∗(df ∧ χ) e

di∇fχ
⊥ = Lπ⊥∇fχ

⊥ − iπ⊥∇fdχF ,

onde π⊥ : TM → E⊥ é a projeção ortogonal. Pela fórmula (4.3) temos que

iπ⊥∇fdχ
⊥ = k⊥ ∧ iπ⊥∇fχ

⊥

= k⊥ ∧ i∇fχ⊥.

Assim, por um lado, vale

∗ (df ∧ χ) ∧ χ = (Lπ⊥∇fχ
⊥) ∧ χ− k⊥ ∧ i∇fχ⊥ ∧ χ

= Lπ⊥∇fµg − χ⊥ ∧ (Lπ⊥∇fχ)

= Lπ⊥∇fµg +K(f)µg,
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observe que no último passo acima usamos a fórmula de Rumler (ver [38, pg. 66])

LZχ|E + k(Z)χ|E = 0, ∀Z ∈ E⊥.

Por outro lado, ocorre

k ∧ ∗(df ∧ χ) = k ∧ i∇fχ⊥ = K(f)χ⊥.

Logo, ∆bf = ∗Lπ⊥∇fµg = div(π⊥∇f). No entanto

div(π⊥∇f) =

p∑

j=1

g(∇Xj
π⊥∇f,Xj) +

q∑

i=1

g(∇Yj
π⊥∇f, Yj)

= −Kf +

(
q∑

i=1

Y 2
j −∇Yj

Yj

)
f + κf,

donde segue o resultado. �

A conexão ∇E é uma conexão no fibrado vetorial E e, portanto, tem associada um tensor

curvatura RE definido por

RE(V, U) = ∇E
U∇E

V −∇E
V∇E

U −∇E
[U,V ]. (4.4)

Uma conseqüência do Lema 3 é que este tensor, quando restrito a uma folha, é o tensor

curvatura da folha. Com isso em mente, definimos o tensor de Ricci folheado RicE(u, v)

como o traço em E do operador X → RE(u,X)v.

Estes operadores permitem obter uma versão da fórmula de Bochner-Weitzembock para

folheações.

Teorema 18. Para toda f ∈ C∞(M), a seguinte igualdade vale

1

2
∆E(||gradEf ||2) = g(gradE∆Ef, gradEf) + ||HessEf ||2 + RicE(gradEf, gradEf).

Demonstração: Sejam Y e Z campos em M . Em particular se Y , Z estão em E, então

Y Zf = g(∇E
Y gradEf, Z) + g(gradEf,∇E

YZ), e

ZY f = g(∇E
ZgradEf, Y ) + g(gradEf,∇E

ZY ),

logo,

[Y, Z]f = g(∇E
Y gradEf, Z) + g(gradEf,∇E

YZ) − g(∇E
ZgradEf, Y ) − g(gradEf,∇E

ZY )

= g(∇E
Y gradEf, Z) − g(∇E

ZgradEf, Y ) + [Y, Z]f.

Em outros termos,

g(∇E
Y gradEf, Z) = g(∇E

ZgradEf, Y ).
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Desta última expressão temos que, para todo X em E, a seguinte identidade vale

1

2
Xg(gradEf, gradEf) = g(∇E

gradEf
gradEf,X).

Portanto,

gradE
1

2
g(gradEf, gradEf) = ∇E

gradEf
gradEf.

Se tomamos uma base ortonormal {E1, . . . , Ep} de E, temos, então, que

1

2
∆E||gradEf || = divE(∇E

gradEf
gradEf)

=

p∑

j=1

g(∇E
Ej
∇E

gradEf
gradEf, Ej)

= RicE(gradEf, gradEf) +

p∑

j=1

g(∇E
gradEf

∇E
Ej

gradEf, Ej)

+g(∇E
[gradEf,Ej ]

gradEf, Ej)

= RicE(gradEf, gradEf) +

p∑

j=1

gradEfg(∇E
Ej

gradEf, Ej)

+g(∇E
Ej

gradEf,∇Ej
gradEf)

= RicE(gradEf, gradEf) + g(gradE∆Ef, gradEf) + ||HessEf ||2.

�

4.2 Aplicações Harmônicas Folheadas

Continuamos agora com o estudo de aplicações entre variedade folheadas. Em particular,

estudaremos aquelas aplicações que preservam as folheações. O objetivo principal desta

seção é mostrar mais uma aplicação do formalismo introduzido acima detalhando as contas

do artigo de Gromov [20] desde nosso ponto de vista.

Definição 3. Sejam (M,F, g) e (N,F ′, h) duas variedades riemannianas folheadas e seja

φ : M → N uma aplicação diferenciável. Dizemos que φ é uma aplicação folheada se, e

somente se, φ∗E ⊆ E ′, onde E e E ′ são os subfibrados integráveis que caracterizam F e F ′,

respectivamente.

Sejam M e N duas variedades riemannianas com conexões sem torsão ∇M e ∇N . Defin-

imos a segunda forma fundamental de φ colocando

βφ(X, Y ) = ∇N
φ∗Y

φ∗X − φ∗∇M
Y X,

para todo X, Y ∈ TM . No contexto das variedades folheadas, é útil considerar a segunda

forma fundamental β̃φ de uma aplicação folheada φ : M → N em cada folha. Mais precisa-

mente, se φ|L : L→ L′ para L ∈ F e L′ ∈ K, é útil considerar a segunda forma fundamental



CAP. 4 • OPERADORES EM FOLHEAÇÕES 45

de φ|L. Nesse sentido, definimos β̃φ globalmente em M por

β̃φ(X, Y ) = ∇E′

φ∗Y
φ∗X − φ∗∇E

YX,

para todo X, Y ∈ E.

Quando ∇M e ∇N são as conexões de Levi-Civita de M e N respectivamente, o traço em

E de β̃φ é chamado de tensão folheada τ̃φ = TrEβ̃φ. Dizemos que uma aplicação φ : (M,F ) →
(N,F ′) é harmônica folheada se τ̃φ = 0. O estudo de aplicações harmônicas folheadas aqui

considerado é o feito por Gromov em [20]. Nesta seção, nosso objetivo é utilizar o ponto de

vista proposto na presente tese para detalhar em termos computacionais o estudo de Gromov.

Sejam (M,F, g) e (N,F ′, h) duas variedades riemannianas folheadas, sem bordo, orien-

tadas e transversalmente orientadas. Considere em M e N conexões sem torsão ∇M , ∇N e

as conexões induzidas ∇E, ∇E′

. Seja φ∗E ⊂ E ′ o fibrado ”pull-back” sobre M e a conexão

”pull-back” ∇φ dada por

∇φ
Xφ∗V = ∇E′

φ∗X
φ∗V,

para todo X em TM e, em particular, para todo X ∈ E. Defina também a conexão canônica

∇̂ no fibrado E∗ ⊗ φ∗E por

∇̂X(ω ⊗ V ) = (∇E
Xω ⊗ V ) + (ω ⊗∇φ

XV ).

Definição 4. Seja φ : M → N uma aplicação folheada. Uma deformação folheada é uma

aplicação diferenciável φ : (−ǫ, ǫ) ×M → N tal que φ(0, ·) = φ e, para cada ponto x em M

fixo, φ̇t(x) ∈ E ′..

Observe que ,se φt é uma deformação folheada e V é uma campo vetorial em E, em toda

carta folheada (xα, yα) sobre φ(x) temos que yα(φt) = yα(φ0). Assim

φt∗V (yα) = V (φαt ) = V (φα) = 0,

pois V está em E. Então φt∗V ∈ E ′.

Exemplo: Seja V um campo de E ′ ao longo de uma aplicação φ0 : M → N , isto é, se

π′ : E ′ → N é a projeção, então π′
NV = φ0. A aplicação φ : M × [0, T ] → N definida por

φ(m, t) = expF (t V (φ0(m)))

é uma deformação folheada de φ0. �

Seja φ uma aplicação folheada. Então φ∗ ∈ E∗ ⊗ φ∗E e

∇̂Xj
φ∗(Xi) = ∇E′

φ∗Xj
φ∗Xi − φ∗∇E

Xj
Xi = β̃φ(Xi, Xj).

Definimos, neste contexto, o operador energia como sendo

E(φ) =
1

2

∫

M

(TrEφ
∗h)µ,

onde µ = χ× ν para ν uma medida transversal e invariante por holonomia.
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Proposição 3. Sejam (M,F, g) e (N,F ′, h) duas variedades riemannianas folheadas, sem

bordo, orientadas e transversalmente orientadas. Assuma M compacta. Consideremos uma

aplicação folheada φ0 : (M,F, g) → (N,F ′, h) e uma deformação folheada φt de φ0, então

d

dt
E(φt) = ∇∂tφt

E(φt) = −
∫

M

h
(
τ̃φt
, φ̇t

)
µ.

Demonstração: Consideramos a deformação folheada φt de φ0 e escrevemos

Φ(t, x) = φt(x) : (−ǫ, ǫ) ×M → N.

Sejam {X1, . . . , Xp} uma base ortonormal de E e π′ : TN → E ′ a projeção ortogonal

sobre o subfibrado integrável que define F ′. Observamos que Φ∗ ∈ (R × TM∗) ⊗ TN pode

ser restringida a Φ∗ ∈ (R × E∗) ⊗ E ′. Definimos em Φ∗(R × E) → (−ǫ, ǫ) ×M a conexão

”pull-back”, ∇Φ, induzida por Φ e definimos sobre R × E → (−ǫ, ǫ) ×M a conexão produto

padrão, ∇. Com estas duas conexões obtemos, por definição, que

∇̂(∂t,Xj)Φ∗(∂t, Xi) = ∇E′

Φ∗(∂t,Xj)
φ∗(∂t, Xi) − Φ∗∇(∂t,Xj)(∂t, Xi)

= ∇E′

Φ∗(∂t,Xj)
φ∗(∂t, Xi) − Φ∗(0,∇E

Xj
Xi).

Uma vez que a conexão em N é sem torsão e [(∂t, 0), (0, Xi)] = 0 para todo 0 ≤ i ≤ p resulta

∇Φ
(∂t,0)Φ∗(0, Xi) = ∇E′

Φ∗(∂t,0)Φ∗(0, Xi)

= π′∇N
Φ∗(∂t,0)Φ∗(0, Xi)

= π′∇N
Φ∗(0,Xi)

Φ∗(∂t, 0) + π′Φ∗[(∂t, 0), (0, Xi)]

= ∇E′

Φ∗(0,Xi)
Φ∗(∂t, 0), (4.5)

tendo sido utilizado que φt é uma deformação folheada. De forma similar, podemos ver que

∇Φ
(0,Xj)

Φ∗(0, Xi) = ∇E′

Φ∗(0,Xi)
Φ∗(0, Xi)

= ∇̂(0,Xi)Φ∗(0, Xj) + Φ∗(0,∇EXjXi).

Por outro lado, a métrica h define uma métrica no fibrado φ∗E de forma canônica. Con-

siderando Φ∗ ∈ (R×TM∗)⊗TN e utilizando o seguinte resultado (ver livro de Urakawa [39,

pag. 128])

1

2

d

dt

p∑

i=1

h(Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi)) =

p∑

i=1

h(∇N
Φ∗(∂t,0)Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi)),

temos, pelo fato da φt ser uma deformação folheada, que

1

2

d

dt

p∑

i=1

h(Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi)) =

p∑

i=1

h(∇E′

Φ∗(∂t,0)Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi))

=

p∑

i=1

h(∇Φ
(∂t,0)Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi))
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Por outro lado, é possível ver que (ver livro de Urakawa [39, pag. 127])

(0, Xi)h(Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi)) = h(∇N
Φ∗(0,Xi)

Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi))

+h(Φ∗(∂t, 0),∇N
Φ∗(0,Xi)

Φ∗(0, Xi))

Assim, utilizando que φt é deformação folheada, vemos que

(0, Xi)h(Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi)) = h(∇Φ
(0,Xi)

Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi))

+h(Φ∗(∂t, 0),∇Φ
(0,Xi)

Φ∗(0, Xi))

Definimos Zt ∈ E pela equação

g(Zt, X) = h(Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, X)),

para um campo X ∈ E arbitrário. Utilizando as identidades obtidas acima, temos que

1

2

d

dt

p∑

i=1

h(Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi)) =

p∑

i=1

h(∇Φ
(∂t,0)Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi))

=

p∑

i=1

h(∇Φ
(0,Xi)

Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi))

=

p∑

i=1

(0, Xi)h(Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi))

−h
(
Φ∗(∂t, 0),∇Φ

(0,Xi)
Φ∗(0, Xi)

)

=

p∑

i=1

(0, Xi)h(Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi))

−h
(
Φ∗(∂t, 0), dΦ(0,∇E

Xj
Xi)
)

−h
(
Φ∗(∂t, 0), ∇̂(0,Xi)Φ∗(0, Xi)

)

=

p∑

i=1

Xig(Zt, Xi) − g(Zt,∇E
Xi
Xi)

−h
(
Φ∗(∂t, 0), ∇̂(0,Xi)Φ∗(0, Xi)

)

= divE(Zt) − h

(
φ̇t,

p∑

i=1

β̃φt
(Xi, Xi)

)
.

Pelo teorema de Stokes
∫
M

divE(X)µ = 0. Já por definição, τ̃φt
=
∑p

i=1 β̃φt
(Xi, Xi). �

Proposição 4. Sejam (M,F, g) e (N,F ′, h) duas variedades folheadas sem bordo, que são ori-

entáveis e transversalmente orientáveis. Assuma M compacta. Consideremos φ : (M,F, g) →
(N,F ′, h) um aplicação folheada e uma deformação folheada φt,s de φ, então

d2

dsdt
E(φs,t) =

∫

M

h

(
∇E′

φs,t∗Xi

dφs,t
dt

,∇E′

φs,t∗Xi

dφs,t
ds

)
µ

−
∫

M

h

(
RE′

(
dφs,t
dt

, φs,t∗Xi

)
dφs,t
ds

, φs,t∗Xi

)
µ−

∫

M

h

(
∇E′

φs,t∗∂s

d

dt
φs,t, τ̃φs,t

)
µ,
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onde τ̃φs,t
é a tensão folheada de φs,t.

Demonstração: Consideremos uma deformação folheada φt,s de φ e escrevamos Φ(t, s, x) =

φt,s(x) : (−ǫ, ǫ)2 ×M → N . Escolhemos uma base ortonormal {X1, . . . , Xp} de E. Como

anteriormente observamos que Φ∗ ∈ (R×E∗)⊗E ′. Consideremos em (−ǫ, ǫ)×M a conexão

”pull-back” ∇Φ induzida por Φ. Utilizando (4.5), observamos que

d

ds

d

dt

p∑

i=1

h(Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi)) =

p∑

i=1

h(∇Φ
(∂t,0)Φ∗(0, Xi),∇Φ

(∂t,0)Φ∗(0, Xi))

+

p∑

i=1

h(∇Φ
(∂s,0)∇Φ

(∂t,0)Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi))

=

p∑

i=1

h(∇Φ
(0,Xi)

Φ∗(∂t, 0),∇Φ
(0,Xi)

Φ∗(∂s, 0))

+

p∑

i=1

h(∇Φ
(∂s,0)∇Φ

(∂t,0)Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi)). (4.6)

Temos ainda que

∇Φ
(∂s,0)∇Φ

(∂t,0)Φ∗(0, Xi) = ∇Φ
(∂s,0)∇Φ

(0,Xi)
Φ∗(∂t, 0)

= RΦ((0, Xi), (∂s, 0))Φ∗(∂t, 0) + ∇Φ
(0,Xi)

∇Φ
(∂s,0)Φ∗(∂t, 0). (4.7)

Onde

RΦ((0, Xi), (∂s, 0))Φ∗(∂t, 0) = ∇Φ
(∂s,0)∇Φ

(0,Xi)
Φ∗(∂t, 0) −∇Φ

(0,Xi)
∇Φ

(∂s,0)Φ∗(∂t, 0)

−∇Φ
[(∂s,0),(0,Xi)]

Φ∗(∂t, 0)

= ∇E′

Φ∗(∂s,0)∇E′

Φ∗(0,Xi)
Φ∗(∂t, 0) −∇E′

Φ∗(0,Xi)
∇E′

Φ∗(∂s,0)Φ∗(∂t, 0)

= RE′

(Φ∗(0, Xi),Φ∗(∂s, 0))Φ∗(∂t, 0)

= −RE′

(Φ∗(∂s, 0),Φ∗(0, Xi))Φ∗(∂t, 0). (4.8)

Definindo Zt,s ∈ E pela relação

g(Zt,s, X) = h(∇Φ
(∂s,0)Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, X)),

segue

divE(Zs,t) = h(∇Φ
(0,Xi)

∇Φ
(∂s,0)Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi)) + h(∇Φ

(∂s,0)Φ∗(∂t, 0),∇Φ
(0,Xi)

Φ∗(0, Xi))

−h(∇Φ
(∂s,0)Φ∗((∂t, 0)),Φ∗(∇E

(0,Xi)
(0, Xi))

= h(∇Φ
(0,Xi)

∇Φ
(∂s,0)Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi)) + h(∇Φ

(∂s,0)Φ∗(∂t, 0), ∇̂Φ∗((0, Xi), (0, Xi))

= h(∇Φ
(0,Xi)

∇Φ
(∂s,0)Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi)) + h(∇Φ

(∂s,0)Φ∗(∂t, 0), τ̃Φ). (4.9)

Inserindo no segundo termo da direita da equação (4.6) a equação (4.7), aplicando então ao

resultado as identidades que aparecem nas equações (4.8) e (4.9) e integrando finalmente com
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respeito à µ constatamos

d2

dsdt
E(φs,t) =

∫

M

d

ds

d

dt

p∑

i=1

h(Φ∗(0, Xi),Φ∗(0, Xi))µ

=

∫

M

p∑

i=1

h(∇Φ
(0,Xi)

Φ∗(∂t, 0),∇Φ
(0,Xi)

Φ∗(∂s, 0))µ−
∫

M

h(∇Φ
(∂s,0)Φ∗(∂t, 0), τ̃Φ)µ

+

∫

M

divE(Zs,t)µ−
∫

M

h(RE′

(Φ∗(∂s, 0),Φ∗(0, Xi))Φ∗(∂t, 0),Φ∗(0, Xi))µ

donde decorre naturalmente o teorema pelo teorema de Stokes. �

A última proposição mostra que os mínimos da energia são as aplicações folheadas que

satisfazem τ̃φ = 0. Da mesma forma que no caso de variedades riemannianas, o problema

pode ser atacado considerando soluções da equação de calor

∂tφt =
1

2
τ̃φt
, (4.10)

φ0 = φ.

Neste contexto, fica claro que uma solução de (4.10) é uma aplicação φ : M × I → N , com

I ⊆ R, tal que φt∗E ⊆ E ′.

O seguinte teorema foi mostrado por Gromov em [20]. Fornecemos aqui, somente por

completitude, uma prova mais detalhada.

Teorema 19. Sejam (M,F ) e (N,F ′) duas folheações riemannianas com M compacta. Se

φ : M → N é uma aplicação folheada então existe uma solução ψ d a equação (4.10) acima.

Demonstração: Seja φ : M → N uma aplicação folheada. Então φ mapeia cada folha

L ∈ M a uma folha L′ de N . Logo, por ser M compacta, temos que a curvatura de Ricci

satisfaz RicE > K para K > −∞. Então, pelo trabalho de de Li e Tam [27], para cada

L ∈ F existe uma aplicação φL : R≥0 × L→ L′ que resolve a equação

d

dt
φL =

1

2
τφL

,

φL(0, ·) = φ|L.

Defina então a aplicação ψ : R≥0 ×M → N de forma que ψ|L = φL, onde φL é dado como

acima. Observe que, para cada t, ψ(t, ·) é uma aplicação folheada, C2 nas folhas, e que

resolve a equação de calor

d

dt
ψ =

1

2
τ̃ψ,

ψ(0, ·) = φ.

�

O seguinte teorema é uma generalização do teorema de Eells e Sampson [10].
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Teorema 20. Seja (M,F ) uma variedade riemanniana compacta e (N,F ′) uma variedade

riemanniana com folhas de curvatura não positiva. Se φ : M → N é uma aplicação folheada

e limitada então existe uma aplicação harmônica folheada ψ : M → N homotópica a φ.

Demonstração: Pelo Teorema anterior, existe solução ψt da equação (4.10). Tomamos

ψ̃ = limt→∞ ψt. Observe que ψ̃ é limitada e, pelas Proposições 3 e 4, temos que

d

dt
E(ψt) = −1

2

∫

M

||τ̃ψt
||2Nµ ≤ 0,

d2

dt2
E(ψt) = −2

∫

M

h(∇φt

φ̇t
φ̇t, τ̃φt

)

=
1

2

∫

M

(
gijh(∇∂i

τψt
,∇∂j

τψt
) − gijR(τψt

, dψt∂i, τψt
, dψt∂j)

)
µ.

Portanto, ||τψt
||N → 0 quando t→ ∞. Logo,

τψ̃ = lim
t→∞

τψt
= 0.

�

4.3 Apêndice

Neste apêndice, construiremos globalmente os operadores gradE e ∆E utilizando geometria

extrínseca.

Consideremos uma imersão isométrica da variedade (M, g) em (RN , <,>) para N sufi-

cientemente grande. Seja P (m) : R
N → TmM a projeção ortogonal com respeito a <,>.

Estas projeções definem uma aplicação global

P : R
N ×M → TM

(v,m) → (m,P (m)v).

Definimos a conexão riemanniana natural, ∇, associada a g, para quaisquer campos vetoriais

V e Y em TM , como sendo

∇V Y (m) = P (m)dY (V (m)) ∀m ∈M.

Seja F uma folheação em M e considere a projeção ortogonal π : TM → E com respeito

à métrica g, onde E denota o subfibrado integrável que caracteriza F . Seja ∇E a derivada

covariante em E definida como segue

∇E
V Y (m) = π∇V Y (m).

para campos vetoriais V ∈ TM, Y ∈ E.
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Uma base ortonormal {e1, . . . , eN} de R
N induz campos vetoriais X̃i em M definidos por

X̃i(m) = P (m)ei, i = 1, . . . , N.

Estes campos são conhecidos na literatura como campos gradientes das funções altura. Defina

campos vetoriais Xi’s em M por

Xi(m) = πX̃i(m), m ∈M.

Lema 9. Seja f ∈ C∞(M). Então

a) gradE f =
∑N

i=1Xif Xi,

b) ∆Ef =
∑N

i=1X
2
i f ,

Demonstração: Primeiro notamos que, para todo m ∈M , vale

N∑

i=1

Xi(m) ⊗Xi(m) =

p∑

i=1

ui ⊗ ui, (4.11)

onde {ui} é uma base ortonormal de Em.

a) Segue da definição do gradEf = ∇f |E. De fato, para qualquer m ∈ M , consideramos

{u1, . . . , up} uma base ortonormal de E sobre uma vizinhança U de m. Da equação (4.11),

temos

gradE f =

p∑

i=1

uif ui =
N∑

i=1

Xif Xi.

b) Segue também da definição de ∆Ef = divE(gradEf). Novamente da equação (4.11),

temos que

∆Ef(m) =
N∑

i=1

g(∇E
Xi(m)gradEf,Xi(m))

=
N∑

i=1

Xi(m)g(gradEf,Xi(m)) − g(gradEf,
N∑

i=1

∇E
Xi(m)Xi(m)).

Definimos as projeções Q = I−P , P̃ = π ◦P (m) e Q̃ = (I−π)◦P +Q. Então P̃ + Q̃ = I

e P̃ ◦ Q̃ = Q̃ ◦ P̃ = 0. Portanto

N∑

i=1

∇E
Xi
Xi(m) =

N∑

i=1

πP (m)dP̃ (m)(Xi)(ei)

=
N∑

i=1

P̃ (m)dP̃ (m)(P̃ (m)(ei))(ei)

=
N∑

i=1

dP̃ (m)(P̃ (m)(ei))Q̃ei..
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Na última expressão, utilizamos a seguinte identidade

P̃ dP̃ = −P̃ dQ̃ = dP̃ Q̃.

Pela invariância da última expressão com relação aos vetores ei, podemos tomar ei = ui para

i = 1, . . . , p, o que implica que dP̃ (m)(P̃ (m)(ei))Q̃ei = 0, mostrando o resultado. �



CAPÍTULO 5

PROCESSOS ESTOCÁSTICOS EM

ESPAÇOS FOLHEADOS

Processos estocásticos em folheações foram considerados inicialmente por Garnett em [17].

Neste artigo a autora introduziu o movimento browniano para provar resultados envolvendo

o que ela chamou de medidas harmônicas. Mais tarde, uma construção do movimento brown-

iano em folheações detalhada e baseada em semigrupos de difusão foi apresentada por Candel

em [5].

Neste capítulo, pretendemos, baseados na teoria padrão dos processos estocásticos, dar

um tratamento particular aos processos estocásticos em folheações, apresentando o que nós

chamamos de processos estocásticos folheados. Na primeira parte do capítulo, apresentare-

mos definições precisas para estes objetos e estudaremos como suas propriedades geométricas

podem ser caracterizadas em termos probabilísticos (Proposições 5 e 6). Também construire-

mos uma teoria de integração estocástica (Definição 9) e determinaremos uma fórmula de Itô

(Proposição 7). Para isto, faremos uso dos operadores geométricos introduzidos no capítulo

anterior e de suas propriedades. Em geral, nosso ambiente de trabalho será uma folheação

de uma variedade riemanniana (M, g) definida por um subfibrado integrável E do fibrado

tangente TM (ver Capítulo 3). A variedade M estará munida de uma conexão ∇ compatível

com a métrica.

5.1 Processos Estocásticos Folheados

Ao longo desta seção, assumiremos que (M,F, g) é uma variedade riemanniana compacta

equipada com uma conexão sem torsão ∇ e conexão folheada ∇E = π∇, onde π : TM →
E ⊂ TM é a projeção ortogonal no subfibrado integrável que define F . Começaremos

com algumas definições canônicas. Fixamos, por conveniência, um espaço de probabilidade

53



SEÇÃO 5.1 • PROCESSOS ESTOCÁSTICOS FOLHEADOS 54

(Ω,F ,P).

Definição 5. Seja X um processo estocástico em M . Dizemos que ele é folheado se cada

caminho do processo que começa em uma folha L ∈ F continua na folha L.

Observação: Um processo estocásticoX é folheado se para toda carta folheada (U, x1, . . . , xp,

y1, . . . , yq) os processos reais yj(X) são constantes.

Definição 6. Seja X um processo estocástico folheado. Dizemos que X é uma semimartin-

gale folheada se, para toda função f ∈ C∞(M), o processo a valores reais f(X) é uma

semimartingale.

Observação: Uma semimartingale folheada é uma semimartingale.

Definição 7. Seja X uma semimartingale folheada. Dizemos que ela é uma martingale

folheada se para toda f ∈ C∞(M)

f(X) − f(X0) −
1

2

∫ t

0

HessE(f)(dX, dX)

é uma martingale local.

Observação: Martingales folheadas não são necessariamente martingales. De fato, temos o

seguinte resultado.

Proposição 5. Martingales folheadas são martingales se, e somente se, a folheação é total-

mente geodésica.

Demonstração: Se a folheação for totalmente geodésica, então ∇E
XY = ∇XY para todo X

e Y ∈ E ou, equivalentemente, para toda f ∈ C∞(M), temos HessEf(X, Y ) =Hessf(X, Y ).

O resultado segue da definição de martingales folheadas.

Por outro lado, considere L ∈ F e uma geodésica γ : [0, T ] → L em L, isto é, para toda

f : M → R, temos que
d2

dt2
f(γ)(t) = HessEf(γ̇(t), γ̇(t)).

Isto é equivalente a dizer que

HessR(f ◦ γ)(∂t, ∂t) = HessEf(γ̇(t), γ̇(t)).

O movimento browniano de R é martingale, logo para X = γ(B) satisfaz

f(X) − f(X0) −
1

2

∫
HessEf(dXt, dXt),
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é uma martingale local. Assim X é uma martingale folheada, portanto, X é uma martingale

em M . Então
∫

d2

dt2
f(γ)(B)dt =

∫
HessMf(dX, dX)

=

∫
((γ∗ ⊗ γ∗)

∗HessMf) (dB, dB)

=

∫
TrR ((γ∗ ⊗ γ∗)

∗HessMf) (B)dt

=

∫
HessMf(γ̇(B), γ̇(B))dt.

Assumimos B0 = t0 ∈ [0, T ] diferenciando na última equação e avaliando no 0 temos que

d2

dt2
f(γ)(t0) = HessMf(γ̇(t0), γ̇(t0)).

Pela arbitrariedade de t0 temos que γ : [0, T ] →M é uma geodésica de M . �

As martingales folheadas também satisfazem a propriedade de não confluência como

mostra a seguinte proposição.

Teorema 21. Para cada ponto de M existe uma vizinhança aberta U tal que se X e Y

são martingales folheadas em U, definidas no mesmo espaço de probabilidade filtrado, com

XT = YT q.c., então X = Y q.c.

Demonstração: Seja p em M . Consideremos uma carta folheada (U, φ) sobre p. Sejam T

um transversal que passa por p e T ′ ⊂ T ∩ U um compacto e conexo tal que p ∈ T ′. Para

todo ponto m ∈ T ′ temos que, pela Proposição 2, existe uma bola geodésica, centrada em m

e contida na folha através de m, na qual vale a propriedade de não confluência de martingale.

Definimos por ǫ(m) o maior raio de uma tal bola geodésica em Lm. Seja

ǫ = min
m∈T ′

ǫ(m).

Observamos que ǫ > 0. Caso contrário, existe uma sequência {mk} em T ′ tal que ǫ(mk) >

ǫ(mk+1) e ǫ(mk) → 0. Isto implica, pela compacidade de T ′, que existe um ponto m∞ ∈ T ′

e uma subsequência convergente {mkj
} tal que mkj

→ m∞. Mas, para m∞, temos que

ǫ(m∞) = 0, o que contradiz a Proposição 2.

Seja W a ǫ-vizinhança tubular de T ′ definida pela exponencial folheada. Considere W ′

uma vizinhança aberta de p contida em W . Sejam X e Y martingales folheadas em W ′

tais que XT = YT , então elas são martingales nas folhas a traves de W ′ e, portanto, pela

propriedade de não confluência de martingales em cada folha, temos o resultado. �

Definição 8. Seja X uma martingale folhada. Então X é um movimento browniano folheado

(MBFo) se, e somente se, para toda função f : M → R, de classe C∞, temos que

f(X) − f(X0) −
1

2

∫ t

0

∆E(f)(X) dt
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é uma martingale local.

Os seguintes lemas caracterizam completamente o MBFo.

Lema 10. Seja X uma semimartingale que verifica

[f(X), f(X)] =

∫
||gradEf(X)||2dt,

para toda função f ∈ C∞. Então para toda forma bilinear b se cumpre
∫
b(dX, dX) =

∫
TrEb(X) dt.

Demonstração: Sejam f e h duas funções e {V1, . . . , Vp} uma base ortonormal de E. Note

que

TrE(df ⊗ dh) =

p∑

i=1

VifVih =< gradEf, gradEh >,

onde gradEf = gradf |E. Logo,
∫
TrE(df ⊗ dh)(X)dt =

∫
< gradEf, gradEh > dt

=
1

4

∫ (
||gradEf + gradEh||2(X)dt−

∫
||gradEf − gradEh||2(X)dt

)

=
1

4
([f + h(X), f + h(X)] − [f − h(X), f − h(X)])

= [f(X), h(X)] =

∫
(df ⊗ dh)(dX, dX).

Concluímos o lema por linearidade. �

Lema 11. Uma semimartingale folheada é um MBFo se, e somente se, é uma martingale

folheada e, para toda função f suave,

[f(X), f(X)] =

∫
||gradEf(X)||2dt.

Demonstração: Se X é um MBFo, então pelo Lema 5,

f(X)2 − f(X0)
2 −

∫
f(X)∆Ef(X) dt−

∫
||gradEf(X)||2dt

é uma martingale local. Por outro lado, pela fórmula de Itô

f(X)2 − f(X0)
2 − 2

∫
f(X)df(X) − [f(X), f(X)] =

f(X)2 − f(X0)
2 −

∫
f(X)∆Ef(X) dt− [f(X), f(X)]

é uma martingale local. Comparando as últimas duas expressões, temos a ida.
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Por outro lado, se X é uma martingale folheada que satisfaz a fórmula na hipótese, então,

pelo Lema 10, temos que

f(X) − f(X0) −
1

2

∫
HessEf(dX, dX) = f(X) − f(X0) −

1

2

∫
∆Ef(X)dt

é uma martingale local. �

Lembramos que uma folheação é harmônica se tem curvatura média nula (K = 0).

Proposição 6. O MBFo é uma martingale em M se, e somente se, a folheação F é har-

mônica.

Demonstração: Da fórmula (4.2) segue que

∆Ef = TrEHessEf

= TrEHessf +Kf.

⇐) Seja B um MBFo. Aplicando o Lema 10 e utilizando o fato de K ser igual a 0, resulta

que

f(X) − f(X0) −
1

2

∫
TrEHessEf(X)dt = f(X) − f(X0) −

1

2

∫
TrEHessf(X)dt

= f(X) − f(X0) −
1

2

∫
Hessf(dX, dX)dt.

⇒) Para que X seja uma martingale precisamos provar que, para toda f ,
∫
Kf(X)dt = 0, o

que é equivalente a dizer que K = 0. �

Observação: Basicamente, a última proposição diz que a função imersão i : L ∈ F →֒ M

é harmônica para toda L ∈ F desde que o MBFo se restringe ao movimento browniano em

cada folha de F .

5.2 Integrais Folheadas de Itô e Stratonovich

Uma vez introduzidos os conceitos básicos, podemos desenvolver a teoria de integração de

semimartingales folhadas baseados na teoria clássica. Lembramos que (M,F, g) é uma var-

iedade riemanniana folheada e que π : TM → E é a projeção ortogonal no subfibrado

integrável E que caracteriza F .

Observação: Ao longo deste capítulo, vamos denotar π⋆ ao operador que atua em formas

diferenciais. Mais precisamente, sendo ω ∈ Ωk(M) e X1, . . . , Xk campos em TM , então

(π⋆ω)(X1, . . . , Xk) = ω(πX1, . . . , πXk).
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Definição 9. Seja X uma semimartingale folheada em uma variedade (M,F ) munida de

uma conexão sem torsão ∇. Definimos as integrais de Stratonovich e Itô de uma 1-forma

ω ∈ T ∗M ao longo de X da seguinte maneira
∫
ωδFX =

∫
π⋆ω δX,

∫
ωdFX =

∫
π⋆ω dX.

Observação: SeX é uma semimartingale folheada, então para uma carta folheada (U, x1, . . . , xp,

y1, . . . , yq), temos que

dX =

p∑

i=1

dX iDi +

p∑

i,j=1

d[X i, Xj]Dij.

As integrais definidas acima estão relacionadas pela seguinte forma de conversão.

Lema 12. Seja X uma semimartingale folheada e ω uma 1-forma. Então
∫
ωδFX =

∫
ωdFX +

1

2

∫
(∇Eω)(dX, dX),

onde ∇Eω é definido por

∇Eω := ∇π∗ω.

Demonstração: Sendo X uma semimartingale folheada e ω uma 1-forma, resulta
∫
ωdFX =

∫
Gπ⋆ω dX

=

∫
Dπ⋆ω dX −

∫
H∇Eω dX

=

∫
ωδFX − 1

2

∫
(∇Eω)(dX, dX)

Onde H, D e G são os operadores introduzidos na seção 2.6. �

Também podemos relacionar as integrais de Itô e Stratonovich folheadas com as respec-

tivas integrais no sentido clássico. Isto é basicamente o que assegura o seguinte lema.

Lema 13. Seja X uma semimartingale folheada e ω uma 1-forma. Então
∫
ωδFX =

∫
ωδX,

e ∫
ωdX =

∫
ωdFX +

1

2

∫
W̃ ∗ω(dX, dX),

onde W̃ uma seção de (TM ⊗ TM)∗ ⊗ E que satisfaz W̃ = W ◦ (π ⊗ π), com W a segunda

forma fundamental da folheação.
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Demonstração: Seja ∇M uma conexão sem torsão de M e ∇E a conexão induzida em E.

Observamos que, se V e W são campos de E e ω uma 1-forma, então

Dπ⋆ω(V ) = ω(πV ) = Dω(V ) e

Dπ⋆ω(VW ) =
1

2
(π⋆ω([V,W ]) + V π⋆ω(W ) +Wπ⋆ω(V ))

=
1

2
(ω([V,W ]) + V ω(W ) +Wω(V ))

= Dω(VW ).

Logo,

∫
ωdFX =

∫
π⋆ωdX

=

∫
Gπ⋆ω dX

=

∫
Dω dX −

∫
H∇Eω dX

=

∫
Dω dX −

∫
H∇Mω dX +

∫
H(∇M −∇E)ω dX

=

∫
ωdX − 1

2

∫
W̃ ∗ω(dX, dX).

Claramente,

∫
ωδFX =

∫
π⋆ωδX

=

∫
Dπ⋆ω dX

=

∫
Dω dX

=

∫
ωδX.

�

Lema 14. Seja X uma semimartingale folheada em M . Então, X é uma martingale folheada

se, e somente se, para toda 1-forma ω,

∫
ωdFX

é uma martingale local.
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Demonstração: Seja f em C∞(M). Resulta que
∫
dfdFX =

∫
dfdX − 1

2

∫
W̃ ∗df(dX, dX)

=

∫
Ddf dX − 1

2

∫
Hessf(dX, dX) − 1

2

∫
(W̃ ∗df)(dX, dX)

=

∫
dfδX − 1

2

∫
HessEf(dX, dX)

= f(X) − f(X0) −
1

2

∫
HessEf(dX, dX).

Conseqüentemente, se
∫
ωdFX é uma martingale local para toda ω, tomando ω = df , temos

que X é uma martingale folheada.

Por outro lado, se X é uma martingale folheada, então
∫
ωdFX é uma martingale local

para toda 1-forma exata. Observe que, se ω = fα, então Dω − H∇Eω = f(Dα − H∇Eα).

Portanto, ∫
ωdFX =

∫
(f ◦X)d

(∫
αdFX

)

e, como
(∫

αdFX
)

é martingale local, segue que
∫
ωdFX é martingale. Agora, o resultado

segue do fato que toda 1-forma pode ser escrita como ω =
∑

i fidhi e da linearidade da

integral estocástica. �

Sejam φ : (M,F ) → (N,F ′) uma aplicação folheada e X uma semimartingale folheada

em M . Neste contexto, é natural se perguntar como se comporta a integral com respeito a

φ. Esse é o conteúdo da seguinte proposição.

Proposição 7. (Fórmula de Itô folheada) Seja X uma semimartingale folheada em M ,

φ : (M,F ) → (N,F ′) uma aplicação folheada e ω uma 1-forma de N . Então
∫
ω(dF

′

φ(X)) =

∫
(φ∗ω)(dFX) +

1

2

∫
(β̃∗

φω)(dX, dX),

onde β̃∗
φω é uma forma bilinear simétrica tal que, avaliada em dois campos X e Y de E,

toma o valor

β̃∗
φω(X, Y ) = ω(β̃φ(X, Y )).

Demonstração: Da fórmula de Itô para variedades, temos, para qualquer 1-forma ω em

T ∗N ∫
ω(dφ(X)) =

∫
(φ∗ω)(dX) +

1

2

∫
(β∗

φω)(dX, dX), (5.1)

onde βφ é a segunda forma fundamental de φ. Por definição,

β∗
φω(X, Y ) = ω(∇N

φ∗Y
φ∗X − φ∗∇M

Y X)

= ω(∇N
φ∗Y

φ∗X) − ω(φ∗∇M
Y X)

= ω(∇E′

φ∗Y
φ∗X − φ∗∇E

YX) − ω(φ∗W
M(X, Y )) + ω(WN(φ∗X,φ∗Y ))

= β̃∗
φω(X, Y ) − ω(φ∗W

M(X, Y ) +WN(φ∗X,φ∗Y )).
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Assim, o resultado segue ao aplicar o Lema 13 a ambos lados da equação (5.1). �

Proposição 8. Seja φ : (M,F ) → (N,F ′) uma aplicação entre duas variedades folheadas.

Então, φ é harmônica folheada se, e somente se, transforma o MBFo em martingales fol-

headas.

Demonstração: Seja B o MBFo em M . Então, da fórmula de Itô folheada, segue que
∫
ω dF

′

φ(B) =

∫
ω ◦ φ dFB +

1

2

∫
β̃∗
φω(dB, dB).

Observamos que β̃∗
φω é uma forma bilinear simétrica tal que, avaliada em dois campos X e

Y de E, toma o valor

β̃∗
φω(X, Y ) = ω(β̃φ(X, Y )).

O traço em E de β̃∗
φω é

TrE(β̃∗
φω) = ω(TrEβ̃φ)

= ω(τ̃φ) := (τ̃φ)
∗ω.

Com estas identidades, segue, do Lema 10, que
∫
β̃∗
φω(dB, dB) =

∫
TrE(β̃∗

φω)(B)dt =

∫
τ̃ ∗φω(B)dt.

Assim, se τ̃φ = 0, temos, do fato do MBFo B ser uma martingale folheada e do lema

14, que φ(B) é martingale folheada. Por outro lado, do lema 14 e da decomposição de

Doob-Meyer, resulta que τ̃ ∗φω = 0 para toda ω ∈ T ∗M . Portanto τ̃φ = 0. �

Proposição 9. A aplicação folheada φ : (M,F ) → (N,F ′) transforma MBFo em MBFo se,

e somente se, φ é uma submersão harmônica riemanniana das folhas de F nas folhas de F ′.

Demonstração: Assumimos que φ : (M,F ) → (N,F ′) é uma aplicação folheada que trans-

forma MBFo em MBFo. Seja f uma função C∞(N). Por definição,

f(φ(B)) − f(φ(B0)) −
1

2

∫
∆E(f ◦ φ)(B)dt = f(φ(B)) − f(φ(B0)) −

1

2

∫
(∆E′f) ◦ φ(B)dt.

Então

∆E(f ◦ φ) = (∆E′f) ◦ φ.

Seja f ∈ C∞(M) igual ao produto de duas funções h e r em C∞(M), isto é, f = hr. Segue,

da equação anterior, que

gM(φ∗gradEr, φ∗gradEh) = gN(gradE′r, gradE′h) ◦ φ.

Utilizando que, para todo ponto da variedade, um vetor pode ser visto como o gradiente de

uma função no ponto, temos que φ é uma isometria de ker(φ∗)
⊥ → E ′ e, conseqüentemente,

uma submersão riemanniana harmônica das folhas de F nas folhas de F ′.
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Por outro lado, se φ é uma submersão riemanniana harmônica das folhas de F nas de F ′ e

B é um MBFo em M , então φ(B) é uma martingale folheada. Logo, para toda f ∈ C∞(N),

[f(φ(B)), f(φ(B))] =

∫
||gradE(f ◦ φ)||2dt

=

∫
||gradE(f ◦ φ)||2(B)dt

=

∫
||φ∗gradE′f ||2(B)dt

=

∫
||gradE′f ||2φ(B)dt.

Conseqüentemente, do Lema 10, φ(B) é um MBFo. �

Corolário 2. Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada. Se existe uma variedade

riemanniana L e uma aplicação φ : M → L que leva o MBFo no movimento browniano de

L, então existe um subfibrado integrável H e um fibrado F ′ tal que E⊥ = H + F ′. No caso

F ′ ≡ 0, F é localmente a folheação produto.

Demonstração: Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada. Assumamos que existe

uma variedade riemanniana L e uma aplicação φ : M → L que leva o MBFo no movimento

browniano de L. Consideramos L como uma variedade folheada por uma folha só. Pela

Proposição 9, temos que φ∗ : E → TL é sobrejetiva. Observamos que ker(φ∗) é integrável.

De fato, se consideramos X, Y ∈ ker(φ∗), então φ∗[X, Y ] = [φ∗X,φ∗Y ] = 0. Portanto existe

um subfibrado K tal que E⊥ pode se escrever como a soma E⊥ = ker(φ∗) + K. No caso

F ′ ≡ 0 temos que F é localmente a folheação produto. �



CAPÍTULO 6

MOVIMENTO BROWNIANO

FOLHEADO

Neste capítulo, estudaremos o movimento browniano folheado do ponto de vista das equações

diferenciais estocásticas. No seu artigo, Lucy Garnett [17] fez uma construção do MBFo

utilizando o grupo do calor nas folhas (para mais detalhes ver o livro de Candel e Conlon

[6]). Nós apresentaremos aqui uma construção intrínseca, mais geométrica e baseada no

formalismo das equações diferenciais estocásticas, e uma construção, baseada na geometria

extrínseca. Provaremos o teorema de Garnett com facilidade graças aos operadores folheados

e suas propriedades. Também estudaremos as medidas harmônicas e as caracterizaremos

como solução de uma equação diferencial de segunda ordem. Finalmente faremos um breve

estudo sobre recorrência e transitividade do MBFo.

6.1 Construção

Ao longo deste capítulo, consideraremos uma variedade riemanniana compacta folheada

(M,F, g) com F no mínimo C2 e subfibrado integrável E ⊂ TM . Assumiremos que M

está munida de uma conexão ∇ compatível com a métrica g.

Consideremos R
p munido da base ortonormal canônica {e1, . . . , ep}. Seja O(E) o fibrado

das bases ortonormais de E, isto é

O(E) = {u : R
p → TxM, {ue1, . . . , uep} é uma base ortonormal de Ex} .

Observamos que o grupo agindo em O(E) é O(p,R) e que E é o fibrado vectorial associado

ao O(E). Seja r : O(E) → M a projeção canônica definida por r(u) = x. A conexão ∇E,

definida em E, induz uma partição do espaço tangente de O(E) em um espaço vertical V O(E)

63
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e outro horizontal HO(E) tais que TO(E) = V O(E)+HO(E) (ver Kobayashi-Nomizu [26]).

É simples ver que

V O(E)u ≃ O(p,R) para todo u ∈ O(E) e que r∗HO(E) = E

Para cada vetor v em R
p, o campo vetorial Hv em O(E) definido em cada u de O(E) pela

expressão

Hv(u) = levantamento horizontal de uv ∈ Er(u) no ponto u

é um campo horizontal emO(E). Sejam e1, . . . , ep como acima. Definimos os campos vetoriais

H1, . . . , Hp, tais que Hi = Hei
. É claro que

r∗Hi(y) = vei,

onde r(v) = y e v ∈ O(E). Estes campos permitem definir o operador laplaciano horizontal

folheado em O(E) como sendo

∆H
E =

p∑

i=1

(Hi)
2.

A relação entre ∆E e ∆H
E é dada no lema a seguir.

Lema 15. Para toda f ∈ C∞(M), a seguinte identidade vale

∆H
E (f ◦ r) = (∆Ef) ◦ r.

Demonstração: Observamos primeiro que se i, j ≤ p, temos que

HiHj(f ◦ r)(u) = HessE(uei, uej).

De fato, sabemos que

Hj(f ◦ r)(u) = g (gradEf(r(u)), uej) = g (gradEf(r(u)), r∗Hj(r(u))) .

Portanto, considerando ut é uma curva horizontal tal que u0 = u e u̇0 = Hi(u), vemos que

HiHj(f ◦ r)(u) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g
(
gradEf(r(ut)), r∗Hj(r(ut))

)

= g (∇uei
gradEf(r(u)), uej)

= g
(
∇E
uei

gradEf(r(u)), uej
)

= HessEf(uei, uej) ◦ r(u)

Então,

∆H
E (f ◦ r)(u) =

p∑

i=1

(Hi)
2(f ◦ r)(u)

=

(
p∑

i=1

HessEf(uei, uei)

)
◦ r(u)

= ∆Ef ◦ r(u).

�
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Proposição 10. Seja U o processo estocástico em O(M,E) que é solução da equação de

Stratonovich

δU =

p∑

i=1

Hi(U) δBi,

U(0) = U0

onde (B1, . . . , Bp) é o movimento browniano em R
p. Então r(U) é um MBFo de M começando

em r(U0).

Demonstração: Seja f uma função C∞(M). Pela fórmula de Itô,

f(r(U)) − f(r(U0)) =

p∑

i=1

∫
Hi(f ◦ r)(U) dBi +

1

2

∫ p∑

i=1

H2
i (f ◦ r)(U)dt

=

p∑

i=1

∫
Hi(f ◦ r)(U) dBi

t +
1

2

∫ p∑

i=1

HessEf(Uei, Uei)(r(U))dt.

O resultado segue do Lema 15. �

Exemplos:

• Seja (M = N × L, F = {x} × L, g = gN + gL) a variedade riemanniana munida da

folheação produto. Consideremos uma base ortonormal de TL. Então é claro que

K = 0 e que O(M) = O(N) × O(L). Portanto, o movimento browniano folheado B

começando em (x0, y0) é dado por B = (x0,W ), onde W é o movimento browniano da

variedade L.

• Consideremos a folheação em (R2, F,<,>) dada pelas retas {ax + y = c, a > 0 fixo

e c ∈ R}. Pelo item anterior, o movimento browniano folheado é dado pelo processo

estocástico

B = W
(a, 1)√
a2 + 1

,

onde W é o movimento browniano em R. Seja φ : R
2 → T

2 definida por

φ(x, y) = (cos(x), sin(x), cos(y), sin(y)) ⊂ R
4.

Resulta que (T2, G = φ(F ), <,>) é a folheação de Kronecker no Toro. Mostraremos

que φ(B) é o MBFo para esta folheação. De fato, como o subfibrado integrável carac-

terizando a folheação é E = {λ(a∂x + ∂y), λ ∈ R}, obtemos que

∆E =
1

a2 + 1
(a2∂2

x + 2a∂2
xy + ∂2

y).

Logo, para qualquer função f : T
2 → R, segue, da fórmula de Itô, que

f(φ(Bt)) = f(φ(x0)) +

∫ t

0

a(∂xf)(φ(Bs)) + (∂yf)(φ(Bs))dWs +

∫ t

0

(∆Ef)(φ(Bs))ds,

mostrando que φ(B) é o movimento browniano folheado da folheação de Kronecker. �
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A construção do MBFo dada acima é uma construção global. No entanto, é possível fazer

uma outra construção global, utilizando à geometria extrínseca. Usando a mesma notação

do Apêndice do Capítulo 4, temos o seguinte resultado.

Proposição 11. Sejam (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada e Y o processo solução

da equação de Stratonovich

δY =
N∑

i=1

Xi(Y ) δBi,

onde (B1, . . . , BN) é o movimento browniano em R
N . Então Y é um MBFo.

Demonstração: Seja f uma função C∞(M), então, da fórmula de Itô e do Lema 9, temos

que

f(Y ) − f(Y0) =

∫
gE(gradE f(Y ), Xk(Y )) dBk +

∫
1

2
∆Ef(Y ) dt, (6.1)

donde segue o resultado. �

6.2 Medidas Harmônicas

O semigrupo de Markov associado ao MBFo é definido pelas probabilidades de transição

P (t, x, A) = P{ω : φ(t, x, ω) ∈ A},

onde φ : R≥0 ×M × Ω →M é o fluxo solução da equação (6.1) e A ∈ Borel(M).

Todo semigrupo de Markov induz um semigrupo de operadores Tt : C2
b (M) → C∞(M)

(ver, por exemplo, Pei-Dong Liu e Min Qian [33] ou Ikeda e Watanabe [23]) da seguinte

forma

Ttf(x) = E[f(Bx
t )] = E[f(φ(t, x, ·))] =

∫

M

f(y)P (t, x, dy).

É facil ver que, no caso do MBFo, o gerador infinitesimal do semigrupo de operadores é ∆E.

Decorre disto que, para toda f ∈ C2
b , a função Ttf(x) resolve





d
dt
Ttf(x) = ∆ETtf(x)

limt→0 Ttf(x) = f(x)

O semigrupo adjunto, {T ∗
t }, age em M(M), o espaço de medidas de M , da seguinte forma

T ∗
t µ(A) =

∫

M

P (t, x, A) µ(dx).

Desta discussão, obtemos seguinte teorema de Lucy Garnett ([17]).

Teorema 22. Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada



CAP. 6 • MOVIMENTO BROWNIANO FOLHEADO 67

1) Se M for compacta, existem medidas harmônicas, isto é, medidas µ tais que
∫

M

∆Ef(x)µ(dx) = 0 ∀f ∈ C2(M).

2) Toda função limitada f : M → R que é harmônica nas folhas é constante em µ-q.t.

folha com respeito a qualquer medida harmônica finita.

3) Assumimos que as folhas de F têm geometria limitada, isto é RicE > RgE. Seja µ uma

medida harmônica finita e f uma função limitada, com derivadas de primeira ordem

limitadas e harmônica nas folhas. Então toda f é constante em µ-q.t. folha.

Demonstração: 1) Lembramos que uma medida é dita invariante se T ∗
t µ = µ para todo

t ≥ 0. Se M for compacto, então existe (ver Teorema 12) no mínimo uma medida invariante.

Em geral, para quaisquer função f ∈ C∞(M) e medida invariante µ temos que
∫

M

f(x)µ(dx) =

∫

M

f(x)T ∗
t µ(dx)

=

∫

M

∫

M

f(x)P (t, y, dx) µ(dy)

=

∫

M

Ttf(x)µ(dx).

Se a medida µ for invariante, então para toda h : M → R que é C2 na direção da folha tal

que
∫
M
h(x)µ(dx) <∞ resulta que

∫

M

∆Eh(x)µ(dx) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

M

Tth(x)µ(dx)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

M

h(x)T ∗
t µ(dx)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫

M

h(x)µ(dx) = 0.

2) Seja uma f : M → R função harmônica na direção da folha, isto é, ∆Ef = 0, então f é

claramente Tt invariante. Seja µ uma medida harmônica, segue do Corolário 1 que

0 =

∫

M

(
∆Ef

2(x)
)
µ(dx) = 2

∫
f(x)∆Ef(x)µ(dx) +

∫

M

||gradEf ||2(x)µ(dx)

=

∫

M

||gradEf ||2(x)µ(dx).

3) Como as folhas têm geometria limitada, temos que o MBFo B está definido para todo

tempo t ≥ 0, pois a restrição do MBFo a cada folha é um MB desta. Por um resultado

clássico (ver, por exemplo, Elworthy [11]), sabemos que o MB não explode. Seja f uma função

limitada, com derivadas limitadas e harmônica nas folhas. Assuma C > sup{|f |, |Dif |}. Pela

definição do MBFo, segue que E[f(B)] = f(B0) bem como resulta

C2 > E[f(B)2] = f(B0)
2 +

∫
E
[
||gradEf ||2(B)

]
dt,
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tendo sido utilizado que

∆Ef
2 = 2f∆Ef + ||gradEf ||2,

junto com a harmonicidade de f . Logo, para cada B0, temos que

lim
t→∞

E
[
||gradEf ||2(Bt)

]
= 0.

Seja µ uma medida harmônica finita em M . Observamos que para cada t ≥ 0

∫

M

||gradEf ||2(x)µ(dx) =

∫

M

||gradEf ||2(x)T ∗
t µ(dx)

=

∫

M

Tt||gradEf ||2(x)µ(dx),

e

Tt||gradEf ||2(x) ≥ 0, Tt||gradEf ||2 < C2, lim
t→∞

E
[
||gradEf ||2(Bt(x))

]
= 0.

Temos, então, que ∫
||gradEf ||2(x)µ =

∫
Tk||gradEf ||2µ,

para todo k, além de

lim
k→∞

Tk||gradEf ||2 = 0.

O resultado segue do teorema da convergência dominada. �

De forma similar, obtemos nossa versão do resultado de Adams em [1].

Teorema 23. Sejam (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada com folhas de geometria

limitada, e µ uma medida harmônica finita. Seja f : M → R>0 uma função limitada, com

derivadas de primeira ordem limitadas, tal que, para µ-q.t. folha, ∆Ef ≤ 0. Então f é

constante em µ-q.t. folha.

Demonstração: Seja B o movimento browniano folheado. Considere a função f : M → R>0

tal que ∆Ef ≤ 0. Considere u = ln(f + 1). Então u é positiva e satisfaz

||gradEu||2 + ∆Eu =
∆Ef

f + 1
≤ 0.

Portanto, utilizando a última desigualdade e a definição do MBFo, temos

0 < E[u(B)] ≤ u(B0) −
1

2

∫
E
[
||gradEu||2(B)

]
dt.

Decorre daí que

lim
t→∞

E
[
||gradEu||2(Bt)

]
= 0.
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Seja µ uma medida harmônica finita em M . Tal como na demonstração do terceiro item do

teorema anterior, garantimos
∫

||gradEu||2(x)µ =

∫
Tk||gradEu||2(x)µ

para todo k, e que

lim
k→∞

Tk||gradEu||2(x) = 0.

Segue do teorema da convergência dominada que gradEu = 0 q.t. folha, mas isto implica que

gradEf = 0 q.t. folha. �

A seguir vamos mostrar um exemplo de como construir o MBFo e calcular a medida

invariante.

Exemplo: Sejam T
2 o toro e φ : (0, 2π)2 → T

2 ⊂ R
3 uma carta dada por

φ(x, y) =
(
(b+ cos(x)) cos(y), (b+ cos(x)) sin(y), sin(x)

)
,

com b > 1. A métrica induzida é descrita, nesta carta, por

g = dx2 + (b+ cos(x))2dy2

e a conexão riemanniana ∇, por

∇∂x
∂x = 0, ∇∂x

∂y =
− sin(x)

b+ cos(x)
∂y, ∇∂y

∂y = (b+ cos(x))sin(x)∂x.

Consideramos a folheação no toro dada pelas linhas de fluxo do campo vetorial Z =

αX1 +X2, onde {X1, X2} é uma base ortonormal de TT
2 dada por

X1 = ∂x, X2 =
1

(b+ cos(x))
∂y,

com subfibrado integrável associado E = {λZ, λ ∈ R}. Denotamos Y = Z/||Z||. A folha

através de (x0, y0) é a linha de fluxo de Y através de (x0, y0), onde o fluxo ψ de Y está

representado por ψt(x0, y0) = (xt , yt) com

xt = x0 +
α t√

1 + α2
(2π mod ),

yt = y0 + A+
2

α
√
b2 − 1

arctan

(√
b− 1

b+ 1
tan
(xt

2

))
(2π mod ),

A =
−2

α
√
b2 − 1

arctan

(√
b− 1

b+ 1
tan
(x0

2

))
(2π mod ).

Mas

∇Y Y =
sin(x)

(1 + α2)(b+ cos(x))
∂x −

α sin(x)

(1 + α2)(b+ cos(x))2
∂y,
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portanto ∇E
Y Y = 0 e ∆E = Y 2. Assim, o MBFo em T

2 pode ser escrito como BF = φ(xt, yt)

onde xt e yt são solução de

dXt =
α√

1 + α2
dBt,

dYt =
1

(b+ cos(Xt))
√

1 + α2
dBt +

1

2

α sin(Xt)

(1 + α2)(b+ cos(Xt))2
dt.

Logo,

Xt = x0 +
α√

1 + α2
Bt (2π mod ),

Yt = y0 + A+
2

α
√
b2 − 1

arctan

(√
b− 1

b+ 1
tan

(
Xt

2

))
(2π mod ).

De fato, isto é o mesmo que dizer que o MBFo que começa em (x0, y0) é dado por

BL
t = ψBt

(x0, y0).

Isto era esperado, pois ψ(x0, y0) : [0,∞) → L é uma isometria para cada folha L.

Assumindo que a medida harmônica é da forma µ = h(x) µg, resulta que h satisfaz

Y 2(h) + 2div(Y ) Y (h) + (Y (div(Y )) + div(Y ))2h = 0,

ou em coordenadas

(b+ cos(x))
d2

dx2
h(x) − 2 sin(x)

d

dx
h(x) − cos(x)h(x) = 0.

A solução desta equação é

h(x) =
1

4π2

1

(b+ cos(x))
.

Assim

µ =
1

4π2

1

(b+ cos(x))
µg.

�

Este exemplo motiva o seguinte resultado.

Proposição 12. Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada. Assumamos que a

folheação F é dada pelas linhas de fluxo de um campo vetorial não singular Y tal que ||Y || = 1.

Então o MBFo é dado por φB, onde B é o movimento browniano em R e φt é o fluxo do

campo vetorial Y .

Demonstração: Consideremos a folha L passando por x0 ∈ M . Então L = φR(x0). Ob-

servamos que como Y g(Y, Y ) = 0, então g(∇Y Y, Y ) = 0 e ∇E
Y Y = 0. Portanto, para toda

f : M → R de classe C2 temos que

∂2
t f(φ(x0)) = Y 2f(φ(x0))) = ∆Ef(φ(x0)).
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Seja B o movimento browniano em R. Logo

f(φB(x0))−f(φ0(x0))−
1

2

∫
∂2
t f(φB(x0))dt = f(φB(x0))−f(φ0(x0))−

1

2

∫
∆Ef(φB(x0))dt,

donde o resultado segue imediatamente. �

En geral, se temos duas variedades folheadas e uma aplicação folheada diferenciável entre

elas, podemos obter uma relação entre as medidas harmônicas de ambas variedades.

Proposição 13. Se φ : (M,F ) → (N,F ′) é uma aplicação folheada que transforma MBFo

em MBFo e µ é uma medida harmônica em M , então µ̃ = µ ◦ φ−1 é uma medida harmônica

em N .

Demonstração: Seja µ uma medida harmônica em (M,F ). Claramente µ̃ = µ ◦ φ−1 é uma

medida de N . Aplicando a Proposição 9, temos que, para toda função f diferenciável na

direção da folha,
∫

N

(∆E′f)µ̃ =

∫

M

(∆E′f) ◦ φ µ =

∫

M

∆E(f ◦ φ)µ = 0.

Assim, µ̃ é uma medida harmônica de N . �

Observação: O resultado anterior pode ser generalizado da seguinte forma. Sejam φ : M →
N uma aplicação suave e X uma difusão em M , com gerador infinitesimal L, tal que

φ∗L = ∆E.

Então, pela compacidade de N , temos que L possui uma medida invariante µ̃. Portanto, se

µ = µ̃ ◦ φ−1, temos que ∫

N

∆Efµ =

∫

M

L(f ◦ φ)µ̃ = 0.

Segue disto que a medida µ é harmônica. Um argumento deste tipo foi utilizado por Ledrap-

pier [28] no estudo das medidas harmônicas nas folheações associadas a um difeomorfismo de

Anosov e por nós mesmos na primeira construção do MBFo.

Quando a folheação F é orientada e transversalmente orientada e possui uma medida

transversal invariante por holonomia, é possível caracterizar algumas classes de medidas

harmônicas, como mostra um resultado que foi obtido por Garnett em [17] (Corolário 3). A

seguir não só mostramos este resultado como também caracterizamos determinadas medidas

harmônicas.

Proposição 14. Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada, com M compacta e

sem bordo. Se ν é uma medida invariante por holonomia então µ̃ = χ ∧ ν é uma medida

harmônica. Mais ainda, se dµ̃

dµg
> 0 e µ é uma medida harmônica com derivada de Radom

Nikodim dµ

dµ̃
= h : M → R contínua e C2 na direção da folha, então existe uma função h̃ na

classe de h ∈ L1(µg) tal que gradEh = 0 e que

µ = h̃µ̃.
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Demonstração: Seja ν a medida transversal invariante por holonomia. Então LXν = 0

para todo X ∈ E. Definimos µ̃ = χ ∧ ν e consideremos Y = gradEf . Do Lema 6, resulta

LY µ̃ = divE(Y )χ ∧ ν + χ ∧ LY ν = ∆E(f)µ̃.

Então, pelo Teorema de Stokes, verificamos
∫

M

∆E(f)µ̃ =

∫

M

LY (µ̃) =

∫

∂M

iY (µ̃) = 0.

Portanto, µ̃ é harmônica.

Seja µ uma medida harmônica com derivada de Radom Nikodim ddµ
dµ̃
h contínua e C2 na

direção da folha. Assumimos dµ̃

dµg
> 0. Então µ pode ser escrita como

µ = hµ̃.

Logo, para uma função arbitrária f , temos, pelo lema 1,

0 =

∫

M

∆Efµ =

∫

M

∆Efhµ̃

= −
∫

M

(∆Eh)fµ̃−
∫

M

g(gradEf, gradEh)µ̃.

Assim, tomando f = h temos, pela harmonicidade de µ = hµ̃, que
∫

M

||gradEh||2µ̃ = 0.

Logo, h é constante µ̃ q.t. folha e, portanto, h é constante µg q.t. folha. Consequentemente

existe uma função h̃, na classe de h ∈ L2(µg), tal que µ = h̃ µ̃. �

Observação: Como é possível ver na demonstração, não precisamos de nenhuma caracteri-

zação das medidas harmônicas tampouco necessitamos considerar cartas folheadas. Somente

foi utilizado o cálculo diferencial desenvolvido no trabalho e fatos já conhecidos, como o teo-

rema de Stokes. Esta é, de fato, uma grande vantagem desta abordagem: conseguir enxergar

propriedades intrinsecamente, sem ter que descer nas cartas folheadas.

É sabido que as medidas harmônicas têm como suporte conjuntos saturados (ver Lema

A de [17]e discussão abaixo). O problema destes suportes é que podem ser tão simples

quanto a união discreta de folhas (ver trabalhos de Feres et. al. [14], [15]). Isto dificulta

a existência de densidades diferenciáveis das medidas harmônicas com respeito à medida de

Lebesgue. Como veremos agora, a existência destas densidades está relacionada à solução de

uma equação diferencial de segunda ordem associado ao laplaciano folheado. A solução deste

tipo de equações é muito difícil de garantir. Na verdade, até onde sabemos, não há nenhum

resultado que garanta a existência de solução.
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Proposição 15. Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada compacta e sem bordo.

Então, uma medida da forma µ = hµg, com h ≥ 0 e C2 nas folhas, é harmônica se, e somente

se, h satisfaz

div(gradEh− hκ) = 0 µg − q.t.p.

Demonstração: Observamos que

(∆Ef − κf)µg = LgradEf
µg.

Portanto se a variedade M for compacta e sem bordo, então o operador ∆E − κ é auto

adjunto. De fato, pelo teorema de Stokes, temos
∫

M

h(∆E − κ)fµg =

∫

M

h LgradEf
µg

= −
∫

M

g(gradEf, gradEh)µg

=

∫

M

f LgradEh
µg

=

∫

M

f(∆E − κ)hµg.

Considerando h = 1 na equação acima, vemos que para qualquer função f em C2(M)

∫

M

(∆E − κ)fµg = 0.

Se a medida harmônica é da forma hµg, então, para toda função f , por iteração do argumento

anterior, temos

0 =

∫

M

(∆Ef)hµg =

∫

M

f(∆Eh− 2κh− div(κ)h)µg.

Logo, h satisfaz a seguinte equação

∆Eh− 2κh− div(κ)h = 0 µg − q.c. (6.2)

ou equivalentemente

div(gradEh− hκ) = 0 µg − q.c.

�

Um corolário imediato é o seguinte.

Corolário 3. Seja M uma variedade compacta sem bordo. Então div(κ) = 0 se, e somente

se, toda medida da forma µ = hµg com h : M → R harmônica na direção da folha e µg a

medida de Lebesgue, é harmônica.

Demonstração: Se div(κ) = 0, então da discussão acima concluímos que µg é uma medida

harmônica. O corolário segue agora do Corolário 1 e do Teorema 22.
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Por outro lado, as funções constantes são harmônicas. Portanto, podemos escolher h ≡ 1.

Segue então, da fórmula 6.2, que div(κ) = 0. �

Observação: Da demonstração do corolário segue que, para toda medida harmônica que

possui uma densidade diferenciável com respeito a medida de Lebesgue, temos que esta

densidade é uma função básica, isto é, uma função tal que o gradiente folheado é nulo.

Do teorema de decomposição de Hodge, temos que existem uma função f , uma 1-forma

harmônica γ e uma 2-forma β tais que k⊥ = df + δβ + γ. O fato de div(k) = 0 implica

0 = δk⊥ = −∆Mf . Como M é compacta, temos que f =cte. Assim k⊥ = δβ + γ. Alem

disto, a equação (6.2) se reduz à seguinte

div(gradEh) = κ(h) µg − q.t.p.

Definição 10. Seja (M,F,G) uma variedade riemanniana folheada. Dizemos que F possui a

propriedade de Liouville se qualquer função f harmônica (ou seja ∆Ef = 0) satisfaz gradEf =

0.

Podemos caracterizar probabilisticamente a probabilidade de Liouville. Este é o conteúdo

da seguinte proposição.

Proposição 16. Seja (M,F,G)uma variedade riemanniana folheada. Então, F possui a pro-

priedade de Liouville se, e somente se, toda função harmonica na direção da folha transforma

o MBFo em um processo de variação limitada.

Demonstração: Assumamos que F possui a propriedade de Lioville. Então, o resultado

segue do lemma 11.

Por outro lado, assumamos que todas as funções harmônicas na direção da folha trans-

formam o MBFo em um processo de variação limitada. Segue da definição do MBFo que

processo estocástico X = f(B) − f(B0) é uma martingale local. Mas, por hipótese, X tem

variação limitada. Logo, novamente pelo Lema 11, temos que para todo ǫ > 0

∫ t+ǫ

t

||gradEf ||2(Bs)ds = 0.

Derivando esta expressão com respeito a t e avaliando em t = 0 temos que ||gradEf ||(B0) = 0.

O Resultado segue da liberdade na escolha do ponto inicial B0. �

Proposição 17. Seja (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada compacta e sem bordo.

A seguinte fórmula vale

∫

M

||gradEh||2µg = −
∫

M

h2div(κ)µg.
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Demonstração: Se M for uma variedade compacta sem bordo temos que

0 =

∫

M

(∆E − κ)h2µg = 2

∫

M

||gradEh||2µg −
∫

M

κ(h2)µg.

É fácil verificar que esta fórmula pode ser re escrita da seguinte forma
∫

M

||gradEh||2µg = −
∫

M

h2div(κ)µg.

�

Observação: A condição de div(κ) = 0 não é fundamental para que se cumpra a propriedade

de Liouville, como mostra o exemplo do toro visto anteriormente, no qual a medida harmônica

é absolutamente contínua em relação medida de Lebesgue mas div(κ) 6= 0.

Exemplos:

1- Consideremos uma variedade riemanniana compacta sem bordo M de dim(M) = 3 e

base ortonormal {X, Y,H} satisfazendo

[X,H] = X [X, Y ] = −H [H,Y ] = Y.

(Um exemplo destes espaços pode ser obtido do quociente do recobrimento univer-

sal de SL(2,R) por uma reticulado cocompacto). Seja F a folheação induzida por

E =span{X,H}. Então, temos que as fórmulas relevantes são

∇HH = 0, ∇XX = −H, ∇Y Y = H

∇XY = −1

2
H,

∇XH = X +
1

2
Y,

∇YH = −Y − 1

2
X.

Logo segue que

∆E = X2 +H2 +H, κ = H, e div(H) = 0.

Assim, temos que o MBFo obedece a seguinte EDE

dB =
1

2
Hdt+H δB1 +X δB2,

onde (B1, B2) é o movimento browniano em R
2. Por outro lado, do fato de div(κ) = 0,

constatamos que a medida de Lebesgue é harmônica. Portanto, toda medida harmônica
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será uma função básica f ≥ 0 pela medida de Lebesgue µg. Se f for diferenciável, temos

que Y f é invariante pelo campo H. De fato,

H(Y f) = Y f + Y Hf

= Y f. (6.3)

Então,

0 =

∫

M

H(Y f)2µg = 2

∫

M

(Y f)H(Y f)µg

= 2

∫

M

(Y f)2µg. (6.4)

Logo Y f = 0. Resulta que f =cte. portanto, a única medida harmônica não singular

é a medida de Lebesgue. �

2- Sejam M uma variedade diferenciável, G um grupo de Lie de dimensão q e g a álgebra

de Lie de G. Assuma que existe uma 1-forma ω : TM → g não singular, isto é,

ωx : TxM → g é sobrejetora, satisfazendo a fórmula de Maurer-Cartan

dω +
1

2
[ω, ω] = 0.

Seja Ex = kerωx para todo x ∈M . Defina E = ∪x∈MEx. Segue da fórmula de Maurer-

Cartan que E define uma folheação em M . Esta folheação chama-se de Folheação de

Lie.

Consideremos {e1, . . . , eq} uma base de g e Y1, . . . , Yq vetores em TM tais que ω(Yk) =

ek. Então temos que, para todo X ∈ E,

0 = −[ω(X), ω(Yk)] = dω(X, Yk)

= Xω(Yk) − Ykω(X) − ω([X, Yk])

= X(ek) − ω([X, Yk]) = −ω([X, Yk]).

Portanto, vale que [X, Yk] ∈ E. Se introduzimos uma métrica adaptada em M , ou seja,

uma métrica g tal que g(Yk, Yj) = δkj e Y1, . . . , Yq forma uma base ortonormal de E⊥,

resulta que, para todo X ∈ E,

g(κ,X) =

q∑

k=1

g(∇Yk
Yk, X) = g([Yk, X], Yk) = 0.

Vemos então que κ = 0 o que implica que µg é uma medida harmônica e que ∆E é um

operador auto-adjunto.

O fato de κ ser zero junto com o Lema 8 implicam que o laplaciano em M se parte

como a soma dos laplacianos folheado e básico, ou melhor

∆M = ∆E + ∆b.

�
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6.3 Transiência e Recorrência do MBFo

Nesta última seção, estudaremos a transiência e recorrência do MBFo como processo es-

tocástico em M . O estudo destas propriedades é um tópico clássico em sistemas dinâmicos

estocásticos.

Definição 11. Sejam (M,F, g) uma variedade riemanniana folheada e B o MBFo. Dizemos

que um ponto x ∈ M é recorrente se para toda vizinhança aberta U de x existe alguma

seqüencia {tk} ↑ ∞ tal que

P[{Bx
tk
∈ U, para todo k = 1, 2, . . .}] = 1.

Caso contrário, o ponto é transiente. Dizemos que o MBFo é recorrente se todo ponto for

recorrente, analogamente dizemos que é transiente se todo ponto for transiente

Sejam B o MBFo em M e U um boreliano de M . Definimos

eU(x) = Px [{∃ t ≥ 0, Bt ∈ U}] ,
hU(x) = Px [{∃ tk → ∞, Btk ∈ U, ∀k ∈ N}] ,

e o subconjunto At do espaço de probabilidade Ω, para t > 0,

At = {∃ s ≥ t, Bs ∈ U} .

Observamos que x é recorrente se hU(x) = 1 e transiente se hU(x) = 0. Claramente At ⊂ As

se t ≥ s. Por definição, temos que

hU(x) = Px(A∞) = lim
t→∞

Px(At),

onde A∞ = ∩t≥0At.

Temos a seguinte lei 0-1 para o MBFo.

Teorema 24. P(A∞) = 0 ou 1

Demonstração: Sejam t ≥ 0 e Ut(V ) a família de conjuntos de Ω da forma

{ω ∈ Ω, Bs(ω) ∈ V, s ≥ t},

onde V é boreliando de M . Seja Gt a menor σ−álgebra gerada pelos Ut(V ). Como Gt ⊆ Gs

se t ≥ s e At ∈ Gt, resulta que

A∞ ∈
⋂

Gt.

O resultado segue da lei 0 − 1 de Kolmogorov. �
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Corolário 4. O MBFo é transiente ou recorrente em µ q.t. folha.

Demonstração: Do Lema anterior segue que hU(x) = 0 ou hU(x) = 1. Observamos que

pela propriedade de Markov,

eU(Bx
t (ω)) = PBx

t (ω) [{∃ s ≥ 0, Bs ∈ U}] =

{
1, se ω ∈ At,

0, caso contrario
.

Portanto

Px(At) =

∫

At

dP(ω) =

∫

Ω

eU(Bx
t (ω))dP(ω) = E[eU(Bx

t )] = TteU(x),

onde Tt é o semigrupo de Markov gerado pelo MBFo. Disto segue que

hU(x) = lim
t→∞

TteU(x) := T∞eU(x)

e que hU é uma função harmônica folheada. Pelo teorema de Garnett, temos que hU é

constante em µ quase toda folha. Segue disto que o MBFo é recorrente ou transiente em

cada folha. �



CAPÍTULO 7

APÊNDICE

Neste apêndice faremos um breve resumo de parte do trabalho do doutorando que foi publi-

cado no Dynamical Systems [8]. O trabalho foi feito em conjunto com os professores Pedro

Catuogno e Paulo Ruffino. Consideramos que por ter sido avaliado pelos avaliadores do jor-

nal não deveria formar parte do trabalho a ser defendido, mas sim estar incluso em forma de

resumo na monografia da tese.

7.1 Número de Rotação Relativo para Sistema

Dinâmicos Estocásticos

Sejam γ : [0,∞) → M uma curva contínua e processos Xt e Yt em TM0 = TM − {0}
tais que Xt, Yt ∈ Tγ(t)M . Denotamos por Aγ,X,Y (t) o processo real que mede o ângulo entre

os processos Yt e Xt com ângulo inicial AX,Y (0) ∈ [0, 2π). Definimos o número de rotação

relativo do vetor Yt com respeito Xt ao longo da curva γ(t) por

ρ(γ,X, Y ) = lim
t→∞

Aγ,X,Y (t)

t
,

quando o limite existe. Este número mede a velocidade angular relativa de Yt quando Xt é

considerado o referencial angular no plano Tγ(t)M . Notamos que as normas de X e Y não

são relevantes.

Seja π : TM0 → M a projeção canônica. Considere em TM0 a 1-forma ângulo ω em

cada plano do espaço tangente TxM0, x ∈ M . Seja ∇̃ a extensão vertical da conexão ∇ em

M a TM0. Denotamos também por ∇̃ à extensão de ∇ no fibrado das esferas STM . Como

o transporte paralelo preserva ângulos, temos que ω é um tensor vertical em TM0, ou seja,

∇̃ω = 0. Em termos de ω, a definição do número de rotação pode ser escrita

ρ(γ,X, Y ) = lim
t→∞

1

t

{∫

Xt

ω −
∫

Yt

ω

}
(7.1)

79
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Proposição 18. Seja γ uma curva em M . Considere X, Y, Z processos contínuos em TM0,

sobre γ. Assumindo que os números de rotação existem, temos que

a) (aditividade) ρ(γ,X, Z) = ρ(γ,X, Y ) + ρ(γ, Y, Z);

b) (anti-simetria) ρ(γ,X, Y ) = −ρ(γ, Y,X).

Sobre a existência, nosso primeiro resultado é o seguinte.

Proposição 19. Considere a trajetória xt(ω) da EDE

dx =
m∑

i=0

Ai(x) ◦ dBi (7.2)

e uma difusão Y em STM , com πY = x, solução de

DYt =
m∑

i=0

ξi(Yt) ◦ dW i
t , (7.3)

onde Y0 ∈ Tx0
M . Sejam µ uma medida de probabilidade ergódica invariante em M e ν uma

medida invariante em STM com π∗ν = µ. Então ρ(xt, //Y0, Yt) existe e é constante para

P × ν- quase todo (ω, x0). Mais precisamente, P × ν q.c.:

ρ(xt, //Y0, Y ) =

∫

STM

1

2

m∑

i=1

< ∇̃ξi(ξi(v)), ∇̃Rξi(Rξi(v)) > + < ξ0(v), Rv > dν (v).

A projeção da difusão em TM0 sobre o fibrado das esferas STM é de novo uma difusão.

Portanto, a Proposição 19 também garante que o número de rotação existe para toda difusão

Y em TM0. No caso geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 25. Sejam x uma difusão em M e X e Y difusões tangentes em Txt
M ao longo

de x. Portanto, se existe uma medida ergódica invariante µ em M então existe ρ(xt, Xt, Yt),

o número de rotação relativo de Y em relação ao referencial X ao longo de xt, mais ainda,

este é P × µ-q.c. constante.

A definição do número de rotação pode ser estendida a dimensões maiores que 2. Para

este caso geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 26. Sejam X e Y difusões não degeneradas em R
n, n ≥ 3. Então, valem

P{Xt ∈ kerPp, para algum t > 0} = 0,

e

P{Yt ∈ kerPp, para algum t > 0} = 0.

para todo plano p ∈ Gr2(n).
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Os seguintes resultados relacionam o número definido acima com a geometria da variedade.

Proposição 20. Seja α uma curva regular na superfície M ⊂ R
3 e seja X um campo vetorial

em M . Então

ρ(αt, //t(X0), X(αt)) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
D

dt

(
X(αt)

|X(αt)|

)]
dt,

onde
[
D
dt

(
X(αt)
|X(αt)|

)]
é o valor algébrico da derivada covariante.

Corolário 5. Seja α uma curva regular, parametrizada pelo comprimento de arco sobre uma

superfície M ⊂ R
3 então

ρ(αt, //t(v0), α
′
t) = lim

T→∞

1

T

∫ T

0

kg(s)ds,

onde kg(s) é a curvatura geodésica de αt.

Corolário 6. Seja γs uma curva fechada, regular, parametrizada pelo comprimento de arco

em R
2 e com período T . Então

ρ(γt) = wI,

onde w = 2π/T e

I =
1

2π

∫ T

0

k(s)ds

é o índice de rotação de γs|(0,T ).

Diferentemente de outro números de rotação para sistemas dinâmicos que existem na

literatura, o número de rotação relativo definido acima é invariante por conjugação no seguinte

sentido.

Teorema 27. Sejam M e N duas variedades de dimensão 2 orientáveis e φ : M → N

um difeomorfismo. Dadas uma curva γ (em particular uma curva integral de um sistema

dinâmico) em M , X e Y campos em TM0 ao longo de γt, se φ preserva orientação, então

ρ(γ,X, Y )) = ρ(φ(γ), φ∗X,φ∗Y ),

caso contrário,

ρ(γ,X, Y )) = −ρ(φ(γ), φ∗X,φ∗Y )).

Por último, discutimos o caso no qual o número de rotação é invariante por homotopia.

Teorema 28. Seja H(s, t) : R
+ × [0, 1] → M uma homotopia diferenciável entre γ0 e γ1.

Seja X um campo vetorial em M . Escrevamos Xs
t for X(H(s, t)). Assumindo que

ρ(p, //−1
t X0

t , //
−1
t Xs

t ) = 0

para todo s ∈ [0, 1], temos, para Y s
t = //tY0, onde Y0 ∈ TpM é o transporte paralelo respeito

de H(s, ·), que

ρ(γ0, X
0, Y 0) = ρ(H(s, ·), Xs, Y s).
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