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Resumo

Nesta dissertacao expomos algumas propriedades das opgoes e desenvolvemos
a teoria classica que resulta na Equacao de Black-Scholes Generalizada, o modelo
utilizado no mercado para precificar uma opcao. Neste cendrio apresentamos o
Principio da Retrodifus@ao. A ideia é obtermos a Equagao de Black-Scholes por
meios mais simples e que possibilitem uma interpretagao intuitiva desta equagao.
Mostramos uma maneira numérica para resolver a Equacao de Black-Scholes Ge-
neralizada e por fim desenvolvemos um método para estimar a superficie de vola-
tilidade de um ativo usando como ferramenta conhecidas opgoes comercializadas.

Palavras-chave: Superficie de volatilidade implicita, Equagao de Black-
Scholes, Opgoes (finangas).

Abstract

In this work expose some properties of the options and developed the classical
theory which results in the Generalized Black-Scholes equation, the model used
in the market for pricing an option. In this context we present the Principio da
Retrodifusdo. The idea is to get the Black-Scholes equation by simpler means and
enabling an intuitive interpretation of this equation. We show a numerical way to
solve the Generalized Black-Scholes equation and finally developed a method to
estimate the volatility surface of an asset using as a tool known options traded.

Keywords: Implied volatility surface, Black-Scholes equation, Options (fi-
nance).
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Capitulo 1

Introducao

Podemos definir derivativo como um ativo financeiro que depende (ou deriva)
do valor de um outro ativo ou mercadoria que lhe sirva de referéncia. Em geral, é
um contrato firmado entre duas partes, comprador e vendedor, no qual se definem
pagamentos futuros baseados no comportamento dos precos de um ativo. Os
derivativos ganharam grande importancia no cenario economico atual, ao ponto
que, o conhecimento de como funcionam, como podem ser usados e como sao
precificados é imprescindivel para uma pessoa que trabalha no mercado financeiro.

Basicamente, os derivativos sao usados por investidores na tentativa de pro-
teger seus investimentos contra oscilacoes bruscas de pregos, neste caso dizemos
que o investidor esta realizando um hedge, ou como forma de especulagao, isto é,
obter ganhos altos e rdpidos. Os principais mercados de derivativos sao:

e Mercado a termo - aquele em que as partes assumem o compromisso de
compra ou venda de um determinado ativo, a um preco pré-fixado para
liquidacao em um prazo determinado.

e Mercado futuro - aquele em que as partes assumem o compromisso de
compra ou venda de um determinado ativo, representado por contratos
padronizados para liquidacao em data futura. Neste mercado, o valor dos
contratos sofre ajustes diarios.

e Mercado de opgoes - aquele em que o comprador adquire o direito de com-
prar ou vender um ativo base a um preco pré-fixado® em ou até uma de-

() O preco pré-fixado no contrato de opgao é conhecido pelo termo em inglés strike. Entretanto,
no decorrer do texto, sempre vamos referi-lo como preco pré-fixado.



terminada data. Em contrapartida, o vendedor, assume o dever de vender
ou comprar tal ativo em negociacao.

e Mercado de swaps - aquele em que as partes trocam um indice de rentabi-
lidade por outro. Pode-se trocar moedas, taxa de juro ou commodities.

Opcoes é o derivativo que analisaremos e usaremos como ferramenta nesta
dissertacao. Mais precisamente, trataremos as opcoes europeias, que ainda podem
ser de dois tipos: call ou put. O detentor de uma opgao call europeia adquire o
direito de comprar um ativo base por um preco pré-fixado no fim de um certo
periodo de tempo. Analogamente, o detentor de uma opgao put europeia adquire
o direito de vender um ativo base por um preco pré-fixado no fim de um certo
periodo de tempo.

Um importante conceito que necessitaremos ao longo do texto, é o de arbi-
tragem. Dizemos que existe uma possibilidade de arbitragem quando é possivel
obter lucro sem assumir riscos. Descartaremos como hipdtese qualquer possi-
bilidade de arbitragem. Assumindo também outras hipdteses que compreendem
um mercado financeiro perfeito, [5], conseguimos precificar contratos a termo e
futuros e deduzir importantes relagoes dos pregos de opgoes, como por exemplo,
limitantes inferiores e superiores. Entretanto, para determinar o preco de uma
opcao, devemos assumir uma hipdtese com respeito ao movimento seguido pelo
preco do ativo base em questao. Suporemos que o ativo segue um Movimento
Browniano Geométrico.

Assumindo estas hipéteses, Robert Merton, Myron Scholes e Fischer Black,
em 1973, demonstraram uma equacao, denominada Equacao de Black-Scholes,
que precifica uma opcao. Este é o modelo mais usado no mercado para precificar
uma opc¢ao. Em reconhecimento aos seus trabalhos, Merton e Scholes foram
agraciados com o Prémio Nobel de Economia em 1997, data em que Black ja
havia falecido.

A matematica usada para demonstrar esta equacao nao € trivial e nem sempre
de facil entendimento. Neste cendrio, apresentamos neste trabalho um principio
que denominamos Principio da Retrodifusdo, [11], buscamos obter a Equagao de
Black-Scholes por meios mais simples que os usuais. Em sintese, o Principio da
Retrodifusao resulta em uma equacao que é uma discretizacao da Equacao de
Black-Scholes, que nos permite uma interpretacao intuitiva desta tltima.

A Equacao de Black-Scholes é uma equacao diferencial parcial que, dentre
outros parametros, depende da volatilidade do ativo base. Aqui, basta saber que
a volatilidade, em uma definicdo grosseira, é uma medida da incerteza de quao



o ativo estard valendo no futuro, isto é, quanto maior a volatilidade maior a
incerteza. O modelo de Black-Scholes assume que a volatilidade é constante. Sob
esta hipdtese, a Equagao de Black-Scholes para opgoes europeias (o que significa
atribuir condigdes de contorno adequadas), possui solucao analitica.

Entretanto, ja é bem aceito que, a despeito de sua simplicidade, o modelo de
Black-Scholes nao é capaz de capturar fenomenos de mercado modernos. Uma ex-
tensao natural do modelo de Black-Scholes é modificar a hipétese da volatilidade
ser uma constante para torna-la um processo estocastico, a saber, assumi-la como
uma superficie que depende do tempo e do preco do ativo base. Neste contexto,
o modelo que precifica uma opcao, é a Equacao de Black-Scholes Generalizada
que, mesmo para opgoes europeias, nao possui solugao analitica.

O Principio da Retrodifusao aplica-se também quando supomos a volatilidade
como um superficie e motiva um método numérico para resolver Equacao de
Black-Scholes Generalizada quando nos é dada a superficie de volatilidade, o
qual esta apresentado neste trabalho.

Entretanto, o maior propédsito deste trabalho é responder a seguinte questao:
Como obter a superficie de volatilidade de um ativo? Naturalmente, nos baseare-
mos em um problema inverso que utiliza conhecidas opcoes recentemente comer-
cializadas no mercado. O método que propomos para conseguir uma estimativa
para esta superficie recai em um problema de otimizacao que utiliza como ferra-
menta o método numérico baseado no Principio da Retrodifusao para resolver a
Equacao de Black-Scholes Generalizada.

Uma boa estimativa da superficie de volatilidade de um ativo é fundamental
para precificar opcoes relacionadas com este ativo e desenvolver estratégias de
hedge.

Neste trabalho, no processo de estimar a superficie de volatilidade, as opcoes
observadas sao todas do tipo europeia. Em [6], encontra-se uma maneira de esti-
mar a superficie para o caso em que as opcoes observadas sao do tipo americanas.

Existem diversos trabalhos que procuram estimar a superficie de volatilidade
de um ativo. Outras abordagens podem ser encontradas em [1, 2, 3, 10].

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira.

No Capitulo 2, fazemos uma breve exposicao de alguns derivativos dando
mais notoriedade as opc¢oes, as quais damos sua definicao e apresentamos alguns
exemplos ilustrativos. Também de forma compacta, no Capitulo 3, é apresentada
a nocao de taxa de juros composta e taxa de juros livre de riscos.

No Capitulo 4, é desenvolvido algumas propriedades do preco de opcoes e
apresentado um importante conceito para o trabalho como um todo, a nogao de
arbitragem.



No Capitulo 5, é desenvolvido uma teoria que modela o movimento dos precos
dos ativos, o Movimento Browniano Geométrico, além de expor o Lema de Ito,
importante ferramenta na demonstracao da Equacao de Black-Scholes.

O Capitulo 6 é uma parte fundamental do trabalho. Nele é exposto a teoria
de Black-Scholes e apresentado o Principio da Retrodifusao, uma discretizacao
da Equacao de Black-Scholes.

No Capitulo 7, passamos a tratar a volatilidade como uma superficie, apresen-
tamos uma forma de resolver a Equacao de Black-Scholes Generalizada quando é
dada a superficie de volatilidade e, por fim, propomos um método para estimar
a superficie de volatilidade de um ativo, ilustrando com um exemplo.

Finalizando, o Capitulo 8 apresenta algumas conclusoes e algumas tarefas que
ainda podem ser realizadas.



Capitulo 2

O mercado de derivativos

Podemos definir derivativo como um ativo financeiro cujo valor depende de
um outro ativo ou mercadoria que lhe serve de referéncia, como por exemplo uma
acao.

Nos ultimos anos o mercado de derivativos tornou-se extremamente impor-
tante no mundo das finangas. Os derivativos sao negociados em uma série de
mercados, como mercados de opgoes, a termo e futuros. Basicamente, atuam
nestes mercados hedgers e especuladores.

A palavra hedge em inglés significa cerca. Na pratica é um instrumento que
visa reduzir o risco de uma operacao financeira decorrente das oscilacoes de pregos
do mercado. Neste contexto, o hedger usa o derivativo para repassar o risco de
uma aplicacao financeira a outro agente economico, que resolve assumi-lo com
a perspectiva de ganho. Por sua vez, especuladores sao aqueles que agem no
mercado aproveitando as oscilacoes nos precos para realizar lucro, sem cometer
ato ilegal.

Neste capitulo veremos com mais detalhes estes mercados.

2.1 Onde sao comercializados os derivativos?

No Brasil sao comercializados na BM&FBOVESPA que foi fundada em 2008,
com a integragao entre Bolsa de Mercadorias & Futuros (BM&F) e a Bolsa de
Valores de Sao Paulo (BOVESPA). Ela é constituida sob a forma de sociedade
por acoes e tem por objetivo organizar, prover o funcionamento e desenvolver
mercados livres e abertos para negociagao dos derivativos. Em Bolsas de Valores
sao comercializados contratos padronizados.



Entretanto, nem todos os derivativos sao comercializados em Bolsas de Valo-
res. Transacoes podem ser feitas entre duas instituicoes financeiras, entre uma
instituicao financeira e um de seus clientes ou até entre duas pessoas. A vantagem
deste mercado, sem o intermédio da Bolsa de Valores, é que os termos do contrato
nao sao especificados previamente. Por outro lado é um comércio que apresenta
um risco, uma vez que uma das partes pode nao honrar o compromisso firmado.

2.2 Opcoes

Opgoes sao derivativos que podem ser negociandos tanto em uma Bolsa de
Valores quanto em contratos particulares.

Existem dois tipo de opgoes, opcoes do tipo call e opgoes do tipo put ou,
em ingleés, call option e put option, respectivamente. As opgoes mais simples sao
as opcoes europeias. O detentor de uma opcao call europeia adquire o direito
de comprar um ativo base por um preco pré-fixado no fim de um certo periodo
de tempo que chamaremos de data de maturidade da opcao. Analogamente, o
detentor de uma opc¢ao put europeia adquire o direito de vender um ativo base
por um preco pré-fixado no fim de um certo periodo de tempo.

Outro tipo de op¢ao é a americana. A diferenca é que, enquanto o detentor de
uma opg¢ao europeia s6 pode exercer sua op¢ao no fim de um periodo de tempo,
o detentor de uma opgao americana pode exercé-la até o fim deste periodo de
tempo. E importante ressaltar que o nome das opcoes, europeia e americana,
nao tem nada a ver com o local onde sao comercializadas. Existem ainda as
chamadas opgoes exéticas, como por exemplo, opcoes asiaticas, look back e de
barreira. Mais detalhes sobre estas opg¢oes podem ser encontrados em [8, 13].

Opgoes europeias é o tipo de derivativo que estamos mais interessados e que
iremos trabalhar e usar como ferramenta no decorrer do texto. Para maior en-
tendimento, vejamos dois exemplos a seguir.

Exemplo: um produtor de queijo se comprometeu a vender para daqui 1 meés
um lote de queijo a R$10,00 cada peca. Os gastos para a producao de uma peca
de queijo sao de 5 litros de leite mais R$2,00 com outras matérias primas. O litro
do leite é vendido hoje, no mercado a vista, por R$1,00. Portanto, hoje o custo
de producao de cada peca de queijo é de R$7,00, compreendendo ao produtor
um lucro de R$3,00 por cada peca vendida. Entretanto, recentemente um boato
de febre aftosa assola a regiao e dizem que existe a possibilidade do litro de leite
estar valendo R$2, 00 daqui 25 dias. Infelizmente, o produtor nao pode comprar o



leite hoje para produzir o queijo a ser entregue daqui 1 meés ja que o leite perderia.
Nao o resta outra alternativa do que compra-lo daqui a 25 dias. Se as previsoes
catastréficas realmente se confirmarem e o litro de leite estiver valendo R$2,00
daqui a 25 dias, o custo de producao por peca de queijo serd de R$12, 00, gerando
um prejuizo de R$2, 00 por peca vendida. Desta forma, o produtor se prevenindo
da possivel alta no preco do leite, compra uma opcao call europeia que lhe déa
o direito de comprar 1 litro de leite a R$1,00 daqui a 25 dias. O vendedor da
opgao sera, claro, um produtor de leite que nao acredita na alta dos precos e sim
na baixa.

Exemplo: um exportador brasileiro vendeu para daqui 3 meses uma mercadoria
no valor de US$100 mil. Portanto daqui 3 meses ele entregara a mercadoria e
receberd o pagamento em dodlares que tera que ser convertido em reais. Hoje
cotacao do ddlar é R$2,00, isto é, cada ddlar vale R$2,00. Neste contexto,
os US$100 mil do exportador seriam equivalentes a R$200 mil. Entretanto o
exportador acredita numa valorizacao da moeda nacional. Ora, se daqui 3 meses
o dolar estiver cotado a R$1, 50, ao converter a moeda, ele teria um montante de
R$150 mil, caracterizando uma perca de R$50 mil referente a mudanga cambial.
Entao para se previnir contra essa possivel valorizacao do real frente ao ddlar,
o exportador compra uma opc¢ao put europeia que lhe dé o direito de vender
US$1,00 por R$2,00.

Nestes dois exemplos, tanto o produtor de queijo quanto o exportador, re-
alizaram um hedge no sentido de reduzir seus riscos contra as variacoes no preco
do leite e na cotagao do doélar, respectivamente.

E importante observar que o detentor de uma opcao possui apenas direitos,
enquanto o vendedor possui apenas obrigacoes. Voltando ao primeiro exemplo,
se daqui 25 dias o litro de leite estiver valendo R$1,50 no mercado a vista é
claro que o produtor de leite exercerd sua opcao e comprard o leite por R$1,00
o litro, sendo o produtor de leite obrigado a vendé-lo por este preco. Entretanto
se estiver valendo R$0,90, ele nao exercerd sua opcao de comprar por R$1,00 e
comprara mais barato no mercado a vista. Portanto, o detentor de uma opcao
nao é obrigado a exercer o seu direito, apenas quando o for conveniente.

Desta forma, existe um custo para adquirir uma opcao. O comprador deve
pagar uma certa quantia para o vendedor. Basicamente, o ganho do vendedor da
opcao ocorrera quando nao for interessante para o comprador exercé-la.

Fica agora uma pergunta importante: qual é o preco justo de uma opgao? E
claro que se hoje é o dia em que expira a opgao, isto é, se hoje estamos na data
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de maturidade, o preco corrente do ativo é St e o preco pré-fixado é K, este valor
para uma opcao do tipo call europeia é

max{Sr — K, 0}.

Isto fica facil de notar se voltarmos ao nosso exemplo, se daqui 25 dias o litro
de leite estiver valendo R$1,50, a opcao valerd R$0, 50 por litro e serd exercida,
agora se estiver valendo R$0, 90, a opc¢ao nao valerd nada. Mas e para os outros
dias, qual é o prego justo? E esta pergunta que iremos responder no capitulo 6.

Analogamente ao caso de opgoes call europeias, o preco justo de opcao do tipo
put europeia no dia de maturidade é

max{K — Sy, 0},

em que St é o preco corrente do ativo e K é o preco pré-fixado. Naturalmente,
estas funcdes correspondem aos payoffs!) dos detentores de uma opcao call eu-
ropeia e de uma opg¢ao put europeia, respectivamente. Veremos isto com mais
detalhes no capitulo 4.

Note que existem quatro tipos de participantes no mercado de opgoes:

1. Compradores de opgoes call;
2. Vendedores de opcoes call;
3. Compradores de opgoes put;

4. Vendedores de opgoes put.

O funcionamento do mercado de opgoes deve ficar claro. Devemos entender
que para um investidor vender uma opcao, digamos uma call europeia, ele nao
precisa té-la. Vender uma opcao call europeia significa assinar um contrato de
venda do ativo base com um comprador. Neste contrato estara especificado o
preco pré-determinado e a data de maturidade, pelo qual o comprador pagara
uma certa quantia para o vendedor. A partir deste momento, de posse deste
contrato, o comprador poderd vendé-la novamente, isto €, repassar este contrato
para um terceiro, caracterizando um comércio mais usual, no sentido “fisico” de
comprar-vender.

Ambas transacoes, assinar um contrato em que o vendedor se compromete
a comprar um ativo sob as condig¢oes que o contrato determina ou vender uma
opcao no sentido de repassar um contrato que ja se tinha, sao equivalentes, uma
vez que envolvem a mesma quantia de dinheiro.

() Entenda por payoff o resultado final de um contrato, o quanto ele vale em seu desfecho.



2.3 Outros tipos de derivativos

2.3.1 Contrato a termo

Um contrato a termo é um acordo para comprar ou vender um ativo por um
preco fixado, para liquidacao em um prazo futuro. Devemos entender por liquidar
o fato do comprador pagar o montante combinado e o vendedor entregar o ativo
em questao.

Assim como opgoes, contratos a termo podem ser negociados tanto em Bolsas
de Valores ou através de uma negociagao particular. No caso do contrato ser
negociado na BOVESPA, por exemplo, é necessério o intermédio de uma corretora
e existem garantias que o contrato sera cumprido por ambas partes, como por
exemplo, depdsitos de uma certa quantia em dinheiro na Companhia Brasileira
de Liquidagao e Custédia (CBLC), que é a empresa responsavel pela liquidacao
e controle de risco de todas as operacoes realizadas na BOVESPA.

Vamos ilustrar com um exemplo.

Exemplo: um importador compra a termo US$100 mil para daqui 3 meses ao
valor de R$1,70 cada. Portanto, daqui a 3 meses, na data de liquidacao, ele ird
pagar R$170 mil e pegar os US$100 mil, independente da cotacao do délar neste
dia. Se daqui 3 meses o cada ddlar estiver valendo R$1,90, entao o contrato a
termo serd benéfico ao comprador num valor de R$20 mil (R$190 mil - R$170
mil). Por outro lado, se cada ddlar estiver valendo R$1,60, entdo o contrato a
termo serd maléfico ao comprador num valor de R$10 mil (R$170 mil - R$160
mil), caracterizando o ganho para o vendedor.

O contrato a termo representa um risco para ambas as partes pois o ganho de
um representa, nas mesmas proporcoes, a perda do outro. O payoff de um com-
prador em um contrato a termo, nao levando em consideragao possiveis impostos
incidentes, é

Sr— K,

em que K é o preco pré-fixado e Sy é o prego corrente do ativo na data de
liquidagao. Isto porque o comprador é obrigado a comprar por K um ativo que
vale Sr. Analogamente, o payoff de um vendedor de um contrato a termo é

K — Sr.

E importante ressaltar que os payoffs podem ser tanto positivos quanto negativos
caracterizando lucro ou prejuizo, respectivamente.



2.3.2 Contrato futuro

Assim como o contrato a termo, o contrato futuro é um compromisso firmado
de comprar ou vender um determinado ativo em uma data futura, por um preco
pré-determinado. Entretando existem diferencas cruciais.

Um contrato futuro s6 pode ser comercializado em uma Bolsa de Valores,
no caso do Brasil na BM&F, sendo portanto um contrato padronizado. Desta
forma, virtualmente, nao existe risco de crédito neste mercado. Sao realizadas
operacoes envolvendo lotes padronizados de commodities ou ativos financeiros.
Além disso, o contrato pode ser negociado de forma a ter diversas taxas de entrega,
ao contrario do contrato a termo, que apresenta apenas uma unica data.

Outra diferenca fundamental é que as diferencas de precos sao ajustadas di-
ariamente, e nao apenas na data de vencimento como no contrato a termo. Desta
forma, a liquidacao financeira dos lucros ou prejuizos é realizada todos os dias.
Isto quer dizer que se um investidor comprar um contrato futuro e o prego deste
cair, ele terd que depositar uma certa quantia de forma a compensar sua perda.

A tabela a seguir apresenta as principais diferencas entre o mercado a termo
e o mercado futuro.

Mercado a termo Mercado futuro
Pode ser negociado mediante Precisa ser negociado
um contrato particular em uma Bolsa de Valores
Contratos nao necessariamente Contrato padronizados
padronizados
Tem uma taxa de entrega E negociado com diversas
definida no contrato datas de entrega
As diferencas de precos sao As diferencas de precos
ajustadas na entrega sao ajustadas diariamente
Possivel risco de crédito Virtualmente nao apresenta
risco de crédito

Tabela 2.1: Diferencas entre o mercado a termo e o mercado futuro.

Mais detalhes a respeito dos mercados a termo e futuro podem ser encontrados
em [5, 7, 8].
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Capitulo 3

Taxa de juros

Basicamente, taxa de juros é o custo do dinheiro, a quantia que quem empresta
cobra de quem toma emprestado. A taxa de juros, naturalmente, depende do
risco do crédito. Aqui risco deve ser entendido como a chance de quem toma
emprestado nao horar seu compromisso, isto é, nao pagar a quem emprestou o
montante inicial mais a taxa de juros. Desta forma, quanto maior o risco de
crédito, maior sera a taxa de juros cobrada para se emprestar.

3.1 Taxa de juros composta

Suponha que tomemos R$100,00 emprestados de um banco que cobra uma
taxa de juros de 10% ao ano. Quanto deveremos pagar pelo empréstimo ao fim
de um ano? A principio esta pergunta parece facil de ser respondida e logo vem
R$110,00 como resposta. Entretanto, a resposta nao é tao imediata. Da forma
como a pergunta foi formulada, nao é possivel respondé-la. Faltou especificar de
que forma a taxa de juros é composta.

Se esta taxa de juros for composta anualmente, ai sim temos uma divida de

R$100,00- 1,1 = R$110,00

ao fim de um ano. Entretanto, se a taxa de juros for composta semianualmente,
ou seja, apds 6 meses houver a cobranca de 5% sobre o montante de R$100, 00,
este valor for somado ao montante principal de R$100, 00 para apds mais 6 meses
ser insidido novamente uma taxa de 5% sobre este novo valor, teremos uma divida
de

R$100,00-1,05- 1,05 = R$110,25
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ao fim de um ano. Da mesma forma, se a taxa de juros for composta a cada 3
meses, o montante final fica

R$100,00 - 1,025* = R$110, 38

ao fim de um ano.
Generalizando, se tomarmos P reais emprestados por a uma taxa de juros
anual de r composta n vezes por anos, ao final de um ano estaremos devendo

r\”m
P(1+2)".
n
Se este mesmo valor, sobre estas mesma condigoes for emprestado por ¢ anos, ao
final deste periodo a divida sera de

P(1+ 5>m .
n

Suponha agora que tomemos P reais emprestados por um ano a uma taxa
de juros r por ano composta continuamente. Quanto estaremos devendo ao final
do ano? Antes de respondermos a pergunta, devemos esclarecer o que quer dizer
uma taxa de juros ser composta continuamente. Dizemos que r é composta
continuamente quando a frequéncia de composicao n tende a infinito. Portanto,
de acordo com o que foi feito até agora, sabemos que o montante devido ao final
de um ano quando a taxa de juros r é composta em n intervalos de ano iguais é
P (1 + %)n Logo, quando r é composta continuamente serd devido no final do
ano um valor de

P lim (1+f)" _ P
n

n—oo
Analogamente, ao final de ¢t anos, serda devido um montante de

Pert

Na tabela a seguir estao as frequéncias de composicao e os respectivos valores
resultantes da incidéncia de uma taxa de juros de 10% ao ano sobre um montante
de R$100, 00.
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Frequéncia de composicao | Valor de R$100, 00

ao final de um ano
Anualmente (m = 1) 110,00
Semestralmente (m = 2) 110,25
Quadrimestralmente (m = 3) 110,34
Trimestralmente (m = 4) 110,38
Bimestralmente (m = 6) 110,43
Mensalmente (m = 12) 110,47
Semanalmente (m = 52) 110,51
Diariamente (m = 365) 110,52
Continuamente(m — o0) 110,52

Tabela 3.1: Efeito da frequéncia de composigao de uma taxa de juros de 10% ao
ano sobre R$100, 00 pelo periodo de 1 ano.

Conforme pode ser visto na Tabela 3.1, os valores para a composicao didria e
continua coincidem ao menos na duas primeiras casas decimais. Portanto, para
propositos praticos, podemos pensar na taxa de juros composta continuamente
como a taxa de juros composta diariamente. A seguir seguem as equagoes que
podem ser usadas para converter uma taxa de juros composta em m vezes ao ano
em uma taxa de juros composta continuamente e vice versa. Sejam 7. a taxa de
juros composta continuamente e r,, a taxa de juros composta em m vezes ao ano,
entao

mt
Pt = P (1+2)

m
implica que
r. = mlog (1 + T—m> (3.1)
m
e que

Exemplo: Considere uma taxa de juros de 10% composta trimestralmente. Pela
equagao 3.1 com r,, = 0,1 e m = 4, a correspondente taxa de juros composta
continuamente é

0,1
4log (1 + T) = 0,09877

ou 9,877% por ano.
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Exemplo: Suponha que um investimento em um banco pague por um empréstimo
um juros de 8% por ano composto continuamente e que os juros sao resgatados a
cada 4 meses. Portanto, pela equacao 3.2, com r. = 0,08 e m = 4, a correspon-
dente taxa de juros composta trimestralmente é de
0,08

4(e’s —1) =0,0808
ou 8,08% por ano. Desta forma, para cada R$1000, 00 investido, serd resgatado
R$20, 20 a cada 4 meses.

Como vimos até agora, uma taxa de juros r composta mais de uma vez ao
ano gera um juros maior do que se r fosse composto uma tnica vez. O motivo é
evidente, para mais de uma composicao, é aplicado juros sobre juros. Assim, para
um investimento de P reais, chamaremos r de taxa de juros nominal e defineremos
taxa de juros efetiva, e denotaremos 7.s, por

total de juros ao final do ano — P
Tef = P .

Logo, um empréstimo para um ano com taxa de juros nominal » composta trimes-
tralmente possui uma taxa de juros efetiva de

a4
ref:(1+1) _ 1

Portanto, a taxa de juros efetiva do primeiro exemplo é de

0,1\*
L+=-) —1=0,1038

ou 10, 38% por ano.
Da mesma forma, um empréstimo para um ano com taxa de juros nominal r
composta continuamente possui uma taxa de juros efetiva de

Ter =€ — 1.
Assim, a taxa de juros efetiva do segundo exemplo é de
% —1=10,0833

ou 8,33% por ano.

De agora em diante sempre que uma taxa de juros for mencionada, trata-se
da taxa de juros nominal e nao efetiva. Entretanto, isto nao deve causar nenhum
tipo de confusao.
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3.2 Valor Presente

A nocao de valor presente estd intimamente ligada a taxa de juros vigente.
Suponha que a taxa de juros r por periodo seja composta periodicamente. Con-
sidere agora um investimento que pague estes juros e um investidor, que aplicara
hoje seu dinheiro. Se daqui ¢ periodo de tempo, o investidor quiser resgatar P
reais, quanto ele deve aplicar hoje? A resposta compreende o valor presente e é
P(1+r)"

Obviamente, o valor presente depende da taxa de juros aplicada. No exemplo
anterior, se a taxa de juros fosse composta continuamente, o valor presente seria
Pe™"".

3.3 Taxa de juros livre de riscos

A avaliacao de ativos com riscos é um problema muito importante na econo-
mia. O primeiro passo para resolvé-lo é a compreensao do ativo livre de riscos,
titulos de renda fixa que garantem ao seu detentor a certeza que os pagamentos
prometidos serao realizados nas datas combinadas.

A taxa de juros livre de riscos é um importante fator na avaliacao de deriva-
tivos, sendo portanto necessario determinar-lhe um valor. Embora a teoria nao
exija a especificacao de qual seja o ativo livre de riscos, faremos uma breve dis-
cussao acerca deste assunto. Em [4], pode-se encontrar mais detalhes.

Primeiramente, destacamos que a literatura brasileira ¢ um tanto omissa neste
assunto e ainda nao ha um consenso de qual é a taxa de juros livre de riscos
que deve ser adotada no Brasil. A maioria dos trabalhos adotam as taxas de
curtissimos prazos, a SELIC ou a CDI over que, na pratica, sao taxas muito
proximas.

A taxa SELIC é a taxa apurada no Sistema Especial de Liquidacao e Custddia
(Selic). Em sintese, ela é obtida mediante o calculo da taxa média ponderada
e ajustada das operagoes de financiamento por um dia, lastreadas em titulos
publicos na forma de operagoes compromissadas. Neste caso, as operagoes com-
promissadas sao operacoes de venda de titulos com compromisso de recompra
assumido pelo vendedor, assim como o compromisso de revenda assumido pelo
comprador, para liquidacao no dia util seguinte. Desta forma, a taxa Selic se
origina de taxas de juros efetivamente observadas no mercado. Estas taxas de
juros nao sofrem influéncia do risco do tomador de recursos financeiros, uma vez
que o lastro oferecido nas operagoes é homogéneo.
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Por sua vez, os Certificados de Depdsitos Interbancarios (CDIs) sao titulos
emitidos pelos bancos como forma de captacao ou aplicacao de dinheiro excedente.
Como sugere o nome, estas transagoes apenas sao realizadas entre bancos e em
grande parte das vezes por apenas um dia. Na pratica, um banco que estiver com
dinheiro sobrando, empresta a um outro que esteja precisando. Estas operagoes
se realizam fora do ambito do Banco Central, e portanto, nao ha incidéncia de
impostos, as transagoes sao fechadas por meio eletronico e registradas nos com-
putadores das instituicoes envolvidas e nos terminais da Camara de Custédia e
Liquidagao (CETIP). A taxa média de juros cobrada nestas transagoes de um dia
consiste a taxa CDI over.

Quando for necessario um valor para a taxa livre de riscos, sera estipulado
um valor coerente, mas sem mencionar a sua origem.
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Capitulo 4

Algumas Propriedades do Preco
de Opcoes e o Conceito de
Arbitragem

4.1 Tipos de Opcao

Relembrando o primeiro capitulo, existem dois tipos de opgoes. Opcoes do
tipo call, que d& o direito ao seu detentor de comprar um determinado ativo por
um preco pré-fixado em uma certa data e opgoes do tipo put que da o direito
ao seu detentor de vender um determinado ativo por um preco pré-fixado em
uma certa data. Chamaremos este determinado ativo de ativo base e de data de
maturidade esta data especificada no contrato de opcao.

Basicamente, um investidor compra uma opcao do tipo call quando ele acre-
dita que o preco do ativo base ird aumentar durante o periodo em que o contrato
de opcao estiver valendo. Em contrapartida, um investidor compra uma opgao
do tipo put quando ele acredita que o preco do ativo base irda diminuir durante o
periodo de vigéncia do contrato. Evidentemente, o vendedor da opgao aposta que
o preco do ativo ird se comportar no sentido oposto do que comprador espera.

As opgoes, basicamente, sao europeias ou americanas. Opgoes europeias so
podem ser exercidas na data de maturidade, enquanto as americanas podem ser
exercidas até a data de maturidade. Evidentemente, opgoes europeias sao mais
simples que as americanas e portanto mais faceis de serem analizadas. Entretanto,
diversas propriedades das opc¢oes americanas sao deduzidas das opgoes europeias.
Focaremos nossos esfor¢os principalmente nas opgoes europeias que nos servirao
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de ferramenta ao longo do texto.

Vejamos a seguir dois exemplos de opc¢oes, uma do tipo call e outra do tipo
put, e quanto é o lucro dos participantes destes contratos. Nestes dois exemplos,
os valores usados serao meramente ilustrativos.

Exemplo (Opgao do tipo call): Suponha que um investidor compre uma opgao
call europeia que lhe da o direito de comprar 1 acao da Petrobrds por R$60, 00
para daqui 1 més. Suponha ainda que o preco da acao hoje é R$50,00 e que ele
pagou R$10, 00 por este direito. Se daqui um meés o preco da acao estiver valendo
mais do que R$60, 00 ele exercerd a opcao e comprara por R$60,00. Por exemplo,
se o valor da acao no fim do contrato for R$80, 00, ele comprard por R$60,00 e
obterda um lucro de R$10, 00, j&a descontando o valor da opc¢ao. Entretanto, se o
valor da acdo estiver valendo menos do que R$60, 00, o investidor nao exercerd
sua opcao e perderd os R$10, 00 investidos para comprar a opcao, caracterizando
o lucro do vendedor.

E importante notar que mesmo exercendo a opc¢ao o investidor pode ter
prejuizo. Suponha, por exemplo, que o prego da agao esteja valendo R$65,00
daqui 1 més. O investidor ird exercer sua opcao e comprara por R$60,00, ob-
tendo R$5,00 de lucro nesta transacao. Entretanto, descontando os R$10,00
investidos para comprar a opcao, caracteriza um prejuizo de R$5,00. Nas figuras
a seguir, estao os graficos que ilustram os lucros do comprador e do vendedor
para este exemplo. Entenda como prejuizo quando o lucro for negativo.
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Figura 4.1: (a) Lucro do comprador da opgao call; (b) lucro do vendedor da
opcao call.

Exemplo (Opgao do tipo put): Suponha que um investidor compre uma opgao
put europeia que lhe d4 o direito de vender 1 acao da Vale por R$100,00 para
daqui 1 més. Suponha ainda que o preco da acao hoje é R$90, 00 e que ele pagou
R$5,00 por este direito. Se daqui 1 més a acao da vale estiver valendo menos que
R$100,00 ele ira exercer a opcao, caso contrdario, nao. Por exemplo, se a acao
estiver valendo R$92,00, ele pode compra-la por este preco no mercado a vista
e exercer a opc¢ao vendendo-a por R$100,00, aferindo um lucro de R$3,00, ja
descontando o valor pago pela opcao. Da mesma forma que no exemplo anterior,
o detentor da opgao pode exerceé-la e mesmo assim ter prejuizo, por exemplo no
caso em que a acao estiver valendo R$98,00 daqui 1 més.

Na introducao da secao mencionamos que o comprador de uma opgao put
acredita que o ativo ird desvalorizar. E importante notar que este “desvalorizar”
é relativo, pois mesmo valorizando, o dententor pode ter lucro, como foi o caso em
que a agao da Vale estivesse valendo R$92,00. Deve-se entender que o comprador
da put acredita que o ativo valerda menos na data de exercicio do que o vendedor
da put. O raciocinio é andlogo quanto ao termo “valorizar” usado para a crenca
do comprador da call.

A seguir, estao os gréficos que ilustram os lucros do comprador e do vendedor
da put para este exemplo.
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Figura 4.2: (a) Lucro do comprador da opcao put; (b) lucro do vendedor da op¢ao
put.

Como pode-se notar nos exemplos e nas Figuras 4.1 e 4.2, o maior prejuizo
que o detentor de uma opcao pode ter é o preco pago pela mesma, enquanto que,
a0 menos teoricamente, o lucro possivel é ilimitado. Consequentemente, para o
vendedor, o maior lucro possivel é o valor recebido pela op¢ao enquanto que o
prejuizo nao possui limites.

Conforme mencionado no primeiro capitulo, existem 4 tipos de participantes
no mercado de opgoes:

1. Compradores de opcgoes call;
2. Vendedores de opcoes call;
3. Compradores de opcoes put;
4. Vendedores de opgoes put.

Podemos associd-los com o resultados finais ou payoffs do contrato de opcao,
isto é, o quanto um participante deve receber ou pagar no dia de maturidade da
opgao, nao levando em consideracao o preco da mesma.

Suponha que o prego pré-determinado na opcao é K e que no dia de maturi-
dade da opgao o preco do ativo seja Sp. O payoff para um comprador de uma
opcao call europeia é

max(Sy — K, 0),
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ja que o comprador apenas ird exercer a opc¢ao se St > K, ou seja, quando o for
conveniente. Desta forma, o payoff para um vendedor de uma opcao call europeia
é

min(K — Sr,0) = —max(Sr — K,0).

O payoff para um comprador de uma opg¢ao put europeia é
max(K — Sz, 0).
Assim, o payoff para um vendedor de uma opcao put europeia é
min(Sr — K,0) = — max(K — Sr,0).

Os graficos dos payoffs estao plotados a seguir.
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Figura 4.3: Payoffs dos partipantes do mercado de opgoes: (a) comprador de

opgao call; (b) vendedor de opcao call; (c¢) comprador de opcao put; (d) vendedor
de opcao put.

4.2 Fatores que afetam o preco de uma opcao

Suponha que estamos interessados em precificar uma opcao que foi comercia-
lizada no tempo 0 com data de maturidade para o tempo T e que hoje estamos
no tempo t, 0 <t < T. Os fatores que afetam o preco desta opgao sao:

e 0 preco corrente do ativo, Sy;
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e 0 preco pré-determinado no contrato de opgao, K;

o tempo de maturidade, T — t;

a volatilidade do preco do ativo, o;

a taxa de juros livre de risco, r;

e 0s dividendos esperados durante o periodo de tempo T — t.

Vejamos o que acontece com o pre¢o de uma opgao do tipo call europeia e
com o preco de uma opcao put europeia quando variamos um destes fatores e
mantemos os demais fixos. Para ilustrar, vamos supor que estamos no dia 0,
isto é, t = 0, e que os valores fixos serao Sy = 100, K = 110, T —t = 1 ano
e que a volatilidade e a taxa de juros sao constantes e valem o = 25% por ano
e r = 10% por ano, respectivamente. Além disso, vamos supor que o ativo nao
paga dividendos. Nestas circunstancias o preco da opcao call é 10,1601 e da put
¢ 9,6922. Nesta secao exporemos quanto vale a opcao sem nos preocuparmos
como este valor foi encontrado. A intencao aqui é apenas ver como o precgo se
comporta quando variamos um dos parametros.

e O preco corrente do ativo e o preco pré-determinado

Como vimos na secao passada, o payoff para o detentor de uma opgao do
tipo call europeia é max(Sy — K, 0), enquanto que de uma op¢ao put europeia é
max(K — Sr,0). Portanto, quanto maior o valor de Sr, o prego do ativo na data
de maturidade, mais valiosa se torna uma opg¢ao do tipo call e menos valiosa se
torna uma opcao do tipo put. Ora, ¢é intuitivo pensarmos que quanto maior for .S,
mais chances existirao de ter um S maior. Logo, opgoes do tipo call valorizam
e opgoes do tipo put desvalorizam a medida que aumentamos S;.

E facil ver que ocorre o contrario para o preco pré-determinado, basta vermos
os payoffs. Quanto maior K, mais valorizada se torna a put e desvalorizada se
torna a call.
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Figura 4.4: (a) Valor da opgao call; (b) valor da opgao put; K =110, T —t = 1,
o=25%, r=10%.

e O tempo tempo que falta para opcao expirar

Para uma opcao europeia, a variacao no tempo de maturidade, ou equiva-
lentemente na data de maturidade, nao provoca uma variacao légica no preco
da opcao, a relacao ¢é incerta. Um contrato de opcao com tempo de maturidade
maior pode ser mais ou menos valioso, embora na maioria das vezes, tanto a call
quanto a put, tendem a valorizar.
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Figura 4.5: (a)Valor da opgao call; (b) valor da opgao put; Sy = 100, K = 110,
o=25%, r=10%.

Outro fator que pode influenciar na incerteza da relagao entre a variacao do
tempo de maturidade e o preco da opgao, é o pagamento de dividendos neste
periodo. O pagamento de dividendos tende a diminuir o preco do ativo em datas
anteriores, segundo [8]. Portanto, uma opcao do tipo call europeia com uma data
de maturidade menor, antes do pagamento de um dividendo, pode se tornar mais
valiosa do que uma outra com data de maturidade maior, depois do pagamento
do dividendo.

Evidentemente, para o caso de op¢oes americanas, quando se mantém todos os
outros parametros fixos, tanto a opcao do tipo call quanto a do tipo put tornam-
se mais valiosas a medida que o tempo de maturidade aumenta. Isto decorre do
fato que, sobre estas circunstancias, o detentor da opc¢ao com maior tempo de
maturidade tem as mesmas oportunidades de exercer sua opcao que o detentor
da opcao com menor tempo de maturidade e ainda mais oportunidades que se
compreendem entre a diferenca de tempo das duas opgoes em questao.

e A volatilidade

Grosseiramente falando, a volatilidade é uma medida da incerteza do quanto
o ativo valera no futuro. Quanto maior for a volatilidade, maior esta incerteza.
Portanto um ativo muito volatil pode tanto se desvalorizar quanto se valorizar
muito no futuro.
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Para o detentor de uma opgao do tipo call, em que o payoff é max(Sr—K,0), é
vantajoso que o ativo se valorize, isto é, que o preco do ativo no dia de maturidade
St seja o maior possivel. Logo, quanto mais volatil for o ativo, maiores as chances
de St assumir um alto valor gerando um lucro maior para o detentor da opgao.
Todavia, quanto mais volatil for o ativo, também sao maiores as chances de St
assumir um baixo valor. Porém, o prejuizo do detentor da opg¢ao se limita ao
valor pago por ela. Portanto, quanto maior for a volatilidade, mais valorizada se
torna uma opcao do tipo call.

O raciocinio é analogo para opcoes do tipo put, e podemos concluir também
que quanto maior for a volatilidade, mais valorizada se torna uma opcao do tipo
put.

[} ) w .
i) =] 5} =}
T T T
1 I i

Prego da Call

Prego da Put

o 01 02 03 04 0a 06 07 0og 0% 1

Figura 4.6: (a) Valor da opgao call; (b) valor da opgao put; Sop = 100, K = 110,
T—t=1r=10%.

e A taxa de juros livre de riscos

Vamos variar agora a taxa de juros livre de riscos e manter os outros parametros
constantes. Quando aumentamos a taxa de juros, espera-se que o precos dos
ativos também aumentem em um determinado intervalo de tempo. Portanto, o
valor do ativo no dia de maturidade St tende a ser maior quando esta vigente uma
taxa de juros alta. Isto afeta as opgoes de forma a valorizar a call e desvalorizar
a put.
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Figura 4.7: (a) Valor da opcao call; (b) valor da opgao put; Sy = 100, K = 110,
T—t=1,0=25%.

e Os dividendos esperados durante a vigéncia do contrato de opgao

O pagamento de dividendos age de forma a reduzir o prego do ativo em datas
anteriores ao pagamento. Como temos visto, precos menores do ativo desvalori-
zam as opgoes do tipo call e valorizam as opgoes do tipo put. Na maioria das
vezes, durante o desenvolvimento do texto, vamos supor por simplicidade que os
ativos nao pagam dividendos.

4.3 O Conceito de Arbitragem

Dizemos que existe uma possibilidade de arbitragem quando é possivel obter
lucro sem assumir riscos. Em um mercado financeiro ideal em que todos os
participantes tém acesso as mesmas informacgoes e que os investidores podem
agir instantaneamente, nao existem possibilidades de arbitragem. Na pratica,
espera-se que um mercado financeiro bem organizado e com consideravel volume
de negbcios, a forca de mercado, oferta e demanda, elimine as possibilidades de
arbitragem.

De agora em diante, além de descartarmos qualquer possibilidade de arbi-
tragem, assumiremos que nao existem custos de transagoes, impostos e restricoes
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para venda a descoberto”. Além disso, pode-se emprestar ou tomar emprestado
a taxa de juros livre de riscos, todos os ativos sao perfeitamente divisiveis e que
negocios sao feitos continuamente.

Estas hipoteses sao suficientes para determinar o valor de contratos a termos
e futuros e algumas importantes relagoes entre os pregos de opgoes. Entretanto,
para determinar o preco de uma opc¢ao, necessitamos de um modelo matematico
que descreva, o movimento dos precos dos ativos. Faremos isto no capitulo 5.
Neste capitulo, iremos nos ater as relagoes que envolvem opgoes que podem ser
obtidas apenas com estas hipoteses. Mais detalhes com respeito a contratos a
termo e futuro fogem do nosso propdsito, mas podem ser encontrados em [5, 7, 8.

Um importante resultado que conseguimos com a hipotese de nao arbitragem
¢é o seguinte, [5]: se sabemos que 2 portifélios possuem o mesmo valor em um
determinado tempo 7', entao eles também devem ter o mesmo valor para qualquer
t <T. A demostracao é trivial. Vamos denotar os dois portifélios por A e B e
seus valores em ¢ por Vy4(t) e V(t), respecivamente. Sabemos que em 7T eles tém
o mesmo valor, assim V4 (7') = V(7). Suponha, sem perda de generalidade, que
para algum t < T se tenha V4 (t) < Vp(t). Agora, no tempo ¢, basta um investidor
vender a descoberto cada ativo do portifélio B, com este dinheiro comprar cada
ativo do portifélio A e aplicar a diferenga A(t) = Vp(t) — Va(t) > 0 a uma taxa
fixa de r. Em ¢, o valor do portifélio é

Va(t) = Va(t) + A(t) = 0,

isto é, o investidor nao teve nenhum custo inicial. Agora, no tempo 7', o dinheiro
aplicado & taxa de juros livre de riscos 7, vale A(T) = A(t)e" ™ e portanto o
portifélio em T vale

Va(T) = V(T) + A(T) = A(t)e"T=D > 0,

se A(t) > 0. Desta forma, o investidor fez um ganho sem assumir riscos, con-
trariando a hipdtese de nao arbitragem. Portanto devemos ter A(t) = 0, ou seja,
Va(t) = Vp(t).

Com demonstracao semelhante, podemos concluir também que se em um de-
terminado tempo 1" sabemos que um portifélio B é pelo menos tao valioso quanto

() Por venda a descoberto devemos entender quando um investidor vende um ativo que ele nio
possui. Quando um investidor instrui um corretor a vender a descoberto, este toma o ativo
emprestado de um outro cliente e vende no mercado da forma usual. O investidor pode
manter esta posicao sempre que o corretor tiver o ativo para tomar emprestado. E claro que
em algum estdgio o investidor terd que comprar o ativo para pagar o empréstimo. Neste
sentido ele lucrard se o prego do ativo cair e terd prejuizo caso o contrario.
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um portifélio A, isto é, V(T') > V4(T'), devemos ter que Vp(t) > V4(t) para qual-
quer t < T.

Usaremos estes resultados para demonstrar algumas importantes relagoes dos
precos das opgoes.

4.4 Algumas Propriedades do Preco de Opcoes

Nesta se¢ao assumiremos as hipoteses apresentadas na se¢ao anterior e deno-
taremos por S; o preco corrente do ativo, K o preco pré-determinado na contrato
de opcao, T'— t o tempo de maturidade, St o preco do ativo na data de maturi-
dade, r a taxa de juros livre de risco composta continuamente, ¢ o valor de uma
opcao do tipo call europeia e por p o valor de uma opcao do tipo put europeia.
Além disso, vamos supor que o ativo base nao paga dividendos a nao ser quando
explicitado o contrario.

4.4.1 Limitantes superiores e inferiores para o preco das
opgoes

e Opcoes do tipo call europeia

Um limitante superior para o preco de uma opcao call europeia é o preco
corrente do ativo, portanto
c < St.

De fato, se tivéssemos ¢ > S;, uma arbitragem poderia ser realizada ao
comprar o ativo e vender a opcao. Um limitante inferior, nem tao imediato
quanto o superior, é
max(S; — Ke "T=9 0).

Para demonstrarmos isto, considere os seguintes portifdlios:

— Portifélio A: uma opcio call europeia mais uma quantia de Ke 77—

em dinheiro;

— Portifélio B: um ativo.
O valor do portifélio A hoje é ¢ + Ke "9 e do portifélio B é S,. No
portifélio A, o dinheiro investido a taxa de juros livre de riscos r, valera K

no tempo 7T'. Se, em T, tivermos St > K, a opcao serd exercida, isto é, a
quantia K serd usada para comprar o ativo que vale Sp. Desta forma, o
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portifélio A valera Sy em T. Agora, se S < K em T, a opcao nao sera
exercida e o portifélio A valerda K. Portanto, em 7', o portifélio A valera

max(Sr, K).

O Portifélio B valera St no tempo T'. Logo concluimos que em 7T o portifélio
A é pelo menos tao valioso quanto o portifélio B. Segue portanto que o
portifélio A deve ser pelo menos tao valioso que o portifélio B também no
dia de hoje. Dai

c+ KeTt > g,

ou
c> St — Keir(T?t).

Evidentemente o valor de uma opg¢ao nao assume valores negativos, uma vez
que o pior resultado que possa ocorrer é nao exercé-la. Assim, provamos
que

¢ > max(S, — Ke "™=9 0).
Opcoes do tipo put europeia
Assim como no caso das opcoes do tipo call, é facil encontrar um limitante
superior para opgoes do tipo put europeia. Temos que

P S Ke—T(T—t).

De fato, se tivéssemos p > Ke """ uma arbitragem poderia ser realizada
vendendo uma opgao e investindo o dinheiro a taxa de juros livre de riscos.

Um limitante inferior é
max(Ke """ — 5,,0).

A demostracao é parecida com o que foi feito para opcoes do tipo call.
Considere os seguintes portifélios:

— Portifélio A: uma opgao put europeia mais um ativo;

— Portifélio B: uma quantia de Ke """ em dinheiro.
Hoje, os portifélios A e B valem p + S; e Ke™""=% | respectivamente. No
tempo T, se St < K, o portifélo A valera K, uma vez que a opg¢ao serd
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exercida, ou seja, o ativo serd vendido por K. Se Sp > K, a opcao nao sera
exercida e o portifélio A valera St. Logo, em T, o valor do portifélio A serd

max(Sr, K).

Independente do que aconteca com o valor de S, o porfifélio B valera K
no tempo 7T, considerando que o dinheiro foi aplicado a taxa de juros livre
de riscos. Portanto, em 7', o portifélio A é pelo menos tao valioso quanto o
portifélio B, segue que isto também deve valer para hoje. Assim

p+ S, > Ke T,
Como o valor de uma opg¢ao nao pode ser negativo, concluimos que

p > max(Ke "™ — S, 0).

4.4.2 Paridade put-call

Vamos demonstrar agora uma interessante relagao entre os pregos de uma
opgao call europeia e de uma opgao pul europeia que possuem 0OS Mesmos
tempos de maturidades T" — t e precos pré-determinados K.

Considere os seguintes portifélios:
— Portifélio A: uma opcao call europeia mais uma quantia de Ke "7
em dinheiro;
— Portifélio B: uma opg¢ao put europeia mais um ativo;
Como vimos na subsecao anterior, ambos portifélios possuem o mesmo valor
em 7', a saber max(Sy, K). Portanto, sob a hip6tese de nao arbitragem eles

devem valer a mesma quantia hoje. Assim, deduzimos a relagao conhecida
como paridade put-call:

c+ Ke T =p4 G,

Através desta relacao, dado o valor de uma opcao call europeia determi-
namos facilmente o valor da opcao put europeia com mesmo tempo de
maturidade e prego pré-fixado, e vice-versa.
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4.4.3 Opcgoes Americanas

Vamos mostrar que nunca se deve exercer uma opcao call americana antes da
data de maturidade quando o ativo base nao paga dividendos, veja [8, 13].

Suponha que estamos no dia 0, que o preco atual do ativo é Sy, que o preco pré-
determinado no contrato de opcao é K, que Sy > K e que o tempo de maturidade
da opcao é T. A ideia de exercer a opcao apenas em 1’ é postergar ao maximo
o pagamento do prego pré-determinado K. Pagar K hoje é equivalente a pagar
Ke™ em T e, independente de exercer a opcao hoje ou em 7', o ativo valerd S no
fim no tempo de maturidade. Este argumento mostra que nunca ¢é étimo exercer
a opcao antes da data de maturidade se o o investidor planeja permanecer com o
ativo durante o tempo de vigéncia do contrato.

Entretanto, o investidor poderia exercer a opc¢ao hoje e vender o ativo, fatu-
rando Sy — K. Este dinheiro aplicado a taxa de juros livre de riscos r valera

(So — K)erT

em T. Esta estratégia de exercer a opcao hoje também nao é vantajosa. O
investidor poderia permanecer com a opg¢ao e vender o ativo a descoberto. Neste
caso, no tempo igual a T, ele teria o montante de Spe’” em dinheiro, a opcao e
a divida de um ativo. Para saldar a divida, se Sy > K, ele exerceria a opcao,
quitaria a divida e lhe sobraria a quantia de

SoerT - K.

Caso St < K, a opc¢ao nao valeria nada e ele teria que comprar o ativo a ser
saldado no mercado. Apds o pagamento da divida, ele ainda teria a quantia de

SoerT — ST-
Portanto, no tempo T, o investidor tera

max(Spe"” — K, Spe’’ — Sr)
que evidentemente é maior que (Sy — K)e'™ .

Um outro argumento que pode ser usado para mostrar que nunca ¢ étimo
exercer uma opcao call americana previamente quando o ativo nao paga divi-
dendos, é analisar o limitante inferior para o preco de opcoes call europeias,
¢ > Sy — Ke ™. Uma opcao americana é pelo menos tao vantajosa quanto a
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correspondente opcao europeia. Portanto, se denotarmos por C' o preco da opcao
americana, vem que C > Sy — Ke™"T e portanto que

C>5 —K.

Todavia, exercer a op¢ao hoje significa atribuir o valor C' = Sy — K a ela.

Quanto a opgoes put americanas de ativos que nao pagam dividendos nao
podemos afirmar nada, no sentido que pode ser étimo exercé-la antes da data de
maturidade.

4.5 Arvore Binomial

Um processo bastante simples para determinar o prego de uma opgao consiste
na construcao de uma arvore binomial. Considere que queremos determinar o
preco u de hoje de uma opg¢ao em que o valor atual do ativo base é Sy. Suponha
ainda que o tempo de maturidade do contrato é T' e que nesta data o ativo podera
assumir dois valores, ou aumentara de preco e passara a valer Spa, em que a > 1,
ou diminuira de preco e passara a valer Syd, em que d < 1. Suponha ainda que a
opcao passara a valer u, caso o ativo aumente de preco e uy caso diminua. Esta
situacao esté ilustrada na figura a seguir.

Soa'y Ug
SQ,U

Oda Uq
Figura 4.8: Preco do ativo e preco da opcao em uma arvore binomial.

Considere agora um portifélio consistindo de A ativos e uma opgao vendida.
Hoje este portifdlio vale SyA — u. Em T, caso o ativo passe a valer Spa, este
portifélio valera SpaA — u, e caso passe a valer Syd, valera SodA — uy. A ideia
é determinar a quantia A de ativos que devemos comprar hoje para tornarmos
este portifdlio livre de riscos, pois ai, sobre a hipotese de nao arbitragem, seu
retorno devera ser igual ao retorno da taxa de juros livre de riscos. O portifélio
torna-se livre de riscos quando ele assumir um mesmo valor em 7" independente
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da variacao do preco do ativo. Neste caso, teremos um portifélio livre de riscos
quando
SoaA — u, = SodA — uy.
E portanto quando
Uqg — Uq
Soa — Spd’
Logo, o portifélio consistindo de A ativos, A segundo a equacao 4.1, e uma opgao

vendida devera ter um retorno igual a taxa de juros livre de riscos r. Portanto, o
valor presente do portifélio é

A= (4.1)

(Spalh — ug)e™ T,

Dai
SoA —u = (Spal — ug)e” T,

Isolando u,
u= SoA(1 —ae™™) + ue .

Substituindo o valor de A da equacao 4.1 e manipulando, chegamos a

u=e""[pug + (1 — p)udl, (4.2)
em que
et —d
= . 4.3
p=— (4.3)

Exemplo: Suponha que estamos interessados em precificar uma opgao call eu-
ropeia com maturidade T = 6 meses e preco pré-determinado K = R$100, 00 de
um ativo base que vale hoje R$100,00. Além disso, sabemos que daqui seis meses,
o ativo valera R$110,00 ou R$90,00. Suponha ainda que a taxa de juros livre de
riscos é r = 10% por ano. De acordo com o que fizemos, temos a = 1% = 1,1,

100

d =3 =09, u, = max(110 — 100,0) = 10 e ug = max(90 — 100,0) = 0.

Portanto 0105 _ g9
67'7 —_
=——"" =(,7564
P=1009 ’

u=e "T0%0, 7564 - 10 + (1 — 0,7564) - 0] = 7,1951.

Concluimos que esta opc¢ao vale hoje aproximadamente R$7, 20.
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Observe que a expressao na equagao 4.2 que precifica a opgao nao envolve
a probabilidade do ativo aumentar ou diminuir de preco. Isto quer dizer que
se tivéssemos a informacao que a probabilidade do ativo aumentar de preco é
de 60% ou de 90%, nao mudaria em nada o valor encontrado para o preco da
opcao. Isto nao é nada intuitivo, pois o esperado é que se a probabilidade do
ativo aumentar de preco cresce, o preco da opcao do tipo call deveria diminuir e
do tipo put deveria aumentar.

O motivo, segundo [8], pra isto nao ocorrer, é que nao estamos avaliando a
opcao em termos absolutos. Noés estamos calculando seu valor em termos do
preco do ativo base. Desta forma, as probabilidades do preco do ativo aumentar
ou diminuir ja estao incorporadas no preco do ativo e portanto nao devemos
leva-las em conta novamente quando avaliamos a opcao em termos do preco do
ativo.

Entretanto, embora nao tenhamos mencionado nada com respeito a proba-
bilidade do preco do ativo aumentar ou diminuir para deduzir a equacgao 4.2,
podemos interpretar p nesta equacao como a probabilidade do preco do ativo
aumentar e portanto 1 — p como a probabilidade do ativo diminuir. Desta forma,

pug + (1 —p)ug

¢é o valor esperado do preco da opcao. Com esta interpretacao para p, a equagao
4.2 determina que o preco da opcao hoje é o valor esperado para o preco da opgao
em T descontado os juros referentes a taxa de juros livre de riscos.

Se considerarmos que p é a probabilidade do ativo aumentar de preco, o preco
esperado do ativo em T, sera

pSoa + (1 — p)Sed

ou

pSo(a - d) + S()d

Substituindo da equacao 4.3 o valor de p, o valor esperado em T sera
SO e?”T7

ou seja, o valor esperado do preco do ativo cresce segundo a taxa de juros livre
de riscos. Concluimos entao que considerar que o ativo aumenta de preco com
probabilidade p ¢é equivalente a assumir que o retorno do ativo é igual aos juros
livre de riscos.
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Isto motiva um principio conhecido como avaliagao de risco neutro, [8]. Em
um mundo de risco neutro os retornos esperados de todos os ativos no futuro sao
iguais aos retornos dos ativos quando submetidos a taxa de juros livre de riscos.
Neste mundo, os investidores nao requerem compensacao pelo risco assumido.
Quando assumimos que o prego do ativo possui uma probabilidade p de aumentar
e concluimos que o valor esperado em T para o preco do ativo é Spe™, estamos
assumindo um mundo de risco neutro.

O principio de avaliacao de risco neutro estabelece que quando precificamos
opgoes, podemos assumir que estamos em um mundo de risco neutro. Vamos
voltar ao exemplo anterior e mostrar que a avaliagao por risco neutro nos leva ao
mesmo resultado que avaliacao usando argumentos de nao arbitragem, o que foi
feito anteriormente.

Vamos supor que estamos em um mundo de risco neutro. Se p é a probabili-
dade de ativo assumir o valor R$110, 00, entao o valor esperado para o preco do
ativo daqui 6 meses serd 110p + 90(1 — p). O principio estabelece que este valor
deve ser igual a 100e’”, com r = 10%. Dai

110p 4+ 90(1 — p) = 100e™

o que implica que

B 100e™™ — 90
B 20
Portanto, ao fim dos 6 meses, a opcao tem 75,64% de chance de valer R$10, 00
e 24,36% de chance de valer 0. Desta forma, o valor esperado para o preco da
opgao é

p = 0.7564.

10-0,7564 + 0 - 0, 2436 = 7, 564.

Como estamos supondo um mundo de risco neutro, para determinar o preco da
opcao hoje, devemos descontar os juros referentes a taxa de juros livre de riscos
neste periodo de 6 meses. Logo, o preco da opcao hoje é

7,564 %105 = 71951,

resultando na mesma resposta obtida com suposicao de nao arbitragem.

Até agora construimos uma arvore binomial de um 1nico passo. Uma arvore
binomial de 2 passos consiste em trabalharmos com o seguinte diagrama para
precificar uma opcao:
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2
Soa”, U2

S(), u Soad, Uad

SOCZQ, U2
Figura 4.9: Preco do ativo e preco da opcao em uma arvore binomial de 2 passos.

Neste caso, consideramos que em 7' o ativo poderd valer Spa?, Spad ou Syd? e a
OPGAO Ugy2, Ugg OU Ug2, Tespectivamente. Repetimos o processo visto para a arvore
binomial de 1 passo para cada né da arvore, determinando primeiro os valores
de u, e uq e finalmente, de posse destes valores, calculamos o valor u, o prego da
opcao que almejavamos.

Detalhes a respeito da arvore binomial de 2 passos podem ser encontrados
em [8]. E claro que trabalharmos com uma arvore binomial de um tnico passo
ou 2 passos, resulta em uma aproximacao grosseira do preco da op¢ao. Podemos
generalizar e trabalhar com uma arvore binomial de n passos, tratando cada passo
separadamente, veja mais detalhes em [13].
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Capitulo 5

Processo de Wiener e o Lema de
1to

Dizemos que uma variavel segue um processo estocastico quando seu valor
muda de uma maneira incerta ao longo do tempo. Quanto ao tempo, os pro-
cessos estocasticos sao classificados em discretos ou continuos. Nos discretos, os
valores das varidveis mudam apenas em certos pontos do tempo, enquanto que
nos continuos estas mudangas podem ocorrer em qualquer instante. Os processos
estocasticos podem ainda ser classificados como discretos ou continuos quanto ao
estado. A explicacao é analoga. Nos discretos, as variaveis podem assumir ape-
nas alguns valores discretos, enquato que nos continuos podem assumir qualquer
valor com uma certa logica.

Neste capitulo desenvolveremos um processo estocastico continuo quanto ao
tempo e ao estado para os precos dos ativos. E interessante notar que na pratica os
precos dos ativos nao seguem um processo estocastico continuo, ja que o mundo
funciona de uma forma discreta. Por exemplo, os precos dos ativos assumem
apenas valores discretos multiplos de centavos e s6 alteram seus valores apenas no
periodo de funcionamento das Bolsas de Valores. Entretanto, o modelo continuo
quanto ao tempo e estado é um modelo 1til para nossos propésitos.

A sequéncia tedrica logica seguida neste capitulo foi baseada em [8].

5.1 Processo de Markov

Um processo de Markov é um exemplo de processo estocastico em que apenas
o valor atual da varidvel é relevante para predizer o fututo. O passado histérico
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da variavel e o processo pelo qual ela passou para assumir seu atual valor sao
irrelevantes.

Assumimos que os precgos dos ativos seguem um processo de Markov. Logo,
informacoes de quanto o ativo valia a um dia atras ou a uma semana atras, nao
afetam nossas previsoes para o futuro, apenas o seu atual valor é relevante, con-
sideramos que todas as informagoes passadas sobre o preco de um determinado
ativo estao contidas no valor atual do mesmo. Como é impossivel dizer ao certo o
que ocorrera no futuro, previsoes devem ser expressas em termos de distribuicao
de probabilidade. Portanto, a distribuicao de probabilidade dos precos para qual-
quer tempo futuro nao ¢é influenciada pelo processo pelo qual o preco do ativo
passou. E importante esclarecer aqui que o passado histérico dos precos do ativos
pode ser importante para determinar caracteristicas deste processo estocastico,
como por exemplo, uma estimagao para a volatilidade. O que deve ser entendido
é que o particular processo pelo qual o preco do ativo passou ¢ irrelevante.

5.2 Processo Estocastico Continuo

Considere uma variavel que siga o processo estocastico de Markov. Suponha
que seu preco atual é S e que a mudanga em seu pre¢o em 1 ano seja ¢(0,1), em
que ¢(u, o) denota a distribui¢ao de probabilidade que é normalmente distribuida
com média p e desvio padrao o.

Uma importante propriedade da distribuicao normal de probabilidade é quando
somamos duas distribuigoes normais de probabilidades independentes, o resultado
¢ uma distribuicao normal de probabilidade em que a média é a soma das médias
e a variancia ¢ a soma das variancias. Variancia é o desvio padrao ao quadrado.
Sintetizando, se ¢(u1,01) e ¢(us2, 02) sdo distribuigdes normais de probabilidade
independentes, entdo a soma ¢(p1,01) + @2, 02) resultard em uma distribuicao
de probabilidade normal com média p; + ps € variancia o? +o3, logo desvio padrao
/02 + 02, Veja mais detalhes em [13].

Voltando ao nosso problema, temos uma varidavel em que a mudanca dos
pregos em 1 ano é uma distribuicao normal de probabilidade com média p = 0
e desvio padrao o = 1. E se quisermos determinar a distribuicao de probabili-
dade da mudanca dos precos para 2 anos? Pois bem, como a variavel segue um
processo estocastico de Markov, as distribuicoes de probabilidades no primeiro
e no segundo anos sao independentes. Portanto, para 2 anos, teremos uma dis-
tribuicao de probabilidade normal com média p = 0 e desvio padrao o = v/2, isto

¢ $(0,v/2).
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Analogamente, se quisermos determinar para um periodo de 6 meses e con-
siderarmos que a variancia dos primeiros 6 meses é igual a variancia dos segundos
6 meses, teremos uma distribuicao normal de probabilidade com média p = 0 e
desvio padrao o = /0,5 ou ¢(0,+/0,5).

Podemos generalizar estes resultados. A mudanca de precos para o periodo de
tempo T serd ¢(0, VT ), ou particularmente, para um pequeno periodo de tempo

At, (0, VAt).

5.2.1 Processo de Wiener

O processo seguido pela varidvel que apresentamos na se¢ao anterior é conhe-
cido como processo de Wiener. E um tipo particular do processo estocastico de
Markov com mudanc¢a média igual a 0 e variancia igual a 1 por ano.

Vamos formalizar de maneira matematica. Dizemos que uma variavel W segue
um processo de Wiener se ela possui as seguintes propriedades:

Propriedade 1: A mudanca AW em curto periodo de tempo At é
AW = eV AL (5.1)

em que € possui uma distribuigdo normal de probabilidade, ¢(0, 1).

Propriedade 2: Os valores de AW para quaisquer dois pequenos intervalos de
tempo diferentes, sao independentes.

Segue da Propriedade 1 que AW por si s6 possui uma distribuicao normal de
probabilidade com

média = 0,
desvio padrao = Vv At,

variancia = At.

A Propriedade 2 implica que W segue um processo de Markov.

Ja sabemos, portanto, a forma como a varidvel W muda em um pequeno
intervalo de tempo, no sentido que conhecemos a distribui¢ao de probabilidade
de AW, para um tempo At. Mas e para longos intervalos de tempo, digamos T,
o que podemos concluir a respeito da mudanca de valor de W?

Se considerarmos W (0) o valor da varidvel no tempo igual a 0 e W(T') o valor
da variavel no tempo igual a T', esta mudanca serd W (7T') — W (0). Esta mudanca
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pode ser entendida como sendo a mudanca em N intervalos de tempo At, em que

T

N=—.
At

Portanto,

W(T) — W(0) = iq@ (5.2)

em que €, i = 1,..., N, possuem distribuigoes ¢(0, 1). Pela Propriedade 2, sabe-
mos que os €, 1 = 1,..., N, sao independentes. Além disso, como vimos na se¢ao
anterior, somar distribuicoes normais de probabilidades independentes, resulta
em uma distribuicao normal de probabilidade, com média e variancia iguais a
soma das médias e a soma das variancias das fungoes de distribui¢ao normal de
probabilidade em questao, respectivamente. Portanto, segue da equacao 5.2 que
W(T) — W (0) possui uma distribuicdo normal de probabilidade, com

média = 0,
desvio padrao = VT,
variancia = NAt =T,

Isto concorda com o que foi feito na secao passada. Além disso, o fato do desvio
padrao ser crescente em relagao a T, isto é, quanto maior 7" maior o desvio padrao
de W(T') —W(0), é coerente. De fato, é o desvio padrao que mensura a incerteza
de quanto serd o valor da variavel no tempo T e, evidentemente, quanto maior
for T, maior serd esta incerteza.

De agora em diante, iremos adotar a notacao do calculo infinitesimal. Por-
tanto, dr = adt serd a notacao utilizada para indicar que Ax = aAt quando
At — 0. Logo, quando mencionarmos que dW é um processo de Wiener, deve-se
entender que ele tem as propriedades de AW no limite At — 0.

5.2.2 Processo de Wiener Generalizado ou Movimento Brow-
niano

A média de mudanca por unidade de tempo em um processo estocastico é
conhecido como parametro drift e a variancia por unidade de tempo é conhecido
como parametro de variancia. O processo de Wiener desenvolvido até agora,
dW, possui parametro drift de 0 e parametro de variancia de 1. O parametro
drift valer 0, significa que o valor esperado para W em qualquer tempo futuro é
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igual ao valor atual. O parametro de variancia valer 1, significa que a variancia
da mudanca em W ¢ igual a T em um intervalo de tempo 7. Um processo de
Wiener generalizado para uma variavel  pode ser definido em termos de dWW
com

dx = adt + bdW (5.3)

em que a e b sao constantes.

Vejamos o que significa esta equacao. Para entendé-la, vamos considerar os
dois termos do lado direito separadamente. O termo adt implica que z tem um
parametro drift de a por unidade de tempo. Desconsiderando o termo bdW em
5.3, a equacao fica dxr = adt e portanto, dividindo ambos lados por dt, ‘fl—f = a.
Integrando com respeito ao tempo, temos

T =x9+ at

em que z( ¢ o valor da variavel x no tempo 0. Portanto, em um periodo de tempo
T, a variavel x mudara um valor de aT'. Vejamos agora o outro termo, bdWW. O
termo dW é um processo de Wiener e portanto, o responsavel pela incerteza de
mudanca na variavel x. Multiplica-lo pela constante b consiste em ampliar ou
atenuar esta incerteza.

Das equagoes 5.1 e 5.3, para um intervalo de tempo pequeno At, a mudanca
Ax na variavel z, é

Ax = alAt + bev At,

em que € possui uma distribui¢ado normal de probabilidade, ¢(0,1). Logo Az tem
uma distribui¢ao normal com

média = aAt,
desvio padrao = by At,
variancia = b2At.

Analogamente ao processo de Wiener, a mudanga em x para um intervalo de
tempo T' é normalmente distribuido com

média = aT’,
desvio padrao = bV/T,
variancia = b*T.
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5.2.3 Processo de Ito ou Movimento Browniano Genera-
lizado

Da secao anterior sabemos que a varidvel x segue um processo de Winer
Generalizado se
dx = adt + bdW,

em que a e b sao constantes e dWW é um processo de Wiener.

Podemos permitir que os parametros a e b variem em funcao do valor da
variavel z e do tempo t, obtendo a = a(z,t) e b = b(x,t). Dai entdo definimos
processo de Ito. Dizemos que uma variavel x segue um proceso de Ito se

dx = a(z,t)dt + b(x,t)dW. (5.4)

Permitir que os parametros a e b variem, significa permitir que os parametros drift
e variancia, também variem ao longo do tempo. Portanto, dado o valor da variavel
x em um determinado tempo ¢, a(z,t) é o crescimento esperado instantaneo e
b(z,t)? é a variancia instantanea do processo do It6. Para um intervalo de tempo
pequeno At, a mudanga Az em x, é

Az = a(x,t)At + b(z, t)eV At.

Esta implicito nesta relacao que os parametros drift e variancia da variavel x
permanecem constantes durante o intervalo de tempo compreendido entre ¢ e
t + At. Mas claro, isto é apenas uma aproximacao. A mudanca em x em um
intervalo pequeno de tempo At tem como uma boa aproximacao uma distribuicao
normal com

média = a(z,t)At,
desvio padrao = b(z,t)VAt,

variancia = b(z, t)2At.
Entretanto, para intervalos de tempo grandes, como é de se esperar, a distribuicao

torna-se nao normal.

5.2.4 Movimento Browniano Geométrico

O Movimento Browniano Geométrico é um caso particular de Processo de Ito,
no qual

a(z,t) = uz,
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b(x,t) = oz,

em que i e o sao constantes. Substituindo estas fungoes em 5.4, resulta que

dr = pxdt + oxdW. (5.5)

5.3 Um modelo para o movimento dos precos
dos ativos

Considerando que a variavel x nao assume o valor 0, podemos dividir ambos
lados da equagao 5.5 por z, dai

d_:v = pdt + odW.
x

Assumimos que os precos dos ativos, que nao pagam dividendos, seguem um
Movimento Browniano Geométrico. Portanto, se S é o preco do ativo em um
tempo t, 1 é a taxa esperada de retorno e o é a volatilidade do preco do ativo,
segue que
dS = pSdt + oSdW
ou
ds

Vejamos com mais detalhes o porque de assumirmos que os precos dos ativos
seguem um Movimento Browniano Geométrico.

Um investidor que almeja um retorno anual de 20% para um determinado
ativo quando ele estiver valendo R$10,00, ele também ird esperar este mesmo
retorno quando o ativo estiver valendo R$100,00. O que estamos tentando dizer
¢ que o retorno percentual esperando por um investidor independe do preco do
ativo. Por isso nao seria razoavel assumir que o pregos dos ativos seguissem
um Processo de Wiener Generalizado, que possui paramatros drift e variancia
constantes. Neste caso, estarfamos pedindo que retorno absoluto esperado por
um investidor fosse independente do preco do ativo.

Neste contexto, devemos pensar que a taxa média de mudanca esperada di-
vidido pelo preco do ativo, é constante. Logo, se S é o preco do ativo no tempo
t, o parametro drift deve ser pS, para algum p constante. Isto significa que em
um curto intervalo de tempo At, a mudanca esperada em S serd de uSAt. O
parametro u é a taxa esperada de retorno e deve ser expressa em porcentagem.
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Se considerarmos que a volatilidade do preco do ativo sempre ¢é nula, teremos
neste caso

AS = puSAt.
Logo, para At — 0,
dS = pSdt,
ou s
— = pdt.
S /"L

Na pratica, a volatilidade nao é nula. Se pensarmos no retorno percentual %
em um curto intervalo de tempo At, é razodvel supormos que a variabilidade
deste valor serd a mesma, independente do valor S do ativo. Em outras palavras,
um investidor possui a mesma incerteza quanto ao retorno percentual quando o
ativo estiver valendo R$10,00 ou R$100,00. Isto significa que o desvio padrao da
mudanca de prego do ativo, para este intervalo de tempo At, deve ser proporcional
ao preco do ativo. Portanto, o modelo fica

AS = pSAt + oSevV At,

ou

% = At + oeV At. (5.6)

Logo, para At — 0,
dS = pSdt + o SdW,

ou dS

caracterizando o Movimento Browniano Geométrico, em que u € a taxa de retorno
esperada e o é a volatilidade do preco do ativo.

Observe que a equacao 5.6 mostra que % possui distribuicao normal com
média pAt e desvio padrao ov/At, para um tempo At pequeno.

Para ilustrar, vejamos um exemplo de um ativo que siga o Movimento Brow-
niano Geométrico.

Exemplo: Considere que um ativo segue o modelo 5.7, com taxa de retorno
esperada de 10% por ano e volatilidade anual de 25%. Logo u=0,1¢e o =0, 25.
Neste caso, o modelo fica

% =0, 1dt + 0, 25dWV.
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Se S é o preco do ativo em um determinado tempo ¢t e AS é a mudanga no prego
do ativo em t + At, temos

A
?S =0, 1At + 0, 25¢V/At,

em que € possui distribuicao normal de probabilidade. Consideremos um intervalo
de 2 semanas, ou aproximadamente, 00,0385 anos e que o preco inicial do ativo
seja R$100, 00, dai S = 100,00 e At = 0,0385. Logo

AS = 0,385+ 4, 905¢,

mostrando que a mudanca do preco, para 2 semanas, possui uma distribuicao
normal com média R3$0, 385 e desvio padrao R$4,905.

5.4 Lema de ItoO

O Lema de It6 é uma importante ferramenta que precisaremos para determinar
0 preco de uma opgao.
Suponha que o valor de uma variavel x siga o Processo de 1t

dr = a(x,t)dt + b(z, t)dW, (5.8)

em que dW é um Processo de Wiener e a e b sao funcoes de x e de t. Dado uma
funcao G de = e de t entao

oG oG 10°G oG
iG = (a—xa(:c,t) ML §Wb(x,t)> dt+ 520 AW (5.9)

em que dW é o mesmo processo de Wiener da equacao 5.8. Portanto, G também
segue um Processo de Ito com parametro drift

a—G< t)+a—G+a2—Gb( )
oz T o T N\

(g—f) 2 b(x,t)?.

A demonstracao do Lema de It6 foge do escopo deste texto. Mais detalhes podem
ser encontrados em [8, 16].

e parametro variancia
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Assumimos que o movimento no pre¢o de um ativo respeita a equagao
dS = pSdt + o SdW, (5.10)

com p e o constantes. Portanto, pelo Lema de [to, uma funcao G que dependa
de S e de t, segue o processo

oG . aG 198G , ., oG

Note que tanto S quanto G sao afetados pela mesma fonte de incerteza, uma vez
que o Processo de Wiener dWW é o mesmo nas equacgoes 5.10 e 5.11.
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Capitulo 6

A Equacao de Black-Scholes e o
Principio da Retrodifusao

6.1 A Propriedade Lognormal dos precos dos
ativos

Conforme o capitulo anterior, assumimos que o preco dos ativos seguem um
Movimento Browniano Geométrico

dS = pSdt + o SdW,
com p e o constantes. Vamos definir
G =logs.

Assim, pelo Lema de It6 a funcao G segue o seguinte movimento
oG oG  10°G , _, oG
_ (= Wil — . 1
dG (aS,uS+ 8t+285205)dt+8805dw (6.1)
Agora, como
oG 1 G 1 oG

955 o5t s S 0

a equagao 6.1 torna-se
o2
dG = (,u— 7) dt + odW.
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Como p e o sao constantes, resulta que G segue um Processo de Wiener Generali-
zado com parametro drift p— § e parametro de variancia o2. Como consequéncia,
a mudanca em log S entre o tempo 0 e um tempo futuro 7' é normalmente dis-
tribuido com média (u — %Q)T e desvio padrao o/T), isto é

) ]
log S7 — log Sy ~ ¢ KM — %) T,oNT (6.2)
ou ) )
log St ~ ¢ {log So + (u — %) T,oNT (6.3)

em que St e Sy é o preco do ativo em T e em 0, respectivamente.

A equacao 6.3 mostra que log St é normalmente distribuido. Portanto, St
possui uma distribuicao lognormal. Isto é resultado importante e coerente, no
sentido que uma distribuicao lognormal assume apenas valores positivos, o que
nao permite atribuir valores negativos ao preco do ativo.

6.2 A Distribuicao da taxa de Retorno e a vo-
latilidade

Suponha que o preco de um determinado ativo no tempo 0 é Sy e no tempo
T é Sr. Seja x a taxa de retorno anual composta continuamente e considere que
o tempo é medido em anos. Desta forma temos que

Sr = Spe™

e portanto, isolando x,

'
r = — 108 —.
T3,

Da equacao 6.2, tempos que

logg—zm¢[(u—%2) T,aﬁ]

e portanto a variavel x é tal que

a:z¢>(u—%2,%). (6.4)



Logo a taxa de retorno anual composta continuamente possui uma distribuicao
normal com média p — § e desvio padrao \/LT Desta forma, a medida que T
cresce o desvio padrao de x diminui. Para entendermos isto, considere dois casos:
T =1eT = 20. Nobs temos mais certeza da média de retorno por ano em 20
anos do que em apenas qualquer um dos anos isoladamente.

Como dizemos na segao 4.2, grosseiramente falando, a volatilidade é uma
medida da incerteza do quanto o ativo valera no futuro e portanto, quanto sera o
seu retorno. A equacao 6.4 nos permite dar uma definicao mais precisa do que é a
volatilidade. Podemos defini-la como o desvio padrao dos retornos de um ativo no
periodo de 1 ano, quando consideramos que o retorno é composto continuamente.

Para intervalos de tempo pequenos, digamos At a equacao

% ¢ (uAt, U\/A_t>

mostra que oy At é aproximadamente igual ao desvio padrao da mudanca per-
centual no preco do ativo em At. Para 1 dia, por exemplo, este desvio padrao é

aproximadamente
o

V252
se considerarmos que 1 ano possui 252 dias tteis. Se relaxarmos e supormos
também que isto vale para intervalos de tempo longos T, teremos que ov/T é
aproximadamente o desvio padrao da mudanca percentual no preco do ativo neste
intervalo. Portanto, poderemos definir a volatilidade, de grosso modo, como
desvio padrao da mudanca percentual no preco do ativo em 1 ano. Neste sentido,
g

o valor 755 é uma aproximacao para a volatilidade do ativo em 1 dia. Podemos
generalizar e aceitar

o
\/ﬁ’

como uma aproximacao para a volatilidade do ativo no periodo de tempo corres-

pondente a 711 ano.

Embora a definicao rigorosa para a volatilidade seja interpreta-la como o
desvio padrao dos retornos de um ativo no periodo de 1 ano quando consider-
amos que o retorno é composto continuamente, pode ser 1til relaxar e considera-la
como o desvio padrao da mudanga percentual no preco do ativo em 1 ano, pela
forma simplificada que podemos encontrar aproximacoes para a volatilidade em
intervalos de tempo, como por exemplo a volatilidade diaria ou semanal de um
ativo.
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6.3 A Equacao de Black-Scholes

Assumiremos as seguintes hipéteses para deduzirmos a Equacao de Black-
Scholes, [8, 16]:

1. O preco do ativo segue um Movimento Browniano Geométrico com p e o
constantes;

2. nao ha restrigoes para venda a descoberto;
3. nao ha custos de transagoes e impostos;

4. o ativo nao paga dividendos;

5. nao ha oportunidades de arbitragem;

6. negocios sao feitos continuamente;

7. os ativos sao perfeitamente divisiveis, no sentido em que se pode comer-
cializar qualquer porcao de um ativo;

8. pode-se emprestar dinheiro ou tomar emprestado a taxa de juros livre de
riscos constante r.

Como vimos no capitulo anterior, assumir que o preco do ativo segue um
Movimento Browniano Geométrico significa que

dS = pSdt + o SdW, (6.5)

em que, dW é um Processo de Wiener. Suponha agora que temos uma opgao em
que seu valor u(S,t) dependa apenas do prego S do ativo e do tempo t. Neste
momento nao precisamos especificar se a opcao é do tipo call ou put. Usando o
Lema de Ito, temos que

ou  10%u ,

du = <@u5 + o 52) + %USdW, (6.6)

08

em que o Processo de Wiener em 6.6 é o mesmo que o em 6.5. Considere o
seguinte portifélio:

e uma opgao;
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o —A ativos.

O valor deste portifélio é

Il =u— SA. (6.7)

A mudanca no valor deste portifélio no intervalo de tempo dt é
dll = du — AdS. (6.8)

E importante ressaltar que aqui, A é fixo durante o intervalo de tempo dt, se nao,
dIT conteria termos em dA. Substituindo as equagoes 6.5 e 6.6 em 6.8, concluimos
que II segue o seguinte movimento aleatorio

ou ou ou  10%u 4 _,
dll = oS (%—A) dW—|— (%MS‘FE—FéwO’ S —/LSA) dt. (69)

Se escolhermos 5
U
A =— 6.10

no inicio do intervalo de tempo dt, o termo dW da equagao 6.9, responsavel pelo
movimento aleatorio de II, é eliminado. Desta forma, o incremento dII dado por

u 10%u
dIl = (% + 5%0252) dt (6.11)
é totalmente deterministico, concluindo que o portifélio, com esta escolha de A
¢ livre de riscos. Portanto, sobre a hipdtese de nao arbitragem, o retorno de II
no fim do tempo dt deve ser baseado na taxa de juros livre de riscos, ou seja, dll
deve valer rIldt. Se dII for maior que este valor, uma oportunidade de arbitragem
surge ao tomar II emprestado e comprar o portifélio. Caso dII for menor que este
valor, um ganho sem riscos pode ser obtido ao vender o portifélio a descoberto e
emprestar o dinheiro a taxa de juros livre de riscos. Portanto segue que

ou  10%u 4,

Substituindo as equagoes 6.7 e 6.10 em 6.12, chegamos a

ou  10%u 4, du
a—l—é@a S —G—TS%—TU—O. (6.13)

Esta é a Equacao de Black-Scholes que nos d& o preco justo de uma opc¢ao. Ela
possui diversas solugoes, correspondentes aos diferentes derivativos. Uma solugao
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particular é obtida quando a equacao ¢ resolvida com uma determinada condigao
de contorno, veremos isto adiante.

E importante ressaltar que o portifélio usado na deducao da equacao é livre
de riscos apenas no tempo infinitesimal dt. Com a mudanca de S e t, o valor de
A= g—g também se altera.

Interessantemente o retorno esperado p nao aparece na equacao 6.13. Isto
deve-se & uma importante propriedade da Equacao de Black-Scholes, o fato de
que ela nao envolve nenhuma variavel que é afetada pela preferéncia de risco do
investidor. A varidavel pu depende da preferéncia de risco, uma vez que quanto
maior o risco assumido por um investidor, maior sera o valor de u requerido, veja
8].

Como a Equacao de Black-Scholes é independente da preferéncia de risco,
este nao pode afetar a solugao. Portanto, a principio, podemos assumir qualquer
preferéncia ao risco. Por simplicidade, podemos assumir um mundo de risco
neutro. Isto ja foi comentado na secao 4.5. Naturalmente, a avaliacao de risco
neutro ¢ artificial. Entretanto, a solucao encontrada é valida em qualquer mundo,
nao apenas no mundo em que os investidores nao requerem compensacao pelo
risco assumido.

6.4 A Equacao de Black-Scholes para opcgoes eu-
ropeias

A solugao da Equacao de Black-Scholes depende das condigoes de contorno
assumidas. Sao as condi¢oes de contorno que caracterizam o tipo de opg¢ao a ser
avaliada. Opcoes europeias possuem condicoes de contorno bem conhecidas.

Vamos denotar por ¢(S;, t) e por p(Sy, t) os pregos de uma opgao call europeia
e de uma opcao put europeia, respectivamente, com precos pré-determinados K
e data de maturidade T em um tempo t < 7', em que o preco corrente do ativo
base é S;. Vejamos as condigoes de contorno.

e Opcao call europeia

O prego de uma opgao call europeia c(Sy, t), satisfaz:

c(Sr,T) = max(Sr — K,0), para 0 < Sy < o0;
c(0,t) =0, para 0 <t < T}
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lim ¢(S;,t) — Sy =0, para0 <t <T.

St—o00

A primeira condicao vem da definicao da propria opcao, isto é, em T se
St > K entao a opcao serd exercida e valerd Sy — K, caso o contrario
a opcao nao sera exercida e valerd 0. A segunda e a terceira condi¢ao
derivam da hipdtese que o preco do ativo segue um Movimento Browniano
Geométrico. Se S; = 0 para algum t < T entao St = 0 e a opgao nao sera
exercida, obtendo a segunda condigao. Agora se permitirmos que S; >> K
para t < T, entao com uma grande probabilidade temos que Sy >> K e
portanto que a opcao sera exercida e valera Sp— K =~ S, obtendo a terceira
condicao.

e Opcao put europeia

O prego de uma opgao put européa p(Sy,t), satisfaz:

p(Sy, T) = max(K — S;,0), para 0 < S; < o0;
p(0,t) = K, para 0 <t < T}
Slim p(Si,t) =0, para0 <t <T.

Os motivos sao analogos aos das opgoes call europeias.

A Equagao de Black-Scholes 6.13 com as condigoes de contorno explicitadas
possuem solucoes analiticas®). A solucdo para opcoes call europeias é

c(Sy,t) = S;N(dy) — Ke "IN (d)

em que
P R G [
! oV —t ’
p :log(%H(T—%Q)(T—t)
2 oV —t .

A fungao N(zx) é a fungdo de distribui¢do de probabilidade de uma distribuicao
normal, ou seja, é a probabilidade de uma varidvel com distribui¢ao normal ¢(0, 1)
ser menor que x.

() As solucdes analiticas para opcoes call e put europeias estdo implementadas no Matlab. A
funcao é [Call, Put] = blsprice(S, K, r, T, sigma).
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A solucao analitica para opgoes put europeias pode ser obtida resolvendo a
equacao 6.13 com as condigoes de contorno apropriadas ou através da paridade
put-call, veja segao 4.4.2. A solucao é

p(Sy,t) = Ke "TYN(=dy) — SN(—d,),

em que dq, dy e N(z) sdo os mesmos para a solu¢ao de opgoes call europeias. A
demonstragao pode ser encontrada em [5, 16].

6.5 O Principio da Retrodifusao

O propésito é deduzir a Equacao de Black-Scholes partindo de um principio
muito simples, que chamaremos de Principio da Retrodifusao, veja [11].

Principio da Retrodifusao: O preco de um derivativo no dia ¢ + 1 deve ser
“na média” igual ao preco “real” no dia t.

Vejamos o que isto quer dizer. Para simplificar vamos pensar que o tempo
¢ medido em dias. Evidentemente, no dia ¢t + 1 nao conhecemos o preco do
ativo exatamente, mas sim com uma certa probabilidade. Desta distribuicao de
probabilidade conhecemos uma medida de dispersao proporcional ao prego S do
ativo, digamos ¢S, como na secdo 5.3. Dados S e t + 1, definiremos como
“preco na média” o seguinte valor

uw(S —oS,t+1)+u(S+oS,t+1)
5 :
A suposicao implicita nesta média é que o ativo base pode tomar 2 valores em
t + 1 com igual probabilidade: S — oS ou S + oS.

O Principio da Retrodifusao estabelece que esta média deve ser igual ao preco
“real” do derivativo no dia t. A primeira vista, este valor parece ser u(S,t).
Entretanto, devemos corrigir os valores pela taxa de juros livre de riscos r{1). Se
supormos que a taxa de juros r é composta diariamente, o preco do ativo S no
dia t + 1 equivale a - no dia ¢ e o valor u no dia ¢ equivale a (1 + r)u no dia

T+r
t + 1. Portanto, o preco “real” no dia t é

(1+7r)u (%t) :

() Aqui estamos supondo que o é a volatilidade didria, o que ndo deve causar confusdo com a
forma anualizada com estdvamos trabalhando.
(Da mesma forma que a volatilidade, aqui 7 ¢é taxa de juros didria.
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Agora conseguimos escrever a equagao que reflete o Principio:

(S — 0,1 + 1)—;u(S—I—JS,t—I— D _ (14 (% t) | (6.14)

,
Vejamos como deduzir a Equacao de Black-Scholes a partir da equagao 6.14.
A equagao 6.14 estd discretizada para o tempo At = 1 dia, vamos escrevé-la para
um At pequeno genérico. Para isto devemos subdividir o dia em N intervalos de
tempo iguais
1 dia
=
Desta forma, uma aproximacao para a volatilidade no periodo de tempo At é
o = oV At e para a taxa de juros é 7 = rAt. A equacao 6.14 discretizada em At

fica
u(S —aS,t+ At) +u(S+05,t+ At) :(1+f)u( S)t)'
2 147

At

1
Subtraindo u (.S, t+ At) de ambos os lados desta equagao e fazendo T

ja que 7 é pequeno,

u(S —aS,t+ At)+u(S+a95,t+ At) — 2u(S,t + At)
2

= (1+7)u(S—7S,t) —u(S,t + At).

Como 7S e 7S sao pequenos, podemos aproximar

2
u(S — &S, t+ At) +u(S + 785, t + At) — 2u(S,t + At) ~ %(S, t + At)52S?
¢ 0
u(S — 7S,t) ~ u(S,t) — %(S, $)7S
obtendo
1 0%u Ou

Sit+ At)G*S? = (1+7) |u(S,t) — == (S, H)FS | — u(S,t + At).

3052\ 5

Agora, podemos desprezar 72, j& que ¥ é pequeno, assim

1 9u 92 _ ou ~
5@(3, t+ At)a“S* = u(S,t) — u(S,t + At) + ru(S,t) — %(5’7 t)7S.
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Substituindo & por ov/At, 7 por rAt e rearranjando,

+ l@(
2082

Dividindo ambos lados da igualdade por At
u(S,t + At) — u(S, 1) 18211

S t+ At)o® AtS? + @(S, t)yrAtS —rAtu(S,t) = 0.

u(S, t+ At) —u(S,t) 53

(St + At)o?S? + @(S, t)rS — ru(S,t) = 0.

At 205? oS
e fazendo At — 0, segue que
du 1 0%u

S, t)o?S% + 2—;(5’, t)rS —ru(S,t) = 0.

a0 T 55
Esta é a Equacdo de Black-Scholes(™).

J& deduzimos a Equacao de Black-Scholes a partir do Principio da Retrodi-
fusao. Vamos agora demonstré-lo, isto é, mostrar que a equacao 6.14 é valida.
Para isto vamos supor que no dia ¢t + 1 o ativo pode tomar 2 valores S + oS
ou S — oS. Além disto, vamos supor que a taxa de juros didria sem riscos r
é composta diariamente, que os ativos sao perfeitamente divisiveis, que o ativo
base nao paga dividendos e que nao ha possibilidades de arbitragem. A ideia da
demonstracao é parecida com o que foi feito na secao 4.5.

O preco do ativo no dia t é S e da opgao u(.S,t). Por hipétese, no dia t + 1, o
ativo pode tormar 2 valores S+ oS ou S — oS, e o derivativo u(S +oS,t+ 1) ou
u(S —0oS,t+1), respectivamente. Esta situacao estd ilustrada na figura a seguir.

dia t diat+1
S+oSu(S+0S,t+1)

S, u(S,t)

S—oSu(S—oS,t+1)

Figura 6.1: Preco do ativo base e do derivativo no dia ¢ e no dia ¢ + 1.

(iv)Aqui obtemos a Equacao de Black-Scholes com a volatilidade e taxa de juros didrias. Entre-
tanto, se quisermos obté-la com estes parametros anualizados, basta pensarmos que o tempo
é medido em anos.
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Considere um portifélio com A porcoes do ativo e um derivativo vendido.
Vamos calcular o valor de A que faga com que o portifdlio seja isento de riscos
em t + 1. Se o ativo passar a valer S + 0.5, o valor do portifélio em t 4+ 1 serd
(S+0S)A—u(S+0S,t+1). Se o ativo passar a valer S—aS, o valor do portifélio
em t+ 1 serd (S — 0S)A —u(S — oS,t + 1). O portifdlio é livre de riscos se o
valor de A for escolhido de tal forma que o valor do portifélio em ¢ + 1 seja o
mesmo em ambas alternativas, isto é, independente do que aconteca com o preco
do ativo base o portifélio valera a mesma quantia. Portanto, devemos ter

(S+0S8)A —u(S+oS,t+1)=(S—0S)A —u(S—0oS,t+1)
ou
205A =u(S+0S,t+1)—u(S—0oS,t+1)

e portanto

u(S+oS,t+1)—u(S—oS,t+1)
2085

Logo, o portifélio sem riscos é composto por:

A:

. (6.15)

. u(S+ oS, t+1)—u(S—oS,t+1)
208

e 1 um derivativo vendido.

porcoes do ativo,

Sob a hipdtese de nao arbitragem, o portifélio sem riscos deve render de acordo
com a taxa de juros livre de riscos. Considere que estamos no dia ¢t + 1. Logo o
valor do portifélio hoje deve ser igual ao valor real do portifélio ontem acrescido
dos juros baseado na taxa de juros livre de riscos. O portifélio vale hoje

(S+0S)A —u(S+0S,t+1).

Ontem o portifélio valia SA —u(S,t). A primeira vista, é natural pensarmos que
seu valor real hoje serd [SA — u(S,t)](1 + r), entretanto S ontem equivale a I—JSFT

hoje. Portanto, o valor real do portifélio ontem acrescido da taxa de juros é
S S
A—ul——t 1 )
Lw “(Hr’ )]( )
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Dai

S S
|:1+TA—U(1+T,75):| (14+r)=(S+05A—u(S+0oS,t+1),

distribuindo,
SA —u <1+r’t) (I1+7)=5SA+0SA—u(S+0S,t+1),
e rearranjando
(1+7r)u 5 t)=u(S+0oS,t+1)—0cSA
1+ ) ’ '

Da equacao 6.15, substituindo o valor de A

(1+7)u (%J) =u(S+oS,t+1)— U(S+Us’t+1);u(s_gsat+1).

Logo

(1+7)u S ) _uSt+oSttl)+ulS—oSt+1)
1+r ) 2 ’

obtendo a equacao da Retrodifusao. Esta equacao pode ser usada para estabelecer
o preco de um derivativo em funcao de t recursivamente, conhecidos os valores
de u(S,T) para algum T. Como vimos na se¢ao anterior, os valores de u(S,T),
quando T ¢é a data de maturidade de uma opg¢ao europeia, é uma condigao de
contorno e portanto conhecidos.

A possivel dificuldade de entendimento que surge na demonstracao da equacgao
que reflete o Principio da Retrodifusao é aceitar que o valor corrigido do portifélio

. , S .

nodiat+1¢ {1 +7’A u <1—+r’t)] (14+7) e ndo [SA —u(S,t)](1+r). Isto
ocorre porque estamos supondo estarmos no dia t+ 1. Podemos também verificar

a equagao se supormos estarmos no dia ¢, como fizemos na secao 4.5. Entretanto,
o processo fica um tanto quanto artificial. Vejamos.

Na secao 4.5, supomos que o preco atual do ativo base é S, que o preco do
derivativo é u = u(S,ty) e que no tempo 7" o ativo poderia valer Sa ou Sd e o
derivativo respectivamente u, = u(Sa,T) ou ug = u(Sd,T), coma > 1 e d < 1.
Com estas hipdteses mostramos que

U= e_’"T[pua + (1 — p)ug),
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em que
et —d

a—d -

Além disso, interpretamos p como sendo a probabilidade do ativo subir de preco.

Se pensarmos agora que o tempo ¢ medido em dias e que a taxa de juros diaria

r é composta diariamente, de forma analoga conseguiremos demonstrar que se no
dia t o ativo vale S, que o derivativo vale u = u(S,t) e que no dia t + At™ o
ativo poderd valer Sa ou Sd e o derivativo respectivamente u, = u(Sa,t + At)
ou ug = u(Sd,t + At), com a > 1 e d < 1, teremos

u(S,t) = (1 4+ 1) 2 [pu(Sa, t + At) + (1 — p)u(Sd, t + At)],

p:

em que
(1472 —d
a—d
Suponha agora que no dia ¢t o ativo valha l—ir e que no dia t + 1 poderd valer
S+ 0SS ou S —0S. Desta forma temos At = 1 dia. Neste caso teremos

a=1+0)(1+r) e d=(1-0)(1+7r)

e portanto ( )
1+7r)—d
p = e
14+7r)—-1-0)1+r)
1+o)(1+r)—(1—0)(1+7r)

A+nii-(0-9)]
L+l +0)—1-0)]

Ss

DN | —

Logo

S (] 1
u(l——i—r’t>_(1+r) {§U(5+05,t+1)+(1—§)u(5—05,t+1),

) Aqui At é um niimero natural medido em dias, isto é, At = 1,2, 3, - - dias, e ndo uma porcio
pequena do tempo.
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obtendo

— 1
u(S —oS,t+ );U(S+Us’t+1>:(1+r)u<1s ,t),

a equacao 6.14. Observe que se interpretarmos p como a probabilidade do ativo
aumentar de preco e 1 —p como a probabilidade de diminuir de preco, concluiremos
que no dia t + 1 o ativo pode assumir os precos S + S ou S — ¢S com igual
probabilidade, o que é consistente com o que dizemos no inicio da secao.
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Capitulo 7

A volatilidade

Precificar uma opcao significa resolver a Equagao de Black-Scholes

2
Ou g o L0 o
ot 2052 oS
com as condicoes de contorno adequadas. As condigoes de contorno para opgoes
europeias, conforme vimos na secao 6.4, sao bem conhecidas. Os fatores preco pré-
determinado, tempo de maturidade, preco corrente do ativo e taxa de juros livre
de riscos (se supormos constante) que afetam o pre¢o u da opcao sao facilmente
determinados. O fator “misterioso” é a volatilidade, o. Neste capitulo vamos

tentar encontrar um valor para a volatilidade de um ativo.

S, t)0*S? + —— (S, t)rS — ru(S,t) =0

7.1 Volatilidade historica

Um meio muito simples de estimar a volatilidade de um ativo é através de da-
dos histéricos. Para estimar a volatilidade por dados historicos, devemos observar
as cotagoes do ativo em um determinado intervalo de tempo. Vamos denotar por

e n + 1 o numero de observagoes;
e S; o preco do ativo no fim do i-ésimo intervalo de tempo, i =0, ..., n;

e At o comprimento do intervalo de tempo expresso em anos.

u-—log( Si)
t Sii)

63

Calculamos para i =1,...,n,




Podemos interpretar cada u; como uma observacao de uma variavel, digamos x.
Agora, assumimos que os precos de um ativo seguem um Movimento Browniano
Geométrico, isto implica que

()=o)t

em que St denota o preco do ativo no tempo T e Sy o preco do ativo no tempo 0.
Desta forma, cada u; possui distribui¢do normal com desvio padrao ov/At. Isto
implica que, aproximadamente, x também possui distribuigao normal com desvio
padrao ov/At. O desvio padrao & de = pode ser calculado por

Portanto, & é uma estimativa para oV At. Segue que uma estimativa para a
volatilidade é .
o
VAL
Para ilustrar vamos estimar a volatilidade das a¢oes PETR3 (PETROBRAS
ON) e GGBR3 (Gerdau ON N1) através de dados histéricos. Os dados correspon-

dem as cotacoes diarias das acoes no ano de 2007. Portanto, nestes casos temos

At = 1 dia. Estao plotados a seguir as distribuicoes da variavel x = log ( ngjl),
para ¢ = 1,...,244, ja que em 2007 tivemos 245 dias tuteis, e as respectivas

aproximacoes normais.
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(a) (b)

Figura 7.1: (a) Distribuigao relativa a agao da Petrobras; (b) distribuigao relativa
a acao da Gerdau.

Desconsiderando os erros nos calculos, os desvios padroes sao 0.0282326 e
0.0209612 para as agoes PETR3 e GGBRA4, respectivamente. Como os dados co-
letados correspondem as cotacoes didrias, estes valores sao uma estimativa para
as volatilidades diarias destas agoes. Anualizando, uma aproximacao para a vo-
latilidade é

0.0282326 - v243 = 0,4401 e 0.0209612 - v/243 = 0, 3268,

isto é, aproximadamente 44, 01% para a acao da Petrobras e 32,68% para a acao
da Gerdau.

A Figura 7.1 ilustra que a variavel z = log ( Si

Si—1
distribuicao normal. Isto confirma que a hipdtese de que os pregos dos ativos
seguem um Movimento Browniano Geométrico é bastante razoavel.

Apesar da simplicidade, estimar a volatilidade de um ativo através de dados
histéricos pode nao ser muito adequado. Uma decisao delicada de se tomar é o
quanto voltar no tempo para coletar os dados, ou seja, quanto deve ser o valor
de n. Além disto, uma solucao retroativa para a volatilidade ¢ nem sempre gera
o preco correto de conhecidas opg¢oes comercializadas atualmente.

) ¢ bem aproximada por uma
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7.2 Volatilidade implicita

A volatilidade implicita é uma forma mais sofisticada para estimar a volatili-
dade do que a utilizacao de dados histéricos. Observamos o prego de uma opgao
comercializada e procuramos o valor da volatilidade que faga com que o precgo
determinado pela Equacdo de Black-Scholes coincida com o preco observado'.
Isto se trata de um problema inverso simples, de apenas uma dimensao.

Exemplo: Uma opcao call europeia em que o preco pré-determinado é R$55, 00
e o tempo de maturidade é de 6 meses, foi comercializada por R$3,77. Considere
que o precgo corrente do ativo é R$50,00 e que a taxa de juros livre de riscos é de
r = 8% anuais. Com estes dados, a unica incégnita na Equacao de Black-Scholes
¢é 0, a volatilidade. Resolvendo este problema inverso, encontramos aproximada-
mente ¢ = 35% por ano. Podemos entao usar esta estimativa da volatilidade
para precificar outras opcoes do mesmo ativo base.

Assim como no caso da estimacao usando dados histéricos, existem aspectos
desagradaveis na utilizacao da ideia da volatilidade implicita. Diferentes opgoes
comercializadas no mercado do mesmo ativo base, geram volatilidades implicitas
distintas. Dai ficamos com a dificil decisao: em um conjunto de diferentes volati-
lidades implicitas de um mesmo ativo qual valor deve ser escolhido? Uma escolha
equivocada para o valor da volatilidade pode gerar graves problemas!

A volatilidade implicita é muito usada no mercado e existem diversos trabalhos
na literatura com respeito a ela. Mais detalhes podem ser encontrados em [§].

7.3 A superficie de volatilidade e a Equacao de
Black-Scholes Generalizada

Uma observacao pertinente agora €é a seguinte: se estamos supondo que a
volatilidade é constante deveriamos encontrar o mesmo valor para a volatilidade
implicita para diferentes opgoes observadas de um mesmo ativo base. Entretanto,
como exposto da se¢ao anterior, isto nao acontece na pratica.

A volatiladade é uma medida de quanto um ativo pode variar de preco. Até
agora supomos que a volatilidade era constante. Ora, mas pensar que a volatili-

(1) O céleulo da volatilidade implicita para opcoes do tipo call e put europeias est implementado
no Matlab. A fungao é o = blsimpu(S, K,r,T,valor), em que valor é o preco da opgao
observada.
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dade é um parametro intrinsico ao ativo nao parece ser algo muito correto. Nao
parece ser muito realista supor que o preco de um ativo varie de uma mesma forma
ao longo do tempo. Uma evidéncia é que em momentos de crises economicas os
precos dos ativos tendem a oscilar de formas mais bruscas do que em tempos de
estabilidade. Em outras palavras, a hipdtese de que a volatilidade é constante
nao é muito adequada.

Isto sugere que uma ideia melhor é pensarmos na volatilidade como uma
fungao do tempo e do prego do ativo, [2]. Desta forma, de agora em diante,
veremos a volatilidade como uma superficie e denotaremos o = (.S, t).

Neste contexto, um modelo mais geral para os precos dos ativos é

as
S

em que u(S,t) e o(9,t) sdo fungdes continuamente diferenciaveis do prego corrente
S do ativo e do tempo t. Aqui dW continua sendo um Processo de Wiener. Agora,
o preco de uma opcao europeia em que o preco da ativo base segue o movimento
proposto por 7.1 satisfaz a Equagao de Black-Scholes Generalizada, [2]:

2
% + %%O’(S, 1252 + 2—27’5 —ru = 0. (7.2)
Ao contrario da Equacao de Black-Scholes padrao 6.13, a equacao 7.2 nao possui
solucao analitica. Para resolvé-la devemos discretiza-la e para isto trabalharemos
com uma malha. Entretanto, isto significa que é preciso conhecer a superficie de
volatilidade o (S, t) em todos os pontos desta malha. O nosso problema que antes
era encontrar um valor para a volatilidade como um tnico nimero, tornou-se
agora um tanto mais complicado, devemos encontrar a superficie de volatilidade!
Antes de atacar este problema, vamos resolver na proxima se¢ao o seguinte
problema de importancia equivalente: dada a superficie de volatilidade como
resolveremos a equacao 7.27

= u(S,t)dt + o (S, t)dW, (7.1)

7.4 Resolucao da Equacao de Black-Scholes Ge-
neralizada

Como mencionamos, para resolver a Equacao de Black-Scholes Generalizada
devemos discretiza-la e trabalhar com uma malha. A equacao que reflete o
Principio da Retrodifusao é a discretizagao “correta” da Equacao de Black-
Scholes e portanto usaremos ela em nosso problema. Além disso devemos usar as
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condigoes de contorno adequadas e adapta-las a malha, vejamos como ficam as
condigoes de contorno para uma opg¢ao call europeia.

Na secao 6.4 vimos que as condigoes de contorno para opgoes call europeias
Sa0:

u(S,T) = max(S — K,0), para 0 < S < o0; (7.3)
u(0,t) =0, para 0 <t < T}, (7.4)
Slim u(S,t) — S =0, para0 <t <T. (7.5)

Ao trabalharmos com a malha, discretizaremos o eixo do preco S e o eixo do
tempo t. Definindo o prego maximo S,,.., trataremos as condigoes 7.3 e 7.4 no
dominio [0, Syuaz] X [0,T], em que o tempo 0 denota o dia de hoje e T a data de
maturidade da opcao. E 6bvio que teremos que relaxar a condigao 7.5, pois nao
podemos permitir que S — oco. Portanto, como em [15], as condigoes de contorno
adapatadas a malha ficam

uw(S,T) = max(S — K,0), para 0 < S < Sy, (7.6)
u(0,t) =0, para0 <t <T, (7.7)
U(Smaz:t) = Smaz — Ke7T0 0<t < T. (7.8)

Observe que a condicao 7.8 nada mais é do que a extensao da condicao 7.6 em
U(Smaz, t), 0 <t < T, quando temos K < Spq.. Observe que isto é coerente com
a condicao 7.8, pois se pudéssemos fazer S,,,, — 00, terfamos a propria condi¢ao
7.8.

Analogamente, para opcoes do tipo put europeia, as condicées de contorno
adaptadas ficam

u(S,T) = max{K — 5,0}, 0<S < Snaz,

u(0,t) =K, 0<t<T,
W(Smazst) =0, 0<t<T.

Visto como tratar as condi¢oes de contorno na malha, vamos ver como dis-
cretizar a Equacao de Black-Scholes Generalizada usando o Principio da Retro-
difusdo. Pensando na volatilidade como uma supericie o(S,t), o Principio da
Retrodifusao fica

(1+r)u (i t) _u(S+0(S,1)St+1) +u(S — a(S,1)S,t+ 1)

1+7r 2
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1
Subtraindo u(S,t + 1) de ambos os lados desta equagao e fazendo T ~1-—r,

ja que r é pequeno,

u(S —o(S,t)S,t +1) +u(S+0o(S,1)S,t +1) — 2u(S,t+1)
2

= (14+r)u(S—rS,t) —u(S,t+1).

Como o(S,t)S e rS s@o pequenos , podemos aproximar

2
) 0
u
u(S = rS,t) = u(S,t) — S<(S,)rS
obtendo
1 0%u ver o
3352 (St 1o(S1)°57 = (L+7) ju(S,t) — 55(5,t)rS| —u(S,t+1).

Agora, podemos desprezar 72, j4 que r é pequeno, assim

1 82u(
2052

du

S t+1)a(S,1)%5? = u(S,t) — u(S,t + 1) + ru(S,t) — 55

(S, t)rS. (7.9)

Para trabalharmos com a malha selecionamos um nimero inteiro M > 0 e
definimos h = %, em que h sera o tamanho de passo no eixo dos precos. O passo
de tempo, conforme sugere a equacao 7.9, sera igual a 1, correspondente a um
dia. Os pontos da malha serdo (S;, ;) em que S; =i-h parai=0,1,...,M e
tj =jparaj=0,1,...,T. Usaremos o método de diferencas finitas que é obtido
ao fazer as seguintes aproximacoes:

0?*u w(S; — hyt;+ 1) — 2u(S;, t; + 1) + u(S; + h,t; + 1)
55 it 1) ~ ’ ) /
o ulSica ) — 2“(‘5;;]'—5-1) + u(Sit1, tj41) (7.10)

() De agora em diante, a notacao S; refere-se a um ponto da malha e nao ao preco do ativo no
dia i. Entretanto, isto nao deve causar qualquer tipo de confusao.

69



@(S“ tj) ~ U(Sl + h, t])2—hu(Sl — h,tj)

0S
w(Siy1,t;) —u(Si—1,t;)

- o . (7.11)

A equacgao diferencial 7.9 em 0 < S < S0 € 0 < t < T, implica que nos pontos
da malha (5;,t;) paratodoi=1,2,...,. M —1ej=0,2,...,T — 1, teremos:

1 0%u ou
5@(3@, tj+1)0'(8i, t])2S,L2 = u(S,, tj) — U(SZ, tj_|_1) + T’U(Si, t]) — %(

Agora, substituindo as aproximagoes 7.10 e 7.11 nesta equagao e rearranjando,
resulta

SZ', tj)TSi.

TSZ'
(A +r)ulSity) — 5 [u(Sis1, t5) — w(Siz1, 1)) =
g Sl,t 253 o Szat 2S7,2
= (1 - 2%) u(Si, 1) + % [u(Si—1, tj41) + w(Sisr, tjs1)] -

. Si,ti 252
Fazendo «; = ’"25}; e Bij = %, obtemos

(]. + T)U(SZ', t]) — Oéi[U(SH_l, t]> — U(Si_l, tj)] =
= (1 = 28;)u(Si, tj41) + Big[u(Si—1, tj41) + u(Siv1, ti1)], (7.12)

para todot = 1,2,... M —1e 753 =0,1,....,T — 1. A equagao 7.12, é a dis-
cretizacao da Equacao de Black-Scholes Generalizada! Para cada ponto da malha
(Si,tj), a equagdo 7.12 envolve mais 5 pontos, conforme ilustra a Figura a seguir.

tiy1 -@------

Figura 7.2: Pontos envolvidos ao aplicar a equacao do Principio da Retrodifusao
no ponto (.S;,1;).
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Para ilustrar, vejamos como resolver a equacao 7.12 para precificar uma opgao
call europeia, ou seja, utilizando as condicoes de contorno 7.6, 7.7 e 7.8.

A condicao 7.6, para todo 0 < S <S4, implica que u(S;,tr) é conhecido,
para todo ¢ = 0,1,..., M. Podemos usar estes valores na equacao 7.12 para
encontramos os valores de u(S;, tr_1) para todo: =1,2,..., M —1. As condigdes
7.7 e 7.8 implicam que u(Sy,t7_1) = 0 e u(Sar, tr—1) = Spmaz — Ke 7T7r-1) ¢
portanto, que podemos determinar todos os valores da forma w(S;, t7_1). Agora
podemos aplicar novamente este procedimento para determinarmos os valores de
u(S;, tr_2), e assim por diante, de forma retroativa, determinar todos os valores
até u(S;,tp), 7 =0,1,..., M, ou seja, determinar o preco da op¢ao em cada ponto
da malha. O prego da opcao hoje sera u(M%,to), em que Sinicial € O Prego
do ativo base hoje. Portanto, devemos escolher S,,,, e M de forma que M %
seja um numero inteiro. -

Podemos entao construir um programa que faz a repeticao deste procedimento.
A saber, para determinar o preco da opcao em todos os pontos da malha, sao
necessarias 1" iteragoes, de acordo com j =T —1....,1,0.

A fim de esclarecer melhor este procedimento, vamos fazer etapa por etapa
uma iteragao genérica n =T — k, em que 1 < n < T. A Figura 7.4 a seguir
representa a malha, os pontos marcados com um circulo sao dados pelas condig¢oes
de contorno, os marcados por um triangulo sao os obtidos até a iteracao n e os
marcados por um quadrado sao os que serao determinados na n-ésima iteracgao.
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tk ¢ W = B B B B B =R =R 0

to S
50 SM

Legenda:

B Valores a serem determinado na n-ésima iteracao
A Valores determinados até a n-ésima iteracao

o Condigées de contorno

Figura 7.3: Pontos a serem determinados na n-ésima iteracao

Naiteracaon =T —k, 1 < n < T, através da equagao 7.12, determinamos os
valores da opgao nos pontos u(S;, tx) para todo ¢ =1,2,..., M — 1.

e ;=1
(1 4+ 7m)u(Sy, tr) — ar[u(Se, ty) — u(So, tr)] =
= (1 — 2B1)u(S1, tis1) + Buk[u(So, trg1) + u(S2, trs1)],

mas u(Sy, tgy1) = u(So, tx) = 0, pela condigao de contorno 7.7. Assim:
(L +7m)u(S1, tk) — aqu(Se, tx) = (1 — 2B1)u(S1, ter) + Bisu(Sa, tiy1),

resultando em uma equacao e duas incognitas.
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o =2
(1 -+ T)U(SQ, tk) — Oéz[’LL(S3, tk) — U(Sl, tk)] =
= (1 — 2B2)u(S2, tg41) + Bor[w(S1, thr1) + w(Ss, trtr)],

gerando mais uma equagao e uma incognita, que juntamente com a equacao an-
terior, nos da duas equacoes e trés incognitas.

e 1 =M—2
(L4 r)u(Sa—2,trx) — anr—o[u(Sy—1,tk) — u(Snm—s,tx)] =

= (1 = 2Bpm—24)u(Sr—2, ti+1) + Br—2k[w(Sr—3, tes1) + w(Sn—1, tet1)],

gerando mais uma equacao e uma incognita, que juntamente com as equacoes
anteriores, resultam e M — 2 equagoes e M — 1 incognitas.

e 1 =M—1
(L +7r)u(Sa-1,te) — anr—1[u(Sn, tr) — u(Sh—2,t)] =
= (1 — 28pm—1.6)u(Sn—1, tis1) + Brr—1.k[w(Sn—2, ti1) + w(Sar, trs1)],

mas u(Sy, t) é conhecido, pela condigao 7.8. Portanto:

(1 +7r)u(Sw—1,te) + anr—1u(Sa—2, tx) =
= (1-28n—16)u(Spr—1, thr1) +0nr—1.k [u(Shr—2, trr1) Fu(Sary tig1) |+ anr—1u(Sar, tr)
gerando mais uma equagao, que juntamente com as anteriores, resultam em M —1

equagoes e M — 1 incognitas. Agora somos capazes de resolver!
Podemos escrever as equagoes anteriores em uma forma matricial

Ax® = BFg ok (7.13)
em que

i 1 + T —Qq _
Q9 1+7r — Q9
(6% 147 —Qs3

U(Sl, tk)
U(SQa tk)
u(Ss, tr)
Ak = :

u(Sar—3, k)

u(Sy_o,t
s 14T —aus uﬁsﬁft’;i

ay—1 147 L .
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e Bl,kJrl + ck —

[ 11— 2By Bik
Bak 1 — 20y, Bak
Bsk 1 =283, Ba

Br—2k 1 —28m—2k Brr—2,k
Bu-1k 1 —=20m-1p |

u(Si, ter1) | i i
U’(S27 tk+1)
u(S3, tpt1)

w(Srr—3, tet1)
w(Srr—2, tet1)
w(Sy—1,tre1) | Bar—1.u(Sars tesr) + anr—1u(Sar, ) |

* contém os valores de u(S;, 1), i = 1,2,..., M —1, que sdo as incégnitas

k+1 contém os valores

O vetor z
que queremos determinar na n-ésima iteracao. O vetor x
determinados na interacao anterior, n — 1. O vetor ¢* aparece em decorréncia da
condicao de contorno 7.8.
A forma matricial
Az* = BEgh ! 4 ok

indica que a cada iteracao devemos resolver um sistema linear M — 1 x M — 1
tridiagonal que computacionalmente é barato. A matriz A permanece a mesma
em todas iteragoes, ja que as varidveis «; nao dependem do tempo. Devemos

atualizar a cada iteracio a matriz B* e os vetores ¥, x**! e c.

7.4.1 Exemplo

Nesta subsecao apresentaremos um exemplo ilustrando o método desenvolvido
para se resolver a Equacao de Black-Scholes Generalizada. Trataremos uma opgao
call europeia e uma opgao put europeia. Construiremos a superficie de volatili-
dade constante em todos os pontos da malha, pois assim a Equacao de Black-
Scholes Generalizada se reduz a Equagao de Black-Scholes padrao que nestes
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casos possuem solugoes analiticas conforme a se¢ao 6.4. Desta forma, seremos ca-
pazes de comparar as resolucoes encontradas pelo método proposto e as resolucoes
corretas, as analiticas.

O problema sera determinar os pregos de opgoes europeias de compra e de
venda de um ativo a um valor de R$100, 00 para daqui 90 dias tteis. Considere
que o preco do ativo base hoje também seja R$100,00. A taxa de juros livre
de riscos serd 5% e a volatilidade valerd 40% em todos os pontos da malha. No
programa, o eixo do preco foi discretizado em 45 pontos, gerando um h = 4, 5455.

A solucao analitica, usando a funcao blsprice do Matlab, nos da os valores
10,3408 e 8,5709 para call e put, respectivamente. O programa baseado no
Principio da Retrodifusao, nos da os valores 10,3121 e 8,5424 para call e put,
respectivamente. Os erros relativos sao de 0, 28% para a opcao call e 0,33% para
put.

Os graficos a seguir mostram os precos da opgao versus os possiveis precos
do ativo (0 < S < Spa), para t = 0 dias, ¢ = 30 dias, t = 60 dias e t =
90 dias a partir de hoje. As curvas continuas sao as solugoes analiticas e os
asteriscos os valores encontrados para os pontos da malha pelo programa baseado
no Principio da Retrodifusao. Os 4 primeiros graficos referem-se a opcao call
europeia, enquanto os 4 tltimos referem-se a opgao put europeia.
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(a) (b)
120 T T 100 T
110+ : R anl : : : g J
0o ; ; ! :
90F 5 : : ]
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Legenda:

*  Valores encontrados pelo método baseado no Principio da Retrodifusao

—— Solugao Analitica

Figura 7.4: Preco da op¢ao call europeia versus pregos do ativo, para daqui (a)
0 dias; (b) 30 dias; (a) 60 dias; (a) 90 dias.
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Prego da opgéo
Preco da opgéao

i Il 1 i s " i I | iz &
o 20 40 G0 B0 100 120 140 160 180 200 220 Ju] 20 40 B0 B0 100 120 140 160 {80 200 220
Prego do ativo Prego do ativo

(a) (b)

Prego da opgéo
Prego da opgéo
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i i | | 1 L i i
DD 20 40 B0 80 100 120 140 180 180 200 220 o 20 40 G0 80 100 120 140 180 1380 200 220
Prego do ativo Prego do ativo

() ()

Legenda:

*  Valores encontrados pelo método baseado no Principio da Retrodifusao

—— Solugao Analitica

Figura 7.5: Prego da opgao put europeia versus pregos do ativo, para daqui (a) 0
dias; (b) 30 dias; (c¢) 60 dias; (d) 90 dias.

Uma observacao pertinente é quanto a discretizacao do eixo dos tempos ser
diaria. Isto é importante para obtermos o preco da opgao em um dia especifico
e nao em uma fracao de dia. Nao apenas o preco da opcao mas, como veremos
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na proxima secao, o valor da volatilidade que neste caso serd “medida” em dias.
Isto nos permitira falar que a volatilidade de um ativo é um determinado valor
em um dia especifico.

7.5 O Problema: como obter a superficie de vo-
latilidade

Agora que ja sabemos como resolver a Equagao de Black-Scholes Generalizada

ou 10%u ou

FTd 5@0(5, t)25% 4 %TS —ru=0

quando a superficie de volatilidade o(S,t) é conhecida em todos os pontos da
malha, vamos atacar nosso principal problema: como obter a superficie de vola-
tilidade?

Como na se¢ao 7.2 em que tratavamos a volatilidade como um escalar, pen-
saremos em um problema inverso. Obervaremos p opgoes europeias recentemente
comercializadas do ativo que queremos estimar a volatilidade, portanto conhece-
mos o preco de cada uma delas 7,, o preco pré-determinado K, e o tempo de
maturidade T,,, n = 1,...,p, isto é, {7y, K, Tn}\_,. Além disso vamos supor que
a taxa de juros livre de risco diaria r é constante.

No eixo do tempo, a malha deve ser construida de forma a englobar o tempo de
maturidade de todas as opgoes, respeitando a discretizacao didria. A discretizagao
do eixo dos precos do ativo sera feita como na secao anterior, selecionamos S;,q. 0
pre¢o maximo do ativo que iremos admitir, um ntimero inteiro M > 0 e definimos
h = S’"ﬁ, em que h serd o tamanho de passo no eixo dos precos. Os pontos
da malha serao (5;,t;), em que S; = i-h parai = 0,1,...,M e t; = j para

7=0,1,...,7, em que T'= max T;. O preco da n-ésima opcao sera portanto,
i=1,....,p

un(M%, to), em que Siniciar € 0 prego do ativo base hoje.

As c%(gdi(;f)es de contorno serao tratadas da mesma forma que na secao an-
terior. Desta forma, conhecemos os pregos de cada uma das p opc¢oes nos pon-
tos (S;,Tk) com i = 0,1,...,M; (So,T;) com j = 0,1,....,T, e (Sy,T;) com
3=0,1,....;7,,emquen=1,...,p.

Em cada ponto da malha, excluindo os pontos em que as condig¢oes de contorno
sao definidas, a volatilidade o(S;,¢;), comi=0,...,. M —1ej=0,1,... T—1,e
os pregos de cada uma das p opcoes observadas u,(5;,t;), comi=0,1,..., M —1
ej=0,1,....T,—1,n=1,...,p, serao incognitas. Neste contexto resolveremos
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o seguinte problema:

win 3 3 (oli,) - o)
i g
s.a Eq. de Black-Scholes Generalizada
valida em todos os pontos da malha

(7.14)

em que ¢ ¢ uma incognita escalar.

Vejamos o que significa a restricao “a Equacao de Black-Scholes Generalizada
valida em todos os pontos da malha” e o porqué desta funcao objetivo.

O que queremos dizer com a Equacao de Black-Scholes Generalizada vélida
em todos os pontos da malha ¢é exigir que, para cada uma das p opcoes observadas,
a discretizacao 7.12

Si
(14 P)un (S 1) = 2 [un(Sia1, 1) — n (i1, t5)] =

2h
o Si,t' 28,? g Si,t‘ 2312
= (1 - 2%) un(Si, tj+1)+(zT]2) [tn(Si-1, tj41) + un(Sisr, tj11)]

(7.15)

seja obedecida para todo 1 = 1,2,....M —1ej =0,1,...,7, — 1, com n =
1,...,p. Podemos escrever na forma matricial 7.13. Assim, para a n-ésima opgao
observada, devemos exigir que

Axk — kak-i-l _|_Ck:

para k=1, —1,...,0.

E importante ressaltar que estas restrigoes serao nao-lineares ja que elas en-
volvem o quadrado de determinados pontos da superficie de volatilidade.

Além de colocarmos as equagoes advindas da discretizagao 7.15 nas restrigoes
do problema 7.14, exigiremos que un(MSgZZ":l,to) = v, paran = 1,...,p, ou
seja, que o preco de cada opcao encontrada na resolugao do problema 7.14 seja
igual ao prego observado no mercado. Estas p restricoes serao lineares.

Em principio o que queremos é encontrar uma superficie de volatilidade que ao
ser usada para determinar os precos das opcoes observadas pelo método proposto
na secao 7.4, faga com que estes precos sejam iguais aos precos comercializados
no mercado. E justamente isto que as restricoes do problema 7.14 exigem e o que
queremos dizer com “a Equacao de Black-Scholes Generalizada vélida em todos os
pontos da malha”. Entretanto, encarar o problema apenas como encontrar uma
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superficie de volatilidade que atenda a esta exigéncia nos leva a um problema
vastamente indeterminado, ja que o nimero de varidaveis é muito maior do que o
numero de observacgoes.

A funcao objetivo do problema 7.14

S (olig) - )2
i

é justamente uma tentativa de corrigir esta indeterminacao. Ela age de forma a
“amarrar” a superficie de volatilidade a uma superficie constante. Esta superficie
constante é uma incognita do problema expressa pela variavel . Uma outra ideia
para corrigir a indeterminacao baseada em splines bi-ciibicos pode ser encontrada
em [1, 2].

Na subsecao a seguir, analisaremos o problema 7.14 quanto ao numéro de
variaveis e restrigoes.

7.5.1 Dados técnicos

Considere o problema 7.14:

min Y Y (o(i,j) — 6)?
i
s.a Eq. de Black-Scholes Generalizada
valida em todos os pontos da malha.

Como explicado, em cada ponto da malha, excluindo os pontos em que as condigoes
de contorno sao definidas, a volatilidade o(S;,t;), com ¢ =0,...,M —1e j =
0,1,...,7 — 1, e os pregos de cada uma das p opgdes observadas u,(S;,t;), com
1=0,1,.... M —1ej3=0,1,....,T, — 1, n=1,...,p, serao incognitas. Além
disto, devemos considerar ainda a incognita escalar o.

Podemos considerar, sem perda de generalidade, que T = 7T} e separar as
variaveis em 3 grupos: variaveis do tipo volatilidade, a incégnita escalar e variaveis

do tipo preco. Desta forma, o numéro de variaveis é:
e tipo volatilidade: T7(M — 1);
e tipo escalar: 1;
e tipo preco: (Ih + T2+ ...+ T,)(M —1);
o total: (217 +To+...+T,)(M —1)+ 1.
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As restricoes sao dadas pela equacao 7.15

TSZ‘
(L +m)un(Si 1)) = 5 [un(Sivr, t5) = wa(Si-1, 1)) =

(o} Si,t' 2812 g Si,t‘ 2312
= (1 - 2%) U (S, tj+1)+% [un(Si—1,tj11) + un(Sit1, ti1)]

paratodoi=1,2,... M —1ej=0,1,...,7,—1, comn =1,...,p, além das
p restrigoes que exigem que o preco de cada opcao encontrada na resolucao do
problema 7.14 seja igual ao prego observado no mercado. Logo, podemos dividir
as restricoes em 2 grupos: restrigoes do tipo discretizacao e do tipo observacao
que sao nao-lineares e lineares, respectivamente. Assim, o nimero de restrigoes
é:

e tipo discretizacao: (17 + 1o+ ...+ 1,)(M — 1);

e tipo observagao: p;

o total: (I3 +To+...+T1,)(M —1)+p.

7.5.2 Um método de resolucao

Nesta subse¢ao vamos propor um método para resolver o problema 7.14. Para
simplificar a notacao, podemos reescrever o nosso problema como

min f(z)
s.a h(x)=0 (7.16)

ja que temos apenas restricoes de igualdade. O vetor x é um vetor que contém
todas as incdgnitas do problema original e h(x) é tal que h : R* — R™, se
considerarmos que temos n incégnitas e m restrigoes, isto é

n=0C20h+Th+...+T,)(M—-1)+1

m= T +To+...+T,)(M—1)+p.
As condigoes KKT, veja [12], para o problema 7.16 sao

{Vf(x)—l—Jh(x)T)\ =0
h(x) =0 ,
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em que Vf(z) € R" e J,(x) € R™" denotam o gradiente da func¢ao objetivo e a
matriz Jacobiana das restrigoes, respectivamente. O vetor A € R™ é o vetor que
contém os multiplicadores de Lagrange associados as restricoes.

Podemos entao definir a fungao

F(o, ) = { Vi@ + A }

e aplicar o Método de Newton para achar os zeros de F'(z, \), veja por exemplo
[14]. Neste caso, necessitamos da matriz Jacobiana de F'(x,\) que é dada por

V2f(x) + > NVhi(z) ()T

JF(l', )\) =

Y

Jh(l’) 0

em que V2f(r) € R™" ¢ a matriz Hessiana de f(z) e V2hi(x) € R™™ é a
matriz Hessiana da i-ésima restricao. Observe que o bloco 0 é uma matriz m x m
e que Jp(z,\) € R¥™m>mtm - Portanto a cada iteragdo do Método de Newton
devemos resolver um sistema linear n +m x n +m. B importante ressaltar que a
matriz J, () sempre possui posto completo (posto linha) e que a matriz Jg(x, \)
é esparsa e portanto o sistema linear a ser resolvido a cada iteracao nao ¢é de
grande dificuldade computacional.

Apods a convergencia do Método de Newton, encontraremos a solugcao x* 6tima
que conterd a estimativa da superficie de volatilidade.

7.5.3 Exemplo: Estimativa da Superficie de Volatilidade

Nesta subsecao, vamos ilustrar com um exemplo artificial os resultados obti-
dos por aplicar o Método de Newton nas condigoes KKT do problema 7.14. O que
queremos dizer com exemplo artificial é supor que a superficie de volatilidade de
um determinado ativo seja conhecida e que observamos p opc¢oes comercializadas
que foram precificadas de acordo com esta superficie de volatilidade e entao apli-
camos 0 nosso método para estima-la, comparando posteriormente a superficie
de volatilidade verdadeira com a estimada.

Como foi explicado, trabalharemos com uma malha. Vamos supor que o preco
inicial do ativo Siicia € 20 € que 0 preco maximo Si,q, que iremos admitir é 40.
A discretizagao no eixo dos pregos sera feita em 27 pontos no intervalo [0 40],

isto é, S; =th parai=0,---,27 com h = %. Suponha ainda que observamos 20
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opcoes comercializadas em que o maior tempo de maturidade ¢é 10 dias. Portanto,
a discretizacao no eixo do tempo serd t; = j para j = 0,---,10. Conhecidas as
discretizacoes nos eixos do precos e do tempo, temos definida a malha na qual
suporemos conhecer a superficie de volatilidade.

A superficie de volatilidade verdadeira sera construida da seguinte maneira:
ela serd constante no tempo e variarda com o prego corrente do ativo, portanto
o(S,t) = o(S). Vamos supor que para

e S =0 teremos o(0,t) = 3’2—%;

S =10 teremos o(10,t) = 228

9

[\
(S8
N

S = 20 teremos o (20, 1) 0’7256;

N

e S =30 teremos 0(30,t) = 372—%;

o S =40 teremos 0(40,1) = J2

e que os valores intermediarios de o(.S,t) serdo obtidos interpolando pela forma
de Lagrange estes valores tabelados, veja [14]. Desta forma, para um ¢ fixo, a
superficie de volatilidade o(.S,t) serd um polindémio de grau < 4 dado por

4

o(S,t) = > wili(S),

1=0
em que
Li(S) = (S —50) -+ (8= 5i-1)(S = Sig1) -+ (§ = S4)
' (Si —S0) - (Si — Si—1)(Si — Sig1) - -+ (S — Sa)
ComSO:O’ 81:10’ 52:20’ 5‘32307 S4:40,ey0: \(}72—2%, y1:372—2%7
0,26 0,30 _ 0,26

Y2 = Joss ¥3 = o5 Y4 = oo
A Figura a seguir mostra a superficie de volatilidade verdadeira para toda a
malha e um corte nesta superficie para um determinado 0 < ¢ < 10.
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Figura 7.6: Superficie de volatilidade verdadeira, (a) em toda a malha; (b) para
um determinado 0 < ¢ < 10.

Vamos supor que todas as opcoes observadas sao do tipo call europeia, que
o ativo base nao paga dividendos e que a taxa de juros didria livre de risco r é

constante e vale %. O tempo de maturidade e o preco pré-fixado da i-ésima
opgao observada, i = 1,---,20, é T'(i) e K (i), respectivamente, em que

T=1[10 10 10 10 10 99 999 88 888 7 7 7 7 1T
e
K =18 19 20 21 22 18 19 20 21 22 18 19 20 21 22 18 19 20 21 22].

O preco de cada opcao 7; é dado pelo método proprosto na secao 7.4 usando a
superficie de volatilidade verdadeira. Portanto, conhecemos {v;, K;, T;}2%,.

De acordo com a secao 7.5.1, teremos neste problema um total de 4501
variaveis das quais 250 sao do tipo volatilidade e 4270 restrigoes.

Para iniciarmos o Método de Newton necessitamos de um ponto inicial, isto
é, (xo,A\g) em que xy é uma estimativa inicial para as incégnitas do problema
7.14 e \g é uma estimativa inicial para os multiplicadores de Lagrange. Para as
incégnitas do tipo volatilidade e para a incognita escalar foi atribuido o valor \(}’2—%
e para as incognitas do tipo preco foram atribuidos os valores dados pelo método
proprosto na se¢ao 7.4 usando uma superficie de volatilidade constante igual a
939 om todos os pontos da malha. A estimativa inicial para os multiplicadores

/252
de Lagrange foi Ay = 0.
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Nestas circunstancias, o Método de Newton convergiu em 5 iteracoes obtendo
a solugao 6tima (z*, \*), na qual ||F(z*, \*)]|e < 10714,

Para as variaveis correspondentes aos pregos das opcoes, pela secao 4.4, co-
nhecemos os limitantes inferiores e superiores para os precos de opgoes call eu-
ropeias. Todavia, como a solucao do problema foi encontrada através de um
método numérico e portanto existem erros, estes limitantes devem ser ligeira-
mente relaxados. Relaxando os limitantes em 1% para menos no caso dos limi-
tantes inferiores e para mais no caso dos limitantes superiores, todas as variaveis
do tipo preco étimas respeitaram seus limites.

Na Figura a seguir estao plotados os gréaficos da estimativa da superficie de
volatilidade em cada ponto da malha para cada dia em que existem incégnitas
do tipo volatilidade. Neste exemplo, considerando que hoje é dia 0, obtemos
uma estimativa para os dias 0 até o dia 9. Os valores marcados por um asterisco
correspondem a volatilidade estimada, enquanto que os marcados por um circulo
correspondem a volatilidade verdadeira.

0.0z T T T T T T T 0.02

00195+ [ g 00195+ o
0019+ R 0o1gH
oolsst B ooiss b
0.018+ ° i noigk o

00175 - a B 00175 - ]
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(o]
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o

007t o g 0017+ o

00155'1*91*+1‘+1‘++93*a9f#f§+1+11&11&' UUWEE-*++++++f+938.3+1+t«1+1+1+
[

0.016 ! . L : 0018 ! .

o a 10 1‘5 Z‘D 2‘5 30 35 40 o a 10 1‘5 Z‘D 2‘5 30 35
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(a) (b)
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*  Volatilidade estimada

O Volatilidade verdadeira
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Figura 7.7: Estimativa da superficie de volatilidade em cada ponto da malha para

o dia (a) 0; (b) L; (c) 2; (d) 3; (e) 4; (£) 5; (g) 6; (h) 7; (i) 8; (j) 9.
A principio, analisando os graficos da Figura 7.7, a estimativa obtida parece

bastante imprecisa. Entretanto, como mencionado em [1], no processo de de-
terminar o preco de uma opcao, a dependéncia da volatilidade nao é uniforme
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em toda a malha. A saber, o preco de uma opc¢ao pouco depende do valor da
volatilidade nos nés situados em pequenos valores do tempo e em precgos do ativo
longe do preco inicial. Portanto, existe uma regiao centrada em S;,;ciq dentro
da qual os valores da volatilidade sao significantes para precificar opcoes e para
desenvolver estratégias de hedge. Para a i-ésima opg¢ao, podemos denotar esta
regiao por D;, que esta ilustrada na Figura a seguir.

T;

\ / Significante

\ / Insignificante

0 Sim'cial Smaw

Neste contexto, o que esperamos é conseguir uma boa aproximacao para a
superficie de volatilidade na regido D = U2, D.

O processo pelo qual estimamos a superficie de volatilidade nos da valores
na malha e portanto discretos. A fim de conseguirmos uma funcao continua
com primeira e segunda derivadas também continuas em relacao ao preco S do
ativo podemos interporlar estes valores por spline cibico. Na Figura a seguir,
estao plotados os graficos da superficie verdadeira em tracejado e os graficos da
superficie estimada em linha continua, que foi obtido interpolando os valores em
asteriscos (pontos da malha) por um spline cibico. Os dominios dos graficos a
seguir se restringem a regiao compreendida em [17 23] x [0 10], aproximadamente.
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Figura 7.8: Estimativa da superficie de volatilidade no dominio [17 23] para o
dia (a) 0; (b) 1; (c) 2; (d) 3; (e) 4; (£) 5; (g) 6; (h) 7 (i) 8; () 9.

Analisando agora os graficos da Figura 7.8, a estimativa encontrada para a
superficie de volatilidade na regiao de interesse parece bastante razoavel, ao ponto
que para os dias 7, 8 e 9 a superficie estimada confunde-se com a verdadeira.

A Figura a seguir mostra a superficie de volatilidade verdadeira e a superficie
de volatilidade estimada na regiao [17 23] x [0 10]. Esta ltima foi obtida através
da interpolacao de um spline bi-ctibico.
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Figura 7.9: A superficie de volatilidade (a) verdadeira; (b) estimada, na regido
17 23] x [0 10].

A fim de mostrar que a superficie estimada é precisa para precificar novas
opgoes, vamos fazer a seguinte analise: considere que queremos precificar uma
opcao do tipo call do ativo base em questao com tempo de maturidade de 7" = 10
dias e preco pré-determinado de K = 19,50. Entao determinamos para cada
0 <t <10 o preco da opgao em funcao do prego do ativo através do método pro-
posto na secao 7.4 de duas maneiras, primeiro usando a superficie de volatidade
verdadeira e depois a estimada. Os resultados estao na Figura a seguir, em que os
valores marcados por circulos correspondem a solugao obtida usando a superficie
verdadeira enquanto os marcados por asteriscos correspondem a solugao obtida
usando a superficie estimada.
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Figura 7.10: Preco da opgao call europeia versus pregos do ativo, para daqui (a)
0 dias; (b) 1 dias; (c) 2 dias; (d) 3 dias; (e) 4 dias; (f) 5 dias; (g) 6 dias; (h) 7
dias; (i) 8 dias; (j) 9 dias; (k) 10 dias.

Como pode-se notar pela Figura 7.10, os resultados obtidos ao usar a superficie
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de volatilidade estimada para precificar novas opgoes sao precisos, no sentido que
sao praticamente coincidentes com os valores obtidos quando se usa a superficie
de volatidade verdadeira. Resultados igualmente satisfatorios sao obtidos quando
se deseja precificar opgoes do tipo put.

Mesmo com algumas imperfei¢oes na estimativa, que podem ser notadas na
Figura 7.9, é mais realistico e preciso utilizar esta superficie de volatilidade para
desenvolver estratégias de hedge do que considerarmos a volatilidade como um
parametro constante. Nesta ultima abordagem, a volatilidade constante que re-
solve o problema

. 12
min Z(%’(U) — (7)) (7.17)
g
i=1
em que w; € o valor encontrado da i-ésima opcao através do método proprosto
na se¢ao 7.4 e (i) é o valor observado da i-ésima opgao, é aproximadamente
%(iii). Isto nos fornece o seguinte grafico para qualquer tempo t, 0 < ¢t < T,
para a superficie de volatilidade, em que os valores em circulos e tracejado ¢é a
superficie de volatilidade verdadeira e os valores em asteriscos e em linha continua

¢ a superficie de volatilidade constante:

0,30
252"
Esta func¢ao é uma implementagao do método de Nelder-Mead, veja mais detalhes em [9].

(i)Este valor foi encontrado utilizando a funcéo fminsearch do Matlab com o ponto inicial
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Figura 7.11: A superficie de volatilidade constante para ¢, 0 < t < T, no dominio
(a) [0 40] ; (b) [17 23].

Claramente, a abordagem considerando a volatilidade constante, resulta em uma
superficie de volatilidade menos precisa do que a aproximagcao obtida pelo método
proposto.
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Capitulo 8

Consideracoes finais e trabalhos
futuros

O método baseado no Principio da Retrodifusao, proposto na secao 7.4, para
resolver a Equacgao de Black-Scholes Generalizada mostrou-se bastante preciso.
Um exemplo ilustrando esta precisao, encontra-se na secao 7.4.1, em que preci-
ficamos uma opgao europeia em que a superficie de volatilidade era constante,
pois neste caso, a Equacao de Black-Scholes Generalizada se reduz a Equacao de
Black-Scholes padrao que possui solugao analitica.

Quanto ao método para estimar a superficie de volatilidade de uma ativo, a-
presentado na segao 7.5.2, obteve resultados localmente satisfatorio. Entretanto,
o método exibe uma caracteristica nao muito agradavel do ponto de vista com-
putacional. A matriz Jr(z, A) do sistema linear a ser resolvido a cada iteragao do
Método de Newton, pode ser mal-condicionada, gerando resultados imprecisos.
Uma evidéncia disto é que no exemplo da secao 7.5.3, para alguns pontos inici-
ais especificos, que a principio nao é “pior” do que o utilizado para ilustrar, o
Método de Newton divergiu. A dependéncia de um “bom” ponto inicial é algo
nao desejavel.

O Método de Newton foi implementado dando sempre “passo 1”7. Talvez seja
mais interessante realizar uma pequena modificacao e exigir que a cada iteragao
o método respeite o critério de Armijo, usando para isto uma estratégia de back-
tracking para garantirmos um descenso satisfatério na norma de F'(x, \) a cada
iteragdo. Mais detalhes podem ser encontrados em [12]. Com esta estratégia,
talvez o método torne-se mais estdvel e o problema comentando no paragrafo
anterior seja amenizado.
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Na prética, resolver o problema

win 3 3 (oli.) - o)
v
s.a Eq. de Black-Scholes Generalizada
valida em todos os pontos da malha

significa achar a superficie de volatilidade “mais constante” que satisfaz as res-
trigoes, ou seja, que faca com que os precos das opgoes encontrados pelo método
baseado no Principio da Retrodifusao concorde com os precos observados. Neste
sentido, os resultados obtidos no exemplo da secao 7.5.3 e ilustrados na Figura
7.7 eram esperados. Outras variantes seriam relaxar um pouco a constancia da
volatilidade, minimizando o desvio em relagao, digamos, a linearidade, ou coisas
parecidas.
A funcao objetivo

> (olij) =)
i
do problema de estimar a superficie de volatilidade, pode ser reescrita de forma

a ficar mais elegante do ponto de vista matematico e eliminar a incégnita escalar
o. Para simplificar, vamos reescreveé-la como

o)=Y (0~ 5),

em que n é o numero de incégnitas do tipo volatilidade. O valor 6timo para &
pode ser obtido derivando f(o) em relagao a ¢ e igualando a zero,

%(U) = -2 Z(ai — &) =0.

Portanto
n

> (oi—5)=0.

%

Agora, Zn:(ai —0) = z”: o; — no, entao
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De fato, o valor 6timo encontrado para ¢ no exemplo da secao 7.5.3, foi a média
aritmética dos valores 6timos encontrados para as incognitas do tipo volatilidade.
Desenvolvendo f(o) e usando 8.1

n

flo) = Y (07 — 205 + &%)

i

- i03—25i0i+zﬂ:52

n

= Y o7 —2n6” +ns’

Logo, temos a seguinte equivaléncia
n
(Z 0;)?
mlnz —5) = mmZa - — Zol = maxl—
Z o

n

n
ja que tanto E o? quanto X( E 0;)? sdo maiores que zero. Portanto, ao invés
n

7
n

de minimizarmos g (0; — &)? podemos resolver o problema

7

max — ————. (8.2)
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A elegancia de trabalhar com este problema possui uma interpretacao geométrica.
Temos que

n n n
g o;=0'e= E o? E 1cosd,

em que e = (1,...,1)T € R" e § é o angulo entre os vetores o e e. Dal

e portanto

que ¢é a funcao a ser maximizada em 8.2. Desta forma, independente das varidveis
do problema, a funcao objetivo do problema 8.2 é adimensional e assume valores
em [0, 1], por se tratar do cosseno ao quadrado de um angulo. Grosseiramente
falando, esta fungao nos permite saber o quanto uma solucao “esta perto de ser
constante”. Afinal, ela esta relacionada com o cosseno do angulo entre o vetor
de incognitas o e o vetor constante e, assim quanto mais proximo de 1 for o
valor da funcao objetivo do problema 8.2, “mais constante” serd o vetor solugao
o associado.

Como trabalho futuro, seria iteressante analisar o impacto de estimar a su-
perficie de volatilidade, como foi proprosto, sobre as gregas, para mais detalhes
veja [8]. Aqui é suficiente falar que as gregas envolvem a sensibilidade do prego
de uma opcao com respeito a diferentes parametros. Desta forma, uma boa esti-
mativa das gregas é fundamental para desenvolver estratégias de hedge.

Por fim, poderiamos investigar se, de alguma forma, é possivel utilizar in-
formacoes baseadas em calculos de volatilidades implicitas no problema de obter
a superficie de volatilidade, principalmente no sentido de diminuir um pouco o
nimero de incégnitas do tipo volatilidade e de obter estimativas mais precisas.

102



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

T. F. Coleman, Y. Li, A. Verma; Reconstructing the Unknown Local Volatility
Function, Journal of Computational Finance, 2,3, (1999), pp. 77-102.

T. F. Coleman; An Inverse Problem in Finance, SIAG/OPT Views-and-
News 10, 2(1999), pp. 4-8

M. R. Fengler; Arbitrage-free smoothing of the implied volatility surface, Dis-
cussion Paper 2005-019, SFB 649, Humboldt-Universitat zu Berlin.

P. B. Fraletti; Ensaios sobre taras de juros em reais e sua aplicacao na
andlise financeira, Tese de doutorado, Universidade de Sao Paulo, 2004.

J. Franke, W. Hardle, C. Hafner; Introduction to Statistics of Financial Mar-
kets, e-book, 2005.

J. Huang, J. S. Pang; A mathematical programming with equilibrium con-
straints approach to the implied volatility surface of American options, Jour-
nal of Computational Finance, 4,1, (2000), pp. 21-56.

J. C. Hull; Fundamentos dos Mercados Futuros e de Opgoes, 4* edicao,
BM&F Brasil, 2005.

J. C. Hull; Options, Futeres and Other Detivatives, 6* edigao, Prentice Hall,
2005.

J. C. Lagarias, J. A. Reeds, M. H. Wright, P. E. Wright; Convergence Proper-
ties of the Nelder-Mead Simplex Method in Low Dimensions, STAM Journal
of Optimization, 9,1, (1998), pp. 112-147.

M. P. Laurini; Imposing No-Arbitrage Conditions in Implied Volatility Sur-
faces Using Constrained Smoothing Splines, Sétimo Encontro Brasileiro de

103



Financas, 2007, Sao Paulo. Anais do Sétimo Encontro Brasileiro de Financas,
2007.

[11] J. M. Martinez; Black-Scholes,
http://www.ime.unicamp.br/~martinez/topicospo/blackscholes.pdf

[12] J. M. Martinez, S. A. Santos Métodos Computacionais de Otimiza¢ao, 1*
edicao, Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 1995.

[13] S. M. Ross; An Elementary Introduction to Mathematical Finance, Cam-
bridge University Press, 2003.

[14] M. Ruggiero, V. L. Lopes Cdlculo Numérico - Aspectos Tedricos e Computa-
cionais, 2* edigao, Pearson Makron Books, 1996.

[15] C. Vazquez; An Upwind Numerical Approach for an American and European
Option Pricing Model, Applied Mathematics and Computation 97, (1998),
pp-273 — 286.

[16] P. Wilmott, S. Howison, J. Dewynne; The Mathematics of Financial Deriva-
tives: A Student Introduction, Cambridge University Press, 1995.

104



