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Resumo

Nesta dissertagdo de mestrado, sac discutidas algumas das principais idéias envolvidas em
métodos computacionals algébricos. A importancia desses métodos estd na possibilidade
de atacar temas classicos em Algebra Comutativa e Geometria Algébrica de uma maneira
algoritmica, simplificando a abordagem e propiciando cédlculos efetivos.

Nesse contexto, sdo estudados conceitos fundamentais em bases de Grébner e suas pro-
priedades.

Dentre as aplicacdes de bases de Grobner em Algebra Comutativa que sio apresentadas
aqui. destacam-se as provas computacionais para ¢ Lema do Normalizacao de Noether e
para o Teorema de Quillen-Suslin. Mais precisamente, sdo estudados o algoritmo que leva
um dado 1deal polinomial primo em sua posi¢io normal de Noether e o algoritmo que calcula
uma base hivre para um dado médulo projetivo, sobre um anel de polinémios. apresentado
como kernel. cokernel ou imagem de uma matriz polinomial.

Abstract

In this tese, some of the most important ideas envolved in algebraic computational methods
are discussed. These methods importance resides in the possibilite of discussing classic
themes in commutative algebra and algebraic geometry, in a algorithmic way, simplifying
the studies and propitiating efective calculus.

In this context, fundamental topics in Grobner bases and the respective proprieties are
studied.

Between the Grébner bases aplications that are shown in this work, the most important are
the computational proofs of the Noether Normalization Lemma and of the Quillen-Suslin
Theoremn. Especifhically, the algorithm which puts a prime polynominal ideal into Noether
normal position and the algorithm for computing a free basis of a projective module, over a
polynomial ring, which is presented as the image, kernel, or cokernel of a polynomial matrix
are the subjects studied.
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Introducao

Nesta dissertacdo de mestrado serdo apreseniadas algumas propriedades e aplicacdes,
j4 conhecidas, das chamadas bases de Grébner em temas cldssicos de Geometria Algébrica
e Algebra Comutativa.

A importincia do méiodo das bases de Gribner é, essencialmente, possibilitar que
questdes relativas a moédulos, sobre anéis de polindmios. sejam tratadas de maneira al-
goritmica e computacional.

Mais precisamente, serd mostrado como utilizar bases de Grdbner na abordager dos
problemas a seguir (S denota o anel de polindmios a n varidveis K{X;,..., X,] sobre um
corpo K-

Questdo 1. Elementos de um [deal

Dados geradores de um ideal 7 em & e um elemento qualguer f de . Em gue condicdes
f € IT (Geometricamente, quando a variedade afim V(I} estd contida na hipersuperficie
definida por f7) Em que condigbes f € Rad([)?

Questdo 2: Resolugcdo de um Sistema de Equacdes Polinomiais
Encontrar todos os zeros comuns em K" de um dadoe ideal 7 em §. Geometricamente,
determinar os pontos de V(I).

Questao 3: Implicitizacao

Se um subconjunto W de K™ é dado parametricamente por fungbes racionais, como de-
terminar sua "representacao implicita”, isto é, como determinar os polindmios de S que
definem a menor variedade que contém W7

Questdo 4: Intersecdo e Quociente de Ideais
Dados conjuntos geradores de dois ideais em 5, calcular geradores para o seu ideal interseciio
¢ seu ideal quociente.

Questdo 5: Fecho Projetivo

Para K corpo algebricamente fechado. Dada wma variedade algébrica no espago afim
n-dimensional, calcular o ideal que define o seu fecho de Zariski no espaco projetivo n-
dimensional.

Questéo 6: Cdlculo de Syzygies

Considerando médulos finitamente gerados sobre S. Dado um homomorfismo ¢ entre
mdédulos livres, determinar um conjunto de geradores para seus syzygies, ou seja, encontrar
um sistema de geradores para ker(d).

Teorema dos Syzygies de Hilbert: Calcular uma resolucdo livre finita para um dado médulo.

As préximas questdes consistem em dar provas construtivas para dois teoremas de grande
importéncia em Algebra Comutativa:



Questio 7: Lema da Normalizacéo de Noether
Assumindo K infinito, encontrar a matriz de mudanga de varidveis que leva um dado ideal
primo de § em sua posi¢do normal de Noether.

Questao 8: Teorema de Quillen-Suslin
Determinar uma base livre para um $-mddulo P projetivo e finitamente gerado, guando P
é apresentado como imagem, kernel ou cokernel de uma matriz com entradas em S.

Os seis primeiros problemas enunciados sio tratados em livros-textos de Algebra Comu-
tativa Computacional (destacamos as exposicdes de Cox e O’Shea [2] e Eisenbud [3]}. Suas
respostas serdo dadas nos Capitulos 2 e 3, onde apresentaremos conceitos introdutdérios em
bases de Grobner.

No Capitulo 4. estudaremos o artigo matemadtico Uma Prova Computacional do Lema
dae Normalizacio de Noether, de Alessandro Logar [7], obtendo um algoritmo para a sétima
questao proposta.

Finalmente, no Capitulo 5, discutiremos a Questdo 8 através de um estudo do artigo
Algoritmos pare ¢ Teorema de Quillen-Suslin, de Alessandro Logar e Bernd Sturmfels [8].

Intimeros trabalhos utilizando métodos de bases de Grobner vém sendo desenvolvi-
dos nas dltimas décadas, enfatizando o valor do seu cardter computacional. O objetivo
desta dissertacio é discutir algumas das principais idéias envolvidas no método, procurando
demonstrar o seu extraordinario potencial de aplicagoes.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste primeiro capitulo, faremos um breve comentario sobre alguns conceitos e resultados
bésicos em Algebra Comutativa e Geometria Algébrica. Para introducio e detalhes da
teoria cldssica, nossa principal referéncia é o livro-texto de E. Kunz [6].

Aqui, A™(L) (ou L™) denota o espago afim n-dimensional sobre o corpo L; K é um
subcorpo de L; ¢ K[X1...., Xn! é 0 anel de polindmios nas varidveis Xi,..., X, com coe-

ficientes em K.

1.1 Variedades Algébricas

Serdo enunciadas as definictes de variedades algébricas afins e projetivas, assim como algu-
mas de suas propriedades basicas e sua relagio com a teoria de ideais.

1.1.1 Variedades Algébricas Afins

Definigao 1.1. Um subconjunio V de A™(L) é uma K-variedade algébrica afim se
existermn polinémios fi,.... fs em K[X1,..., Xy tais que V ¢ o conjunto solugdo, em A™(L)

do sistema de eguoagoes

Nessas condicoes, dizemos que fi,....fs sdo 0s polindmios que definem V; K é o corpo de
definicdo de V', e L é 0 seu corpo de coordenadas.

Observacao. K-variedades definidas por um tnico polindmio {(ndo constante) sdo chama-
das K -hipersuperficies. Chamamos as hipersuperficies em A®(L) de curvas algébricas
planas. Os chamados cones afins sio as variedades algébricas afins cujos polindmios de
definicao sao todos homogéneos. As variedades Lineares, objetos de estudo da Algebra Li-
near, $a0 os cones afins definidos por polinémios homogéneos de grau 1.

H4 uma ligacdo bastante natural entre variedades algébricas afins e ideais polinomiais:
Para cada subconjunto V' de A™(L), define-se 0 ideal de V', denotado por Z{V'), como sendo



o conjunto dos polinémios f em K[Xy,...,X,] tais que f{z) =0, para todo z € V.

Para cada ideal I de K[X;,.... X,;]. define-se o conjunto de zeros de I, em A™(L), denotado

por V({}, como sendo o conjunto dos pontos x em A™{L) tais que f{z)} = 0, paratodo f € I.

Varias regras sao obtidas relacionando as operagdes 7 e V. por exemplo:

(a) para todo conjunto V' C A™(L), T(V) é um ideal radical, isto é, se o radical é denotado
por Rad, temos Z{V) = Rad{Z{V});

(b) se V é uma variedade algébrica, V{Z{V)) = V;

(¢) para quaisquer variedades V) e Vo, V) C V5 se e somente se Z(17) D Z(V3);

(d) para quaisquer variedades Vi e Vo, Z(ViUVe) = T(V])NZ(Va) e ViUV, = V(Z{V})-Z(Va)):

{e) para toda familia {V)}ica de variedades, Mycp Vi = V(2 aca Z(W0)).

No caso em que o corpo de definicdo L é algebricamente fechado, em particular infinito,
a proposi¢ao seguinte torna-se bastante conveniente e decorre basicamente das definicdes.

Proposicdo 1.2. Se L € um corpo infinito e n > 1, entdo fora de qualguer hipersuperficie
em A™(L) existem infinitos pontos de A™(L). Se L é algebricamente fechado e n > 2,
entdo qualquer hipersuperficie em A™(L} € um conjunio infinito.

Lembramos que um anel R é Noetheriano se, para toda cadeia
Lchc...cl,C...

de ideais em R, existe j com I; = I, para cada n > j: ou seja, se toda cadeia ascendente
de ideais em R é estociondric. Equivalentemente, R é Noetheriano se todo ideal em R é
gerado por um conjunto finito.

Proposigdo 1.3. (Teorema da Base de Hilbert)
Se R ¢ um anel Noetheriano, entdo o anel de polinémios R[X] também o é.

Uma prova construtiva para a proposicdo acima serd apresentada no Teorema 2.8 do préximo
capitulo.

Do Teorema da Base de Hilbert segue, por induggo, que K[X;,..., X,] é anel Noethe-
riano. Com isso, tem-se que V(I) é uma K-variedade algébrica afim, para todo ideal I de
K[X;,...,X,]. Verifica-se, entdo, que unides finitas e intersecoes quaisquer de K-variedades
algébricas afins em A"(L) sdo também K-variedades algébricas afins.

Assim, pode-se tomar as K-variedades como sendo os conjuntos fechados de uma topologia
em A™{L): a topologia de Zariski em A™{L) com relagio a K.

Considerando as variedades algébricas afins V' C A"™(L} com a topologia de Zariski
induzida de A™(L), chega-se ao resultado que garante a decomposicao de V' em componentes
irredutivels.

Definicao 1.4. Seju X um espago topoldgico. X € chamado irredutivel se para qualquer
decomposicdo da forma X = A; U As, com A; (i = 1,2) subconjunto fechado de X, tem-se
X = Ay ou X = A;. Uma componente irredutivel de X € um subconjunto irredutivel
mazimal de X.



Um espago topoldgico é dito ser Noetheriano se qualquer cadeia descendente de con-
juntos fechados de X é estaciondria. Do Teorema da Base de Hilbert segue, usando as
operacoes 7 e V, que toda variedade algébrica afim (munida da topologia de Zariski) é um
espaco topoldgico Noetheriano.

Proposicado 1.5. Seja X um espace lopoldgico Noetheriano. Entdo, X possui no mdrimo
uma guentidade finita de componentes irredutiveis, digamos, X1...., Xp.

Tem-se X = Xy U...UX,,, e neste representacdo nenhuma componente X; ¢é "supérflua™.

O Teorema dos Zeros de Hilbert deixa ainda mais estreita a ligac@o entre variedades
algébricas e ideals polinomiais, dando uma condigao necessaria e suficiente para a resolvi-
bilidade de um sistema de equacgbes algébricas.

Teorema 1.6. (Teorema dos Zeros de Hilbert)
Se L é um corpo algebricamente fechado ¢ I é um ideal de K[X;,...,X,], com I #
KiXy,..., X, entdgo V(I) # 0.

O resultado acima serd provado no Capitulo 2, Teorema 2.27.

Podemos, ainda, enuncii-lo da seguinte maneira: se L é algebricamente fechado, entio
a associacdo V ~— Z(V} define uma bijecao entre o conjunto de todas as K-variedades
V C A™(L) sobre o conjunto de todos os ideais T de K[X;,..., X,] tais que Rad(J) = I.
Para todo ideal I de K[Xy,...,X,], Rad(I}= Z(V(I}}.

Nota-se que as variedades irredutiveis correspondem-se com os ideais primos.

Definigdo 1.7. Para uma K -variedade V C A™{L}, o anel quociente K[Xy,..., X, /Z(V),
denotado por K[V, € chamado o anel de coordenadas de V.

Uma funcao polinomial em V é por definicdo uma funcdo polinomial de A®(L) em L, com
coeficientes em K, restrita a V. Assim, cada elemento de K[V] € identificado por uma
funciao polinomial em V. Para I ¢ K[V] e para W C V pode-se definir, naturalmente, o
conjunio de zeros Vi- (I} de [ em V e o ideal Ty (W) de W em K[V].

Considerando V C A™{L) uma K-variedade qualquer, verifica-se a versido mais geral do
Teorema dos Zeros de Hilbert, em K{V].

Spectrum de um Anel

Uma, variedade algébrica V em A™(K) é irredutivel se, e somente se, Z(V) é um ideal
primo de S. Se K ¢ algebricamente fechado entdo, usando as operagdes 7 e V, vemos que:
todo ideal radical I em S pode ser escrito de forma dnica como uma intersecao finita de
ideais primos [ = P, N...N B, com F; ¢ F; sempre que ¢ # 7; além disso, todo ideal
maximal de § é gerado por n polindmios X7 — a1,..., X, ~ @y, cOM ay....,a, € K, ou
seja, existe numa correspondéncia biunivoca entre os pontos de V' e os ideais maximais do
seu anel de coordenadas K[V

Tais resultados motivam uma generalizacio do conceito de variedades afins em um anel
comutativo gualquer, estreitando ainda mais a ligagdo do estudo da teoria de anéis com o
da geometria algébrica.



Definicao 1.8. Para um anel R, o spectrum de B, Spec(R), € definido pelo conjunto de
todos vs ideais primos F de R, P # R.

Se I ¢ um ideal de R, entdo o conjunto V(I) de todos os P € Spec(R) com P > 1 éo
conjunito de zeros de T em Spec{R). Um subconjunto A C Spec{R) é dito fechado se existe
um ideal I de R com A = V(I).

Os conjuntos V{I), com [ varrendo todo o conjunto dos ideais de R, formam os fechados
de uma topologia em Spec(R), a topologia de Zariski em Spec|R).

Se A é um subconjunto qualquer de Spec(R), o conjunto Z{A} interse¢do de todos os
primos P € A é o ideal de 4 em R.

Com a notagdo acima, tem-se um resultado analogo ao Teorema dos Zeros de Hilbert,
em um anel R qualguer: Para qualquer ideal I em R, Z(V(I)) = Rad{I). Os subcon-
juntos fechados de Spec{R)} correspondem-se bijetivamente com os ideais radicais de R, e
essa correspondéncia inverte o sentido das inclusées. Além disso, vs subconjuntos fechados
irredutiveis em Spec{R) correspondem-se com os ideais primos de R.

1.1.2 Variedades Algébricas Projetivas

O espaco projetivo n-dimensional sobre um corpo L, denotado por P*(L), é o conjunto de
todas as "retas” em L™ que passam pela origem.

Um ponto z € P™?(L) pode ser representado por uma (n -+ 1)-upla (z¢,z1,...,2,) #
(0,...,0) em L e (&p,2'1,...,2') € L™ define o mesmo ponto se, e somente se,
(0, 2'1,. . 2'n) = AMag,z1,....2,), para algum A € L, A # 0. Uma (n + 1l}-upla

Denota-se z == (zp 1 x1 7 ... Tp).

Definigao 1.9. Um subconjunto V de P™"(L) é uma K-variedade algébrica projetiva se
existemn polindmios homogéneos Fy, ... Fp em K{Xo, X1,..., Xy] tais que V € o conjunto

solucdo, em P™{L), do sisterma de equacdes

Uma das vantagens em trabalhar no espacgo projetive € a existéncia de resultados a
respeito da intersecio de variedades, mais fortes do que no caso afim.

Proposicao 1.10. Se L € algebricamente fechado e n > 2, entdo:

a) uma variedade linear de dimensdo d > 1 e uma hipersuperficie projetiva sempre tém
intersecio ndc-nula;

b) duas hipersuperficies projetivas sempre tém ponto em comum.

E conveniente recordar a definicao de um anel graduado.

Defini¢do 1.11. Uma graduagdo de um anel G € uma familia {Gi},cq (onde Z denota
o anel dos ndmeros inteiros) de subgrupos Gy do grupo (G.+) tal que

(i) G = @pezGr,

(it) G;.G; € Givy, para quaisquer i,j € Z.



G é chamado um anel graduado se ele é munido de uma graduacio {Gr},.z- Se Gx =0
para k < 0, G é chamado positivamente graduado. Os elementos de Gy séo os elementos
homogéneas de grau k de G. Se g € G é escrito como g = 3 ,cz 9k (9x € Gi), gr € chamado
a componente homogénea de grau k de g.

Dessa forma, vemos que qualquer anel polinomial G = R[X,..., X,,] sobre um anel R é

positivamente graduadoe. Os elementos homogéneos de grau £ sao os polindmios homogéneos

de grau k:
Y Paran XL X

)+ =k

Um ideal de um anel graduado é chamado ideal homogéneo se ele possui um conjunto
gerador formado apenas por elementos homogéneos. Assim, um ideal I em um anel graduado
G = @rczGr é homogéneo se, e somente se, | = @pez (I NGy).

Exatamente como no caso afim, para uma K-variedade projetiva V em P*{L), define-se
o ideal de V, Z(V) € K[Xp. X....,X,]. como sendo o conjunto de todos os polindémios
que se anulam em todos os pontos de V.. T{0) é, por definigao, o ideal (Xo, X1,..., Xn).
Se L é um corpo infinito, entdo Z(V') é sempre um ideal homogéneo com Z(V') = Rad{Z(V)).
O quociente K[Xg, X1,..., Xp!/Z{V}, denotado por K[V, é chamado anel de coordenadas
homogéneas (ou projetivas) de V. Esse anel é positivamente graduado e uma K-ilgebra
reduzida e Noetheriana.

Para gualquer ideal homogéneo I C K{Xp, X1, ..., X,]. 0 conjunto de zeros V{I} é definido
corno sendo o conjunto de todos os zeros comuns a todos os polinémios em [.

Unides finitas e intersecdes quaisquer de K-variedades projetivas em P7 (L) sdo ainda K-
variedades projetivas. Assim, as K-variedades projetivas sdo os fechados de uma topologia
em P"(L) (a K-topologia de Zariski).

Da mesma forma que no caso afim, toda K.variedade projetiva V. C P"(L) possui uma
decomposicao unica em componentes irredutiveis. Se L é urm corpo infinito, V é irredutivel
se e somente se Z(V') é um ideal primo (homogéneo) de K[Xg, X1,..., Xz].

E estabelecida uma bijecdo entre o conjunto das variedades projetivas e o conjunto dos
cones afins, do seguinte modo:

Para cada K-variedade projetiva V ¢ P"{L]} associa-se 0 seu cone afim V', definido pelo
conjunto de todos {zg, Z1,....2,) € APTI{L), que aparecem como sisternas de coordenadas

homogéneas de um ponto de V, acrescentado do ponto (0,...,0) de AT,

Com isso. observando que Z(V) = Z(V), chega-se ao Teorema dos Zeros de Hilbert para
0 caso projetivo:

Proposicdo 1.12. Se L € algebricoamenie fechado, entio: a aplicacdo V —— (V) define
uma bije¢do entre o conjunto de todas as K-variedades V ¢ P™L) sobre o conjunto de
todos os ideais homogéneos I C (Xo.....Xn) de K[ X, X;,..., X,)] tais gue Rad(I) =1. A
aplicacdo inversa € dado pela formacdo do conjunto de zeros.
Para todo ideal homogéneo I 2 K[Xy, X1,...,Xy] temos Rad(I) = Z(V(I)).

Além da ligagho, discutida acima, entre variedades projetivas e cones afins. o fecho
projetivo de uma variedade afim estabalece maior conexdo entre a geometria algébrica afim

e a projetiva.



Considere o mergulho de A™(L) em P"{L) que a cada ponte (z1,...,z,) em A™(L)

associa (1 : 21 ... o) € P*{L). Isso identifica A™ (L) com o complementar do hiperplano
Xg = 0, que é o chamado hiperplano no infinito, e seus pontos, os pontos ne infinito.

Definicio 1.13. Para toda K-variedade V. C A™(L), o fecho V C P*(L) de V na K-
topologia de P™(L) € chamado o fecho projetivo de V. Os pontos de V' \'V sde os pontos
no infintto de V.

Se V é uma K-variedade afim dada pelo sistema de equactes
F(Xy,...,Xn) =0 (i=1,....m).

entdo, para cada i, considere o polindémio F;' "homogeneizagao” de Fj:

2

FrXp ... X, ¥ XgegFiFi(é;_...,é;a)_
Se V* é o conjunto solugdo em P*(L) do sistema de equagbes homogéneas

Fi*(XU':""»Xﬁ)mO (z=1.m},
entdo V* MA™ML) =V. Dail, VNA™ML)=V.
Por outro lado, se uma K-variedade projetiva V' é definida pelas equacdes homogéneas

entdo V, 4 v A™(L) é a K-variedade afim definida pelos polinémios

(Dizemos que Fi(1, X1,...,X,) sio obtidos dos polinémios homogéneos F;( Xy, X7...., Xp)
através da "desomogeneizacio” com relacdo a Xg).

Assim, homogeneizando polinémiosem KXy, ..., X,]e desomogeneizando polindmios

em KXy, X1...., Xn] com relagdo a Xy, vemos que a K-topologia de A™(L) é a K-topologia

relativa de P™(L).

Notando que um subconjunto de um espaco topoldgico é irredutivel se, e somente se, seu
fecho o é, vemos que: Para qualquer variedade V em A™(L), V ¢ irredutivel se, e somente
se, seu fecho projetivo V' ¢é uma variedade irredutivel em P*(L). Se V =V, U...U V, é
a decomposicio de V em componentes irredutiveis, entdo V =V, U...U V,,, onde V; ¢ o
fecho projetivo de V;, é a decomposicio de V' em componentes irredutiveis.

Para qualquer variedade projetiva irredutivel V* ¢ P™(L) que nao estd inteiramente contida
no hiperplano no infinito Xg = 0, V* = V*.

Dessa forma, a aplicacdo V — V, que a cada K -variedade V C A™(L} associa seu fecho
projetive V. C P™(L), € uma bijegio do conjunto de todas as K-variedades afins ndo vazias
sobre o conjunto de todas as K-variedades projetivas que ndo possuem alguma de suas
componentes irredutiveis inteiramente contida no hiperplano no infinito.



Spectrum Homogéneo: Se B = @, R € um anel positivamente graduado, denotamos
P, £ por Ro. O spectrum homogéneo de R, Proj{R), é o conjunto de todos os ideais
primos homogéneos P de R tais que R. ¢ P; dizemos que Proj{R) é o conjunto dos ideais
primos relevantes de R.

Como Proj{R) C Spec(R), considera-se Proj{R) com a topologia relativa de Spec(R).
No caso em que R = K[V] para V uma K-variedade projetiva, da Proposicio 1.12 segue
que os ideais primos relevantes de R correspondem-se bijetivamente com as subvariedades
irredutiveis nao vazias de V.

1.2 Dimensao

A partir de um conceito mais geral de dimensao, serd apresentada uma medida natural para
o "tamanho” de uma variedade algébrica.

Nesta seco, ao se falar de uma K-variedade, o seu corpo de coordenadas L serd as-
suraido algebricamente fechado.

Definicdo 1.14. A dimensdo de Krull de um espaco topologico X # @, dim X, € o
supremo dos comprimentos n de todas as cadetas

XQCX}C...CXn (Xz.,ui?éXi)

dos subconjuntes ndo vazios X; C X fechados irredutiveis. SeY C X € fechado e irredutivel,
Y # 0, a codimensdo de Y, codimyxY, € o supremo de todas as cadetas da forma acima
com Xg =Y.
A dimensao de Krull de um anel R, dim R, é definida como sendo a dimensdo de Spec(R).
Ou seja, para R # {0}, dim R é o supremo dos comprimentos n de todas as cadeias de
ideais primos

PoCPLC...C Py {(Pis1 # Pi)

em Spec(R). A alture h(P) de P € Spec(R) € o supremo dos comprimentos de todas
as cadeias da forma acima com P = Pp. Pora um tdeal gualguer I # R, a altura h(I) é
definida como sendo o infimo das alturas dos divisores primos de I. Além disso, a dimensdo
do ideal I, dim I, € ¢ dimensdo do anel R/1T.

Observa-se que dim V' = dim K[V, para V C A™(L} uma K-variedade afim; e dimV =
dim Proj(K[V]), para uma K-variedade projetiva V C P*(L}. Logo, o estudo da dimensao
de variedades reduz-se ao estudo da dimensao de dlgebras finitamente geradas sobre corpos
(também chamadas dlgebras afins).

Teorema 1.15. (Lema da Normalizacdo de Noether)
Sejam A uma dlgebra afim sobre um corpe K, I C A um ideal, I # A. Ezistem nimeros
naturais & < d e elementos ¥y, ..., Ya € A tais que:

a) Y1,..., Yy € A sdo algebricamente independentes sobre K.
b) A € finitamente gerada como um KYi, ..., Yy]-mddulo.

C} IQK[YhYdl = (y—éﬁvl*}ii)

Se K ¢ infinito ¢ A = Klxy,....1,], entdo temos também

d} Parai=1,....8,Y; € da forma Y; = 377 _; ai;z;, com a;; € K.



Veremos uma prova computacional para ¢ teorema anterior no Capitulo 4.

Definigdo 1.16. Para uma K-dlgebra afim A # {0}, K[¥;,....Yy] € A ¢ uma Nor-
malizacdo de Noether se Yi,...,Y; sdo algebricamente independentes sobre K e A €
finitamente gerada como um K{Yi, ..., Y4]-médulo.

Do Teorema 1.15 e dos teoremas de Cohen-Seidenberg (Going-up e Going-down) seguem
importantes resultados sobre a dimensao de dlgebras afins e suas cadeias de ideals primos. O
mais forte deles: se K([Y1,..., Yy em A ¢ uma Normalizacdo de Noether, entdo dim A = d.

Tais resultados sao imediatamente aplicados no estudo da dimensio de variedades algébricas
afins e suas cadelas de subvariedades irredutiveis.

Proposicao 1.17. Parg tode K-variedede V C A™(L), tem-se:

a) dim V € independente da escolha do corpo de definicdo K.

b) dim V < n. E, dim V =n se e somente se V = A™{L).

c) Se todas as componentes irredutiveis de V tém a mesma dimensio e se W C V € uma
subvariedade irredutivel, W # @, entdo

dim Vo= dim W+ codirny W,

d) dimV =0 se, e somente se, V € um conjunto finito.

e) Suponha K[V fatorial, W CV, 0 # W # V. Todas as componentes irredutiveis de W
tém codimensdo 1 em V' se, e somente se, 0 ideal Ty (W) de W em K[V} € um ideal
principal.

Considerando o mergutho A®(L} — P"(L) dado na secio anterior e verificando que,
para cada K-variedade afim V' C A™{L), dimV = dimV, onde V' C P"(L) é o fecho
projetivo de V', os resultados sobre a dimensdo de variedades afins sfo carregados para
variedades projetivas.

Proposicao 1.18. Seja V uma K-variedade projetiva em P™(L).
a) dim V < n; olém disso, dim V = n se ¢ somente se V = P"(L).
by Se V. ATYH(L) é o cone afim de V, entdo

dim V =dim V + 1.
¢) dim V € independente da escolha do corpo de definicido K.

d) Se todas as componentes irredutiveis de V tém a mesma dimensdo e se W CV € uma
subvariedade trredutivel, entdo

dim V = dim W 4+ codimy W.

e) dim V = (0 se, e somente se, V possui somente um nimero finito de pontos.
£) V' é uma hipersuperficie em P™(L) se, e somente se, todas as suas componentes irre-
dutiveis tém codimensdo 1 em P (L},
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Capitulo 2

Bases de Grobner para Ideais
Polinomiais

Neste capitulo serdo estudados a ordenacdo entre os mondémios de um anel polinomial, o
algoritmo da divisdo generalizada e o conceito de base de Gréobner para um ideal, procurando
evidenciar seu cardter computacional através de suas propriedades basicas.
A teoria de bases de Grobner foi construida pelo matemadtico austriaco Bruno Buchberger,
em sua tese de doutorade de 1965 (o termo propriamente dito foi dado mais tarde, por
Buchberger, como uma homenagem ac seu orientador Wolfgang Grébner).

Como exemplos de aplicagées serdo tratadas, essencialmente, as cinco primeiras questdes
enunciadas na introducao desta dissertacio: o problema de decidir se um polindémio pertence
ou nao a um dado ideal; a resolucio de sistemas de equacdes algébricas; a implicitizacio de
um coniunto no espaco afim, dado parametricamente; o cilculo de intersecdes de ideais e
de ideais quociente; o fecho projetivo de uma variedade afim.

Aqui, § sempre denota o anel de polinémios K[X1,..., X, ] a n varidveis com coeficentes
no corpe K. Como S é um K-espago vetorial, chamaremos os elementos de K de escalares.

2.1 Mondémios e Ordenacao monomial

Como serd visto adiante, a idéia-chave das bases de Grébner é simplificar a abordagem
de qualguer questdo em S reduzindo-a a questdes relativas a mondmios. Escrevemos os
mondmios de § indentificando-os com as n-uplas de nimercs inteiros nao negativos. Se
a={o,...,0n) € Z%,, entdo denotaremos por X o mondémio X ... X2,

Um ideal gerado por tais monémios é chamado ideal monomial. Dados m € § e um
ideal monomial M C S qualquer, é trivial que: m € M se, e somente se, m é divisivel por
algum dos mondmios geradores de M.

As operagoes entre mondmios sao bem mais simples do que entre polindmios quaisquer;
por exemplo, o cdlculo imediato do mdrimo divisor comum e do minimo miltiplo comum:

s¢ 6 = (/817' . aﬁn): entéo,

MDC{X®, Xﬁ) — X;”m{alﬁl}X;nin{az,ﬁz} N X;nin{an,ﬁn}}
MMC(X®, X8) = xmesionfi} ymaslazbe}  ymes{an,fa}
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Tais operagoes si0 naturalmente estendidas para termos em S, isto €, para mondémios
multiplicados por escalares.

Teorema 2.1. (Lema de Dickson)

Um ideal monomial I = { X®|a € ACZ% ) em S pode ser escritc na forma
I o= (X‘I(l).:..,,Xa(S)); onde a(l),...,c(s) € A.

Em particular, I € finitamenie gerado.

Prova. (Por indugéo sobre o niimere n de varidveis.)
Sen=1,entdo I = (X®|a € A C Zsg). Se §é o menor elemento de A, entdo [ = (X#)
e, portanto, o teorema é vilido.

Suponha n > 1 e o teorema valido para n — 1. Tome Xi,...,Xp-1,Y como sendo as
varidveis; assim, os mondmios em K[Xi,..., X 1. Y] podem ser escritos na forma XY™,
com @ = (a1,...,Qp-1} Z’;gl em € Zxo.

Seja I  KX1...., Xn-1. YT um ideal monomial. Considere entdo J como sendo o ideal de

K[Xy,..., Xp—1] gerado pelos X tais que X*Y™ € I, para algum m > 0. (J ¢ a projecéo
de I sobre K[X1,....X,_1]). Da hipétese de inducio segue que J = (xedt) . xelsh
para certos X . X% em J.

Pela construcao de J, para cada X ali) existe m; > 0 tal que X alijymi ¢ I,

Seja M = maz{m; : 1 <i < s}; e tome X?Y? € T qualquer.

Se M < pentdo é claro que X2Y? ¢ (XYM | xeldyM),

Se 0 < p < M — 1, considere J, o ideal de K[X;,...,X,,_1] gerado pelos X% com X®¥7
em I. Da hipétese de inducdo, J, = (X, | Xoels2)), Logo, X? € J,, o que implica

i H

XPyr g (XooUYP, . X% (52)YP). Portanto, I ¢ gerado por

H

yaltiy M (i=1,....8)
o) yr (p=1,....M—-1) (G=1,...,5)
E dessa forma o teorema estd provado. .

Se J ¢ 8§ é um ideal monomial, entio o conjunto A de todos os mondmios que nio estio
em J formam uma base para o K-espago vetorial §/J. Como todo ideal monomial é descrito
por um cenjunto finito de mondémios geradores, é algoritmico verificar se um mondmio esta
em J: teste a divisibilidade por cada um dos mondmios geradores de J.

Se I é um ideal qualguer de S, veremos no Teorema 2.5 uma maneira similar para obter
uma base monomial de 5/7.

Observamos que no algoritmo da divisao entre polindmios de uma varidvel e no método
da eliminacio de Gauss, para resolver sistemas de equactes lineares, o ingrediente crucial
¢ a ordenacdo entre os termos; isso é suficiente para despertar a necessidade de ordenar
também os termos de 5.

Definigdo 2.2. Uma ordenacao monomial em § € qualquer relacdo > no conjunio dos
mondmios de S, ou equivalentemente em Z%;, satisfozendo as seguintes condigoes:

(i} > € uma ordenacdo total; h

(i7) se X® > X% ¢ X7 #1, entdo X®X7 > X9X7 > X8,
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Vale notar que qualquer ordem monomial em S ¢ Artiniana {todo subconjunto nio
vazio possul um menor elemento). De fato, se X é um conjunto qualquer de mondmios de
S, o Lema de Dickson garante que o ideal gerado por X possui um conjunte finito Y C
X de geradores. Dai, o menor elemento de Y serda o menor elemento de X, pois quaiguer
elemento de X é divisivel por algum elemento de Y.

Vejamos alguns exemplos importantes de ordens monomiais. Escrevendo os multiindices
a=(ar,....an) B=1{(F.....0,) consideramos os monbmios 1 = X® e v = X¥.

Ordem Lexicografica: u >, v se o; > [J; para o primeiro indice ¢ com oy # 5.

Ordem Lexicografica Homogénea: v >p.. v S

S oq = ol > 8 =30 5
ou
‘ai Jﬁfea’>ierﬁ

Ordem Lexicogréafica Homogénea Reversa: u >, v se

ler] > 18]
ou
lal = |8l e oy < B; para o ultimo indice 1 com oy # 5.
Notamos que nos trés exemplos X; > Xo > ... > X,,. A diferenca entre as ordens

lexicograficas homogénea e homogénea reversa estd em mondmios de mesmo grau total: a
primeira da maior " peso” a0 maior expoente da maior varidvel, enquanio a reversa da maior
"peso” ao menor expoente da menor varidvel. Por exemplo,

X1X3 >hiee X3, enquanto que, X7 >pppp X1 X3

Definicao 2.3. Fizada uma ordem monomial em S, para cada um de seus polindmios nao
nulos f =3 a X®, defintmos:

- o multigrau de f, multideg(f), é 0 maior a dentre aqueles em gue a, # 0;

- o mondmio principal de f ¢ MP(f) = Xmuitideg(/) .

- o coeficiente principal de f € CP(f) = tnmuitideg( f);

o termo principal de f é TP(f)=CP(f)- MP{f).

Observe que multideg(f - g) = multideg(f) + multideg(q), para quaisquer polinémios f, g
nao nulos.

Usando a notagioe acima epunciamos propriedades caracteristicas de lex, hlex e hrlex,

Proposigio 2.4.

a) Se TP, (f) € K Xm,....X,] para algum m, entio f € K[Xm,.... X,].

b} Se f € homogéneo e TPh;em( ) € K[ Xm,....Xn] para algum m, entao f € K{ X, ..., Xnl.
c) Se f é homogéneo e TPher(f} € (Xems- ... Xyn) para algum m, entdo f & (X ,...,Xn).
Prova. Direta das definigoes. O
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Para cada ideal I de S denotamos TP(I) = {TP(f} | } € I).

Teorema 2.5. (Macaulay) Sejo I wm ideal qualquer de S. Para toda ordem monomial
> em S, o conjunto A de todos os mondmios que ndo aparecem em TP(I) formam uma
K -base para S/I.

Prova. Para mostrar que A é K-linearmente independente, basta notar que se existisse uma

relacio
=3 Fku; €I, comwu; € 4, dois a dois distintos, 0 # &; € K,

entdo TP(f) &€ TP(I). ComoTP(f)éum dos kju;, e u; ndo aparece em TP(]}, chegariamos
a uma contradicio.

Para provar que a imagem de A em S/] gera o K-espaco vetorial §/7, suporemos o contrario.
Considere entdo o conjunto B, nao vazio, de todos os polinémios tais que: nio estiao em
I e suas imagens em S/J nio sfo K-combinacdes lineares das imagens dos mondmios de
A. Tome g € B com termo principal minimo. Se T'P{g) € A, entdo ¢~ T P{g) € B com
termo principal menor que g. Logo, T'P(g) € T'P(I), mas disso segue que existe h € [ com
TP{h) = TP(g}, chegando a g — h € B que também contraria a minimalidade de f. ]

2.2 Algoritmo da Divisao em S

Uma das operagdes basicas e mals importantes com polindmios de uma varidvel é a " divisdo
com resto”: dados polindmios f e g # 0. um algoritmo fornece uma expressiao da forma
f=qg+r, comdeg(f} = deg(qg) e deglr) < deg{g) {ou r = 0), onde 0 resto da divisGo r é
{inico. Estenderemos essa operacao para polindémios de vérias varidveis.

Teorema 2.6. {Algoritmo da Divisdo Generalizada)
Fizada wma ordem monomial > em S, para toda F = [fi,...,fs s-upla ordenada de
polinémios em S, cade f € § pode ser escrito como

f=ah+. . +gfs+r

com g; € S, er € S tal que: v = 0 ou nenhum dos seus monémios estd no ideal

(TP(f1).....TPf)).
Dizemos que r € o resto do divisdo de [ por F.

Além disso, se q;f; # 0, entdo multideg{f) > multideg(q; f;].

Prova. Existe um algoritmo para a obtencao de tais g1, ..., ¢s. 7
ENTRADA: fi,....fs, f

g;:=0paracadai=1,...,8 r=0
p=7
ENQUANTO p # 0 faca

1:=1
ocorredivisde = falso
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ENQUANTO ¢ < s e ocorredivisdo = falso faga
SE TP(f;) divide TP(p) ENTAO

. TP
g iz%‘rﬁ%%

v TP{p)
pi=p = gegy fi

ocorredivisdo = verdadeiro
CASO CONTRARIO ¢ =1+ 1
SE ocorredivisdo = falso ENTAQO
r:=r+TP{p)

p—TP(p)

yL

Como o multideg{p) decresce estritamente em cada um dos passos, o fato de > ser Artini-
ana garante que necessariamente deve aparecer p = () e, assim, 0 algoritmo termina.
Observando a construcao das varidveis qi,...,q,,r no algoritmo, fica claro que elas satis-

fazem a eguagao

fZQ1fl+'--+Qst+7"

Além disso, como todos os termos de ¢; sdo da forma g: g{??), para algum valor da varidvel

p, e TP(p) < TP(f) em todos os estdgios, vé-se que multideg(g; f;) < multideg(f) sempre
que g f; # 0. =

Em K[Xi], a unicidade do resto no algoritmo da divisio permite resolver ¢ problema
da pertinéncia de um dado polindmio a um certo ideal. Apenas com o algoritmo anterior,
tal problema ainda nao esta resolvido em S, pois 7 ndo é necessariamente tinico (fixada nma
ordem monomial, ele depende da ordenagdo da s-upla de divisores). Obviamente, r = ( é

seguir.

Exemplo 2.7. Considere fi = XY ~1, fa=X?+1ef=X’Y +Y em K[X,Y] com a
ordem lex X > Y. Pergunta: f € (f1, f2)¥
Dividindo f pelo par ordenado F = [fi, f2], 0 resultado é a expresséo

f=X-+0-fo+{X+Y).

Apesar do resto r == X + Y obtido nessa divisZo ser diferente de zero, quando reordenamos
os polindmios divisores fazendo F = {fs, f1], obtemos

f=0f1+Yf2+0
donde segue que f € (f1, fa).

Como veremos na proxima secao , esse " defeito” do algoritmo da divisdo em S é reparado
quando a divisdo é feita por bases de Grébuer.



2.3 Bases de Grobner

Teorema 2.8. {Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I de S € finitamente gerado.

Prova. Se I = {0}, I = {0). Fixe uma ordem monomial. Se / contém um polindémio nao
nulo, entdo considere o ideal TP{I). Do Lema de Dickson segue a existénciade gy, ..., €
tais que TP(I) = (TP(g1),....TP(g:)). Seja f um elemento qualquer de [. Dividindo f
pelat-upla g, ... . Gi): obtemos f = qrg1+.. 4@ tre entao, r = f—{(qg1+. .. Fqq) € 1.
Ser#0,TP(r) e TP(I) = (TP(g1).....TP(g)). o que implica TP(r) divisivel por algum

T P{g;), contrariande as propriedades do resto da divisdo. Logo, r = 0. Donde segue que
m(gl,...,ga). o

O conjunto de geradores dado ra demonstragiio anterior é justamente o que chamamos
de base de Gribner.

Definigio 2.9. Fizada uma ordem monomial em S, um subconjunto finito G = {g1,..., ¢:}
de um ideal I de S € chamado uma base de Grdébner para I se

TP(I) = (TP(g))..... TP(gs))-

Corolario 2.10. Fizada uma ordem monomial, todo ideal I de S, I # (0), possui uma
base de Grobner. Além disso, gualquer bose de Grébner ¢ um conjunto gerador de I.

Prova. Imediata da demonsiragio do Teorema 2.8, O

Vejamos uma boa propriedade das bases de Grobner com relacdo ao algoritimo da di-
VIS20.

Proposicao 2.11. Sejam G = {g1,...,4:} wna base de Grébner para um ideal I de S
{firada uma ordem monomial ) e f € §. Entdo, existe um tnico r em S tal que:

(i) Nenhum termo de r € diwisivel por algum dos TP{g,)....,TP{g;).

(14) Eziste g€ I com f=g+r.

Prova. A existéncia segue do algoritmo da divisdo. Para provar a unicidade, considere ri, o
satisfazendo as condicOes da proposigdo; por {ii), temos que vy — 9 € I. Ser; — 1y # 0
entdo TP(r; — re) € TP(I) e, como G é uma base de Grobner, isso implica TP(r; — 1)
divisivel por pelo menos um dos TP(g;), contrariando a condigio (i). Portanto, r1 —ro = 0.

|

Dessa forma, vemos que o resto da divisao de f por G ndo depende da ordenacao da
t-upla G {nem da ordem monomial adotada).

Corolario 2.12. Sejam G = {g1,...,q:} uma base de Grobner parac um ideal T de S

(fizada uma ordem monomial qualquer) e f € §. Entdo, para gualquer ordenacdo da lista
de elementos de G, temos: [ € I se, e somente se, o resto de divisdo de [ por G € zero.
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2.4 Algoritmo de Buchberger

Seguimos agora para 0 estudo de um algoritmo que calcula bases de Grobner. Para isso,
discutiremos as condig¢bes para gue um dado conjunto gerador {gi,...,g:+ de um ideal /
em S seja uma tal base.

Pela definigdo, o que pode impedi-lo é a ocorréncia de combinagdes lineares dos g;, com
coeficientes polinomiais, cujos termos principals no sdo divisiveis por pelo menos um dos
TP{g;). Uma maneira disso acontecer é se os termos principais em uma combinagio do tipo

aXg; ~ bXﬁgj el
cancelam-se, deixando apenas termos menores.

Definigao 2.13. Pare {g1..... gt} C S escreveremos, para cada par i,7j:

s = MMC(MP(g:), MP(g;))
? TP(g;)

iy = Ugifi — Ui G5
Tals ¢;;, chamados s-polindmios, sdo construidos para produzir cancelamentos de termos

principais. Na verdade, o resultado a seguir mostra que todo cancelamento dos termos
principais entre polindmios de mesmo multigrau vém de cancelamentos desse tipo.

Lema 2.14. Considere uma soma da forma Y.\ ¢;X%*Wg; com ¢; escalores e ali) +
multideg{g;) = d sempre gque ¢; £ 0. Se essa soma fem multigrau < §, entdo existem
escalares cjp tais que

t
: e
doaX W= X0 oy,
i=1 J<k

onde X"k = MMC(MP(g;), MP{g;)). Além disso, cada X5°'7’J'k0jk tem multigrau < 4.

Prova. Sejaj d; = CP(g;); entio ¢;d; = CP{¢; XMW g;). Como, por hipdtese, ¢ multigrau de
cada ¢; X g; € igual a ¢, e o multigrau da soma ngz X ‘*(i)gi é estritamente menor do
que &, temos 3 d; = 0.

ch(i} .

Defina p; := 7 (CP{p;) = 1). Considere entio:

Zf:z CiXQ(é}Qz‘ = ngl cidip; =
= e1di(p1 ~ pa) + (e1d1 + coda}(po ~ p3) + ... +

+ {cady + g di 1 ) (-1 — pe) +{ards + ..+ adi)py (1)

Seja d; X% = TP(g;). Por hipétese, a(i} + 8(i) = 4. Logo, MP(g;) divide X¢, para
todo 4, 0 que implica MMC(MP(g;), MP(gy)) := X7 divide X? para todo j, k. Assim,
chegamos a:

Gy _ XS xet)
X0 Mo = Sg—g; — S50k = Pi — Pk (2)
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Substituindo (2) em (1). e lembrando que ¥, ¢;d; = 0, obtemos a soma desejada. Como
P4, P tém multigran d e coeficientes principais iguais a 1, p; —pp = X 0=k 74 tem multigrau
estritamente menor que 4. n

Com a notacfo anterior, temos:

Teorema 2.15. (Critério de Buchberger)
O conjunto gerador G = {g1,...,q:} do ideal I € uma base de Grébner se, e sommente se,

para todos os pares i < j, o resto da divisido de o;; por G {listedos em alguma ordem) &
igual a zero.

Prova. (=) Se G é uma base de Grobner entdo, como oy; € [, o resto na divisdo por G €
zero, pelo Coroléario 2.12.
(<) Seja f € I = (g1,---, ) um polindmio ndo nulo. Precisamos mostrar que TP(f) esta

Considere todas as formas possiveis para escrever f = St h;g;, com h; € S. Para cada
uma dessas expressoes, seja § = maz{m{i) | ¢ = 1,...,t}, onde m(i) := multideg(hig;).
Assim, multideg(f) < J. Escolha a expressio para f tal que § seja minimo.

Se mostrarmos que multideg(f) = J o teorema estd provado, pois § é igual a multideg(h;g;),
para algum .

Suponha entio que multideg{f) < 4. Vamos escrever f da seguinte maneira:

= Tma=s BiGi + Lmyes higi =
= 2y TP G+ Lomppy=s (i — TP(hi))gi + Lniys hidhi (3)

Todos os mondmios que aparecem nas segunda e terceira somas da segunda linha tém
multigrau < 4. Logo, a suposicac de multideg(f) < ¢ significa que a primeira soma também
tem multigrau < §. Dessa forma, estamos nas condi¢des do Lema 2.14, donde segue que

Yomgiy=s TP )G = 25k i X0 ko iy, (4)
onde ¢ € K e X% = MMC(MP(g;}, M P{g)).
Como o resto da divisdo de o por g1,...,g; € zero, cada ok pode ser escrito na forma

i
{jk
T = Z%j] )91
=51
(ik

onde ¢ 'eSe multideg(qgjk)gi) < multideg{o ).
Muitiplicamos essa expressao por X #=%k para obter

t
e . (ik
Xé f']ko—jk — § pEJ )g“
i=1

com pz(-jk} = X0k q,gjk}. Entao, multideg(pgjk)gi) < multideg(X‘s"ﬁkdjk) < 0§ (essa tltima
desigualdade ¢ dada pelo Lema 2.14).
UUsando a igualdade anterior na equacio (4), chegamos a uma expressao da forma

> TP(hi)gi=) Hig,
i

m{i)=4
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com multideg{h';g;) < 9.
Dai, substituindo em (3}, obtemos

f= Zhlzgv‘}' Z h _TP(}?’)QZ Z hii.

m{iy=4 m{i)<§

Assim, encontrainos uma expressao para f como combinacio dos g; em que todos os termos
tém multigrau < §, ¢ que contraria a minimalidade de ¢é. C

Com o dispositivo dado pelo Teorema 2.15 chegamos ao Algoritmo de Buchberger,
que é considerado o alicerce da geometria algébrica computacional:

Teorema 2.16. Seja [ = (fi,..., fs} 5 {0} um ideal em S. Entdo, uma base de Gribner
para I pode ser construtde, em um numero fintto de passos, pelo algoritmo a seguir:

ENTRADA: F={f1,....fs}
SAIDA: uma base de Gribner G = {g),...,g:} para I com F C G

G:=F
REPITA
G'=G
PARA cade par i # j em G' FAGA
h := o resto da divisdo de o;; por G/
SE h # 0 ENTAO G =G U {A}
ATEQUEG =G

Prova. O Teorema 2.15 garanie que o conjunto fornecido ao final desse procedimento é
de fato uma base de Groébner para . Como o ideal gerado pelos termos principais de
g1, ---.g; estd estritamente contido no ideal gerado pelos termos principails de g1,..., g A,
esse processo necessariamente termina apos finitos passos. o

A versdo do Algoritmo de Buchberger que apresentamos € bastante rudimentar, mas é
suficiente para entender o seu funcionamento.

Observe gue a base de Grébner calculada é maior do que o necessirio, contendo
polindmios "supérfluos”. Para G uma base de Grobner de um ideal I, se p € G é tal
que TP{p) € (TP{G\ {p})), entdo é claro que G \ {p} serd também uma base de Grébner
para I, e portanto podemos descartar p.

Definicdo 2.17. Uma base de Grobner minimal para um ideal polinomial I € uma base
de Grobner (3 para 1 com as seguinies propriedades:

(i) CP({p) =1 para tedo p € G,

(ii) Wp € G. TP(p) € (TP(G \ {p})).

Infelizmente, um ideal pode ter vérias bases de Grébner minimais. Contudo, a unicidade
é garantida se acrescentarmos condigoes mais fortes.

19



Definicdo 2.18. Uma base de Grobner reduzida para um ideal polinomial I € uma
base de Grébner G para I com as sequintes propriedades:

(1) CP(p) =1 para todo p & G;

(i1) ¥p € G, nenhum mondmio de p estda em (TP{G\ {p})).

Proposicao 2.19. Sejo [ 3 0 um ideal em S. Enido, firada uma ordem monomial, I tem
uma unica base de Grébner reduzida.

Prova. Seja (¢ uma base de Grébner minimal para 1. Dizemos que g € G € reduzido para
(i se nenhum de seus mondmios estd em (TP(G\ {g})). Assim. uma base de Grobner é
reduzida se todos os seus elementos sdo reduzidos.

Vale observar que se um elemento é reduzido para uma base de Grébner minimal de 7, o
sera também para gualquer outra que tenha os mesmos termos principais.

Tome g € G, defina § como sendo o resto da divisdo de g por G\{g} e faca G = (G\{g})U{F}.
Note que, devido & propriedade (i) de base de Grébner minimal, na divisao de g por
G\ {g}, TP{g) necessariamente vai para o resto; logo, TP{§) = TF(g). implicando que
TP(G) = TP(G). Claramente G C I, entdo vemos que G é uma base de Grobner para I,
e a minimalidade continua. Pela construcio, § € reduzido em G.

Se repitirmos o processo acima para um elemento de G. e assim sucessivamente, obteremos
uma base de Grobner em que todos os elementos sdo reduzidos. A base de Grobner pode
mudar na vez em que cada um dos elementos entra no processo, mas a observagio feita
anteriormente mostra gue uma vez que o elemento fol reduzido, contunuard sendo, ja que
0s termos principais ndc mudam. Dessa forma, obtemos uma base de Grobner reduszida
para J.

Para moestrar a unicidade, suponha gue G e H sejam bases de Grébner reduzidas para I.
Em particular, G e H sio bases de Grébner minimais. Se g € G entéo existe h € H tal
que T'P(g} é multiplo de TP(h); e, por sus vez, existe ¢ € G tal que TP(h) é multiplo
de TP(g'}; logo, TP(g) é miltiplo de TP{g’). Como G é minimal, temos necessariamente
g =g. Assim, TP(g) ¢ miltiplo de TP(h) e vice-versa (ambos com coeficiente 1), logo
TP(g) = TP(h). Repetindo o mesmo argumento tomando elementos de F, concluimos que
G e H possuem exatamente os mesmos termos principais, ou seja, TP(G) = TP(H).
Agora, se g € G e h € H 830 tais que TP(g) = TP(h), mostraremos que g == i e, portanto,
a proposi¢io estard provada.

Dividinde g — k por 7 encontramos resto r = (0, jd que g — h £ . Notamos que ocorre um
cancelamento dos termos principals em g — © e 08 tertnos restantes ndo siao divisiveis por
qualquer um dos TP(G) = TP{H), pois G e H sho reduzidas. Isso mostra que 7 = g — h,
dai, g~ h=0. o

Uma conseqiiéncia da unicidade dada pela proposicio acima € um algoritmo para a
igualdade de dois ideais, ou seja, um algoritmo que permite identificar se dados conjuntos
de polinémios geram ou nao o mesmo ideal: fixada uma ordem monomial, os ideais gerados
sao iguals se, e somente se, eles tém a mesma base de Grobner reduzida.
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2.5 Teoria da Eliminacao

Bases de Grobner podem ser utilizadas como método computacional na resolugio de sis-
temas de equacdes polinomiais quaisquer. Esse método é similar ao de Gauss para sistemas

Hineares.

Definicdo 2.20. Dado I = (fi,..., fs) € 8, o k-ésimo ideal de eliminagio de I € o

ideal de K[Xp+1,...,Xn] definido por
fkﬂIﬂKEXk+1,...,Xn].

De forma imediata e excelente, as bases de Grobner determinam os elementos de Ii.

Teorema 2.21. (Teorema da Eliminacio)
Seja I ¢ 8§ um ideal ¢ seja G uma base de Grébner para I, com relagdo & ordem lex
X1 > ...> X, Entdo, pera cada 0 < k < n, o conjunio

Gy HGQK[_X;{+1....7X7L}

é uma base de Grébner de I,

Prova. {Observe que Gy, = i se, e somente se , I = 0.) Fixe k£ entre 0 e n
e suponha G = {g;,...,gt}. Reenumerando quando necessdrio, podemos assumir gue
usaremos ¢ critério de Buchberger.
Inicialmente, observamos que para gualquer polindémio em [, o resto de sua divisdo por G
¢ zero, ja que G € base de Grébner. E mais: como gy, ..., 6 possuem termos envolvendo
{efetivamente) uma das varidveis X;,..., X, e adotamos a ordem lex com X > ... > X,
seus termos principais devem envolver uma das varidveis Xy, ..., Xy e, portanto, sio maiores
que qualquer mondmio de KX, ;... X,].
Seia f € I, ¢ I qualguer. Das observacoes que fizemos segue, efetuando a divisdo de f por
G, que:

f=hg+. . +hgs+0-ger1+...+0-g:+0.

Dessa forma, notamos que dividir qualguer polinémio em I, por G é o mesmo que dividi-lo
por Gg.

Para cada 1 < 7 < 7 < s, 055 € I;; e, entdo, o resto da divisao de oy; por Gy é igual ao
resto da divisdo de o;; por G, que por sua vez, € igual a zero. Usando o Teorema 2.15,
ENCerramos a prova. 0

O teorema da Eliminacio mostra gue uma base de Grébner com relacio & ordem lex
elimina a primeira varidvel, as duas primeiras varidveis, as trés primeiras, e assim por diante,
Esse fato terd diversas aplicagtes como exemplificaremos no final deste capitulo.

Estudando um método que permita resolver sistemas de equacgdes polinomiais gquaisquer
de forma similar ao da eliminacZo de Gauss para sistemas lineares, temos preocupagao com
duas etapas:

1) Eliminac¢do: eliminar sucessivamente as varidveis, chegando assim a equacdes mais sim-
ples;

2) Extensdo: resolvida a equagdo com menos varidveis, ou seja, obtida uma solucdo parcial,
estendé-la a uma solugdo completa do sistema original.
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O teorema a seguir dd condigdes para essa segunda etapa do método. E suficiente nos
concentrarmos na primeira varidvel.

A partir deste ponto, usaremos a notagic introduzida no Capitule 1 e, por simplicidade
de exposicdo, assumimos L = K.

Teorema 2.22. {Teorema da Extensio)
Assumindo K um corpo algebricamente fechado, sejam I = {f1,....fs) ideal de § e 17 o

seu primeiro ideal de eliminagdo. Para cada 1 <1 < s, escreve f; na forma

fi=a(Xe, ..., X)X 4+ termos com grau < N, em X1,

Prova. A demonstracio baseia-se na teoria cldssica de resultantes, presente em livros-textos
de introducio 4 Algebra. Tendo em vista o nosso contexto, optamos por nio apresenti-la
aqui, indicando a exposicdo de Cox e O’Shea [2] para os detalhes. o

Coroldrio 2.23. Sejo I = (f1,...,f5) C 8. com K algebricamente fechado, e suponha que
pare algum i, f; € da forma

fi= cX;‘N-é- termos com grau < N em Xy,

onde ¢ € K € diferente de zero e N > 0. Se I € o primeiro ideal de eliminacdo de I e
{ag,...,an) € V(I), entdo existe o) € K tal que (a1,as,...,a,) € V(I).

Veremos agora uma interpretagdo geométrica para os dois teoremas anteriores. A idéia-
chave consiste no fato de um ideal de eliminacdo corresponder a uma projecio de uma
variedade, sobre um subespago de dimensio menor.

Seja V = V{f1,....fs) € K™ uma variedade algébrica afim quaiquer. Vale lembrar que
determinar os pontos de V' € resolver o sistema de equagdes polinomiais f; = ... = f, = (.
A eliminacdo das & primeiras varidveis em I = (f1,..., fs) relaciona-se com a eliminacao
das k primeiras coordenadas das n-uplas de V', como mostra o lema a seguir.

Lema 2.24. Com a netagde anlerior, seja I, o k-ésimo ideal de eliminecie de I. Considere
a projegao sobre as n — k wltimas coordenadas,

7pt K — K™K, (@1, .y an) = (Gksts---:Gn)e

Entdo, em K™%, temos (V) C V(I}).

Prova. Se (ag.i.....an) € (V) entdo (a1,...,ax, @pyr,...,a,) € V, paracertos aq,...,ax
em K. Paracada f € Iy C I, fla1,...,a,) = 0. Além disso, como f envolve apenas
as varidveis Xg4i1,...,Xn, podemos escrever f{agt1,...,0n) = fla1,...,a,) = 0. Logo,
(Qk+15---50n) € V(). O
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Ora. os pontos de V() sdo exatamente agueles que chamamos de solugdes parcials.
Usando o lema anterior, podemos entao dizer que:

(V) ={ (Ggt1,-- . an) EV(I) 1 Far,...,a € K com (a1,...,a,) €V }.

Ou ainda, 7 (V) € o conjunto de solugbes parciais que podem ser estendidas a solugdes
completas.

Teorema 2.25. (K algebricamente fechado.) Dado V = V(f1,..., fs) C K", seja g; como

no Teorema 2.22. Se Iy € o primeiro ideal de eliminagdo de I = (f1,...,fs) C S entdo
temos o seguinte igualdade, em K" 1:

V(L) =m(V)U(Vig,....g:) N V(L))
onde w1 K™ — K™ ¢ a projecio sobre as dltimas n — 1 coordenadas.

Prove. Uma inclusdo é 6bvia, pelo Lema 2.24. Para mostrar a outra, se {as....,an) € V(I1),
com (ag,...,an) & V(g1,....¢s), entio segue do Teorema 2.22 que {a9,...,a,) € m (V). O

Temos uma versiao geomsétrica para o Coroldrio 2.23:

Coroldrio 2.26. {K algebricamente fechado) Seja V = V(f1,....[s) C K" e suponha que,
para algum ¢, f; € da forma

Fi = XN+ termos com grau < N em X,

onde ¢ € K € ndo nulo e N > 0. Se I} € o primeiro ideal de eliminagdo para I = (f1,..., fs)
em S entdo, em K"},
7 (V) = V{1,

onde 11 € a projecdo nos dltimas n — 1 coordenadas.

O Teorema do Fecho d& uma relacio precisa entre (V) e V(Ii): V(I) é o fecho
de Zariski de mp(V), em K™% A prova desse teorema, assim como a de indmeros outros
resultados em Geometria Algébrica {ver Capitulo 1), segue do Teorema dos Zeros de Hilbert.

Teorema dos Zeros de Hilbert

Teorema 2.27. Se K € um corpo slgebricamente fechado ¢ I € um ideal de K[ X, ..., X,]
com V(I) =0, entdo I = K[X;,...,X,].

Prova. Por inducgio sobre o nimero n de varidveis.

Para n = 1 é imediato, j& que KATX,] é dominio de ideais principais e K é algebricamente
fechado.

Suponha (hipétese de indugio) que o teorema € valido para anéis polinomials em n — 1
varidveis. Seja l = (f1,..., fs) um ideal qualquer de K[X,,..., X, com V(I) = §. Podemos

assumir que ¢ grau total de f; é N > 1, pois do confrario nao haveria nada a provar.
Considere agora a seguinte mudanga linear de varidveis:
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X1 =Y
Xo = Yo +a};

Xo=Ynta, Y.

onde os escalares aq, ..., a, ainda serao determinados.

Com isso, obtemos:
fi(Xla'”:Xn) == fi(}/hYQ ":'Q?Y}}‘..,Yn"%“anyn) =

Como K é por hipdtese algebricamente fechado, em particular ele é infinito; entdo podemos
escolther ag, ..., an tais que c(asz,...,a,) 3 0.

Com esse argumento, podemos assumir que f; tem a forma
fi = X1V + termos com grau < N em X,

onde ¢ é um escalar nao nulo. Desse modo estamos nas condi¢des do Coroldrio 2.26, donde
segue que: se I} = I NK[Xy. ..., X,] entdo m(V(I)) = V(I3), em K""1,

Como V(I) = 0, chegamos a V(I;) = m(0) = 0; o que implica, pela hipdtese de inducao,
que I} = K[Xs,..., X, Portanto, 1 € I, C I e o teorema estd provado. g

Observamos que {1} ¢é a (inica} base de Grébner reduzida para K[X), ..., X,], adotan-
do qualguer ordem monomial. Com o teorema anterior, obtemos um algoritmo para a
consisténcia, ou seja, para a questdo da resolvibilidade de um dado sistema de equacoes
polinomiais, quando K ¢ algebricamente fechado: Dados f; = ... = f, = 0, onde os fg-’ 3
sdo polinémios em K[Xi....,X,], calcule uma base de Grobner reduzida G para o ideal

{f1,...,fs). Se G = {1} o sistema ndo tem solugido em K". Se G # {1}, f1,..., fs devem
fer zeros comuns. '

Teorema 2.28. (Teorema dos Zeros de Hilbert)
Se o corpo K € algebricamente fechado entdo, para todo ideal I em S = K[X1,...,X;],
Z(V(I)) = Rad(I}.

Prova. A inclusdo Z{V{I}) D Rad(I) segue direta das operacdes Z, V e Rad.
Para provar a inclusdo contraria, seja f um elemento qualquer de Z(V{I}}. Tome um
conjunto gerador {f1.....fs} C 5 de I e considere o ideal

JZ(fl*?fSal‘"Yf)CSEY]

Afirmamos que V(J} = (. Para justificar essa afirmacio, seja (a1,...,an+1) um elemento
quaiquer de K7™+

tltima varidvel, teremos f(ai,...,an,n+1) = 0 e portanto (1 — Y fY{ay, ..., 0n, Gns1) # 0.
Se (az,--.,an) & V(I) entdo fi(as,. .. ,an) # 0, para algum . Dai, como os f; ndo dependem
da dltima varidvel, fi(ay....,an, Gney) 5 0.

Assim. em qualquer dos casos possivels, (a;,...,an, Gne1) D80 é um zero comum para J e,
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portanto, V(J) = @.
Do Teorema 2.27 segue que 1 € J. Isto é,

1:ZPE(X1*-‘XT?Y‘) fl—%—g(XA """ X ny)(imyf)‘
=1

para certos p;, g € SY.

Agora faga ¥ = M Entio a relaciio acima implica que

k3

]mZpi(Xl,---:Xnaz/f)'fi

=1

Multiplicando os dois lados dessa igualdade por f%, com N suficientemente grande para
cancelar todos os denominadores, chegamos a uma expressao

fNﬁ“wZAz"fi;

para certos polinémios 4; € S. Donde segue que f € Rad([). r
Voltemos agora ac Teorema do Fecho.

Lema 2.29. Se Z ¢ K", entdo V(I(Z)) ¢ a menor variedade algébrica afim (com relacdo
¢ inclusdo) contendo Z.

Prova. Seja W ¢ K7 uma variedade afim contendo Z; entdo Z(W) < Z(Z) e, portanto,
W = V(Z(W)} > V(I(Z)). ™

Teorema 2.30. Assumindo K algebricamente fechado, sejam V' a variedade V{f1,..., fs}
em K* e m, : K" — KnFk g projecdo sobre as wltimas n — & coordenadas.

Se Iy = {f1,.., fs) N K[ Xps1,..., Xy, entdo V{I,) é o fecho de mp(V) em K™%, com
relagdo & topologia de Zariski.

Prova. Usando o Lema 2.24, temos mp(V) C V(I;); e entdo o Lema 2.29 garante que
V(1) 2 V(Z(mp(V))), restando provar a inclusio contraria.
Se f € Z{rp(V)) € KiXkx1,...,Xp] entdo flagpr,- .., an) = 0, para todo {ap.1,....0,)

em 7(V'). Considerado como um elemento de S, certamente f(aq,...,a,) = 0, para todo
(al,...,an)EV. )
Pelo Teorema 2.28, existe algum natural N tal que f¥ € (f1,..., fs). Como f nio depende

de Xi,...,Xg, fV também nio depende e entdo temos f¥ & Iy. Logo, f € Rad(l:).
Dessa forma, mostramos que T{mx(V)} C Rad(l}), donde segue que V(I(7;(V)}) contém
V(Red(ly)) = V(). ]



2.6 Primeiras Aplicagoes

Encerramos este capitulo, dando respostas algoritmicas para algumas questdes sobre ideais
polinomiais e variedades algébricas. Com isso, comegamos a demonstrar o cardter computa-
cional das bases de Grobner e o seu potencial de aplicagdes.

Pertinéncia a um Ideal

Dados I = (f1,.... fs) ideal e f polinémio em S. Determinar uma base para o K-espago
vetorial S§/I. Calcular o imagem de f em S5/I em termos dessa base. Se f € I, calcular
uma expressao para | como combinacdo linear dos geradores fi, ..., fs, com coeficientes em
S. Como decidir se f € Rad(I)?

A primeira parte do problema é resolvida pelo Teorema 2.5 e o algoritmo da divisao:
escolha uma ordem moromial em §: entrando com os geradores fy, ..., f. calcule uma base

de Grobner G = {g1.....¢:} para o ideal J. O conjunto dos mondmios que nao estdo em
TP{I), ou seja, que nio sao divisiveis por algum dos T F(g;), formam uma base para S/J.

Para calcular a imagem de f em S/I: efetue a divisdo de f por &&. Como todos os
termos do resto r nac sdo divisiveis por algum dos TP(g;) e f —r € I, r é justamenie a
unica expressio da imagem de f em termos daquela base.

Se f € I, o processo de divisdo de f pela base de Grdbner & exibird f como combinacio
dos g;, pois o resto é zero. Por outro lado, o algoritmo de Buchberger produziu os g
como combinacio dos f;. Entéo, substituindo uma combinagio na outra, obtemos f como
combinacdo linear dos geradores originais f;.

Finalmente, daremos um algoritmo para decidir se o dado polindmio f estd ou ndo no
radical de I, Rad(I}.

Prova. Das equacbes na prova do Teorema 2.28, vemos que 1 € J implica f € Rad(I}. Por
outro lado, suponha que f € Rad(I), entiio f¥ € I C J para algum N. Como 1 -V f
também estd em J, temos que

1 mYNfN%-(leNfN) ZYNfN-E-(l—~Yf)‘(1*’?*Yf""+"...~é—YN‘1fN—1) e
F assim a prova estd completa. m

Com o algoritmo da consisténcia (Teorema 2.27) e a proposigdo acima, chegamos ime-
diatamente ao algoritmo da pertinéncia ao radical: adotando uma ordem monomial
qualquer em S[Y], calcule a base de Grébner reduzida para o ideal (f1,..., fs, 1 =Y f). Se
o resultado for {1}, entdo f € Rad(l}. Caso contrdrio, f & Rad(I).

Apesar de nao apresentd-lo nesta dissertagio, é vilido citar a existéncia de um algo-
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ritmo para calcular os geradores do radical de um dado ideal, trabalho de Eisenbud, Huneke
e Vasconcelos [4]. Tal algoritmo j& encontra-se implementado no sistema computacional
algébrico Macaulay.

Resolver Sistemas de Equacdes Polinomiais

Dado um sisterma de egquacdes polinomiais em 5

Encontrar seu conjunte solugdo {de zeros comuns) em K™. Ou, equivalentemente, determi-
nar os pontos de V{f1,.... fs).

Adote a ordem lex com X; > ... > X, e calcule uma base de Grobner G = {g1,..., ¢}
para o ideal I = (f1,--., fs).

Pelo teorema da Eliminagdo 2.21, G N K[Xgi1,.... X, € uma base de Grobner para
o k-ésimo ideal de eliminagdo J, = I N K[X}.1,..., X,]; 0 que garante uma eliminacio de
varidveis entre os polinémios de G.

Logo, o sistema dado ¢ equivalente a g = ... = ¢ = 0, o qual envolve equacdes

relativamente mais ficels; em especial, se a dltima equacio é de apenas uma varidvel!

Entdo, substituimos as soluges (parciais} obtidas nas outras equacgbes do sistema e
resolvemos para uma varidvel malor, e assim por diante. Vale notar que esse procedimento
"voltar substituindo” é andlogo ao método usado para resolver um sistema linear triangular.

O teorema da Extensao 2.22 nos da condigbes suficientes (no caso do corpo K ser
algebricamente fechado) para que uma solugio parcial obtida possa ser estendida a uma
completa. Apesar dele tratar somente ¢ caso do primeiro ideal de eliminacio, podemos
usd-lo em todos os casos. Basta observar que I3 é o primeiro ideal de eliminacio de I, I3
& o primeiro ideal de eliminacio de I, e assim por diante.

Vejamos um exemplo classico do funcionamento desse método, andlogo ao "escalona-
mento”. Sempre usamos o soffware Macaulay para os calculos.

Exernplo 2.32. Resolver em C* o sistema de equacées algébricas o seguir, onde C denota
o corpo dos nidmeros complezos.

zz—yw—z+1=0
) yztzw—w—2=10
y2 ez —1=0
2w —-1=0
(Veja aplicagdes em robdtica, Cozr e O’Shea [2].)
Calculando uma base de Grobner para o ideal

I={(zz~yw—z+1, yz4ow—w-2, ¥ +2° -1, 22 +w* — 1),

adotando a ordem lex = > y > z > w, obtemos:
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g1 =z +z—2w-—1,
G =y — 2z —w,

g3 =z — 2w —5/2,

g1 = w? + 2w + 21/20.

Assim, determinamos w por gy, substituimos os valores encontrados em gz para obter os
respectivos valores de z, em seguida substituimos em go, encontrando os de y e, finalmente,
em g7 para determinar z {obviamente, neste exemplo, todas as solugbes parciais obtidas sio
estendidas a solugbes completas).

Como os elementos da base de Grobner ¢8m os mesmos zeros comuns do sisterna original,
o conjunto solucdo do sistema (1) em C* é entdo dado por:

_ —=10+iv5 e D245 e 13D o m25444/5

wr = 101\/5’ 7= 1{2)\/5= 0= 1\2/5= = 3101\/5
_ =10-iv3 _ 5-2iv5 _ —iv3 _ —25-4i/3

wz = 0 2=t Y= oyeey, I = i :

onde { é a unidade imaginaria.

Encontrar as Equacgdes Satisfeitas por dados Elementos de uma Algebra
Afim

Sejam o anel de polindmios R = K\Ti..... Ty, e a dlgebra afim R/I, onde I = (hy,..., hs)

€ certo ideal de B. Dados fy...., fn€ R/I defina o homomorfismo

@S:KgXan}%R/I XZJ—>f2
Encontrar ker{y).

Considere 0 anel Q := K[T,..., T, Xy,..., X,]. Para cada i, seja F; € R cuja imagem
em B/I é f; e considere o ideal H C @ descrito por
H={h,....h)Q+ (X, = Fi,..., X — ).

Proposicao 2.33. ker(p)=HnNS.

Prova. Considere a aplicacdo @ : ¢ — R associando X; — F;, Tj; = T}, e o ideal
Ji={Xy - F...., X, — F,) de Q. Obviamente, J C ker{@). Além disso, como cada X; é
igual, mod J, a um polindémio nas varidveis 7j, temos ker(@) C J.

Disso segue gue o kernel da composicao @ — B — R/T é igual a H, e portanto o kernel

da composicic ¢, S Q@ — R— R/I.é HNS. o

Pelo Teorema 2.21 e a proposiciao anterior obtemos um algoritmo para determinar
ker(y): calcule uma base de Grobner G para

H={(h,....he X1~ Fi,...,Xp — F,) C Q.

adotando a ordem lex com todos os T; maiores que todos os X;. Os elementos de G que
ndo envolvem os 1; geram ker(p).
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Implicitizagao (a versio geométrica do problema anterior)

Considere wm conjunto no especo afim K™, com K corpo infinito, dado parametricamente
pelas equagdes:

o Dffiecdm)  Faltietm)
T = grl{lipeabm) 7 7770 Tn = Qn(ti:-..,im) ! (1)
onde 0s f; e os g; 3 0 sdo polinémios em Kit1,... . tp).
Encontrar as equacdes em S = Kz, ..., z,] que definem o fecho de Zariski dessa parametri-

zagao.

Vale lembrar que a hipdtese de K infinito permite identificar os polinémios com as
funcoes polinomiais.
Geometricamente, pensamos na parametrizacio (1) como sendo a funcgéo

- ‘..“m\ 7 ibT erany m‘
F:EK™\W — K% Flt,.. ty) = (Lfednl Ll )

onde W = V(g1 gn)-
Considere o anel de polinémios R := K[y, t1,...,tm,71,.--.Zn) € 5€Ja g = g - - - g, tal
que W = V(g). Considere entdo o ideal

e as aplicacdes

J: KM\ W — Knemsi

ey @ KMy on

T T S N 2 PR S )
Assim, & composicio Tm+1 ©J
EMAW ey Ktmtl __y m
é igual a F, com j(K™ \ W) = V(J)}. Logo,
FIKT\W) = 1 (J(K™ A W) = 7o (V)

Teorema 2.34. (Implicitizacdo Racional)
Se K € um corpo infinito, sejo F: K™\ W — K" a funcac correspondente 4 parametri-
zagao racional (1). Considere o ideal

em que g = gy Gn, € 5610 Jyp1 = JNKz1,...,zn] 0 (rn+ 1)-ésimo ideal de eliminacdo
de J.
Entdo, V(Jms1) € 0 fecho de Zariski de F(K™\ W) em K.
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Prova. Considere um corpo L, algebricamente fechado, extensio de K. Se K = L, entfo a
prova segue diretamente do Teorema 2.30.

No caso em que K estd estritamente contido em L., denctaremos Vg e Vi o conjunte dos
zeros em K™ e em L7, respectivamente.

Pelo Lema 2.24, F(K™\ W) = T 1 (Ve {J)) C Vi{dmat).

Se Zx = Vi(hi....,hs) C K™ é qualquer variedade algébrica afim de K" contendo
F(K™\ W), precisamos mostrar que Zx contém Vi (Jp1).

Inicialmente. observamos que h; = 0 em Zx implica f; = 0 no subconjunto F{K™\ W}, e
entdo h;o F=0em K™\ W, com h;o F € K[t1,...,tm)

Ou seja, cada h; o F é um polindmio que se anula em K™\ V(g). Logo, (hioF')-g zera em
todo K™, Portanto, como K ¢ infinito e g # 0, cada h; o F € o polindmio nulo.

Dessa forma, certamente 0s h; zeram em F{L™). Isso significa que Zy = Vi(hy,... hs) €
uma variedade afim de L™ contendo F{L™). Como o teorema é validoem L, Vy (Jp21} C 21
em L7,

Olhando para as solugbes gue estao em K7, temos Vi (Jmy1) C Zk. 0

Vale notar que Z(V{Jpe1)) € um ideal primo e, portanto, V{(Jm41) é uma variedade irre-
dutivel.

Com o teorema acima chegamos a um algoritmo da implicitizagio para parametri-
zaches racionais: Dada uma parametrizacio da forma (1), considere o ideal

J= (913:1 _fls"'agn:rn"fn:l -gy)

em Kly,t1,...,tm,Z1,-..,Zp). Calcule uma base de Grobner G com relagio i ordem lex,
onde y e todos os ; s&0 maiores que todos 08 z;.
Os elementos de G que ndo envolvem as varidveis y.ty,..., 1, definem o fecho de Zariski

em K" do conjunto parametrizado na forma {1).

Observamos que para o caso particular de parametrizagtes polinomiais, basta con-
siderar {z1 ~ f1,...,%n — fn) Do lugar de J, sendo desnecessdrio o uso da varidvel y.

Exemplo 2.35. Encontrar a representacao implicita nos casos a sequir.

a) Em Clz,y, z.w], da parametrizacdo

z = uy?

— .2

Y= uv

2) =y
w=v-+1

Adotando a ordem lex u > v > 2 > y > z, calculamos wna base de Grobner para o ideal

1

e
It

J=(z—u?, y-ulv, z—uv, w—v-—1) C Clu,v,z,y,z,w

obtendo:

gp=yw-y—z%, @=z—zwtz, g=v-w+l,
G4 = UW — U~ Z, gs = uz — y.
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Logo o ideal (primo) [ em Clz,y. z, w] que define o fecho de Zariski da parametrizagio (2)

¢ dado por
I=(yw—y—2°, z—zw+2)

No Capftulo 4, calcularemos a matriz de mudanca de varidveis que leva I em sua posicdo
normal de Noether.

b) Em Clz,v. 2], da parametrizagio

T =
(3) y =t
2=t

Calculando uma base de Gribner para o ideal
J={z~8 y-t =) cClt,zy. 2,

em relagdo & ordem lex ¢ > z > y > z, obtemos:

glzys_z{ 92:$Z—-y2, ggmmya_;{s’
Q4=~”32y"22: 95M$3——yz, ge,:tz-$2,

gr =ty ~ z, gz = tx — Y, gg=t3~m.
Logo a representagao implicita de (3) € a variedade em C? definida pelo ideal (primo)

3,27y — 2%, 2% —y2) C Clz,y, 2.

A 2
I=(y° -2 2z -yl oy~ 2
Observacao: Pode-se descartar polindmios da base acima chegando a um conjunto minimal
de geradores para o ideal I {ou seja, um conjunto gerador que tem o menor ndmero de
elementos possivel}. Isso pode ser feito pelo software Macaulay, onde obtemos o sistema de
geradores minimal formado por: :

fi=dt—yz o=y ~z2, f5=2" -2y

Vendo [ como o kernel do K-homomorfismo ¢ : Kz, y, 2] — K[t]; o(z) = 2, ¢(y) =
t4, ©(z) = t5; notamos que a altura de I, h(I), é igual a 2.
No anel R := Clz,y, 2]/(f3), 2* = 2%y. Com isso, temos

f? =22 - 2zyz +3°) mod (f),  fo® = yla* - 2zy2 + ) mod (f3)

comp:=zt—2zyz+y* €I, quexz,y &I el éprimo.

Disso segue que I = Rad(l) = Rad(p, fs) e, portanto, I é um conjunto-tedrico intersecdo
completa. {(Lembrando que esse nome é dado a todo ideal F, em um anel Noetheriano, que
satisfaz a seguinte propriedade: exitem m elementos aq,..., am em F, onde m € suo altura

h{F), tais que Rad(F) = Rad(a1,....ap).) Observe ainda que I ndo é um ideal-tedrico
intersegdo completa, isto €, sua altura A{J} = 2 ndo ¢ igual ao numero de elementos p{I) = 3
de seu sistema minimal de geradores.

Veja, em [6], uma generalizacio do que foi discutido neste exemplo, para curvas parame-
trizadas na forma (3): z =ty = ", 2 = t*, com MDC(q,r, s) = 1. Todas essas curvas sio
conjuntos-tedricos intersecac completa; e ainda, pode-se explicitar quais delas sio ideais-

tedricos intersecio completa (tais curvas foram investigadas por Herzog [5]).
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Intersecao de Ideais
Dados os geradores dos ideais I e J em S = K[X;,... Xy, calcular os geradores de I N J.

Para expressar que um polindmioc ¢ envolve as varidveis Xy, ..., X, escreveremos g = g(X}.

Lema 2.36.
(1) Se I € gerada, como um ideal de S, pelos polinémios p(X),...,p-(X), entdo f{{)I é
gerado pelos polindmios f(&) - p{X). ... f(t) - pr(X) em St}

(it) Se g(X,t) € f{t}] ¢ ¢ € um escalar, entdo g(X,c) € I.

[

Prova. Segue diretamente da definicido de conjunto gerador.

Teorema 2.37. Sejom I,J ideais de S e considere o ideal t1 + (1 — t}J de Sit]. Entdo
INnd=#l+{1-t)J)nS.

Prova. Se felInJentaot-fetle{l—t)-fe(l—1i)J.

Dai, f=t-f+(1—-t) - fetI+(1-t)J. Como I,JC S, fe(tl+(1—-t)J)n 5.

Para estabelecer a inclusdo contriria, seja f € (t/ + (1 —¢)J) NS qualquer. Entdo, f(X) =
g(X. &) + h{X, ) para certos g{X.t) € t] e h(X,#) € (1 — t)J.

Primeiro, faca ¢ = 0 na expressdo acima. Como todo elemento de ¢t é um multiplo de t,
termnos que g(X,0) = 0. Com isso, chegamos & f(X) = A(X,0) e da condicéo {4) do lema
segue que f{X} € .J.

Fazendo t = 1 em f(X) = g{X.f) + A{X.t) e usando os mesmos argumentos, concluimos
que f(X)=g{X, 1) €.

Logo f € IN.J, o que completa a prova. O

Com o teorema acima e o Teorema 2.21 obtemos um algoritmo para calcular in-
tersegoes de ideais: Se I = {fi,....f.) e J = (g,...,gs) ¢80 ideais de §, considere o
ideal

(tfi 7ffT: (1 - t)glt"')(l Wt)gs) - S[t]
e calcule uma base de Grébner G, adotando a ordem lex em que { é maijor que todos os X;.
Os elementos de G que nio envolvem a varivel ¢ formam uma base (de Grdbner) para o
ideal intersecio N .J.

Ideais Quociente e Saturacgao

15+, Xnl, calcular os geradores
do ideal quociente. Geometricamente: dadas as variedades algébricas afins V e W, calcular
as equacoes que definem o fecho de Zariski do diferenca, W\ V.

Dados os sistemas de geradores de dois ideais em S = K[X;

Inicialmente, convém apresentar alguns detalhes dessa questio.
Proposicio 2.38. Se V e W sdo variedades algébricas com V C W, entdo
W=VUu{WiVv).

Prova. Como WAV CW,eV C W, devemos ter VU (W \ V) C W. Por outro lado, se
zeEWentioz e Vouz e WAV C (W\ V) E portantoz € VU (W V). O
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Teorema 2.39. Sejam I.J ideais de §. Denotaremos o ideal quociente de I por J por
I:J={feS8|fJCI} Entio

V{I:J)yDV(IH\V(J).
Se K € olgebricamente fechado e I € um tdeal radical. I = Rad(l), entdo
V(I J)=V{)\ V({J).

Prove. Provaremos que /:J < Z{V({I}\ V().
De fato, f € I : J implica fg € I, para todo g € J. Entdo, para z € V(I) \ V{J),
Fflzyglz) = 0, para todo g € J, e existe g € J com g{z} # 0. Logo f(z} = 0. ou seja,
FeZWI\ V().
Para provar a segunda parte do teorema, supomos K algebricamente fechado e [ = Rad(I).
Seja x € V(I : J). Entéo,

hgel YgeJ = hiz)=0.
Considere h € Z(V(I)\ V{J)) qualquer. Se g € J, entdo hg anula-se em V{I). Pelo teorema
dos Zeros de Hilbert, hg estd em Rad(I} = I. Logo hg € [,¥g € J, implicando A{z) = 0. E
portanto z € V{T(V(I) \ V{J)).
Assim, mostramos que V(I : J) C V(I)\ V{J). |

Coroldrio 2.40. Sejam V ¢ W variedades em K™. Entdo
IZ(V):ZI(W)=Z(V\ W)

Prova. Uma das inclusdes segue direto do Teorema 2.39, fazendo I =T (V) e J =T(W). A
outra, vem da definicdo de ideal quociente. C

Destacamos agora algumas das propriedades mals ébvias de ideals quociente.
Proposicac 2.41. Sejam I,J e H idenis de S. Entdo:
@gyrcir:Jg
() I:S=1
(#44) IJ C H se, e somente se, I C H :J
(i

iv) J CIse esomentese [:J=25

A proposicio seguinte € 4til para relacionar o quociente com as demals operacdes entre
ideais.
Proposicao 2.42. Sejam I, I, J, J; e H ideais de S, para 1 <i <r. Entdo:

(1) (Nim L) T =iz (L2 )

(2) I (i i) =Nz L2 )

(3) (I:Jy:H=1I:JH

Denotamos I : (f) por, simplesmente, I : f. E observamos um caso especial de (2):
(4) Ii(frseooi fr) =Ml 2 i)
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Teorema 2.43. Sejo I um ideal e g um elemento de S. Se {h1...., hpt € um sisteme
gerador do ideal I 1 (g}, entdo {hi/g,. ... hy/g} gera I g.

Prova. Se a € (g) entdo a = bg, para algum polindémio b.

Se f € (hi/g,....hp/g) entdo af = bgf € (hy,... . hy) CIN(g) C 1. Logo, fel:g
Reciprocamente, se f € I : g entdo gf € I M {g) = {hy.....hy). Dai, ¢f = 37, q;h; para
certos polindmios g;.

Como cada h; € (g), [ = Zl_iqz—le(hi/g....,hp/g). m

Com esse teorema. ¢ algoritmo para calcular intersecdo de ideais e a eguacao {4).
chegamos a um algoritmo para calcular os geradores do ideal quociente:
Dadosideais I = (fi..... fried = (g1..... . gs) de §. Para cada i, calcularemos um conjunto
de geradores para I : g;. Tendo em v1sta o Teorema 2.43, primeiro calcule uma base de
Grébner para (fi,..., fr)"{(g:): encontre uma base de Grobner para ((fy. ..., ¢ (1—1)g),
adotando a ordem lex com { maior que todos os X;, e tome os seus elementos que nao
dependem da variavel {. Usando o algoritmo da divisio, divida cada um desses elementos
por g; encontrando um conjunto gerador para I : g;.

Finalmente, calcule um conjunto gerador para I : J aplicando o algoritmo da interse¢do s—1
vezes: calcule uma base de Grobner para o ideal quociente I : (g1, ¢92) = (I - g1) N (] : g2),
em seguida, um base para [ : (g1, 92.93) = (I : {g1,92)) N (I : g3}, e assim por diante.

Calculando ideais quociente, podemos encontrar a saturacde de I em relacdo o J. ou
seja, determinar a uniao
oG
=Jcs
d=1

Para ver isso, lembramos que paratodod, I : JE (I J) :Je (I :J9) : J =1 Jd+1,
Entao obtemos uma cadeia ascendente de ideais em S:

InJcIl:JPcl:Pcec...cl:Jcr:.J% ¢

Como § é Noetheriano, essa cadela necessariamente estaciona. Isso significa que existe um
natural D tal que [ : J% =T : JP paratodod > D. Quseja, [: J® =1:JP.

Observamos ainda gue, para cada d,
I2J=T1: % s g8 e g8 s [ J¥ =) g3

Algoritmo para calcular o ideal saturacio: Fixada uma ordem monomial, calcule
sistemas geradores para [ : J e I : J> = (I : J) : J e, em seguida, suas bases de Grobner
reduzidas; se elas forem iguais, faca D := 1. Caso contrdrio, repita o processo para [ : J? e
I:J% == (I:J%:J:se eles tiverem a mesma base de Grébner reduzida, faca D:=2. Caso
contrario, repita o processo para I:J%e I:J% = (I:J%) :J, e assim sucessivamente.
Pelas observacoes que fizemos anteriormente, obieremos I ¢ J® =TI :JP apés um mimero
finito de passos.
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O Fecho Projetivo de uma Variedade Afim

Dade uma variedade algébrica no espaco ofim n-dimensional, calcular os eguacgées (ho-
mogéneas) que definem o seu fecho de Zariski no espago projetivo n-dimenstonal.

Usamos a notaciao do Capitulo 1, com L = K.

Primeiro, lembramos que o mergutho de A"(K) em P*(K), que a cada ponto {z1,....zp)
em A™(K) associa (1 : 21 : ... zq) em P*{K), identifica o espago afim A™(K) com o
conjunto Uy ¢ P*(K),

Uo={({zg:z1:...:z) € PHK) |20 0},

complementar do hiperplanc no infinito.

Definicao 2.44. Seja I um ideal em K[ X,,..., Xy]. Definimos o homogeneizagio de [
sende o ideal homogéneo

F=(f"lfel)C KXy ..., X0l

onde f* € a "homogeneizagdio” de | como no Capitulo 1.
O teorema a seguir mostra maijs uma boa propriedade das bases de Grobner.

Teorema 2.45. Sejam I um ideal de K[Xy,...,X,] e G = {g1,...,0:} uma base de
Grébner para I, com relagdo a uma ordem monomial homogénea (isto €, uma ordem > que
ordena primeiro pelo grau total: X® > X% sempre que |a| > |3])-

Entao G* = {g},.... gr} € uma base (de Grébner) para I*¥ © K[ Xq....,X,).

Na, demonstragio, usaremos o lema a seguir.

Lema 2.46. Se f € K[X1....,X,] e > € uma ordem homogénea em S = K[X1,...,X,],

entao

MPs-(f") = MP.(f),

onde >* é ¢ ordem monomial em K[Xy,...,X,] definida por:
(X°, X% monémios em K[ X1...., X,])

XeX: > XAXE se X*> X% ou, X=X e r>s.

Prova. Como > ¢ uma ordem homogénea, para todo f € K[X1....,X,], MP.(f) ¢ um dos
mondmios X® gue aparecemn na componente homogénea de f com grau total maximo. Na
homogeneizacio, esse termo ndo se altera. Se X7 X3 é qualquer um dos outros monémios
que aparecem em f*, entdo & > 3. Pela definicio de >*, segue que X% >* X# X3 0O

Prova do Teorema 2.45. E claro que cada g7 € I". Entao é suficiente mostrar que o ideal
dos termos principais TP+ (I*) é gerado por TP.-{G*).

Para isso, considere F € I". Como I"™ é um ideal homogéneo, cada componente homogénea
de F estd em I* e, por 1850, podemos assumir que F é homogéneo. Por definicdo,

Fel" = F=) Al
J
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para certos A; € K[ Xp,....Xple f; € 1.
Considere a "desomogeneizagdo” f = F(I,X;,...,X,) de F e faca Xy = 1 na equacdo
anterior, obtendo:

F=F(L X Xe) = 5, 4L X Xa) £ L X X))

O que mostra que f € I C K[Xy,..., X,
A homogeneizacdo de f é da forma F = Xj . f*, para algum s > 0. Dal, usando o Lema
2.46, concluimos que

MP,-(F) = X§ - MPs(f*) = X§ MP5({).

Como G é base de Grobner para I, M P, (f) é divisivel por algum M P (g;) = M Ps-{g}}
(usamos o lema novamente). Portanto, M P.-(F) é divisivel por M P.-(g}). O

Teorema 2.47. Se K € uwm corpo algebricamente fechado, seja I C § um ideal. Enido,
V(I*) C P*K) € o fecho projetivo de V{I) C A™MK).

Prova. Denotaremos W = V{I) C A"(K)e Z =V(I") C P"(K).
E claro que Z é uma variedade projetiva com W ¢ Z. Logo, resta provar que Z ¢ a menor
dentre essas.
Considere entdo V = V(F),..., F;) uma variedade de P"(K) contendo W.
As desomogeneizaces f; = Fi(1,X:,...,Xy) estdo em Z(W) C S e K é algebricamente
fechado, logo

fi € Z(W) = Rad{I).

O que significa que f{” € [, para algum natural N. Disso, segue que
=Y er,

e portanto f anula-se em Z.
Como F; = X' f7, F; também se anula em todos os pontos de Z; ou seja, Z C V. l

Dos dois teoremas anteriores, tiramos um algoritmo para calcular o fecho projetivo
de uma variedade afim, sobre um corpo K algebricamente fechado: Dada uma variedade
afim W ¢ A™(K) definida pelas equagdes f1 = ... = f, = 0, calcule uma base de Grébner
G ={g1.-..,9:} para o ideal (f1,..., f;}, adotando uma ordem monomial homogénea (por

exemplo, hlex). Entao, o fecho projetivo de W em P"(K) ¢é definido por gf = ... = g} = 0.
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Capitulo 3

Syzygies

Os conceitos e resultados de bases de Groébuner para ideals polinomiais so imediatamente
estendidos para o caso geral de submddulos de um maodulo livre, sobre anéis polinomiais.

O malor tépico deste capitulo € um estudo para syzygies, procurando explorar mais a
fundo as questdes que foram introduzidas pelos s-polindrmios no capitulo anterior.

Do algoritmo de Buchberger seguird um método para calcular syzygies, e ainda uma
demonstracio construtiva para o Teorema dos Syzygies de Hilbert. Com essa demonstracao,
chegaremos a um método algoritmico para calcular resolugdes livres (finitas) para mdédulos
construfdos, sobre anéls polinomials.

Trabalharemos com o anel de polindmios S = K[X;,...,X,] sobre um corpo K. Os
elementos de K serac chamados de escalares. Todos os S-médulos mencionados serdo
assumidos finitamente gerados. Portanto, como 5 ¢ Noetheriano, os médulos serao também
Noetherianos.

3.1 Bases de Grobner para Mdédulos

Nesta, primeira secado, serdo apresentadas versdes mais gerais de temas introduzidos no
Capitulo 2.

3.1.1 Mondmios ¢ Ordenagao Monomial
Seja F um S-mddulo livre com base {e;}.

Um mondémio em F ¢ um elemento da forma v = X %e;, para algum ¢, com X% mondmio
em 5. Diremos que tal u envolve o elemento base ¢;.

Um submédulo monomial de F é um submédulo M gerado por mondmios em F'; assim,

M pode ser escrito como
M= @Ij&j - @Sej =F

com I; ideal monomial de 5 gerado por agueles mondmios u tais que ue; € M.
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Um termo de F' ¢ um mondmio multiplicado por um escalar. Todo elemento de F é escrito
de forma tnica como uma soma de termos nao nulos envolvendo mondmios distintos.

Todas essas definicbes dependem da base {e;} escolhida para F. Sempre que possivel,
supriremos a base atual {e;} da nossa notagio e falaremos de F, simplesmente. como um
modulo livre com base.

Dizemos que u = aX%e; é divisivel por v = bX-Sej se, € somente se, 1 = 7 e X% ¢

divisivel por X?; nesse caso, o quociente é denotado por u/v := X*/X? em §.
Um dado ménomioc u pertence a um submddulo monomial M de F se, e somente se, u é
divisivel por algum dos mondmios de M.
Se u e v sdo mondmios de F' envolvendo o mesmeo elemento base e; , definimos o Mdzimo
Divisor Comum e o Minimo Multiplo Comum entre u e u:

MDC{u,v) = MDC(X*, X%e;

MMC{u,v) = MMC{X* X?)e;

Definicdo 3.1. Ume ordem monomial em F é uma ordem total > no conjunto dos
menémios de F tais gue, se up,us sdo monomios em F e v # 1 € um monémio em S,

entdao:
up > up implica v-uy > U - uz > us.

Usaremos a mesma notagdo para termos: se au e by sdo termos de F,com 0 # a,be K
e u, v mondmios, entao: u > v = au > bv.
Fixada uma ordem monomial em F. para cada f € F ndo nulo, o termo principal de [,
denotado por TP(f), € o maior termo de f. Como K é um corpo, a distingao entre termos
e mondmios nAo sera regra na exposicdo de nossos argumentos. Se M é um submddulo de
F, TP(M) denota o submddulo monomial gerado pelos TP(f), para todo f € M.

Encerramos esta subsecao, vendo um exemplo de como fabricar ordens monomiais no
S-médulo livre F com base {e;}, a partir das ordens monemiais de S.

Exemplo 3.2. Escolhe umae ordem > entre os elementos da base {e;} de F e considere uma
ordem monomial >2 em 5. Defina entdo o ordem monomial > no conjunto dos mondmios
de F da seguinte forma: X%e; > Xﬁej S g >1e ou e =¢ e X% > X7,

Observagdo: O que fizemos no exemplo acima é chamado produto lezicogrdfice das ordens
parcials >; e >o.
3.1.2 Algoritmo da Divisao

Proposicao 3.3. Sejo F um S-mddulo livre com base e ordem monomial >.
Se f,q1,....g: € F, entdo existe uma expressdo

F=> ag+r,

com g; € 5; er € F tem a seguinte propriedade: nenhum de seus mondmios estd em

¢ chamade um resto de f com relagdo @ g1,...,q;, € uma expressio da forma acima é
chamada wme expressdo canénica para f em termos dos g;.
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Prova. A prova consiste do Algoritme 2.6. Nele, 08 ¢; e r encontrados dependem apenas da
ordem monomial adotada e da ordenacdo previamente imposta & lista dos g;....,g:. Por
isso, tal algoritmo é muitas vezes chamado algoritmo da diviséo determinada. i

O que apresentaremos a segulr € uma versio "aleatéria” para a diviszo.

Algoritmo 3.4. Seja F um S-mddulo livre com base e fize uma ordem monomial em F.
Se foo1,.-..gt € F', entdo podemos produzir uma expressdo candnica

i
f=2 ujg, +r
=1

para f, com relacdo o g1,. .., gi, definindo os indices i; e os termos u; indutivamente.

Escolhidos 41, ...ip € Uyp,... Uy, se

P
prf“zujgij #0

=
e u:=TP{r,) ¢é divisivel por algum TP(g,), entdo faca

ip-é—l = [
- - — _,’u' e
Yp+1 °= TP(g)

Este processo termina quando 7y = 0 ou nenhum dos mondmios de 7, € divisivel por algum
TP(g); o resto r € entdo o ultimo ¥y produzido.

Esse algoritmo necessariamenie fermina apos finitos passos porque o termo principal de 7
decresce em cada estdgio, e tode ordem monomicl é Ariinigna.

O algoritmo da divisdo torna-se mais interessante no caso em que os g; formam uma
base de Grobner.

Definicao 3.5. Sejo M um submddulo de F com base e considere wma ordem monomial
qualguer em F. Se g1,....g: € M sdo fois que

TP(M) = (TP(g1),-...TP(g}),

entdo dizemos que {g1,.-., g} € uma base de Grébner para M.

Adotada uma ordem monomial em F, todo submddulo M de F possui uma base de
Grébner, e toda base de Grobner para M é um conjunto gerador de M.
No Capitulo 2 foram apresentadas provas construtivas para essa afirmacao. Com os lemas
a seguir justificamos esse fato usando argumentos mais abstratos.

Lema 3.6. Se N C M sdo submddulos de F e TP{N} = TP(M) {considerando uma ordem
monomial qualquer) entdo N = M.

Prova. Se N # M, ent&o considere M \ N # (. Dentre os elementos de M \ N, tome f com
termo principal minimo.
Como TP(f} € TP(M) = TP(N), podemos escrever TP(f) = TP(g), para certo g € N,
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Dai, f—g € M\ N eseutermo principal é menor do que o de f, contrariando a minimalidade
de f. 0

Lema 3.7. Todo submodulo M de F, adotando uma ordem monomial qualquer, possui uma
base de Grdbner.

Repetindo o processo para gi,...,%. gr+1 €, assim por diante, construimos uma cadeia
ascendente em T'P{M}. que é finitamenie gerado (pois, F é Noetheriano}.
Logo, existirfo gi+1,.--.9y € M com {TP(g),..., TP(g,)) = TP(M). O

Daqui em diante, concentraremos nosso estudo nos elementos das bases de Grobner
produzidos pelo Algoeritmo de Buchberger.

3.2 O Algoritmo de Buchberger

Os s-polinémios, introduzidos ne Capitulo 2, foram construidos para cancelar termos prin-
cipais. Naquele momento, observamos que s-polindmios sao responsaveis por todos o0s
possiveis cancelamentos de termos principais. Exploraremos melhor essa questio através
da nogao de syzygy. (De fato: s-polindmio é justamente uma abreviagao de ”polindémio

syzygy”)-

De modo geral, definimos syzygies {ou relagdes) como sendo os elementos do kernel
de um homomorfismo entre mdédulos livres.

3.2.1 Syzygies de Submddulos Monomiais

Ne que segue, F é um S-médulo livre com base {e;} e M um submddulo de F' gerado pelos
mondmios uq, . .., 4. Considere o homomorfismo

t
¢:EPSe; — F; g5y
=1

de S-médulos livres, cuja imagem é M. ({z;} é a base candnica de S%).

Um syzygy nos mondmios uq,..., u; € um elemento > hje; € ker(¢); ou seja, é tal que

Para cada par de indices 4,7 tais que u; e u; envolvem o mesmo elemento base de F,
definimos
_ MMC(ui, u;)

Uij = es

Ui
e 0;; sendo o elemento de ker{¢) dado por

Ty = U  UisE4.
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O resultado a seguir nao somente fornece geradores para os syzygies de um submédulo
monomial, como também exibe informagdes precisas sobre os coeficlentes necessdrios para
expressar syzygies quaisquer em termos desses geradores.

Vale observar que se todos os u; envolvem elementos base de F' distintos (dois a dols), entao
claramente teremos ker{¢) = {0}.

Lema 3.8, Com a notagcdo anterior, ker(¢) € gerado pelos oyj.

Prova. Inicialmente mostraremos que, como um espaco vetorial sobre K, ker(¢) é a soma
direta, sobre todos mondmios v de F, dos espacos vetorials

(kerd), = {3 aver € kerd |y divide v, v = v/uy, e g € K}.

De fato, seja o = 3 pi&; € §%, onde p; € S, um syzygy nos mondmios u;: 3. ps; = 0.
Para cada v mondmio de F' que aparece em um dos pju;, e para cada 1, seja p;, 0 termo
{qualquer} de p; tal que p;,u; é um escalar vezes v.
Assim, fixado v, 3>, Pt € igual ao termo de 3. p;u; correspondente ao v. Devemos ter
S ipirti = 0, o que implica >, p;.2; € kerg, com p;, igual a um escalar vezes v/u; € S.
Ou sefa, 3, piove: € (kerd),.
Entio, temos

o == Z sz',v&a'

v

e tal representacao € unica.
Dessa forma podemos assumir que ¢ = 3 ayvg; € (kerd),, € mostraremos que o estd no
médulo gerado pelos o;;, por inducao sobre o nimero de termos ndo nulos de o.
Se g # 0, entdo pelo fato de ¢ ser um syzygy, ac menos dois dos g;v; devem ser ndo nulos:
digamos que sejam ¢ i-ésimo e o j-ésimo, com ¢ < j.
Isso significa que v é divisivel por u; e uy; logo, v; é divisivel por

MMC(’U% 'l::j}
T = g
Usg
Assim, o i-ésimo termo de
Uy
g — ;- — - Uz‘j
uji

deve ser zero, e o (nico outro termo afetado é o j-ésimo. Assim, de o fol produzido um
syzygy em (ker¢g), com menos termos. Repetindo esse processo, podemos entio escrever o
com uma combinacdo dos o;;. -

A demonstracio acima oferece um resuliado mais forte. que serd usado no Critério de
Buchberger para reconhecer bases de Grébner.

r . . . P
Lema 3.8 . Com a notagéo do Lema 3.8, todo clemento do kerg € escrito, de forma dnica,
como uma soma dos elementos T = 3 ayve; € kerd tais que todos os vy s@o igueis ao
mesmo mondémio v de F. Além disso, tais elementos podem ser escritos na forma

T=D 00,

onde a soma € sobre todos i < j tais que MMC{u;, u;) divide v, e vy; € um escalar vezes o
monomio v/ MMC{us, u;) = vifuj em S,
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3.2.2 Critério de Buchberger

Seja F um S-médulo livre com base e uma ordem monomial. Seja M # {0} o submédulo
gerado por gi,....¢: € F. e considere ¢ homomeorfismo

i
¢: € Se; — F; £ = Gi,
=1

cuja imagem é M.

Para cada par de fndices 4, j tais que T'P(g;). T P{g;) envolvem o mesmo elemento base

de F. definimos
MMC(TP(g:).TP(g;))

TP(g;)

€5,

Usj =

e fazemos
Tij = Ujly — Uigly,

tais que os o;; geram o0s syzygies nos elementos 7' P{g;}, pelo Lema 3.8
E ainda: para cada par 4,7, escolhemos uma expressio candnica
1 g — zj
UgiGi — UGy = 2 f 9+ ha

para ujg; — uijg; com relacio aos gi,...,g:.
Note gue: N
TP(f7q) < TP{ujig; — ui;g;) < TP{usig)

Por conveniénica, fazemos h;; = 0 se TP(g;), TP{g;) envolvem elementos base distintos.

Com a notagdo acima, temos:

Teorema 3.9. (Critério de Buchberger) Os elementos gy,...,g: formam ume base de
Grébner pare M se, e somente se, hy; =0, para todo @ < j.

Prova. A prova seguird o mesmo enredo da demonstracido do Teorema 2.15 {caso particular
em que F'=5).
(=) Como os h;; estdo em M, TP(hy) € TP(M). Se gi....,g formam uma base de

Grébner para M, entdo TP(M) = (TP{g},...,TP(g)). Assim, se algum h;; fosse dife-
rente de zero, seu termo principal seria divisivel por algum T P{g;}, o que contrariaria as
propriedades do resto. Logo, h;; =0, V4.7,

(<) Suponha todos os hy; iguais a zero, tais que ¢(oy;) = fojgg, com TP(ffjgg) <
TP(ujig)-

Vale observar que se todos os TF(g;) envolvem elementos base de F distintos (dois a dois),
entdo é imediato que {g1,...,9:} é uma base de Gribner.

Se g1, ..., g ndo formam uma base de Grobner, entio escolha uma expressao

f=2 g com TP{f) ¢ (TP(g)....., TP(g)).
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Seja u o mdximo entre os termos TP{f;g;). Podemos assumir ainda que a expressao para f
foi escolhida tendo % 0 menor possivel.

Agora, considere Z’ fig; a soma de todos aqueles f,g; para os quais TP(f,g;) é u vezes um
escalar.

Podemos escrever T'P(fig;) = vy TP(q;), onde v; é determinado termo de f;.

Se a soma. correspondente dos termos principals

Z! TP{fig) = Z v TP(g) #0

entéo, como u é maximo, esse serd o termo principal de f. Dai, como TP(f} é um multiplo
de u, e u é multiplo dos TP(g;), TP{f) é divisivel pelos T'P(g;}, contrariando a forma como
f fol tomado.

Logo, devemos ter

Z ‘U[TP(Q[} = 03

e entao Z e € 1M SYZYEY 1OS termos principais dos g;.
Pelo Lema 38 podemos escrever Z wmE = Z‘KJ bi;oi;, onde b;; € um escalar vezes o
mondmio MMC(TP(Q,} TEG) de 5. Assim, aplicando ¢ nessa ignaldade, substituindo ¢{c;;)

por 3. ff g, e lembrando que TP( f gg) < TP(ujg;), chegamos a uma equacdo da forma

Zr vigp = Z hsgs

com todos os TP{hsgs) menores que u.
Subtraindo a expressac Z vigr = »_ hggs da expressio original de f e cancelando os termos
de ¥’ v;g;, obtemos uma nova expressio para f, mas nela o maximo dos TP{fig;) é menor
do que u, contariando nossa construgao.
Assim, concluimos que TP{f) € (TP(¢1),...,TP{g:)). para todo f € M. Ou seja,
{g1,--.,G:} é uma base de Grébuner para M. ]

Do Teorema 3.9 segue um método algoritmico para, entrando com um conjunto gerador
de um submédulo qualquer A de F| calcular uma base de Gribner para M.

Algoritmo de Buchberger 3.10. Na situacdo do Teorema 3.9, seja M = (g1, ....g:) um
submddulo de F. Calcule os restos hi;. Se todos os hy; sde nulos, entdo os ¢; formam uma
base de Grébner para M. Se algum h;; € diferente de zero, entdo substitua {g1,...,g:} por
{91,-- .9t hij} e repita o processo.

Como o submddulo gerado pelos termos principuis dos gy,..., G, hy; contém estritamente
aquele gerado pelos termos principais dos g1, ..., , §i, €Ste processo mecessariamente termina
apsés finitos passos.

O algoritmo de Buchberger chama a atengdo ndo somente por produzir uma base de
Grobner, mas também pelos elementos envolvidos no sen processo. De fato, 0 Teorema 3.11
mostra que as equagdes h;; = 0, obtidas se os g; formam uma base de Grobner para M,
geram todos os syzygies em M. Esse é o algoritmo de Schreyer para calcular syzygies.
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3.3 Calculo de Syzygies
Vsaremos a notacdo introduzida na secio anterior.

Existe um bdnus do algoritmo de Buchberger: um método efetivo para calcular syzygies.
O processo do Algoritmo 3.10 fornece combinagoes lineares dos g;, 0s ;. Dal, se by = 0,
obtemos urm syzygy. Na verdade, esses syzygies geram todo o médulo de syzygies nos g;.

A notacdo que usaremos € a mesma desenvolvida para o Teorema 3.9. Além disso, para
i < j, tais que TP(g;), TP(g;) envolvem ¢ mesmo elemento base de F, definimos

e gy e e i
Tij 1= UGi€q = WiE5 ™ Zfl £
!

Teorema 3.11.{Schreyer)
Com a notacdo actma, suponha gue g1....,q: formam uma base de Grébner. Seja >p uma

ordem monomial qualguer em F, e considere > a ordem monomial em @3:1 Se; definida
por @ ug; > veEm se, € somente se,
TP(ug)>rTP(vgm)
ou
TP(ug;) = TP(vgm) (salvo multiplicacio por escalar) e | < m.

Entdo, os 7;; geram os syzygies nos g;.
Mais precisamente, os 7 formam uma base de Grobner para os syzygies. com relagdo d
ordem >; € TP(T”‘) = UpE;.

Prova. Primeiro mostraremos que 7' P(7;;) = uj;e;. Para isso, observamos que T'P(ujg;) =
MMC(TP(g;), TP(g;)) = TP(u;;9;) e esses termos sdo maijores que qualquer outro que
apareca nos ffj gi- Logo, o termo principal de 7;; é uje; ou ugye;, pela primeira parte da
definicdo de >. Entao, como 7 < j, temos u;;&; > u;5€;.

Os 7,; estdo no kerg (¢ : ®S ~ F |, g — g;), pois estamos assumindo que 0s g; formam
uma base de Grébner. Resta mostrar que eles formam uma base de Grobner para kerg.
Seja 7 = 3 fiey € kerg. Para cada indice [, escrevemos TP(fiz;) = wvg, para certo
termo v; de f;. Como tais termos ndo podem ser cancelados (pois, envolvem ¢; diferentes)
TP(Y. fig;) = v;g;, para certo i.

Seja o = Z’ v€; a soma sobre todos os indices [ tais que v/ TP(g;} = v;TP{g;); com todos
os [ dessa soma > 1, j& que assumimos v;g; sendo o termo principal de 7.

Assim, Z’ v T P{g;) = 0; o que significa que ¢ é um syzygy nos TP{g), com [ > i. Pelo
Lems 3.8, tais syzygies sdo gerados pelos o, com m, [ > i, e aqueles em que £; aparece sao
08 0;;, para j > ¢. Além disso, o Lema 3.8 nos conta que v; estd no ideal gerado pelos uy;,
com j > i. Portanto, TP(7) é divisivel por wje; = TP(r;;).

Dessa forma, estd provado que os 7;; formam uma base de Grébner para os syzygies nos g;.

*

0O

Esse teorema oferece um algoritmo para calcular syzygies: dados g;,...,q em

F. Use o algoritmo de Buchberger para obter uma base de Grobner para o submdédulo
(91.--.,0¢), e os syzygies nos elementos dessa base. Para determinar os syzygies nos g;,
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basta substituir, nagueles syzyvgies encontrados, os elementos da base de Grébner por suas
expressoes em termos dos g;.

Vejamos um exemplo simples, a fin: de esclarecer meihor esse roteiro.

2

Exemplo 3.12. Considere S = F = Klz,y| com a ordem lex x > y, e sejam ¢y = z° ¢

4

g2 = xy + y°. Seguindo os passos do Algoritmo 5.10, encontraremos uma base de Gribner
para o ideal (g1, 92) e, também, os syzygies nos elementos dessa base.

Observando que TP(g;) = 2°. TP(go) = zy e que o MM entre eles é z°y, consideramos
o s-polinémio (com a notacdo da secio anterior)
z? z?

Y
— B | e ¢ - e = =
U141 1252 TP(gl} 91 TP(g) g2 = yg1 — Xg2 Ty

2

Efetuando a divisio de —zy? pelo par ordenado [g;. go] (estamos usando o algoritmo da
divisdo determinada), obtemos a expressio

—ayt =028~y oy +y°) + 4

Assim, encontramos o resto hyy = y° # 0. Fazemos g3 := h1s = 1°, e daf temos
93 = yg1 — xg2 + yg2

e 0 syzZygy
Tig = YE] — L€g + YEg — £3

Repetimos o processo para g, g3 e obtemos
— .3 2
Uz1gr — %1393 =y g1 — £5g3 = 0
{pois, g1, g3 sao mondmios!). Portanto, k13 = 0 e temos o syzygy
T3 =y'e — T'es

Agora, para g, gs:
U3zg2 — Ug3gs = y292 - &g = y4

Do algoritmo da divisao por g1, g2. g3, segue entdo que:

hos =05 y2gs ~ 203 = ygs;
o3 = y2ep — (2 + y)es

Pelo critério de Buchberger, o algoritmo termina fornecendo uma base de Grébner para o
ideal (g1, 92): {2*, 7y + %%y}

O Teorema 3.11 afirma que Ti2, 713, T3 geram todos os syzygies nos elementos da base en-
contrada.

Para obter os syzygies nos geradores originais, basta usar a expressao dada em 75, substi-
tuindo g3 por yg1 + (¥ — =) g2 nos outros syzygies.

Dessa forma encontramos:

n2=0;



T3 = e — 27[yer + (¥ — z)e0]

= 73 = (y° — TPy)er + (2% — 2Py)en;

o3 = Y2 — (z + y)lyer + (y — z)e2]

= oz = wéeg — (ZY + Y )EL.

Observe que, neste exemplo, 13 = (2 — y)}Tes e, portanto, todos os syzygies nos g;. gg sio
gerados por Tos.

Do Teorema 3.11 segue uma prova construtiva para o Teorema dos Syzygies de Hilbert,
o qual garante que todo S-médule finitamente gerado possui uma resolucdo livre de com-
primento < 7.

Coroldrio 3.13. Com a mesma notaecdo do Teorema 3.11, suponha gue os g; sao arranjados
de tal forma que: se TP(g;), TP(g;} envolvem o mesmo elemento base de F, digamos
TP(g;) = vie, TP(g;) = vye, com v, v; € 8, entdo v; > v; sempre que © < j, ne ordem lez.

Se as varidveis Xy...., X nao aparecem nos termos principais dos g;, entio as varidveis
Xi,..., Xgyy nao aparecem nos TP{r;).
Além disso, F/{g1,...,g:) possui uma resolucio livre de comprimento < n - k. Em parti-

cular, tode S-mddulo finitamente gerado tem uma resolucdo livre de comprimento < n.

Prova. Pelo Teorema 3.11, T'P(7;;) = uj;e;, onde
s = MMC(TP(g:). TP(g;)) _ TP(g;)
TP(g;) MDC(TP(g;),TP(g;))
Como i < j, TP(g;) > TP{g;}, pela maneira com que arranjamos os g;. Dai, se X
aparece em T P(g;) também deverd aparecer, com poténcia maior ou igual, em TP(g),
pois estamos considerando a ordem lex (X; > ... > X,,). Logo, a poténcia de Xg., em

MDC(TP{g:), TP(g;)) é exatamente a mesma que a de Xz..1 em T P(g;). Disso segue que
Xj+1 nio aparece em uj. E portanto Xi,..., X1 ndo aparecem nos TP(7;).

Agora, mostraremos que F/(g:,....g;) tem uma resolucdo livre de comprimento < n ~ k,
por indugdo sobre n — k.

Para n — k = 0, nenhumsa das varidveis X1...., X, aparece em T P(g;), para todo ¢. Afir-
mamos que F/(g1,....9:) ¢ livre. De fato, com essas hipGteses, todos os termos prin-
cipais dos g; devem ser escalares vezes elementos base de F. Entdo, TFP{g:,...,9:) =

(TF(g1),...,TP(g)) é 0 submédulo de F' gerado pelos e; que sdo envolvidos nos TP (g;).
Seja F' " o submoédule livre gerado pelos outros e; e considere a composicao

F s F~Fllgi,-...q)

Pelo Teorema 2.5 (imediatamente estendido para o caso geral de S-médulos), F/(g1,..., g:)

. - - o~ . 4 o . - -
possui uma base consistindo exatamente dos monémios de F . Entéo, a composicdo acima
N ! 4 -
¢ um iscmorfismo e, portanto, F =~ F/{g;,...,g¢) € livre.

Finalmente, suponha n — & > 0. Como X,..., Xx41 ndo aparecem nos termos principais
dos 7;;. Podemos ordenar os 7;; de tal forma que estejam nas mesmas condigdes dos g;
{lembre-se que os 73; também formam uma base de Grébner). Entao, segue da hipdtese de

inducao que @ Se;/{{m;}) tem uma resolugio livre %e comprimento < n ~ k — 1. Digamos
£g

({75}

= By Fy — 0
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Mas, @ Se;/{({7i;}) € isomorfo ao submdduio im ¢ = (g1....,g¢) de F', pois kere = ({7:;});
entdo ternos essa mesma resolugdo livre para (¢1..... ),

chegando a uma resolucao livre para F/{g1,...,g:):
e By = By = F = Fllgn,...,q) — 0,
de comprimento < n — £.

Se N é um S-modulo qualquer finitamente gerado, entdo ele é isomorfo a F/AM, para certos
F S-mddulo livre e M submdédulo de F. Dali, encontrando uma base de Grébner para M,
entramos nas condicdes do que provamos acima, concluindo que N necessariamente ters
uma resolucio livre de comprimento < n. 0

Dizemos que um S-médule N finitamente gerado foi construido, guando podemos
escrevé-lo na forma F/M, onde F é um S-médulo livre e M é um submédulo de F com
um sistema de geradores explicito; ou equivalentemente, quando N é apresentado como o
cokernel de um homomorfismo de S-médulos livres com imagem M.

Para encerrar este capitulo, analisaremos o processo indutivo na demonstragic do
Coroldrio 3.13, vendo um algoritmo para calcular resolugdes livres para S-mdédulos
construidos: Dados S-médulo N = F/M, M = (f;,..., fs} submédulo do médulo livre

F. Calcule uma base de Grobner {g;,.... gt} para M, nas condi¢des do Corolério 3.13.

Nessas mesmas condicoes, calcule sucessivamente:

(1) : .
os 1, geradores T, j dos syzygies nos g;;

os 19 geradores Tg-‘})

0s t3 geradores rg’)

: ),
dos syzygies nos T

dos syzygies nos T"z—(;?);

=1 . -2
707 dos syzygies nos ri(;?“ );

i
(n) ; An=1
0s tn geradores 7, dos syzygies nos 7, .

o0s t,1 geradores

. . . . . . 1 P sy, -
Nos termos principais dos primeiros syzygies M aparecein no maximo as n— 1 Gltimas

i
e « T . k
variaveis. Pela mesma razao, a cada passo, 0s termos principais dos syzygies 78 perdem

i
.. - . o . . f1
pelo menos uma varidvel em comparagdo aos termos principais dos syzygies anteriores k=1

ij
. . . n ~
Logo, certamente. os termos principais dos 7™ sa0 escalares vezes elementos base; donde

if
segue que P = (TZ-(@—I} : i,j), isomorfo a St“‘l/(fgﬂ | i,7), é livre.

Com os argumentos acima encontramos uma resolugio livre para N = F/AM:
Q- P—3 8-t 5 &1 G 3 F N

de comprimento < n.

47



Capitulo 4

Algoritmos para a Normalizacao de
Noether

Este capitulo é um bom exemplo de aplicacdo de bases de Grobner em Algebra Comutativa,
destacando o seu carater algoritmico.

Trata-se de um estudo do texto Uma Prove Computacional do Lema da Normalizacdo
de Noether, de Alessandro Logar [7], onde é dado um algoritmo probabilistico que fornece
a mudanga de coordenadas responsavel por levar um dado ideal polinomial primo em sua
posicdo normal de Noether,

Dessa forma, o Lema da Normalizacio de Noether, cujas demonstragdes clissicas jd sdo
bastante construtivas (ver Kunz [6]), é computacionalmente provado para o caso de ideais
primos.

Teorema 4.1. {Lema da Normalizacao de Noether)
Seja I um ideal de S = K[X1,...,X,], com K sendo um corpo infinito. Entdo existe uma

conveniente mudanca de varidveis

n
A:S—-}S, Xlw}ﬁ:Zanz aijEK?

=1
que leva I em um ideal tal que:
- Y1....,Yy sdc algebricamente independentes mod 1
(isto €, as imagens de Y1,...,Yy em §/1 sdao algebricamente independenies sobre K);

- Yas1,-... Y, sdo integrais sobre K[Y1,...,Yy] mod I
(ou ainda, S/I € finitumente gerado como um K[Y1,...,Y;]-mddulo).

Nessas condicgdes, dizemos que A leva o ideal [ em sua posicdo normal de Noether.

Observe gue um conjunto /X' de varidveis é algebricamente independente mod I se, e somente
se, I M K[X] = (0).
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4.1 Resultados Preliminares

Dagui até o final deste capitulo, P C K[Xj,..., X,] é um ideal primo nio nulo e G é uma
base de Grobner para P comn relaco a ordem lezicogrdfica Xb < Xo < ... < X,,. (Essa éa
mesma ordem monomial lez definida no Capitulo 2, no entanto, agora estamos identificando
0s mondmios X% com as n-uplas de ndmeros inteiros nao negativos & = (ag,...ay) da

seguinte forma: X% = X X2, .. X[ )

Algoritmo 4.2.
INICIE com Ty =9

PARA 6 < j < n, faca: )
SE Gﬂ (K[Xl ..... Xj} \ K{Xl . ':ijlg) 3:75 @, EﬂrTAO Tj e V)

CASO CONTRARIO, Ty := Tj_1 U{X;}.
DEFINA Tp = T,.

Observando o algoritmo acima para construciio de Tp vemos que, pars todo 0 < 7 < n,

X, pertence a Tp se, e somente se, para cada polindmio g da base &, g depende "efetiva-

mente” de alguma variavel maior que X; ou g depende apenas das varidveis menores que
X .
5

Proposicao 4.3. Com Tp dado pelo Algoritmo 4.2, temos:
(i) Tp € algebricamente independente mod P;
(ii) dim P = card{Tp}.

Na prova dessa proposicao, é utilizado o lema a seguir.

Lema 4.4, Sejo g um polindmio irredutivel em K[X] e sejo f € K{Y1.Ys, ..., Yy, X] tal
que f € (g). Entdo, (f.g) N K[Y1,Y2,...,Yd] # (0).

Prove. Das hipéteses segue que f e g sao relativamente primos no anel K1Yy, ..., Y[ X].
Logo, por Gauss. f e g também sio relativamente primos em K(Y7,...,Y;)[X]. Ou seja,
existem polinémios h € K[Y1,.... Y] (com h #0) ,01, ap € K[¥1,..., Yy, X], tais que

h = alf + aog-
Assim, temos um polinémio nao nulo em (f, g} M K¥1.%5,.... Y] O

Prova da Proposicdo 4.5. Por inducgdo sobre o ntimero n de varidveis.

Sen=1 GNK[X;]\K) =G #40, pois P# K[X;], o que implica Tp =T := T = {.
Assim, P K[0] = P 1 K = (0), donde segue que T» é algebricamente independente mod
P com card(Tp) = 0; e ainda, dim P = dim(K[X1]/P} = 0, pois P é um ideal maximal
em KEXll

l-
Suponha n > 1 e a proposigao vélida para n — 1.

CASO I X, é algebricamente independente mod P.
Sejam L := K(Xi)e Q@ := PL[Xs,..., Xp].

Como PNK[X] é nulo, X1 € Tp. Usando a defini¢do de bases de Grébner e lembrando que
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facilmente que G é uma base de Gribner para €, em relacdo & ordem lex Xy < ... < X,

adotamos a ordem lex em K[X,..., X, com X sendo a menor das varidveis, verifica-se

em L{Xa,...,Xp]. Além disso, ¢ conjunto de varidveis {X1.X;,, X;,, ..., Xy} (i # 1) é
algebricamente independente mod P em K[X;,..., X, ] se, e somente se, {X;, . X;,...., Xi, }
¢ algebricamente independente mod @ em L{iXo,..., X,

Assim, como Ty é, por hipétese de inducio, algebricamente independente mod Q. temos
que ToU {X:} = Tp é algebricamente independente mod P.
Considerando os conjuntos

C:={geSpec(L[Xo.,... X)) 1qCQ}, D:={pe Spec(K[X1,... X)) |pC P}

e a aplicagio sobrejetiva ¢ : C — D, ¢ — g K{X1,... Xy, vemos que h(P) = h{Q).
Dai, como
n= K[X,...Xp]=h({P)+dim P,
n—1=L[Xs, .. . X, =h(C})+dim @,
temos dirm P = dirm Q-+ 1.
Portanto, como card(Tg) = dim Q (por hipdtese de indugdo) e card(Tp) = card(Tg) + 1,
a proposicao esta provada para este caso.

CASO II: X é algébrico mod P. (Ou seja. P KX ] # 0).
Entdo, existe um polindmio irredutivel ¢ # 0 com P N K[X;] = (g)K[X1]. pois P N K[X]]
¢ um ideal primo nio nulo (& maximal) do dominio de ideais principais K[X;]. Pelo
Teorema 2.21, G N K[X1] é uma base de Grobner para P 1 K[X;], logo podemos tomar g
em (. Obviamente, X; € Tp.
Considere o corpo L := K[X;]/{g) e a aplicacdo quociente

gb : K{X},...:Xn] — LE_XQXR]
com @ := ¢(P).
Como ¢ é um hoemomorfismo sobrejetivo com ker{¢} C P, temos que o ideal @ é primo.
Entéo, segue da hipdtese de indugio que Ty é algebricamente independente mod Q; e ainda,
card(Tg) = dim Q.
Afirmamos que & = { X;,. X,,,..., Xy } ({; # 1) é algebricamente independente mod P
em K[Xi,...,X,] se, e somente se, X = { X;;, Xp,..., Xy; } (45 # 1) € algebricamente
independente mod Q em L[Xs,...,X,]. De fato, se @ N L{A] s 0 entéo seja 0 £ F em

QNLIX;,. Xiy, ..., Xi;] e considere f em PNK[Xy, Xiy, X4y, ..., Xy talque p{f) =Fe f &
(g)K[X1,...,Xz]. Comisso, usando o Lema 4.4, temos que (f, 9)NK[X;,, X4y, ..., X; ] # 0
e, portanto, P N K{X] # 0. A outra implicacdo é imediata.

Temos também dim P = dim Q, pois a aplicacdo ¢ induz um isomorfismo entre os anéis
K[Xy,....,X,]/PeLlXy,...,X,]/@

Usando a defini¢io de bases de Grobner, o fato de X, ser a menor das varidveis implica que
G é uma base de Grobner para @ com relagdo & ordem lex Xo < ... < X, em L[ Xs,..., X,)].

Logo, Tp = Tg. E, assim, concluimos a prova da proposigao. i

Observacdo. Para um ideal I que ndo ¢ primo, a igualdade dim I = card(T}) pode nio
ser valida.

Para ilustrar essa observagio, considere o ideal monomial I = (X* XY) em K[X,Y].
Obviamente, G = {X?2, XY} é uma base de Grébner para I, com relagio & qualquer ordem

monomial.
Temos Ty = @, dai card(Ty) = 0. No entanto, dim I = dim K[X,Y]/(X? XY) = 1.
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4.2 Bases de Grobner e o Lema de Noether
A partir daqui, assumimos que K é um corpo infinito.

Uma varidvel X, é chamada infegral sobre K[X,, ..., X;-1] mod P se existe um
polindmio 0 # F em PN K[X,.... X ménico em X;.

O resultado a seguir fornece um método para determinar qualis varidveis X, so integrais
sobre K[X,..., X,—1] mod P, através dos polindmios de G.

E

Proposicdo 4.5. X, ¢ integral sobre K[X1,..., Xs-1] mod P se, e somente se, existe um

polindmic em G cujo mondmic principal é uma poténcia de X,.

Propa, Uma das implicacoes é trivial.
Para provar a outra, suponha X, integral sobre K[X;,..., X,_1] mod P. Entao, existe um
polindmio

F=go(X1, . Xeo) + (Ko, X)X+ g (XL X)X+ X

em P, com g; € K[X1,.... Xs-1].

Como adotamos a ordem lez com X; > ... > Xy, MP(F) = X[*. Entdo, X" deve ser
divisivel pelo mondmio principal de algum ¢ € ¢, donde segue que, necessariamente, M P{g)
deve ser uma poténcia de X;. 0

Proposigdo 4.6. Se X, € integral sobre o anel K{X1, X5, ..., K1y Xijseon Xig] mod P

{onde Xi;oo s Xiy sdo as varidvers em Tp maiores que Xs), entdo X, € integral sobre

KgX;, c. ,Xswl] mod P.

Prova. Seja F := X"+H(X,, ... ,Xsml,Xs,Xij,... , Xi;) € P, com grau de H em X, menor
do que m. Se MP(F) estd em K{X1,...,X,], entdo F € K[Xq,...,X;]. pois adotamos a
ordem ler com X < Xy, < ... < Xj;, (neste caso, MP(F) = X[*). Logo, X, ¢ integral

sobre K[X1,..., X} mod P.

Suponha que MP(F) = pv, com p sendo um mondmio em K[X;. ..., X e v # 1 um
mondmio em K [Xij, ...+ Xi]. Notamos que X deve aparecer em u com grau < m.

Considere g € K[X1,..., Xs1, X5, X, -, X5 ] N GL O fato de X, pertencer a T’ implica
g€ K [X;,...,Xs,Xz-j,,..,Xié_I]; podemos aplicar o mesmo argumento, sucessivamente,

para Xy, ..., X, Assim, vemos que g € K[X;,..., X,].

Em particular, F ¢ G. Seja p o polindmio de G cujo mondmio principal é divisor de M P{F).
Pelo que observamos anteriormente, p € K[X7,..., X,].

Temos: MP(F) = vEMP(p), para certo £ monémio em K[X,,...,X;]. Note que todos os
mondmios de £ p tém grau < m em X,.

Faca F) := F — ofvp, com o € K tal que v TP(p) = TP(F).

Entdo, Fy = X" + Hi(X1...., X1, X5, X;;, .., Xi5) € P, com grau de H; em X, menor
do que m. Se M P(Fy) estd em K[X,,...,X;], a proposicao estd provada. Caso contrario,
MP{F;) = pvy, com g1 sendo um mondmio em K{Xy,.... Xl e vi(3 1), um mondémio em
K[X;;...., X;s). Destacamos que MP(F) > MP(F;). Assim, podemos repetir o argumento
acima, e apos um nimero finito de passos chegamos a

F = X?+H!(Xla-~':Xs-l:X51Xij:"':Xi5) € :D,
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com MP(F') = XI". Conseqiientemente, F' € K{X,,...,X,] fornece a relagdo desejada:

X, é integral sobre K[X;,..., X,_;! mod P. I
A partir deste ponto, estamos assumindo que dim P = d; logo, pela Proposicao 4.3{z),
card(Tp) = d. Suponha entao que Tp = {X;,... X} esejam X, _,.... X;, as varidveis

que nao estao em Tp. Podemos arranjar esses indices de tal forma que:
Xil < ... <X75d eXz-dH < ... <X§n.

Fazendo Yj := X, definimos uma permutagdo das varidveis tal que as d primeiras ¥1,.... Yy
s80 exatamente as algebricamente independentes mod 7.

Apds tal permutacdo, € bem possivel que G néo seja mais uma base de Grébner para P
com relacao & ordem lez Y] < Yy < ... < Y. Mesmo assim, ainda podemos usar G para
reconhecer as varidveis Y, que so integrais sobre K[Y1,...,Y,_1]. Para isso, observamos
que:

Coroldrio 4.7. Com o permuta¢do de varidveis dada acima, Y, = X; € inlegral sobre
KlYi....,Ys—1] mod P se, e somente se, X; € integral sobre K{X1,..., X;.,] mod P.

com que arranjamos os indices dos X, se X; > X, e r < s entao certamente X; € Tp.
Com isso, segue da Proposicio 4.6 que X; ¢é integral sobre K[X;....,X,;_;] mod P.
(<) Suponha que Yy = X; = X; é integral sobre K[X;,...,X; ;] mod P. Entdo, da

Proposicdo 4.5 segue que X; € Tp e, portanto, X;, < ... < X;,. Assimn, se ¥, = X; = X,
para I <[ < j— 1, devemos ter r < s. O

Prova. (=) Suponha que X; = X; ¢ integral sobre KX, ,...,X; ] mod P. Pela forma

Com esse coroldrio e a Proposigio 4.5, podemos entio calcular o conjunto
J = {s| Y, é integral sobre K{Y1,....Y,-1] mod P}.

Claramente, todo s € J € maior do gue d.

Considerando o que discutimos acima, podemos assumir entdo que {Xy,..., Xz} é o
conjunto das varidveis algebricamente independentes mod P. e J é o conjunto dos indices
s (s > d) tais que X € integral sobre K[X;,..., X;_1] mod P. Sendo assim, para encerrar
a prova do Teorema 4.1, precisamos encontrar uma transformacio de coordenadas que
mantenha 3 propriedade ji conseguida para as primeiras d varidveis e faca com que todas

as demais Xgs1,. .., Xr sejam integrais sobre K[X;,..., X,] mod P.

Tendo esse objetivo, primeiro vamos considerar as matrizes A(n x n) da forma,

0 ... N ...0

Idg Do : I

Aw 0 ... X ... 0
0 Idy.g
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onde 0s Als estdo na r-ésima coluna {r > d).
A estabelece uma mudanca de coordenadas:
X’é =X+ XL se it < d.

Proposicdo 4.8. Para guase tode d-upla A = {Ay,..., Ay} (isto €, pare todas as d-uplas A

que ndo sdo zeros de um certo polindémio em d vertdveis). temos:

{1y X{..... X, sdo algebricomente independentes mod P;

(2) X] (= X,) ¢ integral sobre K[X';,..., X4 mod P;

(3) X's (= X;) (s >d,s #r) integral sobre K[Xy,.. .. Xg, Xav1,.... X1} mod P implica

7 4

X' integral sobre K[X'1, ..., X ¢, Xg11,.... Xs-1] mod P;

(4) No caso em gque 7 < 5, se X, ¢€ algébrico mod P, mas ndo ¢ integral sobre o anel
K[Xv,...,Xao. Xge1,-- . Xs1] mod P, entdo X' (= X,) € algébrico e nao integral sobre

Prova. E claro que K[X'1,..., X', X:] = K[Xq,..., Xa, Xp]

Seja @ = PNK[X,....Xq. X;] # (0), j&d que X, € Tp. Entéo, dim Q@ =d = h{Q) =1
e, dai. @ = (F), para algum F # 0 (lembrando que, em dominios fatoriais, um ideal tem
altura 1 se e somente se ele é principal). Podemos escrever F = Fy + Fy + ... + F,, onde

F; é a componente homogénea de grau j. Em particular,

Fo(Xy, .o Xy, X)) = 3 iy, X1 o X XD

i1+ big iy mm

COIL iy . iy € K
Vamos expressar F comrelagio a X'y, ..., X4, X,. Se usarmos as relacoes X', := X; + M X,

(¢ =1,...,d) e tratarmos F como um polinémio em X, com coeficientes em K[X'y, ..., X' ],

obtemaos
F=Fp(—X,—Xo, ..., =Ag, X" + F

com o grau de F’ em X, menor do que m. Como K é infinito, temos infinitos valores
para A; {i = 1,...,d) tais que Fip(—A1,—Aa,...,—Ag, 1) # 0. Logo, X, é integral so-
bre K[X'),....,X'y] mod Q e, portanto, mod P, provando (2): além disso, neste caso,
X'1,..., X' sB0 algebricamente independentes mod Q, e dal também 0 s&o mod P, o que
prova (1).

(3) Seja X, integral sobre K[X;...., X4, Xg41,..., Xs-1] mod P.

Ser < s, temos K[X'1,... . X g, Xgu1, .. . Xeo1] = K[X1,..., X4, Xgs1,-.., Xso1] € nio

‘ E

ha nada a provar. Se r > s, entdo existe
Go+giXs+ .+ g XIT+ XP e P,

com Go, g1,-- - Gp—1 € KiX1v oo, Xy, Kggro -, Xt
Dal,
gU(Xfl - ’\IXT: e 7X,d - Ad-X‘i":Xd"?“l?' - :XS—-I) + ...+
+ g1 (X1 =X X~ Aa X, Xggts - - X )XP i+ X, eP.
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X, é integral sobre K[X';,..., X'4] mod P, segue da transitividade da dependéncia integral
que X é integral sobre K{X';. ... X', Xgi1, . Xsooy] mod P.
A prova de (4} ¢ imediata pois, se r < s {5 > d). entéo

K[X’u - ,X’d,deﬂ.... ,,XSWEE = Ki)(‘l, e N XN diy e ,‘XsAl]. 0

it ?

Isso mosira que X é integral sobre K1X'y, ..., X' g, Xyuy, ..., X1, X)) mod P; e, como

Agora, vamos considerar as matrizes da forma

Laidel ... Glp
Id,
A= Od,d-+1 - Qdn
0 Tdy,_g
COm @, =4y = ... =ags =0, se 5 € J.

Entdo A fornece a seguinte mudanca de coordenadas:

X’i = i+2$€j,s>dai5X57 (Z‘ml.i..../d).

Usando a Proposicic 4.8, indutivamente, vamos finalmente provar o resultado que encerra
a demonstracao do Teorema 4.1:

Proposicdo 4.9. Para quase toda escolha das entradas a;; de A(i =1,....d, j & J, j > d),
tem-se:

Prova. Sejar = min{s >d|s & J}.

Considere a transformagao dada por U; = X; + 04X, 1 = 1,....d. Depois de tal
transformagdo obtemos o seguinte, para s > d:

-se s & .Je s rentio, pela Proposicao 4.8 (4}, X, é algébrico, mas nao é integral sobre
KH] e .,Ud,Xau;wh . 1Xs-1j mod 73

-se s € J, entdo X, é integral sobre K{Uy.,.... Uy, Xgu1,. .., Xs—1] mod P, pela Proposicio
4.8 (3);

-se s=7,entdo X, ¢ integral sobre K [U;,...,Uy] mod P, por 4.8 (2).

Assim, {¢ > d | X é integral sobre K[U1,...,Uq, Xgs1,..., X5y mod P} = JU{r} = J"
e ainda, Uy, ..., Uy sdo algebricamente independentes mod P, por 4.8 (1).

Podemos repetir o argumento acima para r'=min{s > d | s € J'}, e assim por diante. Apés
um ndmero finito de repetigdes, chegamos a matriz A desejada, tendo X, integral sobre
KUy, ...,Ug, Xge1, .- Xs-1] mod P, para cada s =d -+ 1,...,n.

Disso, pela transitividade da dependéncia integral, segue que X, é integral sobre o anel
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KUy, ..., Uyl mod P, paracada s =d+1,..., n. E ainda X'y,..., X'y sio algebricamente

independentes mod 7. o

Como conseqliéncia direta da proposi¢io acima e das consideragdes anteriores, che-
gamos ao algoritmo que tem como "dados de saida” a matriz de mudanga de coordenadas
responsavel por levar um dado ideal primo P & sua posicdo normal de Noether.

Algoritmo 4.10.
Entrada: um ideal primo P de K[X,,..., X))
Saida: uma matriz A (n x n) que leva P em sua posigdo normal de Noether, com relagdo

as warigueis X = AX

Passo 1: calcule uma base de Grébner G para P, com relagdo d ordem lex X7 < ... < X,
com o Algoritmo 4.2 determine Tp; A= 1Id ,xn

Passo 2: permule as varidveis de mode que Xi...., Xy sejomn os elementos de Tp e
Xgi1.---,Xn, 08 demais.
Apds a permutagdo, adote em K[Xq,..., X,] e ordem lex com X7 < ... < X,
Defina Ay como sendo o matriz gue fornece essa transformacdo.
A= Al A.

Passo 3: Calcule J := {s | X, ¢ integral sobre K[X,..., X .1} mod P}.

(usando o Coroldrio 4.7 ¢ a Proposi¢do 4.5)

Passo 4: PARAr:=1ad faca
arr =1y ag =0 para t # 1
PARAr:=d+1 an faca

SEreJENTAO
Grr =1 g =0 para i # r;

CASO CONTRARIO, se r & J

escolha cleatoriamente ay,, aor, ..., a4 € K
Xi=XitapX,, porat=1,...,d;
Grr = 1; a4y =0, para i & ri > d;
Az = (ay);
A= AA;
Passo 5: calcular uma base de Gribner G de P em relagio a X = AX com respeito

d ordem lex X1 < ... < Xy.

Passo 6: SE "GN K[Xq1,....X4] # & ou 7existe 5, comd+1 < s < n tal que

nenhuma poténcia de X aparece como mondmio principal de um polinémio
de G”7 (FProposicio 4.5) ENTAQ volte ao Passo 2.

Esse algoritmo termina com P na posi¢ao normal de Noether, com relacdo as novas varidveis
X o= AX -,
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Exemplo 4.11. Considere o ideal primo, obtido no Ezemplo £.35,
P=(YW-Y 2% X-ZW+Z) CCX,Y,Z W]
Encontraremos o mudance de varidveis que leva P em sua posicdo normal de Noether.

Passo 1: Adotando a ordem lzx W > 7 >V > X, calculamos a base de Grébner reduzida

para 7, obtendo
G={Z° - YX WY -2 -YWZ-Z-X}

Entio, determinamos Tp = {X,Y}.
Passo 2: A= A, 1= Idy.4.
Passo 3: J:= {Z}.

1 00 ai4

. L . 0 1 0 a4

Passo 4: 4 := Ay = 001 0
000 1

Escolhendo por exemplo ay4 = a0y = 1, consideramos a mudanca de coordenadas:
X=X+W V:i=Y+W Z=7 W =W

Passo 5: Feita a mudanca de coordenadas, calculamos a base de Grébner reduzida para
P o (Wg—é—WY——WMZE—Y,-»~WZ~%»W«%»Z+X)7 comrelagio a ordemlez W > Z2 > Y > X,
obtendo

G:={2%-2234+2°-2YX-Z2Y-ZX~Z+YX+Y -X*-X,
WX+W-Z3+2P+YX+Y, WZ-W~Z-X,
W2+WY -W - 2% -Y},

Passo 6: Vemos que GN KX, Y] = @ e poténcias de Z e de W aparecem como mondmios
principais de elementos de G.

Logo o Algoritmo 4.9 termina: o ideal (W2 + WY - W - 22 - Y, -WZ+W+Z+X)éa
posicio normal de Noether do ideal inicial P.

Observe que se tivéssemos feito a14 = aoq4 = 0, 0 algoritmo ndo terminaria logo no primeiro
loop, ou seja, P nio fol dado j& em sua posicio normal de Noether.



Capitulo 5

Algoritmos para o Teorema de
Quillen-Suslin

Apresentaremos neste capitulo um estudo de artigo [8] de A. Logar e B. Sturmfels, que
fornece um algoritmo para calcular uma base livre para um dado Cizi....,z,)-médulo
projetivo, apresentado como imagem, kernel ou cokernel de uma matriz polinomial. {C
denota o corpe dos ntmeros complexos).

Conseqiientemente, obtém-se uma nova prova para a Conjectura de Serre {1955) — todo
mddulo projetivo sobre um anel de polindmios € livre — provada em 1976 por D. Quillen e

A. Suslin, simultdnea e independentemente, para moddulos finitamente gerados.

5.1 Notas Preliminares

Vamos recordar, brevemente, alguns conceitos bédsicos em Algebra Comutativa dos quais
faremos uso durante o estudo proposto aqui. Para introdugio e detalhes da teoria, nossas
principais referéncias sdo os livros-textos [3] e [6].

Médulos Projetivos

Seja R um anel qualquer. Um R-médulo M é dito ser projetivo se existe um R-médulo M’
tal que a soma direta M @& M " & livre.
Equivalentemente: um R-médulo M é projetivo se, e somente se, qualquer seqiéncia exata
de R-mddulos da forma

0 C-5D-2 0 — 0

cinde (isto é, existe um R-homomorfismo v: M — D com B(v(m)) = m, Ym € M).

Proposicao 5.1. Se g seqiiéncia ezata 0 — C&D&M — 0 cinde, entdo:
(a) D é R-isomorfo a C & M;
(b) existe 6 : D — C homomorfismo tal que §{afc)) = ¢, Ve e C.

Prova. Seja v : M — D o homomorfismo tal que 3{(y(m)) = m,¥m € M. A prova de (a) é
dada pelo R-isomorfismo ¢ : C @& M — D, (¢,m) — afc) + v(m). (b) segue da composicio
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7ol onde x é a projegio de C& M em C e 9~ é a inversa de 4. 0

Seja K um anel qualquer. Um R-médulo M é dito ser estavelmente [ivre se existe um
R-médulo livre F tal gue M & F é um R-mddulo livre.

Proposicac 5.2. {(Serre) Seja P um médulo projetivo sobre um anel B. Se P tem um
resolucde livre finita, entdo P € estavelmente livre,

Prova. Seja
0— B, F 55 B FR - 2 R -5P — 0

uma resolucao livre de P. Cormo P é projetivo. a seqliéncia exata
0 — imoag ~—> Fyg — P — 0

cinde, implicando Fy @ P @ +m ap. Dal, im aq é também projetivo. Conseqgilentemente a
seqliéncia exata
00— ma — Fi — im ag =0

cinde, implicando F} > im ap & im a;.
Repetindo esse procedimento, indutivamente, vemos que F; o im oy_; & 4 oy, para cada
1 <i<n—1. Donde segue que:

PEimay=Fy=P8imaPima ®imaud...04im a1 >
:Fg@imalﬂaimag@...@iman_l
=>P@F;_@F3%...ZFQ@FQ@F:;@...

Portanto, P@® mdédulo livre =~ mddulo livre. 0O

Da proposicdo acima e do teorema dos Syzygies de Hilbert (Coroldrio 3.12) segue que:
todo médulo projetivo finitamente gerado sobre o anel de polindmios Kz, ..., xy], onde K
€ um corpo, € estavelmente [fure.

Ideais Fitting

Alguns dos nossos argumentos futuros usardo ideais Fitting. Enunciaremos apenas os resul-
tados que, pelo contexto, nos interessam diretamente. Para introducdo e detalhes da teoria,
veja [3].

Sejam F, G mddulos livres finitamente gerados, sobre um anel R qualquer, de postos r
e s, respectivamente, e seja ¢ : F — G um R-homomorfismo.
Escolhidas bases para F e G, ¢ é representado por uma matriz s X v com entradas em R.
O ideal gerado pelos menores da matriz de ¢ (isto é, determinantes das submatrizes)
de tamanho j independe das bases escolhidas para F e G, e é entdo denotado por Ijo.
Convenciona-se que I = R, para j <0.

O teorema a seguir diz que esses ideais de menores s&o invariantes em um médulo.



Teorema 5.3. (Lema de Fitting) Sejom M um R-mddulo finitamente gerado e
W  F—=G— M-s0, ga’:Fg—>G’m>M->€}

duas apresentacdes, com G e G R-médulos livres de postos finitos r e .
Para cada nidmero 0 < ¢ < oo temos I, ;0 = Irr_iz,o’, e define-se o i-ésimo Fitting invariante
de M sendo o ideal

Fiiti(ﬁ{} = [ ;0 C R.

Os ideais Fitting funcionam como um " termémetro” para indicar o nimero de geradores
para um moédulo, no seguinte sentido: para um anel local R, um F-médulo Al pode ser
gerado por j elementos se, e somente se, Fitt;(M) = R.

No caso geral, R um anel qualquer ¢ M um R-mddulo, o 0-ésimo Fitting estd contido no
anulador de M. Além disso, 0s ideais Fitting testam a "projetividade™ M é projetivo de
posto constante 7 se, e somente se, Fitt, (M) = R e Fitt, (M) = 0.

(As provas desses resultados baseiam-se, essencialmente, em localizacdo e na unicidade de
resolucoes livres minimais, vide [3].)

O Teorema de Quillen-Suslin

Por simplicidade de exposigido, ¢ estudo que se segue € restrito ac corpo C dos nimeros
complexos.

Seja P um médulo projetivo finitamente gerado sobre R := Clzy,....zy]. Como P

é estavelmente livre, P& R > BR™ (I < m). Entio, P é isomorfo ao kernel de um R-
epimorfismo A4 : ™ — R'. Considere a matriz 4 (I + m) x m sobre R definida por

A Y :
A= ( 0 ) , e a apresentacio 4 : R"— R/ x R™-5R™ — 0,
onde 7 é a projecio sobre as m Ultimas coordenadas. Assim, temos

R Fittm(B™) = Iymy-mA =LA =LA

Ou seja, a unidade em R estd no ideal gerado pelos menores maximais da matriz A. Uma
matriz que satisfaz essa propriedade é chamada unimodular.

Dessa forma, mostrar que P é livre é 0o mesmo que provar o seguinte resultado:

Teorema 5.4. {Quillen-Suslin) Seja A uma (I x m}-matriz unimodular {I < m) sobre
R = Clzy,. .., 2n]. Entdo, existe uma (m x m)-matriz unimodular U sobre R tal que

10 ¢ 0 ... 0

0 1 0 0 ... 0
AU = )

0 0 10 0
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Na Secao 5.3, consideraremos um R-mdédulo projetivo P qualquer, que ¢ apreseniado
como imagem, kernel ou cokernel de uma matriz polinomial (nfo necessariamente unimod-
ular). Entdo, serda mostrado como calcular uma base livre para P, usando o algoritmo da
Secde 5.2 como subrotina.

Coroldrio 5.5. Na sttuagde do Teorema 5.4, as ultimas m — I colunas de U formam uma
base do R-mdodulo livre ker{A) C R™.

!

Prova. Denotamos por “;+1= ey Uy, © R™ as m — [ ultimas colunas de U. Identificamos
R' com o subconjunto de R™ formado pelos elementos que possuem as m — [ dltimas
coordenadas todas nulas, e R™~! com os elementos de R™ que possuem as | primeiras
coordenadas todas nulas. .

Inicialmente, observamos cue restrita ao kerA, ¢ : ker AYSR™=! ¢ um R-isomorfismo. De
fato. ¢ é um R-homomorfismoe injetivo, pois U~1 o é: resta mostrar que i esta bem definido
e é sobrejetivo.

Para qualquer z € kerA, (A-U-U"H{(z) = 0. Se U Yz) =y = (y1,.--,¥m) estd em
R™, entdo (A- UMy, Um) = (Y1, ,u.0,...,0) =G 0o que implicay;1 = ... = g, = O
Logo, y € R™' < ™.

Agora, seja y € R™~' qualquer. Como U~! & sobrejetiva, existe z € R™ tal que U~ (z) =
y=1(0,...,0, 141, Um). Dai, A{z) = (A-U-U () = (AU)O0,...,0,Yiz1s ., um) = 0.
Assim, mostramos que de fato /™! induz um R-isomorfismo entre kerA e R™! o que
significa que ker A ¢ livre de posto m — L.

Como U é invertivel, suas colunas formam um conjunto linearmente independente. Logo,
uzﬂ, s u’m C ker A sao linearmente independentes e, portanto, formam uma base para

ker A. 0

Vale notar ainda que, na situacgo do Teorema 5.4, A ¢ igual as [ primeiras linhas de
U~1. Assim, encontrar U é equivalente a completar A para uma matriz quadrada invertivel.

5.2 Caélculo de uma Base Livre para Moédulos Estavelmente
Livres

O algoritmo para o Teorema 5.4 serd dado por indugao sobre o ntmero [ de linhas da matriz
A. Assim, o problema é reduzido as linhas unimodulares.

Teorema 5.6. (Propriedade do Linha Unimodular)
Seja £= (f1...., fm) € Clz1,...,2Z,]" wmae linha unimodular (os elementos fi,....fm

geram a unidade em Clzi,...,x,]). Entdo, existe uma (m X m}-mairiz unimodular so-

bre Clzy,..., 2} tal que £-U ={1,0.....0).
Prova. Caso I Se m = 1, ébvio!

Caso II: Se m = 2 oun = 1. Se m = 2, a unidade estd no ideal gerado por f),f2 em
Clz1...., 2], entdo usando o algoritmo de Buchberger, calculamos hq,ho € Clzy, ..., zy)
tais que ki1 fy + haf2 = 1. Logo,
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~ h‘l n...,fg
7 s
(”'2 fl )

Se n==1, U/ é o produto de certas matrizes elementares, obtidas de forma algoritmica
da seguinte maneira:
Permutando as colunas de f chegamos a £ = (f',..., f',.). linha equivalente a f, tendo
f’; sua entrada de menor grau.
Para cada j > 2 com f'; # 0, faca a divisgo de Buclides de f'; por f':

Fi=af +r;

com r; = 0 ou grau(r;) < grau{f’;).
Substitua a j-ésima coluna de f' por

(j-ésima coluna) - ;- (primeira coluna),

1 1% . -
obtendo £(1) = (£, ..., £,,{V), linha equivalente f.
. - . 1 . .
Repita o procedimento anterior para £ U no lugar de f; e assim sucessivamente.
Dessa forma, apds um ndmero finito de passos, chegamos & linha

(MDC(fi.. .., fu)s0s- .., 0),

equivalente a £.
Para concluir esse caso, basta lembrar que se £ = (f1,....fn) € Clz1]™ é uma linha
unimodular entao MDC(fy,..., fm) = 1.

Caso III: Sen = 2em > 3. O procedimento serd por indugio sobre o niimero n de
varidveis.

P . . ., . . ’
Como C é infinito, podemos fazer uma mudanca K-linear de varidveis e rearranjar os f;s

obtendo fi(z1....,ZTn-1.t) ménico em t = x, {veja a prova da Proposicio 4.8(2)).
Fazemos R :== Clz] em que z = (27,...,Zn-1), € k= (.

LOOP LOCAL

k=k+1. .

Usando bases de Grébner, encontre ap = (a,‘:” , ...,a}f“l}) € C* ! um zero comum de
iyer s Tt (a; é aieat-ério).

Considere My = {g € R | glar) = 0}; note que My é o ideal maximal de R gerado por

1 {n—1)}
xlm—ai),...,wnml—-ak .

Defina ﬂ-{t) e fo{ag, t), para todo I<i<m.
Calcule o polindmio p := MDC(fs,..., frn) usando o algoritmo de Euclides em CJt], e

ainda, a matriz unimodular E(¢), (m — 1) x {m — 1), produto de matrizes elementares, tal
que

(fa(t),..., fml®)) - E(t) = (p(t),0,....0) (1)
Cgmo f(gk, t) = f, fa fm) € uma linha unimodular sobre C[t] e p é o gerador do ideal
<f27 A "fm> em C[‘t}*
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{fi) + (p) = C[{] (2)

Da definicio de f; segue que fi(z,t) — ﬁ;(t) = hiz, t) € M[t].
Entzo. usando (1), obtemos:

Portanto,

f(xf t) ) ( {1} E{()t) ) = (fl(‘rzt)?p(t} + Q2($7i)1q‘3($,t}, ne st($=t)}7 (3)

com g; € M[t], para todo 4.

Se p+qge € R, defina ry := p+ g, v(z,t) := 0, wiz,t} := 1. Caso contrario. calcule o
resultante rp(z) € {f1,p+ ¢2) N R dos dois polindmios f; e p+ g2, com relagio & varidvel ¢,
e usando bases de Grobner encontre v,w € R[t] tais que

v(z,t) - fulz,t) +wiz, 1) - [p(t) + qa(2, 1)} = () (4)

Como f; é ménico em £, a teoria de resultantes {ver Cox e O’Shea 2]} nos diz que: pare
zg € C* L ri(zg) = 0 se, e somente se, fi(zg.t) e p(t) + qalzg, 1) tém uma reiz comum em
C . Assim, como g € M,[t] implica ga(ag,t) = 0, e de (2) segue que fi(ap.t) e p{t) nao
tém zeros communs, devemos ter ri(ax) # 0.

Entao, rp € My; o que significa que r € invertivel no anel] local correspondente Ry, € a
(m x m)-matriz Uy(z,t) definida pelo produto

ory”t —p—go 10 —g3 ... —gm
T wry ™t S 1
; = 1 1
Uplz, t}: (0 E() )
i 1
(5)

é unimodular sobre R, [t]. Afirmamos que
£(z.t) - Uplz,t) = (1,0,...,0) (6)

De fato, por (3}, temos:
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e, finalmente:
(EgO;QZB;---;Qm) L ﬂ<1{}70),

¢ gue prova nossa afirmacao.

Obviamente, se rp € C, em algum estagio k, esse loop j4 é suficiente para fornecer a matriz
invertivel I/ desejada: U = Uj.

De modo geral, usamos o seguinte critério para encerrar o loop local: calcule uma base

de Grébner reduzida G para o ideal (ri,...,ri); se G = {1}, entdo saia do loop; caso
contrario, volte ao inicio.

Ou seja, o leop termina quando {r1,...,r) = R.

Note query & {ri,....7k~1), em cada passo k. poisry € {ry,....74—1) implicaria ry(az) = 0,
jad que ay é tomado em V(ry, ..., 7k-1).

Dessa forma, construimos uma cadeia estritamente ascendente de ideais em R; do teorema
da Base de Hilbert segue que, necessariamente, a condicdo para o término do loop serd
atingida apds um numero finito de passos.

Ao sair do loop teremos entdo (ri,...,rg) = R. Logo, {m™,...,m™) = R (a escolha desse
expoente m ficara clara mais adiante). Usando o método de bases de Grébner, encontramos
g1,-- -, gk € R tais que

g™+ +gry=1lem R (7)
No que segue abreviamos U; (t) := Us(z,1).
Introduza duas novas varidveis s e z e defina as matrizes

Ais,z) =Ui(s) - UM s+ 2), parai=1,...,k (8}
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unimodulares sobre Raq, (s, 2], jd que U; e UZ-_1 0 830.

Lembramos que m; € R é um denominador comurm em U;(s} e Ui(s + z). A inversa de
Ui(s + z) € igual & sua adjunta (salvo multiplicacdo pelo escalar det(U;)).

Na defini¢ao de U; em (5}, temos:

’{)T‘i'—l —p g9 1 0 -Gz .. gm
wri‘l f1 1
1 1 =
1 1
Un-“‘l -—p - g3 —vri‘iqg Cen —vm“iqm
wr; ™! f —wrilgs . —wr T gm
= 1
1

. + —1 - p—
implicando que r;"™* ¢ um denominador comum para as entradas de U; ! Isso mostra que
r;"™ é um denominador comum para A;{s, z).

Escrevendo cada polindmio entrada de A;(s, 2z} como polindmios na varidvel z com coefi-
cientes em R4, [s], podemos escrever A;(s, z) como um polindmio em z, cujos coeficientes
sido matrizes sobre Raq, L, s

Ai(s,2) = Djo(s) + Au(s)z + Ap(s)2? + ...+ Ayg, (8)2% (%)

De (8) segue, imediatemente, que Ajo(s) = A;{s,0) é igual & matriz identidade Id,,.
Substituindo 2 por zr;™ chegamos a

Ai(8,21™) = Idp + i D (s)z + 17 Age(8)22 + ..+ 1% ™Ay, (5) 2% (10)
Como r!™ é um denominador comum em A;(s, z), também o serd em todas as parcelas de A;
na expansao {(9). Assim, em (10) elimina-se todos os denominadores, fazendo de A (s, zr;™)

uma matriz unimodular sobre o anel de polindmios Ris, z].
Além disso, usando {8} e (6) vemos que:

£(s) - Ails, zri™) = £(z, 8} - Ug(z,8) - Uy 7Yz, 5 + 2ri™) =
=(1,0,...,0) - U; Yz, 5 + 2ry™) = £(s5 + zr;™).

Logo,

£(s) - As(s, zry™) = £(s + 2r;"™) em Rls, z] (11)

Finalmenie, defina
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U(t} R Al(f, ""tg}’f‘lm) - Ag(t - fgﬂ";m,_ mtgg?“gm)'
Ag(t —tgrm ™ — tgary™, —tgars™)-
. )
Ap_y (l‘- — Y imt 2T — Gk et ) .
Ay (i — k-begir™, —fgkrkm) (12)

As k matrizes fatores em (12} sio obtidas de A;(s,zr;™} por especializagdes polinomiais
R{s,z] — Rit], logo U(t) é uma (m x m)-matriz unimodular sobre R[t].

Aplicando (11) k vezes em £(¢) - U{#) chegamos a
(t) - U(t) = £(1) - Ar (L —tgim™) - Do D =
=£{t —tgiri™) - Dot —tgir™, —tgore™) Dy Ap =
ﬂf(tmtgl'f‘lmwtgg’r‘gm)-&3""&‘& _... =
=1 (f -2k, tgz‘Tim) =1 (t — i3 Qm‘m)

Entéo, usando (7) obtemos:

£(t) - UR) = £(0) (13)
A linha £{0) = (f1{(z,0}...., fm(2,0)) é unimodular em n — 1 varidveis. Entao, por inducio
sobre o niimero de variaveis, temos (m x m}-matriz /' unimodular sobre R com £$0) U =
(1,0,....0).
Dai, U{t)- U’ é a matriz unimodular sobre Clz1,..., z,] tal que

£t)-U@t)-U =£(0)-U =(1,0,...,0);
o que completa o algoritmo e encerra a prova do Teorema 5.6. O

Exemplo 5.7. Considere o linhe unimodular £ = (yt + 1, zyz — 1, z2t) com entradas no
anel de polinémios Clz,y, z,t]. Seguindo o roteiro da prova do Teorema 5.6, vamos calcular
a matriz invertivel Usxs tal que £- 17 = (1,0,0).

(Usamos o software Macauley para auxiliar nos calculos). Fazendo a mudanga de varidveis
y :== y + t nas entradas de f, obtemos:

£ = (f1, fo. f3) = (# + yt + 1, zyz + 22t — 1, 228),

com f; mdnico em f.
Definimos

a1 = {0.0,0): f1:= filar.t) =2 +1, fo 1= folay,t) = =1, f3 = fa(ar,t) = 0.

Assim, temos:
oz -1 0
(f2, fa) - ( 0 1 ) = {1,0).

E ainda,
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1 0 0
(fisfo.fa)- | 0 =1 0 | ={fi,—fa. f3)-

0 0 1
Calculamos o resultante 7y entre f; e —fo com relagio & varidvel £,
1 —Iz 0
ry=det |y wzyz+1 —zz =1 zyz + 222,
1 ] —zyz + 1

e usando o método de bases de Grébner, encontramos

vz y, z.t) =322 —zyz—zzt+1 e  wlzy 2 t) =zt — yt — 12,

tais que v- fi +w - {(~f2) = 71.
Calculamos a matriz U7,

1 0 0 vyl fy 0 1 0 ~f3
(JI o= O -1 G . ’{,U?";h_l fl 0 . 0 1 0 =
0 0 1 g 0 1 00 1
o™t fo o —ur T
= —wnTl —fi w7l
0 0 1
e sua inversa U; 77,
fi fa Js
Ut=| —wr ™t —om=! 0
0 0 1
Agora, como {r;} # Clz,y,z|, voltamos ao inicio: tomamos as := (1,0,7) {onde i é a

unidade imagindria) um zero de r; e calculamos fi= filapt) =2+ 1, fo = folag, t) =
it — 1, fs:= fs{as,t} = it. Dai, temos:

(Forf) ( P ) ~ (1,0).

E aindas,
i 0 0
{(Fiofe.fa)- | O =1 —it = (1, —xyz + 1, —izyzt — rzt +it).
0 1 -1

Como ~zyz + 1 € Clz,y, 2], fazemos ry = —zyz + 1.
Entao, calculamos a matriz Us,

1 0 0 0 -3 0 1 0 dxyzi+ zzt—it
U=} 0 -1 =it |-| ro7% —f 0 |-} 0 1 0 =
0 1 it—1 0 0 1 0 0 1
] —~79 0

=| -ro7b —f —?"g_l(z'g:yzt o+ gzt — i) — 1t
ra~t fi e Mizyet + zat — it) + it — 1
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e sua inversa U™t

fi fo [
Uyml=1 =~ 0 0
0 -1 -1

Agora, temos (ry,ra) = Clz,y, 2] e, portanto, saimos do loop.
Usando bases de Grébner, calculamos
g =y, g2=1+zyr — o,

tais que gy -1+ gz cT2 = L.
Com a notacdo introduzida em (8), calculamos entdo as matrizes Ay = U; (¢)-U; "t —tgiry)
e Ag = Ug(t o tgyrl_) : Ugml({}):

3:4y4z4t2 - Iygzt - $2y2z2t2+ -x3y223t ~—$3y2z3i + 222+
229128 — 23yt 1 72222t — Pt
Al = $y23t3 - my4z?f3 -+ $2y522t3 - x3y4z3t3-]~ mzyzzgﬁ—i‘ —:‘cygzta e
T 29°4° — 2+ myPat? — plyt 4 a4+ 1 22?2242
y3t — l‘yQZt
0 0 1
1 0 0
23;2y4z2t2 - y3t + yt -+ mygzt - 2y2t2~:~w —myzzt + gzttt | oy at 4 ot
Yt — oy at? + 7+ pyat? Pyt + 1 alyt
Ay = — 2y — 38,542
2zt 2+ Pt — gt — my ot + 2970 | myPat — xat Tytat — xzt
—ytt? + Yt — 2 — zyzt®+ —xyztt —x?yz?t + 1
2222242 + 13y3 02

Dessa forma, temos que:
oA Ay = (1, zyz — 1,0).

Agora, se
I 1—zyz 0O
Fw=10 1 0
0 0 1

entdo (1, zyz — 1,0) - E = (1,0,0). Disso segue que
U=N Ay E
é a matriz invertivel tal que £'- U7 = (1,0,0).
Finalmente, fazendo a mudanca de varidveis y := y — ¢ nos polindmios entradas de U',
obtemos a matriz invertivel U desejada: £ U = (1,0,0).

Neste exemplo, os polinémics que aparecem na tal matriz U possuem dezenas de termos,
por isso preferimos ndo exibi-la agqui.
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Prova do Teorema 5.4. BSeja A = (a;;) uma {{ x m)-matriz unimodular sobre R =
Clzy,..., &y, com I < m. O procedimento para encontrar a matriz U, nas condicdes
do teorema, ¢ indutivo sobre as linhas.

A = {a;;} unimodular implica que todas as linhas de A sdo unimodulares. De fato: da
apresentacac

R R s RlUimA — 0

segue que Fitty( R /imA) = [}A = R, e entdo R'/imA = (0}, pois o 0-ésimo ideal Fitting de

um médulo estd contido no seu anulador. Em particular, existe {g1,...,gm) € B™ tal que

a11g: + . ..+ a1mgm = 1. Com o algoritmo do Teorema 5.6, calculamos uma (m x m)-matriz
Fl !

U animodular com {ayy,...,a1,) - U7 = (1,0,....0).

. ' R . . o .
A matriz A == A-U ¢ unimodular, pois I/’ é invertivel. Logo, temos

110 ... 0

b

L N
o

: B
by i

com B matriz ([ — 1) x (m — 1) claramente unimodular.

Assim, por indugdo segue Vi, 1yx (1) unimodular tal que

B-V:(Imﬂéﬁ)

gxp
Considerando
e ... 0
r 0
V=l
: V
0l
invertivel, chegamos a
1| [
’ ' b
Av=| % l
] T
by | |

Logo, com certa matriz elementar Ep, ., determinamos a matriz unimodular m x m
desejada, U :=U -V - E. rl
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5.3 Algoritmo que Reduz ao Caso Estavelmente Livre

Nesta segio, consideramos um module projetivo qualquer, apresentado como a imagem,
kernel ou cokernel de uma matriz poliromial. Serd dade um algoritmo que calcula uma
base livre para P, usando o procedimento da Secdo 5.2 como uma subrotina.

Deste ponto em diante, R denotard o anel de polindmios Clzy, ..., z,].

Lema 5.8. Uma {r X s)-matriz A sobre R (r > 5) € unimodular se, e somente se, A possui
uma matriz inversa d esquerda.

Prova. («=) Suponha que A tem inversa a esquerda, entdo existe B matriz s x r sobre R
tal que B - A = Id,. Para quaisquer x,22 € R®, A{x,} = A{zo)} implica BA(z,) = BA(xy)
e, portanto, zy = zo. Isso significa que ker A = (0), donde segue que R® =~ imA.
Identificamos imA =~ R° com os elementos de B que possuem as r — s 1iltimas coordenadas
nulas. Agora, considere a apresentacao

R R TR,

onde 7 é a projecho nas 77 iliimas coordenadas.

Entao, R = Fitt,.(R"°) = I,_(,_sA = I,A. E, portanto, A é unimodular.

(=) Suponha que A é unimodular; conseqiientemente, sua transposta A também é uma
matriz unimodular. Considere, entdo, a apresentacio

RS R s B fim A —0,
Entdo , Fittg(R%/im A') = I,A" = R; implicando R®/imA' = (0). Disso segue que as
linhas de A geram o R-mdédulo R®.
Claramente, os elementos da base canonica {e;,...,es} formam a tnica base de Grébuer

reduzida para R®. No processo de cdlcule dessa base de Grébner, encontramos a matriz B
de transformacao, que é entdo a inversa a esquerda de A. G

No que segue, P é um R-modulo qualquer finitamente gerado, apresentado por um
R-epimorfismo ¢ : R — P de tal forma que temos (ou podemos calcular) kerw. Por
exemplo, P pode ser dado como:

(1) um cokernel, isto é, temos uma seqiiéncia exata explicita

A
R R — P—0;
(2) como um espago coluna, isto é, temos uma seqiiéncia exata explicita
R"—P = imA—0;
(3) como o kernel de uma matriz polinomial 4, isto é, temos uma seqiiéncia exata
0-— P — R™R

Observe que no caso (3) podemos calcular um subconjunto finito de R™ que gera P
(algoritmo para calcular syzygies, Capitulo 3), assim esse caso ¢ reduzido ao caso (2).
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Em qualguer desses trés casos, podemos calcular uma resolucdo livre finita de P

0 —s Rredypres doipradey  Aupe ©p g (14)

onde cada A; é uma matriz 7;_; x r; {r;_1 = r;) com entradas em K. (No Capitulo 3,
damos uma algoritmo para calcular resolugdes livres finitas usando bases de Grébner).

Se P ¢ projetivo, entdo a seqiiéncia exata curta
00— kerp — R — P — 0

cinde, implicando R'™® = P & kery. Logo, kerp = imA; é projetivo. Por inducgko (como
na prova da Proposicio 5.2) vemos que 1mA; é projetivo, para todo j. Em particular, para
j =1 — 1; implicando que a seqiiéncia exata

A A: 4 A -1 .
0 s BTt 2y BTt 25 imA, — 0

cinde. Por isso, existe uma mairiz By inversa a esquerda de A;; entdo A; € unimodular e
B; pode ser calculada como no Lema 5.8. Observe que, como B; é um epimorfismo, By
também ¢ unimodular.

Usando o algoritmo dado na Se¢ao 2 para B;, encontramos U,_; matriz 1 X reey
unimoedular tal que

By Uy = (Id, | 0).

Como By - A; = Idg: . vemos gue as primeiras r; colunas de U1 sfo iguais a A;. E ainda,
pelo Corolario 5.5, as rs—; —r; colunas restantes de U;_y formam uma base para o0 R-médulo
livre ker By; denotaremos essa submatriz r;_{ X (ry_; — r;} por Vi.1. Finalmente, calcule a
Teoa X (T‘t_.1 — rg)«ma.triz Ct——l = At—l%—l-

Proposicdo 5.9. Nas condigbes anteriores, a segiéncia

0 —s Rre-i—re o pres 222 prog fimg o Ay pey €0 p g (15)

é uma resolucao livre finita de P.

Prova. Basta mostrar que C;.; é um isomorfismo entre R™*-1""t e ker Ay 5. Para isso,
considere o seguinte diagrama:

A A .
0 — R ~4% Rl 25 imde, — 0

B
L

Ty,

R""t——l—rt
T
0



Pela construgao de Vi_1, temos imVi_; = kerB;. E imA,_; = kerA;_», pois {14) ¢ exata.
Como B; Ay = Idgr:, vemos que kerB; — R™~!/imA,, z — z+imAs, ¢ um homomorfismo
injetivo entre R-médulos livres de mesmo posto, e portanto € um E-isomorfismo. Disso e
de imA; = kerA;_1 segue que Ae.: induz um isomorfismo entre kerB; e imAs_q.

Entao, Cyy = A;_1Vi—1 € um isomorfismo entre R™-17"t e imA, 1; provando que (15} é

uma seqiléncia exata. O

Como conseqliéncia da Proposicio 5.8, vemos que de qualguer resolucéo livre finita de
P com comprimento ¢, podemos calcular uma resolucio livre com comprimento ¢ — 1.
Assim, se repetirmos esse processo t vezes, chegaremos a um isomorfismo

0— B p g,

onde Cp := @ - Vp; encontrando portanto uma base livre para o médulo projetivo P (dada
por Cg). '

Note que s = ﬁ;:e (—1)7; é o posto do R-médulo livre P.

Dessa forma. completamos o algoritmo que di uma prova construtiva para o Teorema de
Quillen-Suskn.
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