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INTRODUGAO

Consideremos o problema de

Minimizar I F(x) 02
com F: R"—> R", m2n e F (x) esparsa.

Estudaremos um algoritmo (ver [1]) para resolver
este tipo de problema com as seguintes caracteristicas:

(a) A "Equacao  Gauss-Newton" e resolvida
parclalmente em cada passo usando um método de Gradientes
Conjugados com um precondicionamento "ortogonal truncado”.

(b) O novo ponto € obtido usando uma busca do tipo
regiao de confianga bidimensional.

Neste trabalho, tentaremos melhorar o algoritmo
supracitado em dois sentidos. Em primeiro lugar, melhorar o
desempenho em problemas mal escalados, através da substituigao de
VF por DVF, um gradiente convenientemente escalado. Em segundo
lugar, simplificar o processo de busca , introduzindo uma busca
parabélica, em vez do processo de regiao de confianga.

As etapas de nosso trabalho sao as seguintes: no
capitulo 1, daremos uma visao geral de alguns métodos para
resolver o problema que estamos enfocando. No capitulo 2
apresentaremos o método de Levenberg-Marquardt, um dos métodos
mais importantes empregados na resolucao deste tipo de problema .
No capitulo 3 faremos um estudorda teoria , e das diferentes
partes do algoritmo supracitado. No capftulo 4 apresentaremos as

modificagoes sugeridas para melhorar o algoritmo que € estudado



no capitulo 3. No capitulo 5 ser3ao relatadas nossas experiéncias
numéricas. E por ultimo tentafemos tirar conclusces e fazer
comentarios sobre as experiencias  numéricas. Alem disso
colocaremos no apéendice A alguﬁs teoremas auxiliares usados no

texto principal.



CAPITULO 1
QUADRADOS MINIMOS NAO LINEARES
1.1. O Problema

O problema de quadrados minimos nao lineares

consiste em

. 1 2
Minimizar > I F(x) H2 (1.1.1)

onde a fungio residuo F: R"— Rm, comm = n, &€ ndo linear e
Fa(X) denota a i-ésima componente de F(x). Tal problema surge
frequentemente em ajuste de dados, onde é necessario escolher um
X que minimiée o residuo Fl(x) = m{x, tl) - yi,.com o objetivo de
ajustar aos dados (tx’ yi), i=1,...,m, o modelo m(x, t) que & n3ao
linear em x.

Se m = n, o problema se reduz a resoluqao de um
sistema de equagGes nao lineares.

0 gradiente e a Hessiana da fungao objetivo
(1.1.1), denotados respectivamente por g(x) e G(x), tém uma
estrutura especial. Seja a matriz Jacobiana m x n de F(x)
denotada por J(x) e seja a matriz Gl(x) a matriz Hessiana de

Fi(x). Ent3o

g(x) = J(x)F(x)
G(x) = J(x)TJ(x) + Qx),
onde Q(x) =} Fi(x) Gl(x). Observamos que a Hesslana da fungao

i=1

objetivo consiste na combinagao de derivadas parciais de primeira



e de segunda ordem.
Aplicando o método de Newton ao problema (1.1.1)

obtemos

- _ T -1 T
Xy = %0 (J(xk) J(xk) + Q(xk)) J(xk) F(xk).(1.1.2)

No decorrer deste capitulo discutiremos a aplicacgao
deste método, dentre outros, ‘ac problema de quadrados minimos nao
lineares, distinguindo entre problemas de residuo pequeno e

res{duo grande.

1.2. Métodos do Tipo Gauss - Newton

-

Consideremos a aproximacao afim de F(x), na

vizinhanga de x :
c

m(x) =F(x )+ Jx)(x - x) (1.2.1)
C [o} C C

onde mc(x): R® —> R" e m = n.

A melhor situagao que poderiamos ter seria a de
acharmos um X de.forma que mc(x) = 0, mas nem sempre isso é
possivel. Portanto, o caminho légico para resolver o problema de
quadrados minimos n3o lineares é escolher um X como solugao do
problema de quadrados minimos lineares

Min — 1 m (x) 0% . (1.2.2)
c R" 2 c 2
X

Assumimos que J(xk) tem posto coluna completo. Assim, a soluqao

’

de (1.2.2) é



$=x - (Jx)TI3x N U OHFx). (1.2.3)
C C [ [+ C

O método acima definido é chamado método de Gauss -
Newton.

Comparando-o com o método de Newton para quadrados
minimos nao lineares, observamos que as equagoes (1.1.2) e
(1.2.3) diferem exatamente na matriz Hesstana J(x)J(x) +
Q(x), ja que o termo Q(x) é omitido no método de Gauss - Newton.

O método de Gauss - Newton esti baseado na premissa
de que eventualmente o termo de 12 ordem da Hessliana J(x)TJ(x)
dominard o termo de 22 ordem Q(x), mas esta suposicao so & vallda
‘quando o residuo é zero na solugao, ou € relativamente pequeno.

Este método tem convergencia local quadrética, como
o método de Newton, quando F(x) é linear ou quando o residuo e
zero (Q(x,)=0). Tem convergéncia local linear quando o residuo é
relativamente pequeno, ou seja, Q(x‘) é pequeno em relagao a
J(x,ﬂd(x*) . Nao se verificara a convergencia local quando o
residuo for grande , isto é, se Q(x,) for muito grande em relagao
a J(x')T J(x,).

Confirmaremos o resultado acima pelo teorema e

corolario seguintes:

TEOREMA 1.2.1: Sejam F: R" —— R", e f(x) = —%‘F(X)TF(X). duas
vezes diferenciaveis em um conjunto aberto convexo D < R".
Assumimos que J(x) é Lipschitz, com I J(x) st o para todo x €

D, e que existem x,e D e A, p = O tals que J(x,)'F(x,) =0, A é

o menor autovalor de J(x.)TJ(x‘) e



I I(x) = Jx,DTF) I, = p il x = x, 1 (1.2.4)

para todo X € D. Se p < A, entao, para algum c € (1, A/p),
existe € > 0 tal que para todo xo € N(¥ , ¢), a sequencia gerada

pelo método de Gauss - Newton

T -1 T
X0 = X 7 (Jx )J(x ) I(x ) F(x )

é bem definida, converge para X, € obedece a:

) cp - cay e
I xk+1 X, H2 = 5 I xk X, Hz + 53 I xk X, ll2
(1.2.5)
cp + A
- < - < -
I xk+1 X, H2 < X I xk X, H2 Il xk X, "2'
(1.2.6)

Demonstracao: Esta sera feita por indugao. Mostraremos primeiro que
este teorema se verifica para k=0.

Assumimos que A > p .z 0 e seja c € (1, A/p);
chamaremos J(xo), F(xo) e F(x,) por Jo’ Fo e F, respectivamente,
assim como também substituiremos Il . H2 por il . l. Por um

argumento familiar, existe e > 0 tal que J;Jo € nao singular e

T, -1 c
Il (JOJO) I = = p/ X, € N(x,, cl). (1.2.7)
Se ja
e-=m1n{c, ,—A—ﬂ—}. (1.2.8)
1 coy .

claramente X é bem definido, entao



x =x_ - (JU )Y
1 0 0 o 00
_ _ _ T, .-1,T
x1 X, = X, X, (JOJO) JF
T
=-(JJ ) [ + J J (x - X )]
0’0 0 )
_ (T -1
= -(J J) [J F*

(F, - J (x,~ X ))] (1.2.9)

Pelo Lema 1 do apendice A, temos,

7 2
- - - s — - .
WF, = F = J(x,=x) Il s-Z0x -x|

(1.2.10)

Relembrando que J(x_)TF(x_) = 0, entao, de (1.2.4), temos :

T
HJF, I spllx - x, I (1.2.11)

Combinando (1.2.9), (1.2.7), (1.2.10) e (1.2.11) e relembrando

que Il J_ Il = a, ent3do:

hx -x 0 =<1 (JTI)y [n JIF o+ wJ o
1 0 00 0 * (o]

WF, - FO - Jo(x. - xo) ll]
c _ oy _ 2
S—A[p"xo x‘ll+2Hx0xll]
o que prova (1.2.5). Do resultado acima e de (1.2.8) temos

- - cp , cxy -
] X, ¥* = X X, H[ X + 53 Il X X, H]



_cp + 2 _
= s 1l X, x, |

< i xo - x*IL

o que prova (1.2.8).

Agora suponhamos que a tese é valida para k. Ent3zo:

cp coy 2
N x - x. s =1l x -x I+ =10l x -x_|W
k+1 * 2 A k . 2 2A k *« 2
cp + A
I x -x Il s Tl x -x 0 < x -x 1
k+1 « 2 2A k s 2 k s 2

Para provar para k + 1, o procedimento & idéntico aquele usado

quando k = O. =

COROLARIO 1.2.2.: Com as suposicdes do teorema (1.2.1) e se F(x)
= 0, entdo existe € > 0 tal que para todo x, € N(x,, €), a
sequéncia gerada pelo método de Gauss - Newton € bem definida e

converge quadraticamente para x_ .

Demonstragao: Como F(x,) = 0 e tomando p = 0 em (1.2.4),
deduzimos de (1.2.6) que a sequencia { X, } converge para x,, e

de (1.2.5) que a velocidade da convergencia é quadratica.m

A partir da equagdo (1.2.4) vemos que p € uma
medida absoluta combinada da nao linearidade de F e da grandeza
do residuo do problema; Se F(x) é linear ou F(x,) = 0 isto
implica que p = O. Portanto, o teorema diz que a rapidez da
convergencia do método de Gauss - Newton decresce com a relativa
nao linearidade ou com a relativa grandeza do residuo do

problema.



Abaixo, mostraremos as vantagens e desvantagens do

método de Gauss - Newton.
Vantagens:

1- Tem convergéncia local quadratica nos problemas de residuo

Zero.

2- Tem convergencia local linear rapida nos problemas que sao

quase lineares e tém residuos razoavelmente pequenos.

3- Resolve o problema de quadrados minimos lineares em uma

iteracgao.

Desvantagens:

1- Tem convergéncia local linear lenta em problemas que s3o
suficientemente nao lineares ou tem residuos razoavelmente

grandes.

2- Nao converge localmente em problemas que s3ao muito nao

lineares ou que possuem resf{duos muitos grandes.
3- Nao € bem definido quando J(xk) nao tem posto coluna completo.

4- Necessariamente nio converge globalmente.



Para conseguirmos uma modificagao do método de
forma a obter convergencia global, comecemos observando que a
direcao —[J(xk)TJ(xk)TdJ(xk)TF(xk) é de descida quando esta bem
definida. Sugerimos dois caminhos.para melhorar o algoritmo de
Gauss - Newton: usarmos uma busca linear ou uma regiao de
confianga. Estas duas sugestdes levam a dois algoritmos que sao
usados na pratica.

O algoritmo em que o método de Gauss - Newton é

combinado com uma busca linear consiste simplesmente em fazer:

T -1 T
Xeog =% F Ak(J(xk) J(xk)) J(Xk) F(xk) (1.2.12)

onde Ak pode ser escolhido por exemplo por qualquer algoritmo de

busca linear. A convergencia desta variante pode ser muito lenta

nos problemas em que o método de Gauss - Newton sem busca

teve dificuldades. O algoritmo de Gauss - Newton com busca
também n3ao é bem definido se J(xk) nao tem posto coluna completo.
A outra modificagdo do algoritmo de Gauss - Newton

€ a escolha de x usando uma regiao de confianga: assim
+

resolvemos

Min I F(x) + J(x)(x - x) II2 (1.2.13)
x € R" *

suj. a/ Il x - x1II_ s A
+ 2
Pelo Lema 2 do apéndice A, provamos que a solucdo (1.2.13) é

X = % - )G + p DU TF(x) (1.2.14)

10



onde p = 0 se A = I (J)TIDUTF(x) 1 e p > 0 se

A

I (IG) I IG)TF(x) 1 . A formula (1.2.14) foi sugerida
primeiramente pbr Levenberg em (1944) e depois por Marquardt em
(1963) e € conhecida como método;de Levenberg ~ Marquardt.

As propriedades de convergeéncia deste método sao

similares as do método de Gauss - Newton e sao dadas no teorema

(1.2.3).

TEOREMA 1.2.3: Se assumimos que as condigdes do teorema (1.2.1)
sao satisfeitas e que a sequencia { M } de nameros reais nao
negativos é limitada por b, e se p < A, entao, para algum c € (1,
(A + b)/(p + b)), e para € > O tal que para todo X € N(x,, €), a

sequéncia gerada pelo método de Levenberg - Marquardt

T -1 T
Xy = %X " (J(xk) J(xk) + ka) J(xk) F(xk)

é bem definida e obedece a:

_ clp + b)
I X+ Xy "2 = (A + b)

coy

I xk - X, II2 + 5x + B

2
hx - x |1
k * 2

hx - x Il < Sle*b)

el x - x 0 <l x -x_ 1.
k+1 * 2 (A + b) k * 2 k * 2

Se F(x) = 0 e p=0 (n J(xk)TF(xk) "2), entdo { X, } converge

quadraticamente.

7

Demonstracao: E uma extensao direta do teorema (1.2.1) e do

corolario (1.2.2).m

11



O algoritmo de Levenberg - Marquardt € preferido em

relagao ao algoritmo de Gauss - Newton com busca por varios
fatores. Por exemplo, o método de Levenberg - Marquardt é bem
definido mesmo quando J(xk) nao tém posto coluna completo. Por
outro lado, quando o passo de Gauss - Newton é muito longo, o
passo de Levenberg - Marquardt esta mais perto de ser uma direqio

de maxima descida e é geralmente superior aquele.

1.3. Métodos Tipo Newton

A outra classe de métodos considerados para
resolver problemas de quadrados minimos nao lineares € baseada no
modelo quadratico da sérle de Taylor. Para problemas de quadrados
minimos nao lineares o método de Newton consiste na escolha de um

x, como ponto critico deste modelo:
T -1 T
X, = X - (J(x) J(x) + Q(x)) "J(x) F(x).

O método de Newton, apesar de possuir boas
propriedades de convergencia local, e raramente usado para este
tipo de problema, pois o calculo de J)Jx) + Qlx) é
normalmente muito caro.

Outros métodos considerados sao os métodos
secantes, mas uma aplicacao direta destes também nao é desejavel,

porque aproximam a V’f(x) de forma completa. (Ver [2])

12



1.4. Critérios de Parada

’,

Se o menor valor possivel de f(x) = —%F(X)TF(X) e

zero , entao o teste
f(x) =07
+

é adequado; mas isto é um critério apropriado de convergencia
somente para problemas de residuo nulo. Portanto deve ser

implementado como f(x+) < TOL, onde a tolerancia TOL é escolhida

de forma apropriada.

0 segundo teste é o da convergéncia pelo gradiente
vf(x ) = J(x)F(x) % o.
+ + +

Isto tem um sentido especial, visto que pode ser interpretado
como a pergunta se F(x+) é quase ortogonal ao subespago linear

gerado pelas colunas de J(x+).

13



CAPITULO II

O METODO DE LEVENBERG - MARQUARDT

2.1. Introdugao

O método de Levenberg - Marquardt, que Jja foi
citado no capitulo anterior, € uma variagao do método de Gauss -
Newton. Numa rapida visao deste método, observa-se que ele toma
um passo reduzido para calcular um novo ponto. Suponhamos que
primeiro seja escolhido o comprimento do passo e depois seja
usado um modelo quadratico n-dimensional para escolher a direcgao.
Em outras palavras, suponhamos que temos um X e alguma estimativa
A para o comprimento maximo do passo. A questao é: Qual é o
melhor passo dentro do comprimento maximo ? Respondendo esta

questao, diremos que o melhor passo € a solugao de:

Min q(x + P) = £(x) + 9£(x)"P + L PTor2(x)P

2 (2.1.1)
suj. a ll P ll2 = A .

O problema (2.1.1) é a base do modelo de " Regido de Confianga ".

2.2 0 Méetodo

Consideremos a solucao de:

14



Minimize —~ I J P + F 12 (2.2.1)
n 2 k k 2
PeR

suj. all P H2 s A

para algum A.
Pelas condigoes de Kuhn-Tucker se P é minimo local
do subproblema e os gradientes das restrigoes ativas (Il P H2 =A)

em P sao- linearmente independentes, temos entao que

2

Vf(P) = —ukV(H P H2 - A)
ou seja

JJIUP+J'F =pp

k k k k k

logo

W' + )P = -JF (2.2.2)

k k My k k T

onde M, € um escalar nao negativo, o multiplicador de Lagrange.

A solugdo P de (2.2.2) é definida como diregao de
busca de Levenberg-Marquardt.

Um bom valor para M {ou A) deve ser escolhido de
forma que assegure o decréscimo suficiente. Existe uma relacao
entre os escalares poe A de forma que temos que se Bo= o, Pk
torna-se diregao de Gauss - Newton, isto é, II P "2 < A, para A
bastante grande e ‘quando u— o Il p II2 —> O, Pk torna-se
paralelo a direcao de maxima descida. Isto implica que F‘(xk + Pk)
e suficientemente menor que Fk para A Dbastante pequeno.

Confirmaremos o resultado acima, mostrando a relagao entre os

escalares uk e A.

15



Por (2.2.2) temos que
_ T -1 T
P = -0y +uDTF,. (2.2.3)
Normalizando a expressao (2.2.3),
NP N =0 -7y o+ 1) WTE
kK 2 k> k k kk 2
Assim, pelo teorema 3 do apéndice A, temos que

PP =1 (% +uD ™ nJF o
k 2 k k k F k k 2

172

T -1
—_—D =
o Pk "2 = n it (Jka + ukI)

W JTF
2 k k 2

-1

como a matriz (J‘T(Jk + ka) é simétrica e pelos teoremas 4 e 5

do apéndice A,

e on, s n'/? ]-——4-31—--14 B
pmin “k
onde p € o menor autovalor de (JTJ ) e B =1 JT F Il _.
min k k k k 2
Entao se
1/2 1 B
M ——> oo ==>n > 0
k Ipmln * ukT
ou
~ 1/2 1 B
M= ¢ => n P rom = 0.
min k
Logo se tomamos A = n'’? 1 B , teremos que
p +
min k
M > ® > A »O0ell PN — O

16



ou

u =20 =>A20ell PI = A

Se ja PLM(uk) uma solugao de (2.2.2) (diregao de
Levenberg - Marquardt) para um valor espec{fico X, s onde s é

positivo, e suponhamos que Jk nao tenha posto completo; entao

temos:

"oP =P (n)l

[ S |
N

=0 (1),

onde PN € a direcao de Newton, e este resultado acima independe

de “k

Para atualizarmos A, podemos utilizar interpolagao
cubica.
2.3. 0 uso do Método Levenberg - Marquardt nos Problemas de

Grande Porte

Quando n é multo grande, duas dificuldades sao
encontradas : o tempo de computagao requerido, que pode ser
grande e nao Justificar a resolugao do problema; e, o que é mais
critico, pode ser preciso usar armazenamento auxiliar.No caso do
método de Levenberg - Marquardt, a principal dificuldade &€ que em

cada iteracao é resolvido um problema n-dimensional.

17



No proximo capitulo apresentaremos um algoritmo no qual
calculamos a diregao d que nos dé © novo X . = xk+ d usando uma
implementagao do método de Levenberg-Marquardt. Além disto vamos
poder observar que fazemos uma busca bidimensional e nao
n-dimensional como no método de Levenberg - Marquardt, o que
torna o algoritmo 3.2 muito mais economico e sem incovenientes no

caso de aplicacao a problemas de grande porte.

18



CAPITULO 111
A ESTRATEGIA BIDIMENSIONAL PARA QUADRADOS MINIMOS NAO LINEARES

3.1. Introdugao

Estudaremos agora um algoritmo que procura
conservar propriedades de convergéncia rapida em problemas de
quadrados minimos nao lineares de residuos pequenos e um
comportamento razoavel nos casos gerais. (Ver [1])

Os métodos do tipo Levenberg - Marquardt tem essas
propriedades-e sao os mais populares.

Este algoritmo tem as seguintes caracteristicas:

a_ Em cada iteragao, o problema de quadrados mi{nimos lineares
J(xk) Wk & —F(xk) (3.1.1)

€ resolvido parcialmente usando gradientes conjugados, de maneira

que o método pode ser pensado como do tipo Inexact Gauss -

Newton ", que é analogo aos métodos Inexact - Newton. (Ver [7,8])

b_ O sistema (3.1.1) é precondicionado por um método tipo

Ortogonal Truncado. A mesma matriz de precondicionamento pode ser

usada em varias iteracdes consecutivas.

c_ O ponto X ey é obtido por um processo de busca no plano gerado

pelo gradiente de Il F(x) "2 em x e por W, solugao de (3.1.1).

19



3.2. Principios Basicos

Seja F: Dc R ——> R™, m = n, F e C' (D), D aberto.
Seja xo € D um ponto inicial arbitrario, (nk } uma seqﬁencia de
numeros positivos tal que lim n = o, 8., 6, € (o, 1),
6, € (0, 1/2), e 0 < M < M < o.

Dado x , a k-ésima aproximagao da solugdao obtida
com o algoritmo, denotamos Fk= F(xk), Jk= J(xk) (matriz jacobiana

de Femx)ell . Il =10 . 1.
k 2

Os passos para obter X, 11 sao os seguintes:
ALGORITMO 3.2
T
Passo 1: Calcular 8, = Jk Fk‘ Se g = 0, parar.

Passo 2: Obter W e R" tal que
WJT 0w +JTFE n=g nJTF 0. (3.2.1)
k k k k k k k k

Obs: Isto é feito usando-se o algoritmo de gradientes conjugados

aplicado ao problema :
1 | 2
Min z 1J W + F #_,
2 k kK 2

W

com precondicionamento de Jk.
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Passo 3: Obter Vk e R", solugdo do seguinte problema

bidimensional:

Minimizar t J V + F 1
k k

suj. aV = Algk + Azwkﬂ v =i WkIL
Passo 4: Seja d;= -8 Se Vk cumpre as duas condigoes seguintes:
<V o.g >=-6 IV Ilgl | (3.2.2)
Mg 00V Il = M g, W ' (3.2.3)

-~ 2 o’ 2 1
entao dk = Vk. Caso contrarlo dk = dk.

Passo 5: Seja t = |l di . Executar os passos de (5.a) até (5.d):
(5.a)_ Resolver o problema
Minimizar | Jk d + Fk I (3.2.4)

suj. ad=xd +ad®, 1 du =t.
1 k 2 k

1 2 1 2
(5.b)_ Se -5 Il F‘(xk +d) I° = 3 I F(xk) = + 0, <8

passar ao passo (5.d).

(5.c)_ Obter t tal que
e tsts=(1-0)t.
3 3

Substituir t por t e voltar ao passo (5.a).
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(5.d)_d=d, x =x +d.
Kk k+1 k Kk

Provaremos abaixo que este algoritmo esta bem

definido e para isto mostraremos que a condigao (3.2.5) é

satisfeita para t bastante pequeno.

Consideremos a seguinte funcao:

2 2
Il F(xk +.d) 7 - | F(xk) ]

hdil

pld) =

Temos que, pelo teorema do valor médio,

Se d(t) € solugao do problema (3.2.4), problema de

duas variaveis, restrito a uma bola bidimensional de raio t,

entao

Lim d(t)
t—> o Il d(t) |l

é a diregao de maxima descida da funcao restrita ao plano gerado

por di e di. Mas a direcdo de maxima descida da fungao
(irrestrita) pertencente a este plano (di = - gk). Portanto,

Lim _d(t)  _ &

t— o I d(t) g

Por outro lado, quando t tende a 0, ¢(d) tende a

- < > 5 - . »
Il g, e & * T4 tambem tende a - g, . Portanto
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2 2
Lim 1 I F(Xk +d) 7= 1 F(Xk) I -
2 < g, > d >
isto implica que
f 1FGe + d) 0P Fix ) 0
2 <g ,d> =8,
K
se t é bastante pequeno. Mas < g +» 4 > < 0; assim a
desigualdade (3.2.5) ocorre para t pequeno.
3.3. Resultados de Convergéncia Global
Nesta secgao chamaremos de f(x) a —% I F(x) "2' De

todas as maneiras, é facil ver que os resultados se aplicam a
qualquer f € cl(D), com Vf(x) = g(x).

Admitindo as hipoteses consideradas na seg3o
anterior e sendo u > 1, observando o algoritmo (3.2),
verificaremos que este €& um caso particular do apresentado

abaixo.

Obs: Definimos C(v, w) = { x e R/ X = VYW Y, T, =z 0},

cone convexo determinado por v e w.

Algoritmo 3.3

Dado X, € D, um ponto 1inicial, arbitrario,
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consideremos a sequéncia definida da seguinte maneira:

se g = g(xk) = 0, parar. Caso contrario, calcular

X =x + d
k+1 k k
onde
d ec@@ . d, nd n=ndu, (3.3.1)
k k k k k

e satisfaz as seguintes condigoes:

c<dl g >=-0 nd nug N 1=12 (332
i M —-—

Mg h=idn=Migl t=1.2 (3.3.3)

f‘(xk + dk) = f(xk) + 92< g dk >, (3.3.4)

Finalmente uma das seguintes possibilidades é verdadeira:

d =d° (3.3.5)
k k
ou
Existe d e C(d' , d2), #d I sptd I
k k k k k
e f(xk + dk) > f(xk) + 92 <g dk > (3.3.86)

DS
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TEOREMA 3.3.1: Se x, € D é um ponto limite da sequéncia gerada

pelo algoritmo 3.3, entdo g(x,) = 0.

Demonstragdo: Se x, é um ponto limite da sequéncia (xk), entao

existe uma subsequencia (xk), k € K1 c N tal que:

Lim x = X,
k € K
1
Definimos B = { x, k € K1 }. B &€ um subconjunto

limitado de D. Portanto, como f € C1(D). temos
- glx) Il = C1 para todo x € B.

Suponhamos que g(x') # 0. Entao, existe K2 um subconjunto

infinito de Kl’ tal que:
] g(xk) = C2 > 0, para todo, k € K2.

Portanto

MC =i d Il =MC, para todo k e K, 1 =1, 2.
- 2 k 1 2

Logo, existe K3 c K2 tal que

Lim dl=d,1=1.2
k € K
3

MC =nd n1s=sHMc, 1=1, 2
- 2 1

Tomando o limite em ambos os lados de (3.3.2) e (3.3.3) para k €
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Ka' obtemos:

<d', glx,) >s -9 Id I glx)H

MU g(x) I <t a1 sHugx)i t=1,2

Consideremos duas possibilidades (a) e (b)

a) Existe a > O tal que I dk = ol g, Il para todo k € K3

b) O oposto de (a)

(a) Neste caso
2 — —
«C osall gx)lsiid I =sidn=sHIgx)lsHC

para k € Kd

Portanto, existe K4 C K3 tal que
Lim d4 =d # O.

k
k € K,

Por (3.3.1), temos que dk esta no cone positivo determinado por

d; e di. Um rapido calculo mostra que a desigualdade (3.3.2)

ocorre para todos os membros do cone. Entao:

< > = - .
dk , g(xk) = 91 il dk o 8, Il
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Tomando o limite em ambos os lados da desigualdade

para k € K4, obtemos
<d, glx,)>=-6 I dillgx)l=-7<0.

Tomando também o limite em ambos os lados de (3.3.4), obtemos

i

f(x, +d) Lim f‘(xk + dk) =< Lim f(xk) + 92 < g(xk) , dk >

k € K k € K
4 4

£lx,) + 8, < glx,) , d>

1A

£(x,) - 91 92 tann glx,) ".

f(x.) - 82 7

Portanto, existe kO € N tal que, se k = ko, k € K4
f(x )= f‘(xk + dk) = f(x,) - e, ¥/2,

k+1

o que é uma contradigao.

(b) Neste caso, dk # di e Lim dk = o para todo k € Ks’ um

subconjunto infinito de Ka' Portanto,
Lim ak =0
k € K
5

f(xk + dk) > i(xk) +0,<g

Assim, para k € Ks’
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de forma que

< g(xk + gk dk),

Agora seja K6 um subconjunto infinito de Ks, tal que

a-k
Lim ~ =V,

ke k_IIld H#t
6 k

Tomando os limites em ambos os lados de (3.3.7), para k € Ks’

temos

<glx,), v>z= 92,< glx,) , V>

Mas ak pertence a C(di , di), logo

d
< —X—, glx) > =6 1 glx)
hd
Kk
Portanto, < V , g(x,) > < 0. Isto implica que 92 > 1, o que

também é uma contradigao.m

COROLARIO 3.3.2: Seja € > 0. Se { x: f(x) = f(xo) } é compacto,

entao existe k € N tal que Il g(xk) Il 's ¢.

LEMA 3.3.3: Seja x, um minimo local estrito de f em D, € > 0.
Ent3o existe uma vizinhanga V de x, tal que X, € B(x‘, €) para

todo k = ko, desde que xk e V.
0
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TEOREMA 3.3.4: Se x, é um minimo local estrito de f em D, entdo

existe € > 0 tal que Lim X, = X,, para x € B(x,, €).

3.4 Estratégia de Busca no Plano Bidimensional

Consideremos o caso usual no qual di #.di. Se ja
{ e, e2} uma base ortonormal do subespago gerado por { d;, di },
e seja E = (el,e2L
Portanto, o problema
Minimizar I J W + F 07 (3.5.1)
suj. aW=Eaoa, I WI st

pode ser escrito na forma

Minimizar I Jk E o + Fk I

suj. all a« ll = t,

que podemos resolver como um problema bidimensional.

Chamando de W(t) a solucao de (3.5.1), entao, se
W(t) nao satisfizer a condigao (5.b) do algoritmo 3.2, o valor de
t é diminufdo e volta-se a resolver (3.5.1). A atualizagao de t é

feita por 1nterpolaq50 cibica: Definindo

o(t) = I F(x_+ W(t) 02
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calculamos o(0), o' (0), o(t), o’ (t) e interpolamos, esperando que
o valor de t esteja no intervalo [ 0.1t, 0.9t ]. Senao,

substituimos t por (0.1t) ou (0.9t).
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CAPiTULO 1V

MODIFICAGOES DA ESTRATEGIA BIDIMENSIONAL

4.1. Introdugao

No capitulo anterior mostramos um algoriimo que
tenta manter as boas caracter{sticas dos métodos Gauss - Newton e
Levenberg - Marquardt e ter um desempenho melhor nos casos em que
estes métodos nao tenham um bom comportamentof

Neste capf{tulo, tentamos melhorar o algoritmo 3.2
em dois sentidos. Em primeiro lugar, melhorar o desempenho em
problemas mal escalados, através da substituicao de Vf por DVf,
um gradiente escalado. Em segundo lugar, simplificar o processo
de busca, introduzindo um processo de busca parabdlica, em vez do
processo de regisao de confianga. Provamos que a convergencia

local e global continua valida para esta modificacgao.

4.2 Problemas Mal Escalados

Os problemas mal escalados surgem frequentemente em
situagoes praticas, e é nosso objetivo melhorar o algoritmo 3.2
neste sentido, sem que a modificagao que faremos possa ser
prejudicial em outros problemas que nao tenham esta

caracteristica. Isto ¢, desejamos trabalhar com um gradiente
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convenlentemente escalado, mas que o comportamento do algoritmo
seja indiferente nos casos geralis.

Consideremos o problems:

Min f(x)
suj. all x - % 1% = €2,
onde f: R" —— R, x € R", g(x) = Vf(x) e g(X) # 0. Sabemos

a diregao de maxima descida é -g(x). Vejamos o porqué.

Se a solugao esta em x(c),

X(€)
temos por Lagrange que:
X - X
1 1
gix(e)) + A . =0, A eR

X - X
n n

X, = X gi(x(c)) B

— = A : , onde A = -1/A
X - X g (x(e))

n n n

Portanto, para um € muito pequeno, x - X tem a direcao de -g(Xk).

Agora consideremos que queremos minimizar a mesma
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fungao, mas sujeita a outra restricao, ou seja:

Min f(x)

De modo equivalente ao problema anterior, temos, por Lagrange,

que:

X(€)
[ T X
&
1
glx(g)) + A . =0
X - X
n n
42
- n o
X - X d°
1 1 _ 1
> = - A g(x(e)).
X - X a°

n

Portanto, a direcdo -Dg(X) deve ser considerada a diregao de

maxima descida relativa a norma definida por:
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Como podemos observar, as diregoes de maxima
descida que tomamos dependem da norma definida no problema. O que

nos leva a considerar normas, e portanto diregoes de maxima

descida, diferentes da usual é o scaling de X. Se algumas das

~ ~ . . ’ ’
coordenadas de X sao muito maiores que outras, e provavel que

estejam medidas em unidades diferentes. Como consequéncia disto,

¢ razoavel que as grandes coordenadas variem mals que as

pequenas coordenadas Ilustrando temos:

1 1
I : 4
10

Norma Usual Norma modificada por scaling

Logo, de um modo geral, parece razoavel que a variacao em cada

semi-eixo seja proporcional ao tamanho de Qi. Isto nos leva a

Ko ¢ kX,
Xz
donde podemos considerar a norma Il . Il com d = | QXL
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4.3. Busca na Parabola

A modificagao que faremos no algoritmo 3.2,
deixando de trabalhar com a estratégia de regiao de confianga
para trabalharmos com uma busca na parabola, fol feita no sentido
de diminuir o custo computacional do algoritmo original e

simplificar o calculo do novo ponto.

Suponhamos que estejamos no passo 5 do algoritmo

3.2: consideremos o plano gerado por di e di i pelo processo de

2

Gram - Schmidt obtemos { e:( el )

1
d
1 k
ek - 1
hda
k
~2 2 2 1
e =d -<d , e >e
k k k k
~2
e
2 k
ek - 2
e

Portanto se x € P, x é escrito da seguinte forma
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chamando E = (ei

, ei) isto implica que x = X, * E y, logo F(x) =
F(xk + Ey).

Mas o que queremos € uma parabola que seja tangente

a d; e passe por di . Portanto, ela deve ter a forma

Mas no passo 4 obtemos uma diregao que € de descida, logo a nossa

primeira diregao a tomar é a propria di . Assim temos

2 2
—D e + e =d
Yy Y2 Sk k

2 2 1 2 2 2

=—> y e +y e =<d , e >e +<d , e >e

1 2 Tk Kk k k k

2 2
—._>———y1=<d,e> e y2=<dk,e>

~ , 2
Esses sao, portanto, os valores de y1 e y2 que correspondem a d{
Como podemos observar, os parametros da parabola

sao facilmente calculados.

4.4. Algoritmo Modificado

Vamos admitir as mesmas hipoteses consideradas para

o algoritmo 3.2 na segao 3.2.
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Algoritmo 4.1
Passo 1: Computar Jk e g Se 8= 0, parar

Passo 2: Obter w € R" tal que
NJT 0 w o +g N<n 0 g |
kK 'k k g, =t gt

Obs: obter w = arg min # Jk w o+ Fk Il utilizando o algoritmo de

gradientes conjugados com precondicionamento de Jk.

Passo 3: Obter Vk como solugao de

Minll J V+F 12
k k 2

Suj. aV=2a g +A_w, Il VIsIwI
v 1k 2 k k

Passo 4: d' = - D g
k k

Se Vk satisfizer as condigoes abaixo,

< > =< -
Vo, g o, 1V Il g i e

Ml g, = Vk s M gklh

ent3o d° = V . Caso contrario d> = d'.
K K K K

Passo 5:
(5.a): Conslderar o plano gerado por d;e di. Calcular pelo
processo de Gram - Schmidt { e . e, }, para depois calcular os

parametros
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=< d e >
yl K’
2 2
=< d e >
Yo k' Tk
2

da parabola y,=avy.

Como X pertence a parabola, tem a forma
1 2 2
X =X + e + e a
k k y1 Kk y1
logo,

2 _ 1 2 2, 2 _
I F(x) 1= =1 F(xk te y te a yl) e = w(yIL

Obs: chamaremos t = y1

(5.b): Calcular ¢(t)

1 1 .
se — p(t) = - e(0) + 92 <g . d > ir para (5.d)

(5.¢c): t «— t/2. Voltar ao passo (5.b)
{(5.d): d =d e x =x +d
k k

Obs: este algoritmo segue quase os mesmos passos do algoritmo

3.2, mas com algumas modificagoes nos passos 4 e 5.
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4.5 Consisténcia Teérica

Nesta segao mostramos que, apesar das mudancgas
feitas no algoritmo 3.2, no sentido de melhorar o desempenho em
problemas mal escalados e introduzir um processo de busca mals
simples, como a busca parabolica, nao foram afetados os

resultados de convergencia local e global.

*
TEOREMA 4.5.1: Dado x € D (conjunto aberto contido no R"), um
ponto 1limite da sequéncia gerada pelo algoritmo 4.1, entao

g(x.) = 0.

No cap{tulo anterior provamos que o algoritmo 3.2 é
um caso particular do algoritmo 3.3; na demonstragdo do teorema
3.3.1 podemos observar que independentemente do modo que
calculamos a direcao, o que € comum nestes algoritmos é a regiao
em que trabalhamos no calculo da direcao, que é o cone convexo
formado por di e di. Do mesmo modo podemos dizer que o algoritmo

4.1 é um caso especlal do algoritmo 3.3.
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CAPITULO V
EXPERIENCIAS NUMERICAS

5.1. Introdugao

As experiencias foram feitas com o algoritmo
original e o algoritmo modificado. Mas houve também uma variacao
no algoritmo modificado na atualizacao do parametro "t", Jja que
na primeira versiao é usada a bisseccdo e na segunda é usada a
interpolagao cubica.

~ Trabalhamos com dois tipos de convergéncia:

1 - I F(x) ! = sup (sup - minimo conhecido ou um valor

razoavelmente pequeno).

2 - Il g(x) I = eps (eps - valor muito pequeno}.

As experiéncias foram feitas em um equipamento

VAX/VMS do CCUEC/ UNICAMP usando a linguagem FORTRAN.

5.2. Experimentos

As funcoes testes sao as seguintes:

Obs: f é o valor exato do residuo.
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(1)

(2)

(3)

(4)

Funcao de Rosenbrock

F1(X) = 10(x2 - x°)
Fix) =1-x
2
X, = (-5, 1)
f =0

Fungao Mal Escalada de Powell

m=2, n=2

F(x) = 10'% x_ -1
1 . 172
Fz(x) = exp[—xll + exp[—le - 1.0001
X, = (0, 1)
f =0

- - 1
Fl(x) = Yl x1(1 x2)

Onde Y = 1.5, Y =2.25, Y = 2.625
1 2 3

X, = (1, 1)

f =0em (3, 0.5)

Funcao de Jennrich e Sampson
m=10 , n =2
Fl(x) =2 + 21 - (exp[ixll + exp[1x2])

x = (0.3, 0.4)
)
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f

124. 36

(5) Fungao Helical Valley

m=3, n=3
F (x) = 10[x - 10 6(x , xz)]
F(x) = 100(x7 + %2 - 1]
F (x) = x
3 3
Onde
1 *2 >
5—— arctg [;—] se xl
o(x, x,) ={ x;
é——arctg[x—]-bos se x < O
1
x = (-1, 0, 0)
0
f =0em (1, 0, 0)

(6) Fungao de Bard

m= , h =3
ui

F(x)=Y xS +w1x

0ndeu=,v 16 - w = min (u,
11 Y 17 ¥ R
1. 0.14 | 6 {0.32 | 11; 0.73
2 10.18 | 71{0.35 | 12{ 0.96
3102 |8 {039 |13 1.3
a o025 |9 {037 |14 2.10
5 1 0.29 | 10l 0.88 | 15! 4.39

x = (1, 1, 1)

0

f = 8.215e-3
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(7) Fungao Gaussiana

m=15, n=3

2
—xz(t1 - Xa)

Fi(x) = X, exp 5 - Y1

Onde t1 = (8 -1)/2 e

i Y
1, 15 0.0009
2, 14 0.0044
3, 13 0.0175
4, 12 0.0540
5 11 0.1285
6, 10 0.2420
7, 9 0.3521
8 0.3989

x = (0.4, 1, 0)
0

f

1.128e-8

(8) Fungao de Desenvolvimento e Pesquisa de Gulf

Fi(x) = exp|- ! 2 -t

Onde t1 = 1/100 e

2/3

Yi =25 + ( -50 ln(tl))
X, = (5, 2.5, 0.15)
f=20

(9) Fungao de Box Tridimensional



F (x) = exp[—tlxl] - exp[—tlxz] - xa(exp[—ti] - exp[—lOtl]]
Onde t1 = (0.1)1
Xo = (0, 10, 20)

f =0enm (1, 10, 1)

(10) Fungao Singular de Powell

F (x) = x + 10x

1 1 2

L2
Fz(x) = 57%(x x4)
F(x) = (x - 2x)°
3 2 3
F (x) = 101/2(x X )2
4 4
xo = (3, -1, 0, 1)
f =0
{11) Funcao de Wood

m=8, n=4

Fl(x) = 10(x4 - x)
Fz(X) =1 - X,

F (x) = (90) % (x - x%)
F(x)=1-x

4 3

F(x) = (10)2(x + x, - 2)

_ -1/2 _

Fs(x) = {10) (x2 x4)

Xy = (0.25, 0.39, 0.415, 0.39)

f=0enm (1, 1, 1, 1)
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(12) Funcao de Kowalik e Osborne

m=11 , n =4

2
xl(u1 + ulxz)
F =Y -
i i 2
(U’ +ux_+x)
1 i 3 4
Onde
R u 1 Y u
1 | 0.1957 | 4.0000 | 7 : 0.0456 | O.1250
2 { 0.1947 | 2.0000 | 8 | 0.0342 | 0.1000
3 10.1735 | 1.0000 | 9 | 0.0323 | 0.0833
4 { 0.1600 | 0.5000 | 10 0.0235 | 0.0714
5 1 0.0844 | 0.2500 | 11} 0.0246 | 0.0625
6 | 0.0627 | 0.1670 !

x = (0.25, 0.39, 0.415, 0.39)

f

3.075e-4

(13) Funcao 1 de Osborne
m=33, n=25
Fl (x) = Yl - (xl * X, exp[—tlx4] + X, exp[—tlxs])

Onde ti =10(i - 1) e



T [ i v |1 ¥

T 0.844 | 12 ; 0.718 | 23 ; 0.478
2 {0,908 | 13 | 0.685 | 24 | 0.467
3 {0932 | 14 | 0.658 | 25 | 0.457
4 {0.93 | 15 | 0.628 | 26 | 0.448
§ | 0.925 | 16 | 0.603 | 27 | 0.438
6 {0.908 | 17 | 0.580 | 28 | 0.431
7 {o0.881 | 18 | 0.568 | 20 | 0.424
8 | 0.850 | 19 | 0.538 | 30 | 0.420
9 | o0.818 |20 | 0.522 | 31 | 0.414
10 | 0.784 | 21 | 0.506 | 32 | 0.411
11 | 0.751 | 22 | 0.490 | 33 | 0.406

x_ = (0.5, 1.5, -1, 0.01, 0.02)

f = 5.46489e-5

(14) Funcao Singular de Powell Estendida

m=n, n= 16

(x) = x + 10 x
41-3 41-3 41-2
12 _
41-2(X) =5 (x4i—1 X1
: 2
41-1(X) - (x41-2 -2 x41-1)
12 _ 2
F41(X) = 10 (xM_3 x41)
x0=(€)
Onde £ =3, &, ,=-1L &, ,=0 £
f =0



Fn+1(X) =j§1,j(xJ - 1)

n 2
F;+2(x) = [ j§1j(xj - 1)]

X, = (€£) onde g) =1 - (j/n)

f=0em (1,..., 1)

(18) Fungao Trigonométrica

n
Fl(x) =n-Y cos X, + 1(1 - cos xl) - sen x,

X, = (1/n,..., 1/n)

F(x) =2x - x - X + hz(x +t + 1)3/2
i i 1-1 1+1 1 i
Onde h = 1/(n + 1), t = ih, e x = x =0
i 0 n+1
x = (1, , 1)
)
f =0

(18) Fungao Banda de Broyden
m=n, n-==~56

F(x) = x(2+5x7) +1-7 x(1+x)
1 | 1 je ) )
=)

Onde J = {J: J = 1, max(1, 1 - m) =J=min(n, 1+ mu)}
X, = (-1,..., -1)

f =0



(19) Fungao de Watson

m=31, n=298

n n 2

- - -2 _ i1 -

Fi(x) =Y ({3 -1) X, t [ ) x)tl ] 1
j=2 _]:1

Onde tl =1/29, 1 =1 =29

Fso(X) =X

F (x) =x - x° -1

31 2~ %

X, = (1.e-86,..., 1l.e-B)

f = 1.39976e-6 p/ n =9

(20) Fungao Equagao Integral Discreta

m=n, n = 10

i
F (x) = x +h[(1-t)zt(x st o+ 1)°
i 1 i y ) J
J=1
h 3
+ tl Yy - tJ)(xJ + tJ + 1) ]///2
J=1+1
Onde h = 1/(n + 1), t = 1ih, e x = x =0
i [0} n+1

xo = {(1.e-6,..., 1.e-8)
f =0

Os resultados sao apresentados na tabelas

seguintes, onde:

A0 = algoritmo Original(3.2).
AM = algoritmo modificado(4.1).
AMC = algoritmo modificado atualizando o parametro

t usando interpolagao cubica.

NI = numero de 1teracgoes
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NA = numero de avaliagdes

RE = residuo

NF = nimero da fungao teste

TABELA 1
AO AM

NF NI NA RE NI NA RE
1 6 7 0.0 0.0
2 7 2} 0. 48E-05 0.17E-04
3 10 12 0.0 9 0.0
4 8 24 124.3 21 145 124.9
5 21 34 0.0 12 0.06
B 0.82E-02 6 0.82E-02
7 0.11E-07 0.11E-07
8 24 24 0. 86E-02 0.91E-02
9 7 7 0.0 0.0
10 15 15 0.35E~13 15 15 0.22E-14
11 12 0.0 7 0.0
12 12 0.30E-03 5 0.30E-03
13| 10| 15| o0.54E-04 | 3 0. 12E-03
14 2 2 40. 24 2 40. 25
15 9 9 0.0 7 29 0.0
16 | 11| 18 0.30E-13 | 43 | 49 0.71E-14
17 5 5 0. 38BE-18 0.50E-17
18 7 7 0.84E-13 0.84E-13
19 5 5 0. 13E-05 12 12 0. 14E-05
20 9 10 0.55E-16 9 10 0.55E-16




TABELA 2

AMC AM

NF | NI NA RE NI | NA RE

1 ' 12 0.0 0.0

2 9 17E-04 17E-04
3 13 15 .0 .0

4 21 70 | 124.9 21 | 145 | 124.9

5 11 12 0.0 11 12 0.0

6 8 10 0.82E-02 0.82E-02
7 0.11E-07 0.11E-07
8 0.91E-02 0.91E-02
9 0.0 0.0

10 15 15 '0.22E-14 15 15 0.22E-14
11 "7 8 0.0 7 8 0.0

12 15 30 0. 30E-03 5 7 0.30E-03
13 3 0. 13E-04 3 0. 12E-03
14 2 2 40.25 2 40.25

15 7 29 0.0 7 29 0.0

16 4 | 129 0. 19E-02 43 49 0.71E-14
17 5 5 0.50E-18 0.50E-17
18 7 7 0.84E-13 0.84E-13
19 12 12 0. 14E-05 12 12 0. 14E-05
20 9 10 0.55E-16 g 10 0.55E-16
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CONCLUSAO

1) Na maioria das fungoes os algoritmos tiveram desempenhos
iguais , o numero de avaliacoes .foi igual ou quase igual ao
nimero de iteragdes. Apesar dos dols algoritmos terem os mesmos
comportamentos podemos pensar que nestes casos o algoritmo
modificado é levemente superior ao original devido as suas

iteragoes serem mais simples.

2) Em algumas fungoes o algoritmo modificado teve desempenho
melhor do que o do original, como na funcao de Wood, onde tanto o
numero de iteragdes como o nimero de avaliagdes s@o menores
quando usamos o algoritmo modificado em vez do algoritmo
original, como também na fungao Helical Valley em que o
desempenho do algoritmo modificado é superior ao do algoritmo

original.

3) Houve casos em que o algoritmo original foi melhor do que o

modificado, como por exemplo, no caso da funcao de Watson.

4) Também temos casos em que henhum dos algoritmos funcionou,

como no caso da funcao singular de Powell Estendida.

5) Com relagdao ao algoritmo modificado com atualizagao do
parametro t por bisseccao ou interpolagao cubica seus desempenhos

foram quase iguais.
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Como podemos observar nao fizemos testes para
problemas de grande porte, portanto para pesquisas futuras
restaria analisar mais os dois algoritmos para. podermos

emprega-los neste tipo de problemas.
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APENDICE A

LEMA 1: Seja F: R'— R" continua, diferenciavel em um conjunto
convexo aberto D ¢ Rn, x € D, e seja J Lipschitz continua em x na
vizinhanga de D, usando uma norma vetorial e a norma operador

matricial induzida e a constante y. Entao, para todo x + P € D,

Il F(x + P) - F(x) - J(X)P Il = % NP

LEMA 2: SeJja F: R"~—+4R, cont{nua, duas vezes diferenciaveis,
seja H € Rnx? simétrica definida positiva e seja Il . 0l =1l . H2

Entao o problema

Minimizar F(x) + VF(x)Ts + 2 sTH s

2
Suj. a hsi=3a3
é resolvido por
A -1
S(u) = - (H+ p I) " VF(x)
para um Unico p = O tal que I S(u) I = 8, a menos que

I S(0) I =& e neste caso S(0) = S" é a solugdo. Para todo u = O,

S(u) define uma diregao de descida para F por x.

nxn

TEOREMA 3: Sejam'ﬂ .l e Il . |l quaisquer normas no R Entao

existem constantes positivas a e 8 tal que
all Al s]lAll=spg 1 Al

para todo A € R™". Em particular
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nAAN =0 AN =0 AN
F 2 F
e, parap=1o0oup=o
n2 A =<u AN =<n20oAN.
p 2 P

A norma de Frobenius de A satisfaz

A= [Tr(ATA) Y2

e, para todo B € R"f"

I AB Il = min {H Alt_ I BUIl_, Wt All_1I B }.
F 2 F F 2
Portanto, para todo v,w € Rn,

AV I =10 Ali_ v
2 F 2

T T
hvwll_ =01 vwit_ =1 vI_1 wli._.
F 2 2 2

Se A é nao singular, entdo o operador norma induzido por I
satisfaz

-1, _ 1
Al = min i AV 0l , com v¥ 0,

N o
veR t v 1

TEOREMA 4: Seja A € R simétrica com autovalores Ay

Entao
Al = max Al , 1 =1 =n

Se A é nao singular entzo

max Al
K(A) = ———+ , com1 =i = n.
2 .

min A



TEOREMA 5: Se A € R" tem autovalores Ai, i-=

+ a € um autovalor de A + «l, para todo real a.

1,..

.,n, entao A,

55



BIBLIOGRAFIA

[1] J.M.Mart{nez, An Algorithm for Solving Sparse Nonlinear Least

Squares Problems, Computing 39, 307-325 (1987).

{2] J.Dennis, R Schnabel, Numerical Methods for Unconstrained
Optimization and Nonlinear Equations, Prentice-Hall

Series in Comput. Math, Prentice-Hall, NJ. 18983.

f{3] P.Gill, W.Murray, M.H.Wright, Practical Optimization,

Academic Press, 1981.

{4] J.J.Moré, The Levenberg-Marquardt Algorithm: Implementation
and Theory, Proc. Biennial Conf. Num. An., Dundee
1977, ed.by G. A. Watson. Lecture Notes in Math.

Springer Verlag (1978).

{5) B.Noble, J.W.Daniel, Applied Linear Algebra, Prentice-Hall,

Englewood Cliffs, NJ., 1977.

[6] D.Luenberger, Introduction to Linear and Nonlinear Progamming,

Addison-Wesley, Massachusetts, 1973.

[7] R.S.Dembo, S.C.Eisenstat, T.Steihaug, Inexact Newton Methods,

SIAM J. of Numer. Anal. 19 (1982), 400-408.

56



[8] R.S.Dembo, T.Steihaug, Truncated Newton Methods, Math.

Programming 26 (1983), 190-212.

[9] J.J.Moré, B.S.Garbow, K.E.Hillstrom, Testing Unconstrained

Optimization Software, ACM Transactions on

Mathematical Software, Vol. 7, Mar 1981, 17-41.

57



