UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica - IMECC

Departamento de Matematica

Sobre a Conjectura de Nakai

Dissertagdo de Mestrado
Paula Takatsuka

Orientador: Prof. Dr. Paulo R. Brumatti

Marco de 2003
Campinas-SP

URICAMP



Sobre a Conjectura de Nakai

Banca Examinadora

1 Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti
2 Prof. Dr. Daniel Levcovitz

Este exemplar corresponde a redagio final
da dissertacdo devidamente corrigida
e defendida por Paula Takatsuka e

aprovada pela comissdo julgadora.

Campinas, 10 de abril de 2003.

=

Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti

Orientador

3 Prof. Dr. Fernando Eduardo Torres Orihuela

i1

Dissertagdo apresentada ao Instituto
de Matematica, Estatistica e Computagio
Cientifica, UNICAMP, como requisito

parcial para obtencao do Titulo de MESTRE
em Matematica.

UNICAMP

L
ECA CENTRA
§§3%i;61 ~ortit ANTE



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

T139s

Takatsuka, Paula
Sobre a conjectura de Nakai / Paula Takatsuka -- Campinas, [S.P.
:s.n.], 2003.

Qrientador : Paulo Roberto Brumatti
Dissertacio (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacio Cientifica.

1. Operadores diferenciais. 2. Variedades algébricas. 3. Algebra
comutativa. 1. Brumatti, Pauio Roberto. Ii. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computagdo
Cientifica. 1T Titulo.




Dissertacio de Mestrado defendida em 20 de marcgo de 2003 e aprovada pela Banca
Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof (a). Dr (). PAULO ROBERTO BRUMATTI

IV

Prof (a). Dr (a). FERNAFHO‘EK{?ARDO TORRES ORIHUELA

Profa). Dr (2). DANIEL LEVCOVITZ <




Agradecimentos

Agradego:

primneiramente a Deus, por ter me conduzido & conclusdo de mais uma etapa im-

portante em minha vida;

ao Prof. Paulo R. Brumatti, meu orientador, pela grande dedicagzo e competéncia

na conducao desta pesquisa;
a FAPESP pela concessdo da bolsa;

aos professores e a secretaria do IMECC, em especial o Prof. Plamen, por todo

cuidado e atencao;
aos professores inesqueciveis de Sio Carlos;

4 minha farnilia, em especial minha méae, minha tia Neusa, meus avds, minha irma,
meus tios de Sao Carlos e de Campinas, pela luta, forca, exemplo, cuidado, admiragio e

carinho de voces;

aos amigos de perto e de longe, especialmente minhas amigas Karine e Tais, por

terem sido muito importantes para mim e pela grande amizade;

e principalmente ao Romario, que acompanhou de perto e com muito carinho toda
esta jornada de dois anos, dificil para mim, me ajudando sempre em todos os sentidos a
superar os diversos obstidculos a serem enfrentados e a realizar este trabalho, desde o inicio.
Muito obrigada por ser meu par e pelas li¢bes impares, matemadticas e de vida, que aprendi

COIm VOCE.

Obrigada a todos que de algum modo incentivaram e contribuiram para a conclusédo

deste trabalho.

il



Resumo

Neste trabalho, introduzimos os conceitos basicos e fundamentais da dlgebra comutativa e
da geometria algébrica a fim de que se faga um estudo inicial e detalhado dos operadores
diferenciais no contexto da Conjectura de Nakai. Apresentamos resultados a respeito da
veracidade da conjectura para curvas planas, cones em espago tridimensional e k-algebras
afins definidas por ideals monomiais, onde k € um corpo de caracteristica zero. Por fim,
usando o conceito de D-simplicidade, apresentamos uma prova simples, e independente da

caracteristica, da Conjectura de Nakai para curvas.

Abstract

In this work, we introduce some general concepts of commutative algebra and algebraic
geomnetry to give an initial and careful treatment of differential operators on an affine
algebraic variety in the context of Nakai’s Conjecture. We present some results concerning
the veracity of the conjecture for plane curves, cones in 3-space and affine k-algebras defined
by monomial ideals where k is a field of characteristic zero. Finally, using the notion of
D-simplicity, we present a simple characteristic-independent proof of Nakai’s Conjecture

for curves.
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Introducao

A Conjectura de Nakai aborda a questio bastante natural sobre o fato de operadores di-
ferenciais detectarem singularidades em variedades algébricas. Em 1967, Grothendieck [2]
provou que se o anel de coordenadas A de uma variedade algébrica afim definida sobre um ..
corpo k de caracteristica zero for regular, entdo o A-mddulo dos operadores diferenciais
de ordem superior de A sobre k ¢ gerado como &lgebra pelas derivagbes em A. Em 1970,
Nakai [6] conjecturou se esta condigao caracterizaria a regularidade do anel A, ou seja, se

a reciproca do resultado de Grothendieck seria verdadeira.

Em 1973, Mount e Villamayor [5] provaram esta conjectura para curvas irredutiveis. O
caso geral ainda estd em aberto, embora tenha resposta afirmativa para algumas familias
de variedades. Além do interesse inerente & propria conjectura, um importante resultado
provado por Becker {1] e Rego [7] afirma que uma resposta positiva 3 Conjectura de Nakai
implicaria na solucéo da Conjectura de Zariski-Lipman, que também estd em aberto e afir-

ma que se o A-médulo das k-derivactes de A for projetivo entdo A é regular.

A proposta central deste trabalho é introduzir a teoria dos operadores diferenciais em
variedades algébricas a fim de que se faca um estudo inicial e detalhado da Conjectura
de Nakaj. Para tanto, a dissertacdo esta dividida em quatro capitulos, estruturados da

seguinte maneira:

O primeiro consiste em um capitulo preliminar, onde apresentamos os resultados classicos
de 4lgebra comutativa e de geometria algébrica necessarios & compreensio do restante do
trabalho. Os fatos aqui expostos serdo supostos conhecidos no decorrer do texto. Deste
modo, este capitulo auxilia o leitor como referéncia quanto aos resultados e a terminologia

empregada nos seguintes. Contudo, as notacbes utilizadas serdo standard, de maneira que



um leitor com prévios conhecimentos sobre os tépicos gerais abordados aqui poderio iniciar

o estudo diretamente no Capitulo 2.

A teoria dos operadores diferenciais comeca a ser tratada propriamente a partir do se-
gundo capitulo. Inicialmente, introduziremos as nocdes fundamentais desta dissertacao,
fazendo um estudo sobre os operadores diferencials em uma variedade algébrica afim, espe-
cialmente uma hipersuperficie, no contexto da Conjectura de Nakai.

A atencdo voltada principalmente para as hipersuperficies induz Singh [10] a propor
uma conjectura mais forte do que a de Nakai. Vamos apresentar resultados a respeito da
veracidade desta conjectura de Singh (e portanto de Nakai) para curvas planas e cones em

espaco tridimensional.

O terceiro capitulo contém uma confirmacéo da conjectura de Nakai para algebras fini-
tas definidas por ideals monomiais e um importante contra-exemplo para ilustrar que a

conjectura de Singh em geral nao ¢ valida.

Finalmente, no ultimo capitulo utilizamos a nogao de D-simplicidade para apresentar

uma prova simples e independente da caracteristica de que variedades com normalizacdo

suave satisfazem a Conjectura de Nakal.

Em algumas passagens, sobretudo dentro de algumas demonstracdes, serdo encontrados
calculos demasiadamente minuciosos, até mesmo exaustivos, porém igualmente elucidativos,

sempre com o intuito de deixar o texto bastante completo.

Ao terminar, é com grande prazer que apresento agradecimentos a todos aqueles que

me ajudaram na realizagio deste trabalho.



Capitulo 1

Notacoes e Preliminares

Neste primeiro capitulo, exporemos de modo sucinto alguns fatos supostos conhecidos sobre
algebra comutativa e geometria algébrica no decorrer deste trabalho. O objetivo é familia-
rizar o leitor com os conceitos envolvidos na dissertacio, bem como enunciar os resultados
utilizados e tentar introduzir de maneira simples as nogdes fundamentais para os capitulos
posteriores. Grande parte dos resultados aqui apresentados sdo cldssicos, e portanto omi-
tiremos as demonstracdes, as quais podem ser encontradas na literatura, mas deixaremos
sempre indicadas as referéncias basicas sobre o assunto. Este capitulo preliminar sera Gtil

também como referéncia quanto & notagéo e a terminologia empregadas nos seguintes.

Vamos inicialmente recordar algumas defini¢des e conceitos da teoria de ideais. As-
surniremos sempre que todos os anéis sio comutativos com identidade.

Para um anel A, indicaremos por Spec(A) o conjunto de todos os seus ideais primos e
por Maz(A) o conjunto dos ideais maximais de A. Denotaremos um anel local A com ideal
maximal m por (4,m), e um anel semi-local com Maz{A) = {my,..., m;} serd denotado
por (A, My,. .., M)

Vamos considerar um anel A. O conjunto dos seus elementos nilpotentes é um ideal

denotado por N(A), chamado o nilradical de A. Mais precisamente,
N{A)=v0={a€ A: ¢ =0, para algum m € N}.
Quando N{A) = 0, dizemos que A é um anel reduzido.

Nesta dissertacdo, trabalharemos essencialmente com algebras afins, que sao anéis noethe-

rianos, e assim, serdo bastante utilizados a terminologia e alguns fatos relacionados com



a teoria da decomposi¢ao priméria. Daremos a seguir alguns resultados frequentemente

assumidos no decorrer do texto, iniciando com o conceito de divisor primo, a saber:

Definicio 1.1 Seja a um ideal proprio de A. Um ideal p € dito wm divisor primo de a se
p € Spec(A) e p 2 a. Se além disso p = 9’ para todo divisor primo p’ de a com p’ C p,

entdo p € dito um divisor primo minimal de a.

Proposigao 1.2 Sejam A um anel e a0 um ideal de A. Se A € noetherigno entdo a possui

apenas um nimero finito de divisores primos minimais e, em particular, A possui apenas

um numero finito de ideats primos minimais.

Demonstragao: Ver Kunz ([17], Proposition 1.4.9). i

Proposicio 1.3 Seja A # {0} um anel com um nimero finito de ideais primos minimais

P1,-..,0:. Entdo N(A) = V0 = Ol p; e U{ p; consiste apenas de divisores de zero. Além

disso, se A for reduzido, entdo |} p; € o conjunto de todos os divisores de zero de A.
=1

Demonstragao: Ver Kunz ([17], Proposition 1.4.10). i

1.1 Variedades Algébricas

Como o tema central da dissertacdo séo os operadores diferenciais em variedades algébricas,

vamos comegar com conceitos classicos da geometria algébrica: variedades em espacos afins.

Seja A*(L) o espaco n-dimensional afim sobre um corpo L € & C L um subcorpo.

Definicao 1.4 Um subconjunto V C A™(L) € chamado uma k-variedade algébrica afim se
existem polinémios fi,..., fm € k[X1,...,X,] tais que V € o conjunto solugdo em A™(L)

do sistema de equagoes
fi(Xy,--, X)) =0 (i=1,...,m).
L € chamado corpo de coordenadas de V' e k € o seu corpo de definicao.

4



Exemplos 1.5

1. k-variedades lineares: sdo os conjuntos solucio de sistemas de equagdes lineares com

coeficientes em k.

2. k-hipersuperficies: sdo as variedades definidas por uma tnica equagdo f(X;,..., X,) =
0, onde f € k[X,,...,X,] € um polinémio nie constante.
Assim, por definicdo, toda variedade afim € interseccdo de um numero finito de hiper-

superficies.

3. Curvas algébricas planas: sdo as hipersuperficies no espaco bidimensional A*(L), ie,

os conjuntos solugdo de equacdes f( X1, X5) =0, com f € k[X;, X5).

4. Cones: sdo as variedades definidas por um sistema de equagdes constituido apenas de

polinémios homogéneos ™.

Vamos enunciar agora um resultado sobre variedades, cuja importancia tedrica reside
na questdo da existéncia de solugdes de um sistema de equacbes algébricas, como podemos

observar na demonstracio de 2.44.

Proposigao 1.6 Se L possui infinitos elementos e n > 1, entdo fora de qualquer k-

hipersuperficie em A™(L) existem infinitos pontos de A™(L). Em particular, fora de qualguer
k-variedade V C A™(L) existem infinitos pontos.

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Proposition 1.1.3). 1

Definicdo 1.7 Para um subconjunto V C A™(L), o conjunto

IVy={Fek[X,...,.X,] : Flz)=0,Vz eV}
¢ chamado o ideal de V em k[X;, ..., X, ].

Para uma k-variedade V C A™(L), ¢ k-dlgebra k[V] := Wk[le' ey Xn]

denadas de V.

€ o anel de coor-

*Urmn polindmio ¢ dito homogéneo de grau d se todos os seus coeficientes sdo nulos, exceto possivelmente
, P

o0s que pertencem a mondmios de grau d.



Os elementos ¢ do anel de coordenadas k[V] de uma k-variedade V' C A®(L) podem
ser considerados como funcdes ¢ : V' — L da seguinte maneira: se ¢ = F + J(V), com
Fek[Xy,...,Xn],ez=(£&,....&) € V, defina

plz) == F(&,- ... &)
Note que v independe da escolha do representante F, poisse F+J(V)=G+3(V)ez e V
entéio F— G € 3(V), e assim F(a) — G(e) = (F - G)(z) = 0, ou sefa, F(z) = p(z) = G(z).

Na verdade, a familia de todas as k-variedades afins de A"( L) satisfazem os axiomas de
conjuntos fechados de uma topologia em A”(L). Esta topologia é chamada a topologia de
Zariski com respeito a k.

Deste modo, A™(L) é um espago topoldgico, e se V' C A™(L) é uma k-variedade, entdo
V é um subespaco topolégico, munido da topologia induzida: seus conjuntos fechados sao
as subvariedades W C V, 1e, as k-variedades W contidas em V.

Mais ainda, a familia {D(f) : f € k[V]}, onde D(f) = {z € V : f(z) # 0}, constitui
uma base para os abertos da topologia de Zariski de uma variedade V.

Vamos considerar V uma k-variedade ndo vazia e I/ um subconjunto aberto nao vazio

de V. Seja r : U — L uma aplicagdo.

Defini¢ao 1.8 A fun¢io r € chamada regular em z € U se existem elementos f, g € k[V]

tais que:

I.zeD(g)Ccl;

S

r =L em D(g), ie, para todo y € D(g), temos r(y) = 192,

Dizemos que r € regular em U se r for regular em z, para todo z € U.

Em particular, os elementos de k, considerados como funges constantes, sdo regulares

em U.
Notacao: Denotamos por O(U) o conjunto das funcdes regulares em U.

Para z € V, vamos denotar por U(z) o conjunto de todos os subconjuntos abertos de V

de contém z.



Definicdo 1.9 Se U;,U; € U(z), entdo duas fungées r1 € O(Uy), r2 € O(U;) sdo chamadas
equivalentes em = se eriste um conjunto U € U(z) com U C Uy N U; tal que 71|, = raf,,

onde r;|, denota a restrigio der; a U, i = 1,2.

Note que assim temos definida uma relaco de equivaiéncia em | ] O(U). Uma classe de
A N . UE’Z.E{I)~
equivaléncia com respeito 2 esta relacdo é chamada um germe de fungées regulares em z.

Notacao: Vamos denotar por U, o conjunto dos germes de fungoes regulares em z.

Nzo é dificil ver que em O, podemos definir de maneira natural uma adicdo e uma

multiplicacdo que o torna um anel comutativo. Na verdade, temos:

Proposicio 1.10 (O;,m.) € uma k-dlgebra local, onde o seu ideal mazimal € dado por

m, = {f € Oz, f € E[V]: f(z) =0}.

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Remark 111.2.15). i

Este anel local O, desempenha um papel importante na geometria algébrica, pois é a
partir dele que detectamos as singularidades de uma variedade, como serd visto mais adi-

ante.

Vamos nos voltar agora para a questdo da “medida” de variedades algébricas, atribuindo
a elas uma dimensdo. Dagui em diante, vamos assumir o corpo de definicao & algebricamente

fechado no corpo de coordenadas L.

Definicido 1.11 A dimensao de Krull de um anel A € o supremo dos comprimentos m de

todas as cadeias de ideais primos
PoCP1 G S P (x)
em Spec(A), e € denotada por dim(A).
Para uma k-variedade V C A™(L), a dimensao de V' € definida por dim(V) := dim(k[V]).
A altura de um ideal p € Spec(A) € o supremo dos comprimentos m de todas as cadeias

(%) com p = Pm. Para um ideal arbitrdrio a # A, a altura de a ¢ definida como o infimo

das elturas dos divisores primos de a, e € denotada por alt(a).



Anéis noetherianos reduzidos de dimensao 0 podem ser completamente determinados:
Proposicio 1.12 Para um anel reduzido A com um nimero finito de ideais primos mini-
mais, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

a) dim{A) =10,
b) A € isomorfo a um produto finito de corpos.

Demeonstracio: Ver Kunz ([17], Proposition I1.1.5). |

Os seguintes teoremas sdo resultados cldssicos fundamentais sobre altura de ideais em

anéis noetherianos. As demonstragbes podem ser encontradas, por exemplo, em (Kunz [17],
Chapter V, §3.)

Teorema 1.13 (Teorema do Ideal Principal de Krull)
Seja A um anel noetheriano e (a) # A um ideal principal de A. Entdo alt(p) < 1, para

todo divisor primo minimal p de (a), e alt{p) = 1 se a for ndo divisor de zero de A.

Teorema 1.14 (Teorema do Ideal Principal de Krull Generalizado)

Seja A um anel noetheriano e a # A um ideal gerado por m elementos. Entdo alt(p) <

m, para tode divisor primo minimal p de a.

Seja o um ideal de um anel noetheriano A. Vamos denotar por u(a) o nimero minimo
de geradores de a em A. Assim, segue da definigéo de altura de ideais e do teorema acima
que alt{a) < u(a), para todo ideal a % (1) de um anel noetheriano. Ideais que satisfazem
a igualdade, ie, alt(a) = p(a), gozam de vérias propriedades importantes na geometria

algébrica. Assim, com vista em aplicagOes geométricas, foi criada a seguinte terminologia:

Definigdo 1.15 Seja a # A um ideal de um anel noctheriano A. Se alt(a) = p{a), dizemos
que a € intersecgdo completa em A.
1.2 Anéis Normais

Neste paragrafo daremos uma sintese de alguns resultados sobre normalidade que serdo as-

sumidos no desenvolvimento do ultimo capitulo, que trata essencialmente de anéis normais.

Seja B/A uma extensdo de anéis, A # {0}.

8



Definicdo 1.16 Um elemento z € B € chamado integral sobre A se existe um polinémio
ménico f € A[X] da forma

f=X"+a X" 4 +an (m>0)
tal que f(z) = 0.

O conjunto A’ de todos os elementos de B que sio integrais sobre A é um subanel de
B, chamado o fecho integral de A em B. Dizemos que B € integral sobre Ase A'= B,e A
é chamado ¢ntegralmente fechado em B se A’ = A.

Um anel integralmente fechado no seu anel total de fracdes é dito normal (lembrando
que o anel total de fracdes de um anel R é anel quociente Q(R) := S~'R, onde S é o

conjunto dos elementos nao divisores de zero de R).

Proposicao 1.17 Sejam A C B anéis, B integral sobre A. Se Po C P1 € -+ C P €
uma cadeia de ideais primosem B ep; == P;NA (1 =0,...,m), entdopo S p1 C -+ C Pm

¢ uma cadeia de ideais primos em A.

Demonstragao: Ver Kunz ([17], Corollary I1.2.11). 1

Teorema 1.18 {“Going-up”)
Sejam A C B anéis, B integral sobre A.

1. Para todo ideal primo p de A, existe um ideal primo B de B tal que PN A = p.
2. Para toda cadeia de ideais primos
PoCPi G Gbm

em A ¢ para todo Po € Spec(B) tal que Py [ A = pg, B contém uma cadeia de ideais
primos

Fo &SP & &P,
com P;(JA=p; (¢=0,...,m).

Demonstragio: Ver Atiyah e Macdonald ([13], Theorem 5.10, 5.11 ). '



Corolédrio 1.19 Sejam A C B anéis, B integral sobre A. Entdo dim(A) = dim(B).

Demonstracao: Ver Kunz ({17}, Corollary 11.2.13). 1

Uma consequéncia importante deste coroldrio € o fato de que a dimenséo de um anel A

é a mesma do seu Techo integral em qualquer extensio de A.

Vejamos a seguir o bom comportamento do fecho integral com respeito a formacao de

fragdes, a saber:

Proposigao 1.20 Sejam A C B anéis, A’ o fecho integral de A em B. Seja 5 um sub-
conjunto multiplicativamente fechado de A. Entdo S A’ € o fecho integral de ST*'A em
5-1B.

Demonstragdo: Ver Ativah e Macdonald ([13], Proposition 5.12). i

Proposicao 1.21 Sejam A um anel reduzido noetheriano, py,...,pn seus ideais primos

minimais distintos, K; o corpo de fra¢des de é e A} o fecho integral de A em K; (1 <7< m).

Entdo o isomorfismo canénico do anel total de frages Q(A) sobre [] K; aplica o fecho
=]

integral de A em Q(A) sobre fi AL

Demonstracio: Ver Bourbaki ([14], Corolério 1 da pagina 309). |

1.3 Anéis Regulares

A conjectura de Nakal diz respeito a caracterizacio de anéis regulares a partir dos ope-
radores diferenciais. Assim, daremos nesta se¢io apenas uma breve introdugio a nogao
de regularidade. Resultados importantes a respeito serdo dados nos paragrafos seguintes,

englobando novos conceitos.

Definigao 1.22 Um anel noetheriano local (A, m) € chamado regular se m for uma inter-

seccdo complete em A, ou seja, dim{A) = alt(m) = u(m).

10



Observagio 1.23 Lembramos também que se (A,m) ¢ anel local e k = £ € o corpo de
residuos de A, tem-se pelo Lema de Nakayama que p(m) € a dimensdo do k-espago vetorial

5 ie, p(m) = dim, (7). Assim, (A, m) € regular se, ¢ somente se, dim{A) = dim, (-Z5).

Um exemplo trivial de anel regular sdo os corpos (lembrando que, por definicdo, o con-

junto vazio gera o ideal nulo).

Para um anel noetheriano A, definimos
Reg(A) := {p € Spec(A) : A, é anel local regular},
Sing(A) := Spec(A) \ Reg(A).

Vejamos a seguir o conceito de uma variedade lisa. Para isto, vamos nos referir ao
anel local (O, m,) dos germes de fungbes regulares em z (ver definigdo 1.9). Na verdade,
se z é um ponto de uma variedade V, o seu espago tangente T.(V) é isomorfo ao espaco
vetorial Z%. Além disso, a dimensdo de V' em z é dada por dim.(V) = dim(0Q,) (Kunz [17],
Proposition I11.4.14d}. Assim, é bastante natuaral que uma variedade V' seja regular em
um ponto z € V se tivermos dim(T,(V)) = dim,(V), ie,

p(mz) = dim, (3f) = dim(To(V)) = dim,(V) = dim(0;),

ou seja, se O, for um anel local regular.

Definicdo 1.24 Para uma variedade V, um ponto z € V € chamado um ponto regular se

O, for um anel local reqular. Se x ndo € um ponto regular de V, dizemos que z € uma

singularidade de V.

Uma variedade que ndo possui singularidades é chamada lisa ou suave.
O conceito de regularidade € estendido para anéis nio necessariamente locals, a saber:

Definicdo 1.25 Um anel noetheriano A € chamado regular se Maz(A) C Reg(A), ie, An
¢ anel local regular, para todo m € Maz(A).

Proposicao 1.26 Todo anel local regular € um dominio.

Demonstracio: Segue imediatamente de (Kunz [17], Corollary V.5.15a). i
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O seguinte critério serd bastante usado para detectar as possiveis singularidades de uma
variedade. Seja A = @—1—;—3—(—’11 uma algebra afim sobre um corpo ke [ = (Fy,..., Fy,). Para

p € Spec(A), vamos definir a matriz Jacobiana em p, dada por

g(p) e (58‘5}%(517 DR §n))z
Ay
pAz’
Vamos denotar por renk(d(p)) o posto da matriz Jacobiana.

=1,..,m, j=1i,...0

onde & é a imagem de X; em

Teorema 1.27 (Critério Jacobiano para anéis locais regulares)
Sejam k um corpo perfeito e A = M, onde I = (Fy,..., Fy). Para p € Spec(A),

seja §(p) @ matriz Jacobiana em p. Se A for wm dominio de dimensdo d entdo p € Reg(A)
se, e somenie se, rank(d(p)) =n —d.

Demonstragio: Ver Kunz ([17], Theorem VI1.1.13). '

Daremos a seguir resultados importantes sobre anéis regulares:

Proposicao 1.28 Seja A um anel noetheriano regular. Entdo:
a) Todo anel de fracées S™* A € também regular;

b) O anel de polinémios AlXy, ..., X,] € também regular.

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Corollaries VI1.2.6, VIL.2.7). 1

Vale ressaltar aqui que temos como consequéncia imediata que o anel de polinémios

k[Xi,...,X,] sobre um corpo k é um anel regular, fato este assumido constantemente no
trabalho.

Vamos provar agora um resultado que serd usado na demonstracio de 2.44:

Proposigao 1.29 Produto finito de corpos € regular.

Demonstragao: Seja A = K X---x K, um produto finito de corpos. Temos que Maz(A) =
{my,...,m;}, onde m; = K; X --- X Kj; x 0 x Ky x -+ x K,. Temos que mostrar

que Am, é regular, Vi = 1,...,5. Sem perda de generalidade, é suficiente mostrar para
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= 0 x Ky x -+ x K,. Na verdade, vamos provar que Am, € corpo. Afirmamos que

.....

fato, como (bl, e bs) € A\ my, temos que b; # ( e portanto existe b]'. Basta tomarmos

cy 1= b;ial que teremos

(1,0, ..., O)[(ar,...,as) — (b1, ..., be){(b7 s, 0,...,0)] = (0, ...,0),

todo elemento M € Apm, pode ser escrito na forma M, para algum ¢; € K. De
RSV g

ou seja, existe s = (1, 0, ...,0) € 5 = A\ m; tal que
slar,---»a)(1, 1, ooy )= (b1, ,B)(er,0,...,0)] = (0, ..., 0),
e a afirmagao esté, provada
Assim, seja. % ((zi ,Z: } = ((Cll 1?‘ “77 € Am - Entéo ¢1 # 0, € assim [{?,’:’.'..:?)}_i =
(2,16,':-.-: ’é} € Aml, e portanto Ay, é corpo. .

Na verdade, usando o Teorema Chinés sobre os Restos, temos mais geralmente que se

(A,my,...,m,) for um anel semi-local e m; N...Nm, = (0) entdo An, € corpo, para todo
m; € Maz(A).

1.4 Decomposi¢cao Primdria em Anéis Noetherianos

Esta é uma pequena segao cujo objetivo principal é a introducéo de algumas terminologias
usadas nas seguintes. Serdo dados também alguns resultados relacionados, utilizados prin-

cipalmente na demonstragao do Lema 2.42.
Seja M um médulo sobre um anel A. Para m € M, chamamos o conjunto dado por
Ann{m) = {a € A: am = 0} o anulador de m.

Definicao 1.30 Um ideal p € Spec(A) € dito ser associado a Mse existir m € M tal que
p = Ann(m).

O conjunto dos ideais primos associados a M serd denotado por Ass(M).

Proposigao 1.31 Se A € noetheriano entdo | p € o conjunto de divisores de zero de
pEAss( M)
M.

Demonstragao: Ver Kunz ([17], Proposition V1.2.5). i
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Definicdo 1.832 Um submddulo P C M ¢ dito primdrio se Ass(%) consiste de um unico
elemento, digamos p. Neste caso, P € também chamado p-primdrio.
No caso em que M = A, um ideal g de A € chamade primario se todo divisor de zere

de i:* for nilpotente. Se q € primdrio e p = ,/q, enldo dizemos que q € p-primdrio.

Definicdo 1.33 Um submddulo U C M possui uma decomposicho primdria se ezistirem
submodulos primdrios P,..., P, (s> 1) de M taisque U = ALN---NPF,.

Esta decomposi¢do primdria € chamada reduzida se:
(a) Se P; € pi-primdrio (i=1,...,s) entdo p; # p;, pare i #j (i,i=1,....8);
(b) Q Pi¢g P (i=1,...,s).

Teorema 1.34 (Existéncia de uma decomposi¢io primaria)
Sejam A um anel noetheriano ¢ M um A-médulo finitamente gerado. Entdo tedo

submédulo U G M possui uma decomposicdo primdria reduzida.

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Theorem VI.2.17). 1

Teorema 1.35 (Primeiro Teorema de Unicidade)
Sejam A um anel noetheriano, U C M um submddulo com decomposicdo primdria
reduzida U = PN --- N P, onde P; € p;-primdrio (i = 1,...,s). Entdo {p1,...,p5} =

Ass(3).

Demonstragao: Ver Kunz ({17], Theorem VI.2.18). ]

1.5 Desomogeneizacao

Nesta secdo, serao dadas algumas relagdes entre um anel graduado A e o anel de classes

residuais E%ﬁ’ onde z é um elemento no nilpotente de grau 1. —4— é chamado desomo-

{z-1)
geneizagdo de A com respeito a z. Estas relacdes sdo mais estreitas do que entre um anel

e um anel de classes residuais em geral.

Inicialmente, serd dada uma breve introdu¢ao & nogio de anéis graduados.
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Definicio 1.36 Uma graduagdo de um anel G € uma familia {Gilrez de subgrupos do
grupo aditivo G tal que:
a) G xk@z(}’k,
b G;-G; C Giyj, para todo 1,5 € Z.

(G € chamado um anel graduado se for munido de uma graduacdo {Gy }trez. Se Gr =0,
para todo k < 0, G € dilo positivamente graduado. Os elementos de G sdo os elementos
homogéneos de grau k de G. Se g = ; gr € G, com gr € Gy, entdo gr sdo chamadas as

€Z
componentes homogéneas de grau k de g.

Exemplo 1.37 O ezemplo mais tipico, e certamente mais importante para nds, € o anel
de polinémios G = R[Xy,...,X,] sobre um anel R. Os elementos homogéneos de grau k

séo o0s polinomios homogéneos de grau k :

d  Copan X X2
aydeotoanmhk

Proposicao 1.38 Para um ideal I de um anel graduado G, as seguintes afirmagées sio
equivalentes:
a) I pode ser gerado por elementos homogéneos.

b) Para todo g € I, as componentes homogéneas gy de g também pertencem a I, para

todo k € Z.
c) QI;- ¢ um anel graduado com a graduacdo {(}q’)k)}kez: onde (%f-)k = -G-%ﬂ, para todo
kelZ.
Demonstragao: Ver Kunz ([17], Lemma 1.5.5) i

Definicio 1.39 Um ideal de um anel graduado ¢ chamado homogéneo se uma das con-

di¢des acima for satisfeita.

Proposicao 1.40 Seja G = 2 Gr um anel graduado e S um subconjunio multiplicati-
vamente fechado de G que consiste apenas de elementos homogéneos. Fntio S™1G pode
ser munido de uma graduagdo netural {(S71G)} iez, onde (S™1G); consiste de todos os

quocientes £ € S7'G, com g um elemento homogéneo tal que grau(g) - grau(s) = k.

Vamos considerar R = k{X),..., X,] o anel de polindmios sobre um corpo k de carac-

teristica zero, J um ideal homogéneo de Re A = —1}. Vamos assumir que A seja reduzido.
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Assim, temos que A = k@ZAk €& um anel positivamente graduado. Seja z € A um
elemento de grau 1. Como A é reduzido, z ¢ néo nilpotente e S = {l,z,2%,...} C A é
um subconjunto multiplicativamente fechado com elementos homogéneos apenas. Portanto,

A, = 5~'A é um anel munido da graduacdo {(A:)rjrez, onde
(Az)e = {£ € A; 1 a € A é homogéneo e grau(a)-grau(s)=k}.

Notagfio: Ap) = (Acdo = {5 € A, 1a € An}.

Assumindo as hipoteses e as definigoes acima, temos a seguinte:
Proposigao 1.41

i) Ay = Az, 7%}, com z algebricamente independente sobre Ay

it) A € isomorfo a ?;%1—5.

Demonstracao:

i} E claro que Az = A(nlz, 2], Para provar que z é algebricamente independente sobre
A(z), vamos considerar y uma varidvel sobre A(;). Assim, ¢ € A, é homogéneo de grau

1 e invertivel. Logo, existe wm homomorfismo dado por:
o: A(z)[y7y—1] — A

Zﬁyir—} &gt

1E&Z 8 1E &
Afirmamos que ¢ é um isomorfismo. De fato, seja f € Ker(¢), f = 2 Lyt & g
N ) ) . - . i ‘G i ) T
A = (Az)o- Entéo 0 = ¢(f) = ; %z’ e portanto #z' = 0, para todo i. Como

- .7 5_ — g-;z-_ Z _{ — . . - —
z é invertivel, temos que ¥ = Zx = (, para todo i, o que implica que f = 0.

Portanto, ¢ € injetor. Para mostrar que ¢ € sobrejetor, basta mostrarmos que todo

elemento homogéneo de A, estd na imagem de ¢. Assim, seja ;.bm € A, um elemento

. < b b b B
homogéneo de grau d. Entdo & = B3¢ = mid gd — g(2mdd od) com buyg € A

homogéneo de grau m + d.

Assim, temos que Az, 2] = A; ® Ayly,y™Y], com y algebricamente indepen-

dente sobre A(;), € o resultado segue.

i4) Vamos mostrar primeiramente que = ffg = = (IﬁIB' Sejam: A — (_z%ﬁ a projecao
candnica e seja f : A — A, o homomorfismo de anéis dado por f(a) = £. Como

™1 = (z—1) (2™ 1 +z™ %+ .. +2+1), entdo 2™ —1 € (z~1) para todo m € N. Isto
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significa que 7(s) € uma unidade em (—x—f—ﬁ, para todo s € S. Assim, pela propriedade
universal do anel de fra¢des, temos que existe um dnico homomorfismo ¢ : A, — "(“ﬁ"f)"
tal que m = v« f. Nestas condigdes, ¥ é dado por ¥(-%) = n(a) (r(z™))~ . E facil ver
que este homomorfismo é sobrejetor e que o micleo de ¢ € o ideal (z ~ 1) A, e assim

a afirmacao segue.

Basta provar entio que f}i{lsz; = (A,)o. Vamos definir

¢ (Az)o = 557; I)Az

am — (xm) = iﬁ—l—(&? - 1)-’41‘7

onde a,, denota um elemento de A,,, ie, um elemento em A homogéneo de grau

m. Temos que ¢ ¢é claramente um homomorfismo. Além disso, é facil ver que

¢ injetivo. Para mostrar a sobrejetividade, seja (%) = & + (z — 1)4, € r—‘%‘m‘

ol s z r—1)AL"
Como A é positivamente graduado, podemos escrever b = by + by + --- + by, com
b€ Ai,i=1,...,d. Sed < s, basta tomar & := e ihiie %4 ¢ (A,)o, que

teremos ?O(xs) = (x—s') Se d > r, tomamos % e ZlotdT

d—sp 4.1k o
et e g proposicdo

Ea

esta provada. i

1.6 Sequéncias Regulares e

Moédulos de Cohen-Macaulay

Esta secdo introduz a nocéo de anéis e médulos de Cohen-Macaulay, os quais gozam de
vérias propriedades boas, mas relacionaremos aqui apenas aquelas utilizadas em resultados
posteriores neste trabalho. Antes disto, vamos dar um outro conceito também importante,
que sdo as sequéncias regulares. Provaremos também nesta se¢ao um resultado fundamental
para a demonstracao do teorema principal do Capitulo 2, que é a Proposigdo 1.45. E por

fim, sera dado um resultado relacionando regularidade e normalidade.

Definicao 1.42 Seja M um mddulo sobre um anel A. Uma sequéncia {a,...,an} (m > 0)

de elementos de A € chamada uma sequéncia M-regular se:

(8) M # (a1, -, &m)M;



oy . g Py faa M
(b) Parai=0,...,m—1, a;41 € ndo divisor de zero de Ty T

Um exemplo simples de sequéncia A-regular é {X;,..., X} se A= R[X;,..., X, ] éo

anel de polindmios sobre um anel K.

Proposicao 1.43 Se um ideal ¢ de um anel noetheriano A for gerado por uma sequéncia

A-regular entdo a € uma interseccdo completa em A.

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Proposition V.5.11). 1

Note que a ordem dos elementos é de importancia fundamental no conceito de sequéncias

regulares. Porém, em se tratando de anéis noetherianos locais, a ordem ¢ irrelevante:

Proposicac 1.44 Sejam (A, m) um anel noetheriano local, {ay,...,a,} Cm (m > 0) uma
sequéncia A-regular. Entdo {%(1}, RN ,a,r(m)} € também uma sequéncia A-regular, para toda
permutagdo © de {1,...,m}.

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Corollary V.5.14). |

Segue ainda que, no caso em que a sequéncia for constituida apenas de elementos ho-
mogéneos, a ordem dos mesmos também nao importa. Vamos provar este resultado para o

apel de polinémios R = k[X;,...,X,], a saber:

Proposicao 1.45 Seja R = k[X;,..., X,] o anel de polinémios a n varidveis sobre um cor-
po k. Se uma sequéncia {fy,..., fm} € uma sequéncia R-regular de elementos homogéneos

de grau maior ou tgual a 1, entdo {fryy,-.., Fr(m)} permanece ainda R-regular, para toda

permutacdo = de {1,...,m}.

Demonstragio: Vamos considerar o anel noetheriano local Ry, onde m := (X;,..., X,)
é o ideal maximal hornogéneo de R. De acordo com a proposigdo acima, basta mostrar que
{fi,---, fm} © R é sequéncia R-regular se, e somente se, {fi,..., fm} for Ry-regular.

Vamos supor primeiramente que {f;,..., fn} € sequéncia R-regular.

(1) Temos que {f1,...,fm} € m, j& que f1,..., fi sio elementos homogéneos. Assim,

segue que (f1,. .., fm)Bm # Bm.
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(2) Sendo {fi,.-.,fm} uma sequéncia A-regular e R dominio, temos que 0 # f;. Mas
R C Bn C k(X1,...,X,), e portanto f; € ndo divisor de zero em Hy.

(3) Agora, seja 1 < s < m. Vamos provar que {fi,..., fos1} é Rn-regular, ie, va-
mos mostrar que f,4; € ndo divisor de zero em E%‘ Assim, suponhamos que

Ratl by cee e . . o feri hegr tits
fs+1“"‘+—tw3 = figt+ -+ foft, com by € Ret; € R\ m. Entdo P =
j— A hy tgetopy + - + fo hs t1-toy tsg1

, OU seja, existe t € B\ m tal que

[E SR PR
ttr b (fsrmn hopi it = frhitor - dopn — -+ = fo st tamp toq1) = 0.
Como R é dominio e t,ty,...,t,41 ¥ 0, segue que

forthspr ti- o to=frhity - toug + oo + fohoty- oy top1 € (f1,..., f5)

Por hipétese, { f1,-.., fo41} € R-regular, e portanto temos que heqq t1--- 85 € (f1,.... fs).

o hayy . hesitiets
Assim, 22 = {5 € (fi, -5 fs) B
Suponhamos agora que {fi,..., fm} seja uma sequéncia R,.-regular. Vamos mostrar

que esta sequéncia € R-regular:
(1) Como {f1,.--,fm} C m segue imediatamente que (fi,..., fn)R # R.

(2) Como f1 é ndo divisor de zero de Rp, temos que fi # 0, e portanto nao divisor de

zero em R, j4 que R € dominio.

(3) Seja 1 < s < m. Vamos provar que f,4; € ndo divisor de zero em Gl.f%——gﬁ. Assim,

suponhamos que for1 b € {f1,..., f5). Como (f1,..., f;) é um ideal homogéneo, temos

que todas as componentes homogéneas de f,11 h estdo em (fi,..., f5), € assim pode-
mos supor que i € homogéneo. Agora, como l‘—"il-ii € (fiy-- s fs)Bme{fi, ., for1}

é Ry-regular, existe t € R\ mtal que th € (f1,...,fs). Mas t = g+ --- 14, com t;
homogéneo de grau i e 0 # iy € k, e assim g s € a componente homogénea de menor
grau de th. Como (fi,..., f.} é ideal homogéneo, temos que to b € (f1,...,fs), €
portanto h € (fi.-.., fs). i

Vamos considerar agora M um médulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano
A e a um ideal de A com aM # M. Como M é um moédulo noetheriano, segue que toda
sequéncia M-regular {a;,...,a,} C a pode ser estendida a uma sequéncia maximal, e,
uma sequéncia M-regular {ay,...,a;} C a (¢t > m) tal que todo a € a seja divisor de zero

de i Mat}M‘ Neste caso, a sequéncia {a1,...,a;:} é dita uma sequéncia mazimal em a.
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Proposicao 1.46 Quaisquer duas sequéncias M-regulares mazimais em a tém o mesmo

numere de elementos.

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Proposition V1.3.1). i

No que segue, este invariante desempenha um papel importante, como veremos daqui a

pouco. Vamos introduzir entao a seguinte terminologia:

Definicao 1.47 O numere de elementos de uma sequéncia M-regular mazimal em a €
chamado de a-profundidade de M, denotado por prof o( M).
Se (A, m) € um anel local entdo prof w(M) € dito simplesmente a profundidade de M, e

escrevemos apenas prof (M).

Definicio 1.48 A dimenséo de um A-médulo M € a dimensdo de Krull do anel —~——~———Am‘f(M),
onde Ann(M) denota o ideal dado por {a € A: am =0,Ym € M}.
Notacdo: dim(M).

Proposiciao 1.49 Sejam (A, m) um anel noetheriano local e M # (0) um A-médulo fini-
tamente gerado. Entdo prof (M) < dim(M).

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Proposition V1.3.9). 1

Se M satisfaz a ignaldade prof (M) = dim{M), entdo esta condicdo traz consequéncias
importantes para as propriedades de M. Estes médulos recebem uma denominagio especial,

a saber:

Definiciio 1.50 Seja M um mddulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A. Se
A € local, dizemos que M € um médulo de Cohen-Macaulay se M = (0) ou prof (M) =
dim(M).

No caso geral, M € um mddulo de Cohen-Macaulay se My, (considerado como um Ap-
mddulo) for Cohen-Macaulay, pare todo m € Maz(A).

A é chamado anel de Cohen-Macaulay se for um A-mddulo de Cohen-Macaulay.

E claro que todo médulo finitamente gerado de dimensao zero sobre um anel noetheriano
é Cohen-Macaulay. Em particular, todo anel noetheriano 0-dimensional é Cohen-Macaulay.

O exemplo de nosso maior interesse consiste no anel de polindmios sobre um corpo, dado a

seguir:
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Teorema 1.51 (Teorema de Macaulay)

Se k € um corpo entdo k[ Xy,...,X,] € um anel de Cohen-Macaulay.

Demonstracgio: Como corpos sao anéis noetherianos de dimenséo zero, e portanto Cohen-
Macaulay, o teorema segue imediatamente de ({12], Exemplo 4 da péagina 44): se R é um

anel de Cohen-Macaulay entdo R[X] é Cohen-Macaulay. 1

Sendo o anel de polindmios k[X},...,X,] um anel de Cohen-Macaulay, usaremos o

seguinte resultado para demonstrar um importante lema no Capitulo 2 {Lema 2.42) sobre

a regularidade de uma dada sequeéncia.

Teorema 1.52 Sejam A um anel de Cohen-Macaulay (ndo necessariamente local) e a # A
um ideal de A de altura m. Entdo a € interseccdo completa em A se, e somente se, a €

gerado por uma sequéncia A-regular.

Neste caso, todos os ideais primos de Ass(2) tém o mesma aliura m.

Demonstracao: Ver Kunz ([17], Theorem V1.3.14). I

Daremos a seguir as chamadas Condigoes de Serre a respeito de anéis regulares e nor-

malidade:

Condicio de Serre (Sn): Algumas vezes, é preciso que um anel ou um mddulo seja

Cohen-Macaulay apenas em codimensao baixa:

Um médulo finito sobre um anel noetheriano A satisfaz a Condigdo de Serre (Sn) se
prof (M) > man{(n, dim(M,)),
para todo p € Spec(A).

Condicao de Serre (Rn): Um anel noetheriano A satisfaz a Condigao de Serre (Ra) se

Ap é anel local regular, para todo p € Spec(A) com alt(p) = dim(4;) < n.

Teorema 1.53 (Critério de Normalidade de Serre)

Um anel noetheriano A € normal se, € somente se, A satisfaz (Ri) e (52).

Demonstracao: Ver Serre ([22], IV.4) ou Matsumura ([19], § 23). 1
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1.7 Completamentos

Daremos nesta secio uma introdugio & nocdo de completamento, uma importante ferramen-
ta usada na demonstracio do Teorema 2.36. Serdo dados, além dos conceitos fundamentais,
resultados classicos, os quais podem ser encontrados, por exemplo, em (Atiyah [13], Capitulo
10) ou (Nagata [21], Capitulo II). Além disso, provaremos um importante resultado sobre
anéis reduzidos e completamento (Lema 1.66), j& que nem sempre completamento de anel

reduzido é reduzido.

Sejam A um anel, a um ideal de A e M um A-médulo. Entdo M D aM D a*M 2 --- 2
M D e By:={M,aM, oa*°M, a®*M, ...} forma uma base de vizinhangas de 0 € M, e,
U € M é vizinhancga de 0 se, e somente se, U contém algum a*M. Por translagao, podemos
definir também uma base para os abertos de M, dada por B := {m+a°M : m € M, s € N}.

Ou seja, definimos assim a seguinte topologia em M :

Definicao 1.54 Considere a topologia em que o conjunto B dado acima constitui uma
base para os abertos de M, o que significa que os conjuntos abertos de M sdo unides de

um nimero arbitrdrio de conjuntos da forma m + a*M (m € M, s € N). Esta topologia €

chamada a topologia a-adica de M.

Vamos considerar predominantemente o caso M = A. Com esta topologia, A é um anel

topoldgico, ie, as operagoes do anel sdo continuas.

Nosso interesse estd voltado para o seguinte caso particular: (A, m) é um anel noethe-
riano local munido da topologia m-ddica. Mais geralmente, dados (A, my,...,m:) um anel
semi-local e M um moédulo finito sobre A, vamos sempre considerar a topologia J(A4)-adica

em M (onde J(A) = my N---Nm; é o radical de Jacobson de A), definida como sendo a
topologia natural de M.

Teorema 1.55 Assuma que um anel semi-local A’ € um modulo finitamente gerado sobre
um anel semi-local A. Entdo e topologia natural de A’ como um anel semi-local coincide

com a topologia natural de A’ como um A-maodulo.

Demonstragao: Ver Nagata (Theorem 16.8). 1
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Proposicio 1.56 Sejam A um anel noetheriano e a um ideal de A tal que a C J(A). Entdo
a topologia u-ddica de A ¢ Hausdorff, ie, ‘g o' = 0. Neste caso, a seguinte fungdo disténcia
d:AxA - A torna A um espago métrico: d(a,a) = 0; d{a,b) = 27" se, e somenie se,
a—bea*ea—-bgath

Como vamos trabalhar num contexto onde {4, m) € um anel noetheriano local munido
da topologia m-ddica, ou mais geralmente, se A for um anel semi-local munido da topologia

natural, segue da proposi¢ao acima que, neste caso, A é um espago métrico com uma funcao
distancia d : A x A — A tal que:
(1) d(a,b) = d{a — b,0), Va,b€ A;
(Ve>0, U, :={a€ A:d(a,0) < e} é um ideal de A.
I consequéncia imediata de (1) e (2):
(3) d{a,b) > d(c,d) = d(a,b) = d{a+¢,b+ d).

No que segue, vamos assumir que A é um anel noetheriano semi-local munido da topolo-
gia patural, e portanto munido de uma métrica d. Com esta métrica, podemos introduzir

o conceito de completamento da maneira usual:

Definicdo 1.57 Um completamento de A € um anel A com as seguintes propriedades:

(1) A € um espago métrico com uma fungdo distincia d: Ax A— A tal que dt'(&,f;) =
dia —5,0), V &,b € A;

(2) A € completo;
(3) A ¢ subespaco denso de A;

(4) Se {a.}2; e {ba}iZ; sdo sequéncias em A tais que & = lima, ¢ b= lim by, entdo
d(@,b) = lim d(an, by).

O teorema a seguir garante a existéncia de completamentos:
Teorema 1.58 A possui um completamento A, que € unico a menos de isomorfismos.

Daremos agora alguns resultados importantes sobre completamento que serdo tteis para
concluir a demonstragdo de um teorema fundamental sobre a conjectura de Nakai para

curvas planas.
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Proposicao 1.59 Seja
0->M--2M-M =90

uma sequéncia erata de modulos finitamente gerados sobre um anel noetheriano A. Entdo

a sequéncia de completamentos
0— M — M — M" =0
€ exata.

Proposicao 1.60 Sejam (A, m) um anel noetheriano local € Ao completamento de A.
Entao:

(i) ™ = mA;
(i) (A, ) € um anel local.
(iii) A topologia de A € a topologia th-ddica e N A = m;

(iv) (m*)" = (@)

Teorema 1.61 Seja (A,p1,...,p:) um anel semi-local. Entio o completamento A de A ¢

a soma direta dos completamentos A; dos anéis locais A; 1= A,,.
L}

Proposicio 1.62 Sejam (A, m) um anel noetheriano local ¢ Ao completamento de A.
Entdo dim{A) = dim(A).

Proposicio 1.63 Um anel noctheriano local (A, m) € regular se, ¢ somente se, o seu com-

pletamento A for reqular.

Demonstragio: O ideal maximal de A é th, e temos os isomorfismos naturais 2 & E

M o~

L —t-‘:“g“ Portanto p(m) = u(m). Além disso, dim(A4) = dim(A), e por definic
regular se, e somente se, dim(A) = u(m).

gl

Aé
1
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Proposicao 1.64 Seja A um anel noctheriano regular. Entdo o anel de série de poténcias

formais Al[X1,..., Xn]] € também regular.

Demonstragao: Ver Matsumura [18], pagina 176. i

Proposicio 1.65 Se A € um anel noetheriano entdo o sew completamento A € também

neetheriano.

Provaremos a seguir um resultado importante sobre completamento de anéis reduzidos,

que serd fundamental na demonstragiio de 2.36, a saber:

Lema 1.66 Seja A = {%—, onde R = k[X,,..., X.] ¢ f € R € um polinémio sem fatores
mailtiplos. Entdo, para todo ideal mazimel m de A, o completamento mAy-ddico de An €

reduzido.

Demonstracao: Seja f = fi--- fi, a decomposicéo de f em fatores primos de R, onde

fis---s fm sBo distintos, e seja m = f%’ onde M € Maxz(R}e M 2 (f). Logo, f; € M, para

algum ¢ = 1,...,m. Assim, sejam fi;,..., f;, os fatores primos de f que pertencem a M.
Defina
A4 = Ry Ry ...y Ry _
v Am = Ry T Gk X X Uit

S+ (HBm— G+ (fi)Ba, o 5+ (fi) Rar)

© é um homomorfismo injetor, pois se Lp(% + (f)Rm) = 0, entdo r € (f;;), para todo

j=1,...,t. Como fi,..., f;, sdo distintos, temos que r = gf;, --- f;,, com g € R. Sejam

fivsrs-- s fir 0s fatores primos de f que nao pertencem a M. Assim,
Jiggy Jim gfiy- o fiy figqy--fi
Lo B MR _ 1 g dird1 mo__ ig
5 & fit-}-]_"'fim Sf“t«[-z“'-fim - 3f{t+1'"'fim G(f)RM.
- i LB s B
Portanto, podemos considerar Am < Fovkm X X Gk Via g

O completamento D:' de cada dominio local D; := E%Q}‘E? J =1,...,t, éreduzido
(ver Zariski e Samuel [23], Lemas 1 e 4, Capitulo VIIL, § 13). Além disso, como cada D; é
local, entdo D := Dy X -+ x Dy é semi-local, e assim segue de 1.61 que D = D; x ---x Dy.
Portanto, D é reduzido.

Vamos considerar D um Ap-médulo via ¢, ie, parad € D e £ € Ay, 2 d := ¢(2) d.
Temos que D é gerado por {(§ + (fi,)Bx,0,...,0),...,(0,...,0,1 + (fi,)Bar)}, ou seja, o
anel semi-local D é um médulo finitamente gerado sobre um anel local. Logo, segue de 1.55
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que a topologia de D como anel semi-local coincide com a topologia de D como An-médule.
Assim, 0 — Am —~£3 D é uma sequéncia exata de An-médulos finitamente gerados, e
portanto, segue de 1.59 que a sequégcia de completamentos mAy-adicos 0 — A/;n s Dé
exata. Logo, podemos considerar Ay « D via #. E assim, como D é reduzido, segue que

An € reduzido. .
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Capitulo 2

Operadores Diferenciais em uma

Hipersuperficie

Neste capitulo, vamos introduzir a teoria dos operadores diferenciais em variedades algébricas
afins e apresentar a Conjectura de Nakai. Serdo demonstrados os resultados conhecidos a
respeito da veracidade da conjectura para curvas planas e para um cone em espago tridi-

mensional.

2.1 Nocoes Basicas

Nesta secdo, serdo fixadas algumas notagbes e dadas algumas definicbes que serdo a base

para toda a dissertagao.

Sejam k um anel, R uma k-dlgebra e A um R-mddulo. A multiplicagdo em A por um
elemento r € R serd denotada por r4, e analogamente, rg denotara o produto em R.

Seja Homy(R, A) o conjunto dos homomorfismos k-lineares de £ em A. Vamos consi-
derar Homy(R, A) como um R-médulo via A, ie, para r € Re D € Homi(R, A), temos
rD =140 D.

Parar € R e D € Homi(R, A), o simbolo [D,r] denota o elemento Dorg —r40 D de
Homg(R, A).

A definicao a seguir é o principal conceito envolvido nesta dissertagao:

Definicdo 2.1 Para q € Z, o R-submdédulo Diff}(R, A) de Homi(R, A) € definido por

indugdo sobre g, da sequinte forma:
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Diffi(R,A)=0,seqg<0ce¢
Diff3(R,A) = {D € Homi(R,A) : [D,r] € Diffi '(R,A),¥Vr € R}, se ¢ > 0.

Os elementos de Diff?( R, A) sio chamados operadores diferenciais de R em A sobre k

de ordem menor ou tgual a g .

Vejamos a seguir alguns fatos relevantes sobre os médulos Diff{(R, A) :
Proposicao 2.2

(1) Seja R uma k-dlgebra gerada por {r;}ie1. Se D € Homy(R, A) e[D,r] € Diffi (R, A),
para todo i € I, entdo D € Diffl(R, A).

(2) Diffi(R,A) = Homp(R.A) = A.
(3) Diffi(R,A) C Diffi" (R, A),Yq.

Demonstragao:

(1) Observemos que, para todo D € Hompg(R, A), para quaisquer r1,72 € R e para
todo ¢ € k, temos que [D,r; + ¢rg] = [D,r;1] + ¢[D, r2]. Assim, basta provar que [D,r] €
Diffi (R, A) para todo r € Rdaformar =r; - -ry,.

Vamos provar por inducdo sobre n:

Para n = 1 ndo ha nada a fazer. Supondo entao n > 2 temos que:

Dy} = [Dyriye - Toncr ] = Do e Jmid) 1Dy o]+ 7 = LDy,
e assimn o resultado segue por hipodtese de induczo.
Para ver (2), tome D € Hom(R, A). Note entao que:

(D,rl € Difff'(R,A,Yr€e Re [D,rl=0,YreR
@ D(rv") =rD(r'),Vr,r" € R < D € Homgp(R, A).

O isomorfismo é dado pelo R-homomorfismo D — D(1).

(3) segue por indugio sobre ¢: sendo a afirmacdo clara para ¢ < 0, seja ¢ = 0 e seja
D € Diffi(R, A). Entio, por hipétese de indugio, [D,r] € Difff (R, A) C Diff}(R, A),
para todo r € R, ou seja, D € Diffi*' (R, A). 1

Definigdo 2.3 Defina Diff*(R,A) := Léjz Diffi(R, A).
q
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Uma outra defini¢ao fundamental neste trabalho é o de derivacdo de ordem superior,

que daremos abaixo:

Definicio 2.4 Para g € Z, ¢ > 0, um elemento D € Homi(R, A) € chamado uma deri-

vacio de ordem g de R em A sobre k se, para quaisquer g+1 elementosry,...,r, de R, temos
4

Dirg---rq) = 21 (w—l)sfi{z:{ riy v, D{rg---7i, - -+ 73, ---1,), onde " denota omitido.
ey ...l

Denotamos por Deri(R, A) o R-submédulo de Homi(R, A) de todas as derivagdes de
ordem g. Defina Deri(R, A) =0, se ¢ < 0.

Usualmente, uma derivagio de ordem 1 é chamada simplesmente de derivagdo.

Observagao 2.5 Segue imediatamente da definigdo que:
1. Derd(R,A) =0.
2. Derl(R, A) nada mais € do que o mddulo das k-derivagdes ordindrias de R em A.

3. Se D € Derl(R, A) entdéo D(1) = 0.
H4 uma relagio entre DiffI (R, A) e Der}(R, A), a saber:

Lema 2.6 Vamos denotar por ap a aplicagio R-linear r — ra de R em A.

(1) Seja D € Homi(R, A). Entio D € Diffl(R,A) se, e somente se, D — D(1)g €
Deri(R, A).

(2) Deri(R,A)={D € Diffi{(R, A): D(1) = 0}.

Demonstracgao:

(1) Vamos provar por indugdo sobre q que se D € Diff](R,A) entdao D — D(1)r €
Derl(R, A) :

Para ¢ < 0 nao ha nada a fazer.

Se D € Dif f2(R,A) = Hompg(R, A) entdo (D —~ D(1)g){r) = D(r) — rD(1) = 0, para
todo r € R, ou seja, (D — D(1)r) € Derd(R, A) = 0.

Se D € Dif ft{(R,A) entdo, para todo r € R, [D,r] € Dif f3(R,A) = Homg(R, A), e
portante [D,r](a) = a[D,r](1), Ya € R. Assim, para ro,7; € R, temos que
(D = D(1)r)(ror1) = D{ror1} — rory D(1) = D{rgry) — roD(r1) 4 rgD(ry) — rori D(1) =
= [D,ro}{(r1) + roD(r1) — ror1 D(1) = ry[D, ro}(1) + ro D(r1) — ror1 D(1) =
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= r1 D{ro) — ror1D(1) + roD{r1) — rori D(1) = ro(D(r1) — 1 D(1)) + r1(D(ro) — roD(1)) =
= ro{ D — D(1)r)(r1) + ri(D — D(1)r}(ro)-
Assim, sejam g > 2, D € Diffi(R,A) e tome ¢ + 1 elementos rg,...,r, € R. Por
hipétese de indugdo, [D,r] — [D,r{(1)r € Dery "(R, A), para todo 7 € R. Portanto,
(D = D(U)R)(ro+++7g) = D{ro--7;) = ro--- 7, D(1) =
= D(ro+7q)—ToD(r1 - rg)=ri- 1y D(ro)+ro - 1o D(1)+roD{ry - -ry)+ri- -1y D(ro)—
—9rg -1 D(1) =
(Do) = D, (DR -+ +74) + raD(rs++7) + 127y D{re) = ro---r,D(1) =

- E (- Us::; <is riy o ([P ro] — [Daro)(VR)(rr« -7y - - o1, - o mg) H moDiry - g
+T1 D(ro) "QTG-'-TQD(I) =
- Zl( l 5:—4.1‘1; <=j‘i1 o TisD(To?‘i T ng e 7';'5 Tt T'q)“'

g
; 1 S:*{lq; <!:r-z-1 . e TingD(rl ‘e r’f]_ PN Tz’s . rpq)_
g

-1 g=1 '
— S (-0 G e D(ro) + 1 (1) i ro g D(3) o D(ry - )+

s=1

1T Dr¢) — 2rg -- ?‘q—D(l)z

q

EZ( 1)$+12 "“z‘1""f”féaD(TO?"l""f‘El'-‘T;-s-urq)—}—

0<ii <. <Fs
+ Z ( 1)(5'{”1):;1:1(2 <‘r PR rz-aerD(rl - T";:l P 7-;:3 PR rg)_
}: )s‘“ “{I;":g;,')_'!s"? <1y D(ro) + 11 - - g D(re)
+’FgD(T’1 re)t

+$ (—1)5“ Gyt To 7 D(1) = 2r0- 7y D(1) =
=i

= [Z (“1)5+1 E "51 oo D{rery vy, oo, )+
+Z (— 1)(s+1)+1 S r oo maD(ry o7 o, )

0 i< iy

+(—1)Q+IT1 -reD{ro)+

+roD(r1 g} )

- zq: (1) % ro--- 1o D(1) =

£ UL i Do)

s=1 0 gi <. <is

"""’Z (....., )S+1'Z 'Tt‘g .“frisD(i)R(TOIUT’;; ...r;s---rq) =

o<, <

}2( ~1 S g e (D = D)R) (7o e, ).

[ ESTE <I.e

Reciprocamente, vamos provar também por indugéo sobre ¢ que se D—D(1)r € Deri(R, A)
entao D € Diffi(R, A):

Para g < 0 ndo bd nada a fazer.
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Se D — D(1)g € Dery(R,A) = 0 ento D = D(1)r € Homg(R, A) = Diff2(R, A).

Se D — D(1)r € Deri(R, A), entdo para quaisquer dois elementos ro,r; € R, temos
D(rory) —ror: D(1) = (D — D(L)r)(ror1) = reD(ry) — ror: D(1) + r1 D{ro} — rori D(1). Para
provar que D € Diffi (R, A), temos que mostrar que [D,r] € Diff{(R, A), paratodor € R,
e de acordo com o que foi provado acima, é suficiente mostrarmos que [D,r] — [D,r](1)r €
Derd(R,A) = 0, para todo r € R. Assim, seja a € R. Entdo ([D,r] ~ [D,r](1)r)(a) =
D(ra) —rD(a)—aD(r)+raD(l) = D{ra) —raD(1)+2reD(1) ~rD{a)—aD(r) = rD(a) -
raD(1) + aD{r) — raD(1) + 2raD(1) — rD{a) — aD(r) = 0.

Vamos considerar agora ¢ > 2 e D — D{1)g € Deri{R, A). Novamente, para provar
que D € Diff}(R. A), por hipétese de inducio, basta mostrarmos que [D,r] — [D,rj(1)r €
Derz”l( R, A), para todo r € R. Assim, para quaisquer elementos ro,ry,...,r, de R, temos

que:

([D,ro} = [Dyro)(1)r)(r1---1g) =

= D(TDTI .. .?"q) -— TGD(T‘l e Tq) i & -?"qD(?"Q) -+ rory--- ?‘qD(l) —

= D(rory---1g) —ror1 - 1 D(1) + 2rory - 1o D(1) — 1o D{r1 - - 1g) — 71 -1y Do) =
(D D(1)r)(ror1 - Tq) + 2rory -+ 1o D(1) — roD(ry - 7'9) —ry--rgD(re) =

“’Z( 13:;;‘:25 D(T'G"‘ﬁl“"Tzs"‘rq)“;( 1)5“'2;7?;7?“? +--rgD(1) +

+ 2rory - g D(1) —roD{ry -y} =1y Dirg) =
=~ l)""lrgD('r; 'r'q) + (=1)ttry -y Do) +

. S: )s+<1'1< TR D(rory- ri, - ori, o omg) +
4 2 ( 1)(3‘{"1):(1:1; <! ToTs, = r‘iaD(rl N vr;i e r;s . .'pq) —
— 5 (-1 i o D) +
£ 270 D)~ oD 1) =i ry D) =
Guel
= ; (——1)8:‘:‘1; <g:"£1 e Ty D(TOT1 “Ti T;s e Tg) -
_Z( l$+1z ...riﬂD(Tl...r;—l...T';.s...rq),.l,.
5= 0ty . <¥s

e D) — i ra D) -

—“[sml(m e (4+q:_15)’s‘ ro-- 1 D(1) = 2rory -+~ v D(1)] =
g1 )
= =1 ml)s:jﬂ; <:_;r£1 T D(TOTI ”.Til ) .-Ti-s "’rq) e
q et kel
- ( 1) s:q; . rore, ~ T, D{ry-oory corh o) =
gl .
- ;1 () * s reDiro) + (1™ e, D(1) =

g

w I
= S (1) [ri i Dlrory s o, oo, erg)—

=1 02y <. g
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.__T'z'l PR TisTUD(rl . r;l . T;:s [P Tq)m
—ry+1gD{ro) + rory - - -r, D(1)] =
ol
= 2 (=0 2 e ralIDrol = 1D mo(DR)(ra- oy vl o).

0 i1 <. <¥s

(2) segue facilmente de (1) e da observacio anterior. i

Note que como consequéncia do lema acima (2), Deri(R, A) C Deri™ (R, A),Y q.

Definigao 2.7 Der®(R, A) := {éJZDeri(R, A).

Observacao 2.8 Note que se D € Diff}(R, A) entdo D = Do+D,, com Dy € Diff} (R, A)
e D, € Derl(R, A).

De fato, seja a := D(1). Entdo, D = ap+D—ag,onde ap € Homg(R, A} = Diff}(R, A)
e D —ap € Der](R, A), ja que (D —ap)(1) = 0.

Agora, vamos assumir que A = K. Neste caso, escrevemos DiffI(A) ao invés de
Diffi(A, A), Deri{A) ao invés de Der](A, A) e Diff°(A) denotard Diff3°(A, A).

Denotamos por Diffi(A) Difff(A) o A-submédulo de Diff{*?(A) gerado pelos produ-
tos D; D!, com D; € Diffi(A) e Di € Difff(A).

Analogamente, temos definido Der{{A)Derf(A).

A Proposicéo 2.2 e o préximo resultado nos diz que a familia {Diff{(A) : ¢ € Z} é uma
filtragio para a A-algebra Diff°(A):
Proposigio 2.9 Sejam A wma k-dlgebra e ¢,p inteiros (ou oo). Entdo:
(1) Diffi(4) Diff2(A) C Diffi*®(4).
(2) Diffi(A) Derf(A) C Deri™P(A).

Demonstragio: Para mostrar (1) basta observar que, dados D € Diff}(A), D' € Difff(A)
ea € Atemse [DD,a] = D-{I¥ a]l+ [D,a}-D', e assim o resultado segue por inducéo

sobre g,p € N. Evidentemente, (2) é consequéncia imediata de (1). 1

Vamos introduzir a seguir uma terminologia essencial no contexto da Conjectura de
Nakai.
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Definicao 2.10 Para um inteiro ¢ > 1, denotaremos por di ffl(A) o A-submddulo de
Diffl(A) dado por:

dszlg(A) = {D € szfg(A) D= Z ard;, "‘dz'q: dij € Dﬁffé(A), ar€ A, a;=10 g,s,}_

Se g > 2, dizemos que Diff](A) € gerado por Diff}(A) se Diffi{A) = diffi(A), e
Diffe(A) é gerado por Diffi{A) se Diffl(A) € gerado por Diff;(A), para todo g > 2.
Neste caso, escrevemos Diff*(A) = diff*(A).

Vejamos a conexao entre estes conceitos:

Lema 2.11 Para g > 2, temos que Di ffH(A)Diffi ™ (A) = Diffi ™' (A)+Dert(A) Deri™'(A).

Além disso, sdo equivalentes:
(i) Diffe°{A) € gerado por Diffl(A).
(i) Diffi(A) = Diffi(A ) Diffi(A), para todo g > 2.

Demonstragao: E claro que Difff ™ (A)+ Derk(A) Deri™ (A) C Diffl{(A)Diffi ™ (A). 4
que Derl(A) Deri™ (A) C DiffH{(A)Diffi ™ (A) ese D € Diffi *(A) entio D =ids+D €
Diffi(A)Diffi (A), pois ida € Homa(A) = Diff2(A) C DiffL(A).

Agora, seja D € DiffH{A)Diffi~*(A). Podemos supor D = D’'D”, com D' € Diffi(A)
e D € Diff’"*(A). Segue da observacio acima que D' = D} + D', com D}, € Diff%(R, A)
e Dy € Derl{R,A) e D" = Df + Dy_,, com D} € Diff}(R,A) e DI_, € Der{"'(R,A).
Assim, D = DyD§+DoDy_, + Dy D¢+ DiDi_,. com DyDy+ DyD"_, + D\ Df € Diffi~*(A)
e D{D)_, € Dery(A) Dery” Y(A).

A equivaléncia é imediata. 1

A Conjectura de Nakai diz respeito a uma questdo bastante natural: podem os ope-
radores diferenciais detectar singularidades em variedades algébricas?

No caso em que X € uma variedade algébrica sobre um corpo k de caracteristica zero e
A é o seu anel de coordenadas, Grothendieck ([2], IV, 16.11.2) mostrou que se A for regular
entdo Diff°(A) = diff?(A), ou seja, Diff*(A) é gerado por Diffi(A). Nakai, em [6],

conjecturou o fato desta condigao caracterizar a regularidade de A:
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CONIECTURA DE NAKAL: Seja A uma dlgebra finitamente gerada sobre um corpo k de
caracteristica zero. Se Diff®(A) = difff°(A) entdo A € regular.

2.2 Anéis de Polinémios

Nesta secio, vamos dar alguns resultados gerais sobre Diff} (R, A) no caso especial em que
R é um anel de polindémios sobre um corpo de caracteristica zero e A = —}}, J um ideal
de R. Neste caso, a estrutura de Difff(R, A) é bem conhecida, e assim, uma descrigao
de Diff}(A) também pode ser dada, através de wma identificagdo entre Diff](A) e o A-
submédulo dos operadores D € Diffi(R, A) tais que D(J) = 0.

Em toda essa se¢&o, vamos assumir k& umn corpo de caracteristica zero, R = k[X;, ..., X,]
o anel de polindmios em n varidveis sobre k, J um ideal préprio de Re A = £.

Seja m: R — A a proje¢io candnica e z; := 7(X;), para 1 <1 < n.

Vamos fixar mais algumas nota¢des a seguir:
V := N", onde n € o nimero de variaveis de R.
n
Seja o = (0q,...,0n) =y a;e; € V, onde {e;: 1 < i < n} é a base candnica de V.
=1

laf = ap + - + o, al:=am!-apl, X=X X0
- Jerl

2% . ) _ (.8 ™ 5 N\
8X° T axPaX,” (5z7) o laz)

Ag = o (L2 € DifflPl(R, A).
Vyi={aeV:je|<q}, Wy={a€V:|of=gq}.

A préxima proposigao nos diz que, no caso em que K é um anel de polinémios, temos

que Diffi(R, A) é um R-médulo livre de posto infinito, a saber:

Proposicao 2.12 Todo D € Diff*(R, A) possui uma tnica expressdo da forma:

D="cs(D) A,

eV

com ¢,(D) € A, pare todo a € co(D) = 0, para quase todo a. Além disso, D € Diff}(R, A)
se, e somente se, co{D) =0, para |a} > q.

34



Antes de demonstrar esta proposi¢do, vamos ressaltar alguns fatos:
Lema 2.13 Segue das propriedades de derivada parcial que:
(1) 23

(i) é_ ~{XP) =0, para todo 8 € V tal que 3] < |af, 8 # .

&z (X?) =1, para todo c € V.

Q)

Além disso, todo D € Diffl{R, A) € unicamente determinado pelos valores D(X?), com
lal < g.

Demonstragao:
(i) Vamos mostrar por indugdo sobre |of :
Se ja| = 1 entdo a = e;, para algum ¢ = 1,...,n. Assim, 1, ai?a (X)) = (Xz-) = 1.
Consideremos entao |a| > 1. Podemos supor sem perda de generalzdade que o=+
én, 18] = || — 1. Logo, por hipétese de indugio, %2(X%) = ; Assim, L22-(X?)

1 g% gfntl B . b1y 11 @b £ ) _
= .Bl!"'ﬁn—-lt(,gﬂ'i'l)l 3X51 8X5ﬂ+1 (Xll Xg + ) - 5n+1 Bi 3X15 3Xn (X ! 'XE +1) -
3 WY ]
=B }-!-1 ,{;’ axXF ((Bn + 1) X . Xf ) = ﬁrﬁ{-l (/811 + 1) Bl'gmaiﬁ(X ) o

(ii) Como |B] < lal e B # a,existe 1 = 1,...,n tal que o; > B, digamos o; = B; +m,

i 8 1 5% gon 8 N
com m > 0. Portanto, raxa(X ) = & axi"'?ﬁ(le"'Xf)"‘
1 591 . F-1 G4l ... .gem  gm 351 51 B Gny
- BX;"I ) aX"s—- BX::II'I axﬂan 3Xm X'B‘ (X "'Xz- "'Xn ) =
Bl am i 60:, -1 g4l .. 3o=n ,33 o Bny
=&l Bx;L T axt aXgt axaT aXm (X3 p.€ " Xgr) = 0.

Agora, seja D € Diffl(R, A). Temos que {X? : o € V} consiste numa k-base livre de R.
Assim, como D é um k-homomorfismo, basta conhecer os seus valores na base. Além disso,
segue da Observagio 2.8 que D = Dy + D, com Dy € Diff}(R,A) e D; € Deri(R, A).
Para determinar um elemento de Diff)(R, A) = Hompg(R, A), basta saber o seu valor em
1 = X°. Assim, resta apenas mostrar o resultado para D,. Mas como D, € Der}(R, A),
segue da formula das derivagbes de ordem superior que é suficiente conhecer os seus valores

nos elementos da base com norma < g. 1

Corolédrio 2.14 Para a € V, A, € Diff l”’i(R, A) € unicamente determinado pelos valores
A(XF), com |B| < |el, que sdo dados por: Ao(X*) =1 e Au(XP) =0, para todo B € V
tal que 18] < lal ¢ 8 # a. ,
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Demonstracao de 2.12: Assim como no lema acima, a partir da Observacio 2.8 basta
mostrar que se D € Der{®(R, A) entao D _ie\;#oca(D) A,, com ¢i(D) € A, para todo a,
e co( D) = 0, para quase todo a. Com efeito, Dy = D{1)r = D{1)Ao =: cp(D)NDo.

Assim, dado D € Der?(R, A}, defina:

Ap:={meN:3!' D, € Derl(R, A} do tipo D, ie‘;‘#ocg(/{)m) A,
com (D~ D) (XP)=0,V0<|B<m}.

Vamos mostrar por indugido sobre m que Ap = N:

Para m = 1, basta tomarmos [}y = S D(X;)A.,. (Vale ressaltar que temos como
consequéncia o fato de que se D € Diff,f‘(zR, A) entdo ¢, (D) = D(X;), paral <i < g,
devido a condigao de unicidade.)

Suponhamos agora que m € Ap. Entdo, existe um dnico D, = Y, c(Dn)A, €
Der?(R, A), com (D — D, ){(XP) = 0, para todo 3 com 1 < |3} £ m‘aﬁ‘g;ﬁio a unicidade,
se existit D,,4; nas condigdes de Ap, entdo Dpiy = Dp + > ¢a(Dimg1) A,. Basta
tomarmos o Dpy1) = D(X*) — D,,(X®) para todo a com lciT%Z:; + 1.

Assim, como D € Dery®(R, A), entdo D € Deri(R, A), para algum ¢ € N = Ap, ou
seja, existe um dnico Dy = 3~ ¢o(D,) Ay € Der}(R, A) tal que (D — D,)(X?) = 0, para

1€]ai<y

todo 8 com 1 < 18! < g, e a proposigao segue do Lema 2.13. 1

Exemplo 2.15 Der,(R) ¢ um R-médulo livre de posto n com base {8/0X,,...,8/6X,}.

As propriedades de c,(D) dadas a seguir s&o de cardter apenas técnico, e serdo usadas

nas demonstracoes de 2.30 e 2.44:

Lema 2.16 Sejam D € Diff*(R, A), B=(f1,...,B.) €V eje{l,...,n}. Entdo
es([D, X;]) = cpe, (D).

Demonstracao: Note que

A —2is 1
(A X = § Spmer e
0, se B; =0.

De fato, se f; = 0 eatio (g, X,1(f) = As(X; /)~ X; 80(F) = nhdfs (X, )~ Xs s (1)) =
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= W(Xgﬁ,axﬁ(f) X_”;, agfﬁ(f)) = 0, para todo f € R. Se 3; > 0, temos pelo Corolario
2.14 que [Ag, J’](-Xﬁ “) = Ap(Xs) — XJ’AE(XB“%) =1-0=1e [Ag, X](X7) =
Ap(X™%) — XjAp(X7) =0 ~0=0, para todo v € V tal que [y| < |3~ g5 e v # 5 — ¢;
e o resultado segue novamente por 2.14.

Assim, se D = 3_ ca(D) A, entdo [D, X;] =Y case (D) Ag. i
oV agY

Proposicao 2.17 Sejam D € Derl(A) e D' € Diff}(A). Entdo, para todo a = (ay,. .., )
€ Wy, t€, ja] = g+ 1, temos

ca(DD') = Z 0; D(X;) coees (D).

(E claro que se a; = O entio ¢, {D') nao estd definido; entdo, tomamos o somando

correspondente como sendo zero por convengdo.)

Demonstragdo: Vamos mostrar por inducao sobre ¢ :

Para q < 0, ndo hé nada a fazer.

Assim, seja ¢ = 0, e seja o € W,yy. Podemos assumir entdo @ = €; + 3, com
|,6’I = ¢. Além disso, [D', Xi] 6 Diffl{A). Logo, temos por inducgdo que cz(D[{D’, X;]) =
Z B D(X;) cgee ([D', X1]) ; Bi D(X:) co—e (D) pelo Lema 2.16.

Por outro lado, novamente por 2.16, temos que ¢,(DD") = c5([DD', X,]).

Como D € Deri(A), temos que [DD', X;]—D[D', Xi] = D(X,)D’. Portanto, ¢3[DD’, X,]—
cg{ DD, X)) = es(D(X1)D') = D(X,1)eg( D).

Finalmente, co{DD') = ¢5([DD', X;]) = D(X))eg(D') + 2 Bi I{X:) epee (D) =

- z a; D(X;) cae (D). 1

No presente caso em que A = ‘-}, a préxima proposicdo identifica Diff7(A) com o
A-submédulo de D:iff}(R, A) definido por D(J):={D € Diffi(R,A): D(J) = 0}.
Proposicao 2.18 Dado g € N, ¢ fungdo

v Diffi{A) = DUJ)
Dvs Dsn,

{onde 7 € a proje¢do canénica) € um k-isomorfismo.
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Demonstracio: Dados D € Diffi{A) e f € R, pode-se provar de maneira simples que

[D,7(f)lem = [Dom, fl = [p(D), f].
A partir destas igualdades se conclui, por indugéce sobre g, que de fato (D) € Ds ffAR,A).
Agora, é claro que [p(D)](J) = 0, e assim p(D) € D(J). E facil ver também que @ é um
k-homomorfismo. Além disso, do fato de que 7 é sobrejetora, conclui-se que ¢ ¢é injetora.
Provemos portanto que g € sobrejetora. Para isto, tome De Da(.J). Como D:R— Aé

um k-hormomorfismo € 5(.] } =0, D induz uma aplicagio k-linear dada por

D:A- A
f+Jw D(f +J) = D{=(f)) := D(f),

ou seja, D = Deom = (D). Do mesmo modo se prova, por indugéo sobre ¢ que tal D €

Diffi(A). 1

Assim, daqui em diante, a seguinte identificacao serd usada frenquentemente neste tra-

balho para caracterizar os operadores de Diff{(A):
Identificacio 2.19 Vamos identificar
Diffi(A)={D € Diffi(R,A) : D(J) =0},

Deri(A) = {D € Der}(R,A): D{(J) = 0}.
Vamos analisar a condi¢do D(J) = 0 com certo detalhe. Definiremos a seguir alguns
operadores diferenciais obtidos a partir de D, e na préxima proposicao, vamos provar que

para que D{J) seja zero, é necessario e suficiente que estes operadores se anulem em algum

conjunto de geradores de J.
Definicao 2.20 Sejam D € Diff* (R, A) e B = (B1,...,8.) € V. Defina:

(D, X%) = carp(D) A,

aelV

Observe que {D,1) = D e se D € Diff}(R, A) entdo (D, X?) € Diffi"PI(R, A).

A seguir, daremos um lema técnico, que serd usado na demonstragdo da préxima

pProposigao.
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Lema 2.21 Sejam D € Diff,‘:"(R,A), B = (/31,«‘-757;), g o= ("/1;---,%) e Veyjge
{1,...,n}. Entdo:

(1) (D, X;) = [D, Xjl.
(2) {(D,X?), X7) = (D, X?*7).
(3) (D, X;), X#) = (D, X, XP).

(4) Se XP = Xiy - Xy, com Xij € {Xls---axﬂ}t J = 1,...,s, entio (D’Xﬁ) =
['"'[[D:Xh}ax‘iz]:“' 7Xis]'

Demonstragao:

(1) (D, X;) = 3 core; (D) Ao = 3 ca([D, Xi]) Aa = [D, Xj].

Mais ainda, paraa €V, c({{D, X ) X)) = caqy({D =Xﬁ>) = Capyip( D) = ca((D,X'@'H)),
o que prova (2).

Agora (3) segue de maneira imediata a partir de (1) e (2}, assim como (4) € consequéncia
imediata de (3). i

A proposicao a seguir serd particularmente interessante no caso em que I = J, caso este

em que ela nos da condicdes de fazermos a Identificagio 2.19.

Proposicao 2.22 Seja I um ideal de R. Para D € Diff}(R, A) as seguintes condigées

sdo equivalentes:
(z) D{I) C IA.

(22) [D, X;l(I) C 1A para todo i, 1 <1 < n, e existe um conjunto de geradores {f;} de I
tal que D(f;) € 1A, para todoe j.

(¢43) (D, XP)(I) C IA, paratodo B € V.
(iv) (D, XP)(I) C IA, para todo B € V.

(v) Eziste um conjunto de geradores {f;} de I tal que (D, XP)f;) € IA, para todo
B € V,; € para todo j.
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Demonstracao: As implicagbes (1) = (i¢) e (zi1) = (iv) = (v) s8o triviais, e (1) = (i)
segue da parte (4) do lema acima.

(i) = (i): Basta mostrar que, para todo 3 € V e para todo j, temos D(X?f;) € I A.
Vamos fazer tal prova por induggo sobre |3] :
Para || = 0, caimos numa das hipéteses de (ii).
Se |3 > 0, podemos assumir que 3 = e; + ¥, com v € V. Assim, pela hipStese de inducéo
e por (ii), temos que D(X?f;) = [D, X,)(X"f;) + X1 D(X"f;) € IA.

(v) = (:): Na verdade, basta mostrar que (v) = (i1).

Inducgéo sobre ¢:
A afirmagao é trivial para ¢ < 0. Assim, assuma ¢ > 1. Por (3) do lema anterior e por
(v) temos que (1D, X:], X*)(f;) = (D, X: X®)(f;) € IA, para todo 8 € V,_, e para todo j.
Portanto, por hipétese de indugdo, [D, X;}(I) C IA, para todo i, 1 < i < n. O resto da

afirmacio segue tomando § = 0 em (v). i

Note que se tomarmos { = J na proposicdo acima e usarmos a ldentificacio 2.19,

obteremos o seguinte resultado:

Corolario 2.23 Para D € Diffl(R, A), as seguintes condi¢ées sdo equivalentes:
(i) D € Diffi(A).
(i) (D, X%} € Diffi%1(A), para todo B € V.

(i) (D, X" € Dz’ffg“’m(A), para todo B € V,_;. I

Usando estes resultados, vamos mostrar agora que em alguns casos, Di ffZ(A) fica com-

pletamente determinado a partir de Diff,(A).

Definigio 2.24 Dados p,q € N e lembrando que W, = {a € V : |a| = p}, defina:
&, Diffi(R,A) x W, — Deri ¥(R, A)
(D, 8) — (D, X?) — ((D, X*}(1))r =
(D, XP) — cs(D) Ag
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Proposiciao 2.25 Para p < g, temos a seguinte sequéncia ezata de R-modulos:

0 — Difff(R. 4) = Diff}(R, A) =5 & Derf (R, 4),
onde eq,p(D) = (‘I’q,p(Da ﬂ))ﬁEWp-

Demonstragio: Como O, ,(Diffi(R,A)) C Deri ”(R,A) = 0, basta mostrarmos que
Ker(Q,,) C Difff (R, A).

Suponha ©,,(D) = 0. Entdo (D, X?) = cgA,, para todo 8 € W,. Mas (D, X?) =
Y cats(D) Aq. Logo, pela unicidade da expresséo, temos que e =0,V a € Vija| > 0e
::7‘[/3 € W,. Portanto, ca{D) =0,V a € V,|a| > p, ou seja, D € Diff{(R, A). 1

De acordo com o Coroldrio 2.23, as aplicacdes @, , da Definicio 2.24 induzem as seguintes:
wap : DiffI{A) x Wy — Der] ?(A)
(D, B) s (D, XP) — (D) Ag

e segue da Proposigao 2.25 que para p < ¢, temnos uma sequéncia exata de A-médulos:

0 — Difff(4) = Diffi(4) & Deri™(A),
onde 8, (D} := (el D, B))sew,

Definicdo 2.26 Seje g € Z. Defina:

DIA) == { (ds)sew,, €, 32 Derk(A) ds(z;) = dy(z;), para todo B,y € W,_;
Comﬁ+ez*7+6111<1 Jj<n}

Note que se D € Diffi(A) e 8,,1(D) = (dglsew,., entdo ds(z:;) = cgpe, (D). De
fato, para 8 € We1 e 7 € {1,...,n}, temos que ds(z;) = ((D,XP) — cs(D)Ao)z:) =
2 cors(D) Dal2%) = ca(D)Ao)(ze) = (D) Ao(2%) + ceirp( D) Aci(2%) = es(D) Ao(2) =
cpte: (D). Assn:n, se B+ e; =7+ ¢; entdo dg(i) = cpre(D) = cyie; (D) = dy(z5), ou sejfa,
Im(6,,.1) CDi(A)

Portanto, se denotarmos 8, ,_; por 8,, teremos a seguinte sequéncia exata de A-médulos:

0 — Difff ' (A) < Diffi(4) =5 DI(A).
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Serd interessante para nos o caso particular onde ¢ = 2. Assim, cabe aqui destacar a
definicao de 8, : dada a sequéncia exata 0 — Diffi(A) — DiffZ(4) 22 DiA4) e
observando que Di(A) = { (di,...,d,) € 5521 Deri(A) : di(z;) = d;(z;), para todo 1,7 },
define-se &, da seguinte maneira:

Definicdo 2.27 Dado D € Diff2{A), (D) := (ds,...,dy), onde d; € Der}{A) € dado
por di(2;) = Corye; (D)-

No caso em que J € principal, temos que 8, é sobrejetiva:

Teorema 2.28 Se¢ J € principal entdo a sequéncia de A-modulos
0 — Diffi(A) — Diff2(A) =% DIHA) — 0

¢ exata.

Demonstragdo: Temos que mostrar apenas a sobrejetividade de 8; :

Suponhamos J = Rf, e seja (di,...,d,) € Di(A). Vamos escolher r;; € R um re-
presentante de di{z;) € A = -1} tal que r;; = ryy, para todo ¢,7. Como cada d; é uma

derivacao em A, usando a Identificacdo 2.19 obtemos que
(E:) ¥ i o = i1,

com g; € R. Agora, diferenciando cada E; com relacio a X; e somando os resultados sobre
1 <7 < n obtemos

Z:(E_;é%:(f‘ij))a —i—Zn;,gg%-é-?Erw———-iwaxax (2—;’- -?;gj-&%{%,

=l =

(lembrando que r;; = 7;;), e dividindo a soma por 2, obtemos

Ma

af
b 5%, T3 E Tij axz‘f‘z Tij axw{J =gf,

com b;,,...,b;,,g € R.
Defina D := Y ca(D) A, € Diff(R, A) por co(D) := 0, e, (D) := 7(b;) € Coppe; (D) 1=

agVy

7!(7‘.,;_:,') - di(:ﬂj), 1 § i,j S 7.
Assim, temos que D{f) =

‘ﬁMa

AeJ (f) + Z C2e; AZej(f + Zc€:+33 es+ej(f)

. (63)7"(3 )+Z (""JJ)W 23}( )'§'2 (TIJ}"T(BX éfx
(gf) = 0. .

Além disso, (D, X;) = Z Cate; (D) Ay = 7(b;) A°+; 7(ri;) Ae;, de modo que (D, X;)(f) =

G EV;

H
[\1:

f
:;‘k.)

m(bif + Z Ey f) = 0 por (E;}. Ou seja, (D, X?)(f) = 0, para todo 8 € V,. Portanto,
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D(J) = 0 pela Proposicdo 2.22. Ou seja, de acordo com a Identificagio 2.19, obtemos
D € Diff}(A). Como ceppe, (D) = di(z;), segue da Definicdo 2.27 que 8(D) = (dy,...,d.).
]

Observagao 2.29 Nem sempre temos 0, sobrejetiva, mesmo J sendo um ideal principal.
Exemplo: Vamos mostrar um case em que 03 ndo € sobrejetiva.

Tomen =2, ¢ J = Rf, onde f = X? — X3.

Para 8 € Wy, defina dg € Deri(A) da seguinte maneira: diz0) = 821 Aey + 1203 A,
dagy = 1222 A, + 1822 A,,, dioz = 18z A, + 27222 A,,. Néo € dificil ver que d :=
(d2,00: d1,1), do,2)) € DiE(A). Suponhamos por um momento que exista D € Diff3(A) tal que
(D) = d = (d(2,0y, d1.1y, dio,2))- Identificando, temos que D = 3 co{D) A, e D(J) = 0.
Se definirmos ¢;; = cun(D), como dalz:) = ¢z + e(D), pa:'rivatodo B € W;, teremos
ao = 871, ¢a1 = 1222, c12 = 1823, € coz = 27@125. Pelo Coroldrio 2.23, temos que D{f) =
0,({D,z:)}{(f) = 0 e {(D,z2)(f) = 0. Portanto, (D, z:)(f) — 2z:D(f) = 0, cujos cdlculos
implicam que T + 6¢0 € (T1,22). Analogamente, de {D,x1){f) = 0, podemos obter que
6 + 3cog € (23, 22). Logo, 2(6 + 3e0) — (7 4 6c20) = —5 € (21, 22), ume contradigdo.

Portanto, em alguns casos podemos determinar DiffZ{A) completamente a partir de
DiffH{A), muito embora Diff?( A} geralmente nao seja gerado por Diffi(A). Esta relacao
entre Diffi{A) e Difff(A) levou Singh [10] a propor a seguinte pergunta, mais forte do
que a Conjectura de Nakai: “Se DiffZ(A) for gerado por Diff}{A) entio A € regular?”. =

E no sentido desta conjectura que serd desenvolvido o restante deste capitulo.

2.3 Operadores Diferenciais em uma Curva Plana

Consideremos A como o anel de coordenadas de uma variedade algébrica afim reduzida
X. Vamos mostrar que no caso em que X € uma curva plana, temos uma confirmacao da
conjectura de Singh, e portanto da conjectura de Nakal.

Assim, mantendo a mesma notagdo da se¢io anterior, vamos assumirn =2 e J = RBf

um ideal principal, préprio e ndo-nulo de R = k[X;, X;].

*No préximo capitulo, serd demonstrado gue & conjectura de Singh em geral nio é vilida.
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Note que, neste caso, temos:
D2(A) = {(dy, d2) € Derl(A) & Derl(A) : dy(z2) = dy(z;)}.

Para i = 1,2, seja fp, = 71'(3%%) e seja a; = {d(z;) : d € Derl(A)}. Temos que a; e a
sio ideais de A, jé que Der}(A) é um A-submddulo de Hom{A).

Vamos dar a seguir duas proposigbes que serdo usadas para demonstrar o resultado
principal. A primeira delas consiste em um resultado interessante obtido por Singh no

processo de demonstrar o Teorema 2.36, a saber: Se X ¢ uma curva plana, entdo o quociente

Diffi(A) P as e
DA DT € isomorfo a Mﬂlﬂz .

Para tanto, defina:

T:DHA) > 4 Nay
(di,d2) = di(z2) = da{z1),

que é claramente A-linear e sobrejetiva, pois se a € a; Nag, entéo a = d(zy) = d'(z2),d,d' €
Derl(A). Assim, (d',d) € Di(A) e 7(d',d) = d'(2;) = d(z1) = a. Vamos definir também
o =18y : Difff(A) = a; Nay,

onde 6, é a funcdo definida em 2.27.

Proposicio 2.30 Se f, e f;, sdo ndo divisores de zero em A, entdo T € um isomorfismo,

e a sequéncia de A-mddulos
0 — Diffi(A) — Difff(A) 23 a1Naz — 0

¢ exata. Além disso, o(Diffi{A)Diff}(A)) = aiay. Em particular, temos um A-isomorfismo

Diff2(4) @ Nag . Diffitd) ~ ena
de DDA " e » O S BIFIADTIA © me

Demonstracio: Para mostrar que 7 é um isomorfismo, basta mostrar a injetividade.
Assim, note que se d € Deri(A) entio d = d($1)g§%; + d(lg)é‘% e d(J) = 0, ou seja,
d(z1)fz, + d(x2)fo, = 0. Como fz, e fr, s@0 nao divisores de zero, temos que d(z;) = 0
se, e somente se, d(zz) = 0. Consequentemente, d = 0 se, e somente se, d(z;) = 0 se, e

somente se, d{z;) = 0, 0 que prova a injetividade de 7. Dali, a exatiddo da sequéncia segue
do Teorema 2.28.
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A parte restante do teorema segue se mostrarmos que o{Deri(A)Deri(A)) = a;a;, pois
pelo Lema 2.11, temos que Diff}(A)Diffi(A) = Diffi(A) + Deri(A)Deri(A), e além
disso, o{ Diffi(A)) = 0, pois 82(Diff;(A)) = 0. Assim, sejam D, D" € Deri(A) e seja
05(DD') = (dy,dz). Entéo o(DD') = 7(dy.dg) = di(2z2) = ¢(1,1y(DD’), segundo a Definicao
2.27. E pela Proposigéo 2.17, temos que ¢(y 1)(DD’) = D{z1)ewony(D') + D(x2)eqofD') =
D(z1)D'{(z2) + D(22)D'(21), 0 que prova que o Dery(A)Derp(A)) C a;a;. Reciprocamente,
sejam a; € a;, ¢ = 1,2. Escolha D, IV € Der}(A) tais que a; = D(z1), a3 = D'(z;). Sejam
by := D(z2), by = D'(z1). Novamente, como D, I}’ € Der;(A), temos respectivamente que
a1 foy + b1fe, = 0 € bafay + 02fs, = 0. Entio 0 = ax(arfo, + bife) = bilbefoy + 2fi) =
(@1a2—b1bg) fz, . Como fz, € ndo divisor de zero, temos que @;a; = b; bz, e pelos calculos acima
segue que o{DD') = a1a; + bib; = 2a;1a,, 0 que mostra que a;a; C o{Derp{A)Deri(A)), e

o teorema estd provado. i

A proposigao a seguir sera de fundamental importancia para a conclusdo da prova do
resultado principal. No entanto, embora essencial, trata-se de um resultado auxiliar, de-
monstrado por S. Dutta no artigo [10] de B. Singh, e sua demonstracio requer no¢des de
filtracio e sequéncias espectrais, conceitos de algebra homoldgica que fogem do tema central

deste trabalho, e portanto optamos por omiti-la.

Proposigdo 2.31 Sejam Iy, [ ideais de R que contém f. Assuma que f £ % sejam de
comprimento finito e que I + I, # R. Entio Torf(«?;, %) # 0.

Na prova do Teorema 2.36, vamos utilizar ainda os conceitos de completamento (ver
secao sobre Completamentos no capitulo preliminar), uma ferramenta que permitiré concluir
a demonstracio devido ao fato dos anéis completados terem boas relagbes com o anel ori-

ginal, principalmente no caso de anéis locais. Vamos demonstrar a seguir dois lemas sobre

derivagbes e completamento.

Lema 2.32 Sejam (ji, m) o completamento m-ddico de uma k-dlgebra afim local (A, m) e

D € Dert(A). Entdo D se estende a uma derivagdo em A

Demonstracio: Seja & € A. Temos que A, munido da topologia m-adica, é um espaco
métrico (1.56 e 77). Assim, como A é denso em A, existe uma sequéncia {z;}2, C A tal

que limz; = &. Em particular, {z;}%2, é uma sequéncia de Cauchy em A. Portanto, dado
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N € N, existe Np tal que, para quaisquer m,n > Ng, T, — Zn € Y. Por 1.60 temos
que Tm — T, € MY NA = (mN)A NA=m".Seam= (r,...,7;). Entdo z,, — 2, =
G(ry,...,7s), onde G € A[X;, ..., X,] é homogéneo de grau N. Como D € Derj(A), entdo
D(zm — z0) = G'(71, - .,Ts)y com G € AlX, ..., X,] homogéneo de grau N — 1, ou seja,
D(zm) — D(zn) = D(am — x2) € m™N~!, para quaisquer m,n > Np. Portanto, {D{z;)}2, é
uma sequéncia de Cauchy em A C A. Como A é completo, {D{(z;)}32, converge em A, ie,

existe fim D(z;). Assim, defina:

A

DA
Y

>

~

() = D(lim z; ) := lsm D{x;).

iwh oo =00

o

8

E claro que D é uma extensio de D, ou seja, b(a) = D(a), para todo a € A. Resta
apenas mostrar que de fato D € Deri(A). Para isto, sejam lim z; = &, imy;: = § € A
Como a topologia m-adica torna A um anel topoldgico, ie, com as operagoes continuas, entao

D(#g) = D(lim x; - lim yi) = D(lim ziy;) = lim D(zigi) = lim (D(w)y: + 2:D(y:)) =
lim D(ws) - lim y + lim z; - lim D(y:) = D(#) + £D(9). '

7wk OO

O segundo lema que sera demonstrado a seguir é o chamado Lema de Zariski. Mas antes

do resultado, precisamos de algumas defini¢des, a saber:

Definicao 2.33 Sejam B um anel e Xy,..., X, varidveis. Para cada d = 0,1,..., seja
F; o mddulo dos polinémios homogéneos de grau d em R[X;,...,X,]|. O conjunto F das

(==}
somas infinitas { Y a; : a; € F; } forma um anel com as operagdes:
s

STa+d b= (ai+b), Yoad b= (> aby).

s itgm=s
F ¢ chamado o anel das séries de poténcias formais (ou simplesmente séries de poténcias)

nas variaveis Xi, ..., Xn com coeficientes em R, e € denotado por R[[Xy,..., X,]].

Seja B um anel semi-local completo com radical de Jacobson m, e sejam zi,...,2,
elementos de m. Seja B; C R um subanel de R. Se X, ..., X, sdo variaveis sobre R, entao
existe um homomorfismo ¢ de B;[[X;,..., X,]] em R tal que ¢(X;) = z;. A imagem deste

homormorfismo ¢ é um subanel de R denotado por Ry[[zi,. .., 2]l

Definicio 2.34 Se o homomorfismo ¢ for injetor, dizemos que x,,...,T, sdo analitica-

mente independentes sobre R;.
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Lema de Zariski 2.35 Sejam (A, my,...,m,) um anel completo semi-local que contém o
corpo dos numeres racionais e m = F(A) = m; N--- N m,. Supoenhamos que erista uma

derivagdo D em A tal que D(x) € uma unidade em A, para algum ¢ € m. Entdo A contém

um anel A, de representantes de A tal que:

(=)
(a) D=0 em Ay;

(b) z ¢ analiticamente independente sobre A;;
(c) A= Alz]}

Demonstragdo: D(z) é unidade em A. Entéo, sem perda de generalidade, podemos con-
siderar D{(z) = 1 (pois caso contririo, basta substituir D por E%QD)' Consideremos o
operador e™*P 1= [ — D + E;—Dz e -I%DS + ---, onde [ denota a aplicagéo identidade em

A. A prova consiste em observar que:
(1) == é um endomorfismo de A;
(2) Se tomarmos A; := Im(e™*?) entdo D ¢ zero em Ay;

(3) O niicleo de €% é o ideal principal (z) = Az;

T

(4) a restricio de €™ a A, é a aplicacio identidade.

A afirmacio (1) segue do fato de D ser uma derivagéo.
Para provar (2), seja @; € A; = Im{e™*P). Entdo existe a € A tal que a; = ¢7*(a) =
a—xD(a)+ wg—zDg(a) — wé’—”;—DS(a) + -+ . Deste modo,
D(a;) = D(a) — D(zD(a)) + D(—;‘-EDz(a)) - D(%D«'B(a)) 4=
= D(a) = [D(z)D(a) + zD*(a)] + [D(57)D*(a) + 5-D¥(a)} = - =
= D(a) — D(a) — zD*(a) + 2 D(z)D?*(a) + -g—’f’-DS(a) —_——
Como podemos observar, teremos que D{a;) = 0, para todo a; € A;.
Logo, e™*P(a1) = a1 — zD(a1) + -;EEDE(%) - “§;D3(a1) + ... = gy, para todo a; € Aj,
e a afirmacdo (4) estd provada.
Finalmente, se 0 = ¢™*P(a) = a — zD(a) + < D*(a) ~ % D*(a) + - - - entdo
a = z(D{a) — £D*a) + %DS(&) + --.) € (z). Por outro lado, como %P é um
endomorfismo, para provar que ker(e™"P) = (z) basta mostrar que e~*P({z) = 0. Assim,

e*(¢) = v —eD(e) + - D(a) — FDw) -+ =
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=22+ 5 D(D(z)) - $D(D(D@)) + -
Como D(z) =1 e D(1) = 0, segue que e™*P(z) = 0.

Assim, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que —(—% = A,. Além disso, segue das afir-
macdes (2) e (3) que A; N () = (0). Portanto, A; é de fato um anel de representantes de
«(-%.

Vamos provar agora que A = A4;[[z]] :

(C) Seja @ € A. Vamos construir por indugio sobre n uma sequéncia {a.}32, C 4; tal
que @ — ag ~ a1 — -+ — apz”™ € (") C mrtl:

Para n = 0, tome ag := €72P(a) € Im(e=*P) = A;. Assim, temos que e *P(a — aq) =
e~*Pla) — e*P(e~*P(a)) = 0, j4 que a restricio de e " a A, é a identidade, ou seja,
o — ag € ker(e™*P) = (z) C m.

Suponhamos entdo que existem dao,...,a, € A tais que @ — ag — -+ — a,z" € ("),
ou seja,
o —ag—-=apz" =z""13 com B E€ A

=z (Bwe®P(B)4e~"P(B)), com B—e~?P(B) € ker(e*P) = (z)
— mn-i—l(m,.f) + x'ﬁ-+1 eMwD(ﬁ)
-5-2,7 + l‘n+1€"ID(ﬁ).

Entio o — ag — - - - — ax2™ — e77P(8)z™* € (2"12). Basta tomar an4y 1= e 7P(8).
Assim, acabamos de mostrar que dado n € N, existem aq,...,a, € A; tais que
O —dg— -+ —a,z" € m*tL,
Como {A,m,m* m%, .. } constitui uma base de vizinhancas de 0 € A na topologia natural,
temos que Q= ap — — anz” — 0, ou seja, ap + a1z + -+ + an2” — o Portanto,

o = lim Z a;rt = z; a;zt € Ay[z]].
(D) Seja Z; a;z' € A;[[z]]. Considere a seguinte sequéncia {fm(z)}

m=0

C A, onde
frlz) =3 a;x'. Note que para s < t, temos fi{z) — fo(z) = @125+ + -+ - + g2t € m*+L,

Portanto, =?[ﬂfm(x)}m_a C A é uma sequéncia de Cauchy (lembrando que na topologia nat-
ural temos um sistema de vizinhangas de 0 € A dado por {4,m,m? m3 ...}). Como Aé
completo, existe lim fml(®) € A. Assim, 2 a;zt = = lim Z a;xt = = lim fm(:c) € A.

Resta mostrar que 2 € analiticamente mdependeute sobre A;. Primeiramente, vamos
mostrar que z é ndo divisor de zero em A. Como [Jm" = 0 (1.56), basta provar que se
az =0, ¢ € A entdo a € (z™) C m", para todo n > f Vamos fazer esta prova por indugio

sobre n. Lembrando que D é uma derivacio e que D{z) = 1, temos que 0 = D(0) =
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Daz) = aD(z)+xD{a) = a+zD(a). Logo, a € (z), e a afirmacdo estd provada paran = 1.
Suponhamos ¢ = 2”5, com 3 € A. Como acabamos de ver, temos que ¢ = —zD{a), e
D(a) = D(a""'8) = (n—1)z" 2B +z""1D(8). Assim, a = —z[(n—1)z" 28 + 2" ' D(B)] =
= —(n—1)z""'3—2"D(5) = ~(n-1)a—z"D(B). Portanto na = —z"D(B), donde a € (z"),
e deste modo obtemos que z é nao divisor de zero em A.

Suponhamos por um momento que ?:; a;z* = 0, a; € A;. Entdo ap € A; N (z) = (0),
donde j a;x¢t =0, a;: € A;. Como = é ndo divisor de zero, temos Z; a7 =0, a; € A,
Novamente, teremos que a; € A; N (z) = (0). Prosseguindo analogamente obteremos que

a; = 0, para todo ¢, e o resultado estd demonstrado. 1

Vamos agora finalmente provar a conjectura de Singh (e portanto a de Nakal} para

curvas planas:

Teorema 2.36 Seja J um ideal principal préprio de R = k[X;, X;] € seja A = % Assuma
que A € reduzido. Entdo A € regular se, e somente se, DiffZ(A) = Diffi(A)Diffl(A).

Demonstragao:

Se A é regular, entdo a igualdade Diff2(A) = Diffi(A)Diff}(A) segue de ([2], IV,
16.11.2).

Reciprocamente, seja J = Rf. Se f = 0, no hd nada a fazer. Podemos entdo assumir
f # 0. Seja f = fi--- fs a fatoragho prima de f em R. Como k ¢ infinito, segue de ([17],
Lemma I1.3.2) que podemos fazer uma mudanga linear de varidveis de modo que g—% # 0,
para todo i =1,...,5, 7 = 1,2. Além disso, f nio tem fatores rmﬂtipios, pois A é reduzido.
Logo, f; nao divide 5‘%’1, para todo i = 1,...,s, pois =& axl 2 > 2L £ fior f,. Assim,
se fz, @ = 0, para algum ¢ = § € A, entdo f divide 3 g Em particular, cada f; divide
5%’% g mas nao divide é’k’f{w e portanto divide g. Ou seja, fz,, e analogamente f,,, sdo néo
divisores de zero em A. Como d := fr,A0) — f2, A1) € Derp(A) por 2.19, temos que
fzy = d(z2) € 83 € fz, = d{z1) € a). Assim, como dim(A) = 1, segue do Teorema do
Ideal Principal de Krull que dim(%) =0 = dim(fg). Logo, ;il e ;‘i— tém comprimento finito
([17), Proposition V.2.5). Como DiffZ(A) = Diff}(A)Diff}(A), temos pelo Teorema 2.30
que 0 = i'EiﬁEZ Torl(i ;2) Torl(f.f R) onde [; é o ideal de R que contém f tal
que 4; = J, j = 1,2, e portanto I; + I; = R pela Proposicio 2.31. Disto segue que
um ideal maximal de A ndo pode conter ac mesmo tempo a; e 6. Vamos tomar entao

um ideal maximal m de A, e digamos que a; ndo esteja contido em m, ou seja, existe
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D € Deri(A) tal que D(z1) ¢ m. Como f,, # 0, z; ¢é transcendental sobre &, e além disso,
—f; é algébrico sobre k (Teorema de Zeros de Hilbert [17], Proposition 1.3.2). Portanto,
m contém um polindmio ndo-nulo h(z;) € k[zi]. Escolha este b = § de grau minimo.
Assim, D(h) = (D(z1)Ax0 + D(21)A1)(9) = D(z1)n(%) ¢ m. Portanto, D(m) ¢ m.
Consideremos agora o anel local (An, mAp). Vamos tomar B := Amo completamento mAg-
adico de Am. Entdo B é local, com ideal maximal n := mzl\m. Como vimos em 2.32, D pode
ser estendido a uma derivagao D de B. Ainda, ﬁ(n) ¢ n, ou seja, existe y € n tal que D(y)
é uma unidade em B. Assim, pelo Lema de Zariski (2.35), B contém um anel B; tal que
B = Bi[[y]], com y analiticamente independente sobre B,. Ainda, como y € néo divisor de
zero de B, temos que dim{B;) = d&im(B)~—1, onde dim(B) = dim({An) = dim(A) = 1. Pelo
Lema 1.66, temos que B € reduzido. Logo, By é um anel noetheriano reduzido de dimensao
zero, portanto isomorfo a um produto direto finito de corpos ({17], Proposition IL1.5), e
portanto regular (1.29). Consequentemente, temos que B é regular (1.64) e, finalmente,

segue que Ap é regular (1.63). Isto prova que A é regular. 1

2.4 ATl e A[T, T

Este é apenas um paragrafo preliminar onde veremos algumas propriedades técnicas sobre
os anéis A[T} e A[T, T, as quais fornecem informacdes sobre o préprio anel A. O interesse
reside fundamentalmente na ultima proposicao, um resultado importante que serd usado
na prova do teorema da segdo seguinte. Vamos trabalhar com £ um anel noetheriano, A

uma k-algebra finitamente gerada e T uma varidvel sobre A.

Seja u : A — A[T] a incluséo natural. Para 7 € N, seja p; : A[T] — A a aplicagdo
A-linear definida por f = E}:ﬁ (T — 1) p;(f), para f € A[T]. Defina ainda:
g : DiffP(A[T]) — Diff(A4)
D — pgDu.
Note que de fato p;Du € Diff*(A). Com efeito, ¢;(D) = p;Du € Homy(A), pois p;
é A-linear. Além disso, vamos provar por inducio sobre ¢ que se D € Diff}{A[T]) entdo

g:(D) € Diffl{A). Sendo a afirmacao clara para q < 0, podemos assumir ¢ > 0. Assim, para
quaisquer elementos a, b € A, temos que [g:( D), a](b) = ¢;(D)(ab) — ag;(D)(b) = p; Du(ad) —
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ap; Du(b) = p; Du(ab) — ap;Du(b) = p;(Du(ab) — aDu(b)) = p;[D, al{u(b)) = pi[D, alu(b).
Portanto, segue por hipéStese de indugio que [g:( D), a] = p:[D, alu = ¢:([D, a}) € Diffi ' (A),
ou seja, ¢;{D) € Diffi(A).

Observe ainda que Du = ¥ (T — 1) ugq;(D), para D € Diffg*(A[T}), pois para todo

20 ) .
a € A, temos que Dula) = ;} (T —1)p:i(Du(a)) = ; (T — 1Yuq(D)a).

Considere Diff°(A, AlT]) como um A[T]-médulo de maneira natural. Para D €
Diff (A, A[T]), vamos denotar por u(D) o seguinte k[T]-endomorfismo de A[T] obtido
a partir de D por extenséo de escalares:

u(D) : A[T] — A[T]

; a.;Ti = Z D(a,')Té,

126 120
a partir do qual podemos definir a seguinte aplicagio A[T}-linear:

 + Diffg(A, AIT])  Diffip(AIT) C Diff>(A[T)
D (D),
com p{Diff{(A, A[T])) C Diffim(A[TD C Diffl(A[T]) para todo ¢. De fato, para todo
g a;T? € A[T], tem-se [p(D), E;U a;T?] = 23 T u([D,a;]), e a afirmagéo segue por inducio
0 e L4

t

sobre g.

No que segue, identifique Diff°(A) como um A-submédulo de Diffe°(A, A[T]) via y,
e assim denote por A a restricao de y a Diff°(A).

Lema 2.37 (1) ;} (T — 1Yuqip = identidade em Diff(A, A[T)).
(2) Para todo s € N, temos que goT°) = identidade em Diff3°(A).
(3) Se D, D’ € Diffg(A), entio A DD') = A(D)A(D').

Consequentemente, A(Diffi(A) Diffi(A4)) C Dz'ff;:m (A[T]) Difffm(A[T]), para to-
do g,p € Z.

(4) qo(DifFA(AIT)) DiffE(A[T])) C Diffi(A) Diffi(A), para todo ¢,p € Z.
Demonstracao:

(1) Seja D € Diff{°(A, A[T)). Para todo a € A, ?;}(T ~ 1ug(p(D))(a) = p(D)u(a) =
p(DY(a) = D(a), ou seja, ;D (T — 1)uqu(D) = D.
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(2) Primeiramente, vamos observar que po(a7”) = a, para todo @ € A e para todo
s € N. Assim, seja D € Diff°(A). Para todo a € A, temos que (gT°A(D))(a) =
po(T*MDY)u(a) = po(T°Dfa)) = D(a), ou seja, T D) =

(3) Para todo Y a;T" € A[T], temos que }\(D)A(D')(Z a;T) = AMD) Z

>0 >0 10

= 3, DD'(@)T* = X(DD')(E (a)T). = y

120

H

(4) Sejam D € Diff{(A[T]) e D' € Difff(A[T]). Por (1), temos que
D= % (T = 1) ua(u( D)) = 5 (T = 1) (D).
Logo,

DD'w = 3 D(T =1 uas(D) = L (1D, (T = 1)) + (T = 1)' D) uge( D',

e assim,

@(DD') = poDD'u =3 po([D,(T = 1) ]+ (T —1)'D) ugs(D') =

i 2>G

=3, oD (T = 1)1+ (T =1y D)a:(D') € Diff{(A) Diff(A). 1

A seguir, vejamos o comportamento de Diff](R, A) segundo a formacéo de médulos
quocientes:

Seja S um subconjunto multiplicativamente fechado de R. Se k for noetheriano e R
for uma k-algebra finitamente gerada, entdo, para cada ¢, existe um isomorfismo natural

-y Diffi(R, A)) = Diff{(§7'R,57 A), como pode ser visto em ([2], IV, 16.4.15). Segue

entio do Lema 2.6 que S7'(Der{(R, A)) = Deri{S™'R,S1A).

Vamos mostrar este isomorfismo para o anel A[T] e seu sistema multiplicativamente
fechado § = {1,T,T%,...}. Tal isomorfismo sera usado para identificar Diff°(A[T]) como
um A[T]-submédulo de Diff*(A[T, 7)) :

Considere o médulo de fragdes (A[TDr = ST A[T]). Note que (A[T])r = AT, T~']. De
fato, basta tomar o seguinte isomorfismo:
¥ A[T, T4 — S™HAT))
a Tt e T+ dagt - FanT™ = H+FE 4+ Fa+ 0T =

s F Qg1 T oo 4 agT8 b e gy TS
Ts




(a inversa ¥ ~' é dada por ¢~ : STUA[T]) — AT, T7]

4oy T 4 oo mT - —341 -
ag 4+ oy -;15 + a — G.QT s 4 a1T 54 + "}'me 5+m)"

Assim, considere o seguinte homomorfismo:

: Diffe(AITY) — DiffE((AlT))r) = Diff(AIT, T77))

D 2
onde £ ¢ definido da seguinte forma: dizemos que um elemento 3%1 € (A[T))r estd na
forma irredutivel se 7° nio divide g(T'). Assim, para %@- € (A[T])r, tome a sua forma

irredutivel 2 -L-—l e defina —-(%—}) = M Claramente, ¢ é um A[T}-homomorfismo e 2
esta bem deﬁmdo. Além disso, como T é nao divisor de zero em A[T, segue que  é injetivo.
Resta apenas mostrar que £ realmente pertence a Diffi*( (A[T))7).

Vamos mostrar por inducdo sobre ¢ que se D € Diffj(A[T]) entdo £ € Diffl( (A[T])1).
Para ¢ < 0 ndo hé nada a fazer. Entdo, considere ¢ > 0 e sejam %@ e ggﬂ;l € (A[T)r.

Podemos supor sern perda de generalidade que %@« e 4D estejam na forma irredutivel.

Tm
Assim, (2, 0)(4Z)y = 2(HDeD)y LD Do)y - DUDRT) _ JD) D)
D(f(T)g(T%}ﬁJ;(T)D(Q(T)) D J;TE(Q(T}) - 1 D, f(T!!Q.qiT!}
= 7= (D, FIMER) = % L""’fl@}(%al)-
Logo, [2 ,—T—;l] 7 _[_%Q)i Diffi Y (A[T]r), por hipétese de indugio. i

Deste modo, podemos considerar Diff*(A[T]) como um A[T]-submédulo de
Diffe (AT, T™'D.

Lema 2.38 Seja D € Diffi(A). As seguintes condigées sdo equivalentes:
(i) D € Diffi(A) Diffi™ (A).
(i) MD) € DiffA(AT]) Diff™ (AIT].
(i) MD) € Difft(A[L, T Diffi (AT, T - 1]).

Demeonstracao: (1) = (it) segue direto de 2.37 (3), enquanto que a identificacdo acima
nos da claramente (it} = (:22). Vamos assumir entfo (ii¢). Portanto, A(D) = }: D; D,
com D; € Diff}(A[T,T~Y]) e D} € Diffi *(A[T,T""]). Como A é k-dlgebra ﬁxiztamente
gerada, existe s € N ta,l que T*°D; D’ € Diff;(A[T]) Diffi*(A[T]), para todo j = 1,...,m,
e portanto T°A( z T°D; D) € Diff(A[T}) Diffi” Y(A[T]). Pelo Lema 2.37 (4), temos
que go{T°A(D )) € szfk( ) Diffi~"(A), e o resultado segue por 2.37 (2). I
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Como consequéncia imediata do lema, temos o seguinte resultado fundamental:

Proposico 2.39 Se Diff{(A[T)) = DiffL(A[TY) Difff ' (A[T]) ou Difff(A[T,T7]) =
Diff (AT, T~Y)) Diffi (AT, TY)) entdo Diffi(A) = Diffi(A) Diffi " (A). I
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2.5 Operadores Diferenciais em Cone Tridimensional

Neste paragrafo, vamos provar que a conjectura ¢ verdadeira no caso em que X é um
cone tridimensional. Assim, aqui B = k[X, X, X5] e J = Rf, com f € kX1, X5, X5]

homogéneo.

Notagdo: Para @ € V e G € R, Gxa 1= £ e Goo == n(5HE).

Os dois lemas dados a seguir s80 apenas resultados técnicos, usados para demonstrar o

teorema principal.

Lema 2.40 Suponhamos que J = Rf e que {z,, f. } seja uma sequéncia A-reqular, e seja
D e Diffi(A). Suponhamos ainda que c,(D) € x4, para todo a € V, tal que a, = 0.
Entio existe D' € Diffi(A) tal que D = 2z, I

Demonstragao: Vamos mostrar que ¢,(D) € z;A, para todo « € V,, por indugio lexi-
cogréfica sobre (g — laf, &)

Seja o € V. Para a, = 0, n&o hé nada a fazer, e portanto podemos assumir a, > 1. Seja
8 := & — e,. Pelo Corolério 2.23, (D, X?) € DiffI"¥I(A), e como cs(D) Ao(f) = 0, temos

que

0=(D,X")= Y cus(D)A(S).

VEV —i5)
lv|>0

Assim, seja v € Vo_isp |7l > 0. Se |y + 8] > |af, é claro que (qw Iy + BlL(v+ B)n) <
(g = |e|, an), lexicograficamente. Se |y + 8| < |af, entdo |y| = 1, |y + 3] = |a} e assim
~ = e, ou v, = 0. Logo, para todo indice v # e, que aparece na soma acima, temos que
(g =1y + Bl + Bn) < (g~ |al, &), ou seja, por indugdo, e,ys(D) € z1(A), para todo
5 # €n, € assim, Ce,16(D)A, (f) = ca{ D) fo, € z1(A). Como {z1, [, } é A-regular, segue
que ¢,(D) € z1(A). Portanto, c4(D) = 1 a4, 64 € A, para todo a € V.

Como 1z é nao divisor de zero em A, temos entao que [ = 5_:/ co(D)A ZV 10,0y =

Ty 2/ asAa, € o resultado segue. I
a&e g

Lema 2.41 Seja H € k[Y, Z] um polinomio homogéneo de grau m > 2, ménico em Z e

livre de quadrados. Entio (3£)? néo pertence ao ideal (Y252, Y222 H) de kY, Z].

on
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Demonstracio: Seja H = Z™ + ki Z™7Y + k Z™ Y2 + .- + k, Y™ Se k ndo for alge-
bricamente fechado, podemos substitui-lo pelo seu fecho algébrico, de modo que tenhamos
H=(Z-tY) --(Z—txY), comty,...,t, elementos distintos de k. Com efeito, note que
a procura de elmentos t;,...,1, € k que satisfazem

Zm o k27 b ko ZmTY? 4 o B ZTTY 4 4 kY =
= (Z—t;Y)---(Z —1nY) =

= Zn + (i~ = t)Z7Y o+ (ify + fits 4 o+ beite) 27TV 4
(_I)z'-i-l E tji ‘e -tjg_Zm—-iyi 4o (_1)m+1(t1 N tm)Ym
Fy oI
equivale & busca de solugdes do sistema de equagdes fi(t1,...,tn) =0 (i=1,...,m),onde

fi=S ti--tj, + (—1)*"k; € k[ty,...,tm]. Como k é um corpo algebricamente fechado,

PR H
a e:flirm;géo segue pelo Teorema de Zeros de Hilbert ([17], Theorem 1.3.1). Além disso, os

t.'s sdo distintos, ja que H néo tem fatores multiplos.

Assim, suponhamos que ($2)? = EY?%E 4+ FY?3Z 4 GH, com E,F,G € k[Y,Z]

homogéneos, £ e F de grau m — 3 e G de grau m — 2. Se m = 2, ou seja, se H =
(Z — 1Y )WZ — t2Y), a andlise dos graus nos da como tnica possibilidade £ = F = 0 e
G ek Naverdade, G=4 e H=(Z—-4Y)}, comt = 48 _ oy que contradiz o

ti4ts — fdty?
fato de H nao ter fatores multiplos. Portanto, vamos assumir m > 3. Para cada : fixado,

considere a igualdade polinomial acima no ponto (1,%;) e divida a expresséo por [] (t; — ),

#
obtendo assim H#i(if —t;) = —4LE(1,t;) + F(1,1;), ou seja, para cada ¢ temos’

H (t; - i'}) = b{) + (bl b ag)ti b (bZ — al)tg F o4 (bmms — am«-—-é)t:‘n—s . a-m_3t7—nm2

2 2
F¥e

onde a;,b; € k sBo os coeficientes de E(1,t;) e F(1,1;), respectivamente, com relacio a #;:
E(1 ) = ap + aiti + agt? + - + am-st] > e F(1,t;) = b+ byti + bot? + -+ + byt ">

Segue entdo que a seguinte matriz:

( 31—‘[#1 (tl - tj) 1 &4 t% e t;ﬁ*-B tgl—n._z \
O = 3132 (t2—1t;) 1 1 t% . t;n-3 t;“_z
I (=) 1t h o

IFEm )

possui determinante zero, ji que a primeira coluna € obtida como combinagéo linear das

demais, enquanto que devido ao fato de ¢,...,t, serem distintos, deverfamos ter det{C)

# 0. Esta contradi¢do prova o lema. I
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O lema a seguir sera usado na demonstra¢do da préxima proposicao, cujo resultado é

fundamental na prova do teorema.

Lema 2.42 Seja F € B = k[X,, X5, X3] um polinémio homogéneo sem fatores multiplos
e A = T-% = k[zy, z2,23]. Seja m = (z4,23,23) o ideal mazimal homogéneo de A. Se
Sing(A) C {m} entdo {Fx,, Fx,, Fx,} ¢ sequéncia R-regular.

Demonstracao: Nestas condi¢les, temos que na verdade F' € um elemento primo de E,
ou seja, A é dominio. De fato, suponhamos por um momento que a decomposicgo de F
em fatores primos de R seja dada por F' = Fy---F,, com s > 2. Seja G = F3---Fi.
Considere entdo o ideal I := (Fy, G) de R. Note que {F;, G} é uma sequéncia R-regular,
pois Fi,..., F, sdo primos distintos por hipétese, e portanto I é intersecgao completa, ou
seja, alt(I) = 2. Logo, para tode divisor primo minimal P de I, temos que alt(P) =2 <3 =
alt( (X1, X3, X3} ), € portanto p = f% # L&L{—%—‘Kﬁ = m. Assim, temos que A; é um anel
local regular, e portanto um dogn’nio £1.26). Como F = F;G em R, segue que % = f:l.l»
em A, o que implica que -‘f-;é =2 ou -‘% = -:?. Suponhamos Ef“ . -:?. Entdo existe S € A\
tal que SF; = 0, ou seja, SF; = FH = FiGH, H € R. Como R é dominio, segue que
S = GH, e portanto S € (G) C p, uma contradicao. Analogamente, nao ocorre :%: == % ea
afirmacio esté provada.

Vamos mostrar agora que o unico ideal primo de R que contém (FXx,, Fx,, Fx,) ¢ o
ideal maximal homogéneo (X, X2, X3). Note que se F € P € Spec(R), P # (X1, X5, X3),
b= —(—% € Spec(A), entdo rank(d(p)) = 1, onde J{p) denota a matriz Jacobiana em p (ver
Critério Jacobiano 1.27). Com efeito, temos que p € Reg(A), e portanto segue de 1.27 que
rank(J(p)) = 3 — dim(A) = 1. Assim, seja P € Spec(R), P 2 (Fx,, Fx,, Fx,). Como F é
homogéneo, digamos de grau m, segue que F = X +X2:,:X2 +XP ¢ (Fx,, Fx,, Fx,) C P.
Logo, p := (% € Spec(A)e F,,, F,,, F,, € p, e assim J(p) = 0. Portanto, pelo que acabamos
de observar, segue que P = (X, Xs, X3).

Assim, temos que alt(Fy,, Fx,, Fx,) = 3 e portanto este ideal é interseccido completa
em R. Como R é um anel de Cohen-Macaulay (Teorema de Macaulay 1.51), segue que

{Fx,, Fx,, Fx,} é sequéncia R-regular (Teorema 1.52). i

Proposicao 2.43 Seja A = k[z1,232,%5] o anel de coordenadas de um cone X num es-
pago afim tridimensional dado por F(X;,X;3,X3) = 0, onde F € R = k[X1, X2, X5] € um
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polinémio homogéneo sem fatores miltiplos. Seja m = (z1,z2,%3) o ideal mazimal ho-
mogéneo de A. Se Sing(A) C {m} entdo Der(A) ¢ gerado como A-méodulo por d,d;,ds, ds,
onde d = 10, + T2, + 23h,,, dy = Fa3., — Fe2l\,,, dy = Fz3A, — FrA, e
ds = Fzol\,, — Fr10e,.

Demonstracao: Seja D € Deri(A). Entdo

D= Ca(D) Ay = e, (D) A€y + ¢, (D)As + ¢, { D) Aeg =

F13 1,0#0
= arm(afy) + am(aly) + o) = nlAsafy + Au + Ansy)

com Ay, Az, Az € R, e D(F) =0, ou seja,

(= W(Aag%?; + Az‘g%% + A3§§;) = n{A1Fx, + A2 Fx, + AsFx,).
Portanto, A Fx,+AxFx,+AsFx, € (F),le, A1 Fx, +AyFx,+AsFx, = 0 (mod. (F)). Assim,
D € Deri(A) é unicamente determinado pelos coeficientes a; = 7(41),a; = m(Az), a2 =
m(As) € A, que satisfazem A, Fx, + A Fx, + AsFx; = 0 (mod. (F)). Ou seja, estamos 2
procura das solugdes polinomiais (A4, B,C) de
AFx, + BFx, + CFx, =0 (mod. F).
Estas solugdes formam um A-modulo M.

Considere agora a equagao
(*) AvFx, + BiFx, + Ci1Fx, = 0.

M é gerado por (X, Xz, X3) e pelas solugbes de (x). De fato, seja (A, B,C) uma solugdo
de AFx, + BFx, + CFx, = 0 (mod. F), ie, AFy, + BFx, + CFx, = EF. Digamos
que grau(F) = m. Como F é homogéneo, temos que F = XIFX1+X2£X2+X3FX - Defina

A ::A"‘%@": B I=B““X“%§, Cy Z;C*E%‘E-Assim,

= (AFX; e Bsz + CFX;;) » E(XzFxl +X2:;x2+X3FX3) -

AFx, + BiFx, + C1Fx, = (A— 8E)Fx +(B-LE)Fy, +(C — 18Py, =

Portanto, (4, B,C) = (41, B, C1) + £(X;, X3, X3), com (A4, By, C1) solugao de (x).
Vamos analisar entdo as solucdes de (x). Note que, como {Fx,, Fx,, Fx,} € uma se-
quéncia R-regular (Lema 2.42 e Proposicao 1.45}, segue claramente que:
(1) (Fxo» Fx,) : (Fxo) ={f € R: f(Fx,) C© (Fx,, Fx5)} = (Fx,, Fx,).
(2) (Fx,): (Fx,) = {f € R: f(Fx,) € (Fx;)} = (Fx,)-
Assim, seja (Ay, B1, C1) uma solucdo de (). E facil ver que (1) implica que A; = GFx, +
HFx,, com G,H € R. Além disso, (GFx, + HFx,)Fx, — GFx,Fx, — HFx, Fx, = 0.
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Logo, (Al,Bl,Cl) — (GFx, + HFx,,—GFx,,—HFx,) = (0,B, + GFx,,C1 + HFx,) =:
(0, Bz, C3) € também solugio de (x), ou seja, ByFx, = —B3Fx,. Deste modo, temos que
B, € (Fy,) : (Fx, ), e assim, segue da afirmagio (2) que B; = LFx,, com L € R. Portanto,
(0, By, Co) = L(0, Fx,;, —Fx,).

Logo, dada (A4, B;, C1) uma solugéo de (x), temos que

(A1, B1,C1) = (0,B, + GFx,,Cy + HFx,) + {A1,—GFx,,—HFx,) =
= (0,B,,Cs) + (GFx, + HFx,,~GFx,,~HFx,) =
= L(0, Fx,, —Fx,) + G(Fx,,—Fx,,0) + H(Fx,,0,—Fx,).
Dai segue que M é gerado por (X3, X5, Xs), (0, Fx,, —Fx,), (Fx,,—Fx,,0) e (Fx,,0,~Fx,).
Assim, dado D Eaevl};#e ca(D) Ay = A A, + A/, + AsA., € Der}i(A), vimos que
(A1, Az, A3) € M = ((X1, X2, Xs), (0, Fx,,—Fx,), (Fx,,—Fx,,0), (Fx;,0,—Fx,)}. Com
isto, segue entdo que Deri(A) é gerado por (z1,z2,73), (0, Fip, = Fo, ), (Fup, —Fy,,0) €

(F,,,0,—F,), e a proposicio estd provada. i

Vamos finalmente provar o tecrema:

Teorema 2.44 Seja J um ideal principal, préprio e homogéneo de R = k[X;, X3, Xj3],
e seja A = £ Assuma A reduzido. Entdo A € regular se, e somente se, Diff}(A) =

DiffH(A) DiffA(A)-

Demonstragao: Como jé vimos, se A é regular entdo Diff?(A) = Diffi{A) Diffi{A)
segue de ([2], IV, 16.11.2).

Suponhamos entdo DiffZ(A) = Diffi(A) Diffi(A).

Vamos mostrar primeiramente que Sing(A) C {m}, onde m := (4,73, z3) é o ideal
maximal homogéneo de A (ver Proposicao 2.43). Assim, seja x € A um elemento homogéneo
de grau um. Como A é reduzido, z é néo nilpotente, e assim S = {1,z,2% ...} é um
subconjunto de A multiplicativamente fechado. Entdo DiffZ(A;) = Diffi(Az) Diffi(AL).
Como foi visto na secdo 1.5, A; = A(ylz, 2™, com z algebricamente independente sobre
Ayy), € portanto D JfR(A) = Diffi(Awy) Diffi(A)) pela Proposigio 2.39. Agora, Ay
é um anel reduzido, 4 que A, e portanto A, € reduzido. Além disso, como Ay = A

z—1

(1.41) e = tem grau um, A, ¢ da forma }}5-({-%% Logo, segue do Teorema 2.36 que Ay €
regular. Ou seja, A(z) € regular, para todo ¢ € A homogéneo de grau um. Isto prova que

Ay é regular, para todo p € Spec(A), p # m = (71,23, 73). De fato, como p # m, podemos
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assumir sem perda de gerneralidade que z; ¢ p. Nestas condigbes, pA,, € Spec(A.,) e
(Ac,)pas, = Ap. Como ;3 € A € um elemento de homogéneo de grau um, temos que A(g,)
é regular. Logo, Az, = Agylz, z7'] é regular e a afirmacéo segue.

Agora, seja J = RF, com F = F(X;, X, X3) homogéneo de grau m > 1, pois J é ideal
préprio. Se m = 1 entdo A € isomorfo a um anel de polindémios em duas varidveis sobre £,
que é regular. Assim, vamos considerar n > 2, ie, suponhamos que A nao seja regular.

Para concluir a demonstracdo, vamos considerar algumas afirmacoes:

1) (F) € (F)+ (X, Xa)*

(2) g}f € (X3, X2).

(3) {F X;, % 2F } € uma sequéncia R-regular.

(1) () ¢ (X0 X3E, XIEE, ).

Antes de demonstrarmos estas aﬁrmag,ées vale ressaltar que podemos assumir que
Discx, (F(0,X3,X3)) # 0, F(0,X;,X3) e (O X.,X3) nao tém fatores comuns, e que
F(0,Xz, X5) é livre de quadrados. De fa,to, como k tem caracteristica zero, existe uma
mudanca linear de varidveis X; = ¥; +a;Xs, 1+ =1,2tal que F = X"+ FIX:T—l +- o,
com F; € k[Y:,Y:] homogéneos de grau j, j = 1,...,m ({17], Lemma I1.3.2). Assim,
podemos obter o seu polinémio reduzido correspondente (F; = 0} através da mudanca de
variaveis Yz = X3 — %, ou seja, podemos assumir que F = X + F, X7 4 ...+ F,, com
F; € k[X1, X»] homogéneos de grau j, para todo j. Logo, Discx,(F) # 0 (ver [16], Teo-
rema I1.7 (1)). Além disso, podemos escolher X; de modo que Discy,(F) ¢ X1k[X;X3].
Com efeito, suponhamos que Discx,(F) = GX;, com G € k[X;:Xy], ie, Discx,(F) =
(Z Ca: X aqx% )X = 2 a,XaqMX% = (@, ) € NZ, ¢q; € k. Neste caso, basta

z .
fazer a seguinte mudanga de varidveis: ¥; = X;~t,onde t € k satisfaz ¥ ¢, £ +1 X2 £ 0.
=1

i
, e A . . . Ctin e om e
Resta mostrar a existéncia de ¢. Para isto, note que Y ¢,,#*:+' X, é um polinémio na

variavel X, sobre k, com coeficientes indexados por a,:da,dos POT Cj = Cay, = ZA-CQ Aot
onde A; = A, = {o = (ayy,05) 11 = 1,...,1, a; fixo} e j percorre o nimero de o,
distintos, digamos j = 1,...,s. Assim, para que a condi¢io imposta acima seja satisfeita,
devemos ter ¢; # 0, para algum j, o que equivale a dizer que ¢ ndo pode ser solugao do
sistema de equaces dado por ¢;(T)}) =0, 7 =1,...,s, onde ¢;(T) = E Ca Tt ¢ K[T),
e a afirmacdo segue entdo de (1.6). Deste modo, temos que Dz'scX: (F( , X0, X3)) # 0, e
assim, novamente pot ([16], Teorema IL7 (2)), segue que F(0, X;, X3) e BX 2E.(0, X;, X3) ndo
tém fatores comuns, € F(0, X;, X3) ndo tem fatores miiltiplos (ver [16], Teorema IL9 (2)).

Assim, as afirmacdes (1) e (2) seguem do fato de que F; = 0. Com relagdo a (3), note
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que {X,, F, f%} é uma sequéncia R-regular, j4 que F(0, X5, Xz} e 5%%(0, X3, X3) ndo tém
fatores multiplos, e portanto o resultado segue de 1.45. Finalmente, como F(0, X2, X3)
é um polinémio homogéneo de grau > 2 em duas varidveis, monico em X3 e sem fatores
miltiplos, podemos aplicar 0 Lema 2.41 para H = F(0, X3, X3), e assim obtemos (4).

Agora, dado um operador D € Diffi°(R, A), defina e(D) :ZV;’%O ea{D)A,. Em par-
ticular, podemos considerar (D) € Diff (R, A) para D € Diffg(A) via a Identificagdo
2.19.

Como a tnica possivel singularidade de A é o seu ideal maximal homogéneo m, temos
pela Proposigao 2.43 que Derj(A) é gerado como A-médulo por d. dy, d3, ds, onde

d = $1A31 -+ -'Cerz + mSAesv

dl - Fx3Aez - FmgAesa
d2 = F$3A31 - FJ':'1A¢337
ds = Fo, A, — Fu, A,

Vamos considerar agora os elementos d2,d;d e di de Diff?(A). Usando a Proposicio 2.17,
obtemos que:

e(d*) = 114, + 220, + 223 Age, + 221250, 16, + 2750,

e(did) = Fp,Ag, + 01 F2; Ay ey + 222F, Do,

e(d?) = al,, + 2(Fy, )2 Az,

onde a = Fyyp,Fry — FiaFy,. Da afirmagiio (1) segue que podemos escrever (Fr,)? =

biz; + box3, com by, by € A homogéneos de grau 2m — 3 e 2m — 4, respectivamente, e da
afirmacdo (2) segue que podemos escrever a = uky, + vyz; + voxy, com u, vy, vy € A.

Sejaa:={ac A:36 € Diffi(A) com ¢z, (d) = a}. Note que a é um ideal de A. Além
disso, z1bs € a. De fato, defina D := (by — vy)(d) — udl — byd® + &% € DiffE(A). Logo,
g(D) = (by—v2)e(d)—ue(dl)—bye(d?) +e(d}) = —vaz1 A, + 01210, — 227 — 22122020 4, +
2z1b1A,.,, ou seja, cx(D) € z;(A) para todo o € V; tal que az = 0. Portanto, segue da
afirmacio (3) e do Lema 2.40 que existe I € Difff(A) tal que D = =, D'. E claro que
Crey (D) = 27 "oy (D) = 27 (~2aby) = ~22:5,.

Como assumimos Di ff2(A) = Diff}{A) Diffi(A), temos pelo Lema 2.11 que DiffZ(A) =
Diffi(A) + Deri(A) Deri(A). Lembrando que Deri(A) é gerado por d,d;,d;, ds, segue
da Proposiciio 2.17 que a é gerado por z2,2,F,,, ¢1Fy,, (Fp,)?, Fp, Fu,, (Fz, )2, Com efeito,
seja ¢z, (8) € 0, 6 € Diff(A) = Diffi(A) + Deri(A)Deri(A). Podemos supor que

" § = Dy + &6/, com Dy € Diffi{A) e 6,8,/ € Deri(A). Por 2.17 temos que cy,(6) =
Coe (D + 01681),) = Coe(D1) + €25, (8161,) = 26:(Xi)e., (1) = 26:(X;1)é'(X;). Como
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Der}(A) é gerado por d,d;, dz, d3, temos que 6; = a1dy + agds + azds + ayd € &' = ai'dy +
az'ds + as'ds + a4'd, com a;,a;" € A. Portanto, 61(X;) = aoFy, +asf, +aaz; e &'(Xy) =
ay' Fp, + a3'Fpy + as’x:1. Logo, ¢3¢, (8) = 2(a2 Fr; + askl, + asx1 (a2 Fr, + @' Fpy, + ag'm) =
2 a2ay (Fry)? + @203 Foy Fry + 0204 Fryxy + a303'(Fr,)? + (asa4’ + a403") Foyz1 + aqaq'23),
e a afirmacio segue. Todos estes geradores siao elementos homogéneos, e grau{(Fz,)?) =
grau(Fp, Fry) = grau((Fp, ) =2(m —1) = 2m —2 > 2m — 3 = 1 + (2m — 4) = grau(z;by).
Portanto, z1b; € (2%, 21F,, 21F,,). Como z; é ndo divisor de zero em A, b; € (zy, Fi,, Fus ).
Mas entdo temos que Foz = byzy +bya} € (24, 25 Fy,, 23 Fy, ), 0 que finalmente contradiz (4).
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Capitulo 3

Ideais gerados por monomios

Mantendo a notagdo anterior, neste capitulo k denota um corpo de caracteristica zero e K
é o anel de polindmios k[X;,..., X.]. Vamos trabalhar no contexto da conjectura de Nakai
com operadores diferenciais em k-dlgebras afins da forma A = £, onde I é um ideal de R
gerado por mondmios.

Antes de tratarmos o caso especificado acima, vamos dar algumas propriedades gerais

sobre operadores diferenciais.

3.1 Moédulo dos Diferenciais de Kahler

Sejam k, A anéis comutativos com identidade e A uma k-dlgebra. Considere a aplicacao
¢: A® A - Adadapor o(3;a: ®b) = T, aibi e seja [ = ker(g).

0O A-médulo ?én- é o médulo candnico dos diferenciais em A sobre k de ordem ¢, chamado
o médulo dos diferenciais de Kdhler e denotado por Qi‘?)( A).

A aplicagéo

d: A— QP(4)
ar (1®a—a®1) mod I

é uma derivacao de ordem ¢, chamada derivacdo canédnica de A sobre k de ordem g, denotada
por éff}k.

O par (553,%, ng)(A)) constitui uma derivagao universal de A sobre k& de ordem ¢, pois
tem a seguinte propriedade universal: toda derivacio de A em M sobre k, M um A-médulo,

pode ser fatorada através de Q(A), isto &, se D € Diffi(A, M) entéo existe um Gnico
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A-homomorfismo f : ©9(A) — M tal que D = féff/)k‘

Assim, dada uma k-algebra A, existe uma derivacao universal (éf}k,ﬂf)(A)), a qual é
unicamente determinada, a menos de isomorfismo.

No caso particular em que A = k[X), : A € A] é um anel de polindmios, temos que le} (A)
é um médulo livre sobre A, gerado por §9{ X)), 89(X,,, Xy,),...,0@(Xy, --- X)), M € A

(6], Proposition 11.2.2).

Propriedade funtorial 3.1 Sejam A, B k-dlgebras, h um k-homomorfismo de A em B.

Entdo existe um A-homomorfismo h* de QP (A) em QP (B) tal que h*6%), = 68, h.

Como consequéncia destas propriedades das derivacdes universais, obtemos uina carac-
terizacio de Diffi°(A) a partir de Difff°(R), dada na proposicao a seguir.

I denota um ideal de R ndo necessariamente gerado por monoimios.

Notagao: Para a = (tl:tl,. ooy o) € N, seja A* = %5}?@% € Diff*!(R). (Note que
il

o operador A, € Diffi” (R, A) definido no capitulo anterior é dado pela composta 7-A%.)

A seguir, daremos uma descri¢io de Dif. fg(—?) a partir de Diffi(R):

Proposigao 3.2 Paratodo D € Diffi(%), existe D=3 h A% € Diff}(R) com D(I) C

- . ) , = oglatsy
I, tal que D € induzido por D, isto é, D = 7w, onde # : R — —?— denota o projecdo natural.

Demonstracio: Sejam (4, Q) e (3,0Q) as derivacdes universais de R e %, respectivamente.
Temos que (! é A-médulo livre com base, digamos, {e; : 7 € J}. Pela propriedade universal
de (8,0), existe um (—‘?)—homomorﬁsmo FZAREE RS % tal que ¥8 = D, e a propriedade
funtorial nos da a existéncia de um R-homomorfismo 7* : 0 — Q0 tal que 7*§ = r.
Escolha y{e;) € 7Y(p(7*(e;))) arbitrariamente para j € J. Deste modo, ¥ é unicamente
determinado como R-homornorfismo e 1y = 7. Basta definirmos D := ¥4. Assim, 7D =

T = Yr*d = $or = D7, e com isto temos que D{I) C I. 1

3.2 Ideais Monomiais

A partir de agora, vamos assumir que ! seja um ideal de R gerado por monomios.
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Observacio 3.3 Sabemos que {X® : @ € N*} constitui uma k-base livre de R. Assim,
seja J um ideal de R gerado por monémios. Entio f = 3 c,X* € I se, e somente se,

coX? € I, para todo a.
Qs resultados a seguir serdo usados na demonstragdo da proéxima proposigao:

Lema 3.4 Seja D = E} hjé—%]—, ¢ Deri(R). Entio D(I) C I se, e somente se, hja—_?(—f(f) C I,
I= 3
para todo j = 1,..., 7

Demonstragio: Vamos assumir D(I) C I e j =1 (para j = 2,...,n é analogo). Basta

mostrar que hjg%;(X"‘) € I, para todo mondémio X® € I. Assim, seja X* € [, a € N™.

Se a = (0,...,0) ndo hé nada a fazer. Vamos supor entdo que ¢; > 0, para algum ¢. Sem

perda de generalidade, seja o, # 0. Como h; € R, podemos escrever h; = ;hf XP?. Assim,

15 DX = 5 B = e+ 5 R = (X e + 5 =
= };hiXﬁX‘*l 1Xg2 ... Xan 4 i h2X% —

? ax
= 0"8 ’ﬁ"" -1 -+ n.‘HBn
- alﬁg,;;anm h( " )Xal ch Pa. Xa -+ Z; ht BX mod 1.
Portanto, e B zﬁ >0 h(o o ﬂn)X&lm}X&ﬁﬁz Xa“wn -+ Z hz%};‘; € I,ecomo I é
2o 2>

gerado por mondmios, segue da Observagio 3.3 que para ca,da, B fixado com f#; = 0, o
monédmio X1 X3 otbe, .. Xgn*P deve pertencer a I, j4 que é k-linearmente independente

dos demais termos da soma acima.

Assim, k135 (X*) = (;hﬁxﬁ )3 (X*) = ;hﬁxﬁalxm—lx” e Xon =
Z h(51 werin) Xa1—1+ﬁzX&2+ﬁ2 Xaﬂ-t—ﬁ‘n +;: h{ﬁ Baseenlin) XC!]_-*IXCQ-I—BQ . Xa“"*"ﬁ“ cl.
81>0

Definicao 3.5 Para j = 1,...,n, segja q; := [ : (g%;(f)) ={h € R : h.é.%;(f) c I}.

Para o = (ag,...,0q) € N*, seja a® :=a]* ---a2n.

n

Note que a; € também um ideal gerado por mondmios. Além disso, segue do lema
acima que se U = 2 h.ﬁ' 3x, © Derl(R) entdo D(I) C I se, e somente se, h; € a;, para
todo 7 =1,...

Lema 3.6 Sejam ji,J2 € {1,...,n}, ki € aj, € by € aj,. Entdo hy 555 - € aj,.
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Demonstracdao: Se j; = j, a afirmacdo € trivial. Além disso, se hy ndo depende de X,
também nao héd nada a fazer. Podemos assumir entdo sem perda de generalidade que
j1 = 1,72 = 2 e que h; é um mondmio que depende de X;, digamos hy = X*, A; # 0. Seja
M = X* ¢ [. Entao

hlg—%zl'g%{" =h A1X)\-e1;_l,2Xi"'€2 = hll\lf—thA+#me1mez o hzyf\j;()\l-i-uz)#z)f’\““““e? —

A Atp—er—esy A & X peegymen N
— ___._..l.......... AT . PR 1me2
= At 13X1 ('UIQX ) Artun gt 89X, (X ’U'QX ) - )\1-%—#1 e 3X1(h2 ) el i

Vamos denotar por derf®{A4) o submédulo de Deri®(A) gerado pelas derivagdes. A
préxima proposigdo consiste num resultado fundamental que, juntamente com a descrigio

dada em 3.2, nos fornece uma caracterizacio de der®(A) :
Proposicdo 3.7 Sejam IM;, My os R-mdidulos dados por:
My = {D € Dery®(R): DI) C I ¢ D e der{®(R/I)},

My i={D =Y hoA% € Der{®(R) : hy € a® + I, para todo a}.

la|z0

Entdo My = My

Demonstragao:
(C) Seja D € M,y. Entdo D = %: hoA* € Der®(R), DU C IeD € der}z"(%), ou
seja, D = 3. Dz, -+- Di,, com D;, € Derk( },8 =1,...,r, r > 1. Portanto, cada D;, ¢

20

n

induzido por D;, = 3 hjs“éj*{““” € Deri(R), D;,,(I) C I, s = 1,...,7, 7 > 1. Por 3.4,

Feml

temos que h;, € a5, s=1,...,r, r 2 1. Assim, D= Z((Z hnaxj, E harax )) =

r= 11=1

Zﬁ(hﬁg;%;;)---(hm?;)-Logo, m(3) hals?) =7(3 > (b)) (hi5E)

720 Il dr® TR0 Jla-odes

=7 Z;OgaAa).

~ Portanto, é suficiente mostrar que se r > 1, 1 < jy,...,5» < n, h; € uj, e

el g — . ) at x
(hl?ﬁj:) e (hrg,—f;:) = Zgggl,...,jgtw entédo g; ..., € @, *-- @, . Vamos mostrar
por indugho sobre 7:
Se r = 1, ndo hd nada a fazer.
8
Se r > 1, temosairlltao por hipétese de inducio que (k52— 5%, Y(hozo— 3%, )-- (hra—x";) -

(hy 52— 3%, 12— 5% 5% )s COM Gy iy € Qjipois, € M1 € ay, - Podemos assumir entdo

. R at -l
Que gj; iii, = G, com gy € &y, .., 0 € QG Assim, (hl X, )(gjsgf - Jig X, ) =
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Z (hymad 5% H Om ) 557 3XJ X )+ hige - gtg“f}j% e o resultado segue aplicando 3.6
m;él
ao primeiro termo.

(D) Seja D € Me. Entdo D = 3 hoA™ € Deri®(R), com h, € a* + I, para todo

lai>8

«. Podemos assumir by, = ¢f---¢5 + 1%, ¢¢ € a,r* € [. Entéo D = gx--- g% +
z &0 i gﬂ

ay 1, gl — alal glal
T )afm F;:l;o (o7 95 o &cax TEREm T T a?W) Claramente, temos que o
segundo termo de cada parcela da desta soma estd em ;.
. , ; o
Assim, basta mostrar queser > le g € g;,1 <1 < r, entdo RN > > ent
Inducéo sobre 7
r = 1: trivial.
Suponhammos entdo r > 1. Assim, g -

Blgzgr) o=t . 8 a1 a1
9 g}-’f} I X 55 ax; — (glﬁ;)(gZ g"@}( 29X, ) - ;: (glaxn (H gm)axn BX;, ) O re-

or 3 e,
LD o X, (915“)2“;““)(92 95X, axj,)

sultado é obtido aplicando 3.6 ao segundo termo e a hipotese de 1ndu§ao [}

O teorema a seguir fornece uma prova da conjectura de Nakai no caso de k-dlgebras da

forma i}, onde R € o anel de polindmios e I um ideal de K gerado por mondmios.

Observacgao 3.8 Segue do Critério Jacobiane (1.27) que se R = k[X;,...,X,] e [ € um
ideal homogéneo de R entdo A = % € regular se, e somente se, todos os geradores de I tém

grau < 1.

Teorema 3.9 Seja I um ideal néo trivial de B = k[Xi,...,X,] geredo por monémios,

e seja E um conjunto minimo de geradores de I constituido de mondmios. Se E

{X1,...,X,} entdo Derge(£) # derf(%)_

Demonstracao: Vamos distinguir trés casos:

Caso 1: Para todo j = 1,...,n, existe n; € N tal que X7’ € I.

Neste caso, temos que Rad{l) = m, onde m é o ideal maximal de R gerado por
{X:,..., X} Escolha ¢ € N tal que m? C I. Por hipdtese, existe jo € {1,...,n} com
X;, & I. Sem perda de generalidade, podemos supor jo = n. Assim, vamos definir D €
Deri(R) da seguinte forma:

DiX,):=1e
D(X?) =0, para todo a € N* com |a| < ge a # e,.
Vamos mostrar que D{X?) € I, para todo mondmio X? € I. Se |3] < g, a afirmacio segue
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da definicdo de D. Assim, seja |3] > q. Entdo D(X®) € (XP*"D(X*) : a < fela}<q) =
(XB-en) se B 2 ep,

(0) caso contrario.

Comeo |3 — €| > g, segue que XP~*» € m? C ], e portanto obtemos que D(J) C I. Além
disso, como D € Der}(R) podemos escrever D = 3 h,A%, e assim k., = Z: hoA®{ X} =
D(X*) = 1. Mas 1 € a, = a® + I, pois caso contrrio X, ¢ Rad(I), uma contradicio.
Logo, o operador induzido D ¢ der,fo(%).

Caso 2: Existe jo € {1,...,n} tal que X" ¢ I, para todo m € N ¢

E¢ k[Xl,...,jfj,...,Xn], para todo j=1,...,n.

Podemos supor sem perda de generalidade que jo = n, ou seja, X™ & I, para todo
m € N. Seja ¢ := max {grau(M) : M € E}, e assim vamos definir D := Xg—la“-’;g €
Der’(R). Novamente, vamos mostrar que D ¢ deri*(£). Note que D(I) C I decorre do

fato de que X2t -g%(E YC I, paratode ! =0,...,q, o que por sua vez é claramente valido
para l = 0,...,4 — 1, e para [ = ¢ basta notar que %(M) = 0, para todo M € E,
j4 que o expoente de X, em M ¢ menor do que g (caso contrério, pela definicio de ¢
teriamos que M = X', o que contradiz a hipitese deste caso). Além disso, temos que
D= X;{”‘lé% = hoA%, com a = (0,...,0,9), mas h, = X7 € a? + I = a® + I. De fato,
como E ¢ k[X;,...,)?j,...,Xn], para todo j = 1,...,n, temos que a; C m, para todo
j=1,...,n. Em particular, a, C m, e assim a afirmacéo segue, pois X' ¢ m7 + [.

Caso 3: Existe jo € {1,...,n} tal que E C k[Xl,...,fjo,...,Xn].

Vamos assumir sern perda de generalidade que jo = n, ou seja, E C k[X,,..., X,1].
Além disso, como £ € {X;,..., X}, existe ip € {1,...,n—1} tal que X;, & I. Seja 1o = 1.
Novamente, teremos varios casos:

Caso 3a: Paraj=1,....,n—1, existe n; € N tal que X7 € I.

Neste caso, existe g tal que {X;,..., X, 1) C I. Procede-se analogamente ao Caso 1,
definindo D € Deri(R) da seguinte maneira:

DiXiy):=1e

D(X*):=0, para todo « € N* com a,, = 0, |o| £ ¢, e a # €.
Assim, teremos que D(X,, g) = X, D(g), para todo m € N e para todo g € k[X;,..., X,],
e o resultado segue.

Caso 3b: Eziste jo € {1,...,n — 1} tal que X7 ¢ I, para todo m € N.

Se E € klXy,... ,on, v+ vy Xn1], ficamos reduzidos ao Caso 2. Sendo, prosseguimos da
mesma forma, indutivamente, para os demais casos. |
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Note que, no caso particular em que A é um anel de coordenadas néo regular de uma

hipersuperficie, obtemos uma confirmacao da conjectura de Singh:

Proposicéo 3.10 Seje I = (X°%) um ideal de R gerado por um tinico monémio de grau
> 2 e seja A= §. Entdo Deri(A) € deri®(A).

Demonstracao: Como |a] > 2, temos que existe 1 € {1,...,n} tal que o; > 2 ou existem

i,i € {1,...,n}, 1 # j, tais que &y = o; = 1. Além disso, note que a; = (X;). Assim,
2 . .

basta tomarmos D = (Cfim':' 1)5-% - Xgé%:? no primeiro caso e D = Xé%% no segundo

caso, obtendo deste modo D ¢ derf(—?), pois em ambos os casos temos que D(/} C [ mas

he, = (e — 1) & (X;) = 0% + I no primeiro caso e hg, = 2X; ¢ (XH)+(X?)=a? + I no

segundo caso. I

No entanto, vamos exibir agora um contra-exemplo para ilustrar que a conjectura de

Singh em geral ndo é valida:

Contra-exemplo 3.11 Considere A = -‘}3, onde R = k[X,Y)] eI € 0 ideal de R gerado pelos
sequintes monémios: {X1, X°Y, XTY?, XOY3, X*Y4, X3Y® X?Y", XY®, Y''}. Temos que
A ndo € regular, embora todo k-operador diferencial de ordem 2 em A seja gerado pelas

derivacies de ordem 1.

Demonstragio: Novamente, vamos nos basear na Proposicao 3.7. Seja D, € Diffi(A).
Pela Proposic¢do 3.2, existe D mﬁ{%{zha‘ﬁ“ € Diff?(R) com Dy(I) C I, tal que Dam =
7Dj. Como honA0Y claramente induz um operador gerado por derivacdes de ordem 1,
basta considerarmos dg = Y. h,A%. Além disso, do(I) C I, pois A% nada mais é do
que a identidade em R. &;g&sﬁ basta mostrar entdo que h, € a* + I, para todo a com
0 < |a| < 2. Na verdade, ¢ suficiente mostrar a afirmacéo para o € {2¢1,e1 + €3,2¢e2}, jd
que para e; € ez o resultado segue da Proposigao 3.4.

Assim, suponhamos que ha, & a’ + [ = a2 + [ = (X, Y?P +1 = (X2, XY, Y4).
Neste caso, segundo a Observagao 3.3, temos que hy., possui um dos mondmios a seguir:
(1) aX, (i) aXY, (#i) Y, (iv) aY?, (v)aY?, com a € k \ {0}.

Caso (¢): Como dy(1) C I, temos em particular que da(X™) = 11k, X' 4 55hy, X® € I.
Anpalisando os termos em X'° e aplicando novamente a Observacdo 3.3, he, deve ter

um mondmio —5a. Analogamente, como dp(X®Y) = 9he, XBY + he, X® + 36k, XY +
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Ohe, 42, X® € I, analisando os termos em X®Y’, ke, 1., deve ter um monémio ¢Y. E finalmente,
como dy(X6Y?3) = Bhe, X°Y? + 3he, XOY? 4 1550, X V3 4 18, 4.0, X°Y? + 3Ry, X°Y € [,
segue que X°Y® € I, um absurdo.

Caso (i1): Segue de dp(X'!) = 11k, X + 55hg, X° € I que he, deve ter um mondmio
~5aY . Como da( X*Y™?) = 4k, X3V +4he, XAY 3 +6h2e, X2V 44 16Re, 4eo XPY P +6Rs., X*Y? €
I, he,ye, deve ter um mondmio %Y% E dy(X2Y7) = 2hy XY7 + The, X?Y® 4 hy, Y7 +

14he; 40, XY + 21h2e, X2Y® € I, donde obtemos que XY® € I, um absurdo.

Caso (ii1): da(X7Y?) = The, XOV? + 2he, XTY + 21hoe, X°Y? + 14he, 16, X®Y + hpe, X7 €

I = X%Y3 ¢ I, um absurdo.

Caso (iv): do(X?YT) = 2he XY T+ The, X2Y® t hoe Y7 + 14k 4.0, XY® 4+ 210y, X?Y? € [ =

Y?® ¢ I, um absurdo.

Caso (v): da(X?Y ") = 2hey XY 7+ The, X2Y® - hoo Y7 + 14h, 10, XY + 21 D5, X2YP € [ =

Y'? € I, um absurdo.

Agora, devido a simetria com relacdo as varidveis X e Y nos geradores de I, segue de
maneira completamente andloga que Az, € a2 4+ [ = (Y, X?)2 4+ I = (Y2, X?Y, X1).

Mostremos finalmente que f¢, 4, € 69F%2 + [ = g1a, + [ = (XY, X3, Y?). Suponhamos
que ndo. Entdo he, e, deve possuir um dos seguintes mondmios: (i) aX, (i) aX?, (i) aY,
(iv}aY? com a € k \ {0}. Vamos proceder da mesma forma:

Caso (1) do(X°Y), d2(XY?), da(X°®Y?) € I = X°Y? € I, um absurdo.

Caso (ii): do(X®Y), da(X7Y?), do( X*Y*) € T = X°Y? € I, um absurdo.
Caso (iii): d2(XY?), d2(X?Y7), dy(X?Y®) € I = X?Y*® € [, um absurdo.
Caso (iv): d2(XY?®), d2(X?Y7), do( X*Y?) € I = X3Y® € I, um absurdo.

Isto prova entdo que Diff2(A) é gerado por DiffL(A).

Vejamos que, entretanto, Diffi(A) ndo é gerado por Diffl(A). Consideremos D =
ng%,ig € Deri(A). E facil ver que D(I) C I. Além disso, D = X538;3 = 3!X5§1‘;§;—3- -
honA®?), mas hpg) = 6X° ¢ (Y2, Y2X2YX4 X8, XY?) = (V,X?P + 1 =} +1
a3 4 I. Logo, o operador induzido D¢ dery?(A).
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Capitulo 4

A Conjectura de Nakai para Curvas

Ishibashi [4] estendeu a Conjectura de Nakai para variedades definidas sobre um corpo
perfeito arbitrdrio. Neste capitulo, a no¢ao de D-simplicidade serd usada para apresentar
uma prova curta de que variedades cuja normalizagdo é suave satisfazem esta extensao da
Conjectura de Nakai. Em particular, isto nos d4 uma prova simples, e independente da

caracteristica, da Conjectura de Nakai para curvas.

4.1 Introducao

Definicdo 4.1 Uma derivacio de Hasse-Schmidt A = {6,,}5_o C Endi(A) € uma colegio

de k-endomorfismos tais que g =1d4 €
Sm{ab) = ; 0i{a)b—i(b).

Neste caso, diremos simplesmente que A € uma HS-derivacdo.

Iniciamos com um lema que relaciona os conceitos de diferenciais dados nos capitulos

anteriores e o conceito de uma H S-derivagio de A.

Lema 4.2 Se A € uma k-dlgebra comutativa e A = {6,,}>°_, € uma HS-derivagdo entdo,

para todo m, temos que 6, € Diffl"(A).

Demonstracio: Vamos provar por inducdo sobre m. Como para m = 0 n3o hé nada a

fazer, suponhamos portanto que m > 0 e observe que, para quaisquer a,b € A, temos que
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[6omr al(B) = 6n(ab) = abr(b) = 3= 6:(a)6—:(8) — abm(b) =
= a8 (B) + 32 8:(a)5n-i() — ab( 2 5:(a)dni(b) =
=3 6es(@)65(8) = b (a) = ( m*ha}+aém_a>( >.

Portanto, por hipdtese de inducdo, temos que [6,,,a] € Diffi " (A), paratodo a € A. ¥

A partir deste lema, podemos dar a seguinte definigdo:

Definicdo 4.3 HS{A/k) € a A-subdlgebra de Diff°(A) gerado pelas componentes &, das
derivacées de Hasse-Schmidt em A.

Exemplo 4.4 Se A tem caracteristica zero € d € uma derivagio, entéo 6, = - d™ deter-
me

mina uma derivacdo de Hasse-Schmidt.

Portanto, para caracteristica zero, temos diff°(A) C HS(A/k). Sabemos que, neste
caso, se A é regular entdo Diff*(A) = HS(A/k).

Uma prova deste resultado em caracteristica arbitrdria pode ser encontrada em Traves
[11]. A reciproca consiste exatamente na extensédo de Ishibashi da Conjectura de Nakai:

Seja A uma dlgebra afim sobre um corpo perfeito. Entdo A € regular se, e somente se,
Diffe(4) = HS(A/K).
4.2 Resultados Preliminares

Varmos introduzir nesta secao as definigBes e os conceitos utilizados neste capitulo, e daremos

também alguns lemas necessarios para a prova do resultado principal. Neste pardgrafo, A

denotard uma &lgebra afim reduzida sobre um corpo perfeito k.

Definicio 4.5 Para um anel reduzido A, a normalizacio A’ de A € o fecho integral de A

ne seu anel total de fracbes Q(A) := S™1(A), onde S € o conjunto multiplicative de nédo

divisores de zero em A.
Definicio 4.6 O condutor de A" em A € dado porC:={c € A:cA’ C A}.

Claramente, temos que o condutor é tanto um ideal de A quanto de A4’
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Definicdo 4.7 Dizemos que um ideal a de A é HS{A/k)-estdvel se, dada uma derivacdo
de Hasse-Sehmidt A = {8}, temos que é,,(a) € a para todo m € N e para todo a € a.

Lema 4.8
1. O condutor € HS(A/k)-estdvel.

2. Poténcias de ideais HS(A/k)-estdveis sdo HS(A[k)-estdveis.

Demonstragao: 1. Sejam A = {,}7_, € HS(A/k) e ¢ € C. Vamos mostrar por indugio
sobre m que §,,(c) € C, para todo m € N. E claro que 8y(c) = ¢ € C. Suponhamos entdo
m > 0. Temos que A admite uma dnica extensio A = {dn}20_, a A’ ([4], Lemma 1 (1)).

Assim, para todo [ € A,

501 = 5n(€) Boll) = 335(€) bmill) = 3 8i€) Brncill) = Enlel) = 3 (e) Brneill):
Agora, como ¢ € C, ¢l € A e portanto Smlcl) = 6p(cl) € A, e &(c) = 8i{(c) € C por
hipétese de indugdo. Além disso, 6;(1) € A segue de (][9], teorema na pagina 168 e § 3).
Logo, dn(c)A’ C A, ou seja, dn(c) € C.

2. Vamos provar por indugao sobre s que se a é um ideal HS(A/k})-estavel de A entéo
qualquer poténcia a°® de a é também HS(A/k)-estivel. Para s = 1, a afirmacéo € valida
por hipétese. Vamos supor entdo s > 1. Sejam a;,...,a, € ¢ ¢ A = {&,} uma derivacio
de Hasse-Schmidt. Temos que, para todo m, é,(a1-- a5) = 2 di{a1)bm—i(az---as), € a

afirmacao segue por hipotese de indugdo. 1

Lema 4.9 Nenhum ideal primo minimal de A contém o condutor.

Demonstracgio: Temos que € = AnnA(m"ﬁ-i) ={a€A:am=0,Ym¢€ —i—’}. Suponhamos
por um momento que C C p, com p um ideal primo minimal de A. Entao, como S upp(é{-) =
{p € Spec(A) : (%) # 0} = {p € Spec(A) : p D Ann(4)} ([17], Proposition I11.4.6), segue
que p € Supp(ii). Mas como p é um ideal primo minimal de um anel reduzido, A4, é
um corpo ([17], Example II[.4.18 b), portanto normal, e entdo A, = (4p) = A ([13],

Proposition 5.12), ou seja, (-“E—)v = -j—:— = 0, o que contradiz p € Supp(%—). i

Vamos introduzir agora o conceito de D-simplicidade:
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Definicdo 4.10 Sejam R um anel, J um ideal de R. Dizemos que J € um D-ideal se J for
Diffe(R)-estdvel, ie, se D(J) C J, para todo D € Diff°(R).

R ¢ chamado um anel D-simples se os inicos D-ideais de R sdo os triviais.

A definiciio a seguir foi criada por Hochster e Huneke no desenvolvimento da teoria de
Tigh Closure, cujo conceito serd usado para demonstrar o préximo lema. Dado um anel
R de caracteristica p > 0 e ¢ = p™ uma poténcia de p, vamos considerar o anel R+ das
raizes g-ésimas dos elementos de R. Este anel possui uma estrutura de B-médulo dada pela

inclusdo R C R"él".

Definicio 4.11 Seja R um anel noetheriano, reduzido de caracteristica p > 0 fal que R?
¢ R-mddulo finitamente gerado. R € dito fortemente F-regular se, para todo ¢ € R ndo
pertencente a nenhum ideal primo minimal de R, eziste alguma poténcia ¢ = p™ de p
tal que a aplicagdo R-linear B — RS definida por 1 v c7 cinde como uma aplicacdo de

B-maodulos.

Vale ressaltar que se R for uma algebra afim sobre um corpo perfeito de caracteristica

p > 0, entdo R? é um R-médulo finitamente gerado (Hochster e Huneke [3], pgina 13).
Lema 4.12 Anéis regulares sGo um produto finito de anéis D-simples.

Demonstracao: Seja A umn anel regular.

Consideremos primeiramente o caso de caracteristica zero. Vamos mostrar que, neste
caso, A é um anel D-simples. Vamos considerar Diff°(A) como um anel, ou seja, um
subanel dos k-endomorfismos de A. Como A é um anel regular de caracteristica zero,
Diff(A) = diffi*(A) (Grothendieck {2}, IV, 16.11.2), e neste caso, Diff*(A) é um
anel simples, ou seja, seus tinicos ideais sdo os triviais (ver McConnell e Robson [20], The-
orem 15.3.7). Suponhamos entdo que A tenha um ideal I ndo trivial D-simples. Entéo
DiffE(A)IDiff°(A) é um ideal ndo trivial de Diffi*(A), uma contradicdo.

Agora, no caso em que A for um anel regular de caracteristica p > 0, temos que A
é um anel fortemente F-regular, e portanto um produto finito de dominios fortemente F-
regulares (ver Hochster ¢ Huneke [3], Theorem 5.5). O problema se reduz entdo a mostrar
que dominios fortemente F-regulares sdo D-simples. Para isto, basta provar que todo
elemento nao nulo de um dominio fortemente F-regular B gera todo o B sob a a¢éo de
Diffe(A). Assim, seja ¢ € B, ¢ # 0. Como (0) € o tnico ideal primo minimal de um

dominio e B é fortemente I-regular, segue que existe algum ¢ tal que a aplicacdo B-linear
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w: B - B% definida por w(1) = e cinde, ie, existe § € HomB(B%,B) tal que - = idp.
A aplicacgio # induz o seguinte operador diferencial:
#:B— B
T > (9(37?2‘))@ € B:C B,
e 63(c) = (B(c¥))? = (B(p(1)))s =17 = 1. '

4.3 A Conjectura de Nakai para Variedades com

Normalizacao Suave

Agora, usaremos a nocao de D-simplicidade para provar que variedades cuja normalizacao
é suave satisfazem a extensdo da Conjectura de Nakai. £m particular, obtemos uma prova

simples da Conjectura de Nakai para curvas.

Teorema 4.13 Seja A uma dlgebra afim reduzida sobre um corpo perfeito k tal que HS(A/k)

= Diff°(A). Se a normalizagdo A’ de A for um produto finito de anéis D-simples entdo
A € normal.

Demonstracao: Note que A’ & A} x .- x A}, onde A] é a normalizagio de A; := ‘3‘ e
{p:}._, é o conjunto dos ideais primos minimais de A {Bourbaki [14}, Corollary 1, pigina
309). E por hipétese, temos entio que cada A} é D-simples, t = 1,...,¢. Pelo Lema 4.8 (1),
C? é HS(A/k)-estével, e portanto C* é um D-ideal.

Vamos mostrar agora que C? = C. Suponhamos por um momento que nio. Pelo Lema
4.9, para todo ¢ = 1,....t, existe ¢; € C \ p;. Podemos tomar algum ¢; & C*. De fato,
seja z € C\ C?. Como 0 € C?, z # 0 e portanto z ¢ !’l p;, pois A é reduzido. Ou seja,
existe j tal que ¢ & p;- Basta tomar ¢; := z. Agora, seja ¢ := (] X ... X ) € ;47-- A
A XX A C AL x---x A} = A, Pelo isomorfismo acima, temos que ¢ € C \ C%. Ainda,
todas as componente de ¢ sdo nao nulas. Deste modo, para cada ¢ = 1,...,1, como A
é D-simples, existe §; € Diff(Al) tal que 1 = 6;(G?%). Com efeito, para i € {1,...,1},
considere a; := {0:(ci?) : 6; € Diff(A)}. Note que g; é um ideal de Al, a; # (0) e g; é um
P-ideal. Como Al é D-simples, a; = A}, e a afirmacdo segue. Assim existe um operador
9 = (0y,...,0,) € Dif fr(A]) x --- x Dif ff°(A]) tal que 6(c*) = 1. Entdo, temos que
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6 € Dif fir(A") e e € Dif f*(A), mas cf(c?) = ¢ ¢ C?, o que contradiz o fato de C? ser
um D-ideal.

Na verdade, temos que C = A. De fato, suponhamos que C # A. Entio existe um ideal
maximal m de A tal que m 2 C. Assim, Cp = CAn = C?A,, C mCA, C CAp = Cp, ou
seja, MCAm = CAm, € portanto, segue do Lema de Nakayama que CAn = 0. Neste caso,
para todo ¢ € C, existe s € A\ m tal que sc = 0, ou seja, C consiste apenas de divisores

de zero. E como A é reduzido, segue que C C p; |-+ p:, e portanto C C p;, para algum
j €{1,...,t}, contradizendo o Lema 4.9.

Assim, como C = A, temos que A" = A, ie, A é normal. 1

Coroldrio 4.14 Se HS(A/k) = Diffi°(A) e a normalizagio A’ de A € regular entio A €

regular.

Demonstracio: Como A’ é regular, segue do Lema 4.12 que A’ é um produto finito de

anéis D-simples. Logo, A é normal, ie, A = A’, que ¢é regular. 1
Por fim, vamos demonstrar a Conjectura de Nakai para curvas:

Coroldrio 4.15 Se dim(A) =1 ¢ HS5(A/k) = Diffi°(A) entdo A € regular. Em particu-
lar, se A tem caracteristica zero e di ffi°(A) = Diff*(A) entdo A € regular.

Demonstragio: Temos que dim{A’) = dim(A) = 1. Logo, segue do Teorema 1.53 que AL,
é regular, para todo ideal maximal m’ de A4, ie, A’ é regular. O resultado agora segue do
Corolario 4.14. 1
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