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Resumo
O presente trabalho aborda os métodos de diferenças �nitas om suas proprie-dades e apliações. Iniiamos om uma revisão história, destaando alguns mate-mátios que partiiparam do desenvolvimento da teoria de métodos de diferenças.Em seguida, apresentamos alguns modelos matemátios ompostos por equaçõesdifereniais. Através da equação de adveção, estudamos métodos de diferençasexplíitos, om espeial enfoque para as propriedades de erro de trunamento, on-sistênia, estabilidade e onvergênia dando ênfase ao Teorema de Lax. Estudamosa análise de Fourier e a ondição de von Neumann para interpretar a amplitude, adissipação e a dispersão das soluções numérias. Abordamos os métodos Upwind,de Lax�Friedrihs e de Lax�Wendro�. Por �m, exempli�amos numeriamente osoneitos e propriedades estudados om omparações entre os métodos, apliadosem um problema teste.
Palavras-have: Métodos de Diferenças Finitas, Modelos Matemátios, Equa-ção de Adveção, Teorema de Lax, Análise de Fourier, Condição de von Neumann,Upwind, Lax�Friedrihs, Lax�Wendro�.
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Abstrat
The present work approahes �nite�di�erene methods, their properties, andtheir appliations. We present a historial review, inluding some mathematiianswho partiipated in the development of the theory of di�erenes. Furthermore, wepresent some mathematial models onsisting of di�erential equations. Throughthe advetion equation, we study expliit �nite�di�erene methods, detailing theirtrunation error, onsisteny, stability and onvergene properties. We employ Fou-rier analysis and the von Neumann ondition to study the amplitude, dissipationand dispersion of numerial solutions. We ompare three methods: Upwind, Lax�Friedrihs and Lax�Wendro�. Finally, we perform numerial tests to illustrate theonepts and properties studied in this work.
keywords: Finite-di�erene Methods, Mathematial Models, Advetion Equa-tion, Lax Theorem, Fourier Analysis, von Neumann Condition, Lax�Friedrihs,Upwind, Lax�Wendro�.
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Introdução
A Matemátia tem uma propriedade intrínsea de olaborar om muitas outrasiênias. Vários problemas observados em fen�menos naturais estudados na Bio-logia, na Físia, na Engenharia são traduzidos para uma linguagem matemátiadando origem a modelos matemátios. Esses modelos geralmente são formados porequações difereniais. Muitas vezes, eles não têm soluções analítias. Assim, os mé-todos numérios apareem omo um reurso para determinar aproximações de umproblema. Entre esses, está o tradiional método de diferenças �nitas. Eles unem ateoria onerente ao estudo do método e a prátia através de sua implementaçãoem omputador.Por outro lado, a proposta do Mestrado Pro�ssional emMatemátia, UNICAMP�SP, abrange em seus objetivos a interdisiplinaridade e a inorporação de reursosomputaionais. Além disso, esse Programa visa forneer uma experiênia intele-tual formadora nos trabalhos desenvolvidos por seus alunos.Os fatores supraitados foram deisivos na esolha do tema deste trabalho, oestudo dos métodos de diferenças �nitas, suas propriedades, om as simulações nu-mérias e interpretações. O objetivo é exempli�ar numeriamente os oneitosassoiados aos métodos de diferenças �nitas.O Capítulo 1 traz uma revisão história, destaando alguns matemátios quepartiiparam do desenvolvimento da teoria dos métodos de diferenças. Em seguida,1



Introdução 2apresentamos alguns problemas modelados por equações difereniais [3℄, [8℄ e [18℄.No Capítulo 2 estuda-se os métodos de diferenças explíitos através da equaçãode adveção om enfoque para a ondição CFL e as propriedades de erro de trun-amento, onsistênia, estabilidade e onvergênia dando ênfase ao Teorema de Lax[5℄, [6℄, [14℄, [16℄ e [17℄.No Capítulo 3 aborda-se a análise de Fourier e a ondição de von Neumannpara interpretar a amplitude, a dissipação e a dispersão das soluções numériasobtidas ao apliar os métodos de diferenças �nitas Upwind, de Lax�Friedrihs e deLax�Wendro� [13℄, [14℄ e [17℄. Por �m, omparamos as aproximações obtidas emomputador desses métodos, através de um estudo numério.As simulações numérias foram feitas om o software Otave, ambiente de om-putação numéria de ódigo aberto, similar ao Matlab [7℄.



Capítulo 1
Modelos e de�nições básias deequações difereniais

Neste apítulo faremos uma breve revisão história enfoando alguns matemá-tios que olaboraram para a teoria dos métodos de diferenças �nitas apliados àsequações difereniais pariais. Após, estudaremos modelos matemátios e algumasde�nições de equações difereniais, seguidos de alguns exemplos. Para uma leituraadiional referente a esse apítulo sugere-se [3℄, [8℄ e [18℄.1.1 Contexto histórioA intenção é desrever um simples e breve histório sobre alguns matemátios.Esses que direta ou indiretamente olaboraram na onstrução da teoria dos métodosde diferenças. Começaremos om o desenvolvimento das equações difereniais.A motivação para se estudar as equações difereniais nase om problemas daMeânia, omo a expliação do movimento dos planetas, a osilação do pênduloe outros que foram estudados por Leonardo da Vini (1452�1519), Galileu Galilei3



Seção 1.1 · Contexto histório 4(1564�1642), Johann Kepler (1571�1630).Para Eves [8℄, a invenção do Cálulo por Isaa Newton (1642�1727) e GottfriedWilhelm Leibinz (1646�1716) foi a mais notável realização matemátia do séuloXVII. De fato, esse feito mudou a forma de resolver os problemas da époa. Ein�ueniou toda uma geração futura.O matemátio Brook Taylor (1685�1731), em 1715, publiou a obra MethodusInrementorum Direta et Inversa onde apresenta a série
f(x + a) = f(a) + f ′(a)x + f ′′(a)

x2

2!
+ f ′′′(a)

x3

3!
+ · · · + f (n)(a)

xn

n!
+ · · · (1.1)que hoje é onheida omo série de Taylor [3℄.Ele desenvolveu o teorema de expansão de Taylor1. Essa expansão é muitoutilizada nos métodos de diferenças �nitas.Teorema 1.1.1 (Teorema de Taylor) Seja f uma função derivável até ordem

n + 1 em um intervalo I ontendo x, então para ada x + h em I existe um númeroreal τ entre x e x + h tal que
f(x + h) = f(x) + f ′(x)h +

f ′′(x)

2!
h2 + . . . +

f (n)(x)

n!
hn + Rn(x + h), (1.2)onde

Rn(x + h) =
f (n+1)(τ)

(n + 1)!
hn+1.O valor absoluto

|Rn(x + h)| = |f(x + h) − Pn(x + h)| (1.3)é hamado de erro assoiado à aproximação e
Pn(x + h) = f(x) + f ′(x)h +

f ′′(x)

2!
h2 + . . . +

f (n)(x)

n!
hné denominado polin�mio de Taylor de ordem n.1A demonstração do teorema de Taylor é enontrada em [9℄.



Seção 1.1 · Contexto histório 5Para Boyer [3℄, as publiações de Leonhard Euler (1707�1783) �Introdutio inanalysin in�nitorum� (1748), �Institutiones aluli di�erentialis� (1755) e �Institu-tiones aluli integralis� (3 volumes, 1768�1770) ontém o estudo mais ompleto deCálulo e Análise até aquela époa. Entre as ontribuições de Euler estão o uso defatores integrantes na resolução de equações difereniais, método sistemátio pararesolver equações difereniais lineares om oe�ientes onstantes, um desenvolvi-mento do álulo de diferenças �nitas e a notável fórmula
eθi = cos θ + i sin θ.Jean Le Rond d'Alembert (1717�1783) publiou �Traité de Dynamique� (1743).Nessa obra, ele esreveu sobre o prinípio que as ações e reações internas de umsistema de orpos rígidos, em movimento, estão em equilíbrio. Em 1747, ao estudaro problema das ordas vibrantes desenvolveu a equação

∂2y

∂t2
=

∂2u

∂x2
(1.4)e deu a solução u = f(x+ t)+g(x− t), onde f e g são funções arbitrárias, f, g ∈ C2.A equação de Laplae (1780) foi estudada, primeiramente, por Pierre-SimonLaplae (1749�1827) em seu trabalho sobre potenial de ampo gravitaional. Aequação do alor (1810�1822) foi introduzida por Joseph Fourier (1768�1830) emsua obra �Théorie Analytique de la Chaleur�. Assim, as equações difereniais pariais(EDPs) de segunda ordem hiperbólia, elíptia e parabólia já eram onheidas noomeço do séulo XIX.Segundo Brezis e Browder [4℄, os séulos XIX e XX são marados pela dualidadede pontos de vista referente ao estudo das EDPs. De um lado a relação para modelosem Físia e Engenharia. Do outro, delas servirem para o desenvolvimento de outrosramos da matemátia. Essa perspetiva foi sentida por Jules Henri Poinaré (1854�1912) num artigo feito em 1890.



Seção 1.1 · Contexto histório 6O séulo XX é marado pelo desenvolvimento da Matemátia Apliada om osurgimento de métodos numérios implementados em omputador. Esses métodostornaram-se uma ferramenta poderosa nas resoluções das EDPs.Em 1928, Rihard Courant (1888�1972), Kurt Otto Friedrihs (1901�1982) eHans Lewy (1904�1988) publiaram um artigo sobre as equações de diferenças par-iais de físia matemátia. A motivação de esrever esse artigo foi o uso de apro-ximações de diferenças �nitas para provar a existênia de soluções de EDPs. Nesseartigo é apresentada uma ondição neessária para a estabilidade dos métodos dediferenças, onheida omo ondição CFL. Em 1936, Courant migrou para os Es-tados Unidos, trabalhando na Universidade de Nova York, onde fundou o InstitutoCourant de Ciênias Matemátias, até hoje um respeitado entro de matemátiaapliada [11℄.Os avanços tenológios dos métodos numérios onvergem para Jonh von Neu-mam (1903�1957). Ele foi responsável pelo funionamento do ENIAC2, primeiroomputador totalmente eletr�nio. Idealizou os oneitos de armazenamento deprogramas. Os simuladores numérios passam a ser utilizados para resolver EDPs.Outro matemátio que meree destaque é Peter David Lax (1926�), naseu emBudapeste e migrou para os Estados Unidos em 1941. Partiipou do projeto Ma-nhattan. Friedrihs foi seu orientador em Sistema de Equações Difereniais PariaisHiperbólias não Lineares em duas Variáveis Independentes. Em 2005, ganhou oprêmio Abel Prize pela ontribuições a Matemátia Apliada. Desenvolveu os mé-todos de diferenças Lax�Friedrihs e Lax�Wendro�, respetivamente, om Friedrihse Burton Wendro� (1930�). E ainda, o Teorema de Lax, no qual se estabelee asondições em que uma solução numéria é uma boa aproximação para solução deuma equação diferenial.2ENIAC signi�a Eletroni Numerial Integrator and Computer.



Seção 1.2 · Modelos matemátios e equações difereniais 71.2 Modelos matemátios e equações difereniaisA tradução dos fen�menos da natureza para a linguagem matemátia é um re-urso importantíssimo nos estudos ientí�os. Nesse aso, as araterístias do fen�-meno são estudadas e hipóteses são elaboradas. O resultado são equações om umadesrição muito próxima da realidade. Dessa forma, riamos ummodelo matemátio.Segundo Bassanezi [1℄, �modelo matemátio é um onjunto de símbolos e relaçõesmatemátias que representam de alguma forma o objeto estudado�.Todo o proesso de traduzir um fen�meno para uma linguagem matemátia éa modelagem matemátia. Para Biembengut [2℄, �a modelagem matemátia é oproesso que envolve a obtenção de um modelo�.As soluções ou aproximações desse modelo onstituem outra etapa desse estudo.Nessa etapa, a utilização de programas espeí�os em omputador é fundamental.Geralmente apresentam uma quantidade de operações em que o ser humano gastariamuito tempo para sua exeução.Um modelo resolvido e interpretado poderá ser usado em outras situações depesquisa, om peuliaridades semelhantes ao fen�meno que originou o modelo.O modelo predador�presa riado por Vito Volterra (1860�1940) era baseado nainteração de duas espéies no mesmo habitat. Ele foi usado para estudar as variaçõesdas espéies de tubarão e peixes no mar Adriátio. Após o modelo onstruído, elefoi adaptado para analisar outras espéies om araterístias semelhantes.Apresentaremos de�nições de uma equação diferenial, sua ordem e solução.De�niremos ainda, equação diferenial ordinária (EDO) e equação diferenial parial(EDP), om alguns exemplos.De�nição 1.2.1 (Equação Diferenial � ED) Sejam x1, . . . , xn n variáveis in-



Seção 1.2 · Modelos matemátios e equações difereniais 8dependentes, então uma equação da forma
F

(

x1, . . . , xn, u,
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

,
∂2u

∂x2
1

, . . . ,
∂2u

∂x1∂xn

, . . . ,
∂ku

∂xk
n

)

= 0 (1.5)é uma equação diferenial, onde x = (x1, . . . , xn) ∈ I, I é um subonjunto aberto de
R

n, F é uma função dada e u = u(x) é uma função inógnita3.De�nição 1.2.2 (Ordem da Equação Diferenial) Seja n um número natural.Dizemos que a equação diferenial é de ordem n, quando a ordem da mais altaderivada dessa equação é n.De�nição 1.2.3 (Equação Diferenial Ordinária � EDO) A equação diferen-ial é dita ordinária, se a função inógnita depende somente de uma variável inde-pendente.Exemplo 1.1 (Veloidade de Queda de um Corpo) Um orpo de massa m élançado de uma erta altura. Ele ai a partir do repouso numa trajetória retilínea.Vamos supor que as forças que atuam nesse orpo são apenas a força gravitaional
mg e a força de resistênia do ar −kv, onde g, v e k representam, respetivamente,a aeleração da gravidade, a veloidade do orpo e uma onstante positiva.A segunda lei de Newton diz: a soma das forças que atuam num orpo em qual-quer instante é igual ao produto de sua massa pela aeleração adquirida por esseorpo. Assim,

ma = mg − kv (1.6)Seja s = f(t) a distânia s perorrida pelo orpo em função do tempo t. E quea veloidade é v =
ds

dt
.3Uma função inógnita é solução da equação diferenial.



Seção 1.2 · Modelos matemátios e equações difereniais 9A aeleração será dada por
a =

dv

dt
=

d

dt

(

ds

dt

)

.Logo, podemos esrever (1.6) na forma
d2s

dt2
+

k

m

ds

dt
− g = 0. (1.7)Essa equação é um modelo matemátio que relaiona a distânia perorrida peloorpo de massa m em queda, sofrendo uma força de resistênia do ar.A equação (1.7) é lassi�ada omo uma equação diferenial ordinária de segundaordem, pois tem apenas uma variável independente e sua maior derivada é de ordem2. A solução de (1.7) é dada por

x(t) = g
m

k
t + g

m2

k2
(e−

k
m

t − 1), (1.8)determinada pelo método de variação de parâmetros4.Observe que poderíamos onsiderar a equação (1.7) omo uma equação diferen-ial de primeira ordem para a veloidade v. Considerando a veloidade iniial v0quando o tempo t = 0 teríamos a solução
v =

mg

k
(1 − e−

kt
m ) + v0e

−
kt
m . (1.9)Na expressão aima, quando o tempo tende ao in�nito, a veloidade se aproxima dovalor mg

k
. Portanto, os orpos de mesma forma e massas diferentes tendem a airmais rapidamente.De�nição 1.2.4 (Equação Diferenial Parial � EDP) Se a função inógnita

u de uma equação depender de duas ou mais variáveis independentes, om suas4O método de variação de parâmetros foi desenvolvido por J. L. Lagrange (1736�1813).



Seção 1.2 · Modelos matemátios e equações difereniais 10derivadas pariais em relação as variáveis, então temos uma equação diferenialparial5.Dizemos que uma EDP é linear, se for de primeiro grau em u e em todas asderivadas pariais que apareem na equação.As equações difereniais pariais podem ser lassi�adas pela ordem, pela line-aridade e por araterístias físias através de assuntos que envolvem os problemaslássios da Meânia, omo de difusão (equações parabólias), de vibração e pro-pagação de ondas (equações hiperbólias) e de equilíbrio (equações elíptias).Exemplo 1.2 (Transporte de partíulas) Considere um �uido, nesse aso, aágua, esoando numa razão onstante c ao longo de um ano de seção transver-sal �xa na direção horizontal para a direita (sentido positivo). Suponha que umasubstânia, por exemplo um poluente, está suspenso na água. E admita que a di-fusão desse poluente seja insigni�ante. A função u = u(x, t) representa o modeloda onentração de poluente na água, em gramas por entímetros, onde x e t são,respetivamente, a distânia perorrida pela substânia e o tempo. Então
∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, (1.10)ou seja, a taxa de variação ∂u

∂t
da onentração é proporional a ∂u

∂x
.A solução dessa equação, ou melhor, a onentração dessa substânia será dadapor

u(x, t) = g(x − ct), (1.11)
g difereniável, e signi�a que a substânia é transportada om uma veloidade ons-tante, om movimento semelhante a propagação de uma onda. Mais detalhes dessasolução em [15℄, Seção 1.2.5Esta de�nição é baseada na referênia [10℄.



Seção 1.3 · Equações hiperbólias 11Além de determinar uma equação diferenial num modelo matemátio torna-seimportante desrever ondições iniiais que espei�am o estado físio num instantepartiular t0 do sistema em estudo (problema), dando uma solução no iníio doproesso. Por exemplo, na equação (1.4) que representa o fen�meno das ordasvibrantes, podemos ter as ondições iniiais
u(x, t0) = u0(x) e

∂u

∂t
(x, t0) = v(x), (1.12)onde u0(x) representa a posição iniial e v(x) a veloidade iniial.Em ada sistema estudado há uma região D (domínio) na qual a equação éválida. No aso de um orda vibrando, a região D é o intervalo 0 < x < l querepresenta seu omprimento. Torna-se neessário espei�ar ondições do que estáoorrendo na fronteira do sistema, as ondições de ontorno.

u(0, t) = g1(t) e u(l, t) = h1(t) (1.13)
∂u

∂x
(0, t) = g2(t) e

∂u

∂x
(l, t) = h2(t), (1.14)onde as funções g1, h1, g2 e h2 onheidas.As ondições dadas por (1.13) são hamadas de ondição de Dirihlet6 e as on-dições de (1.14) de ondição de Neumann.1.3 Equações hiperbóliasAs equações difereniais pariais

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0 (1.15)são hamadas de leis de onservação. Elas apareem em modelos matemátios querepresentam prinípios onservativos de grandezas físias, na qual as funções u =6As ondições de ontorno foram estudadas por Gustav Lejeune Dirihlet (1805�1859).



Seção 1.3 · Equações hiperbólias 12
u(x, t) e f(u) orrespondem, respetivamente, a uma grandeza físia e ao �uxo dessagrandeza que passa nas fronteiras da região em estudo.Num prinípio onservativo: a taxa de variação de resimento de uma grandezafísia no tempo é igual à variação do �uxo dessa grandeza que passa pela fronteirado fen�meno em estudo.Partiularmente em (1.15), quando f(u) = au, a uma onstante real, temos

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0. (1.16)Essa é uma equação hiperbólia de primeira ordem ou uma equação da onda unidi-reional.No aso, de uma aproximação f(u) = au2 temos para (1.15)

∂u

∂t
+ a

∂u2

∂x
= 0 (1.17)que é uma equação diferenial hiperbólia não�linear. Com a =

1

2
, temos que (1.17)é a onheida equação de Burger.Exemplo 1.3 (Fluxo de Tráfego) Vamos estudar um sistema do �uxo de tráfegonuma avenida. Representaremos a densidade dos arros, medida por arros porquil�metros, pela função u = (x, t) e o �uxo de tráfego, medido em arros por hora,pela função f = f(x, t), onde x representa a oordenada do espaço unidimensionalna avenida e t simboliza o tempo.Fixando um treho da avenida entre os pontos a e b que será representado pelointervalo [a, b] e onsiderando os tempos t1 e t2, em que determinado número deveíulos trafegam por esse treho. Assim, podemos desrever o sistema matemati-amente partindo da hipótese que a taxa de variação do número N de veíulos notreho [a, b], om respeito ao tempo, deve ser igual a diferença dos �uxos nos pontos

a e b. Então,
dN

dt
= f(a, t) − f(b, t). (1.18)



Seção 1.3 · Equações hiperbólias 13Por outro lado, o número N de veíulos pode ser determinado pela integração dafunção densidade u = (x, t), ou seja,
N =

∫ b

a

u(x, t)dx. (1.19)Das expressões (1.18) e (1.19) podemos esrever
d

dt

(
∫ b

a

u(x, t)dx

)

= f(a, t) − f(b, t). (1.20)Observe que
d

dt

(
∫ b

a

u(x, t)dx

)

=

∫ b

a

∂u(x, t)

∂t
dx. (1.21)O uso da derivada parial na relação (1.21) é aeitável visto que u(x, t) tambémdepende de x.Pelo Teorema Fundamental do Cálulo veri�a-se que

f(a, t) − f(b, t) = −

∫ b

a

∂f(x, t)

∂x
dx. (1.22)Usamos a derivada parial om respeito a x na expressão (1.22), visto que f dependede ambos x e t. Agora assoiando as equações (1.20), (1.21) e (1.22) temos

∫ b

a

∂u(x, t)

∂t
dx = −

∫ b

a

∂f(x, t)

∂x
dx, (1.23)que ainda pode ser esrita omo

∫ b

a

(

∂u(x, t)

∂t
+

∂f(x, t)

∂x

)

dx = 0. (1.24)Essa relação é válida no intervalo [a, b].Teorema 1.3.1 (Teorema de Dubois-Reymond) Seja uma função f(x) ontí-nua num intervalo fehado I = [c, d] e supondo que
∫ b

a

fdx = 0 (1.25)para qualquer intervalo [a, b] ⊂ (c, d). Então f ≡ 0, em (c, d).



Seção 1.3 · Equações hiperbólias 14Usando esse resultado podemos onluir da expressão (1.24) que
∂

∂t
u(x, t) +

∂

∂x
f(x, t) = 0. (1.26)Essa equação representa um modelo do �uxo de tráfego numa avenida num instantequalquer. É laro que outras informações devem ser aresentadas nesse modelo, porexemplo, onheer a função do �uxo através de observações do trânsito em partes dotreho da avenida em estudo.Muitos modelos matemátios de EDPs não têm soluções analítias. O uso de mé-todos numérios torna-se uma alternativa na busa de aproximações dessas soluções.No próximo apítulo estudaremos os métodos de diferenças �nitas.



Capítulo 2
Métodos de diferenças �nitas

Mesmo para modelos simples om EDPs é, na maioria das vezes, difíil determi-nar expressões analítias que sejam suas soluções, sendo portanto neessário reorrera aproximações numérias.Com a asensão do omputador omo auxílio matemátio na primeira metadedo séulo XX, riou-se alternativas para obter aproximações numérias das soluçõesdesenvolvendo-se diversos métodos numérios para serem implementados omputa-ionalmente.Neste apítulo estudaremos a equação de adveção e o método de diferenças�nitas para numeriamente resolver uma equação diferenial parial hiperbólia.Mostraremos alguns tipos de diferenças �nitas. Apresentaremos a ondição CFL,bem omo, ertas propriedades dos métodos de diferenças. Para esses onteúdosenontra-se uma boa literatura estrangeira [5℄, [13℄, [16℄ e [17℄. Nas obras brasileirassugere-se [6℄ e [14℄.
15



Seção 2.1 · Equação de adveção 162.1 Equação de adveçãoNesta seção nosso objetivo é apresentar a equação de adveção que será o prin-ipal exemplo no deorrer desse apítulo e de�nir um problema ontínuo om ummodelo matemátio para o tráfego de veíulos numa avenida. Veremos que a so-lução dessa equação é onheida, isso failita interpretar os resultados. Assim, asimpliidade da equação é o maior motivo de sua esolha. Isto para que possamosexempli�ar e estudar os métodos de diferenças �nitas.A equação hiperbólia
∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 (2.1)é hamada de equação de adveção ou equação da onda unidireional. Certamenteé uma das mais simples equações difereniais pariais.Vamos onsiderar um problema de valor iniial que será o nosso ponto de partidapara estudarmos a apliação do método de diferenças �nitas, om a ondição iniialde�nida por

u(x, 0) = u0(x), (2.2)onde x é número real. A solução exata do problema (2.1) � (2.2) é dada por
u(x, t) = u0(x − at), (2.3)om x real e t > 0.De fato, supondo que a função u(x, t) = u0(x−at) admita derivadas pariais nasvariáveis t e x e seja C = C(x, t) = x − at. Assim, pela regra da adeia:

∂

∂t
u0(C) =

∂C

∂t
·

∂

∂C
u0(C) = −a

∂

∂C
u0(C), (2.4)

∂

∂x
u0(C) =

∂C

∂x
·

∂

∂C
u0(C) =

∂

∂C
u0(C). (2.5)



Seção 2.1 · Equação de adveção 17Substituindo as expressões (2.4) e (2.5) no lado direito de (2.1), onluímos que
u(x, t) = u0(x − at) é solução da equação de adveção.Note que a urva C = x − at, solução de dx

dt
= a(x, t), é hamada urva ara-terístia, veja [15℄.A solução de (2.1)�(2.2) é onstante ao longo da urva x − at = C, pois

du

dt
=

∂u

∂t
·
dt

dt
+

∂u

∂x
·
dx

dt
=

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0. (2.6)Exemplo 2.1 Vamos resolver a equação de adveção dada por







ut + 3ux = 0

u(x, 0) = x2.
(2.7)Enontrando as urvas araterístias x − 3t = C, soluções de dx

dt
= 3, que passampelo ponto (C, 0), temos então pela ondição iniial dada que u(C, 0) = (x − 3t)2.Como já mostramos, a função u é onstante em todos os pontos dessas urvas. Logo,a solução é dada por

u(x, t) = u0(x − 3t) = (x − 3t)2. (2.8)Vamos agora apresentar outro exemplo que servirá de modelo para apliar ométodo de diferenças �nitas.Exemplo 2.2 (Equação do transporte) Suponha que um treho retilíneo de umaavenida seja representada pelo eixo x e que os veíulos se movimentem da esquerdapara a direita, que será onsiderado o sentido positivo do eixo, entre pontos A e Bdistintos. Ressaltamos que esses pontos podem ser, por exemplo, um ruzamento eum semáforo na avenida.Considere que o �uxo de arros f(x, t), veíulos por minuto, aumenta om adensidade de arros u(x, t), veíulos por unidade de omprimento no eixo x, onde



Seção 2.2 · Métodos de diferenças �nitas 18
x e t representam, respetivamente, o espaço unidimensional na avenida e o tempo.Assim, podemos supor que o �uxo é proporional a densidade de arros, ou seja,

f(u) = au, (2.9)onde a é uma onstante real.No exemplo 1.3 apresentamos um modelo do �uxo de tráfego numa avenida numinstante qualquer que reesrevemos aqui
∂

∂t
u(x, t) +

∂

∂x
f(x, t) = 0. (2.10)Tomando a expressão (2.9) e apliando na equação (2.10) temos a equação de ad-veção (2.1).Aresentaremos ainda uma informação sobre a densidade dos arros no instantede iníio da observação do fen�meno

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.11)denominada ondição iniial, om u0 uma função onheida.A fronteira será representada nesse problema por informações em dois pontos daavenida sobre a densidade dos arros, podendo ser num semáforo e num ruzamento.Simboliamente
u(0, t) = g1(t), u(l, t) = g2(t) t ≥ 0, (2.12)que são as ondições de ontorno (Dirihlet), onde as funções g1(t) e g2(t) sãoonheidas. Logo, nosso problema está de�nido om as equações (2.1), (2.11) e(2.12).2.2 Métodos de diferenças �nitasNesta seção apresentaremos o método de diferenças �nitas. Para isso resolvere-



Seção 2.2 · Métodos de diferenças �nitas 19mos numeriamente o problema de�nido no Exemplo 2.2 om o objetivo de ompre-ender omo o método se aplia.O método de diferenças �nitas onsiste em partiionar o domínio da função in-ógnita riando um domínio disreto e substituir as derivadas existentes no problemapor aproximações de diferenças. Essas aproximações são determinadas pela expan-são de Taylor. Assim, hega-se às equações disretizadas que são utilizadas emprogramas de omputador, por exemplo o Otave1, para enontrar soluções numé-rias.Pode-se ainda manipular as diferenças �nitas de tal forma a riar vários esquemasde diferenças omo, por exemplo, os métodos Upwind, de Lax�Friedrihs, de Lax�Wendro�, que serão disutidos em detalhes mais a frente.Vamos apliar o método no problema
ut + aux = 0, para 0 < x < xJ , t > 0, (2.13)

u(x, 0) = g1(x), para 0 ≤ x ≤ xJ , (2.14)
u(0, t) = g2(t), t ≥ 0, (2.15)om g1(0) = g2(0).Primeiramente, dividimos o domínio numério [0, xJ ]×[0, tF ] da função u atravésde linhas paralelas aos eixos x e t, e que sejam igualmente espaçadas, respetiva-mente, pelos intervalos ∆x e ∆t formando o que hamamos de malha. As linhasparalelas passarão pelos pontos xj e tn, om

xj = j∆x e tn = n∆t, j = 0, 1, . . . , J, n = 0, 1, . . . , F,onde
∆x =

xJ

J
,1Otave é um software livre para álulo numério. Está disponível para download no sitewww.gnu.org/software/otave.



Seção 2.2 · Métodos de diferenças �nitas 20dando origem aos pontos da malha.Esse proesso é denominado de disretização do domínio, pois permite que umproblema ontínuo seja aproximado por um disreto om dimensão �nita. Na repre-sentação geométria da malha (j, n) denota o ponto (xj , tn) pertenente ao domíniodisretizado.
t

n

xJj−1 j j+1

n+1

F

Figura 2.1: Disretização do domínio [0, xJ ] × [0, tF ] om representação dos pontos
(xj−1, tn), (xj , tn), (xj+1, tn) e (xj, tn+1).Temos de prourar aproximações da solução da função u(x, t) sobre os pontosda malha, esses valores serão denotados por Un

j , ou seja,
Un

j ≈ u(xj, tn). (2.16)O próximo passo onsiste na disretização das derivadas, ou seja, em aproximaras derivadas pariais que fazem parte da equação diferenial através de diferençasentre os valores Un
j para pontos vizinhos de (xj , tn). As aproximações serão obtidasatravés do desenvolvimento da expansão de Taylor em torno do ponto (xj , tn).Teorema 2.2.1 Seja υ uma função derivável, até a ordem (k+1) em x, então para



Seção 2.2 · Métodos de diferenças �nitas 21ada (xj , tn) existe um número η entre xj e xj+1 tal que
υ(xj+1, tn) = υ(xj, tn)+

∂υ

∂x
(xj , tn)∆x+. . .+

∂kυ

∂xk
(xj , tn)

∆xk

k!
+

∂(k+1)υ

∂x(k+1)
(η, tn)

∆x(k+1)

(k + 1)!
,(2.17)onde o último termo de (2.17) representa o erro na aproximação da expansão pelopolin�mio de Taylor de ordem k e ∆x = xj+1 − xj.Supondo u uma função derivável até ordem 2 em x, então para k = 1 em (2.17)temos

u(xj+1, tn) = u(xj, tn) +
∂u

∂x
(xj , tn)∆x +

∂2u

∂x2
(η1, tn)

∆x2

2
, (2.18)para algum η1 ∈ (xj , xj+1). Daí,

∂u

∂x
(xj , tn) =

u(xj+1, tn) − u(xj, tn)

∆x
−

∂2u

∂x2
(η1, tn)

∆x

2
. (2.19)A expressão u(xj+1, tn) − u(xj , tn) é denominada de diferença avançada na va-riável x.Assim, tomando as aproximações

Un
j+1 ≈ u(xj+1, tn) e Un

j ≈ u(xj, tn),obtemos de (2.19)
∂u

∂x
(xj , tn) ≈

Un
j+1 − Un

j

∆x
. (2.20)Analogamente, onsiderando u uma função derivável até ordem 2 em t, para

k = 1 em (2.17) em torno do ponto (xj, tn)

u(xj , tn+1) = u(xj, tn) +
∂u

∂t
(xj , tn)∆t +

∂2u

∂t2
(xj , η2)

∆t2

2
, (2.21)para algum η2 ∈ (tn, tn+1).A expressão u(xj, tn+1)− u(xj , tn) é hamada de diferença avançada na variável

t. Obtendo então a aproximação
∂u

∂t
(xj, tn) ≈

Un+1
j − Un

j

∆t
. (2.22)



Seção 2.2 · Métodos de diferenças �nitas 22Das equações (2.20) e (2.22) podemos aproximar a equação (2.13) pela expressão
Un+1

j − Un
j

∆t
+ a

Un
j+1 − Un

j

∆x
= 0, (2.23)ou melhor,

Un+1
j = Un

j − ν
(

Un
j+1 − Un

j

)

, (2.24)onde ν = a
∆t

∆x
.Dizemos que a equação disretizada (2.24) é um esquema avançado no tempo eavançado no espaço (FTFS)2.As ondições iniial e de ontorno são aproximadas nesse esquema tomando

U0
j = g1(xj), j = 0, 1, . . . , J, (2.25)

Un
J = g2(tn), n = 1, 2 . . . , F, (2.26)onde as funções g1 e g2 são onheidas de (2.14) e (2.15).Teremos assim um problema disreto (2.24) � (2.26) determinado pelo métodode diferenças �nitas, para alular uma aproximação numéria para a solução doproblema (2.13) � (2.15).De fato, a equação (2.25) nos dá todos os valores no nível do tempo t0. Daequação (2.26) determinamos as aproximações no ontorno do problema. Conheidosos valores de U0

j , obtemos os valores de U1
j usando a equação (2.24), om j =

1, 2, . . . , J − 1. Como U1
J é dada na ondição de ontorno, temos todos os valores de

Un
j no nível de tempo t1, ou seja,

U1
j = U0

j − ν
(

U0
j+1 − U0

j

)

, j = 1, 2, . . . , J − 1, e U1
J = g2(t1).Analogamente, om os U1

j obtemos os valores U2
j , e assim suessivamente. Dessaforma, determinamos as aproximações Un

j para todos os pontos (xj , tn) gerados peladisretização do domínio.2O termo FTFS é a abreviatura para forward in time, forward in spae.



Seção 2.2 · Métodos de diferenças �nitas 23Observe que ada valor no nível do tempo tn+1 é alulado a partir dos valoresno nível de tempo tn araterizando o que hamamos de um esquema de diferençasexplíito.Por outro lado, se aproximássemos ∂u

∂t
usando a diferença [u(xj, tn) − u(xj, tn−1)]atrasada no tempo. Teríamos a equação disretizada

Un
j + ν

(

Un
j − Un

j+1

)

= Un−1
j , (2.27)que arateriza um método implíito.A equação (2.27) é hamada de um esquema atrasado no tempo e avançado noespaço (BTFS)3. Nesse aso, não onheemos os valores do lado esquerdo de (2.27)para determiná-los formamos um sistema bidiagonal de equações lineares. Nestetrabalho usaremos somente métodos explíitos.O esboço de um método no plano é feito através de um stenil que é uma repre-sentação geométria dos pontos da malha de um esquema de diferenças, veja Figura2.2.

x

t

j j+1

n+1

n

P

A B

Figura 2.2: Stenil do esquema de diferença explíito FTFS om as ondições iniial eontorno. Representação dos pontos A(xj , tn), B(xj+1, tn) e P (xj, tn+1) da malha.3O termo BTFS é abreviatura para bakward in time, forward in spae.



Seção 2.2 · Métodos de diferenças �nitas 24A seguir, apresentamos um exemplo de soluções numérias usando um esquemaFTFS para mostrar a estreita relação dos resultados om as dimensões ∆x e ∆t.Exemplo 2.3 (Esquema FTFS) Dado o problema
ut − 3ux = 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0, (2.28)om a ondição iniial

u(x, 0) =



















5x − 3, se 0.6 ≤ x < 0.7,

4 − 5x, se 0.7 ≤ x ≤ 0.8,

0, c.c.,

(2.29)e a ondição de fronteira
u(1, t) = 0. (2.30)A solução exata desse problema nada mais é do que a translação do grá�o dafunção hapéu (ondição iniial) no sentido negativo do eixo das absissas.Apresentamos duas simulações feitas om o esquema FTFS para o problema(2.28)�(2.30). Ambas usando ∆x = 0.01, veja a Figura 2.3.O primeiro resultado é alulado om ∆t = 0.003 onde enontramos uma apro-ximação lara da solução exata. Enquanto que o segundo resultado é determinadousando ∆t = 0.004 que apresenta variações brusas em relação a solução exata omosilações que aumentam rapidamente om o resimento dos valores de t.Apesar dos valores de ∆t serem muitos próximos, os resultados das aproximaçõessão bastante diferentes. Esse omportamento é um aso típio de estabilidade ouinstabilidade do esquema numério. E depende do valor de ν, ou seja, dependemdiretamente da relação entre as dimensões dos passos do tempo e do espaço.Métodos estáveis são aqueles em que osilações podem ser ampli�adas apenas namedida em que o tempo rese, porém independentemente da quantidade de passosno tempo. Caso ontrário, o método é dito instável.
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Figura 2.3: Resultado do problema (2.28) om o esquema FTFS, em 0.024s e 0.036s.(Linha ontínua: ondição iniial; traejada: solução obtida para ∆x = 0.01, ∆t = 0.003;pontilhada: solução obtida para ∆x = 0.01, ∆t = 0.004.)



Seção 2.3 · Condição CFL 26Existem três tipos prinipais de diferenças �nitas [13℄:diferenças avançadas
∆+tυ(x, t) := υ(x, t + ∆t) − υ(x, t), (2.31)
∆+xυ(x, t) := υ(x + ∆x, t) − υ(x, t); (2.32)diferenças atrasadas
∆−tυ(x, t) := υ(x, t) − υ(x, t − ∆t), (2.33)
∆−xυ(x, t) := υ(x, t) − υ(x − ∆x, t); (2.34)diferenças entradas

δtυ(x, t) := υ(x, t +
1

2
∆t) − υ(x, t −

1

2
∆t), (2.35)

δxυ(x, t) := υ(x +
1

2
∆x, t) − υ(x −

1

2
∆x, t). (2.36)Nas diferenças entradas (2.35) e (2.36), os pontos não estão no grid de�nido.Das expressões aima podemos gerar outras, omo por exemplo, a diferença entradade segunda ordem, δ2

xυ(x, t), utilizada para disretizar a derivada de segunda ordeme o erro assoiado a essa disretização. Essa diferença é demonstrada abaixo:
δ2
xυ(x, t) = δx

(

υ(x + 1
2
∆x, t) − υ(x − 1

2
∆x, t)

)

= δx

(

υ(x + 1
2
∆x, t)

)

− δx

(

υ(x − 1
2
∆x, t)

)

= υ(x + ∆x, t) − υ(x, t) − υ(x, t) + υ(x − ∆x, t)

= υ(x + ∆x, t) − 2υ(x, t) + υ(x− ∆x, t)2.3 Condição CFLApresentaremos nesta seção um resultado neessário para a onvergênia de umesquema numério, onheido omo ondição CFL.



Seção 2.3 · Condição CFL 27Alguns anos antes do apareimento dos omputadores digitais eletr�nios, pre-isamente em 1928, os matemátios Rihard Courant, Kurt Otto Friedrihs e HansLewy publiaram o artigo �On the Partial Di�erene Equations of MathematialPhysis� [5℄. Nesse artigo estão as bases para a investigação dos métodos de dife-renças �nitas para as equações difereniais pariais para problemas da físia ma-temátia. Nele foi formulada uma ondição neessária para a onvergênia de umesquema de diferenças �nitas baseado no oneito de domínio de dependênia quehoje é onheida omo ondição CFL4.Para entender a ondição, vamos utilizar o problema da equação de adveção(2.1), om a > 0. Esse problema tem solução
u(x, t) = u0(x − at), (2.37)onde u0 é a função onheida na ondição iniial. A solução de u(x, t) é onstanteao longo de ada urva araterístia x − at = C, pois u(x, t) = K quando dx

dt
= a,onde K é uma onstante real.Dessa forma, a solução no ponto (xj , tn) é obtida desenhando a araterístia�resente�, a > 0, passando por esse ponto onde ela enontra a linha iniial, eixo

x, no ponto C = (xj − atn, 0), na Figura 2.4. Os valores de u na linha iniialsão onheidos devido à ondição iniial, logo determinamos o valor de u(C) =

u0(xj − atn). Como já foi demonstrado a função u(x, t) é onstante em todos ospontos dessa urva. Daí
u(xj, tn) = u0(xj − atn).Calulamos para o problema uma aproximação por diferenças �nitas usando o4A denominação CFL é uma homenagem aos seus autores: Courant, Friedrihs e Lewy.



Seção 2.3 · Condição CFL 28esquema avançado no tempo e atrasado no espaço (FTBS)5
∆+tU

n
j

∆t
+ a

∆−xU
n
j

∆x
= 0. (2.38)Então, o valor da aproximação no nível de tempo tn+1 será dada por

Un+1
j = Un

j − ν(Un
j − Un

j−1), (2.39)onde ν = a
∆t

∆x
.Fia laro que o valor de Un+1

j depende dos valores de U em dois pontos sobreo nível anterior de tempo tn estes por sua vez dependem ada um de outros doispontos sobre o nível de tempo tn−1, e assim por diante.Generalizando, observa-se que o valor de Un+1
j depende de todos os pontos onti-dos no triângulo de vérties (xj , tn+1), (xj , 0), (xj−n−1, 0). Este triângulo é hamadode domínio de dependênia de Un+1

j , ou, do ponto (xj, tn+1), para esse esquemanumério em partiular.Por outro lado, a solução do problema (2.1) no ponto (xj , tn) depende apenasdos valores de u(x, t) na urva araterístia xj − atn. Essa urva é hamada dedomínio de dependênia do ponto (x, t).Segundo Thomas [17℄, �o domínio de dependênia do ponto (x, t) é o onjuntode todos os pontos de que a solução do problema no ponto (x, t) é dependente�.Para outros tipos de equações difereniais pariais o domínio de dependênia daequação é modi�ado.Dadas as de�nições de domínios de dependênia, podemos enuniar a ondiçãoCFL que segundo as palavras de K. W. Morton [13℄:�A ondição CFL diz que para um esquema ser onvergente o domí-nio de dependênia da equação diferenial parial deve estar ontido nodomínio de dependênia do esquema numério�.
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Figura 2.4: Stenil do esquema FTBS em que a ondição CFL é satisfeita. Linha traejadarepresenta uma urva araterístia.Demonstração: De fato, vamos supor que a ondição CFL não seja satisfeita, Fi-gura 2.5. Isto implia que existe pelo menos um ponto Q que pertene ao domíniode dependênia da equação diferenial, mas não está no domínio de dependêniado esquema numério. Observa-se que quando alulamos a solução numéria noponto P , o esquema não �vê� o ponto Q, porém quando determinamos a soluçãoanalítia em P , a equação diferenial através da urva araterístia que passa por
P �vê� o ponto Q. Portanto, exeto na fronteira, numa pequena vizinhança do ponto
Q, pequena bastante para que não interepte o domínio de dependênia numério,será impossível que a solução numéria onvirja para a solução analítia no ponto
P , quando ∆t e ∆x se aproximarem de zero. Logo, se o ponto P onvergir para asolução analítia da equação a ondição CFL será satisfeita.Neste exemplo, a ondição CFL nos mostra que se a < 0, o esquema FTBS nãopode onvergir para a solução exata, uma vez que a urva araterístia PQ de adaponto não estará ontida no domínio de dependênia numério, veja na Figura 2.5.5O termo FTBS é a abreviatura de Forward in Time, Bakward in Spae.
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Figura 2.5: Stenil de um esquema em que a ondição CFL não é satisfeita. Linhatraejada representa uma urva araterístia.Uma onseqüênia importante da ondição CFL na solução do problema peloesquema FTBS, om a > 0, é que os pontos P (xj, tn+1) e S(xs, tn) pertenem amesma urva araterístia X = at + C, ver Figura 2.6. Assim,






xs = atn + C

xj = atn+1 + C,
(2.40)que implia em

xj − xs = a∆t. (2.41)Como, por hipótese,
xj−1 ≤ xs ≤ xj . (2.42)Obtemos das relações (2.41) e (2.42)
∆x ≥ a∆t ≥ 0,que resulta em
0 ≤ a

∆t

∆x
≤ 1. (2.43)Então, pela ondição CFL, a desigualdade (2.43) é ondição neessária para que oesquema FTBS seja onvergente para o problema dado pela equação (2.1).



Seção 2.4 · Propriedades dos métodos de diferenças 31Podemos onluir om um raioínio análogo para um esquema FTFS, om a < 0,que a ondição neessária para onvergênia é
−1 ≤ a

∆t

∆x
≤ 0. (2.44)Das desigualdades (2.43) e (2.44) é de�nido o valor

ν = |a|
∆t

∆x
(2.45)que é hamado de número CFL [17℄ ou número de Courant para equação de adveção.
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Figura 2.6: Stenil de uma esquema FTBS om os pontos A(xj−1, tn), B(xj , tn), S(xs, tn)e P (xj , tn+1). Linha traejada representa uma urva araterístia.
2.4 Propriedades dos métodos de diferençasNesta seção apresentaremos as de�nições das propriedades de erro de truna-mento, onsistênia, onvergênia e estabilidade para omparar os esquemas de di-ferenças.



Seção 2.4 · Propriedades dos métodos de diferenças 32De�nição 2.4.1 O erro de trunamento, T (x, t), é a diferença entre os dois ladosda equação disretizada, quando a aproximação Un
j é substituída pela solução exata

u(xj, tn) da equação diferenial em qualquer ponto distante da fronteira.Em relação, ao esquema (2.39) de�nimos o erro de trunamento da seguinteforma
T (x, t) =

∆+tu(x, t)

∆t
+ a

∆−xu(x, t)

∆x
. (2.46)Usando a expansão de Taylor para expressar o erro de trunamento temos

T (x, t) =

(

ut∆t + utt
∆t2

2!
+ uttt

∆t3

3!
+ · · ·

)

∆t
+ a

(

ux∆x − uxx
∆x2

2!
+ uxxx

∆x3

3!
− · · ·

)

∆x
,(2.47)daí,

T (x, t) = (ut + aux) +
1

2
(utt∆t − auxx∆x) +

1

6

(

uttt∆t2 + auxxx∆x2
)

+ · · · , (2.48)omo u satisfaz a equação diferenial, ou seja, ut + aux = 0 temos
T (x, t) =

1

2
(utt∆t − auxx∆x) +

1

6

(

uttt∆t2 + auxxx∆x2
)

+ · · · , (2.49)onde os termos 1
2
(utt∆t − auxx∆x) são hamados de parte prinipal do erro de trun-amento.É onveniente trunarmos a série (2.49) pelo Teorema de Taylor introduzindo otermo do resto. Assim,

∆+tu(x, t) = u(x, t + ∆t) − u(x, t) = ut∆t +
1

2
utt(x, γ1)∆t2, (2.50)

∆−xu(x, t) = u(x, t) − u(x − ∆x, t) = ux∆x −
1

2
uxx(γ2, t)∆x2, (2.51)onde γ1 ∈ (t, t + ∆t) e γ2 ∈ (x − ∆x, x).Assim, a expressão (2.49) torna-se

T (x, t) =
1

2
(utt(x, γ1)∆t − auxx(γ2, t)∆x) . (2.52)



Seção 2.4 · Propriedades dos métodos de diferenças 33Da equação (3.1) ut = −aux, om a onstante. Se derivarmos em relação a t, temos
utt = −a(ux)t = −a(ut)x. Logo,

utt = −a(−aux)x = a2uxx. (2.53)Com as expressões (2.53) e (2.52) onlui-se que
T (x, t) =

1

2

(

a2uxx∆t − auxx∆x
)

= −
1

2
a∆xuxx (1 − ν) , (2.54)om ν = a

∆t

∆x
.O resultado aima servirá para mostrar outra propriedade dos métodos de dife-renças a onsistênia.De�nição 2.4.2 Dizemos que um esquema é onsistente se

T (x, t) → 0 quando ∆x, ∆t → 0, ∀(x, t) ∈ (0, xJ) × [0, tF ]. (2.55)Isso signi�a que num esquema onsistente à medida que o tamanho da malhadiminui om uma relação entre ∆x e ∆t, o erro de trunamento tende a zero. Nesseaso, pela ondição CFL a ondição é ∆t

∆x
≤

1

a
.Observamos que pelo erro de trunamento (2.54) o esquema dado em (2.39) éonsistente, pois quando

∆x, ∆t → 0 implia T (x, t) → 0. (2.56)Outra propriedade importante para a omparação dos esquemas de diferenças éa onvergênia.De�nição 2.4.3 Considerando um re�namento das duas dimensões tais que ∆t e
∆x tendem para zero. Dizemos que o esquema é onvergente se para algum ponto�xo (x∗, t∗)

Un
j → u(x∗, t∗) quando xj → x∗ e tn → t∗, (2.57)om (x∗, t∗) pertenente ao domínio (0, xJ) × (0, tF ).



Seção 2.4 · Propriedades dos métodos de diferenças 34Isso signi�a que um esquema é onvergente se, quando a malha de disretizaçãose aproximar de zero, a solução numéria tender a solução exata do problema.Vamos agora provar que o esquema (2.39) do problema (2.13)�(2.15) é onver-gente para a > 0 onsiderando um aminho de re�namento das malhas tal que
∆t

∆x
≤

1

a
.Primeiramente, de�nimos o erro U −u, denotado por e, na aproximação do valorna equação disretizada pelo valor da função no ponto (xj , tn) por

en
j = Un

j − u(xj, tn). (2.58)Por outro lado, multipliando por ∆t a equação (2.46) temos
un+1

j = un
j − a

∆t

∆x

(

un
j − un

j−1

)

+ ∆tT n
j

= un
j (1 − ν) + νun

j−1 + ∆tT n
j ,

(2.59)onde T n
j representa o erro de trunamento no ponto (xj , tn).Das expressões (2.58) e (2.59) obtemos

en+1
j = Un+1

j − un+1
j

=
[

(1 − ν)Un
j + νUn

j−1

]

−
[

(1 − ν)un
j + νun

j−1 + ∆tT n
j

]

= (1 − ν)en
j + νen

j−1 − ∆tT n
j .

(2.60)Na ondição de ontorno temos en
0 = 0, om a > 0.Seja T o limite superior para o erro de trunamento em toda malha de pontos,isto é, T n

j ≤ T , para n ≥ 0, e En o erro máximo num passo do tempo n, ouseja, En := max |en
j |, om j = 0, 1, · · · , J . Assim, podemos esrever de (2.60) adesigualdade

|en+1
j | ≤ |(1 − ν)En + νEn| + ∆t|T n

j |

≤ |(1 − ν)|En + |ν|En + ∆tT.
(2.61)Num aminho de re�namento da malha que satisfaça 0 ≤ ν ≤ 1, os oe�ientes dostermos en do lado direito de (2.60) são ambos não-negativos e sua soma é igual a



Seção 2.4 · Propriedades dos métodos de diferenças 35um. Dessa forma podemos omitir os sinais dos módulos na inequação (2.61) �ando
∣

∣en+1
j

∣

∣ ≤ (1 − ν)En + νEn + ∆tT n

= En + ∆tT.
(2.62)Se (2.62) vale para en+1

j qualquer, valerá para En+1
j . Assim,

En+1 ≤ En + ∆tT (2.63)para todo j, n no domínio.Conluímos de (2.63) que
En ≤ En−1 + ∆tT

≤ En−2 + 2∆tT...
≤ En−(n−1) + (n − 1)∆tT

≤ E0 + n∆tT.Assim,
En ≤ E0 + n∆tT.Temos da ondição iniial U0

j = u0(xj) que resulta E0 = 0. Logo, En ≤ n∆tT. Eomo n∆t ≤ tF , onlui-se que
En ≤ tFT.Mostramos que om o re�namento das malhas o erro máximo En é sempre limi-tado. Consequentemente, a solução numéria tende a solução exata do problema,desde que a ondição 0 ≤ ν ≤ 1 seja satisfeita. Este resultado é su�iente paraprovar a onvergênia desse esquema de diferença, om a > 0.Para esse exemplo provar a onvergênia não foi uma tarefa tão difíil, porémpara outras EDP's a prova torna-se bem mais trabalhosa. Veremos mais a frenteoutra forma de demonstrar que um esquema é onvergente.



Seção 2.4 · Propriedades dos métodos de diferenças 36Apresentaremos em seguida a propriedade de estabilidade de um esquema dediferenças. O objetivo é enuniar um teorema no qual um esquema onsistente éonvergente se, e somente se, é estável.Os esquemas que tratamos nesse estudo são esquemas de diferenças de dois níveisexplíitos
Un+1 = BUn, n ≤ 0,onde B é um operador linear.De�nição 2.4.4 O esquema de diferença é dito estável, om respeito a norma ‖ · ‖se existem onstantes positivas ∆x0 e ∆t0, e onstantes não negativas K e β taisque

‖Un‖ ≤ Keβt‖U0‖, (2.64)para 0 ≤ t = n∆t, 0 ≤ ∆x ≤ ∆x0 e 0 ≤ ∆t ≤ ∆t0.Segundo Thomas [17℄, �um esquema de diferenças é estável se pequenos erros nasondições iniiais ausam pequenos erros na solução�.Exemplo 2.4 Disussão sobre a estabilidade do esquema
Un+1

j = (1 + ν) Un
j − νUn

j+1 (2.65)para a equação ut + aux = 0, om a < 0.Notamos que
∞

∑

j=−∞

|Un+1
j |2 =

∞
∑

j=−∞

| (1 + ν) Un
j − νUn

j+1|
2

=

∞
∑

j=−∞

(

|1 + ν|2|Un
j |

2 − 2|1 + ν||Un
j ||ν||U

n
j+1| + |ν|2|Un

j+1|
2
)

≤

∞
∑

j=−∞

(

|1 + ν|2|Un
j |

2 + 2|1 + ν||Un
j ||ν||U

n
j+1| + |ν|2|Un

j+1|
2
)



Seção 2.4 · Propriedades dos métodos de diferenças 37pela desigualdade 2ab ≤ a2 + b2 temos
∞

∑

j=−∞

|Un+1
j |2 ≤

∞
∑

j=−∞

(

|1 + ν|2|Un
j |

2 + |1 + ν||ν|
(

|Un
j |

2 + |Un
j+1|

2
)

+ |ν|2|Un
j+1|

2
)

.Através de uma substituição de variável (z = j + 1) podemos onluir que
∞

∑

j=−∞

|Un
j |

2 =
∞

∑

j=−∞

|Un
j+1|

2. (2.66)Portanto, pela relação (2.66)
∞

∑

j=−∞

|Un+1
j |2 ≤

∞
∑

j=−∞

(

|1 + ν|2 + 2|1 + ν||ν| + |ν|2
)

|Un
j |

2

= (|1 + ν| + |ν|)2
∞

∑

j=−∞

|Un
j |

2.

(2.67)Logo,
∞

∑

j=−∞

|Un+1
j | ≤ (|1 + ν| + |ν|)

∞
∑

j=−∞

|Un
j |. (2.68)A expressão aima em termos da norma l2 é

‖Un+1‖2 ≤ ‖B‖‖Un‖2, (2.69)onde ‖U‖2 =

√

√

√

√

∞
∑

j=−∞

|Uj|
2 e ‖B‖ = |1 + ν| + |ν|.Por outro lado,

Un = BUn−1 = B(BUn−2) = · · · = BnU0. (2.70)De (2.70) temos
‖Un+1‖2 ≤ ‖Bn+1‖‖U0‖2, (2.71)omparando a relação (2.71) om a de�nição de estabilidade (2.64), om β = 0, de-vemos enontrar uma onstante K tal que ‖Bn+1‖ ≤ K. Para isso vamos restringir

ν de tal modo que ‖B‖ ≤ 1. Isto implia que
|1 + ν| + |ν| ≤ 1. (2.72)



Seção 2.4 · Propriedades dos métodos de diferenças 38Como por hipótese ν ≤ 0, pois a < 0 temos |ν| = −ν e a relação (2.72) torna-se
|1 + ν| ≤ 1 + ν, (2.73)donde onluímos que ν ≥ −1. Logo, a ondição de estabilidade para o esquemaFTFS para a equação ut + aux = 0 é dada por −1 ≤ ν ≤ 0.Apresentaremos um resultado importante para provar a onvergênia de um es-quema de diferenças, o Teorema de Lax6. Ele relaiona os oneitos de onsistênia,estabilidade e onvergênia para um método de diferenças, num problema bem-posto. Um problema bem-posto tem solução e esta é únia, sem saltos onsideráveisentre as informações e os resultados (estabilidade).Peter D. Lax perebeu que para provar a onvergênia, poderia separar tal de-monstração em duas partes veri�ando primeiramente a onsistênia e, em seguida,a estabilidade de um esquema.Teorema 2.4.5 (Teorema de equivalênia de Lax) Para um esquema de dife-renças �nitas de dois níveis, onsistente, para um problema de valor iniial linearbem-posto, a estabilidade do esquema é ondição neessária e su�iente para a on-vergênia.Este teorema assumiu uma forte in�uênia nas demonstrações de onvergêniapara esquemas de dois níveis, pois a partir dele, riou-se uma outra forma de de-monstrar que um esquema onsistente é onvergente, sendo su�iente provar que eleé estável. A prova desse teorema pode ser enontrada nas referênias [13℄, [14℄ ou[17℄.6O teorema de Lax foi formulado por Peter D. Lax em 1953.



Capítulo 3
Comparações de métodos dediferenças �nitas

Neste apítulo abordaremos os métodos de diferenças �nitas upwind, de Lax�Friedrihs e de Lax�Wendro�. Enfatizaremos o estudo da análise de Fourier paraomparar as soluções numérias obtidas em relação as propriedades de amplitude,dissipação e dispersão de ada um desses métodos.Iniiaremos desrevendo o método upwind e um exemplo que será usado nasseções seguintes omo plataforma de omparação entre os métodos. Por último,apresentaremos outro exemplo que será resolvido om os três métodos e faremosalguns omentários. Para mais detalhes reomenda-se [6℄, [13℄, [14℄ e [17℄.Os exemplos itados nesta seção são da forma da equação de adveção que rees-revemos aqui:
ut + aux = 0, para 0 < x < xJ , t > 0, (3.1)

u(x, 0) = g1(x), para 0 ≤ x ≤ xJ , (3.2)
u(0, t) = g2(t), t ≥ 0, om g1(0) = g2(0). (3.3)39



Seção 3.1 · Método upwind 403.1 Método upwindEstudaremos aqui o método upwind1 para a equação hiperbólia (3.1) e um exem-plo de apliação na resolução numéria de um problema.Vimos na Seção 2.4 que o esquema FTFS é estável, om a < 0, desde que
−1 ≤ ν ≤ 0. E que o esquema FTBS, om a > 0, é estável, ontanto que 0 ≤ ν ≤ 1.Nesse aso, ambos são onvergentes pelo Teorema de Lax.
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a > 0Figura 3.1: Stenil do esquema upwind. Linha traejada representa uma urvaaraterístia.Para onstruir um método que seja estável para a qualquer, usamos os esquemasestáveis FTFS, om a < 0 e FTBS, om a > 0, e de�nimos o método upwind omo:
Un+1

j =











Un
j − ν∆+xU

n
j , se a < 0,

Un
j − ν∆−xU

n
j , se a > 0,

(3.4)onde ν = a
∆t

∆x
. Observe que o esquema aima também pode ser esrito na forma

Un+1
j =











(1 + ν) Un
j − νUn

j+1, se a < 0,

(1 − ν) Un
j + νUn

j−1, se a > 0.

(3.5)1Upwind, do inglês, signi�a �a favor do vento�.



Seção 3.1 · Método upwind 41Pela análise de estabilidade apresentada no Capítulo 2 podemos a�rmar que o es-quema upwind, apliado na equação hiperbólia (3.1), satisfaz a ondição CFL, desdeque ∆t e ∆x satisfaçam a desigualdade |a|∆t ≤ ∆x, ou ainda |ν| ≤ 1, veja Figura3.1.Exemplo 3.1 (Esquema numério) Vamos utilizar o esquema upwind para de-terminar soluções numérias da equação
ut + ux = 0, x ≥ 0, t ≥ 0, (3.6)om a ondição iniial

u(x, 0) =



















10x − 2, se 0.2 ≤ x < 0.3,

4 − 10x, se 0.3 ≤ x ≤ 0.4,

0, se x < 0.2 ou x > 0.4,

(3.7)e a ondição de fronteira
u(0, t) = 0. (3.8)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

eixo x

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

A
m

p
lit

u
d
e

Figura 3.2: Condição iniial do Exemplo 3.1.



Seção 3.2 · Análise de Fourier 42A solução exata de (3.6)�(3.8) é a translação do grá�o da função hapéu (on-dição iniial) para a direita.As soluções numérias serão dadas na região do domínio disretizado [0, 2]×[0, 1].Para resolver numeriamente esse problema utilizamos a rotina upwind implemen-tada no Otave, veja apêndie. Exibiremos três experimentos numérios, obtidosom o emprego dos valores de ∆x e ∆t, apresentados na Tabela 3.1.
∆x ∆t ν0.010 0.010 1.0000.010 0.005 0.5000.020 0.010 0.500Tabela 3.1: Valores de ∆x, ∆t e ν utilizados no Exemplo 3.1.Observe que a ondição CFL é satisfeita em todo os três experimentos, o quenos garante a estabilidade e, portanto, a onvergênia do esquema.Notamos que apesar da onvergênia do esquema há uma perda de amplitude emrelação a solução exata, veja Figura 3.3. Observamos que para os valores de ν = 0.5os resultados numérios foram distintos e que para ∆x = 0.02 e ∆t = 0.010 há umforte amorteimento e uma maior dispersão da solução.Na próxima seção vamos estudar oneitos para justi�ar o omportamento dassoluções numérias apresentadas nesse exemplo.3.2 Análise de FourierNesta seção apresentaremos uma análise de Fourier para os métodos de dife-renças �nitas apliados a equação hiperbólia (3.1). Estudaremos a dissipação e adispersão de um esquema. E ainda, abordaremos a ondição de von Neumann paraestabilidade de um esquema.
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t = 0.0s t = 1.0st = 0.5s

Figura 3.3: Solução numéria de (3.6)�(3.8) usando o esquema upwind em t = 0.0s,
t = 0.5s e t = 1.0s. (Linha traejada: Solução obtida para ∆x = 0.01, ∆t = 0.01;ontínua: Solução obtida para ∆x = 0.01, ∆t = 0.005; pontilhada: Solução obtida para
∆x = 0.02, ∆t = 0.01.)3.2.1 Análise da equação diferenialDevido as equações hiperbólias desreverem fen�menos de propagação de umaonda, a análise de Fourier se transforma numa ferramenta e�az para o estudo demétodos de diferenças para estas equações.Veja que o modo de Fourier

v(x, t) = ei(kx+ωt) (3.9)é a solução da equação diferenial (3.1). De fato, determinando as derivadas pariais
vt e vx temos

∂v

∂t
= ωv(x, t)i e ∂v

∂x
= kv(x, t)i. (3.10)



Seção 3.2 · Análise de Fourier 44Substituindo as expressões aima em (3.1), obtemos
ut + aux = i (ω + ak) v(x, t) = 0 (3.11)dado que ω e k satisfaçam a expressão

ω = −ak, (3.12)onheida omo relação de dispersão.O modo de Fourier (3.9) desreve uma onda propagando-se no espaço. As quan-tidades ω e k são interpretadas omo a freqüênia angular e o número de onda,respetivamente. A grandeza kx + ωt é denominada de fase, medida em radianos.Observamos que para o modo de Fourier, a fase no tempo t + ∆t é dada por
kx + ω(t + ∆t). Isso signi�a, que num passo de tempo ∆t, a alteração na fase é de
ω∆t = −ak∆t.Repare também que o modo de Fourier não sofre alteração em sua amplitude umavez que |ei(kx+ωt)| = 1. Nesse aso, dizemos que a equação (3.1) é não dissipativa.Quando oorre a dissipação das soluções há uma diminuição da amplitude da urvatambém denominada de amorteimento. Assim, dizemos que o modo (3.9) é nãoamorteido.A veloidade da onda é a veloidade om que um ponto se desloa na onda, talque a fase permaneça onstante. Isso implia

kx + ωt = c, (3.13)onde c é uma onstante arbitrária.Observe que derivando (3.13) em relação ao tempo t temos
k
dx

dt
+ ω = 0 ⇒

dx

dt
= −

ω

k
. (3.14)Assim, a veloidade da onda é dada por −ω

k
.



Seção 3.2 · Análise de Fourier 45Quando o modo de Fourier de diferentes números de onda k se propagam omdiferentes veloidades dizemos que há dispersão das soluções da equação diferenial.Para a equação hiperbólia do nosso exemplo, o modo (3.9) é não dispersivo, pois
−

ω

k
= a é onstante.Para simpli�ar usando a relação de dispersão (3.12) a solução de (3.9) torna-se

u(x, t) = eik(x−at). (3.15)3.2.2 Análise do esquema numérioNesta seção estudaremos um modo de Fourier solução do esquema FTBS naequação (3.1).O modo de Fourier2
Un

j = λneik(j∆x), (3.16)onde λ omplexo, é uma solução do esquema FTBS [

Un+1
j = (1 − ν) Un

j + νUn
j−1

],
a > 0, para (3.1), desde que

λn+1eik(j∆x) = (1 − ν) λneik(j∆x) + νλneik((j−1)∆x),que implia em
λ = 1 − ν + νe−ik∆x. (3.17)O número λ depende de k e, por isso, esrevemos λ = λ(k).Tomando ξ = k∆x podemos esrever λ em função de ξ, ou seja,
λ(ξ) = 1 − ν + νe−iξ. 2O valor de n do lado esquerdo de (3.16) representa o passo no nível n do tempo, enquanto dolado direito representa a n-ésima potênia de λ.
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Un+1

j = λUn
j . (3.18)O número λ(k) é hamado de fator de ampli�ação do modo, pois representaa razão om que a amplitude da solução do esquema aumenta ou diminui quandoavançamos um passo no tempo.Já veri�amos que esse esquema é onsistente e estável e, portanto, onvergente,ontanto que

0 ≤ ν ≤ 1. (3.19)Observe que manipulando a desigualdade aima obtemos
1 − 4ν sin2 ξ

2
≤ 1 + 4ν(ν − 1) sin2 ξ

2
≤ 1. (3.20)Donde podemos onluir

1 − 4ν(1 − ν) sin2 ξ

2
≤ 1. (3.21)Por outro lado,

|λ(k)|2 = [(1 − ν) + ν cos ξ]2 + [ν sin ξ]2 = 1 − 2ν(1 − ν)(1 − cos ξ). (3.22)Usando a identidade 1 − cos θ = 2 sin2 θ

2
em (3.22), enontramos

|λ(k)|2 = 1 − 4ν(1 − ν) sin2 ξ

2
. (3.23)Das expressões (3.21) e (3.23) onluímos que

|λ(k)|2 ≤ 1.Então, 0 ≤ ν ≤ 1 implia que |λ(k)| ≤ 1, para todo k.O mesmo modo de Fourier (3.16) satisfaz o esquema FTFS, om a < 0, desdeque
λ(k) = 1 + ν − νe−ik∆x (3.24)



Seção 3.2 · Análise de Fourier 47e seja válida a ondição |λ| ≤ 1 para que o esquema seja estável.O enuniado que veremos agora nos fornee uma outra forma de veri�ar aestabilidade de um esquema de diferenças.Teorema 3.2.1 Um esquema de diferenças �nitas (om oe�ientes onstantes) éestável, se existem onstantes positivas ∆t0 e ∆x0 tais que
|λ(k)| ≤ 1, (3.25)para todo 0 ≤ ∆t ≤ ∆t0 e 0 ≤ ∆x ≤ ∆x0.Uma onsequênia do teorema é que a estabilidade de um esquema de diferençasse reduz a análise do fator de ampli�ação. A relação (3.25) é onheida omoondição de von Neumann3. A demonstração pode ser vista no livro do Thomas[17℄.Pela expressão (3.18), o módulo de λ nos mostra o quanto a amplitude (amor-teimento) da onda se altera no tempo t. Por outro lado, o argumento de λ noesquema é igual a fase para o modo de Fourier (3.16) e, assim, ele nos informa sobrea frequênia que a onda se propaga. Portanto, vamos estudar e analisar o módulo eo argumento de λ de alguns métodos de diferenças �nitas.Note que o modo Un

j = λneik(j∆x), om a > 0, satisfaz o esquema upwind desdeque λ = 1 − ν + νe−ik∆x. Isto nos leva a |λ(k)|2 = 1 − 4ν(1 − ν) sin2 ξ

2
. Nesse aso,observamos que quando ν 6= 1 implia que |λ| < 1, a amplitude é alterada, e o modoé onsiderado amorteido. Somente no aso de ν = 1 em que |λ| = 1 o modo é nãoamorteido.Por outro lado, o argumento de λ é dado por

arg λ = tan−1

[

−ν sin ξ

1 − ν + ν cos ξ

]

= − tan−1

[

ν sin ξ

1 − ν + ν cos ξ

]

. (3.26)3O estudo de estabilidade de um esquema om o teorema (3.2.1) é hamado de análise de vonNeumann.



Seção 3.2 · Análise de Fourier 48Estamos interessados em avaliar arg λ quando ξ é pequeno, para mostrar omoesses modos podem ser aproximados sobre a malha de pontos. Para isto será útil oseguinte resultado apresentado em p. 97 de [13℄:Lema 3.2.2 Se q possui uma expansão em potênias de p da forma
q ∼ c1p + c2p

2 + c3p
3 + c4p

4 + · · ·quando p → 0, então
tan−1 q ∼ c1p + c2p

2 + (c3 −
1

3
c3
1)p

3 + (c4 − c2
1c2)p

4 + · · · .De fato, a hipótese p → 0 garante o uso da série
tan−1 x = x −

x3

3
+

x5

5
−

x7

7
+ · · · para −1 < x < 1. (3.27)Assim,

tan−1 q ∼
(

c1p + c2p
2 + c3p

3 + · · ·
)

−
1

3

(

c1p + c2p
2 + c3p

3 + · · ·
)3

+ · · · . (3.28)Utilizamos o bin�mio de Newton em (3.28) e enontramos
tan−1 q ∼ c1p+c2p

2+(c3−
1

3
c3
1)p

3+(c4−c2
1c2)p

4+(c5−c2
1c3−c1c

2
2+

1

5
c5
1)p

5+· · · . (3.29)Vamos agora determinar o argumento de λ. Para isso usaremos as séries
sin x = x −

x3

3!
+

x5

5!
−

x7

7!
+ · · · e cos x = 1 −

x2

2!
+

x4

4!
−

x6

6!
+ · · ·para todo x real. Logo,

arg λ = − tan−1









ν

(

ξ −
ξ3

3!
+

ξ5

5!
−

ξ7

7!
+ · · ·

)

1 − ν

(

ξ2

2!
−

ξ4

4!
+

ξ6

6!
− · · ·

)









. (3.30)
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1

1 − x
= 1 + x + x2 + x3 + x4 + · · · , para |x| < 1, (3.31)faz om que (3.30) seja esrito omo segue,

arg λ = − tan−1

[

νξ −
1

6
ν(1 − 3ν)ξ3 +

1

120
ν(1 − 15ν + 30ν2)ξ5 + · · ·

]

. (3.32)Para ξ → 0 apliamos o Lema 3.2.2 em (3.32) e enontramos
arg λ = −νξ[1 −

1

6
(1 − ν)(1 − 2ν)ξ2 −

1

120
(1 − ν)(1 − 2ν)(12ν2 − 12ν + 1)ξ4+

+ · · · ]. (3.33)O módulo (3.23) e o argumento (3.33) do fator de ampli�ação nos fazem onluirsobre o método upwind que: quando ν = 1 temos |λ| = 1 e arg λ ∼ −νξ que implia asolução numéria não apresenta dissipação, nem dispersão, nos dando a solução maispróxima do modo (3.9); para qualquer outro valor de ν aeitável, tal que |λ| ≤ 1, oesquema possui um erro de amplitude, que de (3.23), é da ordem ξ2, num passo dotempo; já o erro de fase relativo ao observar (3.33), é da ordem de ξ2, sendo que osinal depende do valor de ν; observa-se ainda que esse erro vai evanesendo quando
ν =

1

2

(

arg λ ∼ −
1

2
ξ

).Vamos retornar ao Exemplo 3.1 para analisar o omportamento da solução nu-méria, quanto à dissipação e dispersão enontradas om o esquema upwind.Determinamos os valores de |λ| e arg λ para os dados da Tabela 3.1 e enontramos
0 < |λ∆x0.02| < |λ∆x0.01| < 1 e |argλ0.02| > |argλ0.01|.Os resultados on�rmam que:

• Quando ν é onstante, quanto mais próximo de 1 estiver o módulo de λ, menorserá a dissipação;
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• Quando ν é onstante, quanto maior o valor do argumento de λ maior é adispersão.Vamos ontinuar resolvendo o Exemplo 3.1 para os valores da Tabela 3.2.

∆x ∆t ν |λ|2 arg λ0.01 0.002 0.20 1 − 0.64 sin2 ξ
2 −0.2ξ

(

1 − 0.08ξ2 + · · ·
)0.01 0.005 0.50 1 − sin2 ξ

2 −0.5ξ0.01 0.010 1.00 1 −ξTabela 3.2: Valores de ∆x, ∆t, ν, |λ|2 e arg λ utilizados no Exemplo 3.1 para o esquemaupwind.Observando os dados na Tabela 3.2 e os resultados na Figura 3.4, podemosa�rmar que:
• Quando ν = 1, a solução numéria está mais próxima da solução exata;
• Quanto mais próximo de 1 estiver o módulo de λ, menor será o amorteimentoe a dissipação;
• Quanto maior o valor do argumento de λ, maior é a dispersão.

3.3 Método de Lax�FriedrihsAqui trataremos do método de Lax�Friedrihs apresentando sua fórmula de di-ferenças. Resolveremos o Exemplo 3.1 para este método e faremos a análise deFourier.O esquema de diferenças �nitas Lax�Friedrihs foi desenvolvido por Peter DavidLax e Kurt Otto Friedrihs e onsiste em disretizar a equação diferenial parial



Seção 3.3 · Método de Lax�Friedrihs 51

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8

eixo x

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

A
m

p
lit

u
d
e

t = 0.0s t = 1.0st = 0.5s

Figura 3.4: Solução numéria de (3.6)�(3.8) usando o esquema upwind em t = 0.0s,
t = 0.5s e t = 1.0s. (Linha traejada: solução obtida para ∆t = 0.010, ν = 1.0; ontínua:solução obtida para ∆t = 0.005, ν = 0.5; pontilhada: solução obtida para ∆t = 0.002,
ν = 0.2.)om uma diferença avançada no tempo, usando a média para determinar Un

j , e umadiferença entrada no espaço, ver Figura 3.5. Assim, desenvolvemos a aproximaçãopara a equação (3.1) obtendo
Un+1

j − Ũn
j

∆t
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2∆x
= 0, (3.34)onde Ũn

j ≡
Un

j−1 + Un
j+1

2
. Manipulando a equação de diferença anterior, temos

Un+1
j =

1

2
(1 + ν)Un

j−1 +
1

2
(1 − ν)Un

j+1, (3.35)om erro da ordem de ∆t + ∆x2.
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t

n

xj−1 j j+1

n+1

Figura 3.5: Stenil do esquema de Lax�Friedrihs om os pontos (xj−1, tn), (xj+1, tn) e
(xj , tn+1). Linha traejada representa uma urva araterístia.Vamos alular os valores do módulo e do argumento de λ, para interpretaratravés da análise de Fourier a aproximação numéria obtida pelo método.Da mesma forma que deduzimos algebriamente a ondição CFL para o métodoupwind, determinamos que no esquema de Lax�Friedrihs a ondição é |ν| ≤ 1.O modo de Fourier (3.16) satisfaz o esquema numério, então o fator de ampli-�ação neessário no estudo da estabilidade é dado por

λ =
1

2
(1 − ν)eiξ +

1

2
(1 + ν)e−iξ

= cos ξ − iν sin ξ.

(3.36)Logo, o módulo de λ é dado por
|λ|2 = cos2 ξ + ν2 sin2 ξ

= 1 − (1 − ν2) sin2 ξ.
(3.37)Para que o esquema seja estável devemos ter |λ| ≤ 1, ou seja,

1 − (1 − ν2) sin2 ξ ≤ 1 ⇒ (1 − ν2) sin2 ξ ≥ 0. (3.38)Como sin2 ξ ≥ 0, temos que a desigualdade anterior implia que
(1 − ν2) ≥ 0 ⇒ |ν| ≤ 1. (3.39)



Seção 3.3 · Método de Lax�Friedrihs 53Assim, a ondição de estabilidade desse esquema é |ν| ≤ 1, que também atende aondição CFL. Portanto, pelo teorema de Lax, se |ν| ≤ 1 este esquema é onvergente.Vamos determinar o valor do argumento de λ. Veja que
arg λ = − tan−1

[

ν sin ξ

cos ξ

]

, (3.40)
ν sin ξ

cos ξ
=

ν

(

ξ −
ξ3

6
+ · · ·

)

1 −

(

ξ2

2
−

ξ4

24
+ · · ·

)

= ν

(

ξ −
ξ3

6
+ · · ·

) [

1 +

(

ξ2

2
−

ξ4

24
+ · · ·

)

+ · · ·

]

= νξ +
1

3
νξ3 + · · · .

(3.41)
Logo, apliamos o Lema 3.2.2 em (3.40) e obtemos

arg λ = −νξ −

(

1

3
ν −

1

3
ν3

)

ξ3 − · · ·

= −νξ

[

1 +
1

3
(1 − ν)(1 + ν)ξ2 + · · ·

]

.

(3.42)Vamos omentar o método Lax�Friedrihs baseado nas informações do fator deampli�ação λ.Em relação ao |λ|, para o mesmo ν, temos que o do esquema upwind está maispróximo de 1 que o módulo de Lax�Friedrihs, om ξ pequeno. Isso pressupõeque esse esquema é mais amorteido. Por outro lado, para ξ pequeno, temos que
| arg λupwind| ≤ | arg λLax−Friedrichs|. Essa omparação nos faz pensar que a dispersãoé maior, para um mesmo tempo, no esquema Lax�Friedrihs.Os omentários aima são on�rmados através das aproximações numérias doExemplo 3.1, apresentadas nas Figuras 3.4 e 3.6.As soluções para o Exemplo 3.1, apliado ao método Lax�Friedrihs, foram de-terminadas om os dados da Tabela 3.3.
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∆x ∆t ν |λ|2 arg λ0.01 0.002 0.20 1 − 0.96 sin2 ξ −0.2ξ

(

1 + 0.32ξ2 + · · ·
)0.01 0.005 0.50 1 − 0.75 sin2 ξ −0.5ξ

(

1 + 0.25ξ2 + · · ·
)0.01 0.010 1.00 1 −ξTabela 3.3: Valores de ∆x, ∆t, ν, |λ|2 e arg λ utilizados no Exemplo 3.1 para o esquemade Lax�Friedrihs.
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Figura 3.6: Solução numéria de (3.6)�(3.8) usando o esquema Lax�Friedrihs em t = 0.0s,
t = 0.5s e t = 1.0s. (Linha traejada: solução obtida para ∆t = 0.010, ν = 1.0; ontínua:solução obtida para ∆t = 0.005, ν = 0.5; pontilhada: solução obtida para ∆t = 0.002,
ν = 0.2.)



Seção 3.4 · Método de Lax�Wendro� 553.4 Método de Lax�Wendro�Nesta seção apresentaremos o esquema Lax�Wendro�, bem omo analisaremosas ondições de estabilidade, dispersão e dissipação desse esquema através da soluçãonuméria do Exemplo 3.1.A Figura 3.7 apresenta os pontos A, B e C que servirão para aproximar o valorde US ≡ UP .No esquema upwind, US era aproximado interpolando-se linearmente UA e UB.No método de Lax�Wendro�, US é aproximado por uma interpolação quadrátia,utilizando-se UA, UB e UC , ver Figura 3.7, onde enontramos a fórmula
Un+1

j =
1

2
ν(1 + ν)Un

j−1 + (1 − ν2)Un
j −

1

2
ν(1 − ν)Un

j+1. (3.43)
t

n

xj−1 j j+1

n+1

C

S

P

A B

Figura 3.7: Stenil do Esquema de Lax�Wendro� om representação dos pontos
A(xj−1, tn), B(xj, tn), C(xj+1, tn) e P (xj , tn+1).Este esquema foi estudado e apliado pela primeira vez em 1960, por PeterDavid Lax e Burton Wendro�, em aproximações de leis de onservação om equaçõeshiperbólias [12℄. Ele também pode ser obtido através da expansão de Taylor em
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u(xj , tn+1) = u(xj , tn) + ∆tut(xj , tn) +
∆t2

2!
utt(xj, tn) + · · · . (3.44)Substituindo ut = −aux e utt = a2uxx, obtemos

u(xj, tn+1) = u(xj , tn) − a∆tux(xj, tn) + a2 ∆t2

2!
uxx(xj , tn) + · · · . (3.45)Aproximando ux por uma diferença entrada om passo 2∆x,

ux(xj , tn) ≈
Un

j+1 − Un
j

2∆x
,e uxx por uma diferença de segunda ordem,

uxx(xj , tn) ≈
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

∆x2
,obtemos o método de Lax�Wendro�

Un+1
j = Un

j − a∆t
Un

j+1 − Un
j−1

2∆x
+ a2 ∆t2

2!

(

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

∆x2

) (3.46)ou
Un+1

j =
1

2
ν(1 + ν)Un

j−1 + (1 − ν2)Un
j −

1

2
ν(1 − ν)Un

j+1, (3.47)om erro da ordem de ∆t2 + ∆x2.Vamos realizar a análise de Fourier deste esquema. Substituindo o modo deFourier Un
j = λneijξ em (3.47), temos

λ =
1

2
ν(1 + ν)e−iξ + (1 − ν2) −

1

2
ν(1 − ν)eiξ

=
1

2
ν(1 + ν)(cos ξ − i sin ξ) + (1 − ν2) −

1

2
ν(1 − ν)(cos ξ + i sin ξ)

= (1 − ν2 + ν2 cos ξ) − iν sin ξ

= 1 − 2ν2 sin2 ξ

2
− iν sin ξ.

(3.48)



Seção 3.4 · Método de Lax�Wendro� 57Para analisar a estabilidade desse esquema alulamos o módulo de λ

|λ|2 =
[

1 − 2ν2 sin2
(

ξ

2

)]2
+ [ν sin ξ]2

= 1 + 4ν4 sin4
(

ξ

2

)

− 4ν2 sin2
(

ξ

2

)

+ 4ν2 sin2
(

ξ

2

)

cos2
(

ξ

2

)

= 1 − 4ν2(1 − ν2) sin4
(

ξ

2

)

.

(3.49)Para garantir que o esquema é estável podemos impor que |λ(k)| ≤ 1, ou seja,
0 ≤ 1 − 4ν2(1 − ν2) sin4 ξ

2
≤ 1, (3.50)que implia em

0 ≤ 4ν2(1 − ν2) sin4 ξ

2
≤ 1. (3.51)A resolução de (3.51) nos dá (1 − ν2) ≥ 0, donde onluímos |ν| ≤ 1. Esseresultado abrange todo o intervalo permitido pela ondição CFL para a onvergêniadesse esquema.Outra informação importante sobre o esquema é dada pelo argumento de λ quedeterminamos omo sendo

arg λ = − tan−1

[

ν sin ξ

1 − ν2 + ν2 cos ξ

]

. (3.52)Utilizando as séries sin x e cos x temos
ν sin ξ

1 − ν2 + ν2 cos ξ
∼

ν
(

ξ − ξ3

3!
+ · · ·

)

1 − ν2
(

ξ2

2!
− ξ4

4!
+ · · ·

)

= ν
(

ξ − ξ3

3!
+ · · ·

)

1

1−ν2

“

ξ2

2!
−

ξ4

4!
+···

”

= ν
(

ξ − ξ3

6
+ · · ·

)(

1 + ν2
(

ξ2

2
− ξ4

24
+ · · ·

)

+ · · ·
)

= νξ +

(

ν3

2
−

ν

6

)

ξ3 + · · · .

(3.53)
Pelo Lema (3.2.2) em (3.52) enontramos

arg λ = −νξ

[

1 −
1

6
(1 − ν)(1 + ν)ξ2 + · · ·

]

. (3.54)



Seção 3.4 · Método de Lax�Wendro� 58Exeto quando ν = 1, onde |λ| = 1 e arg λ ∼ −νξ, que nos dá a solução domodo de Fourier, podemos a�rmar que para −1 ≤ ν ≤ 1: o módulo de λ, de (3.49),reesrito na forma
|λ|2 = 1 − 4ν2(1 − ν2)(

1

16
ξ4 −

1

2
ξ3ξ̃ +

3

2
ξ2ξ̃2 − 2ξξ̃3 + ξ̃4),onde ξ̃ = ξ3

8.3!
− ξ5

32.5!
+ · · · , nos mostra que o erro de amplitude, num passo dotempo, é da ordem de ξ4, om ξ pequeno; em relação aos esquemas upwind e deLax�Friedrihs pressupõe-se que a dissipação da solução numéria é menor no Lax�Wendro�; o argumento de λ, de (3.54), nos diz que o erro de dispersão é da ordemde ξ2.Agora vamos resolver o Exemplo 3.1 om o esquema de Lax�Wendro� utilizandoos valores da Tabela 3.4.

∆x ∆t ν |λ|2 arg λ0.01 0.002 0.20 1 − 0.1532 sin4 ξ
2 −0.2ξ

(

1 − 0.16ξ2 + · · ·
)0.01 0.005 0.50 1 − 0.75 sin4 ξ

2 −0.5ξ
(

1 − 0.125ξ2 + · · ·
)0.01 0.010 1.00 1 −ξTabela 3.4: Valores de ∆x, ∆t, ν, |λ|2 e arg λ utilizados no Exemplo 3.1 om o esquemade Lax�Wendro�.As soluções numérias em relação ao método de Lax�Wendro� são apresentadasna Figura 3.8. Aproveitamos para desrever algumas observações:

• Se ν = 1, então a solução numéria está mais próxima da solução exata;
• Quando ν é onstante, quanto mais próximo de 1 estiver o módulo de λ menorserá a perda de amplitude e a dissipação;
• Quando ν é onstante, quanto maior o valor do argumento de λ maior é adispersão;
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• A dissipação da soluções é menor no esquema de Lax�Wendro� do que nosoutros dois esquemas.
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Figura 3.8: Solução numéria de (3.6)�(3.8) usando o esquema Lax�Wendro� em t = 0.0s,
t = 0.5s e t = 1.0s. (Linha traejada: solução obtida para ∆t = 0.010, ν = 1.0; ontínua:solução obtida para ∆t = 0.005, ν = 0.5; pontilhada: solução obtida para ∆t = 0.002,
ν = 0.2.)
3.5 Comparação de métodos de diferenças �nitasNosso objetivo nesta seção é resolver numeriamente um exemplo apliando osmétodos de diferenças upwind, de Lax�Friedrihs e de Lax�Wendro� e omparando-os baseados na análise de Fourier.Pela análise de Fourier u(x, t) = ei(kx+ωt) é solução de (3.1), a > 0, desde que
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ω = −ak. A amplitude não é amorteida e a ada passo do tempo a fase é alteradapor −ak∆t. Já a solução numéria é dada pelo modo de Fourier Un

j = λneik(j∆x),onde λ é função de k, ∆x e ∆t. Em um passo do tempo o modo é multipliado por
λ. Segundo a ondição de von Neumann, se λ < 1 o modo é amorteido e estável.Para os métodos estudados neste apítulo foram alulados os valores de |λ|2 e
arg λ que estão resumidos na Tabela 3.5.

|λ|2 arg λUpwind 1 − 4ν(1 − ν) sin2 ξ
2 −νξ[1 − 1

6(1 − ν)(1 − 2ν)ξ2 + · · · ]Lax�Friedrihs 1 − (1 − ν)(1 + ν) sin2 ξ −νξ[1 + 1
3 (1 − ν)(1 + ν)ξ2 + · · · ]Lax�Wendro� 1 − 4ν2(1 − ν)(1 + ν) sin4 ξ

2 −νξ[1 − 1
6 (1 − ν)(1 + ν)ξ2 + · · · ]Tabela 3.5: Valores de |λ|2 e arg λ para os métodos upwind, Lax�Friedrihs e Lax�Wendro�.Estudaremos agora um exemplo de uma equação de adveção onde a ondiçãoiniial é derivável em todos os seus pontos.Exemplo 3.2 (Função suave) O problema em questão é soluionar numeria-mente a equação

ut + 0.5ux = 0, x ≥ 0, t ≥ 0, (3.55)om a ondição iniial
u(x, 0) = exp

[

−11(5x − 1.1)2
] (3.56)e a ondição de ontorno

u(0, t) = 0. (3.57)A solução exata de (3.55)�(3.57), veja Figura 3.10, é dada pela função
u(x, t) = exp

[

−11(5x − 2.5t − 1.1)2
]

. (3.58)



Seção 3.5 · Comparação de métodos de diferenças �nitas 61Tal solução é a translação para a direita do grá�o da função dada na ondiçãoiniial, Figura 3.9.
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u(x,0)=exp(-11(5x-1.1)²)

Figura 3.9: Condição iniial do Exemplo 3.2.Primeiramente, nota-se que as ondições de estabilidade, nesse aso, −1 ≤ ν ≤ 1são satisfeitas para os três métodos. Logo, as soluções onvergem para a soluçãoexata.Três experimentos numérios, para ada método estudado, foram realizados uti-lizando os valores dados na Tabela 3.6, na região [0, 2] × [0, 2].As Figuras 3.11, 3.12 e 3.13 representam as soluções obtidas, respetivamente,pelos esquemas upwind, de Lax�Friedrihs e de Lax�Wendro�, onde onstatamos:
• A perda de amplitude e a dissipação são menores no esquema Lax�Wendro�isso se justi�a pela ordem de erro, ξ4, do módulo do seu fator de ampli�ação,quando ξ é pequeno, enquanto do upwind e Lax�Friedrihs é da ordem de ξ2;
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Figura 3.10: Solução exata do Exemplo 3.2.
∆x ∆t ν0.005 0.0025 0.250.005 0.005 0.500.005 0.010 1.0Tabela 3.6: Valores de ∆x, ∆t e ν utilizados no Exemplo 3.2.
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• Para ν onstante, em ada passo do tempo a dispersão é maior no esquemaLax�Friedrihs, quando ξ é pequeno. Isso se on�rma pelo valor do argumentode seu fator de ampli�ação em relação aos outros dois esquemas.
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Figura 3.11: Solução numéria do Exemplo 3.2 usando o esquema upwind em 0.0s, 0.5se 1.0s. (Linha traejada: solução obtida para ∆x = 0.005 e ∆t = 0.01; ontínua: soluçãoobtida para ∆x = 0.005 e ∆t = 0.005; pontilhada: solução para ∆x = 0.005 e ∆t =

0.0025.)As Figuras 3.14 e 3.15 mostram os grá�os de |λ| em função de ξ, onde 0 ≤ ξ ≤
π

2
,dos quais podemos a�rmar, em relação a perda de amplitude, que:

• a perda é menor para o método Lax�Wendro�, seguido do método upwind;
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Figura 3.12: Solução numéria do Exemplo 3.2 usando o esquema Lax�Friedrihs em0.0s, 0.5s e 1.0s. (Linha traejada: solução obtida para ∆x = 0.005 e ∆t = 0.01; ontínua:solução obtida para ∆x = 0.005 e ∆t = 0.005; pontilhada: solução para ∆x = 0.005 e
∆t = 0.0025.)
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Figura 3.13: Solução numéria do Exemplo 3.2 usando o esquema Lax�Wendro� em 0.0s,0.5s e 1.0s. (Linha traejada: solução obtida para ∆x = 0.005 e ∆t = 0.01; ontínua:solução obtida para ∆x = 0.005 e ∆t = 0.005; pontilhada: solução para ∆x = 0.005 e
∆t = 0.0025.)
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• a perda é maior no Lax�Friedrihs para ν = 0.2 ;
• quão próximo ν está de 1, mais o valor do módulo de λ se aproxima da soluçãoexata.A grandeza dada pela razão arg λ

νξ
é hamada de fase relativa. Ela tambémé uma medida utilizada para analisar o erro numério do esquema. Através dasFiguras 3.16 e 3.17 ilustramos a fase relativa que mostra que o esquema upwindpossui o menor erro de dispersão dos três métodos, isso é on�rmado nas soluçõesnumérias do exemplo. Todavia, esse método apresenta um amorteimento muitoforte omparado ao método de Lax�Wendro�. Essas análises são importantes nadeisão de qual método esolher na aproximação do problema.Para �nalizar, as omparações mostram que o método de Lax�Wendro� forneeas melhores aproximações para o problema. Essa a�rmação está baseada na análisede Fourier, mais preisamente, nos valores de |λ| e arg λ.É importante frisar que se optarmos por resolver um problema numeriamente,devemos onsiderar todas as hipóteses e araterístias que o envolvem. Além disso,preisamos trabalhar om vários métodos para veri�ar quais terão os melhoresresultados.
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Figura 3.14: Grá�o de |λ| em função de ξ para ν = 0.2. (Linha traejada: Lax�Wendro�;ontínua: upwind; pontilhada: Lax�Friedrihs.)
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Figura 3.15: Grá�os de |λ| em função de ξ, para ν = 0.5. (Linha traejada: Lax�Wendro�; ontínua: upwind; pontilhada: Lax�Friedrihs.)
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Figura 3.16: Grá�o de arg λ

−νξ
em função de ξ para ν = 0.2. (Linha traejada: Lax�Wendro�; ontínua: upwind; pontilhada: Lax�Friedrihs.)
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Figura 3.17: Grá�o de arg λ

−νξ
em função de ξ para ν = 0.5. (Linha traejada: Lax�Wendro�; ontínua: upwind; pontilhada: Lax�Friedrihs.)



Conlusão
Neste trabalho abordamos métodos de diferenças �nitas para equações hiper-bólias de primeira ordem. Estudamos as propriedades de três métodos lássios,upwind, de Lax�Friedrihs e de Lax�Wendro� e as exempli�amos através de testesnumérios.No Capítulo 1, vimos exemplos sobre o transporte de partíulas e o �uxo detráfego, ambos modelados por uma equação hiperbólia. Assim, a solução dessaequação pode apresentar respostas a problemas de fen�menos diferentes, mas omaraterístias semelhantes.No Capítulo 2, mostramos através de um problema, uma equação do transporte,as etapas de onstrução do método de diferenças �nitas e o resolvemos numeri-amente. Caraterizamos os métodos explíitos e implíitos. Ao apresentarmos aondição CFL, deduzimos a desigualdade |a|

∆t

∆x
≤ 1 omo sendo a ondição ne-essária para que os esquemas de diferenças �nitas estudados neste trabalho sejamonvergentes. Mostramos as ondições neessárias para que os esquemas de diferen-ças FTFS e FTBS sejam estáveis. Vimos ainda que o Teorema de Lax é uma outraforma de mostrar a onvergênia de um esquema onsistente.Notamos que através da análise de von Neumann, vista no Capítulo 3, paraestudar a estabilidade de um esquema, basta avaliar o valor de |λ|. E perebemosque para um esquema de diferenças �nitas ser estável, devemos ter |λ| ≤ 1.69



Conlusão 70No Capítulo 3, estudamos a análise de Fourier onde vimos que o estudo numériode um esquema de diferenças �ou resumido na observação dos valores do móduloe do argumento do fator de ampli�ação, pois estes nos forneem informações sobreos fen�menos de dissipação e dispersão numa aproximação numéria.Fizemos um estudo dos métodos upwind, de Lax�Friedrihs e de Lax�Wendro�onde apresentamos as ondições de onvergênia desses esquemas e os valores de |λ|e arg λ para ada um deles. Como esse valores dependem das variáveis ∆t, ∆x e ξ,as análises foram realizadas admitindo uma ou outra variável onstante. Resolvemosnumeriamente um exemplo para equação ut +aux = 0, a onstante, om a ondiçãoCFL satisfeita, onde onstatamos que: quando ν é onstante, quanto mais próximode 1 estiver o módulo de λ menor será a perda de amplitude e a dissipação; quando νé onstante, quanto maior o valor do argumento de λ maior é a dispersão; se ν = 1,então a solução numéria é mais próxima da solução exata.Comparamos os métodos upwind, de Lax�Friedrihs e de Lax�Wendro� atravésda análise de Fourier, quanto a dissipação e a dispersão das soluções numériasobtidas, ao resolver um problema modelado por uma equação de adveção.Embora o método upwind apresente a menor dispersão, a sua perda de amplitudeé grande em relação ao método Lax�Wendro�, que apresenta a menor dissipação dassoluções. Além disso, as maiores dissipação e dispersão foram enontradas no métodode Lax�Friedrihs. Assim, as melhores aproximações foram feitas pelo método deLax�Wendro�.As aproximações numérias feitas om os três métodos também são justi�adaspelos grá�os de |λ| e arg λ

−νξ
em função de ξ, onde onfrontamos os erros de amplitudee de dispersão, para ξ pequeno. Veri�amos que quanto mais próximo de 1 estivero módulo de λ e a fase relativa, reduz-se os efeitos da dissipação e dispersão dassoluções.



Conlusão 71Firmamos de�nitivamente que ao optarmos por resolver um problema numeria-mente, preisamos analisar várias araterístias dos métodos, pois ada um delesapresentará vantagens e desvantagens. Assim sendo, uma análise de qual ou quaisesquemas trabalhar, indiará ertamente os melhores resultados numérios.As simulações e os grá�os foram desenvolvidos nos programas Otave e Grae.Mediante a experiênia neste trabalho, somada a nossa atividade doente, a�rmamosque o uso desses reursos auxiliam o proesso ensino-aprendizagem, desde que hajauma orientação adequada.Finalmente, sugerimos para ontinuidade deste trabalho um estudo dos métodosde diferenças para leis de onservação. Isso se justi�a pela relação destas om asequações difereniais estudadas e pelos vários fen�menos modelados por essas leis.
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Apêndie
Apresentamos as rotinas utilizadas no Otave para gerar as soluções numériasdos exemplos �Esquema FTFS�, �Esquema numério� e �Função suave�, respetiva-mente, nas páginas 24, 41 e 60 deste trabalho.�Esquema FTFS�Condição iniialfuntion U0 = initialA(dx,x1,x2,x3,xf)x=0:dx:xf;nx=length(x);i1=floor(x1/dx)+1;i2=floor(x2/dx)+1;i3=floor(x3/dx)+1;U0=zeros(1,nx)U0(i1:i2)=5*x(i1:i2)-3U0(i2:i3)=4-5*x(i2:i3)endfuntionCondição de ontornofuntion UC = ontour(dt,tf)nt=floor(tf/dt)+1; 74



Apêndie 75UC=zeros(1,nt-1)endfuntionSolução numériafuntion [U,x,t,nt℄ = ftfs(dx,dt,xf,tf,a,i,)x=0:dx:xf;t=0:dt:tf;nx=length(x);nt=length(t);v=a*dt/dx;U=zeros(nt,nx);U(1,:)=i;U(2:nt,nx)=;for i=1:nt-1U(i+1,1:nx-1) = (1+v)*U(i,1:nx-1)-v*U(i,2:nx);endforendfuntion�Esquema numério�Condição iniialfuntion U0 = initialB(dx,x1,x2,x3,xf)x=0:dx:xf;nx=length(x);i1=floor(x1/dx)+1;i2=floor(x2/dx)+1;i3=floor(x3/dx)+1;U0=zeros(1,nx)U0(i1:i2)=10*x(i1:i2)-2



Apêndie 76U0(i2:i3)=4-10*x(i2:i3)endfuntionCondição de ontornofuntion UC = ontour(dt,tf)nt=floor(tf/dt)+1;UC=zeros(1,nt-1)endfuntionSolução numériaMétodo Upwindfuntion [U,x,t,nt℄ = upwind(dx,dt,xf,tf,a,i,)x=0:dx:xf;t=0:dt:tf;nx=length(x);nt=length(t);v=a*dt/dx;U=zeros(nt,nx);U(1,:)=i;if (a<0)U(2:nt,nx)=;for i=1:nt-1U(i+1,1:nx-1) = (1+v)*U(i,1:nx-1)-v*U(i,2:nx);endforelseU(2:nt,1)=;for i=1:nt-1U(i+1,2:nx) = (1-v)*U(i,2:nx)+v*U(i,1:nx-1);



Apêndie 77endforendifendfuntionMétodo de Lax�Friedrihsfuntion [U,x,t,nt℄ = laxfriedrihs(dx,dt,xf,tf,a,i,)x=0:dx:xf;t=0:dt:tf;nx=length(x);nt=length(t);v=a*dt/dx;U=zeros(nt,nx);U(1,:)=i;U(2:nt,1)=;U(2:nt,nx)=;for i=1:nt-1U(i+1,2:nx-1) = 0.5*(1+v)*U(i,1:nx-2)+0.5*(1-v)*U(i,3:nx);endforendfuntionMétodo de Lax�Wendro�funtion [U,x,t,nt℄ = laxwendroff(dx,dt,xf,tf,a,i,)x=0:dx:xf;t=0:dt:tf;nx=length(x);nt=length(t);v=a*dt/dx;U=zeros(nt,nx);



Apêndie 78U(1,:)=i;U(2:nt,1)=;U(2:nt,nx)=;for i=1:nt-1U(i+1,2:nx-1) = 0.5*v*(1+v)*U(i,1:nx-2)+(1-v)*(1+v)*U(i,2:nx-1)-0.5*v*(1-v)*U(i,3:nx);endforendfuntion�Função suave�Condição iniialfuntion U0 = initialC(dx,xf)x=0:dx:xf;nx=length(x);U0=exp(-11*(5*x-1.1).^2)endfuntionCondição de ontornofuntion UC = ontour(dt,tf)nt=floor(tf/dt)+1;UC=zeros(1,nt-1)endfuntionPara determinar a solução numéria, nesse exemplo, foram usadas as mesmasrotinas do exemplo �Esquema numério� para os métodos upwind, de Lax�Friedrihse de Lax�Wendro�.


