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Resumo

O presente trabalho aborda os métodos de diferencas finitas com suas proprie-
dades e aplicagoes. Iniciamos com uma revisao historica, destacando alguns mate-
maticos que participaram do desenvolvimento da teoria de métodos de diferencas.
Em seguida, apresentamos alguns modelos mateméticos compostos por equagoes
diferenciais. Através da equacao de adveccao, estudamos métodos de diferencas
explicitos, com especial enfoque para as propriedades de erro de truncamento, con-
sisténcia, estabilidade e convergéncia dando énfase ao Teorema de Lax. Estudamos
a analise de Fourier e a condi¢ao de von Neumann para interpretar a amplitude, a
dissipacao e a dispersao das solu¢oes numéricas. Abordamos os métodos Upwind,
de Lax—Friedrichs e de Lax—Wendroff. Por fim, exemplificamos numericamente os
conceitos e propriedades estudados com comparacgoes entre os métodos, aplicados

em um problema teste.

Palavras-chave: Métodos de Diferencas Finitas, Modelos Matematicos, Equa-
cao de Adveccao, Teorema de Lax, Anéalise de Fourier, Condicao de von Neumann,

Upwind, Lax—Friedrichs, Lax—Wendroff.
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Abstract

The present work approaches finite—difference methods, their properties, and
their applications. We present a historical review, including some mathematicians
who participated in the development of the theory of differences. Furthermore, we
present some mathematical models consisting of differential equations. Through
the advection equation, we study explicit finite—difference methods, detailing their
truncation error, consistency, stability and convergence properties. We employ Fou-
rier analysis and the von Neumann condition to study the amplitude, dissipation
and dispersion of numerical solutions. We compare three methods: Upwind, Lax—
Friedrichs and Lax-Wendroff. Finally, we perform numerical tests to illustrate the

concepts and properties studied in this work.

keywords: Finite-difference Methods, Mathematical Models, Advection Equa-
tion, Lax Theorem, Fourier Analysis, von Neumann Condition, Lax-Friedrichs,

Upwind, Lax—Wendroff.
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Introducao

A Matemética tem uma propriedade intrinseca de colaborar com muitas outras
ciéncias. Vérios problemas observados em fendmenos naturais estudados na Bio-
logia, na Fisica, na Engenharia sao traduzidos para uma linguagem matematica
dando origem a modelos matematicos. Esses modelos geralmente sao formados por
equacoes diferenciais. Muitas vezes, eles nao tém solucoes analiticas. Assim, os mé-
todos numeéricos aparecem como um recurso para determinar aproximacoes de um
problema. Entre esses, esta o tradicional método de diferencas finitas. Eles unem a
teoria concercente ao estudo do método e a pratica através de sua implementacao
em computador.

Por outro lado, a proposta do Mestrado Profissional em Matematica, UNICAMP—
SP, abrange em seus objetivos a interdisciplinaridade e a incorporagao de recursos
computacionais. Além disso, esse Programa visa fornecer uma experiéncia intelec-
tual formadora nos trabalhos desenvolvidos por seus alunos.

Os fatores supracitados foram decisivos na escolha do tema deste trabalho, o
estudo dos métodos de diferencas finitas, suas propriedades, com as simulagoes nu-
méricas e interpretagoes. O objetivo é exemplificar numericamente os conceitos
associados aos métodos de diferencas finitas.

O Capitulo 1 traz uma revisao historica, destacando alguns matematicos que

participaram do desenvolvimento da teoria dos métodos de diferencas. Em seguida,



Introduc¢ao 2

apresentamos alguns problemas modelados por equagdes diferenciais [3], [8] e [18].

No Capitulo 2 estuda-se os métodos de diferencas explicitos através da equagao
de adveccao com enfoque para a condicao CFL e as propriedades de erro de trun-
camento, consisténcia, estabilidade e convergéncia dando énfase ao Teorema de Lax
[5], [6], [14], [16] e [17].

No Capitulo 3 aborda-se a andlise de Fourier e a condi¢ao de von Neumann
para interpretar a amplitude, a dissipacao e a dispersao das solucoes numéricas
obtidas ao aplicar os métodos de diferencas finitas Upwind, de Laz—Friedrichs e de
Laz—Wendroff [13], [14] e [17]. Por fim, comparamos as aproximacoes obtidas em
computador desses métodos, através de um estudo numeérico.

As simulagoes numéricas foram feitas com o software Octave, ambiente de com-

putacao numeérica de codigo aberto, similar ao Matlab [7].



Capitulo 1

Modelos e definicoes basicas de

equacoes diferenciais

Neste capitulo faremos uma breve revisao historica enfocando alguns matema-
ticos que colaboraram para a teoria dos métodos de diferencas finitas aplicados as
equagoes diferenciais parciais. Apos, estudaremos modelos matematicos e algumas
definicoes de equacoes diferenciais, seguidos de alguns exemplos. Para uma leitura

adicional referente a esse capitulo sugere-se [3], [8] e [18].

1.1 Contexto historico

A intencao é descrever um simples e breve historico sobre alguns matematicos.
Esses que direta ou indiretamente colaboraram na construcao da teoria dos métodos
de diferencas. Comegaremos com o desenvolvimento das equagoes diferenciais.

A motivacao para se estudar as equacgoes diferenciais nasce com problemas da
Mecanica, como a explicagao do movimento dos planetas, a oscilacao do péndulo

e outros que foram estudados por Leonardo da Vinci (1452-1519), Galileuw Galilei
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(1564-1642), Johann Kepler (1571-1630).

Para Eves [8], a invencao do Calculo por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried
Wilhelm Leibinz (1646-1716) foi a mais notéavel realizacdo matemética do século
XVII. De fato, esse feito mudou a forma de resolver os problemas da época. E
influenciou toda uma geragao futura.

O matemético Brook Taylor (1685-1731), em 1715, publicou a obra Methodus

Incrementorum Directa et Inversa onde apresenta a série

1.3

3!

1.2

n xn
o +...+f( )(a)ﬁ—l-'-' (1.1)

f@+a) = fla) + fla)r + f"(a) 57 + ["(a)

que hoje é conhecida como série de Taylor [3].
Ele desenvolveu o teorema de expansao de Taylor!. Essa expansao é muito

utilizada nos métodos de diferencas finitas.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Taylor) Seja f uma func¢ao derivdvel até ordem
n+1 em um intervalo I contendo x, entao para cada x + h em I existe uwm niumero

real T entre x e x + h tal que

" (n)
F@+h) = f@) + Fah+ ! 2("”) N n@ W'+ Rz +h),  (1.2)
onde i)
T
R,(z+h) = oE +
O wvalor absoluto
|R.(x+ h)|=|f(z+h)— P.,(x+ h)| (1.3)

€ chamado de erro associado a aprorimacao e

" (n)
Pu(a+h) = f(@) + Fh+ D002 g T

¢ denominado polinomio de Taylor de ordem n.

LA demonstragao do teorema de Taylor é encontrada em |[9].
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Para Boyer [3|, as publicagoes de Leonhard Euler (1707-1783) “Introductio in
analysin infinitorum” (1748), “ Institutiones calculi differentialis’ (1755) e “Institu-
tiones calculi integralis” (3 volumes, 1768-1770) contém o estudo mais completo de
Calculo e Analise até aquela época. Entre as contribuicoes de Euler estao o uso de
fatores integrantes na resolucao de equacgoes diferenciais, método sisteméatico para
resolver equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes, um desenvolvi-

mento do calculo de diferencas finitas e a notavel formula

e’ = cosf + isin .

Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) publicou “ Traité de Dynamique” (1743).
Nessa obra, ele escreveu sobre o principio que as acoes e reacoes internas de um
sistema de corpos rigidos, em movimento, estao em equilibrio. Em 1747, ao estudar
o problema das cordas vibrantes desenvolveu a equacao

2 2
Ty_7u (1.4)
e deu a solugdo u = f(x+t)+g(x—t), onde f e g sao fungoes arbitrérias, f,g € C2.

A equacdo de Laplace (1780) foi estudada, primeiramente, por Pierre-Simon
Laplace (1749-1827) em seu trabalho sobre potencial de campo gravitacional. A
equacao do calor (1810-1822) foi introduzida por Joseph Fourier (1768-1830) em
sua obra “ Théorie Analytique de la Chaleur”. Assim, as equacoes diferenciais parciais
(EDPs) de segunda ordem hiperbolica, eliptica e parabdlica ja eram conhecidas no
comeco do século XIX.

Segundo Brezis e Browder [4], os séculos XIX e XX sdo marcados pela dualidade
de pontos de vista referente ao estudo das EDPs. De um lado a relagao para modelos
em Fisica e Engenharia. Do outro, delas servirem para o desenvolvimento de outros

ramos da matematica. Essa perspectiva foi sentida por Jules Henri Poincaré (1854—

1912) num artigo feito em 1890.



Secao 1.1 - Contexto historico 6

O século XX é marcado pelo desenvolvimento da Matematica Aplicada com o
surgimento de métodos numéricos implementados em computador. Esses métodos
tornaram-se uma ferramenta poderosa nas resolucoes das EDPs.

Em 1928, Richard Courant (1888-1972), Kurt Otto Friedrichs (1901-1982) e
Hans Lewy (1904-1988) publicaram um artigo sobre as equagoes de diferengas par-
ciais de fisica matematica. A motivacao de escrever esse artigo foi o uso de apro-
ximagoes de diferencas finitas para provar a existéncia de solu¢oes de EDPs. Nesse
artigo é apresentada uma condicao necessaria para a estabilidade dos métodos de
diferencas, conhecida como condigao CFL. Em 1936, Courant migrou para os Es-
tados Unidos, trabalhando na Universidade de Nova York, onde fundou o Instituto
Courant de Ciéncias Matematicas, até hoje um respeitado centro de matematica
aplicada [11].

Os avancos tecnologicos dos métodos numéricos convergem para Jonh von Neu-
mam (1903-1957). Ele foi responsével pelo funcionamento do ENTAC?, primeiro
computador totalmente eletronico. Idealizou os conceitos de armazenamento de
programas. Os simuladores numéricos passam a ser utilizados para resolver EDPs.

Outro matematico que merece destaque é Peter David Laz (1926-), nasceu em
Budapeste e migrou para os Estados Unidos em 1941. Participou do projeto Ma-
nhattan. Friedrichs foi seu orientador em Sistema de Equacoes Diferenciais Parciais
Hiperbolicas nao Lineares em duas Varidveis Independentes. Em 2005, ganhou o
prémio Abel Prize pela contribuicoes a Mateméatica Aplicada. Desenvolveu os mé-
todos de diferencas Lax—Friedrichs e Laz—Wendroff, respectivamente, com Friedrichs
e Burton Wendroff (1930-). E ainda, o Teorema de Lax, no qual se estabelece as
condicoes em que uma solu¢ao numérica ¢ uma boa aproximacao para solucao de

uma equacao diferencial.

2ENIAC significa Electronic Numerical Integrator and Computer.
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1.2 Modelos matematicos e equacoes diferenciais

A traducgao dos fendomenos da natureza para a linguagem matemaética é um re-
curso importantissimo nos estudos cientificos. Nesse caso, as caracteristicas do feno-
meno sao estudadas e hipoteses sao elaboradas. O resultado sao equacoes com uma
descricao muito proxima da realidade. Dessa forma, criamos um modelo matemdtico.

Segundo Bassanezi |1, “modelo matematico é um conjunto de simbolos e relagoes
matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado”.

Todo o processo de traduzir um fenémeno para uma linguagem matematica é
a modelagem matemdtica. Para Biembengut [2], “a modelagem matematica é o
processo que envolve a obtencao de um modelo”.

As solugoes ou aproximacoes desse modelo constituem outra etapa desse estudo.
Nessa etapa, a utilizagao de programas especificos em computador é fundamental.
Geralmente apresentam uma quantidade de operacoes em que o ser humano gastaria
muito tempo para sua execucao.

Um modelo resolvido e interpretado poderd ser usado em outras situacoes de
pesquisa, com peculiaridades semelhantes ao fendmeno que originou o modelo.

O modelo predador-presa criado por Vito Volterra (1860-1940) era baseado na
interacao de duas espécies no mesmo habitat. Ele foi usado para estudar as variagoes
das espécies de tubarao e peixes no mar Adriatico. Apos o modelo construido, ele
foi adaptado para analisar outras espécies com caracteristicas semelhantes.

Apresentaremos definicoes de uma equacao diferencial, sua ordem e solucao.
Definiremos ainda, equagao diferencial ordinaria (EDO) e equacao diferencial parcial

(EDP), com alguns exemplos.

Definigao 1.2.1 (Equacao Diferencial — ED) Sejam xy,...,x, n varidveis in-
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dependentes, entao uma equacao da forma

ou ou 0%*u J%u O

Flay,. a2 2 2v 282U 15
(Il’ s 0x; oz, 0x? 0x10z,, 8xﬁ) (1.5)

¢ uma equagao diferencial, onde x = (xy,...,x,) € I, I é um subconjunto aberto de

R", F € uma fungio dada e u = u(x) é uma fun¢ao incdgnita®.

Definigao 1.2.2 (Ordem da Equagao Diferencial) Seja n um nimero natural.
Dizemos que a equacao diferencial é de ordem n, quando a ordem da mais alta

derivada dessa equacao € n.

Defini¢ao 1.2.3 (Equacao Diferencial Ordinaria — EDO) A equacado diferen-
cial € dita ordindria, se a func¢ao incognita depende somente de uma varidvel inde-

pendente.

Exemplo 1.1 (Velocidade de Queda de um Corpo) Um corpo de massa m €
lancado de uma certa altura. Ele cai a partir do repouso numa trajetoria retilinea.
Vamos supor que as forcas que atuam nesse corpo sao apenas a for¢a gravitacional
mg e a forca de resisténcia do ar —kv, onde g, v e k representam, respectivamente,
a aceleragao da gravidade, a velocidade do corpo e uma constante positiva.

A sequnda lei de Newton diz: a soma das forcas que atuam num corpo em qual-
quer instante € igual ao produto de sua massa pela aceleracao adquirida por esse

corpo. Assim,

ma =mg — kv (1.6)

Seja s = f(t) a distancia s percorrida pelo corpo em fun¢ao do tempo t. E que
. . ds
a velocidade € v = —.
dt

3Uma funcio incoégnita é solu¢ao da equacao diferencial.
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A aceleracao serd dada por

oo d(ds
Codt dt \dt)’

Logo, podemos escrever (1.6) na forma

2
%—l—%%—gzo. (1.7)
Essa equacao € um modelo matemdtico que relaciona a distdncia percorrida pelo
corpo de massa m em queda, sofrendo uma forca de resisténcia do ar.

A equagao (1.7) € classificada como uma equagao diferencial ordindria de sequnda
ordem, pois tem apenas uma varidvel independente e sua maior derivada € de ordem
2.

A solugao de (1.7) é dada por
m

m? ok,
kt+gﬁ(e mt—1), (1.8)

z(t) =g

determinada pelo método de variacao de pardmetros®.
Observe que poderiamos considerar a equagdo (1.7) como uma equagao diferen-
cial de primeira ordem para a velocidade v. Considerando a velocidade inicial vy

quando o tempo t = 0 teriamos a solugao

mg ke ke
U:T(l_e m) 4 vge  m. (1.9)
Na expressao acima, quando o tempo tende ao infinito, a velocidade se aproxrima do
mg . .
valor —=. Portanto, os corpos de mesma forma e massas diferentes tendem a cair

k

mais rapidamente.

Definigao 1.2.4 (Equacao Diferencial Parcial — EDP) Se a fun¢ao incignita

u de uma equacao depender de duas ou mais varidveis independentes, com suas

40 método de variagdo de parametros foi desenvolvido por J. L. Lagrange (1736-1813).
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derivadas parciais em relacao as varidveis, entao temos uma equacao diferencial

parcial’.

Dizemos que uma EDP ¢ linear, se for de primeiro grau em u e em todas as
derivadas parciais que aparecem na equacao.

As equacoes diferenciais parciais podem ser classificadas pela ordem, pela line-
aridade e por caracteristicas fisicas através de assuntos que envolvem os problemas
classicos da Mecanica, como de difusao (equagoes parabolicas), de vibracao e pro-

pagacao de ondas (equagoes hiperbolicas) e de equilibrio (equagoes elipticas).

Exemplo 1.2 (Transporte de particulas) Considere um fluido, nesse caso, a
dgua, escoando numa razao constante ¢ ao longo de um cano de sec¢ao transver-
sal fiza na dire¢ao horizontal para a direita (sentido positivo). Suponha que uma
substancia, por exemplo um poluente, estd suspenso na dgua. E admita que a di-
fusao desse poluente seja insignificante. A fung¢ao u = u(x,t) representa o modelo
da concentragao de poluente na dgua, em gramas por centimetros, onde x e t sao,

respectivamente, a distdncia percorrida pela substincia e o tempo. Entao

ou ou
5 teg =0 (1.10)

ou L . u
— da concentragao € proporcional a —.

ot ox

A solucao dessa equacgao, ou melhor, a concentracao dessa substdncia serd dada

ou seja, a tara de variacao

por

u(x,t) = g(x — ct), (1.11)

g diferencidvel, e significa que a substancia € transportada com uma velocidade cons-
tante, com movimento semelhante a propagacao de uma onda. Mais detalhes dessa

solugao em [15], Secao 1.2.

Esta defini¢ao é baseada na referéncia [10].
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Além de determinar uma equacao diferencial num modelo matematico torna-se
importante descrever condicoes iniciais que especificam o estado fisico num instante
particular ¢y do sistema em estudo (problema), dando uma solu¢do no inicio do
processo. Por exemplo, na equagdo (1.4) que representa o fendomeno das cordas
vibrantes, podemos ter as condicoes iniciais

u(z,to) = uo(x) e g—?(x,to) = v(x), (1.12)

onde ug(z) representa a posigao inicial e v(x) a velocidade inicial.

Em cada sistema estudado ha uma regiao D (dominio) na qual a equagao é
valida. No caso de um corda vibrando, a regiao D ¢ o intervalo 0 < =z < [ que
representa seu comprimento. Torna-se necessario especificar condi¢oes do que estéd

ocorrendo na fronteira do sistema, as condicoes de contorno.

u(0,t) = ¢1(t) e u(l,t) = hy(t) (1.13)
%(o,t) = go(t) e g—z(l,t) = ha(t), (1.14)

onde as funcoes g1, hi, g2 e hy conhecidas.
As condigoes dadas por (1.13) sao chamadas de condigcdo de Dirichlet® e as con-

digoes de (1.14) de condi¢ao de Neumann.

1.3 Equacoes hiperbolicas

As equagoes diferenciais parciais

ou N Of (u)

ot ox

—0 (1.15)

sao chamadas de leis de conservacao. Elas aparecem em modelos matematicos que

representam principios conservativos de grandezas fisicas, na qual as fungoes u =

6As condigoes de contorno foram estudadas por Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
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u(x,t) e f(u) correspondem, respectivamente, a uma grandeza fisica e ao fluxo dessa
grandeza que passa nas fronteiras da regiao em estudo.

Num principio conservativo: a taxa de variagao de crescimento de uma grandeza
fisica no tempo é igual a variagao do fluxo dessa grandeza que passa pela fronteira
do fendmeno em estudo.

Particularmente em (1.15), quando f(u) = au, a uma constante real, temos

o, ou_
ot a@x_

Essa é uma equacao hiperbolica de primeira ordem ou uma equacao da onda unidi-

0. (1.16)

recional.

No caso, de uma aproximacao f(u) = au® temos para (1.15)

ou ou?

— — =0 1.17

ot o Ox (117)
1

que é uma equacao diferencial hiperbolica nao—linear. Com a = 5 temos que (1.17)

¢ a conhecida equagao de Burger.

Exemplo 1.3 (Fluxo de Trafego) Vamos estudar um sistema do fluzo de trafego
numa avenida. Representaremos a densidade dos carros, medida por carros por
quilometros, pela fun¢ao u = (x,t) e o fluxo de trifego, medido em carros por hora,
pela fungao f = f(x,t), onde x representa a coordenada do espago unidimensional
na avenida e t simboliza o tempo.

Fizando um trecho da avenida entre os pontos a e b que serd representado pelo
intervalo |a,b] e considerando os tempos t, e ta, em que determinado nimero de
veiculos trafegam por esse trecho. Assim, podemos descrever o sistema matemati-
camente partindo da hipdtese que a taxa de variacao do niumero N de veiculos no
trecho [a,b], com respeito ao tempo, deve ser igual a diferenca dos fluzos nos pontos
a eb. Entao,

AN
—= = fla.t) = f(b,t). (1.18)
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Por outro lado, o numero N de veiculos pode ser determinado pela integracao da

funcao densidade u = (x,t), ou seja,

N = /bu(:v,t)dx. (1.19)

Das expressoes (1.18) e (1.19) podemos escrever

2(/ bu(m)dx> = fla,t)— (b,0) (1.20

< </abu(x,t)dx> - /ab 2D g (1.21)

O uso da derivada parcial na relagao (1.21) é aceitdvel visto que u(z,t) também

Observe que

depende de x.

Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo verifica-se que

Flat) — f(bt) = —/ 8fg; ) 4. (1.22)

Usamos a derivada parcial com respeito a x na expressao (1.22), visto que f depende

de ambos x e t. Agora associando as equagoes (1.20), (1.21) e (1.22) temos

b ou(x, b of (x,
/a “g’; D gy — —/a fé:; D s, (1.23)

que ainda pode ser escrita como

/ab (8“(8‘2’ D 8féi’ t)) dz = 0, (1.24)

Essa relagao € vdlida no intervalo [a, b).

Teorema 1.3.1 (Teorema de Dubois-Reymond) Seja uma fungao f(x) conti-

nua num intervalo fechado I = [c,d] e supondo que

/ fdz =0 (1.25)

para qualquer intervalo [a,b] C (¢,d). Entao f =0, em (c,d).
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Usando esse resultado podemos concluir da expressao (1.24) que

%u(m, t) + %f(x,t) =0. (1.26)

Essa equagao representa um modelo do fluzo de trdfego numa avenida num instante
qualquer. FE claro que outras informagoes devem ser acrescentadas nesse modelo, por
exemplo, conhecer a func¢ao do fluxo através de observagoes do trinsito em partes do

trecho da avenida em estudo.

Muitos modelos mateméaticos de EDPs nao tém solugoes analiticas. O uso de mé-
todos numéricos torna-se uma alternativa na busca de aproximacoes dessas solucoes.

No préximo capitulo estudaremos os métodos de diferencas finitas.



Capitulo 2

Métodos de diferencas finitas

Mesmo para modelos simples com EDPs é, na maioria das vezes, dificil determi-
nar expressoes analiticas que sejam suas solucoes, sendo portanto necessario recorrer
a aproximagcoes numeéricas.

Com a ascensao do computador como auxilio matematico na primeira metade
do século XX, criou-se alternativas para obter aproximacoes numeéricas das solucoes
desenvolvendo-se diversos métodos numéricos para serem implementados computa-
cionalmente.

Neste capitulo estudaremos a equac¢ao de advecgao e o método de diferencas
finitas para numericamente resolver uma equacao diferencial parcial hiperbolica.
Mostraremos alguns tipos de diferengas finitas. Apresentaremos a condigao CFL,
bem como, certas propriedades dos métodos de diferengas. Para esses contetdos
encontra-se uma boa literatura estrangeira [5], [13], [16] e [17]. Nas obras brasileiras

sugere-se 6] e [14].

15
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2.1 Equacao de adveccao

Nesta secao nosso objetivo é apresentar a equacao de adveccao que sera o prin-
cipal exemplo no decorrer desse capitulo e definir um problema continuo com um
modelo matematico para o trafego de veiculos numa avenida. Veremos que a so-
lucao dessa equacao é conhecida, isso facilita interpretar os resultados. Assim, a
simplicidade da equacao é o maior motivo de sua escolha. Isto para que possamos
exemplificar e estudar os métodos de diferencas finitas.

A equacao hiperbolica
ou L ou
—_— a_
ot Ox

é chamada de equacao de adveccao ou equacao da onda unidirecional. Certamente

—0 (2.1)

¢ uma das mais simples equacoes diferenciais parciais.

Vamos considerar um problema de valor inicial que serd o nosso ponto de partida
para estudarmos a aplicacao do método de diferencas finitas, com a condi¢ao inicial
definida por

u(z,0) = up(x), (2.2)

onde x é numero real. A solugao exata do problema (2.1) — (2.2) é dada por
u(x,t) = up(z — at), (2.3)

com x real e t > 0.
De fato, supondo que a funcao u(x,t) = ug(x — at) admita derivadas parciais nas

variaveis t e x e seja C' = C(x,t) = x — at. Assim, pela regra da cadeia:

0 oC 0 0

auo(c) = o : %Uo(c) = —a%uo(C’), (2-4)
0 oC 0 0
8_xu0(0) = o %UO(C) = %UO(C)- (2.5)
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Substituindo as expressoes (2.4) e (2.5) no lado direito de (2.1), concluimos que
u(z,t) = uo(z — at) é solugao da equacao de adveccao.

Note que a curva C' = x — at, solucao de d_f = a(z,t), é chamada curva carac-
teristica, veja [15].

A solucao de (2.1)—(2.2) é constante ao longo da curva x — at = C, pois

d_u—@.@_i_@.d_x—@_k a_u—o (26)
b ot dt " ox dt ot Yor '

Exemplo 2.1 Vamos resolver a equacao de advecgao dada por

ut+3um:0

(2.7)
u(z,0) = 22

Encontrando as curvas caracteristicas x — 3t = C', solugoes de d—f = 3, que passam
pelo ponto (C,0), temos entio pela condicao inicial dada que u(C,0) = (z — 3t)%
Como ja mostramos, a funcao u € constante em todos os pontos dessas curvas. Logo,
a solugao ¢ dada por

u(z,t) = ug(x — 3t) = (x — 3t)2. (2.8)

Vamos agora apresentar outro exemplo que servird de modelo para aplicar o

método de diferengas finitas.

Exemplo 2.2 (Equagao do transporte) Suponha que um trecho retilineo de uma
avenida seja representada pelo eixo x e que 0s veiculos se movimentem da esquerda
para o direita, que serd considerado o sentido positivo do eizo, entre pontos A e B
distintos. Ressaltamos que esses pontos podem ser, por exemplo, uwm cruzamento e
um semdforo na avenida.

Considere que o fluxo de carros f(x,t), veiculos por minuto, aumenta com a

densidade de carros u(x,t), veiculos por unidade de comprimento no eizo x, onde
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x et representam, respectivamente, o espaco unidimensional na avenida e o tempo.

Assim, podemos supor que o fluzo € proporcional a densidade de carros, ou seja,

f(u) = au, (2.9)

onde a € uma constante real.
No exemplo 1.3 apresentamos um modelo do fluxo de trdifego numa avenida num

instante qualquer que reescrevemos aqui

%u(m, t) + %f(x,t) =0. (2.10)

Tomando a expressao (2.9) e aplicando na equagao (2.10) temos a equagao de ad-
vecgao (2.1).
Acrescentaremos ainda uma informacao sobre a densidade dos carros no instante

de inicio da observacao do fendémeno
u(z,0) = up(x), 0<zx<lI, (2.11)

denominada condi¢ao inicial, com uy uma funcao conhecida.

A fronteira serd representada nesse problema por informagoes em dois pontos da
avenida sobre a densidade dos carros, podendo ser num semdforo e num cruzamento.
Simbolicamente

u(0,t) = g1(t), wu(l,t) =go(t) t>0, (2.12)

que sao as condigoes de contorno (Dirichlet), onde as fungoes g1(t) e go(t) sao
conhecidas. Logo, nosso problema estd definido com as equagoes (2.1), (2.11) e

(2.12).

2.2 Meétodos de diferencas finitas

Nesta se¢ao apresentaremos o método de diferencas finitas. Para isso resolvere-
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mos numericamente o problema definido no Exemplo 2.2 com o objetivo de compre-
ender como o método se aplica.

O método de diferencas finitas consiste em particionar o dominio da funcao in-
cognita criando um dominio discreto e substituir as derivadas existentes no problema
por aproximacoes de diferencas. Essas aproximacoes sao determinadas pela expan-
sao de Taylor. Assim, chega-se as equacoes discretizadas que sao utilizadas em
programas de computador, por exemplo o Octave!, para encontrar solu¢oes numé-
ricas.

Pode-se ainda manipular as diferencas finitas de tal forma a criar varios esquemas
de diferencas como, por exemplo, os métodos Upwind, de Lazx—Friedrichs, de Laz—
Wendroff, que serao discutidos em detalhes mais a frente.

Vamos aplicar o método no problema

u +au, =0, para 0<zxz<uwzy;, t>0, (2.13)
u(z,0) = gi(x), para 0<zx<uxy, (2.14)
u(0,t) = go(1), t >0, (2.15)

com ¢;(0) = go(0).

Primeiramente, dividimos o dominio numérico [0, ] X [0, tr| da fungao u através
de linhas paralelas aos eixos x e t, e que sejam igualmente espacgadas, respectiva-
mente, pelos intervalos Ax e At formando o que chamamos de malha. As linhas

paralelas passarao pelos pontos x; e t,, com
rj=j3Ax e t,=nAt, j=0,1,...,J, n=01,...F,

onde
Xy
J’

IOctave é um software livre para calculo numérico. Esta disponivel para download no site

Ax =

www.gnu.org/software/octave.
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dando origem aos pontos da malha.

Esse processo é denominado de discretizacao do dominio, pois permite que um
problema continuo seja aproximado por um discreto com dimensao finita. Na repre-
sentagao geométrica da malha (j,n) denota o ponto (x;,t,) pertencente ao dominio

discretizado.

-1 g+l I ox

Figura 2.1: Discretizacdo do dominio [0,2;] X [0,tF] com representagdo dos pontos

(:Ej—lytn): (xjvtn)a ($j+1,tn) € ($j7tn+1)-

Temos de procurar aproximagoes da solugao da fun¢ao wu(x,t) sobre os pontos

da malha, esses valores serao denotados por U}, ou seja,

Ul = u(xj,t,). (2.16)

J

O proximo passo consiste na discretizacao das derivadas, ou seja, em aproximar
as derivadas parciais que fazem parte da equacao diferencial através de diferencas
entre os valores U para pontos vizinhos de (x,t,). As aproximacoes serdo obtidas

através do desenvolvimento da expansdo de Taylor em torno do ponto (z;,t,).

Teorema 2.2.1 Seja v uma fungao derivdvel, até a ordem (k+1) em x, entdo para
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cada (z;,t,) existe um numero n entre x; e x;+1 tal que

v okv AzF 9y Agk+D)
U(Tjp1,tn) = v(xj,tn)+£($ja tn)Az+. . -+%(%‘vtn) Ll Jrag;(iwrl) (1) (k+ 1)V
(2.17)

onde o ultimo termo de (2.17) representa o erro na aprozimac¢ao da expansao pelo

polinomio de Taylor de ordem k e Ax = x4, — ;.

Supondo u uma fungao derivavel até ordem 2 em z, entdo para k = 1 em (2.17)

temos
ou 0%u Ax?
u(flfj+1, tn) = U(LL’]', tn) + 8_$(xj7 tn)ALL’ + @(7]1, tn)T, (218)
para algum n; € (x;,2;4+1). Dali,
du w(xjir, tn) —u(zj, t,)  0%u Ax
—(zj,t,) = —L—= R tn)—. 2.1
8$<x]’ ) Ax Ox2 (7717 ) 2 ( 9)

A expressao u(xji1,t,) — u(x;,t,) é denominada de diferenca avangada na va-
riavel x.

Assim, tomando as aproximacoes

Ul ~ u(zjyi,t,) e Uj' = u(z); tn),

obtemos de (2.19)
ou n, —Un
——(zit,) ~ R 29
oz (7 tn) Az (2.20)

Analogamente, considerando u uma funcao derivavel até ordem 2 em t, para
k=1 em (2.17) em torno do ponto (z;,t,)
ou 0u At?

U(LL’j,tn_H) = u(a:j,tn) + E(fl/’j, tn)At + ﬁ(l’j, UQ)T,

(2.21)
para algum N2 € (tna tn+1)'
A expressao u(x;, tp41) — u(z;, t,) é chamada de diferenca avangada na varidavel
t. Obtendo entao a aproximacao
n+1 n
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Das equagoes (2.20) e (2.22) podemos aproximar a equagao (2.13) pela expressao

n+1 n n n

Jj+1

At Az

0, (2.23)

ou melhor,
Urtt = U —v (U}, — U}, (2.24)
At

onde v = a—.
Ax
Dizemos que a equagao discretizada (2.24) é um esquema avangado no tempo e
avangado no espago (FTEFS)2.

As condicoes inicial e de contorno sao aproximadas nesse esquema tomando

U =gi(z;), j=0,1,...,J, (2.25)

J
U = go(t), n=1,2...,F (2.26)

onde as funcoes g; e go sao conhecidas de (2.14) e (2.15).

Teremos assim um problema discreto (2.24) — (2.26) determinado pelo método
de diferencas finitas, para calcular uma aproximacao numérica para a solucao do
problema (2.13) — (2.15).

De fato, a equagao (2.25) nos da todos os valores no nivel do tempo ;. Da
equagao (2.26) determinamos as aproximagoes no contorno do problema. Conhecidos
os valores de U]Q, obtemos os valores de Uj1 usando a equagao (2.24), com j =
1,2,...,J—1. Como U} ¢ dada na condi¢ao de contorno, temos todos os valores de

U;" no nivel de tempo 1, ou seja,

U-IIUQ—V(UQ+1—UJ(»]), i=1,2,...,J—1, e U= glt).

J J J

Analogamente, com os Uj1 obtemos os valores sz, e assim sucessivamente. Dessa
forma, determinamos as aproximagoes U' para todos os pontos (xj,t,) gerados pela

discretizacao do dominio.

20 termo FTFS é a abreviatura para forward in time, forward in space.
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Observe que cada valor no nivel do tempo t,.1 é calculado a partir dos valores
no nivel de tempo t, caracterizando o que chamamos de um esquema de diferencas
explicito.

Por outro lado, se aproximassemos Gu usando a diferenca [u(z;,t,) — u(z;, th—1)]

ot

atrasada no tempo. Terfamos a equacao discretizada

Ur+v (U =0pr,) =0, (2.27)

J

que caracteriza um método implicito.

A equagao (2.27) é chamada de um esquema atrasado no tempo e avangado no
espago (BTFS)3. Nesse caso, nao conhecemos os valores do lado esquerdo de (2.27)
para determiné-los formamos um sistema bidiagonal de equacoes lineares. Neste
trabalho usaremos somente métodos explicitos.

O esboc¢o de um método no plano é feito através de um stencil que é uma repre-
sentacao geométrica dos pontos da malha de um esquema de diferencas, veja Figura

2.2.

n+1

J g+l x

Figura 2.2: Stencil do esquema de diferenga explicito FTFS com as condiges inicial e

contorno. Representagao dos pontos A(xj,t,), B(xjt1,tn) € P(xj,tpt1) da malha.

30 termo BTFS é abreviatura para backward in time, forward in space.
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A seguir, apresentamos um exemplo de solu¢oes numéricas usando um esquema

FTFS para mostrar a estreita relacao dos resultados com as dimensoes Ax e At.
Exemplo 2.3 (Esquema FTFS) Dado o problema
u —3u, =0, 0<zx<1, t>0, (2.28)

com a condi¢ao inicial

S5x —3, se 0.6 <z <0.7,
u(r,0) =< 45z, se 0.7<z<0.S8, (2.29)
0, c.c.,
e a condi¢ao de fronteira

u(l1,t) = 0. (2.30)

A solucao exata desse problema nada mais € do que a translagao do grdfico da
fungao chapéu (condigao inicial) no sentido negativo do eizo das abscissas.

Apresentamos duas simulagoes feitas com o esquema FTFS para o problema
(2.28)-(2.30). Ambas usando Ax = 0.01, veja a Figura 2.3.

O primeiro resultado € calculado com At = 0.003 onde encontramos uma apro-
zimacao clara da solu¢ao exata. Enquanto que o sequndo resultado é determinado
usando At = 0.004 que apresenta variagoes bruscas em relacao a solugao exata com
oscilacoes que aumentam rapidamente com o crescimento dos valores de t.

Apesar dos valores de At serem muitos prozimos, os resultados das aprorimacoes
sao bastante diferentes. FEsse comportamento € um caso tipico de estabilidade ou
instabilidade do esquema numérico. E depende do valor de v, ou seja, dependem
diretamente da relacao entre as dimensoes dos passos do tempo e do espaco.

M¢étodos estdveis sao aqueles em que oscilacoes podem ser amplificadas apenas na
medida em que o tempo cresce, porém independentemente da quantidade de passos

no tempo. Caso contrdrio, o método € dito instavel.
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Figura 2.3: Resultado do problema (2.28) com o esquema FTFS, em 0.024s e 0.036s.
(Linha continua: condigao inicial; tracejada: solucao obtida para Az = 0.01, At = 0.003;

pontilhada: solucao obtida para Az = 0.01, At = 0.004.)
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Existem trés tipos principais de diferengas finitas [13]:

diferencas avancadas
Au(z,t) == v(x, t+ At) — v(z, t), (2.31)
Au(z,t) = v(x + Az, t) —v(x, t); (2.32)
diferencas atrasadas
A_(z,t) =v(x,t) —v(z,t — Al), (2.33)
A_yu(z,t) = v(x,t) —v(r — Az, t); (2.34)
diferencas centradas

5w@¢ysz¢+%Aw—u@¢—%Am (2.35)

5w@wyzv@+%ALw—U@—%A%w. (2.36)

Nas diferencgas centradas (2.35) e (2.36), os pontos nao estao no grid definido.
Das expressoes acima podemos gerar outras, como por exemplo, a diferenca centrada
de sequnda ordem, 62v(z,t), utilizada para discretizar a derivada de segunda ordem

e o erro associado a essa discretizacao. Essa diferenca é demonstrada abaixo:

O2v(z,t) = b, (v(z+ 2Az,t) —v(z — 2Ax,t))
= 0, (v(z+ 3Az, 1)) — 6, (v(z — $Ax,1))
= v(x+ Az, t) —v(z,t) —v(z,t) + v(z — Az, t)

(
= v(x + Az, t) — 2u(x,t) + v(x — Az, t)

2.3 Condicao CFL

Apresentaremos nesta secao um resultado necessario para a convergéncia de um

esquema numeérico, conhecido como condicao CFL.
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Alguns anos antes do aparecimento dos computadores digitais eletronicos, pre-
cisamente em 1928, os matematicos Richard Courant, Kurt Otto Friedrichs e Hans
Lewy publicaram o artigo “On the Partial Difference Equations of Mathematical
Physics’ |5|. Nesse artigo estdo as bases para a investigagao dos métodos de dife-
rencgas finitas para as equagoes diferenciais parciais para problemas da fisica ma-
tematica. Nele foi formulada uma condigao necessaria para a convergéncia de um
esquema de diferencas finitas baseado no conceito de dominio de dependéncia que
hoje é conhecida como condi¢ao CFL?.

Para entender a condigao, vamos utilizar o problema da equacao de advecgao

(2.1), com a > 0. Esse problema tem solucao
u(z,t) = up(z — at), (2.37)

onde ug é a fungdo conhecida na condigao inicial. A solu¢ao de u(z,t) é constante
ao longo de cada curva caracteristica x — at = C, pois u(x,t) = K quando d—f = a,
onde K ¢é uma constante real.

Dessa forma, a solugdo no ponto (z;,t,) é obtida desenhando a caracteristica
“crescente”, a > 0, passando por esse ponto onde ela encontra a linha inicial, eixo
z, no ponto C' = (x; — at,,0), na Figura 2.4. Os valores de u na linha inicial
sao conhecidos devido & condigao inicial, logo determinamos o valor de u(C) =
up(z; — at,). Como ji foi demonstrado a fungdo wu(z,t) é constante em todos os

pontos dessa curva. Dai

w(xj, t,) = uo(x; — aty,).

Calculamos para o problema uma aproximacao por diferencas finitas usando o

*A denominacido CFL ¢ uma homenagem aos seus autores: Courant, Friedrichs e Lewy.
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esquema avangado no tempo e atrasado no espago (FTBS)?

NN
At A T

0. (2.38)
Entao, o valor da aproximacao no nivel de tempo ¢, serd dada por

Urtt = U7 —u(Ur = UL )), (2.39)

j j—
At
onde v = GE'

Fica claro que o valor de U]’-“r1 depende dos valores de U em dois pontos sobre
o nivel anterior de tempo t, estes por sua vez dependem cada um de outros dois
pontos sobre o nivel de tempo t,,_1, e assim por diante.

Generalizando, observa-se que o valor de U]’?H depende de todos os pontos conti-
dos no triangulo de vértices (z;,t,4+1), (2;,0), (z;_,—1,0). Este tridangulo é chamado
de dominio de dependéncia de UJ”H, ou, do ponto (xj,t,+1), para esse esquema
numeérico em particular.

Por outro lado, a solu¢do do problema (2.1) no ponto (x;,t,) depende apenas
dos valores de u(x,t) na curva caracteristica z; — at,. Essa curva é chamada de
dominio de dependéncia do ponto (z,t).

Segundo Thomas [17], “o dominio de dependéncia do ponto (x,t) é o conjunto
de todos os pontos de que a solugdo do problema no ponto (x,t) é dependente”.

Para outros tipos de equacgoes diferenciais parciais o dominio de dependéncia da
equacgao ¢ modificado.

Dadas as definicoes de dominios de dependéncia, podemos enunciar a condicao

CFL que segundo as palavras de K. W. Morton [13]:

“A condicao CFL diz que para um esquema ser convergente o domi-
nio de dependéncia da equacao diferencial parcial deve estar contido no

dominio de dependéncia do esquema numérico”.



Secao 2.3 - Condicao CFL 29

n+1

Figura 2.4: Stencil do esquema FTBS em que a condi¢ao CFL é satisfeita. Linha tracejada

representa uma curva caracteristica.

Demonstracao: De fato, vamos supor que a condicao CFL nao seja satisfeita, Fi-
gura 2.5. Isto implica que existe pelo menos um ponto () que pertence ao dominio
de dependéncia da equacao diferencial, mas nao estd no dominio de dependéncia
do esquema numérico. Observa-se que quando calculamos a solu¢ao numérica no
ponto P, o esquema nao “vé” o ponto (), porém quando determinamos a solu¢ao
analitica em P, a equagao diferencial através da curva caracteristica que passa por
P “vé&” o ponto (). Portanto, exceto na fronteira, numa pequena vizinhanca do ponto
(@, pequena bastante para que nao intercepte o dominio de dependéncia numérico,
serd impossivel que a solugao numérica convirja para a solugao analitica no ponto
P, quando At e Az se aproximarem de zero. Logo, se o ponto P convergir para a

solucao analitica da equacao a condicao CFL serd satisfeita. (]

Neste exemplo, a condicao CFL nos mostra que se a < 0, o esquema FTBS nao
pode convergir para a solucao exata, uma vez que a curva caracteristica P() de cada

ponto nao estara contida no dominio de dependéncia numérico, veja na Figura 2.5.

50 termo FTBS ¢ a abreviatura de Forward in Time, Backward in Space.
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n+l

1 Q x

Figura 2.5: Stencil de um esquema em que a condicao CFL ndo é satisfeita. Linha

tracejada representa uma curva caracteristica.

Uma conseqiiéncia importante da condicao CFL na solucao do problema pelo
esquema FTBS, com a > 0, é que os pontos P(xj,t,+1) € S(xs,t,) pertencem a

mesma curva caracteristica X = at + C, ver Figura 2.6. Assim,

rs = at, +C
(2.40)
zj = atpy1 +C,
que implica em
r; — s = alt. (2.41)
Como, por hipotese,
i1 <zg < w5 (2.42)
Obtemos das relagoes (2.41) e (2.42)
Ax > aAt > 0,
que resulta em
At
0<a— <1. 2.43
<a—< (2.43)

Entao, pela condigao CFL, a desigualdade (2.43) é condi¢ao necessaria para que o

esquema FTBS seja convergente para o problema dado pela equacao (2.1).
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Podemos concluir com um raciocinio analogo para um esquema FTFS, com a < 0,

que a condicao necessaria para convergéncia, é

At
—1<a— <0. 2.44
Sax <0 (2.44)

Das desigualdades (2.43) e (2.44) ¢é definido o valor

que é chamado de nidmero CFL |17] ou niumero de Courant para equacao de advec¢ao.

n+l

Jrs *

Figura 2.6: Stencil de uma esquema FTBS com os pontos A(xj_1,t,), B(xj,tn), S(xs,tn)

e P(xj,ty41). Linha tracejada representa uma curva caracteristica.

2.4 Propriedades dos métodos de diferencas

Nesta secao apresentaremos as definicoes das propriedades de erro de trunca-
mento, consisténcia, convergéncia e estabilidade para comparar os esquemas de di-

ferencas.
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Definicao 2.4.1 O erro de truncamento, T(x,t), € a diferenca entre os dois lados
da equagao discretizada, quando a aprozimagao U}' € substituida pela solugdo exata
u(zj, t,) da equagao diferencial em qualquer ponto distante da fronteira.

Em relagao, ao esquema (2.39) definimos o erro de truncamento da sequinte

forma
Au(x,t) A_u(z,t)
T(x,t) = . 2.46
(o,1) = =By (S (2.46)
Usando a expansao de Taylor para expressar o erro de truncamento temos
(utAt+uttA2—ﬁ2+utttA3—f3+---> (uxA:B—umAZ—“"iz+umAg—“";’3 —)
T(x,t) = ' ' ' '
(x7 ) At + a AZE Y
(2.47)
dai,

1 1
T(z,t) = (us + auy,) + 3 (up At — aug, Az) + G (umAtz + aumxszz) +---, (2.48)
como u satisfaz a equacao diferencial, ou seja, u; + au, = 0 temos

1
T(x,t) = = (uyAt — aug,Az) + G (wt A + AUy AT?) + - -+ (2.49)

— |

uy At — aug,Az) sao chamados de parte principal do erro de trun-

onde os termos %

camento.
E conveniente truncarmos a série (2.49) pelo Teorema de Taylor introduzindo o

termo do resto. Assim,
1
Az, t) = u(z, t + At) —u(x, t) = u At + §utt(x’ 1) AL, (2.50)

A_u(z,t) =u(z, t) —u(x — Az, t) = u,Ax — %um(vg, t)Az?, (2.51)

onde 71 € (t,t + At) e v € (x — Az, x).

Assim, a expressao (2.49) torna-se

T(a,t) = % (g (2, 11) At — g (12, 1) A) (2.52)
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Da equagao (3.1) uy = —au,, com a constante. Se derivarmos em relacdo a ¢, temos
uy = —a(uy); = —a(u),. Logo,
Uy = —a(—auy)y = a*Uyy. (2.53)

Com as expressoes (2.53) e (2.52) conclui-se que

1 1
T(z,t) = 3 (aQumAt — aumA:B) = —§anum (1—-v), (2.54)
At
com v =a—.
Ax
O resultado acima servird para mostrar outra propriedade dos métodos de dife-

rencas a consisténcia.
Definigao 2.4.2 Dizemos que um esquema € consistente se
T(x,t) — 0 quando Ax,At —0, V(x,t)€ (0,z;)x[0,tx]. (2.55)

Isso significa que num esquema consistente a medida que o tamanho da malha

diminui com uma relacao entre Ax e At, o erro de truncamento tende a zero. Nesse
At 1

caso, pela condicao CFL a condicao é — < —.
Ar ~ a

Observamos que pelo erro de truncamento (2.54) o esquema dado em (2.39) é

consistente, pois quando
Ax,At — 0 implica T(z,t) — 0. (2.56)

Outra propriedade importante para a comparacao dos esquemas de diferencas é

a convergéncia.

Definicao 2.4.3 Considerando um refinamento das duas dimensoes tais que At e
Ax tendem para zero. Dizemos que o esquema € convergente se para algum ponto
fizo (z*,t*)

Ui —u(x™t") quando x; — 1" e t, —1t", (2.57)

com (z*,t*) pertencente ao dominio (0,z;) X (0,tr).
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Isso significa que um esquema, é convergente se, quando a malha de discretizacao
se aproximar de zero, a solu¢ao numeérica tender a solucao exata do problema.

Vamos agora provar que o esquema (2.39) do problema (2.13)—(2.15) é conver-
gente para a > 0 considerando um caminho de refinamento das malhas tal que
At 1
- <
Ax ~ a

Primeiramente, definimos o erro U —u, denotado por e, na aproximacao do valor

na equacao discretizada pelo valor da fun¢do no ponto (z;,t,) por

ef = Ul —u(zj,tn). (2.58)

Por outro lado, multiplicando por At a equagao (2.46) temos

At
o —a— (u® — u AtT?
U; Uj aAa: (uy uJ—1> + J (2'59)
= uj (1 —v)+wvuj, + AT},
onde T7* representa o erro de truncamento no ponto (r;,t,).
Das expressoes (2.58) e (2.59) obtemos
€?+1 — U]n—i-l _ u}@—i—l
= [Q-v)UP +0Ur,] — [(1 = v)ul +vul, + AtT]] (2.60)

= (1—v)e} +vej | — AtT}.
Na condi¢ao de contorno temos eff = 0, com a > 0.
Seja T' o limite superior para o erro de truncamento em toda malha de pontos,
isto ¢, 77" < T, para n > 0, e E™ 0 erro maximo num passo do tempo n, ou
seja, E" := max|e}|, com j = 0,1,---,J. Assim, podemos escrever de (2.60) a

desigualdade
el < (1= v)E" + vE"| 4+ At[T)|
< |1 —=v)|E™+ |v|E™ + AtT.

(2.61)

Num caminho de refinamento da malha que satisfaca 0 < v < 1, os coeficientes dos

termos €™ do lado direito de (2.60) sao ambos nao-negativos e sua soma ¢ igual a
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um. Dessa forma podemos omitir os sinais dos médulos na inequagao (2.61) ficando

}e}”l} < (1—=v)E"+vE™+ AtT"

(2.62)
= E"+ AtT.
Se (2.62) vale para e?“ qualquer, valera para E;»‘H. Assim,
E" < E"+ AtT (2.63)

para todo 7, n no dominio.

Concluimos de (2.63) que

Erl 4+ AtT
E"=2 £ AT

En

IN

IN

IN

En==U 4 (p — 1)ALT
E° + nAtT.

VAN

Assim,

E" < E° 4+ nAtT.

Temos da condigao inicial U) = u°(x;) que resulta E = 0. Logo, E" < nAtT. E
como nAt < tp, conclui-se que

E" <tpT.

Mostramos que com o refinamento das malhas o erro maximo E™ é sempre limi-
tado. Consequentemente, a solu¢ao numeérica tende a solucao exata do problema,
desde que a condicao 0 < v < 1 seja satisfeita. Este resultado é suficiente para
provar a convergéncia desse esquema de diferenca, com a > 0.

Para esse exemplo provar a convergéncia nao foi uma tarefa tao dificil, porém
para outras EDP’s a prova torna-se bem mais trabalhosa. Veremos mais a frente

outra forma de demonstrar que um esquema é convergente.
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Apresentaremos em seguida a propriedade de estabilidade de um esquema de
diferencas. O objetivo é enunciar um teorema no qual um esquema consistente é
convergente se, e somente se, é estavel.

Os esquemas que tratamos nesse estudo sao esquemas de diferencas de dois niveis
explicitos

Ul = BU",  n <0,

onde B é um operador linear.

Definicao 2.4.4 O esquema de diferenga é dito estdvel, com respeito a norma || - ||
se existem constantes positivas Axg e Atg, e constantes nao negativas K e (3 tais
que

lo | < Ke™ U], (2.64)

para 0 <t =nAt, 0 < Ax < Azg e 0 < At < Aty.

Segundo Thomas [17], “um esquema de diferengas é estavel se pequenos erros nas

condicoes iniciais causam pequenos erros na solucao”.
Exemplo 2.4 Discussao sobre a estabilidade do esquema
n+1 n n

para a equagao u; + au, = 0, com a < 0.

Notamos que

Z U = Z |1+ v) U} = vUp
j=—o00 =00
= > (L+vPIUpP = 2L + v [UF U] + 1 PIU7 )
j=—00

< D (VPO + 20+ U U |+ P10 )
j=—00
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pela desigualdade 2ab < a® + b? temos

STUFE < ST (L+ v PP+ 1L+ vlv] ([U7P + U2 2) + [ PIO7 ) -

j=—o0 j=—c0
Através de uma substituicao de varidvel (z = j + 1) podemos concluir que
o o0
YoUpP= Y 1ural® (2.66)
j=—oo j=—00

Portanto, pela relagao (2.66)

ST PP S0 (P 2]+ ) (U
= i N (2.67)
= (L+vl+ D> Y urp
j=—00
Logo, - 0o
U < (vl Yo (o7 (2.68)
j=—00 Jmmee

A expressao acima em termos da norma ly €

[Tl < 1BIIIT" |2, (2.69)

Y U elBll=[1+v]+ v
j=—00

Por outro lado,

onde ||U||2 =

U"=BU" ' =B(BU"?) =...= B"U". (2.70)

De (2.70) temos
U™ e < BT, (2.71)

comparando a relagao (2.71) com a defini¢ao de estabilidade (2.64), com =0, de-
vemos encontrar uma constante K tal que ||B""Y|| < K. Para isso vamos restringir

v de tal modo que ||B|| < 1. Isto implica que

1+v[+ v <1 (2.72)
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Como por hipdtese v < 0, pois a < 0 temos |v| = —v e a relagao (2.72) torna-se
N+v<1+v, (2.73)

donde concluimos que v > —1. Logo, a condi¢ao de estabilidade para o esquema

FTFS para a equacao uy + au, = 0 € dada por —1 < v < 0.

Apresentaremos um resultado importante para provar a convergéncia de um es-
quema de diferencas, o Teorema de Laz®. Ele relaciona os conceitos de consisténcia,
estabilidade e convergéncia para um método de diferencas, num problema bem-
posto. Um problema bem-posto tem solucao e esta ¢ tinica, sem saltos consideraveis
entre as informacoes e os resultados (estabilidade).

Peter D. Lax percebeu que para provar a convergéncia, poderia separar tal de-
monstracao em duas partes verificando primeiramente a consisténcia e, em seguida,

a estabilidade de um esquema.

Teorema 2.4.5 (Teorema de equivaléncia de Lax) Para um esquema de dife-
rencas finitas de dois niveis, consistente, para um problema de valor inicial linear
bem-posto, a estabilidade do esquema € condi¢ao necessdaria e suficiente para a con-

vergéncia.

Este teorema assumiu uma forte influéncia nas demonstracoes de convergéncia
para esquemas de dois niveis, pois a partir dele, criou-se uma outra forma de de-
monstrar que um esquema consistente é convergente, sendo suficiente provar que ele

¢ estavel. A prova desse teorema pode ser encontrada nas referéncias [13], [14] ou

117].

60 teorema de Lax foi formulado por Peter D. Lax em 1953.



Capitulo 3

Comparacoes de métodos de

diferencas finitas

Neste capitulo abordaremos os métodos de diferencas finitas upwind, de Laz—
Friedrichs e de Lax—Wendroff. Enfatizaremos o estudo da analise de Fourier para
comparar as solucoes numeéricas obtidas em relacao as propriedades de amplitude,
dissipacao e dispersao de cada um desses métodos.

Iniciaremos descrevendo o método upwind e um exemplo que serd usado nas
secoes seguintes como plataforma de comparagao entre os métodos. Por tltimo,
apresentaremos outro exemplo que serd resolvido com os trés métodos e faremos
alguns comentarios. Para mais detalhes recomenda-se [6], [13], [14] e [17].

Os exemplos citados nesta secao sao da forma da equacao de adveccao que rees-

crevemos aqui:

u +au, =0, para 0<z<xy; t>0, (3.1)
u(z,0) = gi(x), para 0<zx <z, (3.2)
u(0,t) = go(t), t=>0, com g1(0)= ga(0). (3.3)

39
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3.1 Meétodo upwind

Estudaremos aqui o método upwind' para a equagao hiperbolica (3.1) e um exem-
plo de aplicacao na resolucao numérica de um problema.

Vimos na Secao 2.4 que o esquema FTFS é estavel, com a < 0, desde que
—1 < v <0. E que o esquema FTBS, com a > 0, é estavel, contanto que 0 < v < 1.
Nesse caso, ambos sao convergentes pelo Teorema de Lax.

A A
t t

n+l - n+1

J gl x J-1 j x
a<0 a>0
Figura 3.1: Stencil do esquema wpwind. Linha tracejada representa uma curva

caracteristica.

Para construir um método que seja estavel para a qualquer, usamos os esquemas

estaveis FTFS, com a < 0 e FTBS, com a > 0, e definimos o método upwind como:

Ur —vA, U se a<0,
gt =4 ’ (3.4)
U —vA_U}, se a>0,

At . , .
onde v = a—. Observe que o esquema acima também pode ser escrito na forma

Az

(1+v)Up —vU,, se a<0,
Ut = (3.5)
J
(1=v)U;+vU,, se a>0.

L Upwind, do ingleés, significa “a favor do vento”.
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Pela anélise de estabilidade apresentada no Capitulo 2 podemos afirmar que o es-

quema upwind, aplicado na equagao hiperbolica (3.1), satisfaz a condigao CFL, desde

que At e Ax satisfagam a desigualdade |a|At < Az, ou ainda |v| < 1, veja Figura

3.1.

Exemplo 3.1 (Esquema numeérico) Vamos utilizar o esquema upwind para de-

terminar solugoes numeéricas da equacao
u+u, =0, x>0, t2>0,

com a condi¢ao inicial

10x —2, se 0.2 <x<0.3,
u(z,0) =13 4—10z, se 0.3<z <04,
0, se 2<0.2o0ux>04,

e a condi¢ao de fronteira

u(0,t) = 0.

0.8

2
o

Amplitude

=
=

0,2

eixo x

Figura 3.2: Condicao inicial do Exemplo 3.1.

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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A solugao exata de (3.6)—(3.8) é a translacao do grafico da func¢ao chapéu (con-
digao inicial) para a direita.

As solugoes numéricas serdo dadas na regiao do dominio discretizado [0, 2] x [0, 1].
Para resolver numericamente esse problema utilizamos a rotina upwind implemen-
tada no Octave, veja apéndice. Exibiremos trés experimentos numéricos, obtidos

com o emprego dos valores de Ax e At, apresentados na Tabela 3.1.

Ax At v
0.010 | 0.010 | 1.000

0.010 | 0.005 | 0.500

0.020 | 0.010 | 0.500

Tabela 3.1: Valores de Az, At e v utilizados no Exemplo 3.1.

Observe que a condicao CFL é satisfeita em todo os trés experimentos, o que
nos garante a estabilidade e, portanto, a convergéncia do esquema.

Notamos que apesar da convergéncia do esquema ha uma perda de amplitude em
relacao a solucao exata, veja Figura 3.3. Observamos que para os valores de v = 0.5
os resultados numeéricos foram distintos e que para Ax = 0.02 e At = 0.010 ha um
forte amortecimento e uma maior dispersao da solugao.

Na proxima secao vamos estudar conceitos para justificar o comportamento das

solugoes numeéricas apresentadas nesse exemplo.

3.2 Analise de Fourier

Nesta secao apresentaremos uma andlise de Fourier para os métodos de dife-
rencas finitas aplicados a equagao hiperbolica (3.1). Estudaremos a dissipa¢ao e a
dispersao de um esquema. E ainda, abordaremos a condicao de von Neumann para

estabilidade de um esquema.
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1 | |
t=0.0s i t=0.5s i t=1.0s

0,8

0,6

Amplitude

0,4

0,2

Figura 3.3: Solucao numeérica de (3.6)-(3.8) usando o esquema upwind em t = 0.0s,
t = 0.5s et = 1.0s. (Linha tracejada: Solucao obtida para Az = 0.01, At = 0.01;
continua: Solucao obtida para Az = 0.01, At = 0.005; pontilhada: Solucao obtida para
Az =0.02, At =0.01.)

3.2.1 Analise da equacao diferencial

Devido as equagoes hiperbolicas descreverem fendémenos de propagacao de uma
onda, a analise de Fourier se transforma numa ferramenta eficaz para o estudo de
métodos de diferencas para estas equacoes.

Veja que o modo de Fourier
v(x,t) = ekt (3.9)

¢ a solugdo da equagao diferencial (3.1). De fato, determinando as derivadas parciais

U € U, temos

v =wu(x,t)i e g—z = kv(z,t)i. (3.10)
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Substituindo as expressoes acima em (3.1), obtemos
up + au, =i (w+ ak)v(z,t) =0 (3.11)
dado que w e k satisfacam a expressao
w = —ak, (3.12)

conhecida como relacao de dispersao.

O modo de Fourier (3.9) descreve uma onda propagando-se no espago. As quan-
tidades w e k sao interpretadas como a freqiéncia angular e o nimero de onda,
respectivamente. A grandeza kx + wt é denominada de fase, medida em radianos.

Observamos que para o modo de Fourier, a fase no tempo t + At é dada por
kx 4+ w(t + At). Isso significa, que num passo de tempo At, a alteragao na fase é de
wAt = —akAt.

Repare também que o modo de Fourier nao sofre alteracao em sua amplitude uma

ihz+et)| = 1. Nesse caso, dizemos que a equacdo (3.1) é ndo dissipativa.

vez que |e
Quando ocorre a dissipacao das solu¢oes hd uma diminuicao da amplitude da curva
também denominada de amortecimento. Assim, dizemos que o modo (3.9) é ndo
amortecido.

A wvelocidade da onda é a velocidade com que um ponto se desloca na onda, tal

que a fase permaneca constante. Isso implica
kx 4+ wt = ¢, (3.13)

onde ¢ é uma constante arbitraria.

Observe que derivando (3.13) em relagao ao tempo t temos

dx dx

= (3.14)

Assim, a velocidade da onda é dada por —%.
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Quando o modo de Fourier de diferentes nimeros de onda k se propagam com
diferentes velocidades dizemos que ha dispersao das solugoes da equacao diferencial.
Para a equagao hiperbolica do nosso exemplo, o modo (3.9) é nao dispersivo, pois
e a é constante.

k
Para simplificar usando a relacao de dispersao (3.12) a solugao de (3.9) torna-se

u(x,t) = e*le=at), (3.15)

3.2.2 Analise do esquema numérico

Nesta secao estudaremos um modo de Fourier solugao do esquema FTBS na
equagao (3.1).
O modo de Fourier?

an _ >\n€ik(jAgv)7

(3.16)

onde A\ complexo, é uma solucao do esquema FTBS [U]"“rl =(1-v)Ul'+ VUJ”_J,

a > 0, para (3.1), desde que

)\n-i—leik(ij) _ (1 . I/) )\neik(ij) + V)\neik((j—l)Ax)’

que implica em

A=1—v+ve kar (3.17)

O namero A depende de k e, por isso, escrevemos A = A(k).

Tomando £ = kAx podemos escrever A em funcao de &, ou seja,

MO =1—v+ve™

20 valor de n do lado esquerdo de (3.16) representa o passo no nivel n do tempo, enquanto do

lado direito representa a n-ésima poténcia de .
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Em (3.16) é facil ver que
n+1l __ n
Ui = U} (3.18)

O ntumero A(k) é chamado de fator de amplifica¢io do modo, pois representa
a razao com que a amplitude da solugao do esquema aumenta ou diminui quando
avancamos um passo no tempo.

Jé& verificamos que esse esquema é consistente e estavel e, portanto, convergente,

contanto que

0<v<l. (3.19)

Observe que manipulando a desigualdade acima obtemos

L—@ﬁﬁg§1+4mu—wﬁﬁ%§1. (3.20)
Donde podemos concluir
1—4ml—w$ﬁg§1. (3.21)
Por outro lado,
INE))? = [(1 = v) +veosé]® + [vsiné]? =1 — 2v(1 — v)(1 — cos€). (3.22)

Usando a identidade 1 — cos 6 = 2sin? g em (3.22), encontramos
|MmF:1—4m1—mmﬁg. (3.23)
Das expressoes (3.21) e (3.23) concluimos que
IA(R)* < 1.

Entao, 0 < v < 1 implica que |[A(k)| < 1, para todo k.
O mesmo modo de Fourier (3.16) satisfaz o esquema FTFS, com a < 0, desde

que

k) =1+ v —peikae (3.24)
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e seja valida a condicao |A| < 1 para que o esquema seja estavel.
O enunciado que veremos agora nos fornece uma outra forma de verificar a

estabilidade de um esquema de diferencas.

Teorema 3.2.1 Um esquema de diferencas finitas (com coeficientes constantes) é

estavel, se existem constantes positivas Atg e Axg tais que
[A(R) <1, (3.25)
para todo 0 < At < Aty e 0 < Ax < Auxyg.

Uma consequéncia do teorema ¢é que a estabilidade de um esquema de diferencas
se reduz a analise do fator de amplificagdo. A relacdo (3.25) é conhecida como

3

condi¢ao de von Neumann’. A demonstracao pode ser vista no livro do Thomas

[17].

Pela expressao (3.18), o modulo de A nos mostra o quanto a amplitude (amor-
tecimento) da onda se altera no tempo t. Por outro lado, o argumento de A no
esquema ¢é igual a fase para o modo de Fourier (3.16) e, assim, ele nos informa sobre
a frequéncia que a onda se propaga. Portanto, vamos estudar e analisar o modulo e
o argumento de A de alguns métodos de diferencas finitas.

Note que o modo U = NeFUAT) com a > 0, satisfaz o esquema upwind desde
que A = 1 — v+ ve~*4%_ Isto nos leva a [A(k)[* = 1 — 4v(1 — v)sin® §. Nesse caso,
observamos que quando v # 1 implica que |A| < 1, a amplitude é alterada, e o modo
é considerado amortecido. Somente no caso de v = 1 em que |A\| = 1 o modo é nao
amortecido.

Por outro lado, o argumento de A é dado por

_ —vsiné N vsin &
A=tan™! = —tan"" : 3.26
e o {l—y—l—ycosf} o {1—1/+1/cos§] ( )

30 estudo de estabilidade de um esquema com o teorema (3.2.1) é chamado de andlise de von

Neumann.
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Estamos interessados em avaliar arg A quando & é pequeno, para mostrar como
esses modos podem ser aproximados sobre a malha de pontos. Para isto sera tutil o

seguinte resultado apresentado em p. 97 de [13]:

Lema 3.2.2 Se q possui uma expansao em poténcias de p da forma
2 3 4
g~ Cp+Cop” +e3pt tap +

quando p — 0, entao

1
tan~" g ~ c1p + cop” + (c3 — gci’)p?’ + (es — o)+

De fato, a hipdtese p — 0 garante o uso da série

3 5 7
tan_lz:x—x—jtx——x——l----pam—1<x<1. (3.27)
3 5 7
Assim,
1
tan~' g ~ (cip+ cop® + c3p” + -+ +) —g(C1p+02p2—|—03p3—|—-")3+~-~. (3.28)

Utilizamos o bindmio de Newton em (3.28) e encontramos

1 1
tan~'q ~ clp—l—c2p2—|—(03—gci’)pg—l—(cél—cfcz)p‘l—l—(%—c?cg—clc§+gci)p5+~ . (3.29)

Vamos agora determinar o argumento de \. Para isso usaremos as séries

o 3 xd Al . 2 xt af
81nx—x—§+§—ﬁ+-~- e cosx = —E+E—g+“-

para todo z real. Logo,

< 3 5 7

(€28 € )
| | |

) 3l BT (3.30)

arg A\ = —tan~
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A série
1

. =l+x+2°+2°+a2"+---, para|z| <1, (3.31)
—x

faz com que (3.30) seja escrito como segue,

1 1
arg A = —tan ! |v€ — 61/(1 —3v)& + 1—20u(1 — 150 + 3002 +--- | . (3.32)

Para £ — 0 aplicamos o Lema 3.2.2 em (3.32) e encontramos

arg\ = —vé[l — %(1 —v)(1—2v)&* — Elo(l —v)(1 —2v)(1202 — 12v + 1)+

+ .. ]
(3.33)

O modulo (3.23) e o argumento (3.33) do fator de amplificagao nos fazem concluir
sobre 0 método upwind que: quando v = 1 temos |\| = 1 e arg A\ ~ —v¢ que implica a
solucao numérica nao apresenta dissipacao, nem dispersao, nos dando a solu¢ao mais
proxima do modo (3.9); para qualquer outro valor de v aceitavel, tal que |A] <1, o
esquema possui um erro de amplitude, que de (3.23), é da ordem &2, num passo do
tempo; ja o erro de fase relativo ao observar (3.33), ¢ da ordem de &%, sendo que o
sinal depende do valor de v; observa-se ainda que esse erro vai evanescendo quando
v = % (arg)\ ~ —%5).

Vamos retornar ao Exemplo 3.1 para analisar o comportamento da solugao nu-
mérica, quanto a dissipacao e dispersao encontradas com o esquema upwind.

Determinamos os valores de |A| e arg A para os dados da Tabela 3.1 e encontramos
0 < [Aazooz| < [Aaz001| <1 e [arghooe| > |argrool-
Os resultados confirmam que:

e (Quando v é constante, quanto mais proximo de 1 estiver o modulo de A, menor

serd a dissipacao;
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e Quando v é constante, quanto maior o valor do argumento de A maior ¢é a

dispersao.

Vamos continuar resolvendo o Exemplo 3.1 para os valores da Tabela 3.2.

Az | At v |2 arg A\
0.01 | 0.002 | 0.20 | 1 —0.645in?% | —0.2¢ (1 —0.08¢2 + - -)
0.01 | 0.005 | 0.50 | 1—sin?$ —0.5¢
0.01 | 0.010 | 1.00 1 —¢

Tabela 3.2: Valores de Az, At, v, |A|? e arg A utilizados no Exemplo 3.1 para o esquema

upwind.

Observando os dados na Tabela 3.2 e os resultados na Figura 3.4, podemos

afirmar que:
e Quando v =1, a solu¢ao numérica estd mais proxima da solucao exata;

e (Quanto mais proximo de 1 estiver o moédulo de A, menor serd o amortecimento

e a dissipacao;

e Quanto maior o valor do argumento de A\, maior é a dispersao.

3.3 Meétodo de Lax—Friedrichs

Aqui trataremos do método de Lax—Friedrichs apresentando sua formula de di-
ferencas. Resolveremos o Exemplo 3.1 para este método e faremos a analise de
Fourier.

O esquema de diferencas finitas Lax—Friedrichs foi desenvolvido por Peter David

Lax e Kurt Otto Friedrichs e consiste em discretizar a equacao diferencial parcial
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0,8

0,6

Amplitude

0,4

0,2

0 5 e’ "y
0 02 04 06 08 1 2 14 16 18

eixo x

Figura 3.4: Solucao numérica de (3.6)-(3.8) usando o esquema upwind em ¢ = 0.0s,
t = 0.5s e t = 1.0s. (Linha tracejada: solucao obtida para At = 0.010, » = 1.0; continua:
solucao obtida para At = 0.005, v = 0.5; pontilhada: solucdo obtida para At = 0.002,

v=0.2)

com uma diferenga avangada no tempo, usando a média para determinar U}, e uma
diferenca centrada no espaco, ver Figura 3.5. Assim, desenvolvemos a aproximagao

para a equacao (3.1) obtendo

n+1 rTn n n
Uj B Uj Uj+1 B Uj—l _

=0 3.34
YV ’ (3:34)
7 Uyn—l + yﬂ+1 . ~ . .
onde U}' = — Manipulando a equacao de diferenca anterior, temos
n+1 1 n 1 n

com erro da ordem de At 4+ Az2.
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n+1

-1 ]+ x

Figura 3.5: Stencil do esquema de Lax-Friedrichs com os pontos (z;—1,tn), (Zj+1,tn) €

(2j,tn+1). Linha tracejada representa uma curva caracteristica.

Vamos calcular os valores do modulo e do argumento de A, para interpretar

através da analise de Fourier a aproximacao numérica obtida pelo método.

Da mesma forma que deduzimos algebricamente a condicao CFL para o método

upwind, determinamos que no esquema de Lax—Friedrichs a condicao é |v| < 1.

O modo de Fourier (3.16) satisfaz o esquema numeérico, entao o fator de ampli-

ficacao necessario no estudo da estabilidade ¢ dado por

1 . 1 :
A= 5(1 —v)e + 5(1 +v)e

= cos& —ivsiné.
Logo, o modulo de A é dado por
A = cos?& + 1v2sin?¢
= 1—(1—-vHsin®*¢.

Para que o esquema seja estavel devemos ter |A\| < 1, ou seja,

1-(1-v)sin’¢ <1 = (1-1H)sin?¢>0.

Como sin? ¢ > 0, temos que a desigualdade anterior implica que

1-v)>0 = |v<1.

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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Assim, a condigao de estabilidade desse esquema é |v| < 1, que também atende a
condi¢ao CFL. Portanto, pelo teorema de Lax, se |v| < 1 este esquema é convergente.

Vamos determinar o valor do argumento de A. Veja que

g |vsing
arg A = — tan {cosg]’ (3.40)
3
vsing V<€_E+ )
= 2 1
cos & 1_<%_%+ )
(3.41)
3 52 54
= y(§_€+...) {14_(5_%_‘_...)_‘_...}
1 s
= 1/§+§V€ +
Logo, aplicamos o Lema 3.2.2 em (3.40) e obtemos
1 1
arg A = —I/§—<—V——V3)§3—-~-
3 3
(3.42)

= ﬂfb+§a—wu+mé+~}.

Vamos comentar o método Lax—Friedrichs baseado nas informacoes do fator de
amplificacao A.

Em relagao ao |A|, para o mesmo v, temos que o do esquema upwind esta mais
proximo de 1 que o modulo de Lax—Friedrichs, com & pequeno. Isso pressupoe
que esse esquema ¢ mais amortecido. Por outro lado, para & pequeno, temos que
| arg Aupwind| < | Arg ALaz—Friedrichs|- Essa comparacdo nos faz pensar que a dispersao
é maior, para um mesmo tempo, no esquema Lax—Friedrichs.

Os comentarios acima sao confirmados através das aproximagoes numeéricas do
Exemplo 3.1, apresentadas nas Figuras 3.4 e 3.6.

As solugoes para o Exemplo 3.1, aplicado ao método Lax—Friedrichs, foram de-

terminadas com os dados da Tabela 3.3.
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Az | At v |2 arg \
0.01 | 0.002 | 0.20 | 1 —0.96sin*¢ | —0.2€ (1+0.3262 +--+)
0.01 | 0.005 | 0.50 | 1 —0.75sin?¢ | —0.5¢ (1 +0.25¢2 4 -+ )
0.01 | 0.010 | 1.00 1 —¢

Tabela 3.3: Valores de Az, At, v, |A|? e arg A utilizados no Exemplo 3.1 para o esquema
de Lax—Friedrichs.

0,8

0,6

Amplitude

0,4

0,2

Figura 3.6: Solu¢ao numeérica de (3.6)—(3.8) usando o esquema Lax-Friedrichs em ¢t = 0.0s,
t = 0.5s e t = 1.0s. (Linha tracejada: solucao obtida para At = 0.010, » = 1.0; continua:
solucao obtida para At = 0.005, v = 0.5; pontilhada: solucdo obtida para At = 0.002,

v=0.2)
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3.4 Meétodo de Lax—Wendroff

Nesta secao apresentaremos o esquema Lax—Wendroff, bem como analisaremos
as condicoes de estabilidade, dispersao e dissipacao desse esquema através da solucao
numérica do Exemplo 3.1.

A Figura 3.7 apresenta os pontos A, B e C' que servirao para aproximar o valor
de Us = Up.

No esquema upwind, Ug era aproximado interpolando-se linearmente Uy e Ug.
No método de Lax—Wendroff, Ug é aproximado por uma interpolacao quadratica,

utilizando-se Uy, Ug e Ug, ver Figura 3.7, onde encontramos a féormula

n+1

-1 ]+ x

Figura 3.7: Stencil do Esquema de Lax-Wendroff com representacao dos pontos

A(:Ej_l,tn), B(l‘j,tn), C(l‘j.H,tn) € P(:Ej,tn+1).

Este esquema foi estudado e aplicado pela primeira vez em 1960, por Peter
David Lax e Burton Wendroff, em aproximacoes de leis de conservagao com equacoes

hiperbolicas [12]. Ele também pode ser obtido através da expansao de Taylor em
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torno de (z;,t,) para u

At?
U(Ij, tn+1> = U(l’j, tn) + Atut(xj, tn) + Tutt(xj, tn> 4+ e (344)
Substituindo u; = —au, e uy = a*u,,, obtemos
o, At?
w(xj, the1) = w(xj, t,) — altu,(z;, t,) +a Tum(xj, tn) + -+ . (3.45)

Aproximando u, por uma diferenca centrada com passo 2Ax,

Un . —pn
U (25, ) A M)

2Ax
e Uy, por uma diferenca de segunda ordem,

Ax? '

u:c:c(xja tn) ~

obtemos 0o método de Lax—Wendroff

Ur, — U,

At? (UM, =20 + U™
n+l _ yrn J+1 J 2 Jjt+1 J Jj—1
Uit = U} — aAt SAL +a 5 ( A2 ) (3.46)
ou
1 1
Urtt = 5,/(1 + U+ (1= AU — 5y(l —v)Uj\y, (3.47)

com erro da ordem de At? + Ax?.
Vamos realizar a andlise de Fourier deste esquema. Substituindo o modo de

Fourier U" = A"e/¢ em (3.47), temos
1 By 5 1 |
A= 51/(1 +v)e”® + (1 —1v?) — 51/(1 —v)e

= %u(l +v)(cos€ —isiné) + (1 —v?) — %y(l —v)(cos& +isinf) (3.48)

= (1—-v*+12cos) —ivsiné

2

= 1—2v%sin % —jvsiné.
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Para analisar a estabilidade desse esquema calculamos o moédulo de A

AZ= [1—20%sin? (§)] + vsin &)
p
= 1+4v'sin? (§) — 4v?sin? (§) + 402 sin? (§) cos? () (3.49)

= 1—412(1 —v?)sin? (g) .

Para garantir que o esquema é estavel podemos impor que [A(k)| < 1, ou seja,

DO [y

0<1—4°(1—2v%)sin*2 <1, (3.50)

que implica em

DO [y

0 <4v2(1—v?)sin® 2 < 1. (3.51)

A resolugao de (3.51) nos da (1 — v?) > 0, donde concluimos |v| < 1. Esse
resultado abrange todo o intervalo permitido pela condicao CFL para a convergéncia
desse esquema.

Outra informagao importante sobre o esquema é dada pelo argumento de A que

determinamos como sendo

vsiné
A= —tan " . 3.52
arg \ = — tan [1 - Wcosg] (3.52)
Utilizando as séries sinz e cosz temos
63
vsin V(g_ﬁ—i_"')
— 2 2 ~
1 —v24v2cosé 1_,/2<§_%+...)

_ &y )y

=V <£ 3! _'_ ) 1_1,2<%_%+m> (353)

Pelo Lema (3.2.2) em (3.52) encontramos

arg A = —v¢ |:1—%(1—1/)(1+1/)§2—|-"-:| . (3.54)
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Exceto quando v = 1, onde |A| = 1 e arg A\ ~ —v&, que nos da a solugao do
modo de Fourier, podemos afirmar que para —1 < v < 1: o médulo de A, de (3.49),

reescrito na forma

1 1 .- 3 5= o
A2 =1 = 402(1 = ?) (o6 = SE% + S€%8 - 268 + £1),
16 2 2
onde é = % — % + ---, nos mostra que o erro de amplitude, num passo do

tempo, ¢ da ordem de £*, com ¢ pequeno; em relacio aos esquemas upwind e de
Lax—Friedrichs pressupoe-se que a dissipacao da solucao numérica ¢ menor no Lax—
Wendroff; o argumento de A, de (3.54), nos diz que o erro de dispersao é da ordem
de £2.

Agora vamos resolver o Exemplo 3.1 com o esquema de Lax—Wendroff utilizando

os valores da Tabela 3.4.

Az | At v |2 arg \

0.01 | 0.002 | 0.20 | 1 —0.1532sin?§ | —0.2¢ (1 —0.16¢2 + -+ )
0.01 | 0.005 | 0.50 | 1—0.75sin*§ | —0.5¢ (1 — 0.125¢2 + -+ )
0.01 | 0.010 | 1.00 1 —¢

Tabela 3.4: Valores de Az, At, v, |\|? e arg A utilizados no Exemplo 3.1 com o esquema

de Lax—Wendroff.

As solugoes numeéricas em relagao ao método de Lax—Wendroff sao apresentadas

na Figura 3.8. Aproveitamos para descrever algumas observagoes:

e Se v =1, entao a solucao numeérica estd mais proxima da solucao exata;

e (Quando v é constante, quanto mais proximo de 1 estiver o médulo de A menor

serd a perda de amplitude e a dissipacao;

e Quando v é constante, quanto maior o valor do argumento de A maior é a

dispersao;
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e A dissipacao da solugoes ¢ menor no esquema de Lax-Wendroff do que nos

outros dois esquemas.

1
t=0.0s ,lt=0.55 ,)ll t=1.0s
l \
|
0.8 1 A
|
| [
| Iy
[ 'l 1
|
3 06 | I
2 !
g |
< 04 I
|
|
02
0 - T
. V \\j

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18
eixo x
Figura 3.8: Solugao numérica de (3.6)—(3.8) usando o esquema Lax—Wendroff em ¢t = 0.0s,
t = 0.5s e t = 1.0s. (Linha tracejada: soluc¢ao obtida para At = 0.010, v = 1.0; continua:

soluc¢do obtida para At = 0.005, v = 0.5; pontilhada: solucdo obtida para At = 0.002,
v=0.2)

3.5 Comparacao de métodos de diferencas finitas

Nosso objetivo nesta secao é resolver numericamente um exemplo aplicando os
métodos de diferencas upwind, de Lax—Friedrichs e de Lax—Wendroff e comparando-
os baseados na andlise de Fourier.

Pela andlise de Fourier u(z,t) = e!k*+%t) & solugdo de (3.1), a > 0, desde que
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w = —ak. A amplitude nao é amortecida e a cada passo do tempo a fase é alterada
por —akAt. Ja a solugdo numérica ¢ dada pelo modo de Fourier U} = \eikliaT)
onde A é funcao de k, Az e At. Em um passo do tempo o modo é multiplicado por
A. Segundo a condicao de von Neumann, se A < 1 o modo é amortecido e estavel.
Para os métodos estudados neste capitulo foram calculados os valores de |A|? e

arg A que estao resumidos na Tabela 3.5.

|2 arg \
Upwind 1—4v(1 —v)sin®$§ V€[l = (1 —v)(1 —20)E2 + -]
Lax-Friedrichs | 1—(1—v)(1+v)sin?¢ | —v€[1+ 31 —-v)(1+v)2+--]
Lax-Wendroff | 1—402(1 —v)(1 +v)sin'§ | —vg[l — (1 —v)(1 +0)e2 + -]

Tabela 3.5: Valores de |A]> e arg\ para os métodos upwind, Lax-Friedrichs e Lax—

Wendroff.

Estudaremos agora um exemplo de uma equagao de adveccao onde a condicao

inicial é derivavel em todos os seus pontos.

Exemplo 3.2 (Funcgao suave) O problema em questao € solucionar numerica-

mente a equacao

uy+0.5u, =0, x>0, t>0, (3.55)
com a condicao inicial
u(z,0) = exp [-11(5z — 1.1)?] (3.56)

e a condicao de contorno

w(0,t) = 0. (3.57)

A solugao exata de (3.55)-(3.57), veja Figura 3.10, é dada pela fungao

u(z,t) = exp [~11(5z — 2.5¢ — 1.1)%]. (3.58)
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Tal solucao € a translacao para a direita do grifico da fun¢ao dada na condi¢ao

inicial, Figura 3.9.

—  u(x,0)=exp(-11(5x-1.1)?)

0,8
o 0,6
©
2
a
IS
< 04

0,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

eixo x

Figura 3.9: Condicao inicial do Exemplo 3.2.

Primeiramente, nota-se que as condicoes de estabilidade, nesse caso, —1 < v < 1
sao satisfeitas para os trés métodos. Logo, as solugoes convergem para a solugao
exata.

Trés experimentos numéricos, para cada método estudado, foram realizados uti-
lizando os valores dados na Tabela 3.6, na regiao [0,2] x [0, 2].

As Figuras 3.11, 3.12 e 3.13 representam as solugoes obtidas, respectivamente,

pelos esquemas upwind, de Lax—Friedrichs e de Lax—Wendroff, onde constatamos:

e A perda de amplitude e a dissipacao sao menores no esquema Lax—Wendroff
isso se justifica pela ordem de erro, £, do médulo do seu fator de amplificacao,

quando £ é pequeno, enquanto do upwind e Lax-Friedrichs é da ordem de &£
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08

0.6

0.4

0.2

0.6
tempo 0.4

espaco

Figura 3.10: Solugao exata do Exemplo 3.2.

Az At v

0.005 | 0.0025 | 0.25

0.005 | 0.005 | 0.50
0.005 | 0.010 | 1.0

Tabela 3.6: Valores de Az, At e v utilizados no Exemplo 3.2.
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e Para v constante, em cada passo do tempo a dispersao é maior no esquema
Lax—Friedrichs, quando £ é pequeno. Isso se confirma pelo valor do argumento

de seu fator de amplificacao em relagao aos outros dois esquemas.

0,8 1

Amplitude
o
<

=
~

0,2 1

eixo x

Figura 3.11: Solu¢@o numérica do Exemplo 3.2 usando o esquema upwind em 0.0s, 0.5s
e 1.0s. (Linha tracejada: solugao obtida para Az = 0.005 e At = 0.01; continua: solugao
obtida para Az = 0.005 e At = 0.005; pontilhada: solu¢ao para Ax = 0.005 e At =

0.0025.)

As Figuras 3.14 e 3.15 mostram os graficos de || em funcdo de &, onde 0 < £ < g,

dos quais podemos afirmar, em relacao a perda de amplitude, que:

e a perda é menor para o método Lax—Wendroff, seguido do método upwind,
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Figura 3.12: Solu¢do numeérica do Exemplo 3.2 usando o esquema Lax-Friedrichs em
0.0s, 0.5s e 1.0s. (Linha tracejada: solugao obtida para Az = 0.005 e At = 0.01; continua:
solucao obtida para Az = 0.005 e At = 0.005; pontilhada: solucdo para Az = 0.005 e

At = 0.0025.)
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Figura 3.13: Solu¢ao numérica do Exemplo 3.2 usando o esquema Lax—~Wendroff em 0.0s,

0.5s e 1.0s. (Linha tracejada: solugao obtida para Az = 0.005 e At = 0.01; continua:

solucao obtida para Az = 0.005 e At = 0.005; pontilhada: solucdo para Az = 0.005 e

At = 0.0025.)
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e a perda é maior no Lax—Friedrichs para v = 0.2 ;

e quao proximo v estd de 1, mais o valor do modulo de A se aproxima da solucao

exata.

arg A

A grandeza dada pela razao ¢ chamada de fase relativa. Ela também

v

¢ uma medida utilizada para analisar o erro numérico do esquema. Através das
Figuras 3.16 e 3.17 ilustramos a fase relativa que mostra que o esquema upwind
possui o menor erro de dispersao dos trés métodos, isso é confirmado nas solugoes
numeéricas do exemplo. Todavia, esse método apresenta um amortecimento muito
forte comparado ao método de Lax—Wendroff. Essas analises sao importantes na
decisao de qual método escolher na aproximacao do problema.

Para finalizar, as comparacoes mostram que o método de Lax-Wendroff fornece
as melhores aproximacoes para o problema. Essa afirmacao esta baseada na analise
de Fourier, mais precisamente, nos valores de || e arg \.

E importante frisar que se optarmos por resolver um problema numericamente,
devemos considerar todas as hipoteses e caracteristicas que o envolvem. Além disso,

precisamos trabalhar com varios métodos para verificar quais terao os melhores

resultados.
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V= 0 2 ——- Lax-Wendroff
. —— upwind
Lax-Friedrichs

0,4

0,2

Figura 3.14: Gréfico de || em fungao de £ para v = 0.2. (Linha tracejada: Lax—Wendroff;

continua: wpwind; pontilhada: Lax—Friedrichs.)

V= 0’5 —-— Lax—‘Wendroﬁ
—— upwind
Lax-Friedrichs

(Al
(=]

0,4

0,2

Figura 3.15: Graficos de |\| em fungao de &, para v = 0.5. (Linha tracejada: Lax—

Wendroff; continua: upwind; pontilhada: Lax—Friedrichs.)



Secao 3.5 - Comparacao de métodos de diferencas finitas 68
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Figura 3.16: Grafico de ¢ em fungao de & para v = 0.2. (Linha tracejada: Lax—
—v
Wendroff; continua: upwind; pontilhada: Lax—Friedrichs.)
" v=05 - - Lax-Wendroff
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Figura 3.17: Grafico de em fungao de & para v = 0.5. (Linha tracejada: Lax—

—1/£

Wendroff; continua: upwind; pontilhada: Lax—Friedrichs.)



Conclusao

Neste trabalho abordamos métodos de diferencas finitas para equagoes hiper-
bolicas de primeira ordem. Estudamos as propriedades de trés métodos classicos,
upwind, de Lax—Friedrichs e de Lax—Wendroff e as exemplificamos através de testes
numeéricos.

No Capitulo 1, vimos exemplos sobre o transporte de particulas e o fluxo de
trafego, ambos modelados por uma equacao hiperboélica. Assim, a solucao dessa
equagao pode apresentar respostas a problemas de fenémenos diferentes, mas com
caracteristicas semelhantes.

No Capitulo 2, mostramos através de um problema, uma equacgao do transporte,
as etapas de construcao do método de diferencas finitas e o resolvemos numeri-
camente. Caracterizamos os métodos explicitos e implicitos. Ao apresentarmos a
condicao CFL, deduzimos a desigualdade |a|A—at < 1 como sendo a condi¢ao ne-
cessaria para que os esquemas de diferencas finitas estudados neste trabalho sejam
convergentes. Mostramos as condigoes necessarias para que os esquemas de diferen-
cas FTFS e FTBS sejam estaveis. Vimos ainda que o Teorema de Lax é uma outra
forma de mostrar a convergéncia de um esquema consistente.

Notamos que através da andlise de von Neumann, vista no Capitulo 3, para
estudar a estabilidade de um esquema, basta avaliar o valor de |A|. E percebemos

que para um esquema de diferencas finitas ser estavel, devemos ter |A| < 1.

69



Conclusao 70

No Capitulo 3, estudamos a andlise de Fourier onde vimos que o estudo numérico
de um esquema de diferencas ficou resumido na observacao dos valores do modulo
e do argumento do fator de amplificacao, pois estes nos fornecem informagoes sobre
os fenomenos de dissipacao e dispersao numa aproximacao numérica.

Fizemos um estudo dos métodos upwind, de Lax—Friedrichs e de Lax—Wendroff
onde apresentamos as condi¢oes de convergéncia desses esquemas e os valores de ||
e arg A para cada um deles. Como esse valores dependem das variaveis At, Az e &,
as analises foram realizadas admitindo uma ou outra variavel constante. Resolvemos
numericamente um exemplo para equacao u; +au, = 0, a constante, com a condi¢ao
CFL satisfeita, onde constatamos que: quando v é constante, quanto mais proximo
de 1 estiver o médulo de A menor seréd a perda de amplitude e a dissipacao; quando v
é constante, quanto maior o valor do argumento de A maior ¢ a dispersao; se v = 1,
entao a solugao numeérica ¢ mais proxima da solugao exata.

Comparamos os métodos upwind, de Lax—Friedrichs e de Lax—Wendroff através
da anéalise de Fourier, quanto a dissipacao e a dispersao das solucoes numéricas
obtidas, ao resolver um problema modelado por uma equagao de advecgao.

Embora o método upwind apresente a menor dispersao, a sua perda de amplitude
é grande em relacao ao método Lax—Wendroff, que apresenta a menor dissipacao das
solucoes. Além disso, as maiores dissipacao e dispersao foram encontradas no método
de Lax—Friedrichs. Assim, as melhores aproximacoes foram feitas pelo método de
Lax—Wendroff.

As aproximagoes numéricas feitas com os trés métodos também sao justificadas
arg A

pelos graficos de || e em funcao de &, onde confrontamos os erros de amplitude
e de dispersao, para & pequeno. Verificamos que quanto mais proximo de 1 estiver
o modulo de A\ e a fase relativa, reduz-se os efeitos da dissipacao e dispersao das

solugoes.
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Firmamos definitivamente que ao optarmos por resolver um problema numerica-
mente, precisamos analisar varias caracteristicas dos métodos, pois cada um deles
apresentara vantagens e desvantagens. Assim sendo, uma andalise de qual ou quais
esquemas trabalhar, indicar& certamente os melhores resultados numéricos.

As simulagoes e os gréficos foram desenvolvidos nos programas Octave e Grace.
Mediante a experiéncia neste trabalho, somada a nossa atividade docente, afirmamos
que o uso desses recursos auxiliam o processo ensino-aprendizagem, desde que haja
uma orientacao adequada.

Finalmente, sugerimos para continuidade deste trabalho um estudo dos métodos
de diferencas para leis de conservacao. Isso se justifica pela relacao destas com as

equacoes diferenciais estudadas e pelos varios fenomenos modelados por essas leis.
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Apéndice

Apresentamos as rotinas utilizadas no Octave para gerar as solu¢oes numéricas
dos exemplos “Esquema FTFS”, “Esquema numérico” e “Func¢ao suave”, respectiva-

mente, nas paginas 24, 41 e 60 deste trabalho.

“Esquema FTFS”
Condigao inicial

function UO = initialA(dx,x1,x2,x3,xf)
x=0:dx:xf;

nx=length(x);

il=floor(x1/dx)+1;

i2=floor(x2/dx)+1;

i3=floor(x3/dx)+1;

UO=zeros(1,nx)

U0(il1:12)=5*x(i1:12)-3
U0(12:13)=4-5*x(i2:13)

endfunction
Condicao de contorno

function UC = contour(dt,tf)

nt=floor(tf/dt)+1;
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UC=zeros(1,nt-1)

endfunction
Solucao numeérica

function [U,x,t,nt] = ftfs(dx,dt,xf,tf,a,ci,cc)
x=0:dx:xf;
t=0:dt:tf;
nx=length(x) ;
nt=length(t);
v=axdt/dx;
U=zeros(nt,nx) ;
U(1,:)=ci;
U(2:nt,nx)=cc;
for i=1:nt-1
U(i+1,1:nx-1) = (1+v)*U(i,1:nx-1)-v*U(i,2:nx);
endfor

endfunction

“Esquema numeérico”

Condigao inicial

function UO = initialB(dx,x1,x2,x3,xf)
x=0:dx:xf;

nx=length(x) ;

il1=floor(x1/dx)+1;

i2=floor(x2/dx)+1;

i3=floor(x3/dx)+1;

UO=zeros(1,nx)

U0(i1:12)=10*x(i1:12)-2
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U0(i2:13)=4-10%x(i2:13)

endfunction
Condicao de contorno

function UC = contour(dt,tf)
nt=floor(tf/dt)+1;
UC=zeros(1l,nt-1)

endfunction

Solugao numérica

Meétodo Upwind

function [U,x,t,nt] = upwind(dx,dt,xf,tf,a,ci,cc)
x=0:dx:xf;
t=0:dt:tf;
nx=length(x) ;
nt=length(t);
v=axdt/dx;
U=zeros(nt,nx) ;
U(1,:)=ci;
if (a<0)
U(2:nt,nx)=cc;
for i=1:nt-1
U(i+1,1:nx-1) = (1+v)*U(i,1:nx-1)-v*U(i,2:nx);
endfor
else
U(2:nt,1)=cc;
for i=1:nt-1

U(i+1,2:nx) = (1-v)*U(i,2:nx)+v*U(i,1:nx-1);
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endfor
endif

endfunction
Mcétodo de Lax—Friedrichs

function [U,x,t,nt] = laxfriedrichs(dx,dt,xf,tf,a,ci,cc)
x=0:dx:xf;
t=0:dt:tf;
nx=length(x);
nt=length(t);
v=axdt/dx;
U=zeros(nt,nx) ;
U(1,:)=ci;
U(2:nt,1)=cc;
U(2:nt,nx)=cc;
for i=1:nt-1
U(i+1,2:nx-1) = 0.5%(1+v)*U(i,1:nx-2)+0.5%(1-v)*U(1i,3:nx);
endfor

endfunction
M¢étodo de Lax—Wendroff

function [U,x,t,nt] = laxwendroff(dx,dt,xf,tf,a,ci,cc)
x=0:dx:xf;

t=0:dt:tf;

nx=length(x) ;

nt=length(t);

v=axdt/dx;

U=zeros(nt,nx) ;
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U(1,:)=ci;
U(2:nt,1)=cc;
U(2:nt,nx)=cc;
for i=1:nt-1
U(i+1,2:nx-1) = 0.5*xvx(1+v)*U(i,1:nx-2)+(1-v)*(1+v)*U(i,2:nx-1) -
0.5%xv*(1-v)*U(i,3:nx);
endfor

endfunction

“Funcao suave”

Condigao inicial

function UO = initialC(dx,xf)
x=0:dx:xf;

nx=length(x);
UO=exp(-11%(5*x-1.1).72)

endfunction
Condicao de contorno

function UC = contour(dt,tf)
nt=floor(tf/dt)+1;
UC=zeros(1l,nt-1)

endfunction

Para determinar a solucao numérica, nesse exemplo, foram usadas as mesmas
rotinas do exemplo “Esquema numérico” para os métodos upwind, de Lax—Friedrichs

e de Lax—Wendroff.



