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Resumo

Neste trabalho definimos quivers e discutimos como a categoria de médulos
sobre uma algebra conexa qualquer pode ser associada a categoria de repre-
sentacoes de um quiver. Estudamos também o sistema de raizes da forma
quadratica de Cartan associada a um quiver, que tem bijecao com os vetores
dimensao de representacao indecomponiveis.

Estudamos a demonstracao do Teorema de Gabriel, que caracteriza todos
os quivers que tém quantidade finita de representacoes indecomponiveis a
partir da forma de Cartan. O Teorema de Gabriel também define quando um
quiver tem tipo manso. Apresentamos também a demonstracao do Teorema
de Ovsienko, que sob certas condigoes, caracteriza os quivers com relagoes que
tém quantidade finita de representagoes indecomponiveis a partir da forma

de Brenner.



Abstract

In this work, we define quivers and their representations, and discuss how
the category of modules over an arbitrary connected associative algebra can
be associated to the category of representations of a quiver. We also study
the root system of the Cartan quadratic form associated to a quiver, which
is bijective with the set of dimension vectors for which an indecomposable
representation exists.

The proof of Gabriel’s Theorem, which characterizes all quivers with
finitely many indecomposable representations in terms of its Cartan form,
is presented. Gabriel’s Theorem also defines when a quiver is of tame time.
Finally, we also describe a theorem due to Ovsienko which, under certain
conditions, characterize the quivers with relations that admit only finitely

many indecomposable representations in terms of its Brenner form.
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Introducao

O objeto principal deste trabalho é o estudo da estrutura do conjunto das
representacoes de quivers, em especial, a estrutura do conjunto das repre-
sentagoes indecomponiveis.

No primeiro capitulo, temos as defini¢oes de algumas estruturas que serao
usadas no decorrer do trabalho, tais quais quivers, representacgoes de quivers
e categorias. Como principal resultado deste capitulo, temos a equivaléncia
entre a categoria das representagoes de quivers e a categoria dos modulos
sobre a dlgebra de caminhos do mesmo quiver.

No segundo capitulo, definimos a forma de Cartan associada a um quiver,
e a partir desta obtemos o Sistema de Raizes de um quiver. Concluimos que
o Sistema de Raizes nao depende das orientagoes das flechas mas somente
do numero de flechas ligando cada dois vértices, isto €, depende apenas do
grafo associado ao quiver.

Foi mostrado por Kac que existe bijecao entre o conjunto dos vetores
dimensao de representacoes indecomponiveis e os vetores positivos do Sistema
de Raizes de um quiver dado. Apresentamos uma caracterizacao do Sistema
de Raizes para quando o grafo associado ao quiver é diagrama de Dynkin do

tipo ADFE, Euclideano ou hiperbdlico.



Apresentamos no terceiro capitulo a demonstragao do Teorema de Gabriel,
que estabelece quando quivers tém quantidade finita de classes de isomor-
fismo de representacoes indecomponiveis a partir da forma de Cartan. Pelo
Teorema de Gabriel, isto acontece apenas quando a forma de Cartan é fraca-
mente positiva definida, que é equivalente a dizer que o grafo associado é um
diagrama de Dynkin do tipo ADFE. O Teorema de Gabriel também mostra
que um quiver tem tipo manso de representacao se, e somente se, o grafo
associado a ele é Euclideano.

Finalmente, no quarto capitulo, temos a demonstracao para o Teorema
de Ovsienko. Neste Teorema, foi mostrado que para quivers com relagoes,
impondo algumas condigoes ao quiver e suas relagoes, temos uma quanti-
dade finita de classes de isomorfismo de representacoes indecomponiveis se,

e somente, a forma de Brenner é fracamente positiva definida.



Capitulo 1
Definicoes Iniciais

Neste capitulo apresentamos as defini¢oes de quivers, representacoes de qui-
vers e a algebra de caminhos de um quiver. Teremos também a definicao de
categoria, de onde veremos que a categoria dos mdédulos sobre a algebra de
caminhos de um quiver e a categoria das representacoes do mesmo quiver sao

equivalentes.

1.1 Quiver e Representacoes de Quivers

Definicao 1.1 Um Quiver € um elemento QQ = (Qo; Q1), onde Qo € o con-
gunto dos vértices de Q, Q1 € o conjunto das flechas (ambos finitos) do
quiver Q) e temos os mapas h,t : Q1 — Qo (head e tail), onde dizemos que

a € Q1 comega em qq e termina em qi, com qo,q1 € Qo, quando t(a) = qo €

h(a) = q.

E muito 1util definir um quiver como um grafo orientado, o que é equiva-

lente ao que foi dito acima.



Exemplo 1.2 1. O quiver pode ter lagos, isto é, flechas que comecam e
terminam no mesmo vértice, como o quiver de Jordan, que tem apenas

um vértice e uma flecha
OCC.I
2. O quiver de Kronecker, que tem dois vértices e n flechas ligando-os

(todas na mesma dire¢ao)

Definicao 1.3 Dado um quiver Q) definimos o quiver oposto a QQ, denotado
por Q°P, que tem os mesmos vértices de ) e as flechas de Q°P sao as flechas

de () invertidas.

Exemplo 1.4 Se ) ¢ o quiver

entdo o quiver QQ°P €

Definigao 1.5 Dado um corpo k, uma representacao V = (V;, ¢,) de um
quiver Q) sobre o corpo k € uma cole¢ao de k espagos vetoriais {V; |i € Qo}
com uma colecao {gzﬁa Vi) = Vi) la € Ql} de mapas lineares (sobre k).

Sera denotada por V.

O conjunto de todas as representacoes sobre um corpo k de um quiver )

serd denotado por Rep(Q, k).



Definicao 1.6 Dado um quiver ), um morfismo f : V — W entre as re-
presentagoes V.= (Vi,¢o) e W = (W;,1,) de Q € um conjunto de mapas

lineares (fi)z‘er tal que o sequinte diagrama comuta para toda flecha o € )1.

Vi(a) e, Vi(a)

ft(oz)l J/fh@

Wi@) == Wh(a

Definigao 1.7 Dada uma representacio V = (V;, ¢o) de um quiver Q, dize-
mos que a representa¢io W = (W;,1b,) de QQ é uma subrepresentagao de V'
quando W; C V; € subespaco vetorial para todo i € Qg e 7 : W — V dada
pela inclusao de espagos vetoriais € um morfismo entre representacgoes, isto

¢,

Vi(a) L Vi(a)
jt(a)j\ jjhm)
Wia) — Wit

para cada o € Q4.

Definicao 1.8 Dados um quiver Q, V e W representacoes de () e um mor-

fismo ¢ : V. — W temos:

o ker ¢ € a representacio de Q) dada por (ker ¢), = ker ¢; para todo vértice
i e (kerg), = Va\ker¢t(a) para toda flecha a.

e coker ¢ € a representacio de Q) dada por (coker ¢), = coker ¢; para todo

vértice i e (coker ¢), = W, para toda flecha «.

coker ¢y (q)



Seja o € Q1. Da definicao de morfismo, temos para todo v € ker ¢y q) que
) (Va(v)) = Waldya)(v)) = 0. Assim, V,(v) € ker ¢po € a representagao
ker ¢ estd bem definida.

Agora, sejam wy, wy € Wy tais que w; — wy = ¢ya)(v) para algum
v € Vi), isto é, w; e w; estao na mesma classe de equivaléncia em coker ¢y(q).
Entao, Wo(w1) = Wa(wi) = Wa(wr — w2) = Waldia)(v)) = dn(a)(Va(v)).
Assim, W, (w;) e W, (w2) estao na mesma classe de equivaléncia e concluimos

que coker ¢ esta bem definida.

Definicao 1.9 Sejam V e W duas representacoes do quiver (). A repre-
sentacao soma direta de V e W, denotada por X =V & W ¢€ dada por:

o X;=V,®W,, para todo i € Qg
o X, (v,w) = (Vo(v), Wo(w)), para todo oo € Q1, v € Vi) € w € Wy,

Definicao 1.10 Dado um quiver (), dizemos que uma representacao V de
Q) ¢ simples quando suas unicas subrepresentacoes sao V e a representacao

nula.

Definicao 1.11 Uma representacio V de um quiver () € dita decomponivel
quando € isomorfa a soma direta de duas de suas subrepresentacoes e € dita

indecomponivel caso contrario.

Exemplo 1.12 Toda representacao simples € indecomponivel. Porém, em

geral, existem representacoes indecomponiveis que nao sao simples.

Lembramos que, dado um conjunto X qualquer, podemos construir um

espago vetorial que tem o conjunto X por base. Esse conjunto serd denotado
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por k[X], que nada mais é do que o conjunto cujos elementos sdo da forma
>, \p, onde A, € ke A, # 0 apenas para um nimero finito de fndices p.

Um caminho num quiver ) é uma sequéncia (finita) de elementos de (q
a =, ...a0q, onde t(ajr1) = h(a;). Para cada vértice i € @)y definimos
o caminho trivial e; como o caminho que fica parado no vértice . Um ciclo
orientado é um caminho o = q, ... agay onde t(oy) = h(w,). Em particular,
um lago é um ciclo orientado.

Podemos caracterizar as representacoes simples de quivers sem ciclos ori-

entados da seguinte forma:

Proposicao 1.13 Seja Q um quiver sem ciclos orientados, entdo as repre-

sentacoes S(i), que sao dadas por

k quando 1 = j
S — q J

{0} caso contrario

e oo = 0, Ya € @1, para cada vértice i € (Qy sao as unicas representacoes

simples de ().

Prova:  Claramente, as representagbes S(i) sdo representacgoes simples.
Além disso, se V' é uma representacao simples do quiver (), podemos es-
colher um vértice 1 € @)y tal que V; # 0 e ¢, = 0 para todo o € (); com
t(a) =1.

Seja W a representacao de () dada por

Vi quando i = j
W= !

{0} caso contrario



e 1y = 0 para todo a € Qo. E facil ver que W assim definida é subre-
presentacao nao trivial de V. Como V é representacao simples por hipdtese,

temos necessariamente que V; = 0 para todo j # ¢ e dimV; = 1.

Dados dois vértices 7 e j de um quiver () sem ciclos orientados associamos
o conjunto Q(7,7) que serd o conjunto de todos os caminhos « tais que
t(a) =1 e h(a) = j e dado um caminho £ a concatenagao de caminhos nos

da os mapas
Q(i,€) - Q(i, (&) — Qi h(g)) e Q(&, 1) - Q(h(£), ) — Q(E), )

com Qi €)(1) = Ep ¢ Q(€, )(v) = €.
Note que Q°P(7,75) = Q(7,1).

Definicao 1.14 Dado um quiver Q e um vértice i. A representacao proje-

tiva associada a ¢ € definida por

P(i); = K[QU, )] e P(i)alg i) = Qi)

e estendemos P(i), por linearidade para k[Q(i,t(a))].

Exemplo 1.15 Seja QQ o sequinte quiver

(e %) [e %]
—_— ag —
[ e ——>0 [ ]
RN _
1 as” 2 3 a5 4



onde P(2),, € a identidade , P(2)q, € P(2)a, sGo as inclusoes na primeira e
sequnda coordenadas respectivamente e P(2)a, € P(2)a, sdo a transformagao

nula.
Usaremos as definigoes de [1] de élgebra, ideais e radical de uma &lgebra.

Definicao 1.16 Dado um quiver (), a algebra de caminhos do quiver @,
denotada kQ, € o k-espaco vetorial que tem como base todos os caminhos do

quiver QQ com a multiplicagao definida pela concatenagao de caminhos:

af, se h(B) = t(w)

ax 3=
0 caso contrario
B, se h(B) =i
€; * ﬁ =
0 caso contrario
a, set(a)=1
a* e =

0 caso contrario

Claramente, k(@) é uma algebra associativa e note que e =e; + ...+ ¢, é
a unidade em k(@). Temos que dimy kQ) < oo se, e somente se, () nao possui
ciclos orientados.

De fato. Caso a for um ciclo orientado de (), entao o conjunto de cami-
nhos {a,a? a3, ...} é um subconjunto linearmente independente na algebra
de caminhos e pode ser estendido a uma base de k@), logo de dimensao
infinita.

Por outro lado, se () nao possui ciclos orientados, como o numero de
vértices e o numero de flechas é finito, obtemos uma quantidade finita de

caminhos em (). Portanto dimy k@) < co.

9



Definicao 1.17 Uma relacao R em um quiver () é um elemento de kQ) dado
pela combinacao linear de caminhos que comecam e terminam em mesmos

vértices.

Podemos ter em um quiver varias relacoes, aqui sempre em um nimero
finito.

A algebra de caminhos de um quiver com relagoes { R;} (para um nimero
finito de indices j) é o quociente kQ)/I onde I é o ideal de k@) gerado pelas

relagoes do quiver.

Exemplo 1.18 Seja Q o quiver de Jordan (Ex 1.1) temos que kQ = klt]
onde k[t] € o conjunto dos polinémios em uma varidvel.
Seja agora R = o™ uma relagdo em Q. A dlgebra de caminhos do quiver

Q com a relagdo R € isomorfa a k[t]/ (t").

1.2 Categorias e Funtores
Definicao 1.19 Uma categoria C' consiste em:

1. uma classe Obj(C) cujos elementos siao chamados objetos de C';

2. uma classe Home(X,Y), uma para cada par de objetos X, Y € C, cujos

elementos sao chamados morfismos e sao denotados por ¢ : X — Y ;
3. uma aplicag¢ao

Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z)

10



para cada tripla de objetos X,Y,Z € ODbj(C) que associa o par
o : X =YY :Y — Z aum morfismo de X a Z denotado por

Yo ¢ ou Po.
E as sequintes condigoes devem ser satisfeitas:

a. para cada objeto X € Obj(C) existe um morfismo identidade
dy : X — X

tal que
¢poidxy = ¢ e idxyop =
sep: X —=Yep:Y —X

b. a composicio de morfismos € associativa, isto €, para ¢ : X — Y,

VY —=Z el Z — U, temos

(EY)o = E(¥o).

Vamos denotar Home (X, Y') por Hom(X,Y) quando estiver claro no con-
texto de qual categoria se trata. Denotamos Mor(C) = |J  Hom(X,Y).

X,YeObj(C)
Listaremos alguns dos varios exemplos de categorias.

Exemplo 1.20 1. A classe dos espacos vetoriais, onde 0s morfismos sao

as transformagoes lineares formam uma categoria;

2. A classe Rep QQ, das representacoes do quiver (), forma uma categoria

cujos morfismos sao os morfismos entre representacoes.

11



3. Dada A uma dlgebra associativa de dimensao finita, a classe mod- A
dos A—modulos a direita de dimensao finita formam os objetos de uma
categoria onde os morfismos sao os homomorfismos de maodulos a di-

reita.

Vale lembrar que uma categoria é definida pela classe de objetos e classe
de morfismos. Podemos ter categorias que tem o mesma classe de objetos

porém com morfismos diferentes. Serao categorias distintas.

Definicao 1.21 Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante

F :C — D consiste em

1. uma aplicagao entre Obj, e Objp que associa X a F(X)

2. uma aplica¢ao entre Mor(C) e Mor(D) que dado ¢ € Hom(X,Y') asso-
cia F(¢) € Hom(F(X),F(Y)) e satisfaz para quaisquer
X,Y,Z € ObjC, ¢ € Hom(X,Y) e € Hom(Y, Z) :

F(p¢) = F(y)F(9)

Um funtor ¢ contravariante se dado ¢ € Hom(X,Y) associa
F(¢) € Hom(F(Y), F(X)) e, para quaisquer X,Y,Z € ObjC, ¢ € Hom(X,Y")
e € Hom(Y, Z) temos:

F(go) = F(o)F(¢)

Exemplo 1.22 A classe de todas as categorias, onde os morfismos sao 0s

funtores entre categorias, também forma uma categoria.

12



Dado um quiver ) a dualidade de espagos vetoriais D = Homy(—, k)
induz o funtor dual D : Rep(Q, k) — Rep(Q°?, k), onde se X € Rep(Q, k)
definimos (DX); = D(X); e (DX), = D(X), parai € Qy e a € Q1. Para
um morfismo ¢ : X — Y temos (D¢); = D(¢).

Sejam V', W dois espacos vetoriais. Temos um monomorfismo canonico
ey : V. — D(DV) definido por ey (x)(¢) = ¢(x) para todo z € V e ¢ € DV.

Este monomorfismo induz o isomorfismo
Hom (W, DV')= Hom(V, DW)
que leva ¢ : W — DV em D(¢)ey .

Lema 1.23 Seja X € Rep(Q,k) e Y € Rep(Q°P, k). O monomorfismo

canénico ex : X — D?*X induz o isomorfismo
Hom(Y, DX )= Hom(X, DY)

que para ¢ 1Y — DX associa (Dp)ex.

Prova: Basta usar os mapas €y, e o isomorfismo

Hom(Y;, DX;)= Hom(X;, DY;).

Definicao 1.24 Nas mesmas condi¢oes da Definicdo 1.14 , a representacao

injetiva associada a ¢ € dada por

1(i); = DE[Q*"(4,1)] = DK[Q(i, J)] ¢ 1()algor(jnia)) = PFIQ* (4 )]

e estendemos (i), por linearidade para todo k[QP(j, h(«))]

13



Exemplo 1.25 Tomando o mesmo quiver do Fxemplo 1.15 , entao a repre-

sentacao 1(2) € DX, onde X € a representacao do quiver oposto Q°P

11 0 0
° oe<— o °
]{32 2‘2 k‘ 0 0 0 -

Portanto 1(2) é a representagao
T 0
—_— 0 R ——

[ ) e —>0 [ ]
k2 my k 0 0 0

onde Ty e Ty SG0 as projecoes na primeira e seqgunda coordenadas respectiva-

mente.

Notamos que (i) = DP(i) onde P(i) é a representacao projetiva associ-

ada ao vértice 7 do quiver Q°P.

Lema 1.26 Seja X uma representacao de Q. Entao sao naturalmente iso-

morfos

Hom(P(i), X) = X; e Hom(X,I(i)) = DX;

Prova: O isomorfismo Hom(P(i), X) — X; manda ¢ : P(i) — X em ¢;(e;).
O isomorfismo inverso manda = € X; no morfismo ¢ : P(i) — X dado por

$;(€) = Xe, ... Xg, (2)

para os elementos basicos £ =¢,....¢; de P(i)
O segundo isomorfismo Hom(X, I(i)) = DX; segue do primeiro usando o

Lema 1.23.

14



Lema 1.27 1. As representacoes P(i), i € Qo sdo duas a duas ndo iso-

morfas.

2. As representagoes 1(i), i € Qo sao duas a duas ndo isomorfas.

Prova: Fixamos dois vértices ¢, j e supomos P(i) = P(j). Entao

k, se 1=7
k = S(i); = Hom(P(i), S()) = Hom(P(j), S(i)) = S(i), = ’
0, se i#£j
pelo Lema 1.26. Portanto i=j. A prova para (i) é anéloga.
]

Definicao 1.28 Seja C uma categoria e X, Y € ObjC. Dizemos que o mor-
fismo ¢ € Hom(X,Y) € um isomorfismo quando existe ¢ € Hom(Y, X) tal

que
@Z)O¢:idx GQSOl/):idy

Neste caso, diremos que X eY sao isomorfos

Definicao 1.29 Sejam C e D categorias. Dizemos que C é subcategoria de

D quando:
e ObjC C ObjD
e Hom¢(X,Y) C Homp(X,Y) para todo X,Y € C

e a composicao de morfismos em C coincide com a composi¢ao de morfis-
mos em D e para todo X € Obj(C) o morfismo idx : X — X coincide

com o morfismo idx em D.

15



Definicao 1.30 Dizemos que uma subcategoria C de uma categoria D €
plena quando

HOIIIC (X, Y) = HOIIID<X, Y)

Definicao 1.31 Sejam F,G dois funtores entre as categorias C e D. Um
morfismo de funtores f : F' — G € uwma classe de morfismos em D quando
f(X): F(X) — G(X) para cada X € Obj(D), tal que para qualquer ¢ €

Hom(X,Y) o seguinte diagrama comuta.

F(x) L qx)

F(¢)l J{F(qﬁ)

Temos composi¢ao de morfismos entre funtores e o morfismo identidade
de funtores definidos de maneira natural. Assim a classe dos funtores entre
duas categorias C e D forma uma categoria cujos morfismos sao os morfismos

de funtores. Esta categoria ¢ denotada por Funct(C, D).

Definicao 1.32 Dizemos que o funtor F': C — D € equivaléncia de catego-

rias quando existe um funtor G : D — C tal que GF = id¢ e FG = idp

Definig¢ao 1.33 O funtor F : C — D ¢ essencialmente sobrejetivo quando
para qualquer Y € Obj(D) eziste algum X € Obj(C) tal que Y € isomorfo a
F(X).

Teorema 1.34 Sejam C e D duas categorias e F : C — D um funtor. Entao,

F' ¢ equivaléncia de categorias se, e somente se:

1. F € funtor pleno e fiel
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2. I € essencialmente sobrejetivo

Prova: Veja [3] ou a monografia [11], por exemplo.

Teorema 1.35 As categorias Rep QQ e mod- kQ) sdo equivalentes.

Construiremos um funtor F' : Rep ) — mod- k() que é equivaléncia de

categorias.

Dado V = ({V;}Z.GQO : {fa}ate>, associamos
F(V) =DV
i€Qo
com a estrutura de k@Q-médulo dada por p : kQ — End(F(V)) que satisfaz

para todo i € Qg

idy, quando i = j
plei)ly, =

J .
0 caso contrario

e para a € (Qq

fo quando t(a) = j
pla)ly, =

J s
0 caso contrario.

Estendemos essa regra por linearidade e concatenagao de flechas para
toda algebra kQ).

Seja agora ¢ : V' — W um morfismo entre representagoes. Definimos
o morfismo F(yp) : F(V) — F(W) entre médulos. Dado (v;)ieq, € F(V)

temos
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F(p)(vi)iego = (pi(vi))ieq, € F(W)

e da definicao de morfismo entre representagoes e homomorfismos de médulos,

temos que F () = @ ¢; é homomorfismo se, e somente se, ¢ é morfismo.
1€Qo
Para mostrar que F' é um funtor covariante entre a categoria das re-

presentacoes de () e a categoria mod- k(@) basta notar que dados V,U, W €
Rep(Q), ¢ : V — U ¢ : U — W morfismos de representagoes temos que

F(ep) = F(p)F(¥)

que segue imediatamente da forma como F' foi definido.
Além disso, se ¢ e ¥ sao dois morfismos entre as representacoes V e W

de () e X pertence ao corpo de escalares, entao:

FAp +9) = AF(p) + F(¢)

uma vez que

Fp +¥)(vi)icqe = Mpi(vi))ieqo + (¥i(vi))ieqo =
= AF(@)(Ui)iEQo +F('¢)(Ui)i€Q07

mostrando que o mapa

Hom(V,W) — Hom(F(V), F(W))

o — F(p)

¢é linear.
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Considerando o mesmo mapa, temos que ele é claramente injetivo, pois
dados dois morfismos distintos ¢, ¥ € Hom(V, W) teremos que ¢; # 1; para

algum ¢ € )y e assim

F(p) = ®icgopi # Picoyts = F(¥).

O mapa é também sobrejetivo. Sejam V' e W sao duas representagoes
do quiver Q e 7 : F(V) — F(W) é um homomorfismo entre kQ-mddulos.
Entao,

T (pv(ei)v) = pw(e)(T (v))

para todo i € Qg e todo v € F(V) por defini¢ao. Logo, definimos
i ="Tly, = W,

e temos 7 = @ ¢;. Como 7 é homomorfismo temos que ¢ = {;}icq, ¢
1€Qo
morfismo de representacoes.

Assim, temos o isomorfismo Hom(V, W)—— Hom(F(V'), F(W)) e o funtor
F' ¢é pleno e fiel.

Concluimos que o funtor F' é equivaléncia de categorias notando que é
essencialmente sobrejetivo, isto é, se M € mod- k(@) entao existe uma repre-
sentagao V' de @ tal que F'(V) = M.

Como p(e;)* = p(e;) temos que p(e;) é uma projegao. Seja Vi = p(e;) M.
Uma vez que ) ;. €; = idyg € p(e;)p(e;) = 0 sempre que ¢ # j temos

GBV; = @p(ei)M = M.

1€Qo i€Qo

Observando que na algebra de caminhos k(@) para todo a € ) temos
en(ayes () = o notamos que p(a) |, tem imagem em Wi, (q) € é possivelmente

nao nulo apenas quando j = t(c). Definimos entdo f, = p(@)|w,(a)-
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Assim, construimos V' = (V}, f,) representagao de @ tal que F (V)

Portanto, as categorias Rep @) e mod- k(@) sao equivalentes.

1.3 Quivers e Algebras Associativas

Dada uma representacgao V' de @), temos que V' é indecomponivel se, e somente
se, a algebra End(V') dos endomorfismos de V' for local. A prova deste fato
pode ser encontrada em [1], por exemplo.

Dada uma élgebra A, um subconjunto I C A é dito um ideal a direita
quando [ é subdlgebra de A e xa € I para todo x € I e a € A. De forma

semelhante define-se ideal a esquerda e ideal bilateral.

Definig¢ao 1.36 Uma dlgebra A € dita local se A tem um unico ideal a direita

maximal.

Isto é, existe um tnico ideal I de A tal que nao existe nenhum outro ideal
J de A que satisfaca I C J C A.

Um exemplo trivial deste caso é quando a algebra A é simples, ou seja,
nao possui nenhum ideal nao nulo propriamente contido.

Em geral, encontramos varias defini¢coes para algebra local. Porém, todas

elas sdo equivalentes. Por exemplo, temos o Lema 4.6 do Capitulo I em [1]:

Lema 1.37 Seja A uma dlgebra de dimensao finita. As sequintes condigoes

sao equivalentes.
a) A € algebra local.

a’) A possui um tunico ideal maximal & esquerda.
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b) O conjunto de todos os elementos nao invertiveis de A € um ideal (bila-

teral).
c) Para todo a € A, temos que ou a € invertivel ou (1 — a) € invertivel.

d) Os unicos elementos idempotentes de A sao elemento nulo 0 e o elemento

identidade e.

e) A k-dlgebra A/rad A ¢é isomorfa a k.

Prova: Veja [1] Cap I, Lema 4.6.

Note que o item b) no Lema 1.37 é equivalente a afirmacao: a soma de
dois elementos nao invertiveis € também nao invertivel, pois é a tnica pro-
priedade que falta ao conjunto dos elementos nao invertiveis de uma algebra
para que este seja um ideal. Logo, esta também pode ser tomada como a

definicao de algebra local, quando falarmos de algebras de dimensao finita.

Lema 1.38 Seja V' uma representagao de um quiver Q) e ¢ um endomorfismo

de V.
1. Para algum r € Z positivo temos V = Im ¢" @ Ker ¢".

2. Se 'V € indecomponivel, entao ou ¢ é automorfismo ou € nilpotente.

Prova: Como V tem dimensao finita, podemos escolher um r > 0 tal que

Im ¢" = Im ¢"*, para todo 7 > 0.
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Entdo, ¢" : Im¢" — Im ¢*" é um isomorfismo de representacoes e deno-
taremos sua inversa por .

Sejam ¢1 : Im¢" — V e 15 : Ker ¢" — V as inclusoes naturais. Definimos
m =V —-Im¢" e my =idy —¢0¢" : V — Ker ¢".

Assim, v;m) + tomy = idy, mt1 = idimgr € Tate = idker ¢

Portanto, V' = Im ¢" @ Ker ¢". O segundo item segue imediatamente do

primeiro.

Proposicao 1.39 (Fitting) Seja V' uma representacao de um quiver Q. V

¢ indecomponivel se, e somente se, End(V') € local.

Prova: Sejam V uma representagao indecomponivel de @ e ¢, ¢’ € End(V).
Supondo que ¥ = ¢ + ¢’ é invertivel e pip) = idy. Caso ¢ seja nao invertivel,
entao p¢ é nilpotente pelo Lema 1.38.

Seja r > 0 o grau de nilpoténcia de p¢, entao

(idy —po)(idy +po + ...+ (pp)" ") = idy .

Assim, p¢’ = idy —p¢ é invertivel. Isto implica que ¢’ é invertivel e,
portanto, a soma de dois morfismos nao invertiveis quaisquer nao € invertivel.
Pelo Lema 1.37 b) a dlgebra End(V') é local.

Por outro lado, se V.= U & W com U e W nao nulos, tomamos os
morfismos 7y e my tais que, se v; = u; +w; € V; onde u; € U; e w; € W,
entao

(m0)i(vs) = wse(mw)i(vi) = w;
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para todo ¢ € Q).
Claramente 7y e Ty sao ambos nao invertiveis, no entanto, idy = my +
mw . Portanto, quando V' é representacao decomponivel, temos que a algebra

End(V') nao ¢ local. Isto completa a prova do Lema.

Dada uma &lgebra A com elemento identidade e € A, dizemos que
e =e;+...4+e, é uma decomposicao de e em idempotentes primos ortogonais

quando:
e cada e; é idempotente, isto é, e;e; = ¢; # 0

e os elementos e, € A, ¢ = 1,...,n sao dois a dois ortogonais

e;e; = eje; = 0, sempre que 7 # j

e cada e; nao pode ser decomposto como soma de dois idempotentes

ortogonais.

O conjunto {ej,...,e,} é dito um conjunto completo de idempotentes

Primos ortogonais.

Definicao 1.40 Uma dlgebra A € dita basica se, dada uma decomposicao
da identidade em idempotentes primos ortogonais € = e; + ...+ e,, temos

e;A 2 e;A como A-mddulos sempre que @ # j.

E possivel mostrar que a definicao de algebra basica nao depende da
escolha do conjunto de idempotentes primos ortogonais, isto ¢, com qualquer
outra escolha teriamos da mesma forma que a algebra é basica. Veja Teorema

I 4.10 em [1] ou Proposigao 2.2.3 em [2].

23



Definigao 1.41 Seja uma dlgebra A sobre o corpo k com um conjunto com-
pleto de idempotentes ortogonais {ei,...,e,}. A dlgebra bdsica associada a

A € a dlgebra

Ab = GAAGA,
onde ey =e;, +...+e;, tal que, e, ..., ej, sao escolhidos com e;;A % e;, A
quando v # t e cada modulo e;A € isomorfo a um dos mddulos ej, A, ... e; A.

Também podemos demonstrar (Lema 6.5. Cap. I em [1]) que e4 é o

elemento identidade de A e que A® nao depente da escolha dos conjuntos

{e1,...en} e{e;, ... €5, }.

Proposicao 1.42 Sejam A uma dlgebra e A® = e Aey sua dlgebra bdsica

associada. As categorias mod A® e mod A sdo equivalentes.

Prova: Veja Coroldrio 6.10 do Capitulo I em [1].

Definicao 1.43 Seja A uma dlgebra. Um elemento a € A é dito central
quando ab = ba para todo b € A. A dlgebra A € dita conexa quando os

unicos idempotentes centrais sao o elemento nulo e a identidade.

Definicao 1.44 Seja QQ um quiver. O ideal bilateral da dlgebra de caminhos
kQ gerado gerado por todas as flechas de () € o ideal de flechas de k(@) e
denotado por Rg.

Se denotarmos por @); o conjunto de todos os caminhos em () com com-

primento [, ou seja , todos os caminhos que sao a concatenacao de [ flechas,
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teremos a decomposicao

Ro=kQi &kQo&® ... 8 kQ & ...

do espaco vetorial R, onde kQ); é o subespago de k() gerado por Q);.
Isto implica que, para t > 1,
Rl = P kQn.
m>t

Proposicao 1.45 Seja (Q um quiver sem ciclos orientados. Entao, Rg € o

radical da dlgebra de caminhos kQ).

Prova: Veja Proposi¢ao 1.10 do Capitulo II em [1].

A proposicao nao é verdadeira quando permitimos que () tenha ciclos

orientados.

Definicao 1.46 Seja (Q um quiver. Um ideal I de k(@) ¢é dito admissivel se
existe m > 2 tal que

m 2
R CICRY.

Se I € ideal admissivel de kQ, o par (Q,I) é chamado quiver com relagdes
ou quiver com fronteira. O quociente kQ/I € a dlgebra de caminhos do quiver

com relagoes (Q, ).

Lema 1.47 Seja QQ um quiver e I um ideal admissivel de (). FEntao,

existe um conjunto finito de relagoes {p1,...,ps} que gera I, ou seja,

I= <p17--'aps>'
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Prova: Veja Corolario 2.9 do Capitulo II em [1].

Definicao 1.48 Seja A uma dlgebra bdsica, conexa e de dimensao finita
sobre k. Seja também {ey,...e,} um conjunto completo de idempotentes

primos ortogonais de A. O quiver de A € o quiver Q4 tal que:

e o numero de vértices de Q4 € igual a quantidade de elementos do con-

Junto completo de idempotentes primos ortogonais de A.

e dados dois vértices a,b € (Qa)o 0 numero de flechas a € (Qa)1 com

t(a) = a e h(a) = b € igual a dimensao sobre k do espago vetorial

ep(rad A/ rad A%)e,,.

Pelo Lema 3.2 do Capitulo II em [1], a defini¢ao do quiver @ 4 ndo depende

da escolha do conjunto completo de idempotentes primos ortogonais.

Teorema 1.49 Seja A uma dlgebra basica e conexa de dimensao finita.

Entao, existe um ideal admissivel I de kQ4 tal que A= kQa/I.

Prova: Veja Teorema 3.7 do Capitulo II em [1].

Notamos assim que, dada uma algebra conexa A, a algebra bésica asso-
ciada a esta A’ é bésica e conexa. Logo, por 1.42 e 1.49, temos um quiver Q
e um ideal admissivel I de k(@ tais que as categorias mod A e mod kQ/I
sao equivalentes.

Como [ é gerado por relagoes, podemos associar um maédulo sobre kQ /1

a uma representacao de () que satisfaca as relagoes que geram 1.
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Capitulo 2

Sistemas de Raizes

Neste capitulo definiremos uma forma bilinear associada a um quiver e, a
partir desta, associaremos um sistema de raizes. Este resultado é necessario
para a demonstracao do Teorema de Gabriel, cuja demonstragao é objetivo
do préoximo capitulo. Também incluimos o enunciado do Teorema de Kac,

que vale para qualquer quiver.

2.1 Construcao do Sistema de Raizes

Durante este capitulo, dado um quiver @) escolheremos uma enumeragao para

os vértices de @, fazendo {1,...,n} = Qo sempre que @ tiver n vértices.

Definicao 2.1 Seja QQ um quiver e n = #Q,. A forma de Euler € a forma
bilinear (—, —) : Z"" X Z™ — 7 dada por:

<x,y> = Z TilYi — Z Ti(a)Yh(a)

1€Qo a€Q1

A partir desta forma, obtemos uma forma bilinear simétrica em Z" dada por:
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1

(z,y) = 5 ({&,9) + {y, )

Esta ultima € a forma de Cartan associada ao quiver Q) e a matriz desta
a matriz de Cartan do quiver Q).
A forma quadrdtica q(x) = (x,z),x € Z" associada a forma de Cartan é

a forma de Tits do quiver Q).

Exemplo 2.2 Seja QQ o quiver

Se x,y € 72, entdo

(x,y) = T1Y1 + T2Yo — 271,

(x,y) = T1y1 + TaYo — T1Y2 — T2y,

a matriz de Cartan deste quiver é

e a forma de Tits de Q € q(x) = 23 + 22 — 2x115.

Note que a forma de Cartan nao depende das orientacoes das flechas do
quiver ), e sim de quantas flechas existem entre dois vértices dados.
Dado um quiver (), associamos a este um grafo I' que tem o mesmo

nimero de vértices que () e as arestas sao as flechas de () sem as orientacoes.
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Por semelhanga com a definigao de quiver, dizemos que I'g é o conjunto de
vértices e ['; o conjunto de arestas de I'.

Assim, a forma de Cartan sé depende do grafo I' associado a Q.

O elemento e; = (0;1,...,0;,) € Z™, onde 0;; = 1 quando i = j e 0 se
1 # j, € dito uma raiz fundamental quando nao existem lagos em 7, isto é, nao
temos flechas em ()1 que comecam e terminam no vértice ¢. Denotaremos II
o conjunto das raizes fundamentais.

Para uma raiz fundamental i definimos a reflexao fundamental o; €
AutZ™ dada por:

o) =A=2(\e)e;

Se i é uma raiz fundamental, entdo (e;,e;) = 1.

Vemos que a reflexao o; também depende apenas do grafo I'.

Se (A, e;) = 0, entdao o;(\) = A. A forma de Cartan é invariante por

reflexoes fundamentais pois

(0i(A), ai(N) = (A=2(Nei) e, N —2(N, ei) ;)
= (M) =20V e) (N e) —2(\ e) (e, N) +4(N, ) (N i) (e, e4)
— (W),

Temos também que o;(e;) = —e;.

O conjunto de todas reflexdes fundamentais geram o grupo de Weyl do
grafo T' que denotaremos por W(T') C Aut Z".

Note que a forma de Cartan é W(I') invariante, isto §,

(o(a),0(8)) = (, ) para todo o € W(T').
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Definigao 2.3 O conjunto das raizes reais A™(I") € dado por:
A = w().
weW (T)
Definicao 2.4 Seja um grafo I'. O grafo I" é um subgrafo de I quando
'y C Ty el € o conjunto de todas as arestas de I' que nao sao ligadas a

vértices de T'y \ T'j).

Exemplo 2.5 O grafo

¢ subgrafo de
1—2 3

Para um elemento o = Z k;e;, onde k; € Z, chamamos de altura (height)
i€lg
de a (denotada ht o) o niimero Z k;. Chamamos de suporte de « ( denotado

1
supp «) o subgrafo de I com os vértices i tais que k; # 0 e todas as arestas

ligando estes vértices.

Dados z,y € Z", dizemos que x > y quando x; > y; € T # .
Definicao 2.6 O conjunto fundamental M C Z™ é:
M={aeZ" a>0|(a,e)<0,Ve; €l;supp a é conexo}
Definimos o conjunto de raizes imagindrias A™(T") por

A™MT) = | wMu-M).

weW (T)

Definigao 2.7 Definimos entao o sistema de raizes A(I") do grafo T' como
A(T) = A™(T') U A™(T).
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Um elemento a € A(T'), @ > 0 é dito uma raiz positiva. Denotaremos
AL (') o conjunto de todas as raizes positivas. Similarmente, definem-se o
conjunto das raizes reais positivas e o das raizes imagindrias positivas.

Onde nao causar confusao usaremos a notacao abreviada A, W, etc, em
vez de A(T"), W(I'), etc.

Temos que (o, ) = 1se a € A e (a,a) < 0sea € A™.

De fato, se a € A™, temos a = w(e;), onde w € W e ¢; € II. Como a
forma (—,—) ¢é invariante pelo grupo W, temos diretamente que
(a,) = (e;,e;) = 1. Agora, caso a € A™ temos a = w(3) para algum
we W ealgum =5 ke, € MU—M.

Assim, (o, ) = (w(B),w(B)) = (B,6) = >, ki(5,e;) < 0, pois caso
B € M entdao k; > 0, e (B,e;) < 0 e se f € —M mostra-se 0 mesmo
semelhantemente.

Daqui temos que A" N A™ = (),

2.2 Diagramas hiperbdlicos e Sistema de Raizes
para Diagramas hiperbdlicos

Definicao 2.8 Uma forma quadrdtica q : 2" — Z é:

e fracamente positiva definida quando q(x) > 0 para todo x € Z" para

todo x > 0

e fracamente positiva semidefinida se g(x) > 0 para todo x € Z" para

todo x > 0

e indefinida se existe x € Z™ positivo tal que q(x) < 0
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Dizemos que uma forma bilinear € fracamente positiva definida, positiva

semidefinida ou indefinida se a forma quadrdtica associada a esta também o

for.

Conforme a forma bilinear (—, —) é fracamente positiva definida, semidefinida
ou indefinida, o grafo I' é dito de tipo finito, manso ou selvagem, respectiva-
mente.

A tabela 2.1 é a lista dos diagramas cuja forma (—,—) é fracamente
positiva definida, onde o subindice indica o niimero de vértices do quiver.

Sao os diagramas de Dynkin do tipo ADE.

An: o o 0---0 o
o

D, : o) 0--+0 o
o)

o)

E6Z

o o) o o) o
o
E7Z
o) o o o o) o)
o)
EgZ
o o o o o o o

Tabela 2.1: Diagramas de Dynkin do tipo ADFE
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Os diagramas cuja forma bilinear (—, —) é positiva semidefinida sao os
diagramas Fuclideanos , que também sao chamados diagramas de Dynkin es-
tendidos do tipo ADE. A tabela 2.2 é uma relacao de todos esses diagramas.

O subindice no nome de cada grafo na tabela 2.2 mais um indica o nimero
de vértices do grafo. O ntmero colocado no lugar de cada vértice indica as
coordenadas de um vetor d que serd chamado wvetor radical. O ntcleo da
forma quadratica associada a cada grafo é ZJ.

Vamos mostrar o que acaba de ser afirmado com o auxilio de alguns Lemas
que podem ser encontrados em [8] e [6].

Observamos que a forma de Cartan pode ser escrita da seguinte maneira

n
(z,y) = Z TiY; — Z dijxiy;
i=1 i<j

onde d;; ¢ o numero de arestas que ligam os vértices 7 e j.
Definicao 2.9 O radical da forma q é o conjunto
radg={z €Z" |(z,—) =0}
Um vetor x € Z" ¢ sincero quando x; # 0 para todo i.

Lema 2.10 Seja I' um grafo conexo e q : Z" — Z a forma quadrdtica asso-
ciada a I'. Se existe y € radq com y > 0 entao y € sincero e a forma q é

positiva semidefinida. Para x € Z" temos que:

¢(z) =0 2 €Qy & x eradg.

Prova: Com as hipdteses sobre y temos que
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At /1
l—1—1---1—1
1\ /1
D, /2 2...9 2\
1 1
1
EGZ 2
1 P) 3 p) 1
p)
E7Z

2 4 6 5 4 3 2 1

Tabela 2.2: Diagramas Euclideanos. Os nimeros nos vértices sao as coorde-

nadas do vetor 9.
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(€,y) = (2 — 2ds)y; — Zdijyj =0
J#i
para 1 <1 <mn.
Se y; = 0, entao Z#i d;jy; = 0. Como cada d;; ¢ nao negativo temos
y; = 0 sempre que ¢ e j forem ligados por uma aresta. Uma vez que I' ¢

conexo, temos que y = 0. Esta contradicao implica que y é sincero.

Agora, para x € Z" temos:

gx) = > a7 =) dimia
i=1

i<y

=1 i=1 1<j

= i(l‘? —dga}) =) dywi;
i=1 i<j

= 2(2 — 2dy) yZ Z di;T;x;
i=1 1<j

- Z dljyj 2 Z di]xi‘rJ
i#] i<j

= Z d”y]— — Z dijx;x; + Z d”yz—
1<j i<j i<j

2
_ YiYj (Li Ly
- ;dm 2 (yi yj) =Y

onde a quinta igualdade vem de que (2 — 2d;;)y; = Z#i d;;y; para cada 1.
Portanto, ¢ é positiva semidefinida.

Para o restante do Lema temos que: se ¢(z) = 0, entao Z— = z—j quando
tivermos uma aresta ligando i e j. Isto implica que z € Qy, pois I" é conexo.

Se x € Qy entao = € rad ¢ pois y € rad g por hipotese.
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Claramente, se z € rad g temos ¢(z) = 0, que conclui o Lema. (|

Lema 2.11 Sel € diagrama Fuclideano entao a forma q € positiva semidefinida

eradq = Z4.(0 € o vetor radical do grafo ' que foi dado na tabela 2.2)

Prova: Escrevemos 0 =Y ., d;e;, onde n = #Q,. Basta verificar que
(ei, (S) = 251 - Zduéj =0
j=1

para 1 <1 < n. Portanto, ¢ € radq.

Agora, usando o Lema anterior e como d; = 1 para algum 7, temos que

radqg = Qo NZ" = Zé.

Lema 2.12 Se I' é um diagrama de Dynkin do tipo ADE, entao a forma q

¢ fracamente positiva definida.

Prova: Isto é mostrado usando o Lema anterior, pois existe um dia-
grama Euclideano I' cuja forma quadrdtica associada é G tal que I’ é obtido
de I tirando algum vértice e.

Para I’ temos que ¢(x) > 0 para todo vetor x nao nulo com z, = 0. Isto
implica que a forma ¢ é fracamente positiva definida, pois ¢(z) = ¢(z,0),

onde colocamos 0 na e-ésima entrada.
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Lema 2.13 Seja I' o grafo associado ao quiver de Kronecker com n > 3

flechas . Entao a forma bilinear associada a I' € indefinida.
Prova: Aplicando a forma quadratica ao vetor & = (1,1) temos
() =2—-n<0

e a forma é indefinida.

Teorema 2.14 Seja I' um grafo conexo. A forma bilinear associada a este é
fracamente positiva definida se, e somente se, I' for um diagrama de Dynkin

do tipo ADE e € positiva semidefinida se, e somente se, for Euclideano.

Prova: Vamos mostrar que se um grafo nao é Dynkin do tipo ADFE
nem Euclideano, entao existe x > 0 tal que ¢(z) < 0. Isso, mais os Lemas
anteriores concluem o teorema.

Seja I' um grafo que nao é Dynkin do tipo ADFE nem Euclideano. Uma

das seguintes condicoes deve acontecer.

1. T' tem algum subgrafo que é grafo de Kronecker com mais de duas

arestas;
2. T tem algum subgrafo I'" que é Euclideano.

No primeiro caso a forma ja é indefinida pelo Lema 2.13.
Suponhamos entao o segundo caso. Seja & o vetor radical do subgrafo
Euclideano. Tomamos o vetor y que coincide com ¢ nos vértices comuns de

I' e IV e é nulo nos demais vértices.
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Seja agora t um vértice de I' \ I que ¢ ligado a algum vértice de I” por
alguma aresta. Tomamos o vetor x = 2y + ;.
Assim:
n
glz) = Y a7 =) dywa;
i=1

i<j

n

= Y @y 1 di2y2y; — 22

i=1 i<j
= 4dq(y)+1-2z

= 1-2z

onde z é o nimero de arestas que ligam o vértice t ao subgrafo I'".

Como z > 0, temos ¢q(z) < 0, que conclui o teorema.

Um grafo I' do tipo selvagem é chamado hiperbdlico se todo subgrafo

conexo [ # I' é Euclideano ou Dynkin do tipo ADE.

Exemplo 2.15 o O quiver de Kronecker é hiperbdlico, nao importando

quantas flechas ligam os dois vértices

o O quiver

[ ] : [ ; [ ]
€ hiperbolico.

e Ja o quiver

[ ] [ ]

L4 —_—
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nao € hiperbolico, pois o subgrafo

nao € de Fuclideano.

No caso de grafos de Dynkin do tipo ADFE, Euclideanos ou hiperbdlicos
temos uma descri¢ao do sistema de raizes A(I"). O seguinte Teorema pode

ser encontrado em [6].

Teorema 2.16 Se o grafo conexo I' € Dynkin do tipo ADE, Fuclideano ou

hiperbolico, entao:

A) ={a e Z" \ {0}] (o, ) < 1}
Em particular, se I' € Dynkin do tipo ADE, entao
AN ={a e Z"(o,a) =1}
e se I' € Fuclideano, entao

A™(T) = {a € Z"|(a,a) = 1} e A™(T) = (Z\ {0})6.

Prova: Seja a € Z"\ 0 tal que (o, ) < 1. Mostraremos que o € A(T).

e supp a ¢ conexo. Caso contrario, teriamos a = (3 + =, onde supp /3 e
supp 7y sao unioes de subgrafos de tipo finito, sem vértices comuns nem

arestas que os liguem. Teremos entao ((3,7v) = 0. E assim (o, ) > 2;
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e Oua € Z%, ou —a € Z%. Caso contrario, seja o = 3 — v, onde

B,7 € Z' nao nulos, supp 3 Nsuppy = 0.

Suponhamos que supp # é uniao de subgrafos de tipo finito. Entao,
supp vy ou é uniao de subgrafos de tipo finito, ou ¢é subgrafo Euclideano.
Mas 1 > (a, ) = (5, 8) + (7,77) — 2(8,7) e (6,7) < 0. Assim, a tnica
possibilidade é (3,5) = 1, (v,7) = 0 e (6,7) = 0. Entao supp~y é
Euclideano e (3,7) tem que ser negativo, isto é, os subgrafos supp (3 e

supp v tem que ser ligados por arestas de I'. Isto é uma contradicao.

Supondo que supp~y é uniao de subgrafos de tipo finito, chegamos a

uma contradicao com contas semelhantes.

Assumimos entao que supp a é conexo e « € Z't. Caso W(a) N1II # ()
temos que a € A(T"). Supomos entao que W(a) NII = 0.

Se f € W(w), entdo (4,5) = (a,a) < 1, o que implica que § € Z7
para todo § € W(a), pois ou f € Z" ou € Z", mas como cada reflexdo
fundamental o; muda o valor apenas da coordenada ¢, temos que 8 € Z,
assim como «.

Tomamos entdo § € W(a) um elemento com ht 8 minimo. Podemos
assumir que (3,¢;) < 0 para e; € II. Como supp (3 é conexo, temos que [3

pertence ao conjunto fundamental, e portanto o € A(T").

Em particular, verificamos que toda raiz de um quiver cujo grafo associado
¢ Dynkin do tipo ADFE, Euclideano ou hiperbdlico é positiva ou negativa.
Dado o sistema de raizes A de um quiver @), podemos definir A/ rad g,

que é o quociente pela relacao r ~ y < xr —y € rad q.
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Proposicao 2.17 Seja I' grafo de Dynkin do tipo ADE ou Fuclideano.
1. Cada e; é uma raiz.
2. Sexe A eyeradqg entao —x,x +y € A.
3. SeT' € Euclideano, entao A/radq € finito.

4. Se ' € Dynkin do tipo ADE, entao A € finito.

Prova:
1. Claro.

2. Basta ver que q(y ) = q(y) + q(z) £ (y,z) = ¢(z) e usar o teorema

anterior.

3. Fixamos um vértice e. Sex € A com z, = 0 entdo d — x e J + x sdo
positivos na e-ésima coordenada. Mas pelo item 2 esses vetores estao

em A e pelo Teorema 2.16 sao positivos. Entao,
{reA|lz. =0} C{xeZ"|-§ <z <4}

que é um conjunto finito. Agora, se x € A entao xr — x.0 estd no

conjunto {x € A | z. = 0} o que ja implica que A/rad ¢ é finito.

4. Temos que existe algum grafo Euclideano I' do qual obtemos o grafo T
tirando algum vértice e. Uma raiz x de [" pode ser vista como uma raiz

de I' com x, = 0. Portanto, o resultado é uma consequéncia do item 3.

[
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Lema 2.18 Seja I' um grafo de Dynkin do tipo ADE ou Fuclideano. Se x

¢ uma raiz positiva e o;(x) € ndo positiva, entao r = e;.

Prova: A raiz o;(x) é nao positiva por hipdtese e, portanto, negativa pela
Proposigao 2.17. Para os vértices j # ¢ temos o;(z); = z; e consequente-

mente, x; = 0. Portanto, z = e;. O

Agora, vamos na direcao de classificar os quiver segundo a quantidade de

classes de isomorfismos de representagoes indecomponiveis.

Definicao 2.19 Uma dlgebra A ¢ dita de tipo finito de representacao quando
existe apenas uma quantidade finita de classes de isomorfismo de A-mddulos
mdecomponiveis.

Uma dlgebra A € dita de tipo manso de representacao quando:

e para todon € N e quase todo A-mddulo indecomponivel M de dimensao
n, a classe de isomorfismo de M esta em uma familia a um parametro

de classes de representacoes indecomponiveis;

e nao temos familias a mais de um parametro de classes de isomorfismo

de representacoes indecomponiveis de A;
e A nao € de tipo finito de representacao.

Uma dlgebra A € dita de tipo selvagem de representacao quando para
algum n € N existe familia a dois ou mais parametros de A modulos inde-

componiveis de dimensao n.
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Lembrando da equivaléncia de categorias entre Rep () e mod- k@), dizemos
que o quiver ) é de tipo finito, manso ou selvagem de representagao quando
a algebra k@ o for.

Pode-se definir algebra de tipo manso de representacao sem excluir a pos-
sibilidade de ser de tipo finito, como em [10], por exemplo. Como queremos
distinguir os quivers que tém quantidade finita de classes de isomorfismo de
representacoes indecomponiveis daqueles que tém quantidade infinita, fize-

mos esta ressalva na definicao.

Exemplo 2.20 O quiver () dado por

a1

¢ de tipo manso de representacao. Para notar isso, seja V. uma representa¢ao
indecomponivel de Q) com n = dimV; = dimV,. Encontramos facilmente

uma representacao V' de Q) isomorfa a 'V na forma

I

onde a matriz Jy € um bloco de Jordan com autovalor \. Além disso, para
valores diferentes de \ temos representacoes nao isomorfas. Assim, temos
familia a um parametro de classes de isomorfismo de representacoes indecom-
poniveis quando dim Vy = dim V5. Caso V' indecomponivel e dim V; # dim Vs,
verifica-se que temos apenas uma classe de isomorfismo de representagoes in-

decomponiveis com este vetor dimensao.

Enunciaremos aqui um teorema cuja demonstragao é objetivo do préximo

capitulo.
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Teorema 2.21 (Teorema de Gabriel) Um quiver conexo Q) tem apenas um
numero finito de classes de isomorfismo de representacoes indecomponiveis
se, e somente se, o grafo associado a Q) for um diagrama de Dynkin do tipo
ADE.(tabela 2.1)

Um quiver conexo € de tipo manso se, e somente se, o grafo associado a

ele for Euclideano. (tabela 2.2)

O Teorema de Gabriel nos diz alguma coisa sobre o vetor dimensao de
representacoes indecomponiveis apenas quando o quiver é Euclideano ou
Dynkin do tipo ADE. Para quivers em geral, inclusive os de tipo selvagem,

temos o Teorema de Kac. Encontramos sua demonstracao em [5].

Teorema 2.22 (Kac) Seja QQ um quiver. FEziste uma correspondéncia 1-1
entre vetores dimensdao das representacoes indecomponiveis de () e as raizes

positivas do sistema de raizes do grafo associado a Q).

Ou seja, para uma representacao indecomponivel de um quiver () garan-
timos que o vetor dimensao desta estard no sistema de raizes do grafo as-
sociado. Reciprocamente, dado x € AT conseguimos uma representacao in-
decomponivel cujo vetor dimensao é x. Entretanto, nem toda representacao
cujo vetor dimensao ¢ uma raiz é necessariamente indecomponivel.

Além disso, Kac demonstrou que se ¥ é uma raiz real positiva, entao temos
uma unica classe de isomorfismo de representacao indecomponivel com este
vetor dimensao e, caso T seja uma raiz imaginaria positiva, temos uma familia
de classes de isomorfismo de representacoes indecomponiveis com o mesmo

vetor dimensao.

44



Capitulo 3

Teorema de Gabriel

Neste capitulo apresentamos a demonstracao para o Teorema de Gabriel

usando funtores reflexivos. Seguimos de perto as notas de [8].

3.1 Funtores Reflexivos

Definicao 3.1 O vértice i de um quiver () € dito um sumidouro quando nao
temos flechas em @) comecgando em 1, e é dito uma fonte quando nao temos
flechas em Q) terminando em i. O quiver o;() € obtido invertendo a direcdo
de todas as flechas que comecam ou terminam em i. Uma ordem iy, ..., 1,
dos vértices de () € dita admissivel se para cada p o vértice i, € um sumidouro

para o quiver o;,_, ...04Q.
Se houver uma ordem admissivel 71, ..., 1, para o quiver (), temos que:

Uin--'ailQ:Q
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Exemplo 3.2 No quiver

a1 a2

2 3

a3

Q: 1 4

temos Qo = {1,2,3,4}, Q1 = {a1, a2, a3}, os vértices 1 e 3 sao fontes, os
vértices 4 e 2 sao sumidouros e 1,3,2,4, 1,3,4,2, 3,1,2,4 ¢ 3,1,4,2 sao

ordens admissiveis para ().

Lema 3.3 FEuxiste uma ordem admissivel para o quiver () se, e somente se,

Q nao tiver ciclos orientados.

Prova: Provaremos uma implicagao por indugao sobre #@)y. Supondo
que nao haja ciclo orientado em @), seja ,, o vértice inicial de um caminho
com maior comprimento. Entao, i, é uma fonte de (). Construimos um
novo quiver @' tal que Q) = Qo\{in} e Q] = Q:1\{8 € Q1[t(B) = in}.
Temos entao, em (', uma ordem admissivel i1, ...,4,_;. Assim, construimos
i1,...,1,, que é ordem admissivel para Q).

Para a outra implicacao, se oy . . . a; é um ciclo orientado de @) e tivéssemos
i1,-..,1, ordem admissivel para os vértices de @, entao i, ¢ {ix € Qo | i, =
h(as), 1 < s < t}, pois nenhum dos vértices h(as) pode ser um sumidouro de
(). Com mesmo argumento, temos que i; ¢ {ix € Qo | i, = h(a),1 < s < t},
para 1 < 7 < n. Isso nos dd uma contradi¢ao, pois nenhum dos vértices
h(as) aparece na ordem admissivel tomada. Portanto, ndo podemos ter uma

ordem admissivel quando temos um ciclo orientado. O

Definigcao 3.4 Seja i um vértice de ) .Fixamos representacoes X, X' €
Rep@ e um morfismo ¢ : X — X'. Os funtores reflexivos S;" e S; sdo

definidos da sequinte forma:
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1. Se i é um sumidouro de Q), construimos o funtor
S;" : Rep(Q., k) — Rep(0:Q, k)

dado por S (X) =Y, onde X; =Y, para j # i, e Y; é o nicleo do
mapa § = (Xa)n(a)=i, isto €:
v, -5, P Xuw £ x,

acQ1

h(e)=i
onde £ € a inclusdo natural pelo nicleo. Para as flechas a € Qy, temos
Y, = X, se h(a) #14, e Yo 0 Vi = Xia) = Yi) € a composicao do
mapa & com a projecio em Xi(a)-
O morfismo S ¢ = : S (X) — SH(X') € dado por ; = ¢; se i # j,
e; 1 Y; =Y € a restricao do mapa (¢t(a))h(a):i ao nucleo de &

ker & : @ Xi) — @ Xé(a)

a€Qy a€Q1
h(a)=1 h(a)=1

Vi = (¢t(a))h(a):i

Em outras palavras, a construcio de S; é tal que o sequinte diagrama

é comutativo com as linhas exatas.

e D X ¢

00— 1/; 7 a€e@Q: - XZ
h(a)=1
S i(d&(a))h(a)_i &
D X,
h(a)=1

2. Se o vértice i € uma fonte de @), temos a construcao do funtor
Sz_ : Rep(Qv k) - Rep(ain k)
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dada por S;(X) =Y onde X; =Y, para j # i, e Y; € o conicleo do
mapa € = (Xa)aymis 06 seja;
3 3
L@ L

a€Q1
t(a)=i

onde £ ¢ a projecio natural no conticleo de €. Para uma flecha o € Q1
temos Yo = Xo se h(a) # 4, € Yo(a) : Yaa) = Xna) — Yi € a restricao
de g a Xh(a)-

O morfismo S; ¢ =+ S; (X) — S;(X') € definido por ¢; = ¢; se
i# 74, e Y; =Y €induzido por

7

(@) poyi * D Xetw — P Xt

aEQRq acQn
h(a)=1 h(a)=i

emY; eY/.

Ou seja, a construgao de S; € tal que o diagrama sequinte é comutativo

e tem as linhas exatas

t(a)=1

i l(@(a))h(a)i St
® X
X|—> oty Y —>0
€ hia)=i &

3. Seja i um sumidouro. Entao definimos o monomorfismo
XS SFX — X
onde (1,X); = idx, para j # i e (1, X); € 0 mapa canonico

(S7S7X); = coker € 2 Imé — X;
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4. Se 1 € uma fonte, definimos o epimorfismo
mX: X — SFSX
dado por (m; X ); = idx, quando j # i e (7;X); € o mapa candnico

X; — Imé 2 keré = (S5, X);

O seguinte Lema d& sentido ao nome “funtor” na ultima definicao.
Lema 3.5 S;" ¢ S; sdo funtores entre categorias.

Prova: Seja ¢ um sumidouro. Dado V uma representagao de () sobre
k, temos que S;" (V') é uma representacio de ;@ sobre k.Para concluir que
St é de fato um funtor sé resta concluir que dado um morfismo ¢ : X — Y
temos o morfismo S; ¢ : S;* X — S;"Y. Mas S;" é tal que satisfaz o diagrama
comutativo com linhas exatas
¢ B X

0—=SH(X) =—~aca, " —=X;

St l(@(a))h(a):i bi

Yia
0 SHYY) — D Yy,
3 h(a)=i 13

Para concluirmos que S; ¢ ¢ um morfismo sé precisamos mostrar que o

diagrama
57 (Xa)
S+ (Xl) e Xh(aia)

)

@i id’h(uia)

SE(Y;) ——= Yi(oia)



comuta para todo a no quiver original com #(«) = i, j4 que para o restante
do quiver segue de que ¢ é morfismo. Mas o quadrado da esquerda do dia-
grama mostra exatamente isso. Portanto S;" é funtor. Argumento semelhante

mostra que 5; ¢ funtor.

Lembramos que o; denota a reflexao fundamental com respeito ao vértice
1, que esta definida sempre que ¢ é uma raiz fundamental, isto é, nao existem

flechas que comegam e terminam em 1.

Lema 3.6 Sejam X, X' representacoes de QQ e i um vértice.
1. S5 X X') =S X SHX'.
2. X =5;5"X & coker ;X e X =557 X ®kerm; X.
3. Se cokery;X =0, entio dim S;" X = ¢;(dim X).

4. Se kerm; X =0, entao dim S; X = o;(dim X).

Prova: Para os itens 1 e 2 consideramos o caso em que i € )y € um

sumidouro. O outro é anélogo.

1. Temos que 7 : X © X' — X dada por m(X; @ X}) = X para todo
Jj € Qoem(Xy® X)) =X, para todo a € @1 é um morfismo. Da
mesma forma tomamos o morfismo m : X ® X’ — X’. Consideramos
os morfismos ¢, = S;“m e ¢y = S;“WQ.

Agora, se temos uma representacao Y de o0;() e morfismos

P Y — SfX ey Y — SFX' entdo construimos o morfismo
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Y Y — SH(X @& X') dado por (Y;) = ¢1(Y;) & 19(Y;) para todo
J € 0Qo e Y(Y;) = 1(Y;) ® ¢o(Y;) para todo a € o@Qq. Assim:
o (X;) = i(X;) para todo j € Qo e para l = 1,2.

Como a soma direta de representagoes é o produto na categoria Rep(Q, k),

temos que S;" (X & X') =S X & S X'.

Mostrar que S; (X & X') =2 S5, X & S; X’ é anélogo.

2. Tomamos o mapa canonico 7; : X; — coker&, onde & = (Xa)t(a) e

=1

escolhemos um 7; : coker { — X; tal que 7 o 7" = idcokere-

Esta escolha nos d4 um morfismo 7 : coker ;X — X dado por 7; = 0

para todo j # 1.

Temos entao que 7 : coker ;X — X e ;X : S; 5" X — X nos dao uma

decomposicao de X em soma direta.

Raciocinio semelhante mostra a outra igualdade.

3. Se coker ;X = 0, entao Im & = X; e pelo teorema do nicleo e imagem

dim S;7(X;) = ) dim X(o) — dim X;

edim S;"(X;) = dim X parai # j. Temos entao dim S;" X = o;(dim X).

4. B analogo ao item 3.

Lema 3.7 Seja i um sumidouro e X uma representacao indecomponivel de

Q. Sao equivalentes:
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1. X 2 5(i);

2. S X ¢ indecomponivel;
3. SFX #0;

4. S7SFX = X;

5. 0 mapa <Xa)h(a):i : @ Xia) — Xi € um epimorfismo.;

ac@Qn
t(a)=1

6. 0;(dim X) > 0;

7. dim S}t X = o;(dim X).

Prova: Imediatamente do Lema 3.6 temos 1 = 2 =3 =4 = 1.
Das defini¢oes de funtor reflexivo vale 1 < 5.
Do Lema 3.6 e das definicoes de funtor reflexivo e reflexao temos

1=7T=6=1.

Temos um Lema andlogo ao anterior para ¢ uma fonte e o funtor S; .

Assim, pelos resultados anteriores, temos o teorema:

Teorema 3.8 Os funtores S;" e S; induzem bijecoes mutuamente inversas
entre as representacoes indecomponiveis de () e as representacoes indecom-
poniveis de o;(), com excecdo das representacoes simples correspondentes ao
vértice i, que sdo anuladas por esses funtores. Além  disso,
dim SiiX = 0;(dim X) para toda representacao indecomponivel X ndo iso-

morfa a S(1).
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Definicao 3.9 Seja i;,...,1, uma ordem admissivel. O funtor de Coxeter

com respeito a essa ordenacdao € o funtor

O = 57 ...57 : Rep(Q. k) — Rep(Q, k)

Também definimos

C™=S5; ...5; : Rep(Q, k) — Rep(Q, k)
e parar € 7
(CT) ser >0
C"=1¢ id ser =0
(C7) " ser<0

Lema 3.10 Os funtores C™ e C~ ndo dependem da ordem admissivel esco-

lhida dos vértices de Q).

Prova: Primeiro observamos que se os vértices i e j sao sumidouros do
quiver ), entao nao sao ligados por nenhuma flecha. Como a construcao de
S 86 depende dos vértices que sio ligados a 4, temos S;° S;-r = S;-FS;“ sempre
que i e j sao sumidouros de Q).

Tomamos duas ordens admissiveis iy, ..., i, e i},...,4, dos vértices de Q.
Seja ir, = i1. Temos que 7} ndo é ligado a i; por nenhuma flecha, pois ambos
sao sumidouros de Q. O vértice i}, também nao ¢ ligado a iy, pois ambos sao
sumidouros do quiver oy Q).

Entao, os vértices i),...,1

m—

1 hao sao ligados a 7; por nenhuma flecha.
Assim,

Sy St .SE=87 St..Si=5F ...SiSt.
m 41 U1 1 31 GRS

tm—1 tm—1
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Aplicando argumento semelhante para is, i3 e assim por diante, obtemos:

Sy St ST—S*S+ LSt

in ’Ln 1 in " tn—1
Portanto, C* nao depende da escolha da ordem admissivel dos vértices

de ). Similarmente C'~ nao depende desta escolha.

3.2 Demonstracao do Teorema de Gabriel

Por simplicidade, daqui por diante diremos que Qo = {1,2,...,n} onde
1,2,...,n é uma ordem admissivel.

Lembramos que definimos P(i) em 1.14 e I(i) em 1.24.

Lema 3.11 Para um vértice i de um quiver (Q, temos:
1. dim P(i) = 0109 ...0,_1(e;) e dim [(i) = 0,0,_1...0;11(€;).

2. P(i) 2 S;Sy ... 57 ,S(i) e [(i) =SS, ... St S(i).

Prova: Mostraremos para a representagao P(7).

1. Por inducao, vamos mostrar que para 0 <[ < ¢ vale

l

0i—1 - O"Llel E ez]

j=0

onde #Q(i,t) é o nimero de elementos de Q(i,1).
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Para [ = 0 nao age nenhuma permutacao e a expressao da e;. Quando
[ =1, temos

ei-1(e) = e + (#Q(1,i — 1))eiy
e a expressao ¢ valida para [ =0, 1

Supondo que vale o resultado para [ — 1, temos

Oi—1 - -‘Ui—l(ei) = 00— l( (#Q( ))ez J)
(FQUi i~ e + 3 (#QU i~ #QG 5. D)
(#Q(Z,Z - j>>ei—j + (#Q(%Z - l))el

= Z(#Q( —J))ei;

e, portanto, vale a inducao.

Assim, para | = i — 1 temos o7 ...0;_1(e;) = dim P(i), uma vez que

nao temos caminhos em () que vao de ¢ para j quando j > i.

. Usando a indugao demonstrada na primeira parte e o Lema 3.7, temos

para 0 <[ <1

dim S ... SfP(i) = o;...0101...0i1(e;)

= Ol41--- O'i_l(ei).

Assim, para l =1 —1 temos S;", ... S P(i) = S(i).

Portanto, P(i) = Sy ... S;_15(3).
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Proposicao 3.12 Seja X uma representacao indecomponivel do quiver Q).
1. CTX =0 se, e somente se, X = P(i) para algum vértice i

2. C~X =0 se, e somente se, X = (i) para algum vértice i

Prova:

1. Temos que P(i) = S S5 ...S;,_,S(i) pelo Lema 3.11. Aplicando fun-

tores reflexivos sucessivamente, temos
CtP(i)=S'...8S(i)=0

pois SFS(i) = 0. Reciprocamente, C*X = 0 implica que
X = S7Sy...58_,S(i) para algum vértice i, uma vez que X é in-

decomponivel.

2. E analogo ao item anterior.

Definicao 3.13 Seja X wuma representacao indecomponivel de ().
1. X € pré-projetiva se X = C"P(i) para algum vértice i e algum r < 0.
2. X € pré-injetiva se X = C"1(i) para algum vértice i e algum r > 0.
3. X € regular se C"X # 0 para todo r € Z.
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A definicdo anterior nos da que uma representacao X ¢é pré-projetiva
se, e somente se, C"X = 0 para algum r > 0 e pré-injetiva se, e somente se,
C"X = 0 para algum r < 0. Isto é uma consequéncia imediata da Proposigao

3.12.

Proposicao 3.14 Uma representacdo indecomponivel é pré-projetiva, preé-
ingetiva ou reqular. Dadas representagoes indecomponiveis X eY com X pré-
mjetiva ou pré-projetiva, temos que X =Y se, e somente se, dim X = dimY'.

Ainda mais
1. C"P(i) =2 C*P(j) # 0 implica i =j er = s.

2. C"1(i) 2 I*P(j) # 0 implica i = j er = s.

Prova: A primeira afirmacao da proposicao esta demonstrada no co-
mentario anterior.
Supondo que dim X = dimY e X = C"P(i) pré-projetiva. Sabemos que

dim P(i) = 0109 ...0;_i(e;) e, dessa forma,
dimY = (O'n . 01)7"0102 c. O'Z‘,Z'<€i>.

Usando funtores reflexivos, temos S;",...S7C™(Y) = S(i), o que nos
da
Yy=C'S; ... S ,S4i)=C"P(i) = X.
A prova para o caso em que X é injetivo é analoga.
1. Se C"P(i) = C*°P(j) # 0, entao P(i) = C*"P(j) e s —r < 0 pela
Proposicao 3.12. O mesmo argumento mostra que r — s < 0. Logo,

r = s. Aplicando o funtor C'~", obtemos que P(i) = P(j), donde

concluimos pelo Lema 1.27 que ¢ = j.
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2. Anélogo ao anterior.

Definicao 3.15 Seja QQ um quiver sem ciclos orientados e firemos uma or-
dem admissivel 1,...,n de seus vértices. O automorfismo c : Z" — Z" dado
por

c(x) =0y,...01(x)

¢ a transformacao de Coxeter. Definimos também ¢ (z) = oy...0,(x) e

para todo r € 7 temos

(¢ ser >0
=49 id ser=0

()" ser <O.
Lema 3.16 1. ¢(dim P(i)) = —dim I (i) para todo vértice i.
2. {dim P(i) | i € Qo} e {dim (i) | i € Qo} sdo bases de Z".
Prova:

1. Temos dim P(i) = oy ...0;_1(e;) pelo Lema 3.11 e, como o;(e;) = —e;,

segue que
C(dlm P(Z)) = COoq... 0'171(61)
= Op... 07;(61')

= —0Op... ai_l(ei)

= —dim (7).



2. Segue imediatamente de que

e; =dim P(i) — ) dim P(t(a)) = dimI(i) = Y dim I(h(a)).
a1 aclh
t(a)=i h(a)=i

No Lema seguinte, a forma (—, —) : Z" x Z" — Z é a forma de Euler que

foil definida em 2.1.

Lema 3.17 Sejam QQ um quiver sem ciclos orientados, n = #Qq e x,y € Z".

1. (dim P(i),z) = x; = (x,dim I (7)) para cada vértice i.
2. (x,y) = = (y, cx)) = {c(x), c(y))-

Prova:

1. Pela bilinearidade da forma de Euler, temos que basta verificar a igual-
dade para x = e;. A igualdade vale para x = ¢, Para x = ¢;,
com j # i ,temos ), o dim P(i)pzy = #Q(i, j) o nimero de caminhos
possiveis em () ligando 7 a j e

Y dim P(i)iwane = Y (#QUi, t(a)) = #Q(, ).
a€@Q1 ae@

h(e)=j

2. Pelo Lema 3.16 é suficiente verificar para © = dim P(j), j € Qo.

Usando o item anterior e o Lema 3.16, temos

(dim P(j),y) = (y, dim (7)) = (y, —c(dim P(0)))
e, portanto, vale o resultado.
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Lema 3.18 Seja QQ um quiver, n = #Qy e x € Z". Entdio c(x) = x se, e

somente se, v € radq.

Prova: Lembrando que 1,2,...,n foi tomado como uma ordem ad-
missivel para os vértices de (). Temos que c¢(z); = o1(x);, pois apenas oy
muda a primeira coordenada de x. Prosseguindo com o mesmo raciocinio,
temos que c(x) = x se, e somente se, x; = c¢(x); = o;(x); para todo i € Qo,
que acontece se, e somente se, (z,e;) = 0 para todo i. Assim, concluimos que

x = c(x) se, e somente se, (r,—) = 0, ou seja, x € radg.

Temos que se () é um quiver com grafo de Dynkin do tipo ADE ou Eu-
clideano, entao o mapa ¢ induz uma permutacao no conjunto finito A/rad q.

h

Entao, para algum h > 0, temos que ¢" é o mapa identidade em A/radq.

Lema 3.19 Seja QQ é um quiver com grafo de Dynkin do tipo ADE e x € 7.

Entao, existe r > 0 tal que ¢"(x) € nao positivo.

Prova: Seja y = Z:,:é c"(x). Temos que c(y) = y e, como Q é de
Dynkin do tipo ADE, pelo Lema 3.18 segue y = 0. Logo, para algum r > 0,

¢"(x) é ndo positivo necessariamente.

Lema 3.20 Seja QQ um quiver cujo grafo é Fuclideano e x € Z".
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1. Se c¢"(x) > 0 para todo r € Z, entio c"(x) = z.

2. Se c"(z) =z entao (§,x) = 0.

Prova:

1. Supondo c¢"(x) = x +v para algum vetor nao nulo v € rad ¢, temos que

" = x4 lv para todo | € Z. Claramente, teremos algum r € Z tal que

¢"(x) é nao positivo e esta contradi¢ao demonstra o item.

2. O vetor y = Zf;é c"(x) é fixado por ¢, e pelo Lema 3.18 y € Z™. Assim

0=1{0y) =) (6 (x))=h(sx)

>
—_

ﬁ
Il
o

pois, pelo Lema 3.17, ¢ preserva a forma de Euler . Portanto, (d,z) = 0.

—

Teorema 3.21 Seja QQ um quiver cujo grafo é Dynkin do tipo ADE. Entdo,

o mapa X +— dim X induz bijecao entre as classes de isomorfismo de repre-

sentacgoes indecomponiveis de () e as raizes positivas do sistema de raizes do

grafo associado a Q).

Em particular, se QQ € de Dynkin do tipo ADE, entdo existe apenas um

numero finito de classes de isomorfismo de representagoes indecomponiveis.

Prova: Tomamos 1,2,...,n uma ordem admissivel para os vértices

de ). Seja X representacao indecomponivel de Q com vetor dimensao

dmX =zxe

T=0g...01(0n...01)"
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a primeira expressao dessa forma com 7(z) nao positivo. O Lema 3.19 garante
que existe 7.

Temos entao que
S ST(SH L SH)T(X) = S(s)

onde S(s) é a representacao simples associada ao vértice s no quiver

Q/ = 0'5_1...0'1Q.

Aplicando funtores reflexivos e usando o Lema 3.7, obtemos
X =(S;...8,)S;...5_1(5(s))

e portanto,

r

r=(01...00)"01...061(€s).

Assim, z € A. O mesmo argumento mostra que se X’ é uma outra
representacao indecomponivel com dim X’ = z, entao X' = X.

Reciprocamente, tomamos x € A uma raiz positiva. Seja

T=0s...01(0p...00)"

a primeira expressao dessa forma com 7(z) ndo positivo, que novamente

existe pelo Lema 3.19. Entao, pelo Lema 2.18
Os1...01(0p...01) (2) = es.

Seja
X =(5...5,)8 ...5_,(5(s))
onde novamente S(s) é a representacao simples associada ao vértice s no

quiver Q' = o,_1...01Q.
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Agora, por aplicacoes de funtores reflexivos, temos que X ¢é indecom-
ponivel e

dim X = (01...0,)"01...0s1(es).

Como A é finito sempre que o grafo é Dynkin do tipo ADFE, concluimos
que neste caso temos apenas um niumero finito de classes de isomorfismo de

representacoes indecomponiveis pela Proposicao 2.17.

A demonstragao do Teorema 3.21 mostra também que para um quiver
cujo grafo associado é Dynkin do tipo ADFE, qualquer representagao inde-
componivel é pré-projetiva e pré-injetiva. De fato, basta aplicar os funtores

de Coxeter.

Definicao 3.22 Seja (Q um quiver cujo grafo associado é FEuclideano. O

s

defeito de um vetor x € Z™ é
Jr = (,x) = —(x,0)
O defeito de uma representacao X ¢ 0X = ddim X.

Proposicao 3.23 Seja X uma representacdao indecomponivel de um quiver

FEuclideano.
1. X € pré-projetiva se, e somente se, 0X < 0.
2. X ¢ pré-injetiva se, e somente se, 0X > 0.

3. X € reqular se, e somente se, 0X = 0.
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Prova: Primeiro, observamos que para qualquer representacao X com

C"X # 0, temos pelo Lema 3.7 que
dimC"X = ¢" dim X.
Agora, supomos X = C"P(i) pré-projetiva. Entao,
0X = —(c"(dim P(7)),0) = —(dim P(i),d) = —6; < 0

pelos Lemas 3.17 e 3.18. Similarmente, representacoes pré-injetivas tem de-
feito positivo.

Se X é regular, temos que 0X = 0 pelo Lema 3.20.

Teorema 3.24 Seja (Q um quiver com n vértices sem ciclos orientados cujo
grafo associado € Euclideano. O mapa X +— dim X induz bijecao entre as
classes de isomorfismo de representacoes pré-projetivas ou pré-injetivas de
Q@ e as raizes positivas com defeito nao nulo no sistema de raizes do grafo
associado. As representagoes pré-projetivas e pré-injetivas formam 2n séries
CP(i) e C"I(i), onder € Z, r > 0 e i € Q, de representacoes indecom-

poniveis duas a duas nao isomorfas.

Prova: Consideramos 1,2,...n uma ordem admissivel dos vértices de
(). Tomamos X uma representacao indecomponivel de ) com vetor di-
mensao x = dim X e X = C"P(i) pré-projetiva. Temos pelo Lema 3.11 que
dim P(i) = 010;_1(e;) e dessa forma x = ¢"o10;_1(e;) pelo Lema 3.7. Assim,
x € uma raiz positiva. O mesmo se mostra tomando X uma representacao

pré-injetiva. O mapa X — dim X ¢ injetivo pela Proposigao 3.14.
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Por outro lado, se x é uma raiz positiva com dx # 0, sabemos pelo Lema
3.20 que c'(z) é nao positivo para algum ¢ € Z. Supomos ¢ > 0.
Tomamos

T=0;...01(0n...00)"

com 1 <i<ner>0,onde 7 é a primeira expressao desta forma tal que

7(z) nao é positivo. Segue do Lema 2.18 que
Oi—1--- Ul(O'n Ce O'l)r(l’) = €;.

Seja X = (Sy ...S,)"S; ...5,_15(i). Aplicacoes sucessivas de funtores

reflexivos e o Lema 3.7 mostram que X é indecomponivel com
dimX = (01...0,)"01...0i-1(e;) = .

Portanto, X é pré-projetivo com X = C'~"P(i) pelo Lema 3.11. Se su-
pormos t < 0, encontramos com argumento similar uma representacao X
pré-injetiva com dim X = x.

Agora, se C~"P(i) = 0 para algum r > 0, o Lema 3.12 nos diz que P(7) é
pré-injetiva, contradizendo o fato de que representacoes pré-injetivas e pré-
projetivas tém defeitos distintos pela Proposicao 3.23. Logo, C~"P(i) # 0
para todo r > 0.

Analogamente mostra-se que C"1(i) # 0 para todo r > 0.

Portanto, pelo Lema 3.14, as representacoes pré-projetivas e pré-injetivas
formam 2n séries de representacoes indecomponiveis, duas a duas nao iso-

morfas.
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Os tinicos quivers com grafo euclideano que nao cumprem as hipéteses do
Teorema 3.24 sao os do tipo A, cujas flechas formam um ciclo. Este caso é

considerado a seguir.

Proposicao 3.25 Seja Q um quiver Euclideano do tipo A,, com n > 0.
Entdao, ) tem numero infinito de classes de isomorfismo de representacoes

imdecomponiveis.

Prova: Quando () nao possui um ciclo, o resultado ja foi mostrado no
Teorema 3.24. Assim podemos supor adicionalmente que () possui um ciclo.
Fixamos a flecha oy € ;. Para cada p > 1, tomamos a representagao
X = X(p) com X; = kP para todo i € Qg, X, = idgr para a # oy e X, =
J(p,0) a matriz de Jordan p x p com 0 na diagonal. Portanto, End(X) =

k[z] /(x™) é local e, dessa forma, X é indecomponivel para todo p > 0.
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Capitulo 4

Representacoes de quivers com

relacoes

Demonstraremos aqui o Teorema de Ovsienko, um resultado um pouco mais
geral que o Teorema de Gabriel. Ovsienko mostrou em [9] que, quando
as relagoes de um quiver satisfazem algumas condigoes, temos apenas um
nimero finito classes de isomorfismo de representacoes indecomponiveis do
quiver com relacoes se, e somente se, uma certa forma quadratica associada
ao quiver com relagoes ¢ fracamente positiva definida.

Definimos em 1.17 o que é uma relagao em um quiver. Aqui vao alguns

exemplos de quivers com relagoes.

Exemplo 4.1 1. Se @ € o quiver cujo grafo associado é As, onde a flecha

oy liga os vértices 1 e 2 e ap liga 2 e 3,

1l a1 2 a2 3
77/{
‘R
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podemos ter a relacio R = sy .

2. Dado o quiver ) com uma relacao R = MNasa; — Asayuas, onde
A, A €k
1 a2 a3 3
° TQ> ° T4>/{.

uma  representacao V  de @ salisfaz as relagoes quando

MV Vi, (0) = AV, Vi, (v) para todo v € V.

3. No quiver sequinte

1 o 2 as_3
0= 0 < 0
2 Q4

podemos ter, por exemplo, a relacio R = ajog — azauy.

Dado um caminho p = ag ... ay, diremos que um vértice ¢ € um vértice de
p quando i = t(ay) ou ¢ = h(a;) para algum j € {1,...,k}. Dois caminhos
p e ¢ de um quiver ) nao tem vértices em comum quando nao existe um
vértice que pertenca simultaneamente a p e q.

O resultado de Ovsienko impoe algumas restrigoes sobre as relagoes. As

condi¢oes de Ousienko sao:
e 0 quiver nao possui ciclos.
e sO sao permitidas relagoes que sao caminhos orientados;

e relacoes distintas nao tém vértices comuns.
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Em 4.1, o segundo exemplo nao satisfaz a segunda condicao de Ovsienko
e o terceiro exemplo nao satisfaz a primeira e a segunda. O primeiro exemplo
satisfaz as trés condigoes de Ovsienko.

Denotaremos por ¥ = ¥y o conjunto de todas as relacoes do quiver @) e
pelo par (@, ¥) o quiver ) com relagoes V.

Para quivers com relagoes podemos definir a forma quadratica

Fo(B) =) 2 = Y Tia)Thia) + Y Te(m)Th()

1€Qo acQq Rev
e a forma bilinear (—, —), obtida de Fy por identidade de polarizagao. A
forma Fy é a forma de Brenner do quiver () com relagoes V.

Mostraremos o seguinte resultado nas condi¢oes de Ovsienko.

Teorema 4.2 (Ovsienko) Seja (Q, V) um quiver com relagoes que satisfaz
as condicoes de Qusienko. FEntao Fy € fracamente positiva definida se, e
somente se, (Q, V) € de tipo finito.

Supondo que (Q, V) € de tipo finito:

1. SeV € uma representacdao indecomponivel de () que satisfaz as relagoes

U eZ=dimV, entio Fy(Z)=1;
2. VZ > 0 tal que Fy(Z) = 1 existe unica representa¢ao indecomponivel V

tal que dimV = Z.

Definicao 4.3 Seja Q um quiver sem ciclos orientados. Um conjunto de
flechas L = (o, ..., qp) é um N'-caminho quando L fica orientado depois

de mudar a orientagao da flecha «;.
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Exemplo 4.4 Temos que L = (o, g, a3) € um N2-caminho

1l a1 2 a2 3 a3 4

Dizemos que L é um N-caminho quando é irrelevante o nimero da flecha

que, ao mudarmos sua orientagao, torna L um caminho.

Definigao 4.5 Sejam Q um quiver e L um N®-caminho em Q. Duas re-
presentacoes V. = (Vi fo) e V! = (VI  fl), onde i € Qy e a € Q1 sdao

D-equivalentes se para cada j € Qo existe isomorfismo
pj V=V,
vale Pu(a)fa = fopa) para todo o # a; e
foit@) = Phian (foi + faioy - far®fan - fauin)
onde x : Viya,) = Vi(ay) € uma transformagao linear.

Exemplo 4.6 As representacoes V e V'

].f id If id ]f id lf
' 4
g
e
4
com o N2-caminho L = (ay,aq,a3) sio D-equivalentes. Para ver isso,
basta tomar a transformagao linear X : Vy — Vi dada por X (v) = —v.
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Temos que isomorfismo implica em D-equivaléncia. Basta tomar X sendo
a transformacao nula e a ¢ que faz o isomorfismo. O exemplo anterior mostra
que o contrario nao vale.

Podemos definir D-equivaléncia para varios caminhos em () simultanea-
mente.

Suponhamos que ) tem conjunto de caminhos designados sem vértices

comuns
N —caminhos
——l
\I/:(Ll,...,Lk7Lk+1,...,Ln). (41)
—_——

orientados

Definicao 4.7 Uma representacao de () com respeito a V, onde ¥ é como
na expressao 4.1, ¢ decomponivel se na sua classe de D-equivaléncia existe
um representante decomponivel como representacao usual de Q.

A representacdo € indecomponivel quando nao é decomponivel.

Quando todos os caminhos designados sao orientados, temos que
D-equivaléncia é o mesmo que isomorfismo. Este é o caso de quivers com
relagoes.

O quiver ) com respeito aos caminhos designados ¥, onde ¥ é como a
expressao 4.1, é dito de tipo finito se tem numero finito de classes de D-

equivaléncia de representagoes indecomponiveis.
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4.1 Funtor Reflexivo para Quivers com cami-

nhos designados

4.1.1 1 € )y nao pertence a nenhum caminho desig-

nado:

Seja (@, V) um quiver com caminhos designados. Supondo que o vértice
1 € Qo nao pertence a ¥, isto é, nenhum dos caminhos designados passam

por i, se i é um sumidouro definimos o funtor reflexivo
+.
S;” :Rep@ — Repo;Q)

da mesma forma que foi definido em 3.4.
Se i ¢ U é uma fonte, definimos S;” igualmente.
Claramente, para os vértices que nao pertencem a ¥ valem os Lemas

3.5,3.6 e 3.7.

4.1.2 1 € )y é um sumidouro e pertence a um caminho

orientado:
Seja @ um quiver com L(ay,...,a,) caminho designado que é orientado.
Denotamos ag = t(ay) e a; = h(a;), i = 1,...,n. O tnico desses pontos que

pode ser um sumidouro é a,,. Consideramos este caso.
Sejam ki, ...,k a, todas as flechas que chegam em a, e V = (V}, fa)
com i € (Jy e a € (1 uma representacao de () que satisfaz a relagao L.

Entao, f,,(Im f,,_, ... f1) =0 e podemos definir

fan : Van—1 = an—l/Im(fOén—l . fl) - V:zn'
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Seja
@ Vi) @ Va

n—1 - Van

dada por f(z1,...,24,Y) = fi, (1) + ...+ fr,(20) + fa, ().

Agora, definimos S (V); = V; para i # ay, S (V)a, = ker f e ST (fx,) :
St (V)a, — Vir, dada pela projecao na coordenada t(k;).

Definimos g,, = Sjn(fan) tal que pg é a projecao de ker f em Van,l, onde
p é a projegao no quociente V, _ /Im(f,, , ... f1) e para os demais vértices
Sa.(fa) = fa.

E claro que Ja,, NA0 estd unicamente definido. Mas g, ¢ uma outra es-
colha se, e somente se, p(ga, —9n, ) = 0. Assim, Im(ga, —g,,.) CIm fo, ... fo,
e existe x : S7 — V,, tal que g/, = ga, + fan_, --- fa, 2. Ou seja, diferentes
escolhas para g, = S (fa,) levam a representacoes que sao D-equivalentes.

Assim, temos a representacao U = S (V') do quiver o,,() com respeito

ao N-caminho L = (aq,...,a,_1,04,Q,) € agora o vértice a, é uma fonte.

4.1.3 a, € )y € uma fonte e pertence a um N"-caminho:

Vamos construir .S, . Sejam agora () um quiver, L um N"-caminho, V' uma
representacao de () com respeito a L e Q' o subquiver que contém o vértice
a,, todas as flechas que sao ligadas a a,, e seus respectivos pontos de chegada.
Seja W = (W, h,) a representacao de Q' com W, = U; para j # a,_1,
Wha=Vaa/Im(fa,—1.- far), Pa = ga Para a # v, € he, = pYa,,-
Aplicamos o funtor reflexivo S, como definido no capitulo anterior na
representagao W do quiver @)’ e obtemos a representagao W' = (W/ k) =

S, (W) de 0,,Q.

a
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Definimos entao a representagao X = (X;,l,) = S, (V) dada por X,, =
W,., Xi = U; para todo i # a,, l, = g, para as flechas a que nao se ligam
ao vértice ay, lo, = h, p e l, = h,, para os demais vértices que se ligam a
Q.

Claramente, X é representacao de () com respeito a relacao L.

Seja agora @ um quiver e L = (aq,...,a,) um N™-caminho. Entdo o
vértice a,—; ¢ um sumidouro. Definimos S = da mesma forma que para
quivers sem relagoes.

Precisamos verificar que se V' e V' sdo representacoes D-equivalentes

entao S (V) =p S; (V).
Sejam kq,..., ks, an_1,q, todas as flechas que terminam em a,_;. Elas
correspondem em V' as aplicagoes fi,, ..., fi,, fan_1» fan- Entao, SF  (V)an—

¢ o conjunto solucao da equagao
t
S )+ fan (9) F G () =0
i=1

onde (z1,...,24,9,2) € Vi) ® ... ® Vi) @ Vo ® Vi,

Na representagao V', o sistema tera a seguinte forma:

t
kaz(xl) + fan—l(y) + g;n(f) =0
i=1
Ondeg/:g+fan71"'fa1XeX:‘/an _)‘/a()‘
Reescrevendo esta ltima equacgao, temos
t
Z Jri(@i) + fon (Y + fan o far X (7)) + gan(z) = 0.
i=1

Logo, os espagos de solugoes de ambos os sistemas sao isomorfos e o

isomorfismo é dado por
o (X, xny, 1) = (T, T Y F fan s far X (X)), T).
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As funcoes hy, = ;“n_l(fki),i =1,...,t e hlay) = ST

on—1(9a, nao sao

diferentes quando se aplicar o funtor S _; em V ou V".

Porém, a fungao hy, , = S 1(ga,_,) : (x1,...,2,y, x) — y vai mudar.
Denotamos u = (x1, ..., x4, y, ). Assim, h,, (u) = .
Temos:

G, (W) = o107 (1)
= Go,_(T1, . T, Y = fa, o far X(z), )
= Y fa o fon X(2)
= Gan 1 (W) = fan - fo1 X fa,(u)
= (Gon1 = fons - far X fa,)(u).

Portanto, S;, (V) =p S7,_1 (V). Analogamente, construimos S e S,

para i # 0.

4.1.4 ay € Qy é um sumidouro e pertence a um N'-

caminho:
Suponhamos que ag € L, onde L é N'-caminho e ay ¢ um sumidouro. Cons-
: +
truiremos S, para este caso.
SeV =p V', entao g, = ga, +X fa, - - - fa, € portanto, g,, e g, coincidem

em ker fo, ... fa,-

V: ‘/:10 9oy ‘/CLl fa2 fan Van
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V/: ao

Aplicamos S como foi indicado para quivers sem caminhos designados,
considerando no lugar de g,, (ou g;,,) sua restri¢ao ao ker f,, ... fa,-

Obtemos assim hy, : S; (V)a, — ker fao, ... fa,, que define unicamente

Joy S;;(V)ao — Va

pois ker fo, ... fa, C Va,.

Claramente, f,, ... fa, = 0 e concluimos que o caminho L, que agora é
orientado, satisfaz as condigoes de Ovsienko.

Vamos agora construir S, para o caso em que L é um caminho orientado.
Como fq, ... fa, = 0, temos Im f,; C ker f,, ... fa,- Portamto, podemos

considerar

far * Vag — ker fo, - fa,

no lugar de f,,. Apos esta mudanca, aplicamos S, como em quivers sem
caminhos designados.

Obtemos ga, : ker fo, ... fa, — Sz, (V)a, € estendemos a
A e R

com ¢o, = Ga,p, onde p : V,, — ker f,,, ... fa, € Projegao.
Note que g,, nao estd unicamente determinada mas qualquer outra es-

colha nos da uma representacao D-equivalente a obtida.
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4.2 Demonstracao do Teorema de Ovsienko

Lema 4.8 a) Seja V' uma representacdo indecomponivel do quiver Q) com
m caminhos designados, b um sumidouro (a uma fonte) e V-2 S(b)

(V 2 S(a)). Entio S; S;"(V)=p V (SFS, (V) =p V),
b) Nas mesmas condigoes, S, (V) e S, (V) sdo indecomponiveis;

c) Se além disso a forma Fy € fracamente positiva definida e Vi, # 0, entao

dim 'V,
dim S (V) = dim v — 44 Voes)
<€b,€b>
onde e, = dim S(b) e (—,—) € a forma bilinear simétrica associada
a Fy.
Prova:

a) Andlogo ao Lema 3.7.
b) segue de a) e de que

S Vi@ Ve) =5, (Vi) @ 5, (V2)

Sy (Vi@ V) = S (W) @ Sy (Va)
como soma direta de classes de D-equivaléncia.

¢) Quando b nao é ponto inicial ou final de um dos caminhos designados,
temos que c) é equivalente a igualdade

dim S (V) = Y dim V(o) — dimV

a€Q
h(a)=b
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que é Obvia depois de observar que V nao tem somandos diretos da

forma S(b).

Quando b é ponto inicial ou final de um caminho L, o item c¢) é equi-

valente a

dim S (V)go = dimVi(o) — dimV,, — dimV,,
5%

para b = aq ponto inicial e

dim S (V)a, = Y dimVy) — dimV,, — dimV,,

ae@n
h(a)=an

para b = a,, ponto final de L. Para mostrar este fato vamos precisar de

alguns Lemas.

Lema 4.9 Se o quiver Q com m caminhos designados tem tipo finito, entao

Fy € fracamente positiva definida.

Prova: Seja ¥ o conjunto dos caminhos designados, entre os quais ¥’
sdo caminhos orientados e U” sdo N-caminhos. Seja também 7 € NIl ym
vetor nao nulo.

Fixando uma base para cada V;, i € )y uma representacao de () é descrita
por matrizes (Zya) X Th(a)) para cada o € Q.

No espaco afim dos coeficientes destas matrizes considere a variedade P.
cujos pontos correspondem as representagoes que satisfazem as relacoes W'.
Entao, P. esta definida por ZLE\I,, Ty(L)Th(L) €quagoes.

Portanto, dim P, > Zate Te(a)Th(a) = D pew THL)Th(L)-
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O grupo G das mudancas de base nos Vj,unido com as trocas por
D-equivaléncia com respeito a cada um dos L € U” age na variedade P.
e as representacos de () coincidem com as érbitas de G.

Se () tem tipo finito, entao o nimero de 6rbitas com relagao a acao de G
em P, é finito e, assim, temos que dim P./G = 0, ou seja, dim G > dim P..

O subgrupo de GG, que consiste na mudanca da base pela multiplicacao
de um escalar A

B— \B

onde \ é um escalar fixo, age trivialmente em P.. Logo, dim G —dim P, > 1,

isto é:

1<Zx+2xt LYTh(L) — th YT h(a th VTh(L

1€Q0 Lew” acQ1 Lev’
=dim G SdlmPc
= g i E Tt(a)Th(a) + E Ty Thr) = Fo ()
1€Qo ac@q Lev

para qualquer & possivel vetor dimensao nao nulo.

Portanto, F, é fracamente positiva definida.

O teorema 4.2 é demonstrado em uma condigdo um pouco mais geral
que a enunciada. Na verdade, é mostrado para um ntmero m qualquer de
caminhos designados, e nao apenas para relagoes. Caso m = 0, temos o
teorema de Gabriel, que foi demonstrado no capitulo anterior.

A prova segue por inducao. Supomos entao que o Teorema 4.2 e o Lema
4.8 valem para m — 1 caminhos designados. Vamos mostrar que valem para

m-caminhos designados.
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Lema 4.10 Seja QQ um quiver de tipo finito com k caminhos designados
(k <m)ed=dimV wvetor dimensdo de alguma representacao fizada.
Suponhando que exista O orbita de uma representacdao indecomponivel.

Entao, dim O = dim P..

Prova: Pelo Lema 4.9 temos que P, = U!_;O; é unido finita de drbitas.
Logo, existe j tal que dim O; = dim F..

Pela hipédtese de indugao Fy(Z) = 1, temos novamente pelo Lema 4.9 que
1 =Fy(Z) > dimG —dim P, = dim G — dim O; = dim §;

onde § ¢ estabilizador de ponto na 6rbita O.

Se O; ¢é drbita de representacao decomponivel, entao dimS; > 2.

Assim, O; é érbita de representacao indecomponivel, e pela hipétese de
inducao, existe apenas uma classe de D-equivaléncia de representacao inde-

componivel. Portanto, O; = O.

Lema 4.11 Seja QQ um quiver de tipo finito com k caminhos designados
(k < m), V uma representacao indecomponivel de Q e L = (aq,...,q,)
sem vértices comuns com caminhos designados. Entdo, o espago vetorial Vi,
t € Qo com menor dimensao entre Vya,) Vi, fica em uma extremidade do

caminho L.

Prova: Se Z = dim V, entao pela hipétese de indugao Fy(¥) = 1. Seja
Ty = dimV,, onde m € )y estd no caminho L, xy, x5 dimensao dos espacos

associados aos pontos vizinhos a m em L e supomos x < x1, Zs.
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Seja 7/ vetor tal que na coordenada m temos y,, = x,, + 1 e as demais

coordenadas sao iguais a Z. Entao,

Fy(Z) — Fy(§) > +2* + (x + Doy + (2 + Vg — (x + 1) — 22y — 2wp =

=zr1+2— (2x+1) > 1.

Assim, temos Fy(y) < 0 que contradiz o fato de Fy ser fracamente posi-

tiva definida.

Lema 4.12 Seja Q um quiver com k caminhos designados (k < m) de tipo
finito e V- uma representagdo indecomponivel de Q. Seja L = (aq,...,ap)
caminho orientado sem vértices comuns com caminhos designados. Entao,

Va, - Vo, € ou epimorfismo ou monomorfismo.

Prova: O Posto de f,, ... fs, € igual a menor dimensao de espagos
neste caminho (pois dim Oy = dim P.). Portanto, o resultado segue do

Lema anterior.

Uma representacao V = (V;,¢,) é dita fiel quando V; # 0 para todo
1 € Qo.

Lema 4.13 Seja Q um quiver com m caminhos designados de tipo finito,
V' uma representagdao indecomponivel fiel de QQ, L = (oq,...,a,) um dos

caminhos designados e supomos F,. fracamente positiva definida.
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a) Se L é caminho orientado, entao V,, ...V, € monomorfismo.

b) Se L é um N—-caminho, entio V,, ...V,, € epimorfismo.

Prova:

a) Sejam @’ o quiver conexo obtido de @ tirando a flecha a,, que contem
ai,...,a, e V' =V|g. Entao, V' é representacao de @) com k(k < m)

caminhos designados.

Seja V! = V] & ... & V/ decomposi¢ao em representacoes indecom-
poniveis. Entao, pelo Lema 4.11, f,, . ..fm]vi/ ¢ epimorfismo ou

monomorfismo. Suponhamos que seja epimorfismo.

Como f,, (Im fo, ... fa,) = 0, temos que V; vista como representagao
de @ é somando direto da representacao V', pois satisfaz a relacao L.

Logo, V' =V/ e ou Vi) = 0 ou Vj(z) = 0. Contradigao, pois V' ¢é fiel.

b) Sejam agora (' o quiver conexo obtido de @ tirando a flecha «a; que
contém ag, ..., € V' = V|g e supondo V' = V/ & ... & V] decom-

posicao de V' em soma direta de indecomponiveis.

Caso fa, - - fas vy seja injetiva, usando

fél - fa1 +Xfan'~f0<2

podemos garantir que fa1|v; = 0 e a representagao V; é parcela direta

de V.

Desta forma, um dos espacos V; com ¢ € L é nulo e novamente temos

uma contradigao.
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Agora terminaremos a demonstragao do item c¢) do Lema 4.8 para repre-
sentagoes com m caminhos designados.

Se a,, ¢ ponto final da relacao L, entao
dimIm(f,_1...f1) =dimV,, = z,,

pelo item a) do Lema 4.13.
Assim, S} (V),, = Ker f onde

t
fe (@ Vitky)) ® Vaus = Vau-
j=1
Como V # S(ay), temos que f é sobrejetiva. Portanto,
t
dim S (V),, = th(kj) + X, | — Tay — Ta,
j=1

e vale o afirmado.

A outra igualdade segue do Lema 4.13b).

Uma vez que o quiver nao possui ciclos, podemos dar aos vértices uma
ordem admissivel, assim como feito em 3.1.

Seja iy, ...,iy uma ordem admissivel para os vértices do quiver () com
caminhos designados W. Definimos o funtor de Cozeter como a correspon-
déncia C': V — St ... S{ (V).

Para representacoes de quivers com m caminhos designados, temos que:
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a) para qualquer sumidouro i € Q (fonte) existe S;" (S;” respectivamente)

e também a composta CT = S3, ... S (V) (C~ =S (V)...Sy) onde

i1,...,%y ¢ uma ordem admissivel;

b) quando Fy é fracamente positiva definida e V' representagao indecom-

ponivel de @ diferente de S(i), temos

dim S; (V) =4 —2
caso ¢ seja uma fonte, e

dim S+ (V) = 7 — 254
<ei76i>

caso i seja um sumidouro, onde ¥ = dim V', e¢; = dim S(i) e (—,—) é a

forma bilinear associada a Fy e V; # 0.

Definigao 4.14 Seja Q) um quiver com relagoes V. Um vetor T € raiz de

Fy se x; € inteiro positivo para todo i € Qo e F(Z) = 1.

Podemos definir naturalmente

C(Z) = Oay - 00y (T)
para vetores ¥ € {(x;),eq,|7; € Q}.
Lema 4.15 Seja U = {(x});eq,|r; € Q} espago vetorial sobre Q. Quando
Fy € fracamente positiva definida, C' nao tem vetores nao nulos nao negativos

invariantes. Neste caso, para todo ¢ € ZI9l positivo existe h > 0 tal que

C"(&) € nao positivo.
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O Lema 4.15 é similar ao Lema 3.19.

Prova: (Teorema 4.2)

Pelo Lema 4.9, se (Q, V) é de tipo finito, entdo Fy é fracamente positiva
definida.

A reciproca é mostrada por inducao no nimero m de caminhos desig-
nados. Seja T uma representacao indecomponivel de () com m caminhos
designados e T; = 0 onde 7 estd em algum caminho designado L.

Podemos considerar T' como representacao de um quiver (' com menos
caminhos designados. Para isso, basta tirar de @) o vértice i e as flechas que
chegam ou saem dele.

Pela inducao, o vetor dim 7" é raiz de Fy, e consequentemente também é
raiz de Fy.

Quando V é representacao fiel de Q, existe h > 0 tal que C"(dim V) ndo
é positivo. Em particular, C*(dim V) # dim(C*+"(V)).

Portanto, apés aplicarmos algumas reflexoes, obtemos uma representagao
para a qual nao vale o Lema 4.8, isto é, existe subespaco nulo em algum
dos caminhos designados. Fixamos o primeiro caso em que isso acontece e
tomamos

St..stctvy=r
onde T é tal que oy41(dim T') # dim(S;,,T), e T; = 0 para algum ¢ em algum
caminho designado L.
Pelo comentario acima, temos que 1 é representacao indecomponivel do

quiver o ...01Q e dimT é raiz de Fy. Isto implica
op...00CH(dim V) = dim T
edimV = C'oy...0,(dimT).
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Agora, observando que: se ¥ = dimV é raiz e 0,(Z) é positivo, entao
0;(Z) é raiz. Concluimos que dim V' € raiz.

Pela inducao T' é a unica representacao indecomponivel com dimensao
dim 7. Portanto, usando o item a) do Lema 4.8, V = C~'S; ... Sy (T)
¢é Unica representacao indecomponivel, a menos de D-equivaléncia, com di-

mensao dim V| e o teorema 4.2 esta demonstrado.

Exemplo 4.16 Seja Q) o quiver

7N
1 .3

aq

com a relagao R = azan. Este quiver tem a forma de Brenner dada por

1 —-1/2 0
Fo(@) =2 -1/2 1 -—1/2 [a",
0o -1/2 1

que € igual a forma de Cartan do quiver

Assim, o quiver Q) com a relacdo R tem tipo finito, uma vez que a forma

de Brenner é sabidamente fracamente positiva definida.

Em [13] Zavadskij mostrou que, nas condi¢oes de Ovsienko, um quiver é

de tipo manso se, e somente se, a forma de Brenner é positiva semidefinida.
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Notamos que a definicao da forma de Brenner nao exige as condigoes de
Ovsienko e, motivados pelo Teorema de Gabriel, Teorema de Ovsienko e o
Teorema de Zavadskii, poderiamos conjecturar o seguinte: O quiver () com
relacoes VU € de tipo finito se, e somente se, Fiy € fracamente positiva definida.

Quando tomamos por hipdtese que as relacoes W satisfazem as condigoes
de Ovsienko a conjectura é verdadeira (por [13] e [9]). Entretanto, no caso

geral, a conjectura nao é verdadeira.

Exemplo 4.17 Considere o quiver

o' Y
19 o o3
B s

com relacoes

U ={Ry = dvya, Ry = §fa}.

Temos que a forma de Brenner de (Q,V) € igual a forma de Cartan do

quiver

e, portanto, € fracamente positiva definida.

Entretanto, se tomarmos qualquer representagcao V' deste quiver com
0o = 0, teremos que V satisfaz as relacoes Ry e Rs.

Assim, o quiver com relagoes (V, V) nao € de tipo finito, uma vez que
podemos tomar qualquer representacao do subquiver

T
) o3

)

que € de tipo manso de representacao.
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Portanto, consegquimos um quiver que tem a forma de Brener Fy fraca-

mente positiva definida mas nao € de tipo finito.
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