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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo estudar o Método do Referencial Mével de
Cartan aplicado a curvas, através de diversos exemplos, desde problemas simples,
passando por publicacoes dos anos 60 e 70 até artigos recentes.

Embora existam teorias gerais para encontrar referenciais de Cartan, optamos
por estudar uma forma um pouco mais “artesanal” de construgao dos referenciais
moveis; a énfase esta na absorcao das variadas técnicas e intui¢oes que se adaptam

a cada geometria.
Abstract

The aim of this work is to present the Cartan’s Moving Frame Method applied
to curves, through several examples, starting with simple problems, going through
publications of the 607s, 70 s, and up to recent results.

Although there are general theories for finding Cartan’s moving frames, we
chose to study a slightly more “handcraft” way of building the required mov-
ing frame; the emphasis being on the absorption of the different techniques and

intuitive understanding adapted to each geometry.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar o Método do Referencial Mével de Cartan,
através de exemplos. Cada capitulo do trabalho trata de um desses exemplos,
salvo o Capitulo 1 que procura apresentar uma contextualizacao histérica e in-
troduzir alguns conceitos.

Embora existam teorias bastante gerais sobre a aplicacao do Método de Car-
tan, nossa intengao neste trabalho é entender o processo “artesanal” de construcao
dos referenciais méveis em cada caso.

Trabalharemos com a aplicacao do Método apenas a curvas, evitando assim,
ter que considerar problemas sobre condigoes de integrabilidade.

Os exemplos apresentados sao os mais diversos. Estudamos desde o referencial
de Frenet-Serret, artigos publicados em 1851, [11] e [19], até artigos recentes.

Os trés primeiros exemplos (Capitulos 2, 3 e 4), tomam lugar em espagos veto-
riais. Em tais ambientes, seus autores puderam se utilizar, sem constrangimento,
do Processo de Ortogonalizagao de Gram-Schmidt, com pequenas adaptagoes
quando necesséarias. O mesmo nao acontece nos Capitulos 5 e 6.

Outra diferenca a se destacar é que nos primeiros exemplos, concentraremo-
nos unicamente em curvas nao-parametrizadas, no sentido de que o que realmente
importa é o tracado da curva. Nestes casos, supoe-se parametrizacoes canonicas.

Nos dois ultimos exemplos sao consideradas também curvas parametrizadas,

isto é, casos onde as paramatrizagoes sao dadas e importam.

x1



Comecamos a exposicao dos exemplos no Capitulo 2, onde temos uma aplicagao
do Método do Referencial Mével a um exemplo elementar, bastante conhecido,
o de curvas em R3. Abordamos este problema, inicialmente, da forma como é
feita nos cursos elementares de Geometria Diferencial, segundo [7], e em seguida
o estudamos sob a ética de espagos homogéneos, procedimento que nao repetimos
nos exemplos seguintes.

Para escrevermos o Capitulo 3, estudamos os artigos [13] e [14], da década de
60, para curvas no R”. Embora seja uma generalizacao do exemplo anterior, traz
uma experiéncia nova na interpretacao dos invariantes geométricos e comeca a
deixar clara a necessidade de adaptacoes de um caso para outro no processo de
construcao de um referencial moével adequado.

O Capitulo 4 é supreendente. Embora trate de um exemplo que, em geral,
nao nos ¢ familiar - invariantes simpléticos para curvas - o espaco ¢é vetorial, o
que permite a utilizacdo de um Gram-Schmidt adaptado as particularidades do
problema. Nao é de forma alguma, trivial, mas utiliza-se do processo elementar
de ortogonalizagao em sua solucao. O artigo [17] é do recente ano de 2007.

O primeiro artigo que estudamos para esta dissertacao é tema do Capitulo
5: o trabalho [10] publicado em 1970, sobre curvas na reta projetiva real. Neste
ambiente nao temos Gram-Schmidt e torna-se ainda mais interessante o processo
de construcao do referencial mével adaptado. Curiosa também é a interpretacao
dada para os invariantes, tema principal do artigo.

Finalizamos este trabalho estudando a generalizagao do exemplo anterior se-
gundo [3]. O Capitulo 6 coroa nossos estudos ao aplicar o Método do Referencial
Mével a uma importante classe de curvas na grassmanniana Gr(n, 2n).

Procuramos organizar e redigir este trabalho de forma didatica e compreensivel
a qualquer estudante interessado em ter um primeiro contato com o Método do
Referencial Mével de Cartan, que tenha conhecimentos basicos de Geometria

Diferencial, Algebra Linear, Teoria de Grupos e Equagoes Diferenciais.
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Capitulo 1
Preambulo

Se o leitor nao € dado a contemplacao de biografias e notas histéricas, pode saltar
boa parte deste capitulo. E suficiente ler os cinco wltimos paragrafos da Secao
1.1 e toda a Secao 1.3.

Mas, por menos curioso que seja, sempre lhe digo que € interessante saber o
que se passou com os homens que tém a histéria de suas vidas confundidas com
a histéria da construcao do conhecimento matemdtico.! A mim, essas histérias

sempre motivam e enchem de admiragao.

1.1 Geometria a Klein

O desenvolvimento axiomético da Geometria, durante cerca de 300 anos, ficou
registrado na obra monumental de Euclides (£330 a.C. a £270 a.C.), intitulada
FElementos, constituida de 13 livros (capitulos). Nela estao demonstradas 465
proposicoes deduzidas de um sistema axiomatico em forma didatica, cujo tinico

rival em nimero de traducoes é a Biblia. Tal obra expoe sistematicamente toda

!Trechos em itélico da bélissima obra “Memdrias Péstumas de Bras Cubas”, de Machado

de Assis.



a Matemadtica basica conhecida em seu tempo.

E no Postulado V de Euclides que reside nosso interesse, neste momento:

Postulado das Paralelas: Dada uma reta | e um ponto P nao pertencente a [,

existe uma unica reta r, passando por P, paralela a l.

Este Postulado, de maneira alguma, é auto-evidente. Além disso, Euclides
nao precisou fazer uso dele até alcancar a Proposicao 1.29 de sua obra. Desta
forma, era natural perguntar se este Postulado era realmente necessario e cogitar
que, talvez, ele pudesse ser deduzido, como teorema, dos outros nove axiomas e
postulados, ou, pelo menos, ser substituido por um equivalente e mais aceitavel.

Segundo [8], as tentativas de provar o Postulado das Paralelas como um teo-
rema ocuparam os geometras por mais de 2000 anos e culminaram em alguns dos
desenvolvimentos de maior alcance da mateméatica moderna.

Foram dadas muitas demonstragoes deste Postulado, mais cedo ou tarde,
mostrou-se que cada uma delas baseava-se numa suposicao tacita equivalente
a ele.

A primeira investigacao realmente cientifica do Postulado das Paralelas s6 foi
publicada em 1773 e seu autor foi o jesuita italiano Girolando Saccheri (1667 -
1733). Neste trabalho, Saccheri aceita as 28 proposi¢oes de Elementos de Euclides
que, como ja observamos antes, nao necessitam do Postulado das Paralelas para
sua demonstracao. Com a ajuda desses resultados, ele empreendeu o estudo
do quadrilatero ABC'D, no qual os angulos A e B sao retos e os lados AD e
BC sao iguais. Tragando-se as diagonais AC' e BD e usando teoremas simples
de congruéncia, Saccheri mostrou facilmente, como poderia fazé-lo um aluno de
primeiro grau, que os angulos D e C' sao iguais. Ha entao trés possibilidades: os
angulos D e C' sao ambos agudos, retos ou obtusos; a estas possibilidades Saccheri
chamou, respectivamente, Hipotese do /ingulo Agudo, Hipdtese do fingulo Reto

e Hipotese do Angulo Obtuso.



A idéia era provar, por absurdo, ora assumindo a Hipétese do Angulo Agudo,
ora a do Angulo Obtuso, que valia a Hipdtese do Angulo Reto, o que implicaria,
como Saccheri provou, no Postulado das Paralelas. Saccheri chegou facilmente
a uma contradi¢ao ao assumir a hipotese do angulo obtuso, mas o mesmo nao
aconteceu com a hipdtese do angulo agudo. Esta mostrou-se muito mais dificil
de ser eliminada.

Saccheri acabou por forcar uma contradi¢ao e, com isso, perdeu a melhor
parte de seu trabalho. Explico: trinta e trés anos apds a publicagao da obra de
Saccheri, o suico Johan Henrick Lambert escreveu uma investigagao semelhante.
Lambert observou a semelhanga entre a geometria decorrente da Hipdtese do
Angulo Obtuso com a geometria esférica, mas suas conclusdes com respeito a
Hipotese do Angulo Agudo foram imprecisas e insatisfatérias.

Legendre, eminente analista francés do século XVIII, também trabalhou neste
problema e publicou seus esforgos nas sucessivas edigoes de Eléments de Géométrie,
contribuindo assim para a popularizacao do problema do Postulado das Paralelas.

Nao ¢é de se surpreender que nao se tenha encontrado nenhuma contradicao
sob a Hipétese do Angulo Agudo, pois hoje se sabe que a geometria desenvolvida
a partir de uma colegao de axiomas compreendendo o conjunto béasico acrescido
da Hipodtese do Angulo Agudo ¢ tao consistente quanto a Geometria Fuclidiana
desenvolvida a partir do mesmo conjunto basico acrescido da Hipotese do Angulo
Reto. Isto é, o Postulado das Paralelas € independente dos demais e portanto nao
pode ser deduzido a partir deles!

Os primeiros a suspeitarem deste fato foram o alemao Gauss, o hungaro Janos
Bolyai (1802-1860) e o russo Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856). Esses
homens traduziram as trés possibilidades batizadas por Saccheri nas trés seguintes
situacoes, respectivamente: por um ponto dado pode-se tragar mais do que uma,
exatamente uma ou nenhuma reta paralela a reta dada.

Pela infinitude da reta, eliminaram o terceiro caso (angulo obtuso) e, sus-



peitando que sob a primeira hipdtese abrigava-se uma geometria consistente,
cada um deles, independentemente, levou a termo desenvolvimentos geométricos
e trigonométricos amplos baseados nesta hipdtese (do angulo agudo).

E provavel que Gauss tenha sido o primeiro a alcangar conclusoes penetrantes
a respeito da Hipodtese do Angulo Agudo, mas como nunca publicou nada sobre
o assunto em toda a sua vida, o mérito da descoberta desta particular geometria
nao-euclidiana deve ser dividido entre Bolyai e Lobachevsky.

A real independéncia do Postulado das Paralelas dos demais postulados da
Geometria Euclidiana so6 foi estabelecida inquestionavelmente quando se fornece-
ram demonstracoes da consisténcia da Hipdtese do Angulo Agudo. Estas nao
demoraram a vir e foram produzidas por Beltrami, Cayley, Klein, Poincaré e
outros.

Em 1854, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) mostrou que,
descartando-se a infinitude da reta e admitindo-se simplesmente que a reta seja
ilimitada, entao com alguns outros pequenos ajustamentos nos demais postulados,
pode-se desenvolver uma outra geometria nao-euclidiana consistente a partir da
Hipétese do Angulo Obtuso.

Assim, em 1871, havia varias geometrias: euclidiana (ou parabdlica), afim,
projetiva, inversiva, esférica (de Riemann) e nao euclidiana (ou hiperbdlica - de
Bolay e Lobachevsky). Era necessario organizé-las de uma maneira mais simples.
Foi entao que Klein apresentou seu Programa de Erlangen, onde propos uma ele-
gante solucao ao problema de classificar e caracterizar geometrias sobre a base da
Geometria Projetiva e Teoria de Grupos. Suas propostas eram muito inovadoras
para seu tempo.

Klein estabeleceu relagoes entre as varias geometrias e definiu Geometria como
o estudo das propriedades de um conjunto S que permanecem invariantes quando
se submetem seus elementos as transformacgoes de algum grupo I'; o que possibil-

itou o agrupamento dos objetos de cada geometria em classes de equivaléncia.



E sob este ponto de vista de Geometria (a Klein) que iremos trabalhar.
O quadro abaixo mostra algumas das geometrias estudadas, com seus invari-

antes e classes de equivaléncia:



Geom. Espago | Grupo de | Invariantes | Classes de
Transform. Equivaléncia
Euclidiana | R" E™, isometrias; | Comprimento, | Circulos r =
Ax + b, A € | angulo, colin- | 1, quadrados
O(n), beR" |earidade,con- |l = 2 e
corréncia... outros.
Afim R"” A", Colinearidade, | Triangulos,
Ax + b, A € | paralelismo, elipses,
GL(n), beR"™ | proporgao parabolas,
linear. hipérboles.
Projetiva | RP"! P~ Az, A € | Colinearidade, | Quadrildteros,
GL(n) incidencia, cOnicas nao-
(PGL(n)) proporgao degeneradas.
cruzada.
Inversiva | R2U{oo} | Transformacdes | Angulos Circulos gen-
CU {0} | de Mdbius gjjfs (inclusive eralizados.
ou <t com | orientagao).
ad — be # 0.
Hiperbdlica| D (disco | Inversdes  re- Angulos, col- | d-retas, d-
unitario) | stritas a I | inearidade. triangulos
(toda inversao com angulos
¢ uma Mobius) iguais.
Esférica gn-t S(n—1); Az, | Angulos, Geodésicas.
A € O(n) | comprimento.
(rotagoes e
reflexdes)
Simplética | R*" Grupo Volume, ori- | Configuracoes
Simplético entacao. de
subespacos.




Na tabela acima observamos grandezas e transformacoes lineares. Neste tra-
balho, vamos lidar com objetos diferencidveis, mais especificamente, curvas que
satisfazem certas condigoes de regularidade. Estudaremos as caracteristicas locais
destas curvas a partir do espacgo tangente, cuja base serd o referencial adaptado,
parametrizado por cada ponto da curva, assim continuaremos trabalhando em
um ambiente linear que se movimenta com cada ponto da curva, para obter in-

formacoes de objetos diferenciaveis.

1.2 Felix Christian Klein

Felix Christian Klein nasceu em Diisseldorf, em 25 de abril de 1849, de pais
prussianos; seu pai era um oficial do governo da Prussia alocado na Provincia de
Rhine.

Klein fez o Gindsio em Diisseldorf e depois estudou matemaética e fisica na
Universidade de Bonn (1865-1866), pretendendo ser fisico. Naquela época Julius
Pliicker conquistou a cadeira de matematica e fisica experimental em Bonn, mas
quando Klein se tornou seu assistente, em 1866, Pliicker estava mais interessado
em Geometria.

Klein obteve o grau de Doutor, orientado por Pliicker, na Universidade de
Bonn, em 1868.

Pliicker morreu em 1868, deixando seu livro sobre alguns fundamentos em
geometria, Neue Geometrie des Raumes, incompleto. Klein era a pessoa obvia
para completar a obra e, por isso, passou a relacionar-se com Alfred Clebsch.
Clebsch havia se mudado para Gottingen em 1868, o que levou Klein a varias
visitas a esta cidade, assim como a Berlin e Paris.

Em julho de 1870, quando explodia a guerra Franco-Prussiana, Klein estava
em Paris e teve que deixar o pais. Por um pequeno periodo de tempo, ele serviu

ao exército prussiano, antes de ser nomeado conferencista em Gottingen, em 1871.



Tornou-se professor aos 23 anos na Universidade de Erlangen (1872 - 1875),
onde em seu trabalho inaugural lancou o conhecido Programa de Erlangen. Foi
fortemente apoiado por Clebsch, que o considerava capaz de tornar-se uma re-
feréncia para os matematicos de seu tempo. Klein nao conseguiu “fazer escola”
em Erlangen, onde havia poucos estudantes, entao ficou muito grato quando lhe
ofereceram uma cadeira na Escola Técnica de Munich, em 1875. L4, ele ministrou
cursos avancgados a excelentes alunos, como Adolf Hurwitz, Walther von Dyck,
Karl Rohn, Carl Runge, Max Planck, Luigi Bianchi e Gregorio Ricci-Curbastro.

Em 1875, Klein se casou com Anne Hegel, neta do filésofo Georg Wilhelm
Friedrich Hegel.

Depois de cinco anos na Escola Técnica, Klein foi nomeado para uma cadeira
na Universidade de Leijpzig (1880 - 1886). Foi colega de Walther von Dyck,
Rohn, Eduard Study e Friedrich Engel. Os anos que Klein passou em Leipzig
foram decisivos para sua vida. Em 1882, sua saide entrou em colapso e de 1883
a 1884, ele estava tomado pela depressao.

A carreira de Klein como pesquisador em matematica estava essencialmente
terminada. Klein aceitou uma cadeira na Universidade de Gottingen em 1886.
Desde entao até quando se aposentou em 1913, buscou restabelecer Gottingen
como o Centro Mundial de Referéncia em Pesquisa Matemaética, ainda que ele
nunca tivesse conseguido transferir de Leipzig para Gottingen seu proprio papel
de lider de uma escola de geometria. Em Gottingen ele lecionou uma variedade de
cursos, principalmente assuntos que relacionavam matematica e fisica, tais como
Mecanica e Teoria do Potencial.

O centro de pesquisa que Klein estabeleceu em Gottingen serviu de modelo
para os melhores centros ao redor do mundo. Ele introduziu encontros para
discussoes semanais, criou uma sala de leitura matematica e uma biblioteca. Em
1895, Klein contratou David Hilbert, compromisso que se mostrou confiavel, ja

que Hilbert continuou a gléoria de Gottingen até sua prépria aposentadoria em



1932.

Sob o comando editorial de Klein, o periédico Mathematische Annalen, fun-
dado por Clebsch, tornou-se um dos melhores sobre matemética do mundo. Klein
organizou um time de editores que se encontravam regularmente, tomando de-
cisoes democraticas. O periddico era especializado em Analise Complexa, Geome-
tria Algébrica e Teoria dos Invariantes (pelo menos enquanto Hilbert ndo excluiu
este assunto) e também deu vasdo para assuntos como Anélise Real e Teoria de
Grupos.

Gracas, em parte, aos esforcos de Klein, Gottingen passou a admitir mulheres
em 1893. Ele orientou a primeira Tese de Doutorado escrita, em Gottingen, por
uma mulher, uma estudante inglesa a quem Klein admirava.

Por volta de 1900, Klein desenvolveu interesse por Educacao Matematica.
Em 1905, ele desempenhou um papel decisivo ao formular um planejamento re-
comendando o ensino dos rudimentos do Célculo Diferencial e Integral e con-
ceitos de Fungdes no Segundo Grau (hoje Ensino Médio). Esta recomendagcao
foi gradualmente implementada em muitos paises ao redor do mundo. Em 1908,
Klein foi eleito presidente da Comissao Internacional de Educagao Matematica
no Congresso Internacional de Matemédtica de Roma. Sob sua lideranca, foram
publicados muitos volumes sobre educagao matematica, em todos os niveis, em
alemao.

A Sociedade Londrina de Matematica concedeu a Klein a Medalha De Morgan,
em 1893. Ele foi eleito membro da Real Sociedade, em 1885, e foi premiado
com a Medalha Copley, em 1912. Aposentou-se no ano seguinte, devido as suas
condicoes de satude, mas continuou lecionando matematica em casa por alguns
anos mais.

Klein morreu em Gottingen em 22 de julho de 1925.



1.3 Método do Referencial Movel

Grosso modo, um referencial é um sistema de vetores usado por um observador
para medir o espaco envolvente fornecendo coordenadas. Um referencial moével é,
entao, um referencial que se move com o observador, ao longo de uma trajetéria
(uma curva). O método do referencial mével, neste contexto, pretende produzir
um referencial mével canonico, adequado, no sentido que ficara claro ao longo
deste trabalho.

Sob uma abordagem puramente geométrica, baseada em planos osculadores,
angulos de inclinacao, etc, esse problema, foi solucionado, para curvas em R? sob
acao do grupo euclidiano, em meados do século XIX por Jean Frédéric Frenet
[11] e Joseph Alfred Serret [19].

O referencial de Frenet-Serret é um referencial definido em uma curva que pode
ser construido puramente a partir da velocidade e da aceleracao da curva. Ele
desempenha um papel fundamental na geometria diferencial de curvas, em tultima
analise, conduzindo a uma classificacao de curvas suaves no espaco euclidiano a
menos de congruéncia.

As férmulas de Frenet-Serret mostram que ha um par de fungoes definidas na
curva, a curvatura e a torcao, que sao obtidas por diferenciacao do referencial,
e que descrevem completamente a forma como o referencial evolui no tempo,
ao longo da curva. Uma caracteristica fundamental do método geral é que um
referencial moével canonico, desde que possa ser encontrado, dd uma descrigao
completa do movimento da curva.

Mais tarde, a teoria sobre referenciais moéveis foi amplamente desenvolvida
por Elie Cartan e outros no estudo de subvariedades de espacos homogeéneos mais
gerais (como o espago projetivo). Neste contexto, um referencial carrega a idéia
geométrica de uma base de um espago vetorial sobre outros tipos de espacgos

geométricos (geometrias de Klein).
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Neste trabalho, o Método do Referencial Mdével sera utilizado com o fim de
e obter os invariantes locais, também chamados genericamente de curvaturas,
e cstudar a geometria destes invariantes,
e identificar as curvas mais simples desta geometria,

problemas que tentaremos resolver para cada um dos exemplos discutidos.

Dada uma curva diferenciavel, satisfazendo uma condicao de regularidade, ~,

em uma variedade diferenciavel M
vyl — M, ICR
e um grupo de Lie G ? agindo transitivamente sobre M
GxM—M

procuramos um referencial mével canonico, I', adaptado a curva v, continuamente

diferenciavel em cada ponto da curva

7
r, l”
/

[?M

tal que I'"'I", pertencente & dlgebra de Lie de G, é uma matriz em cujas entradas
aparecem os invariantes locais de v. A matriz ['"'I também pode ser interpretada
como a l-forma diferencial de Maurer-Cartan avaliada em I".

Além disso, procuramos construir os referenciais de tal forma que sejam invari-

antes pela agao do grupo, isto é, havendo outra curva o : I — M satisfazendo

2Observamos que trabalharemos com Grupos de Lie mergulhados no grupo GL(n).

11



a mesma condi¢ao de regularidade que 7 e sendo Y um referencial candnico
adapatado a curva o, escolhido de forma adequada, se T" é uma transformacao
linear tal que o = Ty, entao existe uma transformagao linear S tal que > = ST,

o que leva a seguinte implicacgao:
¥ = ST,
e portanto,
(SO M ST) =2 'Y =T8S =271y =T ' =571y,

Note que a condicao
1’\—11‘\/ — E—lz/
é necessaria e queremos construir o referencial de tal forma que seja, também,
suficiente.
Este processo ficara mais claro no capitulo 2, onde estudaremos um caso

bastante simples e conhecido.

1.4 Elie Joseph Cartan

Elie Joseph Cartan nasceu em 9 de abril de 1869, em Dolomieu, Savoie, Rhone-
Alpes, Franga.

A mae de Elie Cartan era Anne Cottaz e seu pai era Joseph Cartan, ferreiro.
A familia era muito pobre. Foram as habilidade excepcionais de Elie, junta-
mente com uma boa quantidade de sorte, que tornou possivel que ele tivesse uma
educacao de alta qualidade. Quando ele estava na escola primaria, sua escola
foi visitada pelo politico e inspetor de educacgao infantil, Antonin Dubost, que
ficou muito impressionado com os talentos notaveis do jovem Elie. Dubost se
empenhou em obter recursos do Estado para custear os estudos de Elie no Lycée

in Lyons, onde ele completou sua educacgao escolar com distingao académica em
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matematica. Os recursos publicos foram ampliados, possibilitando que ele estu-
dasse na Ecole Normale Supérieure em Paris, onde ingressou em 1888 e obteve o
titulo de Doutor em 1894.

Cartan foi nomeado para a Universidade de Montpellier, onde lecionou de
1894 a 1896. Logo depois ele foi nomeado como conferencista da Universidade
de Lyon, onde ensinou de 1896 a 1903. Em 1903, foi nomeado como professor
na Universidade de Nancy e permaneceu l4 até 1909, quando se mudou para
Paris, tendo sido nomeado conferencista em Sorbonne. Trés anos mais tarde,
ele foi indicado para a cadeira de Calculo Diferencial e Integral, em Paris. Foi
designado professor de Mecanica em 1920 e atuou como professor de Geometria
Avancgada de 1924 a 1940.

Elie casou-se com Marie-Louise Bianconi em 1903 e tiveram quatro filhos, um
deles, Henri Cartan, produziu trabalhos brilhantes em matematica. Dois outros
filhos morreram tragicamente. Jean, um compositor, morreu de tuberculose aos
25 anos. Louis era membro da Resisténcia, movimento contra a ocupacao pelas
tropas alemas, em Paris. Depois de sua prisao, em fevereiro de 1943, a familia
nao recebeu mais noticias do filho, mas esperavam pelo pior. Apenas em Maio
de 1945, eles ficaram sabendo que Louis havia sido decaptado pelos nazistas em
dezembro de 1943. Quando receberam a noticia do assassinato de Louis pelos
alemaes, Cartan tinha 75 anos e os efeitos foram devastadores para ele. Seu
quarto filho era uma mulher.

Cartan fez contribuigoes fundamentais na Teoria de Grupos e Algebras de Lie,
Equacoes Diferenciais e Geometria Diferencial.

De 1916 em diante, ele publicou principalmente em Geometria Diferencial.
O Programa de Erlangen de Klein estava se mostrando inadequado como uma
descrigao geral da geometria por Weyl e Veblen, e Cartan desempenharia um
importante papel. Ele examinou um espago sob a acao de um Grupo de Lie

arbitrario, desenvolvendo uma teoria de referenciais moveis que generalizava a
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teoria desenvolvida por Darboux. Este trabalho iniciou Cartan a nogao de fibra-
dos associados a geometria, apesar de ele nao ter dado uma definicao explicita
deste conceito em seu trabalho.

Cartan aproveitou-se do grande conhecimento que tinha acerca dos trabalhos
de Grassmann e de Clifford. Deu inicio as teorias sobre espagos simétricos (1926)
e dos “spinors” (1913).

Em 1945, ele publicou o livro Les systemes différentiels extérieurs et leurs
applications géométriques.

Elie Cartan foi, sem dividas, um dos matematicos mais importantes da primeira
metade do século XX.

Por suas contribuigoes excepcionais, Cartan recebeu muitas honras, que sé
vieram muito mais tarde em sua carreira. Ele recebeu grau honorario da Uni-
versidade de Liege em 1934, e de Harvard em 1936. Em 1947, foi premiado
com trés graus honorarios da Universidade Livre de Berlin, da Universidade de
Bucharest e da Universidade Catoélica de Louvain. No ano seguinte, ele foi pre-
miado como doutor honorério pela Universidade de Pisa. Foi eleito membro da
Real Sociedade de Londres em 1 de maio de 1947, da Academia de Lincei e da
Academia Norueguesa. Eleito para a Academia Francesa de Ciéncias em 9 de
marcgo de 1931, tornou-se vice-presidente em 1945 e presidente em 1946.

Cartan morreu em 6 de maio de 1951, em Paris.
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Capitulo 2

Geometria das Curvas em R° e

em S° sob a Ac¢ao de SO(3)

2.1 Preambulo

Nos cursos elementares de Geometria Diferencial, como em [7], estudamos as
propriedades locais das curvas diferencidveis parametrizadas em R3, isto é, uma

aplicacao diferenciavel
il — R () = (x(s),y(s), 2(5)),
de um intervalo aberto I C R; regulares, ou seja,
7' (s) # 0, para todo s € R;
parametrizadas por comprimento de arco,
| ¥'(s) ||= 1, para todo s € R.

Como o vetor tangente t(s) = +/(s) é unitario, a norma || v”(s) || da derivada

segunda mede a taxa de variacao do angulo que as tangentes vizinhas fazem com
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a tangente em s, isto é, uma medida de quao rapidamente a curva se afasta, em
um vizinhanga de s, da tangente em s.

Entao, vemos a defini¢ao da curvatura de v(s) em s dada por k(s) =|| 7" (s) || .
Se v(s) é uma reta, entdo a curvatura k = 0 (e vice-versa). Nos pontos onde
k(s) # 0, fica bem definido pela equagao v”(s) = k(s)n(s), um vetor unitério n(s)
na diregao de 7”(s), chamado vetor normal e um vetor unitério b(s) = t(s) An(s),
chamado binormal . A torgao de ~ fica definida por ¥/'(s) = —7n.

Além disso, lembremos que s € I é um ponto singular de ordem 1 se 7”(s) = 0.
Daqui em diante, nos restringiremos as curvas parametrizadas por comprimento
de arco sem pontos singulares de ordem 1.

Trabalhamos com o triedro de Frenet-Serret:

/

t =
kn = +"
b = tAn,
onde k =|| 7"(t) || é a curvatura e 7, dada por i’ = —7n, é a torgao e satisfazem
as férmulas de Frenet-Serret:
= kn t 0 k0 t
n' = —kt+7b ou % n|=| -k 0 71 n
v o= —-Tn b 0 —7 0 b

Transpondo as matrizes, obtemos outra descricao matricial, equivalente

()~

Estudamos ainda o Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas:

0 0
b> k 0 —71
0 0

T

/

n n

Teorema 2.1.1. Dadas fungoes diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), s € I, existe

uma curva parametrizada, reqular, o : I —— R? tal que s é o comprimento de

16



arco, k(s) € a curvatura e 7(s) € a tor¢ao de a. Além disso, qualquer outra curva
v, satisfazendo as mesmas condicoes, difere de o por um movimento rigido, isto
é, existe uma transformacao linear ortogonal p de R3, com determinante positivo,

e um vetor c tal que v = poa+ c.

Demonstracao. Note que as formulas de Frenet, acima, podem ser escritas como

um sistema de equacoes diferenciais em I x R?,

= fi(s,60, 0 &)

% = fo(s,&1,..., &)

onde
t = (&,6.8)
no = (§,&,8)
b = (57758759)

e fi, 1 =1,2,...,9 sao funcoes lineares das coordenadas & com coeficientes que
dependem de s.

Vale o seguinte Teorema de Existéncia e Unicidade,

T. E. U.: Dadas condigoes iniciais s, € I, (§1)o, -+, (§0)o, eziste um intervalo

aberto J C I contendo sy e uma tnica aplicacdo diferencidvel F : J — R?, com

F(s0) = ((£1)0; -+ (€0)0) e F'(s)=(fi,. fo),

onde cada f;, i = 1,2,...,9, € calculada em (s,a(s)) € J x R?. Além disto, se o
sistema € linear, J = 1.

Assim, dado um triedro, ortonormal, orientado positivamente {tq, ng, bo} em
R3 e fixado um valor sy € I, existe {t(s),n(s),b(s)},s € I, com t(sg) = to,n(s0) =
no, b(so) = bo.

Vamos mostrar que {¢(s),n(s),b(s)} permanece ortonormal para todo s € 1.
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Calculamos as seguintes derivadas com respeito a s, a partir das formulas de

Frenet
Lt,n) = kinn)—k(tt)+7(tb)
Lt,by = k{n,b)—T(t,n)
L(n,b)y = —k(t,b)+7(b,b) —7(n,n)
Lty = 2k(t,n)
Ln,n) = —2k(n,t) +27(n,b)
Lb,b) = —27(b,n)

obtendo um sistema de equagoes diferenciais.

Verificamos que

¢ uma solucao do sistema com condigoes iniciais 0,0,0, 1,1, 1. Pela unicidade do
T. E. U., segue que {t(s),n(s),b(s)} é ortonormal para todo s € I.

Agora, podemos definir uma curva

a(s) = /t(s)ds, sel,

onde a integral de um vetor é uma funcao vetorial obtida integrando-se cada

componente.

Esta curva satisfaz

a(s) = t(s)
a(s) = k(s)n(s)
Q”(s) = K(s)n(s)+ k(s)n'(s) = K (s)n(s) — k*(s)t(s) + k(s)7(s)b(s)
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Portanto, k(s) é a curvatura de o em s e a torgao, 7(s), sera dada por

(o' N o) (t N kn, —k*t + k'n + k7D)
= 7 =

k2 k2

onde omitimos o parametro s para simplificar a notacao. Logo, a é a curva
procurada.

Vamos mostrar que a é tinica a menos de translacoes e rotacoes do R?.

Seja & : I — R3 uma outra curva com k(s) = k(s) e 7(s) = 7(s), s € I e
seja {to, Mo, 50} o triedro de Frenet de & em sg.

E claro que existe uma translacdo A e uma rotagao p que leva o triedro
{to, Mo, b~0} sobre o triedro {to, ng, by}, pois ambos estao orientados positivamente.

Pela unicidade do T. E. U., o resultado segue. ]

O teorema garante que a geometria local de uma curva pode ser descrita com-
pletamente por k e 7. Dadas k(s) e 7(s), existe a, curva regular parametrizada
tal que k é a curvatura de a, 7 é a tor¢ao de v e s ¢ o comprimento de arco.

Sabemos que dadas duas curvas com a mesma curvatura e tor¢ao existe uma

transformagao euclidiana positiva T' € E3
T(a) = Aa+ b,

com A € SO(3) e b € R? tal que T(a) = 7.

Note que estamos estudando a geometria das curvas em R? sob a acao do
grupo de transformagoes euclidianas que preservam orientagao, Ei, e portanto,
comprimento de arco, curvatura e tor¢ao sao invariantes.

O grupo E% ¢é o produto semi-direto SO(3) x R?, no seguinte sentido: E? e
O(3) x R? sdo isomorfos como grupos, se a operacao em O(3) x R? nao for definida

como no produto direto

(A, v)(B,w) := (AB,v + w),
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mas, como

(4,0)(B,w) = (AB, Aw +v),
pois, desta forma,
(AB, Aw +v)(z) = AB(x) + Aw +v = A(B(z) + w) +v,Vx € R

corresponde a composicao que ¢ a operagao no grupo das transformagoes
euclidianas em R3.

Formalmente, temos a seguinte

Definicao 2.1.1. Sejam (K, .) e (H,*) dois grupos. Se ¢ : K — Aut(H) é um
homomorfismo do grupo K no grupo dos automorfismos de H, entdao o conjunto

K x H, munido da operacao
(k, h)(k, h) == (k.k, hx ¢(k)(R)),
¢ um grupo chamado produto semi-direto.

Isto é, no caso do produto semi-direto O(3) x R3,
¢ : O(3) — Aut(R¥)

é dada por ¢(A)w = Aw.

2.2 Problema de Equivaléncia

Recordados estes conceitos e resultados, queremos considerar o seguinte: dadas
duas curvas a e v no R3, existe uma transformagao euclidiana 7' € E? tal que
Ta =7 Se sim, em quais condicoes ela existe?

Sabemos que

Ta=~=Td =+.
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Supondo « e v curvas regulares parametrizadas por comprimento de arco,
restringimos nosso problema a esfera unitéria, ja que || &/(s) ||[=|| v/ (s) ||= 1.

Derivando a expressao T'a = 7, temos
(Ta) =+ & (Ta—7v) =0& Ta—v = cte.

Assim, da hipdtese de existéncia da tal transformacao euclidiana 7', con-
cluimos que T'a e ~ diferem por uma constante. Como sempre podemos fazer
uma translagdo de modo que a(0) = (0), esta constante se torna nula. Desta
forma eliminamos do problema a parte relacionada a translacao e nos concen-
tramos apenas no grupo SO(3). Aplicaremos este mesmo raciocinio novamente
nos capitulos que seguem.

A &lgebra de Lie do grupo SO(3) é o espago das matrizes antissimétricas. De
fato,

SO3)={X €0(n) :det X =1}

assim, X € SO(3) satisfaz
X'X=1 (X'=X).
Derivando a expressao obtemos:
(X)X +X'X'=0
X'X' = —(X")X.

Mas,
X'X=I=X=(X")'=(X"hH"

Segue que

X—lX/ — XtX/ — _(X/)t(X—l)t — —(X_lX/)t.
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Logo, a dlgebra de Lie de SO(3) é
so(3) ={X €eR, : X + X" =0},

como queriamos mostrar.

Portanto, passamos a considerar o problema segundo a geometria (5%, SO(3)):
dadas duas curvas v(s) = o/(s) e w(s) = 7/(s) em S?, existe T € SO(3) tal que
Tv = w? Em quais condi¢oes?

Procuramos por levantadas V e W, respectivamente, para estas curvas:

SO(3) SO(3)
v.,7 l w7 J{
[/—v>S2 I/—w>S2

onde 7 : SO(3) — S?, é dada por 7(T) = TN, com N = (0,0,1).
Tomamos V(s) como a matriz que tem por colunas o triedro de Frenet de

v(s), isto é,

(lembre que t L. n, n L b, b Ltet, n,bsdo unitdrios). Assim, V(s) € SO(3).
Tomamos W (s) de forma anédloga. Agora, se existe T' € SO(3) tal que Tv(s) =
w(s), entdo existe S € SO(3) tal que SV (s) = W(s), isto é V1(s)V'(s) =
W=1(s)W'(s), como vimos na segao 1.3 do capitulo 1 (invariancia do referencial
pela agao do grupo).
Como V' € SO(3), entao V1V’ ¢ antissimétrica. Além disso,

0 —k(s) 0
VW' =1 k(s) 0 —7(s)
0 7(s) 0



onde k e 7 sao curvatura e torcao de «, respectivamente.

Analogamente, W~1W’ ¢é antissimétrica e curvatura e torcao de v aparecem
fora das diagonais. Ou seja, se V=1V = W=’ entdao a e v tém a mesma
curvatura e torcao. Em outras palavras, dadas duas curvas a e v em R?, s6 existe
uma transformacao euclidiana que leva a em 7 se @ e v tém a mesma curvatura
e torcao. Resultado que concorda com o que estudamos na forma elementar.

Vamos provar que V1V’ ¢, de fato, da forma exibida acima. Omitiremos o

parametro s para simplificar a notacao.

Sejam
t = ((1,1, g, a3)
n = (b17 b27 b3)
b = (Clv C2, 03)7
entao
aq b1 C1
V= Qo bQ Cy = (t n b),
as bg C3
ap by
Vi=| a), V) & | = (t’ n'|b' ),
ay by
a; ag das t
Vil = Vt = bl bg bg = n
Ci1 C2 C3 b
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Se VIV = (x;), 1<1i,j > 3, entao,

vy = (t,t) = ({t,kn) =k{t,n) =0
v = (t,n')y = (t,—kt — 7b) = —k(t,t) — 7(t,b) = —k
T3 = (t,b) = ({t, ™) =7(t,n) =0

o1 = (n,t'y = {(n,kn)=k{n,n) =k
Ty = (n,n') = (n,—kt—71b) = —k(n,t) — 7(n,b) =0

Ty = (n, V)= (n,—mn) = —7(n,n) = —1

31 = (bt")y = (b,kn) =k(b,n) =0
x3z = (b,n') = (b, —kt +7b) = —k(b,t) + 7(b,b) = +7
x33 = (bV') = (b,n) =7(b,n) =0

Donde segue diretamente que V=1V’ é, de fato, da forma apresentada.

2.3 Curvas em (R3, SO(3))

Queremos conhecer as curvas de (R? SO(3)) que possuem invariantes
constantes. Para isso precisamos resolver o seguinte sistema homogéneo de equagoes

diferenciais ordindarias a coeficientes constantes:

0 -k 0
Vi=VI|EkE o —1 |,
0 7 0

onde

n

v (¢
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O sistema representa tao somente as conhecidas equacoes de Frenet-Serret:

;

/1 = knl
/2 = kng
tg = k:n3

n’l = —k‘tl + Tb1
n/g = —l{tz + Tbg
ny = —kts + 7bs

by = —mny
by = —Tngy
L bé = —TN3

Resolvendo o sistema, obtemos

t(s) = (t1(s),ta(s),t3(s)) = ﬁ(—k’ sen(Vk? + 72s), k cos(Vk? + 125),7)

para escolhas adequadas de condigdes inicidis para ¢(0),n(0), b(0).
Integrando coordenada a coordenada, temos que as curvas v em (R3, SO(3))

que possuem curvaturas constantes, sao da forma
1
v(s) = e (k cos(VE? + 72s), ksen(Vk? + 72s), Ts),
T

que sao hélices em R3.

2.4 Espacos Homogéneos

Estudaremos agora, o mesmo problema apresentado acima, sob outra otica, qual

seja, a de espacos homogeéneos.

Vimos que dadas duas curvas regulares, parametrizadas por comprimento de

arco, « e v, se existe T € SO(3) tal que Ta = 7, entao

/

Ta' =+
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Analogamente ao que fizemos na secao 2.2, derivando a expressao acima,
percebemos que T’ e 4" diferem por uma constante. Entao podemos eliminar o
problema de translagao, considerando apenas o grupo SO(3).

Procuramos por levantadas V' e W, respectivamente para as curvas v(s) =

a'(s) e w(s) =7(s) em S?

SO(3) S0(3)
v.,7 l w7 l
]/4”)52 I/4w>52

Sabemos que V'V’ = W~'W’ é uma condicao necesséria para a equivaléncia
entre as curvas v € w.

Considere a agao do grupo SO(3) sobre S? induzida pela acao canonica de
SO(3) em R?

o:50(3) x §* — §?

A acao é transitiva, pois dados dois vetores ]_5, 5 € S?, existe uma rotacao no
sentido positivo 7" € SO(3) tal que TP = Zj

Fixado N = (0,0,1) € S*, o subgrupo de isotropia Hy de SO(3) em N ¢
isomorfo a SO(2).

De fato, seja T' € SO(3), entao

a2 13 0 a3

H
TN = ba1  baa  bos 0 = bas
€31 C32 (33 1 €33

Como queremos T' € H;, T' deve satisfazer

a1; Aaiz2 Qi3 0 0
ﬁ
T'N = ba1  baa b3 0 = 0
C31 C32 33 1
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Portanto,

ain aiz 0
T = by bay O
c31 c3p 1

Por outro lado, T satisfaz TT' = T'T = [ e detT = 1, pois T € SO(3).

Entao,

ann a;p 0

a a
b21 b22

0O 0 1

Portanto, H = SO(2), como querfamos mostrar.

. . . . SO(3
Assim, existe um difeomorfismo, 3, entre S? e o espaco homogéneo 5082

S0(3) = 52

onde
T : SO3) — 52

—
T +— TN.

1

A aplicagdo m nao possui inversa m~+ = T, pois m é sobrejetora, mas nao é

injetora:
— — — —
m(T)=n(S)< TN =SN & (S7'T)N =N & 5 'T € H.

Por isso, nao é possivel encontrar uma levantada canonica para v, apenas
compondo aplicagoes: V = Towv. Contudo, podemos utilizar toda informacao que
temos sobre a curva v, contida em suas derivadas, até a ordem que for necessdrio,

para obtermos a levantada (trabalhamos com curvas C).
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p € a projecao canodnica no quociente:

p: SOB) — 298

(G é o difeomorfismo:

6: SO(3) N SQ

Olhando agora para o espaco tangente unitdrio a S?, ao qual chamaremos

US?, notamos que SO(3) age transitivamente também sobre ele:
&:503)xUS* — US>

, 2 ), onde N = (0,0,1) e 7 = (0,1,0),
. ~ = —\ - , ~ - — —
existe T € SO(3) tal que T(N, ) = (P,72),isto é, TN = P e Tx = 7.

(1=]7)

onde * é um vetor tal que T € SO(3) que, como veremos a seguir, é determinado

Assim, dados dois pares (ﬁ, ), (? E
H
P

Basta tomar

wl

T

unicamente.

—
. . —_— . A~
Procuramos agora o subgrupo de isotropia que fixa N e = simultaneamente.
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Notamos que, para que A € H (N7 precisamos que:

— —
A fixe N — a 3% coluna de A deve ser N

A fixeT — a 2% coluna de A deve serx
+1
A€ O0O(3) — al”coluna de A deve ser

o O

det A=1 — a 1% coluna de A deveser | 0

Assim, a matriz [ é a Unica que satisfaz estas condic¢oes, portanto o subgrupo

de isotropia procurado ¢ trivial H g . = {e} e

US? = SO(3)!

SO(3) "1/ §2
7
ﬁ:z‘di /C/
s B
50(3)
{e}
Agora o diagrama
SO(3)
v.7 i
e g ﬁ
1 /7' US>
/
onde v =°"ed = || v/ I comuta, e podemos definir uma levantada para v de
v

maneira trivial por V = 37! o 9, onde

X2

1(?,3):( P ‘ w

'E por sua vez, SO(3) = RP?, via quatérnios.
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Isto agora nos permite obter uma levantada adequada para v, tomando V = V:

U752~ 50(3)
/ ,_ 8 SO@)
=5 SO(2)

E claro, da construgao, que a levantada obtida é invariante no sentido que co-
mentamos na Se¢ao 1.3 e coincide com o triedro de Frenet (Secao 2.1), resolvendo

assim o problema de equivaléncia.
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Capitulo 3

Geometria das Curvas em R" sob

a Acao de SO(n)

3.1 Referencial Ortonormal Adaptado

Seja I C R" e seja
f:I—R"

uma curva C*°, parametrizada por comprimento de arco, isto ¢, || f'(s) ||= 1 para
todo s € I, satisfazendo a seguinte condigao de regularidade: para cada s € I, o

conjunto
{f/(8)s s F7(s)}

com r < n, é linearmente independente.

Como no caso anterior, aplicaremos Gram-Schmidt a este conjunto, seguindo
o algoritmo utilizado por Gluck [13], isto é, obtendo primeiro um conjunto de
vetores ortogonais e depois um conjunto normalizado. Este algoritmo permitira

obter férmulas simples para as curvaturas em termos dos elementos do primeiro
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conjunto de vetores obtido.

Ei(s) = f(s) ¢ Wil = | gi;g |
B = PO - HVOME e W = e

o o B Ez(s)
Ei(s) = fO(s) =Y (D), Vi(s)Vi(s) e  Vi(s) TE(s) ]

para i =2,3,....7.

Na verdade, podemos ainda calcular

Epa(s) = f0F0(s) = Y (FOV(s), Vi(9)) Vi (s)

j<r+1

uma vez que 7 < n. Contudo, ndo podemos garantir que FE,,1(s) # 0 e desta
forma ficamos impedidos de obter V..

O conjunto
{Vi(s), -, Vi(s)}

¢ um r-referencial de Frenet adaptado a curva f no ponto f(s).

Para obtermos {V/(s), ..., V/(s)} observamos que:

e derivando a expressao (Vi(s), V;(s)) = ;;, obtemos

e para 1 <i <r—1, VJ/(s) é combinacao linear de V;(s), Va(s), ..., Viy1(s).

Logo, (Vi'(s), V;(s)) = 0, exceto, talvez, para j =i —1ej=1i+ 1.
De fato, se j > ¢+ 1 é claro que

i+1 i+1
(Vi(s) <Z o Vi(s Zak Vi(s > 0.
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Se j =i, entao temos

portanto, (V;'(s), Vi(s)) = 0.
Se j <1i— 1, entao
(Vi'(s), Vi(5)) = o,

mas, V;-' é combinacao linear de, no maximo, Vi, ..., V;_1, logo

Por outro lado, se 7 =7 — 1, temos
a1 = aj = (Vi(s), Vi(s)) = =(Vi(s), Vi (s)) = —as,

donde nao podemos concluir que a expressao seja nula. O mesmo acontece se
J =14+ 1.

Assim, podemos escrever

Vi'(s) = ki(s)Va(s)
Vil(s) = —ki1(s)Viei(s) + ki(s)Viga(s) 2<i<r-—1.

Como vimos, V,11(s) pode nao existir. Portanto, vamos definir V," localmente.
Dado sy € I, se f"+Y(sq) for linearmente independente de f'(so), ..., f™(so),
entdo para todo s numa vizinhanga de sy podemos definir V;.1(s) como fizemos

acima e

Vi(s) = =kra(s)Viea(s) + k() Vega (s). (3.1)

Por outro lado, se f("+(sy) for linearmente dependente de f'(so), ..., f™(so),

entao definimos

Vi (s0) = —kr—1(s0)Vi-1(s0)- (3.2)
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Os coeficientes ki (s), ..., k-—1(s) s@o exatamente as curvaturas da curva dada
no ponto f(s). A curvatura k,(s) fica definida de forma analoga, se 1 (s) é

independente de f'(s), ..., f)(s), caso contrério, k,(s) = 0. Assim, temos

Vi
Va
Vs
F'= MF, onde F = :
Vi1
Vi
Visa

e M é a matriz em cujas entradas aparecem as curvaturas, como exibimos abaixo.

Se definimos V,| como em 3.1, temos

1% 0 Kk 0 - 0 0 0 Vi
V] ki 0 ky -0 0 0 Va
V] 0 —ky O - 0 0 0 Vi
v, 0 0 0 -+ 0 kg O V.,
1% 0 0 0 ke 0 K, v,
Vi, 0 0 0 0 —k O Vi

para todo s numa vizinhanca de sg.
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Se definimos V| como em 3.2, temos

%4 0 ke 0 --- 0 0 0 %

Vi -k 0 ky --- 0 0 0 Va

Vy 0 —ky 0 --- 0 0 0 Vs

VI 0 o o --- 0 kr—1 O V4

V! 0 o 0 -+ =k 0 O V.

Vi 0 o o0 --- 0 0 0 Vig1
para sg € I.

Podemos agora obter uma férmula para as curvaturas.

Teorema 3.1.1.

LB
5= TR T

Demonstracao. Se 1 < r, temos

para 1 <1 <r.

E \
kE, = " Vi) = —— |
<‘/z7v+1> <|| Ez ||> +1

E | E || —E: | E |
(BIEI_BIEL),,

I E: [I?
EVia | E |
- <E7 V+1>
FE A B2
onde o tltimo termo é nulo.
Logo,
k' _ E’L{‘/;-Fl
;= :
I E; |
Portanto, resta-nos mostrar que E!V;y1 =|| E;;1 ||. De fato, como

Ei = fO =Y (9 v;)v;,

j<i
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temos

=gt (Df“% ViV + (7, W)

j<i
e
(B}, Vi) = (Y, Vi),
Agora
By = fO0 = 3 (F0. Vi),
j<i+l
Logo,
<Ei+la ‘/i+1> = <f(i+1)7 ‘/i+1>-
Como || "
Eia
Eip1, Vigr) = T = B |-
< +1 +1> || Ei+1 || || +1 ||

o resultado segue.
Sei=re Ey # 0, entao a mesma demonstracao acima, vale. Se1 =1 e

E; 11 =0, entao k; = 0 e o tereoma ¢ valido. O

Note que a féormula apresentada no teorema acima é coerente com a féormula
para a curvatura para curvas em R? apresentada no capitulo anterior:
[ Ex(s) I _ N f"(s) = {f"(s), [/())f"(5) |l
| 1f(s) |l

Como s é comprimento de arco, derivando (f’(s), f'(s)) = 1, obtemos (f”(s), f'(s)) =

0, donde

109 = 5 )

ka(s) =l f"(s) II,

como queriamos.
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3.2 Angulos entre p-Planos em R"

Esta secao trata, sem muitos detalhes, de alguns aspectos da geometria do R"

que utilizaremos na demonstracao do teorema da préxima secao.

Definigao 3.2.1. O dngulo entre duas retas Pt e Q' em R™ € o menor dos dois
angulos possiveis formados entre quaisquer vetores paralelos a P e Q*, respecti-

vamente.

Definicao 3.2.2. O dngulo formado entre a reta P' e o plano QP em R™ € o

menor dngulo entre P! e qualquer reta contida no plano QP.

Considere um par de p-planos, PP e QP em R". Suponha que, dentre todos
os possiveis pares de retas, uma de PP e outra de QP, as retas S' e T facam o
menor angulo possivel entre si, ;.

Sejam PP~! e QP~!, “complementos ortogonais” para S' em PP e para T' em
QP, respectivamente. Isto é, S' é ortogonal a PP~ e T ¢ ortogonal a QP~!.

Entao, pela minimalidade de 6, temos também que S' é ortogonal a QP! e
T! é ortogonal a P*.

Repetindo este processo para PP~! e QP! e assim por diante, p vezes, obtemos
angulos

06 <0< .. <0<,

que dependem apenas de PP e QP e sao chamados angulos principais.

Este mesmo processo produz bases ortonormais
P
{ulau%"' aup} de PO H PP

{01702"" ’Up} de Qg H Qp

tais que
(us,v;) = cosb;, 1<i<p,
<UZ—,"U]'> :07 27&]

37



Estas bases sao ditas na forma normal. Se os angulos principais sao todos

distintos, as bases sao unicamente determinadas a menos de sinal dos vetores.

Note que
Pru; = (u;,v;) = cos 6;v;,
Q5
Pr v = <U2‘, Uz'> = COS Qiui,
Fy

onde o simbolo Pry x denota a projecao ortogonal do vetor x sobre o subespaco
A.
Também, se sao dados inteiros positivos p < n e p angulos

0<b << <6<
tais que

0; =0,1<i<2p—mn,
entao existem PP e P em R" para os quais estes angulos sao principais.

Teorema 3.2.1. Sejam PP, QP, PP, QF, p-planos em R"™. Entio existe wma
isometria linear F' : R" — R™ tal que F'(PP?) é paralelo a Pr e F(QP) ¢é paralelo
a QP, se e s se o angulo principal entre PP e QP coincide com o angulo entre pr

e@p.

Demonstracdo. Se existe uma tal isometria F', entao F' preserva angulos no R”.
Como os angulos principais sao contruidos levando em conta apenas angulos en-
tre vetores do R", independente de para onde estao transladados, segue que os
angulos principais dos pares PP e QP, PP e QP sio iguais.

Por outro lado, se os angulos principais dos pares PP e ()P, PP e QP sao iguais,
basta encontrar uma isometria que leve um par de bases na forma normal para

P} e Qf sobre um par de bases na forma normal para B} e QF. O

Teorema 3.2.2. Sejam PP e QP p-planos em R" e sejam (PP)* e (QP)* (n—p)-

planos ortogonais a PP e QP, respectivamente. Entdo os angulos principais nao
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nulos entre (PP)* e (QP)* coincidem com os dngulos principais nio nulos entre

PP e QP.

Observe que, se p = 1, existe um tnico angulo principal, 6, entre as retas P;

e Q! e coincide com o angulo ordindrio, 6, entre elas
T
0<0<—.
-T2
Este angulo # tem uma propriedade importante que enunciamos a seguir.

Proposicao 3.2.1. Se U ¢ qualquer subconjunto mensurdvel de P com medida
1-dimensional u(U), entdo a projecdo ortogonal de U sobre Q' também é men-
surdvel e tem medida 1-dimensional igual a cos Ou(U) em Q. A propriedade vale,

de forma andloga, para um subconjunto mensurdvel V de Q*.

Assim, podemos caracterizar § como o angulo entre 0 e g cujo cosseno € o
fator redutor para a medida 1-dimensional sob a projecao ortogonal de P! sobre
Q' ou de Q! sobre P!.

Além disso, se u; é um vetor unitario em Py e v; ¢ um vetor unitdrio em Q{,
entao o valor absoluto do determinate da matriz (1 x 1) da projegao ortogonal de

Py em Q} é cosf.

Definicao 3.2.3. Sejam PP e QP p-planos em R™. Seja o niumero o, 0 < o < 1,
o fator redutor para a medida p-dimensional sob a projecao ortogonal de PP sobre
Q. Entao, o unico angulo 6, 0 < 6 < g tal que cos@ = «, fica definido como o

angulo entre PP e QP.

Coroldrio 3.2.1. 1. Se P? ¢ paralelo a PP e QP ¢ paralelo a QF, entio o

angulo entre PP e QP € igual ao angulo entre PP e QP.

2. Se {uy,...,u,} € qualquer base com vetores unitdrios para Py e {vi,..v,}
¢ qualquer base com vetores unitdrios para Q, entdo o determinante da
matriz da proje¢io ortogonal de Py sobre QF tem wvalor absoluto igual a

cos, onde 0 € o angulo entre PP e QP, ou equivalentemente entre P} e Qb .
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Teorema 3.2.3. Sejam PP e QP p-planos no R", e sejam ¢, < 0y < --- < 0,
os angulos principais entre eles. FEntao o angulo 6 entre PP e QP ¢ dado por

cos = (cosb)(cosby) - (cosb,).

Demonstragdo. Sejam {uy, us, ..., up} e {v1,vs,...,0,} bases para P e Qf, na

forma normal. Entao,

(uiyuj) = (vi,v5) = 0y
(uj,v;) = cosb; V 1<i<p
(i) = 0 Vi)

Como a projecao ortogonal de u; sobre @Qf é (cos6;)v;, a matriz desta projecao
com respeito as bases acima é uma matriz diagonal cujas entradas da diagonal

principal sao precisamente
cos 01, cos O, ..., cos 0,,.

Como as bases ortonormais sao formadas por vetores unitarios, o teorema

segue do coroldrio anterior. ]
Corolario 3.2.2. 1. O angulo entre PP e (Q* é o mesmo angulo entre QP e
PP,

2. Se 0, € o maior angulo principal entre PP e P, entao o angulo entre PP e

T
QP € limitado pela desigualdade 6, < 0 < 5
3. O angulo entre PP e QP ¢ zero se, e somente se, PP e QP sao paralelos.

4. Se (PP)* e (QP)* sdo (n—p)-planos ortogonais a PP e QP, respectivamente,
entdo, seque dos dois tiltimos teoremas, que o dngulo entre (PP): e (QP)*

¢ 0 mesmo angulo existente entre PP e QQP.

Para PP e QP, p-planos em R"™, correspondem subespacos 1-dimensionais L' e
M ) s

M?*, do produto exterior A”(R™).
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Agora, sejam {uy, us, ..., up} € {v1,v9,...,v,} bases ortonormais para P} e QF,

na forma normal. Seja z =wu; A--- Auy} € AP(R™), entdo
(,x) = det((u, uj)) = det I, = 1

Logo, z é um vetor unitério em L'. Analogamente, y = v A ... A v, é unitdrio em

M?!, e temos

cos 0y
cos Z(z,y) = (x,y) = det ((u;,v;)) = det = cos ;.- .cosb,.
cos 0,

Entao temos o seguinte

Teorema 3.2.4. Sejam PP e QP p-planos no R" e sejam L' e M' os correspon-
dentes subespagos 1-dimensionais de \"(R™). Entdo, o dngulo entre PP e QP em

R" coincide com o dngulo entre L' ¢ M' em A\P(R™).

Corolario 3.2.3. Se P, Py e Py sdo trés p-planos no R", entao o dngulo entre

P! e P} € menor do que ou igual ¢ soma dos angulos entre P e Py e entre P

P
e Py.

Teorema 3.2.5. Sejam P e QP p-planos em R™ e sejam {uy,ug,...,u,} e
{vi,v9, ..., v,} bases arbitrdrias para Py e Qp, respectivamente. Entao, o dngulo
0, entre PP e QP € dado pela formula

|| det ({us, vj) ||
VGt (i 1)y /det (v, 07))

Demonstracao. Considere os p-vetores

cosf =

T=u Nug N+~ Nupey=vi ANvag/N\--- N\,
pertencentes aos subespagos 1-dimensionais L' e M*, de AP(R™), correspondentes
a PP e QP. Entao, o angulo ¢, entre L' e M! ¢ dado por

[z, ) |l
Ve 2y )
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Aplicando o teorema anterior e as férmulas explicitas para o produto em AP(R™),

o resultado segue.

3.3 Relacionando a Curvatura com a Inclinagao

do Plano Osculador

A curvatura de uma curva plana, v(s), dd uma medida de quao rapidamente a
curva se afasta, em uma vizinhaca de s, da reta tangente em s. Ela mede a taxa
de variacao do angulo formado entre a reta tangente a curva em s e as tangentes
vizinhas.

Assim, se 0(s) é o angulo entre uma tangente fixada e a reta tangente no
ponto, s é o comprimento de arco, entao a curvatura pode ser definida como a
taxa de variacao deste angulo, ou seja, a derivada €'(s).

Embora tenhamos obtido as curvaturas para uma curva no R" de forma bem
diferente, mostraremos que, ainda assim, as curvaturas podem ser interpretadas
como a taxa de variacao da inclinagao de planos oculadores.

Lembremos que, na Secao 3.1, obtivemos um conjunto de r vetores Vi (s), ..., V,.(s)

ortonormais adaptado a curva f(s). Seja 1 < p <r. Entao temos a seguinte

Definigao 3.3.1. O subespago P} (s) de R™, gerado pelos vetores Vi(s), ..., V,(s),
¢ chamado p-ésimo subespaco osculador associado a curva no ponto dado. O
p-plano PP(s) em R", passando pelo ponto f(s) e paralelo a P}(s), é chamado

p-plano osculador a curva no ponto f(s).

Fixe o inteiro p, 1 < p < r, e fixe um ponto no dominio da curva, sy € I.
Considere o plano osculador & curva em f(s), PP(s). Defina 6(s) como o angulo

entre os planos PP(sg) e PP(s). Entao temos

Teorema 3.3.1. O dngulo 0(s), entre os planos osculadores PP(sq) e PP(s) possui
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derivada a direita em so e 6'(so) = kp(so)-

Para demonstrarmos o teorema acima, vamos precisar de um lema, que

demonstramos a seguir:

Lema 3.3.1. Seja g : [so, s1] — R™ wma fungdo tal que || g(s) ||= 1 para todo
s € [so,51]. Seja 0(s) o angulo entre os vetores g(sg) € g(s). Se g tem derivada

a direita em sg, entdo 0 também possui derivada a direita em sg e

0'(s0) =l g'(s0) II -

Demonstracao. Pela lei dos cossenos temos

I 9(s) = g(s0) IIP=11 g(s) II* + Il g(s0) I* =2 1 9(s) Illl g(s0) || cos®,
que, por hipdtese, se iguala a
I 9(s) = g(s0) =2 — 2cos .
Dividindo ambos os lados por 2, temos
1 2
5 I19(s) = g(s0) "= 1 — cos .

Sabemos que

1
sen’ r = 5(1 — cos 2z).

Fazendo 2z = 6, obtemos

1 0
5 19(9) = g(s0) = 2sen? 7,
0
I 9(s) = gls0) IP= 4sen? 2,

donde,

0
|l 9(s) — g(s0) ||= 2sen 7
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Agora, calculamos

s ()

O(s)— 0 0
0'(sp) = lim Bls) = 0(s0) = lim bs) = lim

s—s0+ S — Sy s—so+ S — Sp 5—80+ S — 8o
— o L ma0 ]y, 909t

s$—Sp+ S — 8o s—So+ S — So

. g(S) B 9(50> /
— lim 222/~ J\0)
Jin 19" (so) Il
e o resultado segue. O

Demonstracao do Teorema: Considere o p-vetor
z(s) = Vi(s) AVa(s) A--- AV,(s).

Como {Vi(s),Va(s),...,V,(s)} é uma base ortonormal para o p-ésimo
subespago osculador PJ(s), z(s) correspondente a PP(s) tem comprimento 1 em
AP(R™). Segue do Teorema 3.2.4, que o angulo entre P} (s) e PP(s) coincide com
o angulo entre z(sg) e x(s).

Vamos mostrar que

12" (s0) I = Kp(s0).

Derivando z(s) = Vi(s) A Va(s) A ... AV,(s) temos
2'(s) = Z Vi(s) AVa(s) Ao AVici(s) AV (8) A Viga(s) A AVp(s).

Utilizando as férmulas (de Frenet) que obtivemos para as derivadas de V;(s)
na Segao 3.1 e o fato de ser alternado o produto em A”(R™), a tinica parcela nao

nula da soma acima é

2'(s) = Vi(s) A Va(s) A= AV,_1(s) AV, ().
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Sep<rousep=rek.s)>0, usamos a férmula de Frenet 3.1 e temos

2(s) = Vi(s) AVa() A= AVpor() A (—hyos(5)Vpos(8) + kp(5)Vpar ()
= hy(s)(VA(s) AVa(8) A A Vyos(5) A Vo (9)).

Se por outro lado, p =r e k,.(s) = 0, usamos a férmula 3.2 e obtemos
#/(5) = VA(s) AVa(s) A+~ A Vyoa(s) A (o (s)Vpa(5) = 0.
Em qualquer dos dois casos temos
12 ()]l = Fa(s),

pois Vi(s) AVa(s) A+ AV,_1(s) A Vpi1(s) é unitdrio em AP(R™).
Fazendo s = sy obtemos o resultado desejado. Agora o teorema segue direta-

mente do lema anterior. O]

Observacao: Note que para p = 1, temos

IVI(s)ll = Fa(s),

isto é, a primeira curvatura de uma curva ¢ igual a norma da derivada do tangente
unitario com respeito ao comprimento de arco, mesma férmula apresentada no

capitulo 2.

3.4 Curvas em (R", SO(n))

Vejamos um exemplo de curva no R* com curvaturas constantes.

Considere a curva I : R — R*, dada por
F(t) = (cospt,senpt, cos gt,sen qt),
onde p e ¢ sao numeros reais tais que 0 < p < q.
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Observe que a curva F' esta contida no toro
_ 22 1 2 A
T ={(z1,z2, 23, 24) 1 2] + 25 = 1,25+, = 1}.

Assim, dados quaisquer dois pontos P = (cos pty, sen ptg, cos gty, senqty) e Q =
(cos pty, sen pty, cos gty, sen gt1) na curva, existe uma isometria do R* que leva a
curva nela mesma e leva P em (). De fato, basta tomarmos 6 = pt; — ptg e

¢ = qt1 — qtp na matriz de rotagao

cos) —senf 0 0
senf cos6 0 0
R97¢ -
0 0 cos¢p —seno
0 0 sen¢ coso

e aplicarmos a P, usando as relagoes trigonométricas e assim, obtermos @),

cos(pty — pto) cos ptog — sen(pty — pty) sen piy

)

( ) ( )

sen(pty — pto) cos pty + cos(pt; — pto) sen pty

cos(qt1 — qto) cos gty — sen(qty — qto) sen gty
) ( )

sen(qt; — qto) cos gty + cos(qty — qto) sen gty

Cos pty
sen pty
€os qty

sen qtq

Portanto, podemos calcular as curvaturas no zero, ja que elas coincidem em

todos os pontos da curva.

Calculamos F'(t) = (—psen pt, pcos pt, —qsenqt,qcos qt), || F'(t) ||= /p* + ¢>

e reparametrizamos F' por comprimento de arco,

F(s) cos —L2 se b cos ——L se a°
s) = , sen , , sen :
/p2+q2 /p2_|_q2 /p2+q2 /p2_|_q2
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Calculamos

1
F'(0) = ———=(0,p,0,q),
0 - =
1
FUO = _2707_2707
(0) p2+q2( p q-,0)
1
F"(0) = ———=(0,—p",0,—¢),
(P* + ¢*)?
F(W)( ) - ;(p4707q470>7
T

e aplicamos Gram-Schmidt, obtendo

1
E(0) = m(oaP,O,Q)
| E1(0) || = 1
1
Vi(0) = m(ovpaO7Q)
1 2 2
EQ(O) = p2+q2(_p 707 —q 7())
4 4
| B(0))] = YL
pe+q
1
‘/2(0) = p4+q4(_p27oa_q27o)

P —q 20 2
E3(0) = W(Q —pq~,0,p°q)
pq(p® — ¢°)
E5(0 = —0
H 3( ) H (pg +q2)2
1
V 0 = 07 _Q707p
0 = )
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P’ —q°

E 0 240’_4270
4( ) (p2+q2>2(p4+q4> (p q, pq )
2 20,2 2
¢’ — ¢
| By )| = — 2P0
(P* + %)V (p* + ¢*)
1
V(0 = q2707_p270
) = )

Agora, pelo Teorema 3.1.1, temos

go— B0 _ Vit td

IE) [ (p*+¢%)
b = IEOI__ pa®— )

I E20) I (2 + ¢2)/ (0" + ¢*)
by — LB pa

IEsO) I /o + %)

3.5 Apéndice: Curvas Parametrizadas Arbitrari-

amente

Seja f : J — R"™ uma parametrizagao arbitraria de uma curva regular, C'°.

Analogamente ao que fizemos na secao anterior, supomos

{r@,... ;7w

um conjunto linearmente independente e calculamos

{El(t)v s Er+s(t)}

{Vi(s),..., V.(s)}.

Seja I C R e h: I — J um difeomorfismo que preserva a orientacao tal que



¢ uma parametrizagao por comprimento de arco da curva dada. Sabemos que
esta mudanca de parametros sempre existe.

Calculando as derivadas de f em termos de f , temos

FlH(s)) ().

f'=(foh) (s)h'(s)

Agora fica facil ver que os subespagos de R™ gerados pelos conjuntos

{f/(s), s [P} e {S'(8(5)), s ) (1(5))}

sao iguais. Em particular
O RIO)

é linearmente independente para todo s € I. Assim, podemos calcular

{El(t)7 cey Er+s(t)}

{Vi(s), ..., Va(s)}

para a curva f.
Observando bem a derivada de f em termos de f , calculada segundo a regra

da cadeia, fica claro que

Teorema 3.5.1. Para 1 <1t <r+ 1, temos

e, portanto,

Paral <i<r,



Seja k;(t) a i-6sima curvatura da curva f no ponto f(t). Entéo, como con-

sequéncia dos dois ultimos teoremas que vimos, obtemos

Teorema 3.5.2.

fy — B0
I ) 11 Bo) |

Este resultado é realmente interessante, pois nos permite calcular as

<<

curvaturas de curvas parametrizadas arbitrariamente diretamente, sem a neces-
sidade de se encontrar uma reparametrizacao por comprimento de arco, que nem
sempre é facil. Vejamos, o exemplo apresentado na Secao 3.4: tinhamos a curva

F :R — R*, dada por
F(t) = (cospt,sen pt, cos qt, sen gt ),

onde p e ¢ sao numeros reais tais que 0 < p < q. Esta parametrizacao nao é por
comprimento de arco. Vamos calcular as curvaturas segundo a férmula dada pelo

Teorema 3.5.2.

Calculamos
F'(0) = (0,p,0,q),
F”<O) = (_p27 07 _q27 0)7
F"(0) = (0,—p%0,—¢"),
F™0) = (»,0,¢"0),

e aplicamos Gram-Schmidt, obtendo

EI(O) = (07pa 0, q)

I E0) | = vp*+¢°

1
Vi(0) = —p2+q2(0,p,0,q)
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EZ(O) = (_anOa—QQ;O)
| E2(0) | = Vp*+q
1

‘/2<0) = p4+q4(_p2707 _qzao)

B0) = M@ =P

07 a07_
0+ ¢ (0,¢,0, —p)
pa(q* — p?)
| Es() || = PO D)
P>+ ¢%)
1
‘/E%(O) = p2+q2(OaQ7oa_p)

2. .2(.2 2
(@ —p?), o
Ej0) = —21 (42 0,p%0
2. .2(.2 2
P*¢*(¢° — p*)
1 E0) || = ———x"
(p* + ¢*)
1
Vi(0) = ———=(—¢%0,p%0)
P+

As curvaturas sao dadas por

k’1<0> _ || EQ(O) ” _ V p4 + q4

| E:0) Il E1(O) | p*+¢q*
k’g(O) _ H E3<O) ” _ pQ(q2 _p2)

| E10) Il B200) | (p2 + ¢2)\/p* + ¢*
ks(0) = [EO 1 _  pg

1 ELO) Il E50) | /(p*+¢*)

Observe que as curvaturas que obtivemos aqui coincidem com aquelas obtidas

na Secao 3.4.
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Capitulo 4

Geometria das Curvas em R?"

sob a Acgao de Sp(2n)

4.1 Espaco Vetorial Simplético

Definicao 4.1.1. Um espago vetorial simplético é um espago vetorial M munido
de uma forma bilinear Q0 : 'V x V. — R que satisfaz as sequintes propriedades

adicionais:
o O ¢ antissimétrica: Q(u,v) = —Q(v,u),Yu,v € V
e O é ndo-degenerada: se Qu,v) =0,Yo € V=u=0

Fixada uma base, as duas propriedades acima se traduzem, na forma matricial,

em:
e antissimétrica: a matriz de () é antissimétrica,

e nao degenerada: a matriz de ) é nao-singular, isto é, tem posto igual a

dimensao de V.
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A motivacao da Geometria Simplética tem suas raizes na Mecanica Classica
2], [4]; o Célculo de Variagoes leva as Fquagoes de Hamilton: dada uma fungao
H :R?*" — R, o campo hamiltoniano Xy associado a H esté definido por dH(Y') =
Q(Xy,Y) (que define Xy devido a nao-degeneracao de §2), e os problemas da
Mecanica Conservativa podem ser expressados neste formato.

Seja V = R?". Fixada uma base {1, ...,%,, Y1, ..., Yo} Obtemos a base dual

{dxy, ...;dx,, dyi, ..., dy, } e Q € A%2(R?") é a forma candnica simplética

Q= idazi A dy;.

i=1
Assim, cada espaco tangente estd munido de um produto interno simplético

definido para u = (v, ..., ap, B1, ooy Bn), © = (&1, ey €y w1, -0y Wy ), €SCTitO Na base

canonica como
(u;v) = Qu,v)

= Q (Z T + Z Biyis Zfﬂj + Z%‘%)
i=1 =1 Jj=1 j=1

= > llai+ 8)(& +w))aiy)

1,j=1
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A matriz de Q na base {z;,y;}, 0 <i<mn, é J = (a;;) = (Uzs,y;)):

n

Qu,0) = Y [+ B)(& + vl yj)

ij=1
&
- Sn o t
_ (al O gn>Q = [u] J[v]
w1
Wn

n

= Z(aiwi - 61'51’)7

=1

_In
eJ = Jt=—J.

Uma base {x1, ..., Zn, Y1, ..., Yn } que satisfaca

o I,
onde J = ( 0 ), com [, a matriz identidade n x n. Note que det J =1

Ui, y5) = —Qyj,x:) =05 e
Uwiz5) = QUyi,y;) =0

é chamada Base de Darboux. Sempre conseguimos construir uma base de Dar-

boux.

4.2 Grupo de Movimentos Rigidos Simpléticos

Definicao 4.2.1. Sejam (V,w), (W, p) espagos simpléticos. Entao, uma aplicagdo
f:V— W ¢€ dita uma aplicagcao simplética se o pull-back f* preserva a forma
simplética:

(f*p)(u,v) = p(f(u), f(v)) = w(u, v),Yu,v €V
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Aplicagoes simpléticas preservam volume, orientagao e sao isomorfismos.
Se V. =W, f é chamada transformacao linear simplética em V. Neste caso,

o pull-back fica

frw(u,v) = w(f(u), f(v)) = w(u,v),Yu,v €V

O conjunto de todas as transformacoes lineares simpléticas de V = R?" for-

mam um grupo, na forma matricial, definido e denotado por
Sp(2n,R) = {M € GL(2n,R) : M"'JM = J}.

A matriz M é chamada matriz simplética. Toda matriz simplética é invertivel
com inversa igual a M~ = J~1M?J. O produto de duas matrizes simpléticas é
denovo uma matriz simplética, o que garante a estrutura de grupo de Sp(2n,R),
subgrupo de GL(2n,R). Existe uma estrutura natural de variedade em Sp(2n, R)
que faz dele um grupo de Lie de dimensao (n — 1)(2n + 1).

Derivando as condigoes acima, temos

(MtIMY = J'
(MY JM + MY (JMY = 0
(MY JM + M'JM' = 0.

Multiplicando a expressao por M ! & direita e por (M*)~! & esquerda,
(M YYMY T+ JM'M™ =0
(MM J+JM'M ™" =0,
obtemos as condigoes que definem a algebra de Lie de Sp(2n,R)

sp(2n,R) = {X € Gl(2n) : XJ + JX"' =0} .
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Proposicao 4.2.1.

u Vv . .
X €sp(2n,R) & X = , onde V=V'"W=W"
w -U!
N u Vv
Demonstracao. De fato, X = Wt ) onde V =VLW = W se, e

somente se,

u v O L\, (0 I v v\ _
w -U -1, O ~1, O w -U
-V U vt U
= + =0,
(o w) (o )

se, e somente se X € sp(2n,R). ]

Definicao 4.2.2. Definimos o Grupo de Movimentos Rigidos Simpléticos como

o produto semi-direto

G = Sp(2n,R) x R*".
O grupo G age em R?" como uma transformacio simplética afim

G x RQn N R2n
((A,b),z) — Az+0b.

Analogamente ao que fizemos no Capitulo 2, eliminamos a parte referente a

translagao e nos concentramos apenas no grupo Sp(2n,R).

4.3 Referencial Simplético

Um referencial simplético associa a cada ponto de uma dada curva, satisfazendo

algumas condicoes de regularidade que definiremos a seguir, uma base ordenada
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de vetores tangentes {ai,...,as,} satisfazendo as seguintes relagdes de

ortogonalidade simplética

(aiza;) = (aitnijen) = 0, 1<id,j<n,
(ai;ajn) = 0, 1<4,5<mn,
isto é, a matriz cujas colunas sao os vetores da base do referencial é uma matriz
simplética.
Note que, como o produto estd definido como a forma (2, bilinear, entao a

ultima relacao listada implica em

d dai da, n
%<ai;aj+n> =0= <E;aj+n> = —<az‘; 6;; >;

Em termos de referenciais simpléticos em R?", como formas Sp(2n)-avaliadas,

as equagoes de estrutura para um referencial simplético sao da forma

n n

da; = E Wwikay + E ik Qoyn
k=1 k=1
n

n
Ay, = E ¢ikak_§ Whilk4n
1

k=1

1< <n

Y

onde as 1-formas satisfazem

91']' = Qﬁ, (bij = (éﬂ, para todo 1 < Z,j <n.

Assim, a matriz
w 0
¢ W

assume valores na dlgebra de Lie sp(2n,R).

@:

Note que podemos escrever as esquagoes de estrutura na forma

ai a1

a2 a2
d =0

Aon Aon
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E, fazendo

Aon Aon
v(¢) v(¢)
encontramos uma forma familiar

I'=0I'=TIT"' =0 csp2n,R).

4.4 Curvas Regulares Simpléticas

Definicao 4.4.1. Uma curva reqular simplética é uma curva suave z : I — R

definida num intervalo aberto I C R que satisfaz
(z';2") £ 0, Vit e I.

Definicao 4.4.2. Sejatg € I. O comprimento de arco simplético s de uma curva

reqular simplética z a partir de ty é dado por

: 1
s(t):/<z’;z”>3dt.
to

Definicao 4.4.3. Uma curva reqular simplética parametrizada por comprimento

de arco simplético € uma curva reqular simplética z tal que

to
/ <Z/;Z//>%dt = tQ — tl W tl,tg S [, tl S t2.

t1

Esta condicao € equivalente a

(2" =1 Vtel
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Qualquer curva regular simplética pode ser reparametrizada por comprimento

de arco simplético.

Proposicao 4.4.1. Seja z : I — R* uma curva reqular simplética e seja s
o comprimento de arco simplético. Entdao, existe uma funcdo inversa h de s,
definida em J = s(I) e uma reparametrizacio w = zo h : J — R?" de z, por

comprimento de arco simplético.

Demonstracao. Como z é uma curva regular simplética, entao para todo s € I,

temos
('(t); 2" (1)) # 0= s'(t) #0.

Como s é uma fungao continua, segue que s é estritamente monétona em /.

Logo, existe a inversa de s

h:J—1.
Além disso, temos
. dw ., —1, ., d*w . 2 , d*h
w:%:(z;z>32 e w:@:@;z)&z —1—@2,

de modo que

do du\ /N
ds’ ds2 - <Z’;Z”>%,<Z/;Z”>§ o

4.5 Referencial Simplético Adaptado

Dada uma curva regular simplética parametrizada por comprimento de arco
simplético z : I — R?" buscamos associar a ela um referencial simplético adap-

tado {al, ceey agn}.
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Devemos escolher este referencial de forma que satisfaca as relagoes de ortog-
onalidade simplética e, é claro, carregue as informagoes sobre a curva z a qual

queremos associa-lo.

Tomamos

,  dz

a) =2 = —

ds

e, como parece natural,

p d?z
an41 = 2 = ——
ds’

ja que <al; an+1> =1= <Z/§ 2’”>-

day,
K, = < ds+1§an+1>-

Entao, inspirados no Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt e tendo

Definimos

sempre em mente relacionar as derivadas do primeiro grupo de n vetores {ay, ..., a, }

ao segundo grupo {a,y1,...as,} e vice-versa, obtemos

Ay
Q1 = — == Kya; — (1= 8p)a;1,
da~ 1 S j S n— 1.
H' . . ]+1. .
J+1 = ds 7a]+1>

Se Hjy1 # 0 para todo 1 < j < n — 2, definimos

1 daj+1
Hj+1 ds

Ko — dan+j+1_
J+1 = T ds An+j+1

Agora, de forma analoga ao que fizemos nos capitulos anteriores, definimos

Antj+1 =
1<73<n—-1

as, usando as relacoes de ortogonalidade

(ai; azn) =0 (apii; azq) =0 .
da, 1<i<n—1
<an; a2n> =1 <E7 a2n> =0
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e podemos definir

daoy,
Kj+1 = <d—z;a2n>-

Uma vez definido o referencial {ay, ..., az, } adaptado a curva z devemos provar

que, de fato, é um referencial simplético e que satisfaz as equacoes de estrutura.

Proposigao 4.5.1. Seja z : I — R?" uma curva reqular simplética parametrizada
por comprimento de arco simplético e tal que H;iq # 0 para todo 1 < j <n — 2.

Entao, o referencial {ay, ..., as,} definido ao longo da imagem de z € simplético.

Demonstracao. Por indugao. Para j = 1, as relacoes de ortogonalidade seguem

diretamente da definicao de a; e de a,41:
(ar;a1) = (25 2) =0, (@nt15an1) = (2";2") =0e

(ar;an11) = (#;2") = 1.

Hipdtese de indugao: Suponha que para algum j € {1,2,...,n—2} e para todo

i,l € {1,2,...,7} as relagdes de ortogonalidade, valham, isto é
(ai; ar) = (@nyi; angr) = 0 € (@i an1) = —(an4i; a;) = dil.

Vamos mostrar que estas relagoes sao vélidas também para aj1 € aptji1:

dan + 7
(aji1;a1) = <TJ — Kja; — (1= dj1)a;-1; al>
dan-l—j
= 7o) = Kjlajan) — (1= 05){aj-1; )
e day
= —(an+j;— ).
Js ds
1d d
Como a4 = Edi: = % = Ha,, entao
(ajp1; @) = —(anij; Hiany) = —Hi(@n 5 anga) = 0.
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Resta mostrarmos que (aji1;an4) = 9;

0, se j+1#I
+1,0 = .
1, se j4+1=1

Vejamos

da, ;
(ape1ianse) = < dsﬂ — Kja; — (1 - 5j1)aj1;an+l>
da,;
= < dS+J.;an+l> - Kj<aj; an+l> — (1 — 6j1)<aj—1;an+l>-
Se | = 7, entao

da,;
(@415 Qnpt) = (Qj415 Q) = <Tﬂ’ an+j> — K; =0.

Se 2 <[ < j, como

entao

dan l
(@15 an41) = —<@n+j; d—;> — Ko — dj-11+ 0j105-14

= —(anji a1 + K + (1 = dn)ai—1) — K;dj — 6511 + 610,14
= (g 1) — Ki{@nigs ) — (@ngji ai-1) + 001)(ansji ai-1)
— K0 — ;114 0;10;-14
= 1y + Koy + 01 — 01y — K0 — 0510 + 010514
= 01,5+ 01—1, — 0j—1,-

Para j =1—1temos [ = j+1 > j, o que contraria nossa hipotese inicial. Por

outro lado, se j =141 (oul = j-1) , segue que
(@ji15an1) =14+0—-1=0,

como queriamos mostrar. Se j # 1 —1e j # [ + 1, entao todos os §’s se anulam

e o resultado segue diretamente.
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Sel=1<j, temos

(@ji1;anyr) = (@j41;Any1)

A,y i
= < dsﬂ ; an+1> — Kj{aj; ans1) — (1 = 01)(aj-1; @ny1)

da,
= —<an+j; —H> - Kj5j1 - (1 - 53’1)5]'—1,1

ds
Agora,
da, + 1 day,
a9 = O+ — Kja;, = a+1:a2+K16L1.
ds ds
Entao,
(Aj41; Qng1) = —(Anyjia2) — Ki{anysia1) —05-11

= 09j + K015 — 011 = 095 — 0j—11 = 0,
para qualquer valor de j € {1,2,....,n—2}. Ainda,sel=j+1,entdo j=1—1e

(aj+1; an+l> = <al; an+z> =0y = 1.

Portanto, valem as relacoes de ortogonalidade, o que faz do referencial

{a1, ..., ag, } um referencial simplético, como queriamos. ]

Proposigao 4.5.2. Seja z : I — R?" uma curva reqular simplética parametrizada
por comprimento de arco simplético e tal que H;+1 # 0 para todo 1 < j < n—2.
Entao, o referencial {ay,...,a9,} definido ao longo da imagem de z satisfaz as

equacoes de estrutura

d da; .

% = Qn41 dC; = Hianti, 2<isn
d(ln dan i .
ntl = K1a1+a2 ) = aj—1+Kjaj+aj+17 2§]§TL—1

ds ds

da?n o

= Qp—1 + Knan
ds
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Demonstracdo. A primeira equagao de estrutura segue diretamente da definigao
de ay e anqq:
daq ddz d?’z
—_—_— = —— = —— = .
ds dsds ds? i
Para provarmos a segunda equacao fagamos ¢ = j+1, entao para2 < i < n—1,
isto é, 1 < j <n—2, temos:
a ' . 1 d(lj+1 dai
YT UH L ds ds

= Hianﬂ-.

Se i = n, entao escrevemos:

n n
da,
= E Q;a; + E Bittnti-
ds : ,

i=1 i=1

da,
0= <E;a2n> = Oyp.

Para 1 <i <n—1, temos

o [fdaw N [ dany
Q; = dS 7an+z - Qp; dS

= —(an, i1 + Kiai + (1 - (5i1)ai,1> =0.

da,,
H = — _— = — .

E paral <17 <n—1, temos

da, da; \
Bi = —<E,ai> = <an7 £> =0,
dai dCLanl dCLi dai d(ll'
L — . _ K N (1= B P aia
<an7 dS > < dS ) dS > n 1<an 1 dS > ( 571 1,1)<an 25 dS >

= Hian—2;an4i) + HiKy 1{an_1; anti) + Hi{an; anyi)

Temos

Temos ainda

_HiKn—1<an—1; an+7l> - Hi<an—2; an—i—i)
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Se i =mn — 1, entao

ds

da;
w —— ) = H; — H; =0.
<a ds>

Se 2 <1 <n-—2, entao
dCLi 0
An; —5— ) =
ds

diretamente. Com isso provamos a segunda equacao de estrutura.

da;
<an; i> = Hn—lKn—l - Hn—lKn—l =0.

Se i =n — 2, entao

Para a terceira e a quarta, com 2 < 57 <n — 1, temos

dan+1
ds

o — dan+1
9 =
ds

— Kya; — (1 — 511)&1_1 =

= K1a1 + as

dan+j

da, . ;
a1 = — = = Kja; = (1= dj)aj1 = -

ds

Finalmente, para provar a quinta e iltima equacao, escrevemos:

d(lgn n n
= Q;a; + iGnti-
da2n
K, = — s 0a2p ) = Qg

dagn a a da?nfl
Up—1 = ; A2n— = - ns
! ds ! 2 ds

= _<a2n; an> - Kn71<&2n; an71> - (1 - 5n71,1)<a2n; an72>

=aj— + Kjaj —+ 7] + 1.

Diretamente, temos

Agora

(ap; agy) = 1.
Sel<i7<n-—2, entao
dagy, day
o; = — 5 Qpti ) = —\ @2y —5—
ds + 2 ds
= —(agn; aip1) — Ki{aon; a;) — (1 — 6;1)(azn; ai—1) = 0.
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Sel<1i<n,dal
dagn . . . dai
ﬁi - <K7az> — <a2na ds >
= —H;(agn;an+1) = 0.
E o resultado segue. O]

Assim, as funcées Hs, ..., H, e K1, ..., K,, fazem o papel das curvaturas simpléticas
para curvas regulares simpléticas.

Note que podemos escrever as equagoes de estrutura na forma

a a
d a2 as
- - B
ds : '
A2p, Q2p
onde B é a matriz
O, H
B = ,
K 0O,
com O,, a matriz nula n x n,
1 0 0 --- 0 0 K, 1 0 0
0 Hy 0 0 0 1 Ky 1 0
H=|0 0 Hy --- 0 0 e K = 0 1 K; 0
o o o --- 0 H, o o o --- 1 K,

Agora apresentamos um teorema semelhante ao Teorema Fundamental da Teo-

ria Local das Curvas.

Teorema 4.5.1. Sejam H,,...,H, e Ky,..., K, 2n — 1 funcoes reais continua-

mente diferencidveis, definidas em I C R, com H; # 0 para todo 2 < j <n — 1.
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FEntao, existe, a menos de um movimento rigido simplético (R**,Q), uma tinica
curva reqular simplética z : I — R?*™, parametrizada por comprimento de arco
simplético, cujos invariantes locais simpléticos sao dados pelas fungoes Ho, ..., H,
€ Kl, ceey Kn

Demonstracdo. A demonstragao é analoga a que exibimos para o Teorema Fun-
damental da Teoria Local de Curvas da Geometria Euclidiana, no Capitulo 2.

A existéncia de um triedro de Frenet satisfazendo as equacgoes de estrutura

da da; .

d_sl = Qp+1 ds = Hian+i7 2 S t S n
da,, A+ i .

d8+1 — Ky +ay dS+J = a;j—1+Kja;+a11, 2<j<n-1
d

Q2n, = a,— 1+ K,a,

ds

segue do Teorema Global de Existéncia e Unicidade para sistemas lineares de
equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, com coeficientes diferenciaveis,

com condigoes iniciais dadas por

(aizaj) = (Gign;@jpn) = 0, 1<, <n,
(ai;aj4n) = 04, 1<4,5<n

A unicidade é obtida a partir do sistema de equagoes diferenciais ordinarias
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de primeira ordem

d%(%; a;) = Oi{any1;a5) + (1 — 0i) Hianyi; a)+
+051(ai; anv1) + (1 — 051) Hjlai; anyg)
Dt = Balansrs )+ (L= 5) Hilnas )t
] +(1 = dj1){ai; aj1) + Kj{ais az) + (1 — djn)(as; aj11)

Tlansizag) = (1= du)aii;a5) + Kifais a5) + (1 = Gin){aira; a)+
+015(@ni; Ang1) + (1 = 0i5) Hj{an i3 ansj)
i) = (= )i ) + Kl )+
+(1 = Oin )(@ig1; Angj) + (1 — 01 ) (@i aj—1)
+Kj{ansis az) + (1 = 0jn){@n+i; aj41),
mostrando que qualquer solucao das equagoes de estrutura da origem a uma
solucao deste sistema. Como fizemos no Capitulo 2, basta verificar que qual-
quer referencial que satisfaca as relacoes de ortogonalidade simplética é uma
solucao para este sistema. Portanto, as solugoes das equagoes de estrutura com as

condicoes iniciais dadas, satisfazem as relagoes de ortogonalidade simplética. [J

As expressoes para os invariantes locais de curvas simpléticas podem ser bas-
tante complexas para uma parametrizagao geral. Contudo, se a curva regular
simplética z(s) estd parametrizada por comprimento de arco simplético as ex-

pressoes para os invariantes locais sao bastante simples, como,
Az d*z d*z d*z
Ki=(—-—;— Hy=—(—;,—
! <ds3’ds2>e 2 <ds4’ds3>
4.6 Curvas em (R*", Sp(2n))

Queremos conhecer os objetos simples da geometria de (R*", Sp(2n)). Nesta
secao, abordaremos as curvas regulares simpléticas com invariantes locais simpléticos

constantes em (R?*, Sp(4)).
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As equagoes de estrutura ficam

ay O 0 1 0 ay
dla| | 0 0 0mH a
ds| as | | Kx 1 0 0 as
a 1 K, 0 0 a4

com Hs, Kq, Ko constantes, e

0 0 1 0 0 0 1 0
|0 00wy |0 008
Kl 1 0 0 K 1 0 0
1 K, 0 1 K, 0 0

Calculamos os autovalores da matriz Z’'Z~!

a0 L 0 H 0 .
- 2 - 2
0 —pu 0 H, . s
=—pul 1 —p 0 |+]| K 1 0 |=
Kl 1 iy 0
Ky 0 —p 1 Ky—p
1 K2 0 Y

= —M(—M3+MH2K2)+(H2K1K2—H2—M2K1) = M4—M2H2K2—M2K1+H2(K1Kz—l) =
= [L4 - [LQ(HQKQ + Kl) + HQ(KlKQ — 1)
Fazendo p? = x temos

1'2 — I’(HQKQ + Kl) + HQ(KlKQ — 1)

(Hy Ky + K)))? — AHy (K1 Ky — 1)
HyK + K)? — AHy Ky Ky + AH,

HyK ) — 2H, KKy + K% + 4H,

[ > =
|

-
(
(HoK)? + 2H> Ko Ky + Ky — 4Ho K I + 4H,
(
(Ha

K1)? + 4H,.
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Dali,
Hy Ky + Ky £ VA
x = .
2

Logo,

VHy Ky + Ky +£VA
= 4+ .
V2
Sejam A\, = Hy Ky + K e Ay = A=( HyK, — K;)? + 4H,. Entao os autovalores

sao

1 1
= =M+ Vs, = =M+ Vg,
M1 \/§ 1 2 M2 \/5 1 2

1 1
= —\/ A1 — VA, = ——\/ A1 — V.
M3 /2 1 2 Ha /2 1 2

Note que

pa o = pz+pg =0e

1 1
[y = pofis = 5\/0\1 + V)M = V) = 3V M= A

1
= SV G2 + 26, Hy Ry + P — (K Hy)? 4+ 20y — Ko — 4,

— %\/4[{2(}(1[(2 —1) = VHy (KK, — 1).

Fica claro que o conjunto de autovalores da matriz Z’Z~! depende das cur-

vaturas simpléticas da curva. Observemos os casos:

(1) Se Ay >0
\ +\//\—>0 = M17#27#37#4€R
1 2
M — /Ay >0 W # He F s 7 Ha
1 2
(2) Se Ay >0
MtV S0 = pa, e € R, pn # o
1 2
A \//\_<O M37M4eca M3 = [y
1 2
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(3) Se )\2>O
M+VA <0 =
A — VA2 >0

(4) Se )\2>0
AM+VA <0 = L .
= e =
)\1_\/>\_2<0 M1 = U2 € 3 = L4

paspe € Co oy =g
3, s € R, pg # pug.

M1, p2, 3, Ha S C

(5) Se Ao >0
AM+VA=0 = 0
)\1_\//\—2:0 M1 = fo = U3 = Hg =

M1, 2, 3, e S R

(6) Se A<0 = [, fho, fi3, pa € C
2

pi = [l2 € i3 = [l4
(7) Se Xa=0 N 1, H2, 3, fa € R
A1 >0 M1 = {3 € [ = [i4

(8) Se X=0 N s p2, p3s pa € C
A1 <0 H1 = [3, Ho = Ha

Usamos a barra sobreposta para indicar o conjugado.

No caso (5), teremos /Hz(K ;K> —1) = 0, o que implica que Hy = 0 ou
K;K5 = 1. No caso (8), observe que devemos ter p; = fiz e esta condic¢do indica
que i1, fa, i3, (4 SA0 iIMaginarios puros.

Dependendo de qual dos casos acima enumerados corresponde ao espectro
(conjunto dos autovalores) da matriz simplética de Frenet, obtemos curvas de cur-
vatura constante, que sao “hélices simpléticas” do tipo euclidiano ou hiperbdlico,

ou suas degeneragoes.
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Facamos um exemplo mais concreto, tomando Hy = K; = Ky = 0. Entao o

sistema fica

aq 0 010 ai
dla ] 10000 as
ds | as | o100 ] a
ay 1 0 00 ay

Integrando a segunda equacao ajy = 0 temos facilmente que
as = (ki, ko, ks, kq) .
De a} = ag, vem que
az = (kis + c1, kas + c2, kss + c3, kys + c4)
e de @} = a3, temos
a; = (%82 + s+ dy, %32 + o5 + da, %32 + ¢35 + ds, %32 + 45 + d4> .
Como a) = aq, segue que

k k k: k
a4 = (%sg +ec1/2s% +dis+eq, FQSB +c2/25% + dos + ea, 533 +c3/25% + dzs + es, €453 + ¢4 /25> +d4s+e4> .

dz .
Lembrando que a; = e temos que a curva z(s), que possui todas curvaturas
s

nulas em (R*, Sp(4)), é da forma a4(s), determinada acima.

Se, por outro lado, tomarmos Hy = 0 e K1 = Ky = 1, teremos

@ 0010 @
d|a| 0000 a
ds | as | |11 0 0 as |

a4 1100 ay

cujas equagoes correspondentes serao
al = ag

!
ay =0

/ /
CL3:CL1+CL2:CL4
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Portanto, como ay = k, temos,
al - Clg.

Tomando a derivada da segunda equacao e sustituindo na terceira, fica

no_

e entao
asz(s) = crexp(s)+ caexp(—s),
ai(s) = /ag = ¢y exp(s) — cpexp(—s) + ¢z,
d a R*
onde ¢y, ¢ € c3 sao vetores constantes no .
Usando o mesmo raciocinio para a4, temos
ay; = a1 +k
a; = asg,
/

ay = a) = az = cyexp(s) + caexp(—s).

Integrando duas vezes, a equacao acima, resulta
as(s) = c1exp(s) + cayexp(—s) + ¢35 + ¢y,

onde, assim como ¢y, ¢3 € c3, ¢4 é um vetor constante em R*

Logo, a curva procurada é a hélice hiperbdlica

2(s) = crexp(s)+ caexp(—s) + c3s
clexp(s) + ¢} exp(—s) + cis
B ctexp(s) + c2exp(—s) + s
Bl 3 exp(s) + 5 exp(—s) + s

ciexp(s) + c3 exp(—s) + ¢55)

onde ¢; = (¢}, 2,3, ¢}) parai = 1,2,3,4.
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Capitulo 5

Geometria das Curvas em RP!

sob a Acao de SL(2)

5.1 Preliminares

Apresentamos abaixo alguns conceitos preliminares importantes’:

e Reta Projetiva Real
RP' = B”\ {0} / ~,

onde a relacao de equivaléncia é dada por

X ~ y < existe um numero real A # 0, tal que x = \y.

e RP! como Variedade Homogénea Considere a acao do grupo GL(2) sobre
RP!
a:GL(2) x RP! — RP!
(A, [p]) — Allp]) = [Ap)],

INeste capitulo utilizaremos negrito para vetores e funcdes vetoriais.
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onde p € R? e o ponto projetivo [p] € RP! est4 associado & reta que passa

por p e pela origem em R2.

A acéo é transitiva, pois dados dois vetores nao nulos, x,y € RP!, existe

uma transformagao linear M € GL(2) tal que Mx =y.

Note, contudo, que o subgrupo de GL(2),
K ={H e€(GL(2): Hm = m,Vm € RP'}

¢é nao trivial. Com efeito,

b(22) oo

é subgrupo normal de GL(2). Assim, o grupo que age fielmente sobre o

RP! ¢ )
GL(2
PGL(2) = —e

isto é, se M é multiplo da identidade, entao identificamos M com I. E

passamos a considerar a acdo de PGL(2) sobre RP*

a: PGL(2) x RP! — RP".

Fixado my = (1,0) € R?\ {0}, o subgrupo de isotropia Hy,, de PGL(2) em

mg ¢é isomorfo a

(2] seemnoer

De fato,



Por outro lado, se M € H,,,, entao,

a b 1 1
wme () () (1) rem

Portanto,
A b
M = ,
0 d

detM #0 = d#0=de GL(1) =R\ {0}.

como Hy,, C PGL(2), entao

PGL(2
Assim, existe um difeomorfismo, 3, entre RP! e 0 espaco homogéneo 2) :
mo
PGL(2) ——RP!
7
P\L v ’
s B
PGL(2)
Hp,

onde
m : PGL(2) — RP'

M [ — M.mo

Como a agdo « ¢ transitiva, m é sobrejetora (dado z € RP!, existe
M € PGL(2) tal que Mmy = z, isto é m(M) = z) e, obviamente, nao

injetora.

PGL(2)

M —  M.Hy,

p : PGL(2) —

(Existe uma unica estrutura diferencidavel para a qual p é uma aplicacao

).
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PGL(2)
1~
RP* = Hom,
Observe que ) )
GL(2)  SL(2
PGLE) = Mo E]

0 que nos permite, de agora em diante, trabalhar com a agao de SL(2) sobre
RP*

a: SL(2) x RP! — RP'.
Problema de Equivaléncia

Dadas duas curvas v : I — RP' e 0 : I — RP!, I C R, quais sdo as
condigbes necessarias para que exista uma aplicacao projetiva M € SL(2)

tal que M~ = o?

Sabemos que M~y = 0 = M~ = ¢’ e se existem levantadas I" para v e X

para o, entao
MI=Y e MI"=Y%Y = I 'I'=x"1%,

como ja mostramos no Capitulo 2.

SL(2) SL(2)
r. 7 i x 7 i
[“—~RP! [~ RP!
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onde rol'=vemo¥ =o0.
Assim, procuramos solucionar o problema via levantada das curvas, de modo
a obter um meio de manipulagao algébrica do mesmo.

e Referencial Movel

Encontrar uma levantada canonica para uma curva v = y(s) é fazer uma
escolha de um referencial mével, isto é, um par de vetores x,y € R?\ {0}

que variam com s € I C R,

s — {x(s),y(s)}

tal que,
detT(s) = <x(3) y(s)) =1, Vs,

isto é, tal que I" € SL(2),Vs € I, x(s) gere y(s) e I''(s) seja o mais simples

possivel. A matriz I'(s) trard em si toda a informacao sobre o comporta-

)
mento local da curva (s).

{x(s),y(s)} é chamado um referencial movel.

5.2 Problema de Equivaléncia

Queremos estudar o problema de equivaléncia de curvas em RP! como variedade

homogénea de SL(2).
Seja I'(s) = | x(s)|y(s) ] uma levantada para 7(s) satisfazendo as condigoes
acima. Como detI'(s) = 1, temos x1(s)y2(s) — z2(s)y1(s) = 1, para x(s) =

(71(5), 22(5)) e y(s) = (y1(s),y2(s)). Derivando a expressao, obtemos?

(detT) = (x1)"y2 + 21(y2) — (w2)'y1 — 22(11)" = 0,

2Muitas vezes omitiremos o parametro s para simplificar a notacao.
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donde
(detT)" = det( x'

y)—i—det(x y’):O.

Agora, como {x(s),y(s)} ¢ uma base para o R? para cada s € I, podemos

escrever

() = (a(s)x(s) + 8o

(s)x(s) + d<s>y<s>),

onde a(s),b(s),c(s),d(s) € R, Vs. Ou simplesmente
d ) r a c
ex+dy | = .
b d

(detT)' =0

"= (ax + by

Entao,

implica em
det(ax+by‘ y ) +det( X cx+dy)

:a.det<x y)—i—b.det(y‘y)—i—c.det(x X>+d.det<x y)

=a+d=0 = a=-d
Nada mais do que obteriamos derivando o determinante (Férmula de Jacobi):

(detT) = tr(adj(T)T).

Como adj(T') = det(I)I'! e detT' = 1 a igualdade acima fica

0=tr(I ') = tr “c =a+d,
b d

exatamente como haviamos obtido.

O que, alids, nos diz que a algebra de Lie do grupo
SL(2) ={M € GL(2) : detM = 1}
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sl(2) = {X € GL(2) : trX = 0}.

Mas, voltando ao problema, chegamos que,

a c
cx—ay)zf(b )
—a

Para determinar os valores de a, b e ¢ vamos separar em casos:

"= (ax + by

(1) Se b =0, para todo s € I, entdo para qualquer A = A\(s) € R\ {0}, vale:
X)) =AX+AX = AX+ Aax = + Aa)X.
Ax) = Nx+ Mx' = Nx+ A\ N+ A

Suponha A tal que A’ + Aa = 0. Entao Ax é constante, logo 7 é constante, pois

x(s) gera y(s).
Afirmamos que b = 0 é invariante por mudanca de referencial. De fato, para

det(x x’) :det(x

Seja T’ outra levantada da curva 4. Entéo a primeira coluna de I' deve ser nx

X’) = nb.

I', temos

ax + by) =b.

para algum n = n(s)v € R\ {0} e

(nx)’ > = 1. det( X

E claro que b = 0 < % = 0.

det( nx n'x + nx’) =n.n. det( X

(2) Se b # 0, seja

Flz(xl

)
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outra levantada de v que se relaciona com I' (mudanga de referencial) da seguinte

forma:

X = hxy, pois x; deve gerar

y = h7lyy, pois Ty € SL(2),

com h(s) € R\ {0}.

Segundo o novo referencial {x;(s),y1(s)},

I = <X1 Y1> e I' = <G1X1+b1}’1

F:(X y)z(qu h—lyl),

) = (s a4 by 07+ 0 e = ).

X — ay),

Cth — (lh_ly1> .

C1X1 — alY1)~

Como

F':<x’

Por outro lado, como

I = (ax + by

pela mudanca de referencial, obtemos:

F/ = <ahX1 + bh_lyl

Comparando as duas expressoes obtidas para I, temos
(h/ + hal)xl + hb1y1 = ath + bh_lyl,

donde
hby =bh™' = hbjh=0b = h%b =b.

Mais uma vez, dividimos em casos:

82



e Seb > 0, entao by > 0. Assim, podemos escolher h de forma que by = 1, Vs.

I = (Xl Y1)
r = (X& yll)_<G1X1+Y1

, a c )
rn =1 ) , pois by = 1.
—a

Afirmamos que b > 0 é invariante por mudanga de referencial. Analoga-

Isto é, estamos tomando

11Xy — alyl)

mente ao que fizemos para o caso b=0, temos

det(x X') :det(x

Qualquer outra levantada da curva « tera a primeira coluna igual a vx para

X’) = 2.

ax + by) =b.

algum v =v(s) e R\ 0 e

(vx)' ) = det( X

E claro que b >0 < v2b > 0.

det ( VX

V'x + VX') = V.. det( X

Mudando o referencial:

X1 = Xo
yi = —a1Xo+ Y2
temos
/ !
Yo = iXo+Yy1=wX1 +Y1 =X =X,
!
Xy = (X t+y2=y2=>a2=0
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/ / / / / /
Yo = (X +y1) =y] +a1Xo + a1Xy = ¢1Xo — a1y1 + a1 Xa + 41X,
/ /
= Xy — a1(—a1Xe + y2) + @i X + a1x5
_ 2 / / /
= X2+ (a1)°x2 — a1x5, + @i X + a1x5

= (a1 + (a1)” + a))xo = koxo

Chegamos a

/
Y2 = X,

y,2 = k’QXQ .

A fim de ficarmos a forma cldssica da equagao diferencial x4 + koxs = 0,
convencionamos tomar y, = —ksXa.

(o)
= (6o | 2 ) = ()

Ou seja, agora temos

0 —k 0 —k
T, =T, ) ey, = 2.
1 0 1 0

e Se, por outro lado, b < 0, entao b; < 0 e escolhemos h tal que by = —1.

Portanto, encontramos

tal que

—ka(x2) )

Estamos tomando
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Analogamente, b < 0 é invariante por mudanca de referencial. Da mesma

forma que fizemos no caso b > 0, a mudanca de referencial resulta em

= ( Gy ] ' ) = (- \ hatxa) )
rgzr2< 0 kQ) Fglrg:< ! k2>.
-1 0 -1 0

Portanto, obtivemos I'y de tal forma que

0 k 0 k
I, =Ty ? s I, = 2.
£1 0 £1 0

Invariancia de ky: Ja vimos que by € invariante. Agora queremos verificar
que ko também é invariante.

Seja I's outro levatamento de ~ tal que

F3:(X3 Y3>‘3F£>,:(Y3

Entao, xy = uxs, com p(s) € R\ {0}, portanto

—k3X3 ) .

Yo = Xy = p'X3 + Xy = /X5 + pys.

Como I'y € SL(2), entdo detI'y =1 e

y2> :det<uX3
= ,quet(XS YS) =

= p=1=pu==+l

det’s, = det( Xy

WXs + [1y3 )

Logo,

Xy = UX3 = X3 = Xy
y2 = WXz+pys = y3 ==Ly
—ksx3 = yfo, = iylz = Fhoxy = —kox3 = k3 = ko,

85



isto é, k ¢ invariante por mudanca de referencial. Segue que qualquer outro
referencial difere de I's por um multiplo constante. Isto faz de I'ys uma levantada

canonica para 7.

Solugao do Problema de Equivaléncia: Aplicando o mesmo raciocinio

utilizado até aqui para o, obteremos uma levantada 5 tal que

0 —I
R = < 1 02 )

para o caso analogo ao b > 0, onde [, é um invariante para o, analogo a ko para
. Portanto,
Ny, =TT, & ky =1y

5.3 Relacionando a Curvatura com a Derivada
Schwarziana

Em Anélise Complexa, temos a seguinte

Definicao 5.3.1. A deriwada schwarziana de uma funcao z de uma varidvel

complexa s, com 2'(s) # 0, € dada por

{ } M 3 /" 2 P / 1 /2" 2
zst="——— =) =(=) === .
’ 2 2\ 2! 2\ 2

Usaremos a mesma definicao acima, para z uma funcao uma varidvel real.

1
Seja z a curva dada por s — ( (5) ), com 7Z'(s) # 0, e seja Z uma levantada
z(s
canonica para z
SL(2)
z 7 i
[“—~Rp!



z-(x

y ) e z = (x, com coordenadas projetivas ¢ = ((s) # 0, Vs

! —1 rz1 O k
=y |—kx |eZ "7 = .
10

Calculamos as derivadas

z = ((x) =Cx+Cy
Z// — (C” _ Ck)X _'_ 2C/y
Z/// — (C”/ _ 3C’k‘)X ‘l— (3C” _ C—k)y

No céalculo das derivadas acima, lembre que:

!/

x =y
y = —kx

y) =—det<y

dadas por Z’, acima; e

det( X

Agora calculamos

x)-1

det< z z’) = det( (x C’X+§y> = (3,

det( z |2z’ ) = det< (x [("—Ck)x + 2§’y) = 20,

det( z | z" ) = det( ¢x |(¢" = 3¢k)x + (3¢" — Ck)y) = 3¢¢" — ¢k,
det( z | 2 ) = det <g’x +Cy|¢" - Ck)x + 2(’y) =2(¢")? ="+ k.
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Entao,

det( Z

z" ) + 3det( 7/
2
(det< z |z’ )>
4(¢?,

det( z |z )
2
(det( z | z" >)
det( z | z" ) +3det( z |z’ ) - = 2(%k.
det( z |z )

Dividindo ambos os lados da igualdade acima por (% = ( z

2
z" ) det( z z”)
det( z |z >

7" ) _ 6({’)2 + 2<2k,

DO | W

v ), temos a

seguinte formula para k:

det<z z" ) +3det(z/
2k =
det(z z’)

ou, em notacao abreviada, fazendo

det(z z') = |z,7/|,

o — |Z,Z/”| +3|Z/,Z”| _§ |Z,Z”‘ 2
N 2,2 )

|z, 2| 2

NNV

Agora, dada w : R — R, por s — w(s), definimos uma curva w = w(s)
por s — (1,w(s)) e queremos calcular, segundo a férmula que obtivemos acima,

o valor de k para w. Calculamos

Wl — (0’ w/)’ W// — (O, w//)’ W/// — (O, wl//)’



" !

lw,w'| =uw', |w,w'|=u" |w,wN=uw" |w w'=0.

Assim, se w’ # 0, a curvatura k para a curva w(s) = (1,w(s)) é dada por

isto é, 2k é a derivada schwarziana de w e existe uma levantada canonica W de

iy [ —k
1 0 )

5.4 Curvas em (RP' SL(2))

w tal que

Queremos conhecer os objetos simples da geometria de RP! como variedade ho-

mogénea de SL(2), isto é, aqueles para os quais k é constante.

(1) Se k =0,
(o] o) (o),

= (x]5) = (wem]s)

onde a = (ay,az),b = (by,by) € R*\ {0} sao constantes e det( a
Se ®(s) = (1, ¢(s)), entao

entao

b) -1

O(s) = d(atbs)=0d((ay,az) = (b,bs)s)
= 6(ay £ bis, as £ bys)
= (6ay = 0bys, Sas + 6bys)
= (1,0(s))

1

impli 0= ———.
implica em S £ b5
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Logo,
as + bys

¢ Gz + 028 ai + bys

¢ uma transformacao de Mobius.?

(2) Se k =c*#0,

x ==
F’:(iy‘$c2x> = Y
x" =ty = Fcx

Temos a seguinte equagao diferencial
x" + c*x =0,
cuja solucao ¢é a familia de elipses
x(s) = acos(cs) + bsen(cs)

que estao na mesma classe de equivaléncia do circulo unitario, obtido ao tomarmos
a = (1,0) e b = (0,1), na geometria de RP' sob a a¢do do grupo SL(2) (onde
todas as conicas nao degeneradas sdo equivalentes). Para cada s temos uma reta
passando pela origem, interceptando o circulo unitario. Portanto, para k positivo,

a curva varre todo o RP'.

>

s) = acos(cs)+ bsen(cs)

"

»

S

(s)

(s) = (a1,az)cos(cs)+ (b1, bs)sen(cs)

(s) = (ajcos(cs)+ bysen(cs),as cos(cs) + by sen(cs))
(s)

= x'(s) = (—ayc.sen(cs) + byc. cos(cs), —asc. sen(cs) + byc. cos(cs))

det(x y):det(x X/>::|:1,

3E um fato conhecido na teoria de varidveis complexas, que a derivada schwarziana de uma

S

<

funcao analitica é nula se, e somente se, esta funcao é uma transformacao de Mobius.
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pois

det( X

x') =bex =ax+by =0x =+ 1y.

Logo,

cdet(a b) = 41.

aj cos(cs) + by sen(ecs) —ajce.sen(es) + byc. cos(cs)

De fato,

det( b'e

v) -

= —ajagccos(cs)sen(cs) + aybyecos®(es) — biagesen®(cs) +

as cos(cs) + bysen(cs) —age. sen(cs) + bac. cos(cs)

+b1byc cos(cs) sen(cs) — (—ajagc cos(cs) sen(cs) —
—apbyesen?(cs) + biage. cos®(cs) +
+b1bac cos(cs) sen(cs))

= +a1b26 — blCLQC = +C(a1b2 — blaz)

= cdet(a b>.

Se ®(s) = (1, 4(s)), entdao P(s) = dx = d(aq cos(cs) + by sen(cs), as cos(cs) +

by sen(cs)). Logo,

as cos(cs) + besen(cs))
ay cos(cs) + by sen(es)

¢ = d(az cos(cs) + by sen(cs)) =

(3) Se k= —c* # 0,
!/ __
F’:(q:y‘:i:c%c) = =1y )
X//::FyI:ﬂ:C2X

x" —?x =0,

Temos
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cuja solucao ¢ a familia de hipérboles
x(s) = acosh(cs) + bsenh(cs)

que estao na mesma classe de equivaléncia da hipérbole x(s) = (cosh(cs), senh(cs)),
obtida tomando a = (1,0) e b = (0, 1), na geometria de RP' sob a acdo do grupo
SL(2). Para cada s temos uma reta passando pela origem e por um ponto na
hipérbole. Note que, a curva para k negativo, nao intercepta todos os pontos

projetivos de RP!, como no caso de k positivo.*

x(s) = acosh(cs)+ bsenh(cs)

x(s) = (a1, aq)cosh(cs) + (by,by) senh(cs)

x(s) = (aycosh(cs) + by senh(cs), as cosh(cs) + by senh(cs))

y(s) = %/(s) = (arc.senh(cs) + byc. cosh(cs), ase. senh(es) + bac. cosh(cs))

det( X

y):det(x x’):ZFl.
cdet(a b) = F1.

aj cosh(cs) + by senh(cs) ajc. senh(cs) + byc. cosh(cs)

Logo,

Com efeito,

det< X

v) -

— ajayc. cosh(es) senh(cs) + ajbsc. cosh?(cs) +

az cosh(cs) 4+ by senh(cs) age. senh(cs) + byc. cosh(cs)

+byage. senh?(cs) + bybyc. cosh(cs) senh(cs) —
—(ayagc. cosh(cs) senh(cs) 4 aybyc. senh?(cs) +
byasc. cosh®(cs) + bybyc. cosh(cs) senh(cs))

= aibyc — biase = c(arby — bras)

')

4Vale mencionar que este é um fato que teré consequéncias importantes na Geometria Difer-

= cdet( a

encial, no entanto, tais consequéncias nao foram objeto de nosso estudo neste trabalho.
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Se ®(s) = (1, ¢(s)), entdo ®(s) = dx = §((ay cosh(cs)+by senh(cs), ay cosh(cs)+
by senh(cs)). Logo,

as cosh(cs) + by senh(cs))

¢ = d(aq cosh(cs) + by senh(cs)) = ay cosh(cs) + by senh(cs)
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Capitulo 6

Geometria das Curvas em

Gr(n,R*") sob a Acao de GL(2n)

Neste capitulo estudaremos a generalizacio dos invariantes de RP!, feita no
capitulo anterior, & “grassmanniana metade” Gr(n, R*") (note que RP! = Gr(1,R?)),
baseados no recente artigo [3]. Este espaco pode ser considerado como a versao
“nao-comutativa” de RP!.

Nos capitulos anteriores encontramos um referencial de Cartan para as cur-
vas dadas, resolvemos o problema de equivaléncia e falamos das interpretacoes
geométricas, nesta ordem. A sequéncia deste capitulo é diferente, segue a ordem
utilizada no artigo [3], que por necessidade de algumas definiges, da primeiro
a interpretacao geométrica dos invariantes, incluindo, como caso particular, os
invariantes de RP' (Secdo 6.2) e s6 depois constréi o referencial, generalizando a
levantada construida por Flanders [10] para RP* (Secdo 6.3) e resolve o problema

de equivaléncia (Se¢ao 6.4).
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6.1 Preliminares

Definigao 6.1.1. Uma curva suave £(t), de subespacos n-dimensionais de R*",
¢ dita “fanning”, se para cada t € R
. ]R2n
0(t) - et —

€ invertivel.

Notagao: Usaremos as notacoes f(t) e — f(t) para indicar a derivada de

dt

alguma funcao f com respeito a variavel ¢.

Proposicao 6.1.1. Seja A(t) uma curva suave de matrizes 2n X n de posto n.

A curva de subespagos n-dimensionais gerada pelas colunas de A(t) € “fanning”
(4|4 )

A(t) é chamada curva de referenciais “fanning” ou simplesmente, referencial

se, e somente se, a matriz

¢ invertivel para todo t.

“fanning”.

Proposicao 6.1.2. A(t) e B(t) geram a mesma curva de subespagos n-dimensionais

se, e somente se, existe uma curva X (t) de matrizes invertiveis n X n, tal que

Queremos trabalhar com o espago das curvas “fanning” em Gr(n, R?"), onde

considera-se as seguintes agoes de grupos:

e Grupo de transformacoes lineares invertiveis em R?"

GL(2n) x Gr(n,R*") — Gr(n,R?n)
(T, A(?)) —  TA(t)
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e Grupo dos difeomorfismos de R

Dif(R) x Gr(n,R*) — Gr(n,R*)
(s, A(t)) — A(s(t))

e Grupo das curvas suaves de matrizes n X n, invertiveis

GL(n)(t) x Gr(n,R*) — Gr(n,R*)
(X(t), A(t)) —  A()X ()

Definigao 6.1.2. O endomorfismo fundamental de um referencial “fanning” A(t)
em um dado tempo ty é a transformacdo linear de R*™ em R?*", definida pelas

equUacoes

F(to)A(t)) = O,

Podemos definir o endormorfismo fundamental F(t) em ¢ de forma intrinseca:
Definig¢ao 6.1.3. Dada uma curva “fanning” £(t), o endomorfismo fundamental
F(t) em t é dado por

F: R — R

2n
onde T € a projecio canénica de R*™ sobre %

Se a curva ((t) é gerada por um referencial “fanning” A(t), entdo a matriz de

seu endormorfismo fundamental na base canonica do R?" é

F(t) = (A(t) ' At) ) ( g é ) (A(t) ‘ At) )1.

Note que a definicao do endomorfismo fundamental depende apenas da curva
((t), e ndao do referencial “fanning” A(t), utilizado para representé-la, o mesmo

vale para suas derivadas.
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Proposicao 6.1.3. Seja A(t) um referencial “fanning”. Seu endomorfismo fun-

damental F(t) satisfaz as sequintes propriedades:

1. Se X(t) € uma curva suave de matrizes invertiveis n X n, o endomorfismo
fundamental de A(t)X (t) é de novo F(t).

2. Se'T € uma transformacao linear invertivel de R*™ em R?", o endomorfismo
fundamental de TA(t) é TF(t)T .

3. O endormorfismo fundamental da curva reparametrizada A(s(t)) é

F(s(t))(s()7"

Demonstracao. Vamos mostrar em cada caso, que o endomorfismo fundamental

satisfaz as duas equagoes que o definem:

L F)(A0)X(1) = (F)A()X () = O

PO (X)) = POUOXE +AOL(0)
— (FUAW)X () + (F(OAD)K()
— AW)X(D).
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d
Notagao: Perceba que estamos usando f’(s(t)) ou P f(s(t)) para indicar a
s

derivada de alguma funcao f com respeito a variavel s.

Proposicao 6.1.4. Seja F(t) o endomorfismo fundamental de um referencial
“fanning” A(t). Para cada valor de t a derivada F(t) é uma reflexdo cujo au-

toespaco associado ao autovalor —1 é gerado pelas colunas de A(t).

Demonstragao. Sabemos que F(t) satisfaz

F()Alt) = Oe
F(HA®M) = At

1. Derivando a primeira equagao temos

F(1)A(t) + F()A() = 0 = F(t)A(t) = —F(t)A(t).

Usando a segunda equacao, vem

Segue que —1 é um autovalor de F(t) e o espaco gerado pelas colunas de
A(t), (1), estd contido no autoespago associado ao autovalor —1. Como
A(t) é invertivel, suas n colunas sdo linearmente independentes, donde a
dimensao do autoespaco em questao é, no minimo, igual a n. Considerando
F(t) restrito a £(t), o autoespago associado ao autovalor —1 é, de fato, o

espago gerado pelas colunas de A(t).

2. Agora, derivando a segunda equagao temos

F(t)A(t) + F(t)A(t) = A(t).
Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por F(t), obtemos
(F()*A(t) + F()F () A(t) = F(t) A1),
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que implica em

Mas, como vimos acima, F(t) restrito a £(t) é menos a identidade:
F(H)A(t) = —A(t) = F(t) = -1,

logo, F(t)F(t) = —F(t). Assim, nossa equacio fica

(F()2A(t) = F(t)A(t) + F(t)A(t),

que nada mais é do que

(B(1)2A(r) = & (F()A().

Usando a segunda equacao, temos
(F()2A(t) = A(t).

De (1), j4 sabfamos que F(t)A(t) = —A(t), isto é (F(t))2A(t) = A(t).

Portanto, (F(t))? = I, para todo t.
[

A curva de reflexées F(t) e a curva de projecoes P(t), assim como F(t), de-

pendem apenas da curva na grassmanniana.

Definigao 6.1.4. Seja ((t) uma curva “fanning” na grassmanniana e seja F(t)

seu endomorfismo fundamental. A aplicacdo que leva t ao nicleo da proje¢ao

¢ chamada curva horizontal de £(t) e serd denotada por h(t).
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Note que o niicleo de P(t) esté contido no autoespaco de F(t), associado ao

autovalor 1. Como £(t) é o autoespago de F(t), associado a —1, segue que h(t) é

um subespago transversal a ((t).

Proposicao 6.1.5. Seja ((t) uma curva “fanning” na grassmanniana e seja h(t)

sua curva horizontal. Se T € uma transformacao linear invertivel do R®*™ em R?",

a curva horizontal de TL(t) € Th(t).

Demonstragao. Associada a curva dada, ¢(t), temos o endormorfismo fundamen-

I-F(t)

tal F(t) e a projegao P(t) = . Provamos que o endomorfismo fundamen-

tal de T¢(t) é TF(¢t)T!, assim a projecao correspondente é

I-TF)T!
+ = TP(t)T .

Agora, vejamos que Th(t) estd no nicleo desta projegao,
TP(t)T *(Th(t)) = TP(t)(T'T)h(t) = TP(t)h(t)) = O
e o resultado segue. ]

Proposigao 6.1.6. Seja ((t) uma curva “fanning” na grassmanniana Gr(n, R*")
e seja h(t) sua curva horizontal. Se P(t) denota a projecao sobre ((t) (isto é
P(t)0(t) = £(t)) com niicleo h(t) (ou seja, P(t)h(t) = O), entdo P(t) leva h(t)

isomorficamente em ((t).

Demonstragao. Como P(t) é projecao temos
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Agora, I — P(t) é a projegao paralela a ¢(t), sobre h(t). Assim,
P(1)(U(t)) = P()(P(X)(((1)) = (P(O)P())L(t) = (L - P(t)P(1))e(t)
P(t)(((t) = (I - P())(P(1)e(t))

implica que P(t)((t) esta contido em h(t).
Por outro lado,

P(t)(h(t)) = P(t)I — P(t))(h(t)) = P(OP(t)A(t)

implica que P(t)h(t) esté contido em £(t).

Para mostrar que P(t) : £(t) — h(t) é isomorfismo, calculamos primeiro

(1) = % (I _QF(”> _ —@.

Pela demonstragao da Proposi¢ao 6.1.4, se A(t) é um referencial “fanning”

que gera £(t), entao

F()AL) = —A{t) e
F(t)A®M) = A(t)—F()A®),

Derivando a primeira equacao, temos
F(t)A(t) + F(t)At) = —A(t).

1
Agora, usamos a segunda equacao e multiplicamos ambos os lados por et

dai

—%F(t)A(t) - %A(t) + %F(t)/((t) = %A(t%

P(1)A(t) = At) — %F(t)A(t).

Note que as colunas de F(t).A(t) sio combinacoes lineares das colunas de A(t),

pois F(t)A(t) = A(t)—F(t).A(t); além disso, sabemos que a matriz (A(t) ‘ A(t) )

é invertivel. Assim, P(¢).A(t) tem posto n e, portanto, gera h(t). O
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Tendo provado o isomorfismo acima, mais do que transversais, sabemos agora
que dim h(t) = dim £(t) = n, portanto temos R** = {(t) ® h(t).

Se derivamos P(t).A(t) = A(t), obtemos P(t)A(t) = (I — P(t)).A(t). Logo,
notamos que P(t).A(t) é a projecio de A(t) no subespaco horizontal h(t).

Definicao 6.1.5. A derivada horizontal de um referencial “fanning” A(t) € uma

curva de referenciais definida por

H(t) = (1 P(1) A1) = P()A() = A(1) — SF(0)A() = — B A().

Proposigao 6.1.7. Seja ((t) uma curva “fanning” na grassmanniana. Se Ay (t)
é um referencial “fanning” que gera ((t) e satisfaz Ay (tg) = O, entdo as colunas

de A, (to) geram o subespago horizontal de ((t) em t = t,.

Demonstragao. A prova segue diretamente da defini¢ao anterior. Como H(tg) =
. 1 . . .

Ay (to) — §F(t)At0 (to) e A(to) = O, entao H(ty) = Ay (to), o que implica que

Ay, (to) gera o subespaco horizontal de £(t) em t = tq, h(to). O

Proposigao 6.1.8. A derivada horizontal H(t) de um referencial “fanning” A(t)

satisfaz as sequintes propriedades:

1. se X(t) € uma curva suave de matrizes invertiveis n X n, a derivada hori-
zontal de A(t)X(t) é H(t)X(t),

2. se T é uma tranformacao linear invertivel de R*, a derivada horizontal de

TA(t) é TH(t),
3. a derivada horizontal da curva reparametrizada A(s(t)) é

H(s(t))5(t) — %A(S(t))(é(t))lé(t)‘

Demonstragao. 1. Sabemos que o endomorfismo fundamental de A(¢)X () é
F(t), logo, a derivada horizontal de A(t)X (t) é
1. 1.
S FOAOX0) = (-5F0AD ) X0 = HOXO)
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2. Sabemos que o endomorfismo fundamental de T.A(t) é TF(¢)T™!, entao a
derivada horizontal de T.A(t) é

1 d2 . B 1 . 1
—5 7 (TFOT)(TA®) = —TFOT (TA(®)

_ —%TF(t)A(t) = TH(t).

3. Sabemos que o endormorfismo fundamental de A(s(t)) é F(s(t))(5(t))",

entao a derivada horizontal da curva reparametrizada A(s(t)) é —(A(s(t)))—

dt
SR(())(3(0)) " T (A(s(1)) =

= AR ~ FFOIGE) (A0 + L AL)0)
= A(s(t)s(t) — %F(s(t))An(S(t))(é(t)) _ %F(S(t))/v(s(t))(S(t))—ljg'(t)

= sy - §F<s<t>>A"<s<t>>] 3() — SA(()(3(0)5(0)
= H(s()3(0) — SAG()(3(0) " 5(1)
]

Proposicao 6.1.9. Seja ((t) uma curva “fanning” com endomorfismo funda-

mental F(t). Se [A, Bl € o anticomutador AB + BA, entdo

:F(t),F(t):Jr - 0,
'F(t),ﬁ(t)'+ o)
:F(t),]?‘(t):Jr ~ oL

Demonstragao. Para provarmos a primeira identidade, observemos que [F(t), F(t)} =
+

F(t)F'(t) + F'(t)F(t). Como F?(t) = O, calculando a derivada, temos
d : .
L EWE®D) =0 = FOF®) + 00,
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donde [F(t),F(t)] =0.
+
Analogamente, a segunda identidade decorre de calcularmos a derivada de
(F()? =1, que ¢
%(F(t)F(t)) =0=Ft)Ft)+F{t)F(t) =0.
Logo, [F@),F(t)] ~0
+
Para obtermos a terceira identidade utilizaremos a derivada horizontal.

Seja A(t) um referencial “fanning” que gera a curva ¢(t). Calculamos

[F(t), F(t)] Alt) = FOF@®)A(M) +FF()A() = FO)F(t)A®)
= F()(-2H(t)) = F(t)(—ZA(t) + F(t)/((t)) = —2A(t).

P, B0)| H(t) = FOFOHW) + FOF@OH

Agora, F(t)F(t) = —2F(t)P(t), pois F(t)P(t) = —%F(t)ﬁ‘(t). Além disso,

H(t) = (I—P(t)).A(t) pertence ao subespaco n-dimensional A(t), logo

F(t)F(t)H(t) = —2F(t)P(t)H(t) = O,

ja que P(t) leva h(t) em £(t) que é nicleo de F.

Por outro lado, temos

[F(t), ]'F"(t)} AWM = 24
[F(t),ﬁ(t)LH(t) — M),
concluimos que [F(t), F(t)} L= —21I, como querfamos. ]
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6.2 Relacionando a Curvatura com a Derivada

Schwarziana

Observemos agora como a curvatura para curvas “fanning” se relaciona com a ja

conhecida derivada schwarziana.

Definigao 6.2.1. Sejam ((t) uma curva “fanning” na grassmanniana Gr(n, R*"),
F(t) seu endomorfismo fundamental e h(t) sua curva horizontal. O endomorfismo
de Jacobi de ((t) é K(t) = % Alternativamente, se P(t) = w éa
projecio sobre ((t) com nicleo h(t), entio K(t) = (P(t))2.

O endomorfismo de Jacobi mede como a curva horizontal se move com respeito
a l(t). Se A(t) é um referencial “fanning” que gera £(t) e H(t) é sua derivada
horizontal, como P(¢)H(t) = O, temos

Teorema 6.2.1. Sejam ((t) uma curva “fanning” em Gr(n,R®") e h(t) sua curva
horizontal. O endomorfismo de Jacobi K(t) de £(t) satisfaz as sequintes pro-

priedades:

1. para cada t, o endomorfismo K(t) preserva a decomposicio R* = ((t) @
h(t),

2. se T € uma transformacao linear invertivel do R** em R*", o endormorfismo
de Jacobi de TU(t) ¢ TK(t)T ™,

3. se s éum difeomorfismo da reta real, o endormorfismo de £(t) ¢ K(s(t))s(t)+

1
—{s(t),t}I, onde {s(t),t} € a schwarziana de s(t) com respeito a t.
2
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Demonstragao. 1. Note que £(t) e h(t) sao K(t)-invariantes:
K(t)(0(t) = (P()2(¢(t)) = P(t)h(t) que pertence a £(t);
K(t)(h(t)) = (P(t)?(h(t)) = P(t){(t) que pertence a h(t).
2. O endomorfismo fundamental de T¢(t) é TF(¢t)T~!, logo o endomorfismo
de Jacobi de TY(t) é dado por
T TE@T 2
R W R e

_ — =TK((#)T .
4 4 4 (*)

3. Sabemos que o endomorfismo fundamental de £(t) é F(s(t))(5(¢)) . Fagamos
r(t) = (s(t))—1 para simplificar a nota¢ao nas contas e calculemos a derivada
de segunda ordem de F(s(t))(s(t))':

F(s(1))3(1) + F(D)3(0)#() + F(s(0))(1).
Elevando ao quadrado a expressao obtida, vem
(B (s(1))3(0) 2" (s(6))8(0) (B (£)3(0) () + F (1) (1)) + (B (1) (1) (1)) +
F2R(1)8(0)HEF (s(0)F() + (F(s(0))#(1))? =
= (F(s(0))*(8(0))” + 2F" (s(0) (1) (3(6) (1) + 2B (s(6))F (s(£))8()(0)) +
: )

+I(3(£)2 (7 (1)) + 2(F () F (s(t) () (1) ()
+

(s(t)
= (F"(s(1)))*(5()* + [(s(t))* ("(1))* — 25(t)7F(1)].

Agora se reescrevermos [(5(t))2(7(¢))? — 25(t)7(¢)] usando



teremos

~—
|
[\

= 25(t)(3(8)) " = 3(3(1)*(3(t)
Portanto, 2{s(t),t} = [(5(¢))*(7(t))? — 25(¢)#(t)]. Agora, multiplicando por
1/4 a expressao X
(B (s(£)))*(3())° + 5 {s(6), 11,
concluimos que o endomorfismo de Jacobi de ¢(s(t)) é dado por
K(s(0)(3(0))? + 3 {s(0), 1.
[

Se A(t) é um referencial “fanning”, para cada t, A(t) e A(t) geram o R>*,

portanto temos a seguinte equacao diferencial

A(t) + A R(t) + At)S(t) = O,

onde R(t) e S(t) sao curvas de matrizes n X n. Agora temos
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Definigao 6.2.2. A funcao

LA, 1) = 28(t) — %RQ(t) _ R

¢ a schwarziana de A(t).

Teorema 6.2.2. A schwarziana de um referencial “fanning” A(t) é caracterizada

pela equacao

K(0A() = SA0LA®), 1)

Demonstragio. Se R(t) e S(t) sdo curvas de matrizes n x n definidas por A(t) +
A)R(t) + A(t)S(t) = O, a derivada horizontal de A(t) é dada por

1

H(t) = A(t) = SFO(-A®R(L) - A1)S(1))
= A(t) + %F(t)A(t)R(t) + %F(t)A(t)S(t))

= () + JAWR().

Derivando esta expressao, temos

H(t)

Alt) + %A(t)R(t) + %A(t)R(t)
A) (=500 + 30)) = SAOR() - JAOR) + AO R

A(t) (—S(t) FIR) 4 %R(t)) 3 (A(t) " %A(t)R(t)) R(1)

—%A(t) (25@) _ %R%) — R(t)) — %H(t)R(t)
—SAMAW), 1~ SHOR()
—%A(t){A(t), t} — %H(t)R(t)

Multiplicando ambos os lados da identidade acima por —R(t), teremos, entao

1

RUYH(D) = SAMA(), 1) + %R(t)H(t)R(t) _ %A(t){A(t),t}.
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Como —R(t)H(t) = K(t).A(t), o resultado segue. O

Corolario 6.2.1. Se A(t) € um referencial “fanning” e H(t) é sua derivada

horizontal, a matriz para o endomorfismo de Jacobi K(t) de A(t) na base de R*"

formada pelas colunas de < A(t) ‘ H(t) ) é

E NI
o tAnY

Demonstragao. Sabemos que K(t).A(t) = %A(t){fl(t), t} + H(t)O. Calculamos

K(tH(t) = <P(t>1>2H<t>:P<t>K<t
= Pt);AM{A®).1} =

~—

A(t)
H(E{A(®) 1}

DN | —

e o resultado segue. O

Corolario 6.2.2. A schwarziana de um referencial “fanning” A(t) satisfaz as

sequintes propriedades:

1. seT é uma transformagcao linear invertivel de R** em R*", entao {TA(t),t} =

{A(®), 1},

2. se X(t) € uma curva de matrizes invertiveis n x n, entao {A(t)X(t),t} =

XTHO{A(), 11X (1),

3. ses éum difeomorfismo da reta real, entao {A(s(t)),t} = {A(s(t)), s}s*(t)+

{s(t), 131,

. se o referencial “fanning” € da forma
g



entao

(AW, 1) = S (0)E(0)) — S (VT ()71

Demonstracao. 1. Sabemos que
1
K(t)A(t) = SA{A®), 1}

Por outro lado, temos

TK ()T "TA(#) %TA(t){TA(t),t}

TK(H)A() = %TA(t){A(t),t}
Logo, {TA(t),t} = {A(t),t}.

2. Calculamos

(K()A@®)X(t) = (%A(t){fl(t% t})X(t)

SAMTAW), X (1) = JADXOLAWDX (1), 1)
Isto implica que
XOFA@)X(), 1} = {A(t), 11X (1),
donde o resultado segue

{AB)X(#), 1} = X A1), 11X (1)

3. Decorre da seguinte igualdade

SAGONAGH). 1) =

= (K602 + s0.01)

= K(s(1))A(s(t))(5(1))* + %{S(t), tHLA(s(t))

= %A(S(t)){fl(é’(t))’ s(t)}(5(1)" + %{S(t%t}A(S(i))

= %A(S(t)) ({Als(1), s()}(5(t)* + {s(t),£}T) .
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4. Como

—M(t)R(t) = Mi(t).

Portanto, R(t) = —(M~'(t)M(t)).

Agora, basta usar a defini¢ao de schwarziana do referencial “fanning” A(t)
e obter
d

LA, 1} = SO (0)T(0) — S (01 (1) ()"

O

Corolédrio 6.2.3. Sejam A, B, C, D, matrizes n x n e M(t) uma curva suave
de matrizes n x n, tal que sua derivada M (t) nunca € singular. Se (A+FM(t)) é
invertivel para todos os valores de t em algum intervalo e se Sy(M) denota a matriz
schwarziana de M(t), entdo a matriz schwarziana de (C'+ DM (t))(A+BM(t))~*
neste intervalo é (A + BM (t))S;(M)(A+ BM(t))™".

Demonstragao. Pelo item 4 do coroldrio anterior, a matriz schwarziana de (C +

DM(t))(A+ BM(t))™! é a schwarziana do referencial “fanning”
I
A(t) - )
(C+ DM (t))(A+ BM(t))™*
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que pode ser escrito como

[ A+ BM(t) ., (A B I B
Alt) = < C b ) (A+BM(t)™" = ( . ) ( e ) (A+BM(t)) ™.

Aplicando o item 1 do Corolario 6.2.2 ao primeiro produto, temos que a

schwarziana de A(t) ¢ igual a schwarziana de

1 -1
( e ) (A+ BM(t)™".

Agora, usando o item 2 do mesmo corolario, segue que a schwarziana de A(t), e
portanto a schwarziana de (C'+ DM (t))(A+ BM(t))™* é

(A+ BM(1)Si(M)(A+ BM(1)™,

como queriamos.

6.3 Referencial Normal

Sabemos que se uma curva “fanning” /(t) na grassmanniana é gerada pelas col-
unas de um referencial A(t), entdo também é gerada por todos os referenciais da
forma A(t) X (t), onde X (¢) ¢ uma curva suave de matrizes n x n invertiveis. Uma
vez que {A()X (t),t} = X1 (#){A(t),t} X (t), as schwarzianas de quaisquer dois
referenciais para ¢(t) sdo conjugados em cada ponto. Assim, grandezas como o
traco da schwarziana e suas poténcias dependerao apenas da curva “fanning” na
grassmanniana e sao, portanto, invariantes sob a acao do grupo linear no espago
das curvas “fanning”. No entanto, para termos um entendimento mais profundo
sobre a geometria das curvas “fanning” na grassmanniana, devemos introduzir

uma nova classe de referenciais, melhor adaptados a elas.

113



Definicao 6.3.1. Um referencial “fanning” A(t) é dito normal se as colunas de
sua sequnda derivada A(t) sdo combinagées lineares das colunas de A(t), para

todo t.

Proposigao 6.3.1. Se ((t) € uma curva “fanning” de subespagos n-dimensionais
de R?", entdo ewiste um referencial normal que gera esta curva. Além disso, se

A(t) e B(t) sao dois referenciais normais que geram ((t), existe uma matriznxn,
fiza, invertivel, X, tal que B(t) = A(t)X.

Demonstragao. Seja A(t) um referencial “fanning” que geral £(t) e sejam R(t) e

S(t) curvas de matrizes n x n definida pela equagao
A(t) + A()R(t) + A(H)S(t) = O.
Se X(t) é a curva de matrizes n x n, solugdo do seguinte problema de valor
inicial
. 1
(1) = ROX(W,  X(0) =T,

entao calculando a segunda derivada de A(t) X (¢), temos

AX (1) + 240X (1) + A X (t) =

(
= AMX(t)+ At X(t) + A(t) X ()

= —AMRBX () — ADSOX () + ADREBX () + ADX(?)
= A(X@) - sm1)x).

— AX(0) +24() (;R(t)X(t)) AW ()
)ER(t) (t) A

vemos que A(t) X (t) é um referencial normal. Além disso, como X (¢) é invertivel
para todo t, segue que A(t) X (t) também o é e, portanto, é um referencial “fan-
ning”.

Se A(t) e B(t) sao dois referenciais normais “fanning” que geram a mesma

curva {(t) em Gr(n,R?"), entao existe uma curva de matrizes invertiveis, X (¢),
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n X n, tal que B(t) = A(t) X (). Derivando esta equagao duas vezes, temos
B(t) = A(t) X (t) + 24() X (t) + A(t) X (¢).

Como A(t) é normal, A é combinacao linear das colunas de A(t). Acabamos de
ver que B(t) é normal. Logo, X(t) deve ser identicamente nulo, o que implica

que X (t) é constante. O

6.4 Problema de Equivaléncia

Vimos que se A(t) é um referencial “fanning” entao satisfaz a equacao diferencial

A(t) + A R(t) + A(t)S(t) = O,
onde R(t) e S(t) sdo curvas suaves de matrizes n X n.
Vejamos agora que, se A(t) é um referencial “fanning” normal, a equacao

acima fica

Alt) + A(t)S(t) = O.

Entao, por definicao, temos
{A(t), 1} =25(t).

Portanto, podemos reescrever a equacao diferencial para um referencial “fanning”
normal, na forma

Alt) + AWAW), 1} =0,

chamada de forma normal.

Agora estamos prontos para apresentar uma solucdo para o problema de
equivaléncia: dadas duas curvas “fanning” £(t) e g(t) em Gr(n,R?"), sob quais
condigoes existe uma transformagao linear invertivel T de R*" tal que g(t) =
TU(t)?
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Teorema 6.4.1. Duas curvas “fanning” de subespagos n-dimensionais do R*"
sao congruentes se, e somente se, as schwarzianas de quaisquer dois de seus

referenciais normais sao conjugadas por uma matriz invertivel, n X n, constante.

Demonstracio. Sejam £(t) e 0(t) duas curvas “fanning” equivalentes, geradas
pelas colunas dos referenciais normais A(t) e B(t), respectivamente. Entao, ex-
iste uma transformagao linear invertivel T € R*" tal que T.A(t) e B(t) geram a
mesma curva “fanning”, £(t).

Agora, pela proposicao anterior, existe uma matriz invertivel X tal que TA(t) X

B(t). Como consequéncia do Corolario 6.2.2 temos
(B(1), 1} = X H{TA(1), (X = X {A1), 1} X.

Reciprocamente, se A(t) e B(t) sdo dois referenciais normais cujas schwarzianas
satisfazem

{B(1), t} = XH{A(@), 1} X,

entao o referencial normal A(¢) X gera a mesma curva que A(t) e possue a mesma

schwarziana que B(t). Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade que

{A(t)t} = {B(t),t}.
Agora, seja »
T= ( B(0) ' B(0) ) ( A(0) | A(0) ) .

Entao T.A(t) satisfaz & mesma equagao diferencial de segunda ordem que B(t),

com as mesmas condicoes iniciais

B(t) + %B(t){l’;’(t),t} =0

TA®) + %TA(t){B(t), n-o.

Segue que TA(t) = B(t) e portanto, A(t) é equivalente a B(t). O
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6.5 Curvas em (G, (n,2n),GL(2n))

O primeiro teorema que apresentamos nesta secao caracteriza as curvas “fanning”

cuja schwarziana é zero.

Teorema 6.5.1. As sequintes condigcoes para uma curva “fanning” sdo equiva-

lentes:
1. o endomorfismo de Jacobi de ((t) € zero,
2. a schwarziana de qualquer curva de referenciais que gere ((t) € zero,

3. qualquer referencial normal que gere ((t) € uma reta no espago de referen-

c1a1s,
4. a curva horizontal de ((t) é constante.

Demonstracao. Seja A(t) um referencial “fanning” que gera ((t). Entao, sabemos
que

K(0A() = SAOLAW), 1)

Logo,
K(t) =0 & {A(t),t} = O,

isto é (1) é equivalente a (2).

Para provar que (2) implica (3), observemos que se A(t) é normal, entao
. 1
A(t) = SAR{AR), 1}

Logo, se {A(t),t} = O, entdo A(t) = A(0) + tA(0) é uma reta no espaco dos
referenciais. Agora, a derivada horizontal de A(t) = A(0) 4+ tA(0) é A(0), donde
(3) implica (4).
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Finalmente, para mostrar que (4) implica (2), note que se h(t) ¢ constante, a
derivada horizontal de qualquer referencial “fanning” A(¢) cujas colunas geram

((t) é da forma

para alguma curva X (t) de matrizes invertiveis n x n.

Assim, temos

o que implica que
O = —K()A(t) —%A(t){A(t),t}.
Logo, {A(t),t} = O. O

Corolario 6.5.1. Seja M(t) wma curva suave de matrizes n x n tal que M (t)
¢ invertivel para todos os valores de t. A matriz schwarziana de M(t) € identi-
camente nula se, e somente se, existem matrizes A, B, C, D tais que M(t) =
(C+tD)(A+tB)™".

Demonstragao. Assumamos primeiro que a schwarziana de M (t) seja zero. Entao,

a schwarziana do referencial “fanning”

Al - ( o )

também é nula e qualquer outro referencial que gere a mesma curva que A(t) terd
schwarziana nula. Em particular, para o referencial normal B(t) = A(t)X (),
temos {B(t),t} = O. Pelo teorema anterior segue que B(t) = B(0) + tB(0).

Se escrevermos



entao

( I ):<A+tB)X_1(t).
M (t) C+1tD

Segue que X (t) = (A+tB) e M(t) = (C +tD)(A+tB)™".
]

Vamos agora caracterizar curvas “fanning” da forma ¢(¢) = exp(tX)(. Lem-

bramos que a exponencial de uma matriz tA, com ¢t € R é uma matriz definida

o
1
por exp(tA) = Z EtkAk e satisfaz as seguintes propriedades:
k=0

1. exp(O) = I,onde O é a matriz quadrada nula,
2. Aexp(tA) = exp(tA)A,

3. exp(tA)exp(tB) = exp[t(A + B)|, se AB = BA,
4. exp(tA)exp(sA) = exp[(t + s)A],

5. exp ' (tA) = exp(—tA),

6. exp(BAB)™' = Blexp(A)|B™,

7. detexp(A) = exp(tr A),

8. o conjunto {exp(tA) : t € R} com o produto de matrizes é um grupo

abeliano,
algumas das quais utilizaremos.

Definigao 6.5.1. Uma curva “fanning” €(t) na grassmanniana Gr(n,R*") é dita
paralela se a schwarziana de um referencial normal que a gera é constante. E dita
fracamente paralela se sempre que A(t) for um referencial normal gerando ((t),

existirem matrizes n x n, X eY tais que {A(t),t} = exp(—tY) X exp(tY).
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Lema 6.5.1. Um referencial “fanning” A(t) satisfaz uma equagao diferencial de

sequnda ordem a coeficientes constantes

At)+ A(t)R+ A(t)S = O,

onde R e S sdo matrizes n X n, se, e somente se € da forma A(t) = exp(tX).A(0)

para alguma transformacao linear X do R?" em R*", tal que a matriz 2n x 2n

( A(0) ‘ XA(0) )

¢ invertivel.

Demonstragao. Seja A(t) = exp(tX).A(0) para alguma X satisfazendo as hipéteses

do lema. Entao, como A(0) e X.A(0) geram o R?, existem matrizes n x n, Re S

tais que
X?A(0) + XA(0)R + A(0)S = O.
Agora,
Alt) = exp(tX)X.A(0),
A(t) = exp(tX)X2A(0),
entao,

A(t) + A(t)R + A(t)S = exp(tX)X2A(0) + exp(tX)XA(0)R + exp(tX).A(0)S

A(t) + AR + A(t)S = exp(tX) [X2A(0) + XA(0)R + A(0)S] = 0.

Por outro lado, suponhamos que A(t) satisfaga

Alt)+ AR+ At)S = O.

Podemos escrever esta equacao como
( At ‘ A(t) ) = ( A(t) ' — A(t)S — A(H)R )

120



que é equivalente a

Logo, A(t) = exp(tX)(0), onde
X = (A(O) ‘ A(O)) ( ? :Z) (A(O) ‘ A(0) )_1.

Teorema 6.5.2. Uma curva “fanning” em Gr(n,R?") ¢ fracamente paralela se,
e somente se, é da forma ((t) = exp(tX)l(0), onde X é uma transformacdo linear
do R?™ em R*", tal que X{(0) € transversal a £(0).

Demonstracao. Seja ((t) fracamente paralela e seja A(t) um referencial normal

que gera {(t). Entao, sabemos que existem X e Y, matrizes n x n tais que

A(t) + %A(t) exp(—tY)X exp(tY) = O,

pois A(t) satisfaz
A(t) + %A(t){A(t), th=0.

Agora, se B(t) = A(t) exp(—tY'), temos

Segue que

[B(t) + B(t)(2Y) + B(t) <Y2 + %X)} exp(tY) =
= {A(t) exp(—tY) — A(t) exp(—tY)Y — A(t) exp(—tY)Y + Aexp(—tY)Y >+
+2A(t) exp(—tY)Y — 2A(t) exp(—tY )Y+
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+A(t) exp(—tY)Y? + %A(t) exp(—tY)X} exp(tY)

= A(t) + %A(t) exp(—tY)X exp(tY) =0

Portanto,

Bm+6@@m+3@(W+%X>—a

Pelo lema anterior temos que B(t) = exp(tX)B(0), o que implica em ¢(t) =
exp(tX){(0) para alguma X : R? — R? linear.

Assumamos agora que £(t) = exp(tX)£(0) e seja A(0) uma matriz 2n x 2n
cujas colunas geram o subespago £(0). Pelo lema anterior A(t) = exp(tX).A4(0)

satisfaz

At) + AR+ A(t)S = O

para um par de matrizes R, S. Logo, pela definicao de derivada schwarziana,
1

{A(t),t} =25 — §R2.

Isto é, a schwarziana de A(t) é uma matriz constante, encontrada acima, a
qual chamaremos simplesmente X.

Agora, A(t)exp tg) = exp(tX).A(0) exp <t§) ¢ um referencial normal
para £(0). De fato, se calculamos a primeira e segunda derivadas, temos respec-

tivamente

A(t) exp <t§) + A(t)g exp (t%) e
A(t) exp (t§> + 2A(t)§ exp <t§) -+ .A(t)RI2 exp <t§> .

Observe que podemos escrever a segunda derivada como

. . R2 R
(A(t) + A(t)R + A(t)Z) exp (tg) :
onde A(t) + A(t)R = —A(t)S. Isto é, a segunda derivada pode ser expressa como

R
combinagao linear das colunas de A(t) exp (t§>
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R, . :
Como exp(ta) ¢ uma curva de matrizes n x n, sabemos que a schwarziana do

referencial normal é

R R R R
exp(—t—){A(t), t} exp(t) = exp(—t-) X exp(t).
2 2 2 2
Portanto, £(t) é fracamente paralela. O

Lembramos que um subgrupo a um-parametro de um grupo GG é um homo-

morfismo continuo do grupo aditivo dos reais para o grupo G.

)

Coroldrio 6.5.2. Se A(t) € qualquer referencial gerando uma curva “fanning’
0(t) que é a projecao de um subgrupo a um-parametro de GL(2n) na grassman-

niana Gr(n,R*"), entdo a schwarziana de A(t) satisfaz a equacdo de Lax

d
onde Y (t) € uma curva suave de matrizes n X n.

Demonstragao. Como £(t) é fracamente paralela, a schwarziana de um referencial
normal B(t) que a gere é da forma exp(—tY )X exp(tY) para matrizes n x n, X,

Y. Portanto, temos a equacao

d
S B(@), 1} = [{B(),t}Y].

Se A(t) = B(t)X(t) é qualquer outro referencial gerando ¢(t), temos

d d _
AWMt} = X O{B(), X (¢) =

XU X (O{AR), 1} + X_l(t)%{l?(t), X (8) + {A®), 11X ()X (2) =
= — XU OXO{A®), 1} + X [{B(0), }] X (1) + {A®), X (8)X (1) =

= [{A®),t}, X 1Y X (1) + X L)X (1)] .
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Teorema 6.5.3. Uma curva “fanning” em Gr(n,R*") ¢ paralela se, e somente
se, € da forma ((t) = exp(tX){(0), onde X é uma transformacao linear de R*"
em R*™ tal que X4(0) € transversal a £(0) e X2(0) C £(0).

Demonstragao. Se ((t) é paralela e A(t) é um referencial normal cujas colunas
geram /(t), entdo a schwarziana de A(t) é constante, por definigdo. Logo, A(t)

satisfaz

A(t) + At)S = 0.

Pelo Lema 6.5.1, A(t) = exp(tX).A(0), onde

X:(A@’N®><?_j)(A@’N®>f

Note que XA(0) = A(0) e X2A(0) = —A(0)S. Portanto, £(t) = exp(tX){(0),
£(0) ¢ transversal a X£(0) e X2£(0) C £(0).

Por outro lado, seja £(t) = exp(tX)¢(0), para alguma X : R** — R?*". Seja
A(0) uma matriz 2n x n que gera £(0). Como X2/(0) C £(0), entao temos

A(t) = exp(tX)X2A4(0),

donde A(t) = exp(tX).A(0) é normal.
Além disso, como X.A(0) é transversal a A(0), pelo Lema 6.5.1 A(t) satisfaz

a equacao diferencial de segunda ordem a coeficientes constantes

At) + AR+ A(t)S =0
e portanto, a schwarziana de A(t) é constante. ]

Proposicao 6.5.1. O endomorfismo de Jacobi de um curva “fanning” ((t) na
grassmanniana € zero se, e somente se, é da forma ((t) = exp(tX)¢(0) com X
uma transformacao linear do R*" em R*", tal que X{(0) € transversal a £(0) e

X2 ¢ zero.
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Demonstracao. Seja ((t) = exp(tX£(0) com X satisfazendo as hipéteses do enun-

ciado e A(0) uma matriz 2n X n cujas colunas geram £(0), entao
A(t) = exp(tX).A(0)
é um referencial normal cujas colunas geram £(t) e que satisfaz
A(t) = exp(tX)X2A(0) = O.

Logo, A(t){A(t),t} = O, o que implica em {A(t),t} = O. Pelo Teorema
6.5.1, K(t) = O.

Se, por outro lado, A(t) é um referencial normal cujas colunas geram uma
curva “fanning” ¢(t) cujo endomorfismo de Jacobi K(t) é identicamente nulo,

entao pelo Teorema 6.5.1,
A(t) = A(0) + tA(0).

Agora, se X : R?" — R?" é qualquer tranformacao linear tal que X.A(0) = A(0)

e X% = O, entao
A(t) = exp(tX).A(0) e ((t) =exp(tX)l(0),

como queriamos. ]
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