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RESUMO

O objetivo principal da dissertacao é realizar um estudo sobre estimativas de
n-larguras de conjuntos de fungoes suaves sobre a esfera unitaria d-dimensional real. Esses
conjuntos sao gerados por operadores multiplicadores. Outro objetivo é desenvolver um texto
em portugués sobre as n-larguras mais importantes, suas propriedades e suas relagoes. Este

objetivo é realizado no primeiro capitulo.

No segundo capitulo é realizado um estudo rapido e com poucas demonstracoes

sobre Andlise Harmonica na esfera d-dimensional real.

No terceiro capitulo sao estudadas estimativas de médias de Levy para uma classe
de normas especiais e em seguida esses resultados sao aplicados no estudo de estimativas
inferiores para as n-larguras de Kolmogorov e Gel’fand e superiores para a de Kolmogorov,

para operadores multiplicadores gerais.

No quarto e ultimo capitulo sao estudadas estimativas para n-larguras de conjun-
tos de fungoes suaves, finitamente e infinitamente diferencidveis sobre a esfera. Varias dessas
estimativas sao assintoticamente exatas em termos de ordem e as constantes que determinam

a ordem dessas estimativas sao determinadas explicitamente.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to study estimates of n-widths of sets of smooth
functions on the d-dimensional real unitary sphere. These sets are generated by multipliers
operator. Another aim is to develop a text in portuguese about the most important n-widths,

your properties and relations. We do this in the first chapter.

In the second chapter, we develop a brief and proof-less study about Harmonic

Analysis on the d-dimensional real unitary sphere.

In the third chapter, the Levy means for a class of special norms are studied and
applied in the study of lower estimates for the Kolmorogov and Gel’fand’s n-widths, and

upper estimates for the Kolmorogov’s, for general multipliers operators.

In the fourth and last chapter, the estimates for the n-widths of sets of smooth
functions, finitely and infinitely differentiables on the sphere are studied. Several of these
estimates are asymptotically exacts in terms of order and the constants that determine the

order of these estimatives are given in a explicit form.
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INTRODUCAO

A teoria de n-larguras foi introduzida por Kolmogorov em 1938. Até 1960, quando
apareceu o primeiro trabalho na direcao de pesquisa abordada nesse trabalho, existiam ape-
nas dois artigos devidos a Rudin e Steehkin. Apds 1960 e até o presente momento pudemos
observar uma explosao de interesse nessa area. Muitos matematicos importantes trabalha-
ram e trabalham nessa area: Chui, Micchelli, Pinkus, Dyn, Tikhomirov, De Vore, Triebel,
Wozniakowski, Traub, Kashin e outros. Existem métodos profundos e eficazes para o calculo
de n-larguras, mas a maioria deles sao dificeis de serem aplicados sobre a esfera. O princi-
pal problema nesse caso é que a analise harmonica na esfera S¢ é muito diferente do caso

comutativo (por exemplo no toro).

A teoria de n-larguras tem grande importancia em Analise Numérica, uma vez
que a mesma possui muitos métodos concretos distintos que necessitam ser classificados
e comparados, nesse sentido a teoria das n-larguras pode ser considerada como uma base
tedrica para a comparacao da eficacia de tais métodos. Vale ressaltar que estimativas timas

de n-larguras podem também fornecer novos métodos numéricos 6timos.

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo sobre n-larguras de ope-
radores multiplicadores de funcoes definidas sobre S¢ utilizando o trabalho de A. Kushpel e
S. A. Tozoni [8].

Um outro objetivo deste trabalho é desenvolver um texto em portugués versando
sobre os conceitos, propriedades e relacoes principais entre as n-larguras, ja que se pode ve-
rificar a inexisténcia de literaturas em portugués focando o assunto. Tal objetivo é cumprido

no primeiro capitulo.



Iniciamos o Capitulo 1 apresentando os conceitos basicos referentes as n-larguras
de Kolmogorov, Gel'fand, Linear e de Berstein. Em seguida, fazemos um estudo sobre as
principais propriedades de tais n-larguras e finalmente abordamos algumas relacoes existentes
entre elas. A referéncia principal para este capitulo é o livro de A. Pinkus [14]. Outras

referéncias para o capitulo sao [1], [3], [4], [6], [7] e [18].

No Capitulo 2 fazemos uma revisao rapida e sem muitas demonstragoes de con-
ceitos e resultados sobre Anélise Harmonica na esfera S¢ que necessitaremos nos capitulos
seguintes. As referéncias principais sao [8] e [11], outras referéncias utilizadas sao [2], [10],
[15], [16] e [17].

No Capitulo 3 estudamos estimativas inferiores e superiores para n-larguras de
operadores multiplicadores gerais de LP(S%) em L?(S?), 1 < p,q < oo, demonstradas por
A. Kushpel e S. Tozoni em [8]. A estimativa inferior é demonstrada para as n-larguras de
Kolmogorov e Gel'fand e a superior somente para a de Kolmogorov. Para tanto, iniciamos
o capitulo introduzindo o conceito de Média de Levy de uma norma definida sobre R" e
especificamos as normas com as quais iremos trabalhar . Feito isso, faremos o estudo de
um teorema bastante importante que nos fornece estimativas para as Médias de Levy de
tais normas, o que nos possibilita obter as estimativas para as n-larguras dos operadores

multiplicadores. Além de [8], outras referéncias utilizadas no capitulo sao [5], [9], [12] e [13].

No Capitulo 4, de posse das estimativas gerais obtidas no capitulo anterior, es-
tudamos estimativas para as n-larguras de Kolmogorov de operadores multiplicadores de
LP(S9) em L9(S?) associadas as sequéncias A = {k™7}ren e A® = {7 }ien, 7,7 € R,
v >0, 0 <r < 1, tais sequéncias nos fornecem conjuntos de funcoes suaves, finitamente
e infinitamente diferencidveis em S¢, respectivamente. Varias dessas estimativas sao assin-
toticamente exatas em termos de ordem e sao explicitadas as constantes que determinam a

ordem dessas estimativas.



CAPITULO 1

N-LARGURAS

Nesse capitulo tratamos das n-larguras. Na primeira secao introduzimos os con-
ceitos basicos referentes as n-larguras de Kolmogorov, Linear, de Gel'fand e de Bernstein.
Reservamos a segunda se¢ao para o estudo das propriedades de tais n-larguras bem como das
relagbes existentes entre elas. A referéncia principal para os conceitos e resultados apresen-

tados nesse capitulo é [14]. Outras referéncias utilizadas sao [1], [3], [4], [6], [7] e [18].

1.1 Conceitos Basicos

Notagao 1.1.1. Seja (€2,%,r) um espago de medida, ou seja, 2 é um conjunto nao-vazio,
Y é uma o-élgebra de suconjuntos de Q e v : 3 — [0,00] é uma medida. Se 1 < p < oo,

denotaremos por LP()) o espago vetorial de todas as fungoes mensuraveis f : 2 — C, onde

I, = ([ 176 dy@))% <

Denotaremos por L>®(2) o espaco vetorial formado por todas as fungdes mensurdveis f :
2 — C para as quais existe uma constante C' > 0 tal que |f(z)| < C para ¢.t.p. x € Q. Se

f € L>®(Q), escrevemos
| flloe = Inf{C: |f(x)| < C, q.t.p. x € Q}.

Se f,g € IP(Q),1 <p< e f=yg, qs, fegsao consideradas um mesmo elemento de

LP(€2). Com esta identificacao LP(2) é um espago de Banach com norma || - |[,.



Secao 1.1 . Conceitos Basicos 4

Notagao 1.1.2. Seja X um espaco linear normado com norma || - ||x e X,, um subespaco
n-dimensional de X. Para cada x € X, E(x,X,) denotard a distancia do subespago n-

dimensional X,, ao ponto x definida por
E(z; X,) = inf{ ||z —y|lx:y € X, }.

Se existir y* € X tal que E(z; X,,) = ||z —y*| x, entao diremos que y* é a melhor aproximagao

de r em X,,.

Vamos supor agora que em vez de um unico elemento x, nos é dado um sub-
conjunto A C X. Nessas condigoes a seguinte pergunta se faz necessaria: “Quao bem um
subespaco n-dimensional X,, de X pode aproximar o subconjunto A ?”. A resposta para essa

pergunta encontra-se na definicao abaixo

Definicao 1.1.3. Se X é um espago linear normado, X,, um subespago n-dimensional de X
e A um subconjunto qualquer de X, chamamos de Desvio de A em X,, o ntimero

E(A; X,) = sup{E(z; X,) :x € A} = sup
A

inf ||z — :
sup inf [~ yllx

Yy

O ntmero E(A; X,,) mede quanto o “pior elemento”’de A pode ser aproximado
por X,,. Para o subconjunto A C X dado, nos indagamos o quao bem podemos aproxima-lo
por um subespago n-dimensional de X e para tal objetivo consideramos a possibilidade de
permitir que os subespagos n-dimensionais X,, variem dentro de X. Essa idéia foi apresentada

primeiramente por Kolmogorov em 1936 e sera nosso principal objeto de estudo ao longo desse

capitulo.

Definigao 1.1.4. Seja X um espaco linear normado e A C X. A n-largura de Kolmogorov
de A em X é dada por

d,(A) = d,(A; X) = inf{E(A;X,): X, éum subespago n-dimensional de X}

= inf s inf ||z — .
inf sup ylexn” yllx

Alguns autores preferem a expressao “n-diametro”’no lugar de “n-largura”, nés no
entanto usaremos o tltimo termo ao longo desse trabalho.

Uma vez definida d,(A; X), dizemos que um subespago n-dimensional X, C X é
um subespago 6timo para d,,(A; X) se tivermos d,(A4; X) = E(A; X,,). Geralmente ¢ muito
dificil, na verdade quase impossivel, obtermos um subespago étimo para d,,(A; X) para todos

os subconjuntos A C X, uma vez que muito esforco é necessario na obtencao para escolhas



Secao 1.1 . Conceitos Basicos 5t

especificas de A e X. Nosso objetivo nesse sentido é analisar as escolhas de A e X de modo
que d,(A; X) e X,, possam ser encontrados ou pelo menos caracterizados.

Para isso é de extrema importancia determinarmos o comportamento assintético
de d,,(A; X) quando fazemos n T oo, ja que um subespago 6timo X,, em geral pode nao ser
obtido explicitamente, ou em caso positivo, o esforco computacional envolvido em sua de-
terminacao pode ser demasiadamente inviavel. Em muitos casos, subespacos n-dimensionais
bastante simples podem aproximar A de forma assintética 6tima (isto é, fazendo n T o).
Nesse sentido, a n-largura nos diz o quao bem um subespaco n-dimensional dado pode apro-

ximar A assintoticamente. O teorema que veremos adiante ilustrarda melhor esse fato.

Definigao 1.1.5. Seja L? = L?[0,27], o espaco usual das funcoes com quadrado integravel

R
1= (55 [ lrop az)

Para cada inteiro positivo r dado, Wy) denotara o espago de Sobolev das fungoes reais 27-

em [0, 2], munido da norma

periddicas, r vezes diferencidveis, cuja (r — 1)-derivada é absolutamente continua e f € L2,

Ou seja
WQ(T) = {f : f"Y ¢ absolutamente continua, f™ e L2 f&(0) = f@2r),i=1,...,r — 1}.
Notagao 1.1.6. A bola unitéria fechada e de centro na origem de vaz(r) serd denotada por
By ={f: feW | fD, <1}

Teorema 1.1.7. Temos que do(BS”; L?) = o0, enquanto don_(BS; L?) = don(BY; L?) =

n ", n=1,2, ... Além disso, o espaco dtimo para dgn_l(gér); L?) ( e consequentemente para

don(BS); L?)) €
T,—1 = lin{1, sen(z), cos(x), ..., sen((n — 1)z), cos((n — 1)x)}.
Demonstragao. Temos que

do(BS; L?) = inf sup inf ||f — g]la,
Xo fEB?g.)g 0

onde Xy C L? e dim Xy = 0. Como X = {0}, obtemos

do(BY); L?) = sup ||f —0lla = sup |f]la.
feBy feBy
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Observemos que se f é uma fungdo constante entdao f € W(T) e f =0, donde ||f]], =

0 < 1, e portanto f € B . Assim, toda fungdo constante estd em B ) donde

do(BS);L?) = sup |fllo = oo
feB

Agora, por definigao

B(By3Tos) = sup inf I =tz
feB(T

onde
T,—1 = lin{1, sen(x), cos(x), ..., sen((n — 1))z, cos((n — 1)z)}.

Fixemos f € Eér). Segue das hipdteses que a expansao de f em série de Fourier

f(z) =ao+ Z agcos(kx) + bysen(kx),
k=1

converge uniformemente (ver [4], p. 69). Segue assim (ver [18], p. 14) que

1

||f||2=<§z|ak|2+|bk|2> 170l = (1Z<|ak|2+|bk| >k>

k=1

Do fato de f € B ), obtemos |£™| < 1, ou seja

< ! . (1.1)

(k2 (lanl? + [be[*)R2r)>

oS

L& 2
(5 Z<|ak|2+|bk|2>k2’"> <1 e

k=1

Tomemos agora t € T,,_1, dado por

n—1

t(r) = ao+ Z agcos(kx) + bgsen(kz) .
k=1

Desta forma, temos por (1.1) que

lf=tlle = | Zakcos kx) + brsen(kx)|| = < Z |ax|? + \b;ﬁ)

k=n

w\&

2 0 2 (p]2)3
(Z\ammb \2> o (ol + Ihef?)

(k2 (lanl? + [be[*)R2r)?
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Como k?" é uma sequéncia crescente, o supremo ¢ alcancado obviamente quando escolhemos

(|lan|* + 0n]?) # 0 € a = by =0, Yk # n. Obtemos assim

: ; (lanl* + [ba]*)2 —
Jinf [[f =t <If =t < r =n'.
telna ((lan]? + [bn[*)n")>2

Como f € Eér) foi tomada arbitrariamente, segue que

EB{ T,.,) = sup _inf |f—Ts < n"
feéér) EeTnfl

Desta forma

don1 (B, L?) = inf E(BY, Xs,_1) < EBY,T,_1) < n".

Xon—1

Por outro lado, se X5, ¢ um subespaco 2n-dimensional de L?, temos que

E(Eér),Xgn) = sup{E(z,Xs,):x € Eér)}
sup{E(t, Xa,) : t € B{) N'T,}
EBY NT,, Xa)

AV,

Sup inf |t = gll2,
tET, [[t)]l2<1 9EX2n

(1.2)

(1.3)

. Como dim T}, = 2n + 1 > dim Xo,, segue que existe t* € T, [[t*”|» = 1, de modo que

< t*,g >= 0 para todo g € Xy,.

Os subespacgos Xs,, de nosso interesse devem satisfazer F (Eér), Xo,) < 00. Supo-

nhamos que algum dentre eles, digamos X5,,, nao possua nenhuma funcao constante. Nestas

condicoes fixada f € Eér), para toda g € )?gn, teremos

oo

If = glls = > lax(f) = ar(@)* +1bx(f) = b9 = lao(f) + bo(g)]* = lao(f)I*

k=0

Como a desigualdade acima ¢é valida para toda g € )N(zn, segue que

inf [|f —glla > |ao(f)|*

geX2n

Assim

BBy, X3,) = sup inf |f—gls > sup |ao(f)*
feB{ 9€Xon feBy”
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e como toda funcao constante esta em Eg) pelo que vimos no inicio da demosntragao, segue
que  sup . o) lag(f)|? = oo e assim E(Eér), X,,) = oo. Desta forma concluimos que
os espacos Xo, de nosso interesse devem conter uma funcao constante e consequentemente
todas elas. Assim, para que tenhamos a condicao < t*,g >= 0, V g € X5, é necessario que

t* € T,, nao contenha o termo constante, ou seja, t* deve ser da forma

t* = Z aycos(kx) + bysen(kx).
k=1
Além disso, como < t*,g >=0, V g € X5, e estamos num espaco de Hilbert, segue que para

todo g € X,

It" =gl = <t —gt'—g>=<t't">-2<t'g>+<gg9>
= 1[5 + llgllz > N3,

donde |[t*||2 é cota inferior para o conjunto {|[t* — gl : g € X3,}, e assim

inf |[[¢" — > ¥, 1.4
ok [t =gl > (1712 (1.4)
Portanto, por (1.3) e (1.4)
E E(T)’ X2n > sup inf ||t — g2 > inf |[t" — gl|2
(B3 ) o of it —gll2 = nf | I
* t* . t
> el = e >
[t teTa [[E0)]]2

onde o infimo do lado direito é tomado sobre todos os t € T, que nao possuem o termo

constante. Como para tais elementos temos

1 1

1 n 2 . 1 n . 2

1tz = <§Zlaklz+\bk\2> e [tV = (5 Z(Iak\2+|bklz)k2> ,
k=1

k=1
segue que

~ n 2 b. |2 3
E(Bér), X2n) > inf (Zk:l |ak| + ‘ k‘ ) -
(D k=t (Jan|? + [be]?)k2r)2

Claramente o {nfimo é obtido quando tomamos |a,|? + |b,|? # 0 e ax = by, = 0, k # n, donde

_ 2 b |2 L
PP X > ool iBE
(lan|? + 1bn[*)2n"
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Como podemos proceder desta forma para todo subespaco 2n-dimensional X, de L?, segue
que
don(BS) L?) = inf E(BY, X5,) > n". (1.5)

Xon
Como a n-largura de Kolmogorov é uma fungao nao crescente de n (provaremos isso na

préxima se¢do), obtemos por (1.5) e (1.2)

N < do(BY,L?) < dyuy(BY),L?) < 0,

e podemos portanto concluir que da,(BS”, L?) = don_1(BS?,L?) = n". ]

Definigao 1.1.8. Seja X um espago linear normado e A C X. A n-largura linear de A em
X é definida por

n(A) = 0,(A; X) =inf sup ||z — P.(2)]],

Prn zea
onde o infimo é tomado sobre todos os operadores lineares continuos de posto no maximo n

sobre X.

Lembremos que um operador linear tem posto n se a dimensao de sua imagem ¢é
n. Se 6,(A; X) = sup{||z — P,(x)| : * € A}, onde P, é um operador linear continuo de posto

n, entdo P, é chamado um operador linear étimo para 6, (A4; X).

Definigao 1.1.9. Seja X um espaco linear normado e A C X . A n-largura de Gel’fand de
A em X é definida por

d'(A) = d"(A4;X) = inf sup [z,

rEANL™

onde o infimo é tomado sobre todos os subespagos L" de codimensao no maximo n de X.

Um subespago L™ de X é de codimensao n se existirem n funcionais lineares

linearmente independentes fi, fa, ..., fo € X (X' denota o dual algébrico de X), tais que
L" ={zeX: fi(x)=0,i=1,2,...,n}.

Se L™ é um subespago de codimensao n de X para o qual d"(A; X) = sup{||z|| : z € ANL"},

entdo L™ é chamado um subespaco étimo para d"(A; X).

Definicao 1.1.10. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X. Dizemos que A é

convexo se para quaisquer x,y € A, tivermos

ar+(1—a)ye A, Yaell].
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Definicao 1.1.11. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X. Dizemos que A é
centralmente simétrico se A é simétrico com relagao a origem 0, em outras palavras, se para

todo z € A tivermos —x € A.

Exemplo 1.1.12. Se X é um espago linear normado e B = B(0, €) é a bola fechada de centro

na origem e raio €, entao B é um conjunto convexo e centralmente simétrico de X.

Definicao 1.1.13. Seja X um espaco linear normado e A um subconjunto fechado, convexo

e centralmente simétrico de X. A n-largura de Bernstein de A em X é definida por

bn(A) = b,(A; X) = sup sup{A: ABN X, C A},

Xnt1

onde o supremo é tomado sobre todos os subespagos (n + 1)-dimensionais X, 1; de X e B

denota a bola unitaria em X, ;.

1.2 Propriedades Basicas e Relacoes entre as

n-Larguras

Vale observarmos aqui que ao longo de toda esta secao os subonjuntos A de
X de nosso interesse, para os quais estaremos calculando as respectivas n-larguras, serao

considerados fechados, convexos e centralmente simétricos.

1.2.1 Propriedades de d,

No teorema abaixo listaremos algumas propriedades simples de d,, que sao con-

sequéncias rapidas da definicao.

Teorema 1.2.1. Sejam X, Y e Z espacos lineares normados, A e B subconjuntos nao vazios
de X ea € R. Entao:

(a) dn(aA) = |af dn(A);
(b) d.(A) = d,(b(A)), onde b(A) ={az:x € A, |al] <1}, € o envdlucro balanceado de A;
() d(B) < dy(4), s¢ B C A;

(d) dy(A) > dpar(A), n=0,1,..;
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(e) se X CY, X tem a norma induzida de Y e A C X, temos

dn(A; X) > d (A Y);

(f) dmsn(C+D;U+V) < d,,,(C;U)+dn(D; V), onde U eV sao subespagos de Z, C C U,
DcCVeUNV ={0}.

Demonstracao. (a) Observemos inicialmente que se X,, é um subespago n-dimensional de

X e a € R\ {0}, entdo para cada = € A, temos

. _ ol = _¥
BlawiX,) = inf az—y] = inf (e )|
. Y
= lal inf [z == = |o|E(z; X,).
yeXn (6%

Assim, para cada subespago n-dimensional X,, de X, segue que

E(aA; X,) = sup{F(ax;X,):z € A} = sup{|a|E(z;X,):x € A}
= J|o|sup{E(x; X,) 1z € A} = |a|E(A4; X,).

Tomando o infimo sobre todos os subespacos n-dimensionais X,, de X, obtemos a propriedade
(a).
(b) Observemos que se X,, é um subespaco n-dimensional de X, entao para cada y € b(A),
obtemos de modo analogo ao item anterior que

{E(y; Xa) 1y € 0(A)} = {|a|E(z: X,), v € A, |af <1},

e portanto

E(b(A); X,) = sup{E(y; X,) 1y € b(A)}
= sup{la|E(z; X,) :x € A, |o| <1}

Obviamente o supremo do lado direito da expressao acima é obtido quando |a| = 1, donde
E(b(A); X,) = sup{E(z; X,) 2 € A} = FE(4;X,),

e assim tomando o infimo sobre todos os subespacgos n-dimensionais X,, de X obtemos a
propriedade (b).

(¢) Como B C A, para cada subespaco n-dimensional X, de X temos

{E(x,X,):z € B} C{E(x,X,):z € A},
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e assim
E(B,X,) = sup{E(z,X,):x € B} < sup{E(z,X,,) :x € A} = E(A,X,).

Agora, tomando o infimo sobre todos os subespacos n-dimensionais X, de X, obtemos a
propriedade (c).

(d) Sejam X,, um subespaco n-dimensional de X e X, ;1 um subespaco (n + 1)-dimensional
de X tal que X,, C X,,.;. Entao

inf ||z — > inf — v A.
inf o=yl = il Je—yl, Voe

Logo
E(A;X,) = sup inf |lo—y|| > sup inf [z -yl = E(4;Xni),
A z€A YEXnt1

x€e yeXn +
e consequentemente

dn(A) = inf B(A; X,) > inf E(A; Xp1) = dusi(A),

X7L+1

(e) Esta propriedade é facilmente verificada uma vez que todo subespago n-dimensional X,

de X ¢é também um subespaco n-dimensional de ¥ de modo que

{E(A; X,) : X,, é subespago n-dimensional de X}
C {E(A;X,): X, ésubespago n-dimensional de Y}

e temos assim

d,(A; X) = inf E(A;X,) > inf E(A;X,) = d,(A4;Y).

XnCX XnCY

(f) Dados (z +y) € C'+ D, temos que E((x + y); Zm+n) = inf.cz,, ., [[(x +y) — 2||. Mas se
2€ Lman=2mBZyp, L CUeZ, CV ,entao z = 21+ 29, onde 21 € Z,, € 2o € Z, e assim

E((x+y); Zmin) = inf _l(z+y) — (21 + 22)||

21€Zm, 22€Zp

= inf [(z —21) + (y — 20)|

21€Zm, 22€0n

< inf [lz - inf |y —
< if flz—afl+ inf fly — 2|

= Ex;Zn) + E(y; Z,).
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Portanto

dpin(C+D;U+V) = inf E(C+ D;Zyin)

m+n

= inf sSup E(([L’ + y); Zm-i—n)
Zmtn (z4y)€C+D

< inf sup E(z; Z,,) + inf sup E(y; Z,,)
Zm geC Zn yeD

= inf B(C; Zy) + ipf B(D; Z,)
= dpn(C;U) +dn(D;V)

Antes de demonstrarmos a préxima proposicao precisaremos de um resultado que
enunciaremos como um lema. Omitiremos sua demonstracao por se tratar de um resultado

classico da Topologia.

Definicao 1.2.2. Dado um subconjunto A de X e € > 0, um subconjunto finito de pontos

{z1, 29, ...,2,} C X é chamado uma e-rede de A se

min{|lz —z;||: i=1,2,...,n} <€ VreA
Lema 1.2.3. A € compacto se e somente se para cada € > 0, existe uma e-rede para A.
Proposigao 1.2.4. A € compacto < A ¢é limitado e d,(A) | 0.

Demonstragao. Suponhamos primeiramente A compacto. Como A é obviamente limitado,
basta mostrarmos que d,(A) | 0. Dado € > 0 temos que B = {B(x;¢) : x € A} é cobertura

por abertos de A. Logo, como A é compacto, B admite subcobertura finita
By = {B(zi€):i=1,2,...,N}.
Assim, para cada x € A, temos
min{|lz —z;|| :i=1,2,..., N} <e. (1.6)
Seja Xy = lin{a1, 2, ..., zx }. Entao por (1.6)

dy(A) = inf sup inf ||z —y| < sup inf ||z —y| < e
XN zeA YEXN z€A yeXy

Logo, como dy(A) > dy+1(A) > ..., segue que para n > N temos d,(A) < e. Conse-

quentemente, mostramos que dadoe >0, 3 N >0tal quen > N = d,(A) < e, donde

d,(A) | 0, como queriamos.
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Provemos agora a reciproca. Assumimos entdo A limitado e d,(A) | 0. Como A

é limitado, temos
do(A) = sup||z| < oo. (1.7)

€A
Agora, uma vez que d,,(A) | 0, segue que dado € > 0, Ing € N, talque n >ng = d,(A) <
e. Pela defini¢ao de d,,(A), isso implica que existe um subespago n-dimensional X,, de X de
modo que

inf{llz —y|:y e X,} <€ VzeA

Desta forma para cada = € A, 3 y, € X,, para o qual ||z — y,|| < €, consequentemente por
(1.7)
1%l = llz = (z =)l < [zl +lle =yl < do(A) +€ < oo,

donde o conjunto Y = {y, € X, : ||y.|]| < do(A) + €} é um subconjunto limitado do espago
finito dimensional X,,, sendo portanto compacto. Logo, existe uma € - rede {y,,, ..., ¥z, } para

tal conjunto, ou seja

min{||y. —vz,ll, i=1,...k} <€ Vy,€Y,

e assim
mindlle = goll, i =1k} = minfll@—y) + @ —ya)ls i =1k}
<l = yol| + min{||ye — yu,ll, i=1,...,k} < 2e

Portanto o conjunto {y,,, ..., ¥, } ¢ uma 2e-rede para A, o que nos permite concluir que A é

compacto. u

Proposicao 1.2.5. Seja X um espaco linear normado de dimensao maior que n, e seja

S(X) a esfera unitdaria em X. Entao
de(S(X);X) =1, k=0,1,...,n.
Demonstragao. Temos que

do(S(X); X) = sup |lzf| = 1,
zeS(X)

e além disso, como d,(S(X); X) é uma fungao nao crescente de n pela propriedade (d) do

Teorema 1.2.1, temos que

Au(S(X)) < du-a(S(X)) < o < do(S(X)) = 1.
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Resta entao provarmos que d,(S(X)) > 1. Seja X, um subespaco n-dimensional de X. Nosso
intuito é demonstrar a existéncia de um elemento nao-trivial * € X cuja melhor aproximacao
em X, seja o elemento 0, vejamos o porqué . Suponhamos que exista tal elemento, nestas
condigoes terifamos

E(z"; Xy) = [Ja* — 0] = ||
Tomando = = x*/||z*|| € S(X), obviamente o elemento 0 serd também a melhor aproximagao
de T em X, ou seja

E(z; X,) = ||z = 0] = [|z]] = L.
Assim

E(S(X); X,) = sup{E(x; X,,) :z € S(X)} > E(z;X,) = 1.
Como tal desigualdade permanece valida para todo subespaco n-dimensional X, de X,
terfamos
dn(S(X); X) = inf B(S(X); Xn) 2 1,
o que concluiria a demonstracao.
Basta entao mostrarmos que para todo subespaco n-dimensional X, de X, existe
x € X, x # 0, de modo que a melhor aproximacao de x em X, é o elemento 0. Para isso seja
z € X\ X, e y* € X,, a melhor aproximagao de z em X,. Esta melhor aproximacao existe
pois X,, é um subespago finito dimensional do espago linear normado X (ver [6], p. 328).
Tomando x = z — y*, teremos x # 0 e
[z =0 = 2=y = E(z,X,)
= nf{[lz—yll: y € Xu}
= mi{[[z-y)—(w—y)ll: ye X}
—_—— ——

z Y

= inf{llz -7 : T€ X} = E(x; X,,).

Isto prova que 0 é a melhor aproximagao de z em X,,, como queriamos. [
Nosso proximo resultado envolvendo a n-largura de Kolmogorov nos diz que se

X1 ¢ um subespacgo (n+1)-dimensional de um espago linear normado X e B(X,,+1) denota

a bola unitaria em X, .1, entdo d(B(X,41)) =1, £ =0,1,...,n. Antes de demonstrarmos

tal fato precisaremos de uma série de resultados que abordaremos a partir de agora.

Definigao 1.2.6. Seja X um espaco linear normado com norma || - ||x = || - [|. O desvio de

x em A, onde A C X é um subconjunto nao vazio de X é definido por

E(x) = EwiA) = if o=y, (18)
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Para cada subconjunto nao vazio A C X fixo, a equagao (1.8) define um funcional em X,

E: X — Ry, chamado “funcional de melhor aproximagao”.

Proposigao 1.2.7. Seja A C X uma variedade linear. Entao o funcional E(-; A) € unifor-

memente continuo, subaditivo, positivamente homogéneo e convero, isto é:
E(l’l + 1’2) < E(l’l) + E(ZL’Q), i T, %9 € X,

E(ax) = |a|E(x), Yz € X, a €R

E(ax; + (1 —a)zz) < aE(x1)+ (1 —a)E(xa), Vai,20 € X, a€[0,1].
Demonstragao. Sejam x1, x5 € X, para cada y € A, temos
E(x) = inf [lzy —yll < Jlo =3l < llor =22 + |22 — 7.
Tomando o infimo sobre todos y € A, constatamos que
E(z1) < |lon — ol + E(x2) = E(x1) — E(z2) < |21 — 22|

Alternando x; e x5, com raciocinio andlogo obtemos FE(zy) — E(z1) < ||x1 — x2||, e desta

forma, concluimos que
|E(21) — E(22)| < [Joy — 22. (1.9)

Logo, dado € > 0, tomando § = € > 0, segue por (1.9) que
X1, To € X, H,Tl —IQH <0 = |E(I‘1) — E(Ig)‘ < 0= €,

o que demonstra a continuidade absoluta do funcional E.

Agora, observemos que dados yi, 1y, € A, temos
E(wy +2) = Inf (21 +22) =yl < (@1 +22) = (w2l < flon — sl + [l — gell
Tomando o infimo sobre o lado direito da desigualdade com respeito a y,y2 € A, obtemos
E(r) +x2) < E(x1) + E(22),

o que demonstra a subaditividade de E.

Por outro lado, para x € X e a € R\{0}, temos que

B(ar) = infflaz—y| = il fla(x— )| = Jof inf | — |

= inf ||z — = |a|B
laf inf [lz —yl| = |alE(x),
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o que demonstra que E é positivamente homogéneo.
Finalmente, a subaditividade e a homogeneidade positiva de £ nos assegura sua

convexidade. ]

Definicao 1.2.8. Um subconjunto A de X é chamado um subconjunto de existéncia se, para

cada xr € X, existir y € A, de modo que y é a melhor aproximacao de x em A.

Proposicao 1.2.9. Cada subconjunto A de X, fechado e localmente compacto é um conjunto

de existéncia.

Demonstragao. Assumimos z € X\A e E(x) = ¢ > 0, pois caso contrario o resultado é

imediato. Pela definicao de infimo segue que para cadan € N, vy, € A tal que
1
—yn|| < inf ||z — — = F —. 1.10
o=yl < o —yll+ = B()+ - (1.10)
Obtemos assim de (1.10) uma sequéncia {y,}>°; C A limitada uma vez que
1 1
lonll = llz = (@ =) | < llell +llz = gull < fl2]] + E(@) + — = flzf| + e+~ < c0.

Usando assim a compacidade local de A, podemos tomar uma subsequéncia {y,, } conver-

gente, ou seja, Yn,, — Yo, quando m — oo. Vale ressaltar que yy € A, uma vez que A é
fechado. Logo, obtemos de (1.10)

1
< E(zx)+—, neN.
m

n

E = inf ||z — < — Un
(z) = inf flz —y[| < |z -y,
Fazendo assim m — oo, obtemos

E(z) < [lv—wl < E(z) = E(=) = ||z =y,
donde yy € A é a melhor aproximacao de x em A, o que nos permite concluir que A é um
conjunto de existéncia. [ ]
Definigao 1.2.10. Uma norma em X ¢é dita estritamente convexa se para z,y € X, ||z| =
llyll = 1, tivermos [jaz 4+ (1 —a)y|| <1, Va € [0,1].

Proposigao 1.2.11. Seja A um subconjunto convexo de um espago normado X com norma
estritamente convezra. Se para algum x € X, existir um elemento de melhor aproximagao em

A, entao esse elemento € unico.
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Demonstragao. Vamos assumir a existéncia de dois elementos distintos yi,y, € A que
sejam uma melhor aproximacao de algum elemento x € X, queremos mostrar que y; = ¥s.

Como y; e yo sao uma melhor aproximacao de z em A, teremos
E(@) = |lz—wnll = llz— vl
Como A é convexo, para cada a € [0, 1], devemos ter y, = ay; + (1 — a)ys € A, e assim

E@) = ifle—y] < flz-vl = lal@—y)+ A -a)(z - )l
< dlz —wll+ 1 = a)llr =yl

Agora, como E(x) = [z —uyi| = [z —yaf , segue que
E) < [z -yl < aB(z)+(1-0a)E(x) = E(x) = |z —-vl = E(z).

Assim, a esfera {z € X : ||z — z|| = E(x)} contém o segmento y,, o que contraria a
convexidade estrita da norma de X e podemos entao concluir que y; = ¥y, como queriamos.

Definicao 1.2.12. Um subconjunto A de X com a propriedade que, para cada x € X,
existe um unico elemento que é a melhor aproximacao de x em A, é chamado um conjunto
de Chebyshev.

Se A C X é um conjunto de Chebyshev, entdao o operador de melhor aproximagcao

é definido por meio da seguinte equacao
E(x,A) = [z —P(x)|, P(z)e A

Observacao 1.2.13. Observemos que se A é um conjunto de Chebyshev, entao A é fechado.

De fato, seja x € A e seja {a,}neny C A tal que a, — z. Pela Proposicio 1.2.7,
segue que E(a,,A) — E(z,A) e assim E(z,a) = 0, pois E(a,,A) = 0, Vn € N. Mas
0= E(z,A) = |z — P(x)| e portanto = = P(x) € A, donde A é fechado.

Proposigcao 1.2.14. Se A C X € um conjunto de Chebyshev localmente compacto entao
o operador P ¢é continuo. Se A é um subespaco de Chebyshev entdo P é homogéneo, em
particular, P(—x) = —P(x).

Demonstragao. Mostremos inicialmente que P é continuo. Seja xy um ponto fixado em X

e x,, — xo. Observemos que

[P(xm) — 2ol = [[(P(7m) — Tm) + (¥ — w0) || < [[P(¥m) — Zwl| + [[m — 20|
= E(xm, A) + ||zm — xo|-



Secao 1.2 . Propriedades Basicas e Relacoes entre as n-Larguras 19

Como a sequéncia {FE(z,,, A)} converge pela Proposicao 1.2.7, temos que {E(z,,, A)} é limi-
tada e consequentemente {P(z,,)} é limitada.

Suponhamos que P(z,,) / P(zp). Entao existe ¢ > 0 tal que, para qualquer
n € N, existe m,, € N, m,, > n tal que |P(x,,,) — P(zo)| > €. Usando a compacidade local de
A obtemos uma subsequéncia {P (ZEmnj ) }jen de {P(2,,) tnen que converge para um elemento
z # P(xg). Como A é um conjunto de Chebyshev, da Observagao 1.2.13 temos A fechado e
portanto z € A. Além disso

||xmn - P(Imn)

| = E(@m,,A) = inf [[zn, =yl < |lzm, — P(xo)ll.
yeA
Fazendo n — o0, obtemos
[0 — z[| < [lzo — Plxo)|| = E(xo, A),

donde z é a melhor aproximagao de xy em A. Obtemos desta forma, z e P(x() duas melhores
aproximagoes de zy em A distintas, o que contraria o fato de A ser um conjunto de Chebyshev.
Portanto P(z,,) — P(xq), donde P é continuo.

Agora, no caso em que A é um subespaco de Chebyshev, para cada a € R, teremos

laz —aP(z)|| = lall|lz — P(z)|| = la[E(z,A) = E(az,A)
= |lax — P(ax)|| = P(ax) = aP(x).

Logo, P é homogéneo e em particular obtemos P(—x) = —P(x). [ |

Observagao 1.2.15. Se A = A,, é um subespago de Chebyshev n-dimensional de um espago

normado X e {z1,x,...,x,} é base de A,,, entdo o operador P pode ser representado por

P(z) = Y op(x)m. (1.11)

Proposicao 1.2.16. Os funcionais oy, : X — A,, 1 <k < n definidos na proposicao

anterior sao homogéneos e continuos.

Demonstracgao. Da proposicao 1.2.14, temos que
P(az) = aP(x) = Zak(ax)xk = Zaak(x)xk,
k=1 k=1

e como a representagao (1.11) é tnica, concluimos que para cada x € X e a € R, temos

ap(ax) = aog(x), 1<k<n,
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donde os funcionais a, 1 < k < n sao homogeéneos.
Finalmente, observando que a convergéncia no espaco finito dimensional A, é
equivalente a convergéncia componente a componente e o operador P : X — A, é continuo,

concluimos que os funcionais ay, 1 < k < n sao continuos. [}

Teorema 1.2.17. (Teorema de Borsuk, [3].) Suponhamos que §2 seja um conjunto limitado,
aberto e vizinhanca simétrica de 0 em R™ e seja T uma aplicacdo continua de O em R™~!
tal que T(—z) = —=T'(z), Vx € 0N). Entao, existe z* € 0N tal que T'(z*) = 0.

Teorema 1.2.18. Se X, .1 € um subespago (n+1)-dimensional de um espago linear normado

X e se B(X,+1) denota a bola unitaria em X, .1, entao
dp(B(Xp31); X) =1 k=0,1,....,n.
Demonstragao. Temos que

do(B(Xpns1); X) = sup |lzf] = 1,
(EGB(Xn+1)
e além disso, como di(B(X,41); X) é uma fun¢ao nao crescente de k pelo Teorema 1.2.1 (d),

temos que
dn(B(Xny1)) < dp1i(B(Xnq1)) < o0 <do(B(Xpg1)) = L

Resta entdao provarmos que d,(B(X,4+1)) > 1. Afirmamos que para cada subespago n-
dimensional X,, de X dado, existe a* € 0B(X,,+1) de modo que 0 é a melhor aproximagcao
de a* em X,,. De fato, sejam {1, %, ..., xn11} € {21, 29, ..., 2, } bases de X, 11 e X, respecti-

vamente. Entao cada a € X,,11 e z € X,, admitem representagoes

n+1

n
a = E asxs € 2z = g bezs.
s=1 s=1

E suficiente provarmos o resultado para X = 1lin{X,,, X,,.1}. Se {y1,v2, ..., ym} € base de X,
entao m < 2n + 1 e cada x € X pode ser escrito da forma x = Z:;l CsYs. Vamos assumir
a norma || - || x estritamente convexa. Como X tem dimensao finita e norma estritamente
convexa, segue pela Proposicao 1.2.11 que X,, é um conjunto de Chebyshev, logo pela Pro-
posicao 1.2.14 temos que o operador P de melhor aproximacao é continuo. Observemos agora

que o dominio

n+1
Q= {(al,ag, i lp1) T Q= Zasxs, lal| < 1},
s=1
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¢ limitado, aberto e é uma vizinhanca simétrica do 0 em R"*!. Para cada a € 00, seja

F(CI,) = (bl, bg, ,bn) c ]Rn,

n+1

s asts em X,. Como

o vetor dos coeficientes da melhor aproximagao do elemento a = >
vimos acima , F((-) : 90 C R*™ — R" ¢ uma aplicacdo continua e pela Proposicio 1.2.14

temos F(—a) = —F(a). Consequentemente o Teorema de Borsuk nos garante que existe
(aia CL;, R a;—i—l) S aQa

tal que F((aj,a3,...,a;,,)) = (0,...,0), ou seja, 0 é a melhor aproximacao de a* =

ZZ;I atrs em X,. Assim
B(a*, X,) = fla — 0 = le'] = 1,
ja que a* € 0B(X,41). Logo

E(B(Xp41),X,) = sup  F(a,X,) > E(",X,) = 1,

aEB(XnJrl)

e como tal desigualdade permanece valida para todo subespaco n-dimensional X, de X,
segue que

Note que assumimos a norma em X estritamente convexa para garantir que a
aplicagdo F' estivesse bem definida. No caso em que a norma || - ||x ndo seja estritamente

convexa, nés a substituimos pela norma

1
m 2 m
Izl = ||xr|x+e<2\cs\2) C e = Y e, € X =lin {X,, Xop),
s=1

s=1

que ¢ estritamente convexa, uma vez que podemos tomar o limite ¢ — 0 aproximando a

norma de X pela norma estritamente convexa || - || definida acima. u

Observacao 1.2.19. O teorema anterior é um poderoso instrumento na determinacao de
estimativas inferiores para n-larguras de Kolmogorov, no sentido que se um subconjunto A
de X contém uma bola AB(X,,11) de raio A de algum subespago (n + 1)-dimensional X, 4

de X, entao temos pelo Teo 1.2.1 (¢, a) e pelo teorema anterior

dn(A>X) > dn()‘B(XN-i-l)aX) = )‘dN(B(Xn-i-l)aX) = A
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Vamos agora expor uma aplicacao simples, no entanto nao trivial do teorema

anterior.

Proposicao 1.2.20. Seja X um espaco linear normado, x1,%s,... uma sequéncia de ele-
mentos linearmente independentes de X e A\g > Ay > ... uma sequéncia de escalares reais po-
sitivos. Se X, = lin{a1, ..., 2}, (Xo={0}), e A = {z e X :E(x,Xp) <A, k=0,1,...},
entao

do(A, X) = A\,

Demonstracao. Pela definicao de A, temos que

do(A,X) = inf B(A,X) < E(A X)) < A (1.12)

Agora, observemos que se z € A\, B(X,,41), entao

Além disso, como para k > n + 1, temos que E(:L’,)Z'k) = 0. Obtemos assim E(:L’,)Z'k) <
Ak, V k, donde x € A. Desta forma, \,B(X,11) C A e pela observagao anterior podemos
garantir que

d,(A, X) > A (1.13)

Portanto, de (1.12) e (1.13), obtemos o desejado. u

1.2.2 Propriedades de d"

No teorema abaixo listaremos algumas propriedades simples de d" que sao con-

sequéncias rapidas da definicao.

Teorema 1.2.21. Seja X um espaco linear normado, A, B subconjuntos nao vazios de X e

a € R. Entao:

(a) d"(aA) = |ald"(A);

(b) d"(A) = d"(b(A)), onde b(A) = {azx:x € A, |a] < 1}, € 0 envdlucro balanceado de A;
(c) se BC A, entao d"(B) < d"(A);

(d) d"(A) > d"*'(A) n=0,1,
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Demonstragao. (a) Temos que

d"(aA) = inf sup |az|| = inf sup |af ||z
L™ zeaAnLn L™ zeAnLn
= ol inf sup [lz| = |af d"(A).
L™ zeAnLn

(b) Claramente sup{|a| ||z| : z € AN L™, |a] <1} é obtido para |a| = 1, ou seja
d*(b(A)) = inf sup laf |z|| = inf sup |z|| = d"(A).
L™ zeAnLr, |al<1 L zeAnLr

(¢) Como B C A, temos que BN L™ C AN L", para todo subespaco L" de codimensao no
maximo n de X, donde sup,c snn ||| > sup,epnrn [|2]]. Assim
d"(A) =inf sup |z|| > inf sup |z|| = d"(B).
L™ geanLn L™ zeBnL™
(d) Uma vez que todo subespaco L™ de codimensao no méximo n + 1 de X estd contido
num subespago L™ de codimensao no maximo n de X, segue que
sup |z = sup x|,
z€ANL™ e ANL"+1
Consequentemente

dn(A) = inf sup ||.§L’H > inf sup HIH — dn—l—l(A)
Ln € ANL™ Ln+1 (EGA[’]L"Jrl

Observacao 1.2.22. No caso da n-largura de Kolmogorov d,, temos satisfeita a condig¢ao de
que d,(A) = d,(A), onde A denota o fecho do conjunto A. No entanto, observaremos aqui

que podemos ter d"(A) < d"(A). Para isso, seja X = R? munido da norma do méximo e seja
A=A{(r,yeX:0<x<l, -1<y<1} U {(0,0)}.

Podemos observar que L' = {(0,y) : y € R} é um subespaco de codimensio 1 para

X, pois se tomarmos o funcional linear nao nulo f; € X', dado por fi(z,y) = x, teremos
L' = {(z,y) € X : fi((z,y)) = 0}. Logo

d'(A,X) = inf sup [[(z,y)]e < sup [(2,9)]le
LY (zy)eLlnA (z,y)eL'NA
= sup [[(0,y)llc = sup |y| = 0.
(0,y)eA (0,y)eA

Assim, d*(A, X) <0 e como d'(A, X) > 0, obtemos d*(A, X) = 0.
Por outro lado, observemos que se f € X' é um funcional ndo nulo, entdo temos

as seguintes possibilidades:
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(a) f((z,y)) = az, a# 0. Neste caso, L' = {(0,y) : y € R} é o subespaco de codimensao 1

associado a f. Assim

sup [[(z,9)[le = sup [[(0,y)]lc = sup |y| = 1.
(z,y)eLINA (0,y)eA (0,y)eA

(b) f((z,y)) =Py, B # 0. Neste caso, L' = {(x,0) : x € R} é o subespago de codimensao 1

associado a f. Assim

sup [[(2,9)]lo = sup_[[(z,0)]lc = sup [z = 1.
(z,y)eLINA (z,0)€A (z,0)€A

(c) f((z,y)) = ax + By, o, # 0. Neste caso, L}, 5 = {(z, —x) 1 ¥ € R} sdo os subespagos
de codimensao 1 associados a f. Assim
-
sup (@, y)lle = sup ||z, Fﬂf)Hoo
(:c,y)eL;ﬁ NA (w,%m)eA
_ sup{|z| : (z, Fz) € A} =1, se |a] < |8,
sup{| ||z : (z, 5*x) € A} =1, se[a| >3],

Dos trés casos analisados concluimos que d*(A) = 1. Contudo d*(A) = 0 < 1 = d*(A).

Proposicao 1.2.23. Assumimos que X e Y sao espacos lineares normados , X € um su-

bespaco de'Y com a norma induzida de Y e A C X. Entao
d"(A, X) = d"(AY).

Demonstragao. Dado f € Y’ (o dual algébrico de Y), temos que fixeX " e assim
d"(A)Y) >d"(A, X). (1.14)

Por outro lado, pelo Teorema de Hanah Banach (ver [6], pg. 221), temos que se ¢y € X', entdo
existe ¢ € Y’ de modo que ¢y = ¢|x. Desta forma, se L'y é um subespaco de codimensao n
de X, segue que existem n funcionais lineares linearmente independentes fg, f2, ..., for € X '
tais que

Ly = {zxeX:fi(x)=0i=1,2,---,n}.

Logo, o Teorema de Hahn Banach nos garante a existéncia de f, f2, ..., f* € Y’ tais que
fi= ffX, i=1,2,...,n, donde

Ly ={zeX fi(x)=0,i=1,2,.,n} C{yeY:fi(y)=0i=1,2,..n} = L},
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e assim observamos que todo subespaco de codimensao n em X estd contido em algum
subespago de codimensao n em Y, finalmente usando a propriedade de infimo que nos afirma
que se B C C entao inf B > inf C', obtemos

d"(A,X) = inf sup |z|| > inf sup |yl = d"(A4,Y). (1.15)
L% zeAnLY Ly yeAnLy
De (1.14) e (1.15), obtemos o desejado. |

Proposigao 1.2.24. Se A é compacto, entao d"(A) | 0.

Demonstragao. Dado € > 0, temos que B = {B(z,€) : x € A} é uma cobertura por abertos
do conjunto A. Como A é compacto, segue que podemos extrair uma subcobertura finita de

B, a saber By = {B(z;,¢) :i=1,2,..., N}. Assim, para cada € A, temos que
min {||z — |, i =1,2,..,N} < e (1.16)

Como consequéncia do Teorema de Hanh Banach (ver [6], p. 223), temos que para cada z;,

. . . , ’
existe um funcional linear continuo f; € X para o qual

filwi) = llzill e [Ifill = 1. (1.17)
Seja agora
LN = {zeX:filz)=0,i=12., N}

Como os funcionais lineares f;, 1 <7 < N nao sao necessariamente linearmente independen-
tes, segue que LY é um subespaco de X de codimensdo no méximo N. Para cada z € ANLY,

temos por (1.16) que existe i € {1,2,..., N}, tal que

|z — x| < e (1.18)
Obtemos assim de (1.17) e (1.18)
lzill = [fi(z:)] = |filzi —2)| < [filllwi =2l = [z —2] < e (1.19)
Logo, segue de (1.18) e (1.19)
[zl = [l(z —2) + 2]l < [l =2l + ]l < 2e

Desta forma, 2¢ é cota superior para o conjunto {||z|| : z € AN LY}, donde sup{||z| : = €
AN EN} < 2e. Assim

d¥(A) = inf sup [z < sup |z < 2e
LN zeAnLN z€ANLN
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Como dV(A) > dN¥*t1(A) > ..., segue que para n > N, temos d"(A) < 2¢. Mostramos assim
que dado € > 0, existe N > 0, tal que

n>N = d"(A) < 2,
donde d"(A) | 0, como querfamos. [ ]

Teorema 1.2.25. Seja X, 11 um subespaco (n+1)-dimensional de um espago linear normado

X. Assumimos A um subconjunto fechado, convexo e centralmente simétrico de X,, 1. Entao
d"(A,X) = inf{||z| : x € 0A}.

Demonstracao. Pela Proposigao 1.2.23 é suficiente mostrarmos o resultado para d"(A; X, 11).

Usaremos aqui um resultado que demonstraremos na proxima secao e que nos diz que
d"(A; X) > b,(A; X). Obtemos assim

d*(A; Xps1) = bp(A;Xnpy) = sup inf iz

Xnt1 2€I(ANXp41)
> inf x = inf cx € 0AL.
> ol o el € 0)

Resta entao mostrarmos que d"(A, X,,11) < inf{||z]| : © € 0A}. Seja oy € JA tal
que ||zo|| = inf{||z|| : = € OA}. Caso zg = 0, terfamos inf{||z| : © € A} = 0. Como A é
fechado deveriamos ter 0 € 0A, mas A é também centralmente simétrico e convexo, donde
terifamos A = {0} e o resultado seguiria trivialmente.

Assumimos entao xy # 0 e tomamos fi, fo, ..., f, funcionais linearmente indepen-

dentes em X, 11 para os quais fij(zo) =0, 1 =1,2,...,ne
I"={r € Xpp1: filz) =0, i =1,2,..,n},

o correspondente subespaco de codimensao n em X, ;. Entao se x € AN L", teremos

xr = aup, para algum a com |a] < 1, de modo que para cada z € AN Z”, teremos
[zl = laf lzoll < flzoll,

donde ||zo]| é cota superior de {||z|| : 2 € ANL"} e portanto sup{||z| : 2 € ANL"} < ||zo]-

Consequentemente

d"(A; Xpp1) = inf sup |zl < sup |[lz]| < |zl = f{[[z] : z € 0A},
L™ zeAnLr reANLn

concluindo a demonstracao. [
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1.2.3 Propriedades de 9,

No teorema abaixo listaremos algumas propriedades basicas da n-largura linear

que sao consequéncias rapidas da definicao.

Teorema 1.2.26. Seja X um espaco linear normado, A e B subconjuntos nao vazios de
X que vamos supor fechados, convexros e centralmente simétricos e seja o € R. Nestas

condigoes:
(a) on(ad) = |afdn(A);

(b) 6,(A) = 6,(b(A)), onde b(A) = {ax : x € A, |a| < 1}, denota o envélucro balanceado
de A;

(c) se BC A, entdo 6,(B) < ,(A);

(d) 671(‘4) > 6n+1(A)a n=012,..

Demonstragao. (a) Temos que

(@A) = illgf 81612 |z — P,(az)|| = inf 81612 |ox — aP,(z)]]
= inf sup|af||lz — Py(2)[| = |afinf sup [z — Py(x)]]
Pn 2cA P zea
= |aldn(A).

(b) Observemos que se P,, é um operador linear continuo de posto no méximo n em X, entao

{lz= P2l : z€b(A)} = {llax = Py(ax)|| 1z € A, |a] <1}
= Allaz —aP,(zx)||:x € A, |a] <1}
= A{la| [z = Po(2)[| : x € A, |af < 1}

Assim sup{||z — P,(2)|| : z € b(A)} = sup{|a| ||z — P,(2)|| : € A, |a| < 1}. Obviamente o

supremo do lado direito é obtido para || = 1, donde

sup ||z — P(z)| = sup |z — P,(2)]|.
2€b(A) €A

Tomando o infimo sobre todos os operadores lineares continuos de posto no maximo n em

X, obtemos a propriedade (b).
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(c) Seja P, um operador linear continuo de posto no maximo n em X. Como B C A C X

temos que
{llz = Pu(z)]| : w € B} C {llz—Pu(z)| : x € A},

e assim

sup [z — Po(z)[| < sup ||z — Fu(z)].
z€B TEA

Tomando o infimo sobre todos os operadores lineares continuos de posto no maximo n em
X, obtemos a propriedade (c).
(d) Como todo operador linear continuo sobre X de posto no maximo n é também de posto

no maximo n + 1, segue que

{sup |z — Py(x)||: P,: X — X é linear, continuo e de posto no méximo n}
€A

- {sup |z — Poyi(z)|| : Payr : X — Xé linear, continuo e de posto no méaximo n + 1} :
€A

Consequentemente

0n(A) = f sup|lz — Py(x)|| = inf suplle — Pua(2)] = 0nsa(A).

Pn zea Prni1 zea

Proposicao 1.2.27. Assumimos que A C X CY e que X € um subespacgo vetorial do espaco

linear normado Y, com a norma induzida de Y. Entao
(A, X) > 6,(AY).

Demonstragao. Cada operador linear P, continuo e de posto n sobre X, pode ser escrito

da forma

P,(x) = Zfl(x):cl, onde z;€X, f,e X.
i=1

Do Teorema de Hahn Banach (ver [6], p. 221), segue que para cada f; € X existe ]?; ey’
tal que f; = ﬁp{, de modo que

() = 3 Fi@)e,

i=1

¢ um operador linear continuo de posto n sobre Y tal que P, = P, x e consequentemente

Pyja = Pyja. Assim, para todo operador linear continuo de posto n, P, em X, existe um
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operador linear continuo de posto n, P, em Y tal que Pya = ﬁn‘ A, donde

z€EA

{sup |z — Py(z)|| : P,: X — X é linear, continuo e de posto no maximo n}

- {sup |z — Po(z)||: P, : Y — Y ¢é linear, continuo e de posto no méximo n
€A

Logo
5(A,X) = inf sup [l — Po(a)| = inf sup [z — By(a)]| = 5u(A,Y).

Pn e P, z€A

Teorema 1.2.28. Se A é um subconjunto fechado, convexo e centralmente simétrico de um

subespago (n + 1)-dimensional X, 11 do espago linear normado X, entdo
on(A) = inf{||z| : z € 0A}.

Demonstragao. Pelo mesmo argumento dado na demosntracao do Teorema 1.2.25, basta
mostrarmos que d,(A) < inf{||z] : x € 0A}.

Seja xp € 0A, tal que ||zo|| = inf{||z| : = € OA}. Assumimos, xy # 0, ( caso
contrario pelo mesmo argumento dado na demonstragao do Teorema 1.2.25 o resultado segue
facilmente). Como A é convexo e centralmente simétrico, segue que existe um funcional

linear continuo f € X, tal que

f(xo) = sup{|f(z)| - x € A}.

Seja X,, = {z € X,11: f(x) =0} e {z1,29,...,x,} uma base para X,,. Consequentemente
{zg, x1, ..., 2, } serd uma base de X, 1. Sejam também f1, fo, ..., fn € X;LH tais que f;(z;) =
0ij, © = 1,2,...,n, j = 0,1,...,n. Podemos obviamente considerar fi, fs,..., f,, funcionais

lineares em X (o Teorema de Hahn Banach nos garante isso). Nessas condigdes definimos
P,(z) = Zfi(l")fl?u
i=1

temos assim P, um operador linear continuo de posto n em X. Além disso como {xg, 1, ..., T, }

é base de X,, 1, segue que cada x € A C X,, ;1 pode ser escrito da forma

n
r = ozx0+Za,~x,~, la] < 1.
i=1
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Deste modo, para cada = € A, segue que

||55—15n(37)|| = a$0+zai$i _Zfz <a$o+zai$i) T;
i=1 i=1 i=1

= |lazg+ Z ;T — Z (afi(xo) + Z Oézfz(%)) x;

i=1

n n
= axy + E ;T — g ;T
i=1 i=1

=zl = fal lzoll < lzoll

Assim, ||zo|| é cota superior para o conjunto {||z — P,(z)| : © € A}, donde

sup ||z — Po(z)[| < lzol-
z€A

Portanto

0,(A) = inf sup|lz — Po(2)|| < sup|lz — Bu(2)]| < [zol| = inf{||z]| : = € OA},
Pn zeaA zeA

como queriamos. [

1.2.4 Relagoes entre as n-Larguras

Proposigao 1.2.29. Seja X um espaco linear normado e A um subconjunto fechado, convexo

e centralmente simétrico de X. Entao
(a) dn(A) = bn(A);

(b) d"(A) = bn(A).
Demonstracao. (a) Temos que

bu(A) = sup{\: AB(Xns1) C A},

Xn+1

onde X, .1 s@o subespacos (n+1)-dimensionais de X. Como A é convexo e centralmente

simétrico, para cada subespaco X, 11 seja
Ao(Xps1) = sup{A: AB(x,41) C A}

Como A é fechado, segue que A\o(X,,+1)B(X,+1) C A, portanto pela Observagao 1.2.19 temos

que
dn(A) > Xo(Xnt),
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e assim

dn(A) = sup Ao(Xn+1) = ba(A).

Xn+1

(b) Temos que

bn(A) = sup A\g(Xnt1), onde N(Xn+1)B(X,41) CA

X7L+1

Assim, uma vez que A\o(X,11)B(X,1+1) € A, obtemos do Teorema 1.2.21 (c, a) e do Teorema
1.2.25

d"(A) = d"(Ao(Xn+1)B(Xnt1)) = Ao(Xns1)d"(B(Xns1)) = Ao(Xp1)

Portanto
d"(A) = sup{Ao(Xnt1) 1 Ao(Xnt1) C A} = bu(A).

Proposigao 1.2.30. Seja X um espaco linear normado e A um subconjunto de X. Entdo
on(A) > d*(A).

Demonstracgao. Se P, é um operador linear continuo de posto n em X, entao P, pode ser

escrito da forma

Pa(z) = 3 filw)ws, (1.20)

onde f; € X', i =1,2,...,n e dim lin{z,2,,...,2,} = posto P, = n. Consequentemente,

teremos por (1.20)
{llo = Fu(2)|| :x € A} 2 Alle — Fua)]| : 2 € A, fi(z) =0, i=1,2,...n}
= (el s €A filr) =0, i=12 .0}
= A{||z||: z € L" N A},
onde L" ={x € X : fi(x) =0, i =1,2,...,n} é um subespago de codimensao n de X. Assim

sup [z — Po(2)|| = sup ||
z€A z€ANL"

e consequentemente obtemos d,(A) > d"(A), como querfamos. |

Com relagao as n-larguras de Kolmogorov d,, e de Gel’fand d", podemos ter tanto

d, > d", quanto d, < d". Ilustramos no exemplo que segue o caso em que d,, > d".
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Exemplo 1.2.31. Seja A = B} a bola unitéria em [3(R), ou seja
A = Bi’ = {(1'1,1’2,1’3) € R3 : |£L’1| + |£L’2| + |£L’3| < 1}

Seja também X = [3(R), isto ¢, R* munido da norma euclidiana. Para determinarmos
di(B3,13(R)) é necessdrio determinarmos a reta passando pela origem ( subespago 1-dimensional)
que melhor aproxima B} na norma euclidiana || - ||2. Sabemos que B é um octégono regular
de modo que cada reta passando pela origem deve cortar pelo menos duas de suas faces.
Suponhamos, sem perda de generalidade que a reta corta a face que se encontra
no primeiro octante, isto é, o tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Obviamente um

destes trées vértices dista pelo menos \/g da reta, seja x tal vértice, entao

2
E(B}1) = sup E(x;:1) > E@;1) = inf |7 —1], > 4/
z€B} yel 3

Como tal desigualdade permanece valida para toda reta passando pela origem, segue que \/g

¢ uma cota inferior para o conjunto
{E(B3:1) : 1 6 uma reta passando pela origem}.

Obtemos assim

d\(B};I3(R)) = inf E(B};l) > 3 (1.21)

Por outro lado
P(BLER) = inf swp o],

zeBNL!
onde L! sdo subespacos de codimensdo 1 em [53(R), em outras palavras, L' sdo hiperplanos

em R3 contendo a origem. Seja

Ll = {(1'1,1’2,1’3) 12X+ T2+ T3 = 0}

Como méx{||z||s:z € B3N LY} = %, temos

d'(Bl,15(R)) = inf sup lz]ls < sup all, = (1.22)

1
z€BINL! zeB3NLL V2
Temos entao por (1.21) e (1.22) que

1
> —= > d' (B, 5(R)).

(B, B(R) > .

SIS
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Proposigao 1.2.32. Seja X um espaco linear normado e A um subconjunto de X. Entdo
(A, X) > d,(AX)

Demonstracao. Seja P, : X — X um operador linear continuo de posto n e seja
X, = P,(X). Entao

e
o= Pa(@)l| > inf llo = Puly)ll = inf o~ yl.

e logo

sup [z — Fu(z)|| = sup inf [l —y].
€A €A yEXn

Agora, tomando o infimo em ambos os membros da desigualdade acima para todo P, obtemos

das definigoes de 6, e d,, a desigualdade desejada. [

Existem também outras relacoes envolvendo as n-larguras de Bernstein e Kolmo-
gorov . Os mateméticos Mityagin e Henkin [1963] provaram os dois seguintes resultados (ver

[14], p. 24-25): Para A limitado, fechado, convexo e centralmente simétrico, temos
do(AH) < (n+1)2b,(A, H),

e se X = H é um espacgo de Hilbert, entao
do(AH) < (n+1)0,(A,H).

Vamos aqui omitir a demonstracao do primeiro resultado e nos dedicar a prova do
segundo. Para isso precisaremos de um resultado dado no lema seguinte que independe da
estrutura de espago de Hilbert (vale ressaltar que a prova do primeiro resultado é também

baseada em tal lema).

Lema 1.2.33. Seja X um espaco linear normado, A um subconjunto fechado, convexo e

centralmente simétrico de X, x1,x9,...,xn11 € A, € seja
E, = lin {T1, oy T, Ty 1y« oy Tt k=1,2,...,n+1.
Se E(zy, Ey) > ¢, k=1,2,....n+ 1, entio by(A, X) > ¢/(n+1).

Demonstragao. Seja )’En—l—l = span {z1, Ta, ..., Ty11}. Pela defini¢ao de n-largura de Berstein

temos que

bo(A, X) = sup sup{\: AB(X,41) C A} > sup{\: AB(X, 1) C A}.

Xnt1
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E portanto suficiente mostrarmos que (¢/(n+1))B(Xpt1) C A. Se v € (¢/(n+1))B(X,41),entdo

n+1

a = Zakzzk e o <c¢/(n+1). (1.23)
k=1
Afirmamos que |agx| <1/(n+1), VEk=1,2,...,n+ 1. Assumindo isso, teremos
n+1
Dol <1,
k=1

assim como x; € A, i =1,2,...,n+ 1 e A é convexo e centralmente simétrico, temos

n+1
a =Y az €A = (¢/(n+1)B(X,1) C A
k=1

Falta demostrarmos entao a afirmacao de que |ag| < 1/(n+1), k=1,2,...,n+1.

Sem perda de generalidade, consideremos & = 1 e assumimos a3 # 0. Por hipdtese temos

que
¢ < Bz, By) = inf oy —yl| < |lzn—yll, ve b
yekn
Tomamos § = — > +1 k), € By, Por (1.23), temos
ntl 1 nt1
¢ = |lzi—yll = ||z + —Tg|| = T ||T + QT
2o = Tl
1 1 c
= ol < — :
‘Oél| |a1\n+1
Portanto |a;| < n%rl [

Proposicao 1.2.34. Seja H um espago de Hilbert e A um subconjunto fechado, convexo,

centralmente simétrico e limitado de H. Entao
do(AH) < (n+1)b, (A, H).

Demonstracgao. Para 2y, 29, ..., 2, € H, tomemos

N

Vin(21, 22, ooy 2m) = [det (((2i, 25))1<ij<m)]?,

onde (z;, z;) denota o produto interno de z; por z; em H. Notemos que V,,,(21, 22, ..., 2m) € 0
volume do paralelepipedo determinado pelos vetores zy, 23, ..., 2. Na terminologia do lema

anterior, temos que

Vn+1(l'1, ceey $n+1) = E(S(fl, El)vn(.l’g, ey l’n+1).
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Tomemos
Vo= sup{Vp1(z1, s 2ny1) 2k €A, k=1,2,...,n+ 1}.

Como A ¢é limitado, temos V' < co. Se V = 0, entao A estd contido em algum subespaco
n-dimensional e entdo d,(A, H) = b,(A,H) = 0. Assumimos V' > 0. Entéo para ¢ > 0,

suficientemente pequeno, escolhemos 1, ..., z,11 € A de modo que
Vn+1(l’1,...,l’n+1) > (1 —E)V > 0. (124)

Isto implica que E(zy, Ex) >0, k= 1,...,n+ 1. Pela definicao de d,,(A, H), segue que existe
para cada k, T € A, tal que
E(zy, Ey) > d. (A H). (1.25)

Logo, obtemos por (1.24) e (1.25)

V Z Vn-i—l(xl)"'axk—lafkaxk-i-la"'7zn+1)
= (flfk,Ek)

Lk k)
)

T, By

(xlv vy Tl Tl 1y +o0y 'rn—l-l)

(1’1, ceny Z’n+1)

_ B By
B(ay, Ey)
( H)
> ——=V(1 —e).
Assim, E(xy, Ey) > d, (A, H)(1 —¢€), k=1,2,...,n+ 1, e pelo lema anterior obtemos

(1 —-e)d, (A H)

>

Como tal desigualdade permanece valida para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, segue
que (n+ )b, (A, H) > d, (A, H). [

Vamos agora abordar algumas defini¢oes e resultados que nos possibilitarao de-
monstrar um Principio de Dualidade bastante 1til entre as n-larguras de Kolmogorov e
Gel’fand.

Definigao 1.2.35. Seja X um espaco linear normado e X’ seu dual topolégico. Se L e M

sao subespacos lineares de X e X' respectivamente, definimos
= {feX :f(x)=0,VzelL}

= {reX:flx)=0,Yfe M}
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Proposicao 1.2.36. ([14], p. 28) Sejam f € X' e M um subespaco de dimensdo finita de
X'. Entdo

min || f —g|| = sup{[f(z)| : z € ML, [lz]| < 1}.

geM

Notagao 1.2.37. Denotaremos por £(X,Y) a classe dos operadores lineares continuos de X

em Y, onde X e Y sao espacos lineares normados.

Notagao 1.2.38. Ao que segue, dado um espaco linear normado X, Bx denotara a bola

unitaria fechada em tal espaco, em outras palavras
Bx = {z e X :|z|x <1}
Definigao 1.2.39. Se T' € L(X,Y), definimos

dn(T) = do(T(Bx),Y) = inf sup inf [[T(z) —ylly,

Yn rE€Bx YEYn

onde o infimo é tomado sobre todos os subespacos n-dimensionais Y,, de Y.

Definigao 1.2.40. Se T' € L(X,Y), definimos

d"(T) = d"(T'(Bx),Y) = inf sup ||T(2)|y,

" zeL"NBx

onde o infimo é tomado sobre todos os subespacos L™ de X de codimensao no maximo n.

Definigao 1.2.41. Se T' € L(X,Y), definimos
0n(T) = 0u(T'(Bx),Y) = inf sup [[T'(z) — P(2)lly,
Py rE€EBx
onde o infimo é tomado sobre todos os operadores lineares continuos P, de X em Y de posto

no maximo n.

Observacao 1.2.42. Dado T € L(X,Y), d,(T), d*(T) e 6,(T) satisfazem os resultados

precedentes ja vistos com excecao da Proposicao 1.2.30.

Notagao 1.2.43. K(X,Y') denotard a classe dos operadores lineares compactos de X em Y,
isto é, a classe dos operadores T' € L(X,Y) tal que o fecho do conjunto T'(Bx) = {Tx :

|lz||x <1} é compacto em Y.

Definigao 1.2.44. Dado 7' € L(X,Y) existe 7" € L(Y’, X’), chamado adjunto de T e
definido por

(Tz,y') = (x,Ty), Ve e X,y €Y,
onde

(z,2") =2'(x), paraz € X ea' € X'.
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Observagao 1.2.45. Uma consequéncia do Teorema de Han Banach é que se T' € L(X,Y),
entao
ITz|ly = sup{|(Tz,y)| : Iyl < 1}.

Teorema 1.2.46. Para todo T € L(X,Y), temos

Demonstragao. Para todo subespago L™ de codimensao no maximo n em X, temos pela

observacao anterior e pela definicao de T”

sup ||Tzlly = sup  sup [(Tz,y)]
reL™NBx z€L™NBx Yy €By
= sup sup [{z,T"Y)]. (1.26)

y’GBY, zeL"NBx
Como L™ é um subespaco de codimensao no maximo n em X, L™ pode ser representado da
forma

L" = {zeX:(x,f;)=0, fi, fo, -+, fm € X' linearmente independentes, m < n}

e assim
(LMt = {feX :f(x)=0,VaeL} = lin{fi, fo, - fu},
é um subespaco m-dimensional de X’. Se M = (L")*, entdo M, = L™ e assim pela Pro-

posicao 1.2.36 temos que

sup  sup  [(z,T'y)| = sup inf [Ty —a'|x.
y'€Bys zEL"MBx y'€By, TE(L™)L

Assim de (1.26) vem que

sup ||Tz|ly = sup inf |7y — 2| x.
z€L"NBy y'€By, T'E€(LM)*

Tomando o infimo sobre todos os subespacos L™ de codimensao no maximo n de X na

expressao acima, obtemos d"(T') = d,(1"). |

Proposicao 1.2.47. (6], p. 240) Seja X um espago linear normado e X" o bidual de X
(dual de X'). Entao a aplicagio Jx : X — X" definida por

(Jx(x),2") = (' 2), v€ X, 2’ € X',

¢ um isomorfismo isométrico entre X e um subespaco de X" .
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Observacao 1.2.48. Dados X e Y espagos lineares normados, a proposicao anterior nos
garante que podemos incluir canonicamente tais espagos em seus respectivos biduais X" e

Y” por meio dos isomorfismos isométricos definidos acima.

Proposicao 1.2.49. (Principio Local da Reflexibilidade, [1].) Seja Y um espaco linear
normado e M um subespaco de dimensao finita de Y". Dado € > 0, existe R € L(M,Y") tal
que |R| < 1+eeRJyy=1y, Yy €Y NJ, (M).

Teorema 1.2.50. Se T' € K(X,Y), entao
d.(T) = d™(T").

Demonstragao. Como T € K(X,Y), segue que 7" € K(X",Y") (ver [6], p. 416), logo
pelo Lema 1.2.3, dado € > 0 podemos tomar uma e-rede para o conjunto m, ou
seja, podemos garantir a existéncia de uma quantidade finita de pontos y1,¥s, ..., Ym € Y”
satisfazendo min{||y — ylly» : 1 <i <m} <€ Yy € T"(Bxn). Para cada 1 <1i < m, seja
7, € T(Bx) N (y; + eBy). Entao (y; + eBy) C T, + 2eBy e assim {7, }/", é uma 2e-rede para
T(Bx) formada por elementos de T'(Bx). Tomando

Lm = hn{gh e >ym}>

teremos

T"(Bxn) C T"(Bxn) O Ly + 2¢By»

e assim pelo Teorema 1.2.1 (c) segue que
do(T") = dp(T"(Bxn);Y") < dn(T"(Bxn) N Ly, + 2eByn, Y"). (1.27)

Sejay € T"(Bx») N Ly, e § € Byr. Entao

Bu+25Y)) = inf [y+2) <llye < inf lly— 2l -+ 2¢[7le
< inf fly = zllyr +2e = E(y;Yy)) + 2
zeY)!
Assim
do(T"(Bxn) N Ly, + 2¢By»,Y") = inf sup E(y + 2ey;Y,))

Ve y+2ey € T (Bxn )N\ Lim+2¢By1r

< inf sup E(y;Y)) + 2¢
Yy yeT"(Bxin)NLm

= d,(T"(Bx») N Lyn; Y + 2. (1.28)
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De (1.27) e (1.28), obtemos
dn(T”) — 2¢ S dn(T”(BX//) N Lm; Y”).

Como T"(Bx#») N Ly, é um subespaco finito-dimensional de Y, temos que .Jy comporta-se

isomorficamente e deste modo teremos

dn(T") — 2¢ < d,(T(Bx)NJy'Ly,;Y) < d.(T(Bx);Y) = d,(T).
T(Bx)NJy ' Lin CT(Bx)

Fazendo ¢ — 0 obtemos
do(T) > d,(T"). (1.29)

Agora, dado € > 0, pela definicao de d,(7") e propriedade de infimo, existe
)?;L’ C YY", subespaco n-dimensional de Y, tal que
inf |7z —yl|ly» < d (T")+€, V€ Bxun. (1.30)
yeXy

Como T é compacto, existe pelo Lema 1.2.3 uma e-rede para T'(Bx) C T(Bx), ou seja

dxq, 29, -+, 2, € Bx de modo que
min{||Tz — Tx;||ly :i=1,2,--- ,k} < €, Vuz € By. (1.31)

Seja M C Y dado por M = lin{ X", Jy(Txy), ..., Jy(Tzx)}. Entdo M é um subespaco finito
dimensional de Y e segue entao do Principio Local da Reflexibilidade que existe R € L(M,Y)

satisfazendo

Tomando X, = R()Z',’{), teremos entdo X, um subespaco de dimensao m de Y, m < n. Para
cada x; € By, i =1,2,--- , k, segue de (1.30), lembrando que Jx é uma inclusao isométrica
de X em X", que

inf ||T"Jx(x;) —yllyr < do(T") +e.

yeXy
Assim, para cada i = 1,2, --- | k, existe 2/ € 5@{ tal que
|T" Tx () — 2! |yr < dn(T") +e. (1.33)

Seja z; = R(z)) € X,,, i =1,2,--- , k,. Entdo segue de (1.32) e (1.33) que

inf ||Tz; —yly = inf [|[Ry(Tz:)—ylly = inf [|RT"Jx(z:) —ylly

yEXm yEXm yEXm

< NRT"JIx (i) = zilly = [|RT"Jx (i) — R(z)]|
= R(T"Ix (i) = z)lly < IRINT"Ix (i) — 2 [ly
< (1+e)(d.(T") +¢).
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Assim, para todo z € By, teremos por (1.31) e pela desigualdade acima

inf [Tz —yly = inof [[(Te—Tz)+ (T, —y)ly
YEXm yeXm
< inf ||[Tz —Txz||ly + inf ||Tz; —ylly
YEXm yeXm

< e+ (1+e)(d(T") + ¢).

Consequentemente
d,(T) < d,(T) = inf sup inf [|Tz —
(1) < dn(T) = ipf sup inf T2~y
< sup inf [Tz —ylly < e+ (1+€)(da(T") + ).
r€Bx yeXm
Fazendo € — 0, obtemos
d.(T) < d,(T") (1.34)

De (1.29) e (1.34), segue que d,(T) = d,(T"), e como do Teorema 1.2.46 temos d,,(T") =
d"(T"), segue o desejado. u



CAPITULO 2

ANALISE HARMONICA NA
ESFERA SV

Reservamos este capitulo para a apresentacao de algumas defini¢coes e resulta-
dos sobre andlise harmonica na esfera S?. Os resultados deste capitulo serdao aplicados nos
capitulos seguintes. As demonstragoes serao omitidas em sua maioria, por se encontrarem
em [11] ou em [§].

Nas trés segoes aqui apresentadas realizamos um breve estudo sobre harmonicos
esféricos, harmonicos zonais e operadores multiplicadores. Além das referéncias [8] e [11],
outras referéncias para os resultados das duas primeiras se¢oes sao [10], [15], [16], [17] e para
o Teorema de Multiplicadores é [2].

Na terceira secao usaremos a notagao

a, sea >0,
(a)y = {

0, caso contrario.

2.1 Harmonicos Esféricos

Definicao 2.1.1. Uma funcao f : R*! — C é chamada homogénea de grau k, k € Z, se
f(\x) = Nff(x) para qualquer A > 0 e z € R+,

Notacgao 2.1.2. Denotaremos por P, o conjunto de todos os polinomios definidos sobre R¢*+*

e por P, o subconjunto de P formado pelos polinomios que sao homogéneos de grau k.

41
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Teorema 2.1.3. Para todo k € N, Py, é um subespaco vetorial de P e

d+k
ak:dimPk:< —]: )

Notacao 2.1.4. Seja A o operador laplaciano em R4*! e seja k € N. Denotaremos por Ay,
o subespaco vetorial de Pj, formado pelos polindmios harmonicos e homogéneos de grau k,
isto é

Ay, = {pePr:Ap=0.}

Notacgao 2.1.5. O produto interno usual de dois elementos x,y € R serd denotado por
(z,y) e a norma euclidiana de um elemento z € R por |||z||| = (z,z)2. Denotaremos
por S% a esfera unitdria {x € R : |||z]|| = 1} de R munida da medida de Lebesgue
normalizada .

Denotaremos por SO(d + 1) o grupo formado por todas as rotagdes préprias em
R4*!, que pode ser identificado com o conjunto formado por todas as matrizes ortogonais
de ordem (d + 1) x (d 4+ 1) e com determinante igual a 1, munido da operagao usual de

multiplicagao de matrizes.

Definicao 2.1.6. Um harmonico esférico de grau k é a restricao a esfera S? de um elemento

de Aj. Denotaremos por H;, o conjunto dos harmonicos esféricos de grau k.

Teorema 2.1.7. Temos que dim Ho =1, dim H; =d+1 e

d+k d+k—2
dy = dim H; = L P , k>2
k k2

Corolério 2.1.8. A restricdo a esfera S de qualquer polinémio com (d+ 1) varidveis é uma

soma finita de harmonicos esféricos.

Corolario 2.1.9. Toda funcdo continua sobre S¢ pode ser aprozimada uniformemente por

combinacgoes lineares finitas de harmonicos esféricos.

Corolario 2.1.10. O espaco vetorial gerado pela unido | J,—, Hy. € denso no espago LP(S),

1 <p<o.

Notagao 2.1.11. Sejam f,g € L?*(S?). Denotaremos por (f,g) o produto interno usual de
f por g em L?(S%), dado por

() = [ F@l@) duto)
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Teorema 2.1.12. Para k,l € N, k # 1, temos Hyr L H; em relagao ao produto interno ().

Corolario 2.1.13. Se f € L*(S%), entdo f admite uma tinica representacdo na forma
f) = YY),
k=0

onde a série acima converge para f na norma L?(S?) e Y*) € H,,. Além disso

TS g
k=0

2.2 Harmonicos Zonais

Definicao 2.2.1. Fixemos z € S¢ e consideremos o funcional linear LY sobre Hi que a

cada elemento Y € H,, associa o valor Lgck)(Y) = Y (z). Como Hy é um espago de Hilbert,
munido do produto interno ( ,) de L?(S?), existe pelo Teorema de Representacao de Riesz

;. N ;. k
um tinico harménico esférico Z” € ‘H,. tal que

Vi) = 100) = 29 = [ YwZO) duto),

para todo Y € Hji. O harmonico esférico 7z ¢ chamado de zonal de grau k e pélo x.

Lema 2.2.2. (a) Se {Yl(k), ...,Y;}f)} ¢ uma base ortonormal de Hy, entao

dy

k k
Z0() = 3V @Y )

j=1
(b) Z¥) tem valores reais e Z:Ek)(y) = Zék) (x).
(c) Sew e SO(d+1), entio ZE (uy) = ZP(y).
Corolério 2.2.3. (a) Z(z) = di, paraz € S°.
(b) 2?21 |Y}(k)($)\2 = dy, paraz € S%
(¢) 1ZPW)| < di paraz,ye S

Definigao 2.2.4. Seja A > 0. Os polinomios P} (t), —1 <t < 1, k > 0, dados por

PMt) = > aa(t —iv1—2)(t+iv1—£),

I+j=k
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onde gp=1e
1) ... 1
o — A(A+1) k'(/\+k )’ —

sao chamados polinomios ultraesféricos ou de Gegenbauer.

Teorema 2.2.5. (a) Py(t) =1, |t| < 1.

(b) LPAE) = 2P, ] < 1.

(c) PN—t) = (“1FPX(®), [t <1, k€N,
(d) P)t) é um polinémio de grau k, k € N.

(e) As combinagdes lineares finitas de P, k = 0,1,2, ... formam um subconjunto denso no
espago das funcgoes continuas sobre o intervalo [—1,1], com a métrica da convergéncia

uniforme.

Teorema 2.2.6. Sejam d > 2, A = d Dok = 0,1,2,... Entdo para todos x,y € S¢, temos

Corolario 2.2.7. Os polinomios P(d Y /2( t), k=0,1,2,... sio mutuamente ortogonais com

/ f )(d 2)/2 dt.

Corolario 2.2.8. Os polinomios P,gd_l)/z(t), k=0,1,2,... formam uma base ortogonal para
o espaco L*([—1,1], (1 —t3)(@=2/24t),

respeito ao produto interno

Teorema 2.2.9 (Teorema da Adigao). Se {Yl(k), e Yd(f)} ¢ base ortonormal de Hy,, entdao

&~ d+2k—1
k k - d—1)/2
S YP@Y ) = 20() = =B (cos 6), (2.1)
j=1
onde 6 ¢ o angulo entre x e y.
Observagao 2.2.10. Uma vez que z,y € S e (z,y) = |/z| |ly|| cos 6, onde 6 é o angulo
entre x e y, segue que cos § = (x,y), e podemos assim reescrever (2.1) na forma

d

S Y@y P(y) = 209() =

i=1

d+2k—1 (d—l)/2(<
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Definigao 2.2.11. Seja K (t) uma funcio mensuravel definida sobre [—1,1] e seja K (z) =
K({z,e)), onde v € ST e e = eqy1 = (0,0,...,0,1) é o polo norte de S%. Se K, f € L'(S59),
definimos o produto de convolucao K * f por

K f(z) = g K({z,9))f(y) du(y).

Definigao 2.2.12. Para t € [—1, 1], definimos

~ d+2k—1_4
7(k) (t) = Wplgd 1/2 ®).
Observagao 2.2.13. Se e = ¢4,1 = (0,0,...,0,1) e f € L*(S%)

2095 fa) = 295 f@) = [ 29D i) duto) = [ 2900 ) duty).

Sd

Observacgao 2.2.14. Seja K € L'([—1,1], (1 — t*)\4=2/24t). Entdo

[ K duty) = 222 [ Ko - #)ka,

onde wy denota a area de S¢.

Teorema 2.2.15. (Desigualdade de Young, [16], p. 31) Sejam 1 < r,p,q < oo tais que
1—1/r=1/p—1/q. Se K € L"(S%) e f € LP(5%), entdo K * f(z) estd bem definida para
quase todo v € S, K x f € LI(S9) e

1 fllg < 1K1

Teorema 2.2.16. Seja f € L*(S%). Entdo

WE

flx) =

B
Il

0

onde a série acima converge para f na norma de L*(S?9) e Z8 x f(x) € Hy.

Definicao 2.2.17. Sejam «a, 3 > —1. Os Polinémios de Jacobi ped (t) podem ser definidos

através de uma fungao geradora por

2°TPRTM1— 2+ R) (14 2+ R)™" =) Pef(t)z",

n=0

onde R = (1 — 2tz + 2%)/2.
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Lema 2.2.18. Sejam o, € R, o, 3 > —1/2. Entao
I'k+a+1)

P(aﬂ) 1) = 2.2
e (1) Lo+ 1DT(k+1) (22)
e
CAN+1/2)T(n4+2XN) o 1/9
PW() = PA1/22=1/2) (3 —-1<t<1. 2.3
n (t) rerin+ax+1/2) " ®), - (2:3)
Lema 2.2.19. (/17], p. 71) Seja
N plaf) (a,3)
o P, x)P Y
KJ(V ﬁ)(xjy): k (z) k (y)
k=0 HP,ga’ﬁ)
Entao (v 51 9)
+a+p+
K(aﬂ) 1) = 2—&—6—1 (a+1,8) )
v ) Dla+DI(N+B8+1) N (@)
Lema 2.2.20. Seja Ty = @h_Hi. Entao
: 2(N+d/2)(N+d—-1)!
dim7y = TN )
Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.9, Observacao 2.2.10 e Definicao 2.2.12 temos que
dg
k k =
> Y@y Py = 20 (). (24)

Jj=1

Tomando = = y e integrando em ambos os lados de (2.4) obtemos

/Sdi}yﬁ)(x)fdu(x) = /Sd Z®Wdu(z) = Z0(1)

Da Definicao 2.2.12, de (2.2) e (2.3), observamos que

Z790) = SRR
d+2k — 1T(d/2)T(k+d —1)
d—1 T(d-1DT(k+d/2)" "
I'(d/2)(k+d—2)!
[d—D)IT(k+d)2

_ CP(d 2)/2,(d— 2/2)(1>

T(d/2)(k+d—2)!
d—1)IT(k+d/2)

/Sd S Y @) dule) = CuPy T (1),

PL@-2/2=2/)

= (d+2k—1) P(d 2)/2,(d— 2)/2)(1)

!
)

onde Cf = (d+ 2k — 1) Assim
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Por outro lado

O o) = [

e portanto
(452,452
d,=CyP, 2" 2 (1), (2.5)

Agora, tomando o quadrado em ambos os lados de (2.4) e entao integrando com

respeito a du(z) obtemos

/Sd (i Yﬁ’@)%) du(r) = /Sd (Z(k>(<x,y>))2du(x)

2
= G [ (R (o)) dito)

Por outro lado temos que

dg 2 dj, dg, .
/Sd (Z Yn&’“@m%’f’(w) du(x) = / d <Z§3<k><x>19<k’<y>) (Zm“)@m(’“(y)) du(x)
m=1 j=1 i=1
d dg -
= 33 v [ Oy Sedne)
7j=1 =1
dp  dp
k k
= > N vy,
j=1 i=1
di
IO
j=1
e portanto
SNREPING ((d-2)/2,(d2)/2) 2
S [Om] =t [ (PR ) duo) (26)
j=1
Segue da Observagao 2.2.14 que
=2 d=2 2 Wd— d=2 d—2y|2
[ (A ) dute) = 22 |
Sd Wq 2

onde wy é a drea de S? e

d=2 d-2y) 2 ! a2 d—2 2 _
|p7 :/ (A7 W) a-e)Fa

2
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Temos que

o= Wi _ gaa(Ld/2)

Wa—1 (d — 1) ! ’
Integrando (2.6) com respeito a du(y) encontramos

dy, = 21_

- /s(zc’zfsd P’ETQ’T (<$>y>))2du($)du(y)

2

Y(ky du(y)

d2d2
9

= Cﬁ/ H R du(y)
Sd 2
d—2 d_2y| 2
= Cic | P, 2 .
2
Obtemos assim de (2.5)
PO (/2 B 52’u’<1>
Cr=c s = 3,
sl s A
k 9 k 2
assim substituindo Cy em (2.5), obtemos

Lrar (B )
G = 2T R
el

e portanto

e & (A W)
k

dlmTN—de = 2d ! Z 3 .

k=0

Observamos do Lema 2.2.19 que

N
(22,45
SRR SRS
k=0 HPk 202
2
entao pelo Lema 2.2.19 e por (2.2) temos que
(452,452) car1 (N+d—1)! (4,452)
K 1,1) = 2 Py (1
N (1,1) [(d/2)T(N +dj2) ~~ (1)
g (N#d=DI T(N+d/2+1)

I(d/2)T(N +d/2) T(d/2+ 1)I(N + 1)
a1 (N+d-—-1)! (N +d/2)T(N +d/2)

I(d/2)T(N +d/2)  d/20(d/2)N!
gt (N +d/2)(N +d—1)!
(d/2)['(d/2)?N |

48

(2.8)
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Logo

5~ (RTT0) e dp -
A RN

Portanto de (2.8) obtemos

(N+d/2)(N+d—1)!  2(N+d/2)(N+d—1)!

dim 7y = =
AN (d/2)(d—1)I N1 dIN1
[
Lema 2.2.21. Temos que
2
di = El b k2 4 b
im H, d—1 + b1 + + 04-1,
. 2 d 1
dim7y = ﬁ(N+1) +a(N+D) + -4y
e
1 S d! B C(d!")?
dim7Zy — 2Nd  4Nd+1’
onde by, -+ ,bg_1,c1,-++ ,cq e C sao constantes maiores ou 1guais a zero.

Demonstragao. Do Teorema 2.1.7 e da propriedade da funcao Gama que nos afirma que
I(a+1) = al'(«), obtemos

Gt <d+k>_<d+k—2)
K k=2
(d+k —2) 12k +d— 1)
(d—1) k]
_ (d_ll)!(2k+d—1)(k+1)~-~(k+d—2)
2

_ d-1 -2 | .
= (d—l)!k + bk 4+ g

Agora, considerando a expressao de n = dim 7y dada pelo Lema 2.2.20, segue que
(N+d/2)(N+d-1)!)

' NI

(N+d—1)(N+d—=2)---(N+1)(N +d/2)

2
d!
2
d!
2
E(N + D)%+ e (N+ D) oty
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Finalmente, denotando F' = 2/d!, teremos

1 1
n FIN+1)d+ca(N+1)68d14+ 4y
- 1
—  FNid4(CONd-
1

o
FN(1 - (7))
Uma vez que | —% |< 1, ja que os N's de nosso interesse sao suficientemente grandes, segue

pelo resultado da série geométrica que

Obtemos desta forma

S S R <
~ FN¢d FN = F2N?

> L (- C
= FNA\' FN

S|

B 1 C

T FNd  p2Nd+1
d! C(d!)2
ONd  ANd+L®

2.3 Operadores Multiplicadores

Notagao 2.3.1. Denotaremos a bola unitaria de L?(S¢) por
Uy = {6 € L"(S) : ||, < 1}.

Definigao 2.3.2. Seja A = {\;}ren uma sequéncia de niimeros complexos e 1 < p,q < co.
Se para todo ¢ € LP(S?) existe uma funcio f = Ay € L(S%) com expansao formal em

harmonicos esféricos

k=0

tal que
[Allpg = sup{[[Aglly: p € L7, 9 € Up} < o0,

dizemos que A é um operador multiplicador limitado de L? em L9 com normal/Al|, .
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Notagao 2.3.3. Para n, k € N, denotamos
p (m+k)!
O = n!k!
Definigao 2.3.4. Seja {\;}reny uma sequéncia numérica. Definimos AN\, = A\, AN, =

At — Ak11 € definimos assim indutivamente
A"\ = A"\ — A" Ay

Proposicao 2.3.5. Seja f(x) uma fungdo real definida para x > 0 e com derivadas até
ordem n. Se A\ = f(x + k), escrevemos Al f(x) = ANy = f(z) — f(x + 1) e A" f(2) =
A"f(z) — A" f(x + 1) = A" g — A™\y. Entdo

A"f(z) = (—1)”/01-~-/01f(">(x+t1+-~-+tn)dt1...dtn

A" f(2)] < max [f™)(z +1)].

0<t<n

Teorema 2.3.6. ([2]) Seja

v @rn/2 d=35
(d+2)/2, d=2.4,...,

e seja N = {Ap}ren uma sequéncia de numeros complexos. Seja 1 < r,p,q < oo tal que

1—1/r=(1/p—1/q)+. Suponhamos que

lim [A*A k=0, 0<s<N (2.9)
€ o

D AN, [N < oo, (2.10)

n=1

Entao existe uma constante positiva C' tal que

IAllpg < Aol +CZ [ AN [N HO=1/m),

n=1

Além disso, se ¢ € U, e

ta(¢) = Aocoi(d) + <Z C,iVSéVAN+1Ak) * @,

k=1
temos que

’|A¢_tn¢||q < Z ‘AN“‘l)\k‘kN—l—d(l—l/r)'
k=n+1
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Proposicao 2.3.7. Seja AV = { N\ ien, onde A, = k™7, y €R, 7> 0, e sejam 1 < p,q <
oo tal que v > d(1/p—1/q);. Entio AW é um operador multiplicador limitado de LP em LA.

Demonstragao. Denotando f(k) = A, pela Proposicao 2.3.5, temos que

AN =AY (R)] < max [fC(k + 1)

0<t<s

= ()] = — =y =1) . (= = (s = 1))t
yax P = max [—a(—y—1)...(-y = (s -1t

— s _ —y=s
 ax. C, st C, sk (2.11)

Logo [A*Ap]k® < C, k77, donde limy_.o [A®Ax|k* = 0, 0 < s < N e portanto a condigao
(2.9) do Teorema 2.3.6 ¢é satisfeita.

Agora, seja vy = e+ d(1/p—1/q)s, e >0e 1l <rpqg<ootal quel—1/r =
(1/p—1/q)+. Temos por (2.11) que

|AN+1)\k| < C»Y,N+1kf_d(l_l/r)_N_(l+e)

e entao - -
Z |AN+1)\k|kN+d(1—1/r) < C—y,N—i-l Z E—0+e) 0,

k=1 k=0

donde a condicio (2.10) do Teorema 2.3.6 ¢ satisfeita e portanto o operador AW é limitado

de LP em LY. ]

Proposicao 2.3.8. Seja A = { N\ ren, onde Ay = % v r € R, v >0, 0<7r < 1.

Entao A® ¢ um operador multiplicador limitado de LP em L9, para todos 1 < p,q < o0o.

Demonstragao. Como para futuras aplicacoes estamos interessados apenas na limitagao do

d Itiplicador A® e na f limitagao, d t
operador multiplicador , € nao na constante que fornece essa limitacao, demonstraremos
o resultado fazendo uso de técnicas mais simples sem utilizar para isso o Teorema 2.3.6.
Faremos a demonstracao para p = 1 e ¢ = oo e 0os demais casos seguirao de imediato das
relacoes entre as normas de LP, 1 < p < oo e entre as normas de L7, 1 < ¢q < o0.

Seja ¢ € Uy, entao
AP p(z) ~ Z M Z®) s ().
k=0

Denotando a; = A Z®) % (z), obtemos da Desigualdade de Holder, do Coroléario 2.2.3 (c) e
do fato que dj, < Ck%! (ver Lema 2.2.21)

IMZ® ()] = Al

|ax]

[ 29 wetw) duty)
< DelllohlZEle < Puld
< ONETL = Ce MR (2.12)
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Definimos f(x) = Ce 7 2241 entdo f'(x) = —Cryre ™ p2d=D+=1 190 (d—1)e7*" g2(d-1)-1

e assim por meio de simples cédlculos concluimos que

f(2) <0 & x> <d;;1>r

Tomando C = f <<d 1) ), teremos f(k) < C para k > (%)F, ou seja, Ce "* k241 <
C = Ce "=l < COk~2 De (2.12) vem que

S TIMZW (@) = > lag] < CY k7
k=0 k=0 k=0
Assim
AP = supZ\ak| < CZk 2 <,
SCES k=0
ja que Y 0k 2 é convergente. Consequentemente o operador multiplicador A é limitado

de L' em L™ e portanto de LP em L4, 1< p,q < co. N



CAPITULO 3

ESTIMATIVAS DE N-LARGURAS
DE MULTIPLICADORES SOBRE sV

Neste capitulo estudamos estimativas inferiores e superiores para n-larguras de
operadores multiplicadores gerais de LP(S%) em L?(S?), 1 < p,q < oo, demonstradas por
A. Kushpel e S. Tozoni em [8]. A estimativa inferior é demonstrada para as n-larguras de
Kolmogorov e Gel’fand e a superior somente para a de Kolmogorov. Para tanto, iniciamos
o capitulo introduzindo o conceito de Média de Levy de uma norma definida sobre R" e
especificamos as normas com as quais iremos trabalhar. Feito isso fazemos o estudo de
um teorema bastante importante que nos fornece estimativas para as Médias de Levy de
tais normas, o que nos possibilita obter as estimativas para as n-larguras dos operadores
multiplicadores. Além de [8], outras referéncias utilizadas no capitulo sao [5], [9], [12] e [13].

Vale observarmos aqui que ao que segue usaremos para duas sequéncias as termi-
nologias a,, < b,, a, > b, e a, < b,, para indicarmos a existéncia de constantes universais
C1, Cy, C5 e Cy satisfazendo C1b,, < a, < Csb,, a, > Csb, e a, < Cyb,, ¥V n € N, respectiva-

mente.

3.1 Estimativas para Médias de Levy

Seja E = (R",|| - ||) um espaco de Banach n-dimensional ¢ By = {x € R" :
|z|| < 1} a bola unitdria em E. Além disso, seja |||z||| = > _r_; |xk\2)% a norma Euclidiana
do elemento x = (x1,29,...,2,) € R e (z,y) = D7, zxyy o produto interno entre os

o4
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elementos z,y € R". Seja também
S = {z e R |||z]]] = 1},
a esfera unitaria euclidiana em R™.

Definigao 3.1.1. A média de Levy de uma norma || - || definida em R™ é definida por

M- = e = (el du(w))% ,

onde ; denota a medida de Lebesgue normalizada em S™~1.

Notagao 3.1.2. A fim de especificar a norma || - || para a qual queremos estimar a média de

Levy, consideremos um sistema arbitrario de harmonicos esféricos

Mo Mo
{&hin € @ H,  n=) dimH,

=M, s=M-

ortonormal em L%(S%). Seja =, = lin{y,...,&.} e J : R® — =, o isomorfismo coordenado
que atribui a cada vetor a = (o, ..., ) € R® afuncao J, = &% = > iy, € E,,. Toda
matriz diagonal

n

An = diag{e\]\/jl,...,)\]\/[117 )\M1+1”"’)\M1+1j"")\M2""’)\M§} = dlag{>\1,,)\n}
dim'HM1 dim'HMl+1 dimHM2

pode ser associada a um operador linear inversivel JA,J™ ! : =, — =,, que denotaremos
mais uma vez por A, por conveniéncia de notagao.
A definigao ||€||a,, = [|An€]|, induz a uma norma em =, e passando para R™

obtemos a norma

lollangy = €% 100 p, @ €R™
Denotamos
Bisx,p = By = {la €R":afja,p < 1}
Se A,, = I (operador identidade), escreveremos B, = B, e Ny = |- llo-

Observacao 3.1.3. Antes de prosseguirmos, faremos uma observagao afim de tornar a ex-

pressdo acima mais clara. Uma vez que {{;}7_; é um sitema ortonormal de harmonicos
s. . M- .

esféricos e n = dim (@l:Ml Hk), segue que podemos ordenar este sistema ortonormal da

seguinte maneira
(&3 = {&: My <1< My, 1<j<dp},
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onde {f;-, 1<5<d}é base ortonormal de H;, M; <1< M2 Assim, se a = (aq, ..., ) €

R", teremos J(a) = £* = S My Zd’ L abel assim A& = M N Zdl | &€l e desta forma
lall(anp = Z Azza 3
=M, 7j=1

Definicao 3.1.4. Seja v uma medida sobre a o-algebra de Borel B(X) de X, onde X é um
espaco topoldgico localmente compacto de Hausdorff

(a) v é chamada regular exteriormente sobre F € B(X) se

v(E) = inf{v(U) : E C U, U aberto}.

(b) v é chamada regular interiormente sobre E € B(X) se

v(E) = sup{v(K): K C E, K compacto}.

(c) Se v for finita sobre os compactos, regular exteriormente sobre todos os Borelianos e

regular interiormente sobre todo aberto, dizemos que v é uma medida de Radon.

Teorema 3.1.5. (Teorema da Representagao de Riesz, [5], p. 205) Seja X um espago
topoldgico compacto de Hausdorff e seja I um funcional linear positivo sobre C(X), isto €,

I(f) >0 se f € uma fungao real continua sobre X e f > 0. Entao existe uma tinica medida

de Radon v sobre B(X) tal que
- [ s@yivta
b

Definicao 3.1.6. Um grupo topoldgico é um grupo G que também é um espago topologico

para toda f € C(X).

e cujas operacoes de grupo
(u,v) eG x Gr—u-veQqG,
u € Gr—ulteQ,
sao continuas.

Definicao 3.1.7. Uma medida de Haar a esquerda sobre o grupo topoldgico localmente
compacto G, é uma medida de Radon v sobre G tal que v(uE) = v(E) para todo u € G ¢
E € B(X), onde uE = {ua : a € E}.



Secao 3.1 . Estimativas para Médias de Levy 57

Teorema 3.1.8. (/5], p. 315) Sobre todo grupo localmente compacto, existe uma medida de

Haar a esquerda, que € unica a menos de constantes multiplicativas positivas.

Observagao 3.1.9. O conjunto SO(n) das rotagoes préprias em R, munido da operagao de
produto de matrizes e da topologia induzida de R™ x R™, é um grupo topoldgico compacto.
Denotemos por ¢ a medida de Haar normalizada sobre SO(n).

Seja f € LY(S™ ') e seja f a funcao definida por f(u) = f(ue). Entdao f €
LY (SO(n)) e

[ @ = [ faio)

Em virtude desta relagao entre as medidas i e o, podemos concluir pelo Teorema 3.1.6 que,
se v é uma medida de Radon sobre os borelianos de S"~! e também é invariante por rotacoes
de SO(n), entao existe A € R, A > 0 tal que v(E) = M\u(E), V E € B(S"™1).

Lema 3.1.10. Seja f € C(S™1) e f a extensao de f para R™\ {0} dada por

f®>zmx”ﬁf(mim)'

f@) dux) = = [ Fa) dytw),

Sn—1 Rn

Entao

onde dy(z) = e~ dz: denota a medida Gaussiana em R™.

Demonstragao. Definimos a aplicacao I : C(S"7') — R por

g > s o—rlllelli2 gy
1) = [ Ferarte = [ Wi s () e

Esta aplicacao é claramente um funcional linear positivo em C(S™™!) e segue portanto do

Teorema 3.1.5 que existe uma tinica medida de Radon v em S™~! satisfazendo

/ Iz [||? f <H| |||) ezl g — . fdv (3.1)
Observemos que se u € SO(n) entao
o _ 2 ur —l|l|l|>
irow = [ el s () e
- —llluzlll® 4
L ()
— 2 t —rlllall? g, —
= [ lip (i) e s 1),
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Assim [ é invariante por rotagoes donde a medida de Radon v é invariante por rotagoes e é
portanto uma medida de “Haar”sobre S"~!. Logo da Observacio 3.1.9 existe uma constante

A, tal que v = \,u, onde i é a medida de Lebesgue normalizada em S™"~!. Segue assim de

(3.1) que
2 f el gy = f(x) du(x). 2
/ =1 s (||| |||) a A gn—1 (%) diulz) 32

Tomando f =1 € C(S"!) da equagao acima vem que
ho= [ vdw = [l e i
Sn—1 n

(o]
= n/ xfe_”(m T+otar) dry - - -dz,

o0

=n (/ x%e_”%dxl) (/ e_”%dxg) (/ e_”gldxn) : (3.3)

Observando agora que ffooo e Vidy = /7, fazemos uma mudancga de varidveis na integral e
o I

/ Wy = \F (3.4)
—00 q

/ e idy; = 1, i=2,3,..,n. (3.5)

[e.9]

obtemos

e tomando assim ¢ = 7, segue que

Derivando agora a expressao (3.4) com relagao a varidvel g obtemos

o 1 [m
e dy = —— . | =
Jrei=

Tomando y = z1 e ¢ = 7, obtemos da expressao acima

o 1
2 —ma?
/_OO xie T o (3.6)
Segue assim de (3.3), (3.5) e (3.6) que A\, = 2= e substituindo tal valor em (3.2), temos que

o) dute) = 2 [ HIxHI2f(H| i) e = 2 [ Faa),

Sn—1
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Lema 3.1.11. (/9], p. 585) Seja {rr}32, a sequéncia das funcgoes de Rademacher
(0) = sign sen(2876),
para @ € [0,1] e k=1,2,.... Eparam=1,2,...; i=1,2,....n, seja
07 (0) = m 2 (i1 (0) + -+ am(6))-
Nestas condigoes, se h : R" — R € uma func¢dao continua satisfazendo
h(xy, ..., x,)e” Zi=tleel 0

uniformemente quando Y ,_, |zx| — 0. Entao
1

/ h(z) dy(z) = lim h((zﬁ)—%(agn(e),...,5;;@(9))) db.

m—0o0 0
Lema 3.1.12 (Desigualdade de Khintchine, [13], p. 41). Seja {ri}ren as funcoes de Rade-
macher definidas no lema anterior e seja 1 < p < co. FEntao existem constantes positivas

B(p) e v(p) tal que para toda escolha de escalares {cs}?_, temos

1
2

B(p) (Zw) < ( /0 \erw)cs\pde)p < 4(p) (Zw) ,
onde B(1) > 1/2 e y(p) = 2:T(H2)/T(}) <p2, p— .

Lema 3.1.13 (Teorema de Interpolagdo de Riesz-Thorin, [5], p. 193). Sejam (X, M, o) e
(Y, N ,v) dois espagos com medidas semi-finitas (em particular o-finitas), 1 < po, p1,qo, @1 <

oo e para cada O <t <1 sejam p; e q; tais que
1 11—t ¢t 1 11—t t

bt Po 28 d qo ¢
Seja T um operador linear limitado de LP*(X, M, o) em L*(Y,N,v) parat € {0,1} e tal que

||Tf||fh S Kt”f“;n“ f € Lpt(Xvao-)u t € {07 1}

Entao
HTfHQt S Ké—tK11f||pr“ f € Lpt(Xqua)v t € [07 1]

Lema 3.1.14. Se t, € @I&Ml H;., entao

ltallo < n7 tallyy 1<p< o0, (3.7)
ltalls < 72 |ty 1<p<2 (3.8)

1_1
[tnlly < 279 [ltnll, 2 < g < oo (3.9)
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Demonstracao. Seja Dy, v, = ffw=2M1 Ze(k), onde Z¥ ¢ o harménico zonal de grau k e

polo e, sendo e o pélo norte da esfera S¢. Entao para cada t, € @kM:ZMl Hj., temos
tn = 'DMl,MQ *tTw

e segue assim do Teorema 2.2.14 (Desigualdade de Young) que

[tnlloo = [[Danasy * talloo < 1 Dasyaslloo [Enllr- (3.10)
Mas, Dy v, = Dany g, * Dy sy, € assim pelo Teorema 2.2.14 e pelo Corolério 2.2.3 (a),
obtemos
HDMl,MQHOO = ||DM17M2*DM17M2HOO < ||DM17M2H2||DM17M2H2
Mo Mo
— IDwanlt = > [ 22T dp = Y (29,2
Py k=M,
M2 M2
= >z = Y d = (3.11)
k=M, k=M,

Segue assim de (3.10) e (3.11) que

[tnlloo < nitals-

Desta forma
[Tt )l < nltalli e Tt oo < [ltnlloo-

Aplicando o Lema 3.1.5, teremos

K(] = n,
K =1,
Qo = q1 = 0 = G = X,
p0=1,p1200=>p%=¥+£=1—t
1—t L
Logo K;,~"- Kt =n'™t. 1! = n¥ e fazendo p = p;, obtemos
1
[talloo = [[{(tn)llo < nP|ltallp, 1<p < oo,

o que demonstra (3.7).
Usando agora o fato que t, = Dy, * £, € que || Dy anll2 = nz (ver (3.11)),

segue do Teorema 2.2.14 que

ltalls = I1Dapse % tallz < 1Da e ll2lltalls = n2l[talls
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e desta forma
1
[(ta)llz < mzlltals e H(Ell2 < Ltall2.
De modo andlogo, aplicando o Lema 3.1.5 ao par de desigualdades acima com Ky = n%, K, =

I, po=1, p1 =2eqo=q =2, obtemos
ltalls < 7772 [ftallp, 1<p<2,

o que demonstra (3.8).
Usando mais uma vez o fato de que t, = Dag, az, %t € que || Dag, an|l2 = n2, segue

do Teorema 2.2.14 que

ltalloo = 1Da e * tallow < I1Darasllolitalls = n2lltalls

e logo
1
[ (E)lloo < n2ltallz e [[1{tn)ll2 < 1[En]-

Finalmente, aplicando o Lema 3.1.5, obtemos

1_1
[tnlly < n27alftnll2, 2 < g < oo

Teorema 3.1.15. Seja {&}7_, um sitema ortonormal arbitrdrio de harménicos esféricos em
EBIJZZ}V[lHl, n = dim (EBIJZZ}\/[le). Entao existe uma constante absoluta C' > 0 tal que:

1) se 2 < p < oo, entdo

Mz % Mo 3
1 1 1
n (Z W%) < M(| ) < Cpin3 (Z wdk) ;

k=M k=M

2) se p = 00, entdo

Mo % My %
nh <Z wdk) < M(| - llano)) < Cllogy n)in2 (Z lAklzdk) ;

k=M k=M,

3) se 1 <p<2, entio

Mo % Mo %
n": (Z |/\k|2dk> < M([| - [lanp) < 72 (Z |>\k|2dk> ;

k=M k=M

N —

4) se p =2, entao
1

Mo 2
M- llan2) = n72 <Z M%) :

k=DM,
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Demonstragao. Vamos inicialmente obter a igualdade em (4). Para z = (z1,...,x,) € R,

temos pela Observacao 3.1.3 que

> w3

=M, 7j=1

2

12 l1Ts, 2) =

Z Yk Z ) 1g11E = Z A Z

lMl lMl

Assim

[ lals, o dute) - e Z e (312)

=M,

Mas

U= [ el duta) 2/ e = 0 [ ap), Vi=1n
Sn— n—1 Snfl

donde

/ lx?d,u(x) = —, Vi=1..,n (3.13)
De (3.12) e (3.13), obtemos
| Mo dy
[ el dute) = 5> NP1 = LSS
snt "o j=1 Lyys
Consequentemente
1
M) = ([ el doe)) = o (%; n dz)
!

Como a propriedade (4 ) é vélida e M(]|-||(a,,p)) ¢ uma fungao mondtona crescente
de p para 1 < p < 0o, seguem as estimativas inferiores em (1) e (2) e a estimativa superior
em (3).

Vamos agora, obter a estimativa superior em (1) e a estimativa inferior em (3).
Para uma funcio arbitraria f € C(S"1), definimos a extensio f de f para R™ \ {0} por
f@) = |[|z|/|2 - f(z/]||z]|]), e consideramos X, 1 < i < n a sequéncia de multiplicadores
obtida de \;;, M; <1 < M, que corresponde a enumeracao fixada dos harmonicos esféricos
{&}iey. Tomando f(x) = 2|}y, ) © = (21,..,2,) € S", segue do Lema 3.1.10 que

[l dut) = 2 [ fay i) = T [ Jalfg . (614

Como [[all(x, ) < Casatap Sj 2, temos que

n
fx)e™ Zk=alonl = ||:1:||(Amp ~Xk=1le 0 uniformemente quando Z|:Ek|—>0.
k=1
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Portanto segue do Lema 3.1.11 que
~ . .
- f(z) dy(x) = hm / |(2m)~2(67°(0), ..., 0, (9))”%[\77,710) do. (3.15)

De (3.14) e (3.15) vem que

| el dute) = =t / @) O), .. 2O O
= i [ NORO Oy . @16)

Observemos agora que

n 2

> ar0)s

1=1

(O (O), woes G Oy = NECT OO R =

= ‘ Ay <Z 6?(9)@-) =

p

_ /\me V()P dulr )). (3.17)

An,p
2

p

hSAIN

Além disso

>N (0)&i(r) = Z 2, ri-vymir (0) + -+ rin(0)).
i=1 i=1
Denotando assim § Ym+k(T) = m_%gi(T), T€St e )\ Dmtk = )\Z, parai=1,..,n; k=

1,...,mem=1,2, ..., obtemos

me V(T Zr] Agj (3.18)

Segue entao de (3.16), (3.17) e (3.18) que

1

M oo = ([ o i)
- ”iliﬂ;(/ (/ \Zm IWEOF dulr >>ide)2. (3.19)

Desta forma, pela Desigualdade de Jensen (ver [5], p. 104) e pelo Lema 3.1.12, para 2 < p <
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o0, vel que

1
2\ 2
P

A

1 1 mn ~ -
M(| ) < n7F Tim (/ / |Zm<9>Ajfj<f>|pdedu<T>>
j=1

mn 2

ot i ([ (Z |Ajfj<f>|2) au(r) | (320)
j=1

Usando agora o Coroldrio 2.2.3 (b), obtemos

Z |ngy(7')‘2 = Z Z ‘X(i—l)m+k§(i—1)m+k(7—)‘2
j=1

IA

i=1 k=1

= DD PImTE)P
1=1 k=1

= Y mAPm ()
i=1

n

= Y INPlaeP

i=1

Mo dj '
= D NP IEmP
= =1

J=M
= > |\ (3.21)

Assim, segue por (3.20) e (3.21) que

IA

M, 5 »
_1 .
M Nl (anp)) Y(p)n~? lim. L(Z |Aj\2dj> dp(7)

Jj=M

= 2 [Sd<ZW|2dj> dp(7)

Jj=M
) M £ >
= (p)n~2 <Z\>\j|2dj> / du(T)
j=My 54
1
1 1 Mo 2
< C1p§n_5<2|)\j\2dj> 7 (3.22)
J=M

onde a constante universal C da tltima desigualdade é obtida do fato de v(p) < pe.
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Por outro lado, para p = 1, segue de (3.19), da Desigualdade de Jensen, do Lema
3.1.12 e de (3.21) que

1
2

2
M| lla) = o7 lim / (/ 1S ONE ] dutr >> @
7j=1
1 mn ~ -
>t [ ] 12 ONE() 8 dutr)

> ()2 lim <§ |§j§j(7)lz) dp(7)
— %/ <Z I\ d) dp(T)
R :
> in_i <Z ‘)‘j|2dj> :
Jj=M

Uma vez que a Média de Levy é uma funcao mondtona crescente de p, segue que

1 1
M- llanp) = M- llann) = 50 2<Z|A |2d) , 1<p<2

Jj=Mi

Obtemos assim a estimativa inferior em (3).

Agora, aplicando (3.7) com p = log, n (assumiremos entdao p > 2) e (3.22)

</n1 21,0 00) d,u(x))%
) </ I dnfa >)%
(

LI duto))

obtemos

M| [[(anc0)) =

=

IN
3
|
B
E
3
S
U
=
—
Nak
N————
=

IN
3
3=
0
=
:I
=
.
[z
>
<.
o
&
N——
ol
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= (2 %C’llogn%n_% \j|*d;
(2°)» C1(log, ZI |

Jj=M

= 20C,(logy n)2n": (Z I\ |2d> . (3.23)

Jj=M
Tomando entdo C' = 2C', obtemos de (3.22) e (3.23) as estimativas superiores em (1) e (2),

respectivamente. [

3.2 Estimativas Inferiores Gerais para n-Larguras

Fixemos uma norma || - || em R™ e denotemos por F o espago de Banach (R™, || -||)

com bola unitéria Bg. O espaco dual E° é munido da norma

l2]® = sup{|{z,y)| : y € Bi}.
Teorema 3.2.1. ([12]) Seja E° = (R, || - ||°). Para cada 0 < X\ < 1, existe um subespago
F, CR", com dim Fy, = k > An, tal que
Tl < CMy(1=N)"2all, Vae R,

onde C > 0 é uma constante absoluta e

vo = ([ ey o)

Teorema 3.2.2. Sejam 1 < ¢ < p <2 0< A< 1, n=dim7y, Ty = @f\il Hi, dp =
dim Hy, e seja A = { A}, uma sequéncia de multiplicadores tal que A\, # 0 ¥V k € N. Entdo

existe uma constante absoluta C' > 0 tal que

min {dp,_1(AU; L9), d* N (AU,; L9)}

1
(1-— q)% %<Zk AT 2dk> ’ q>1,
(n/10gy )} (S0 el i) 7, g =1,

onde [An — 1] denota a parte inteira do nimero An — 1.

> C(1—\)2

[\')I)—' -

Demonstracao. Sejam z,y € R® = J '7y. Usando o fato que J é um isomorfismo

coordenado e portanto preserva produto interno, obtemos
2]t = sup{l{z,9)| -y € By, o}

= sup{ / Jx - Jy dp :JyEA;l(B;‘)}.
Sn—1
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Como A, Jy € By, segue que A, Jy = Jy, com J € B&), donde Jy = A;'Jy. Obtemos assim

da expressao acima e da Desigualdade de Holder que
/ Jx~A;1J§d,u':y€BZ])}
Snfl

/ A Jx - Jgdu| 7€ Bg])}
Snfl

el = sup{

= sup{

< A Tzl 1Tl < 1AL Ty
= |lzllaze (3.24)
onde % + i = 1. Tomando agora 0 < A < 1, podemos garantir pelo teorema anterior a

existéncia de um subespaco F C R", com dimF}, = k > An, satisfazendo
_1
lzlley =1zl < CM (I lang) X=X 22l @tng, Vo€ F
De (3.24), vem que

_1
ol < O™ (I liastgy) (L= Nl s Vo € B

1
Assim para € = C/_l(]_ — )\)% <M (H . ||(Afll,q’))> , temos

Além disso, estimando a Média de Levy M (|| Il A#’q,)) pelo Teorema 3.1.15, obtemos

1
2

(@)t (Sl 2d) T g <0,
(n/logym)* (X0, [\l 2di) 7, ¢/ = 0.

Como%—l—%zlelgqglvemque

e > C(1—A)2

[NIES

B N FVET AN
(1 q) n (Zk:l|)‘k| dk) 17 q>1a (326)

(n/1ogom)* (X4, Ml %) © g =1,

Como AUy, C AU, ja que 1 < ¢ < p < 2, segue pelo Teorema 1.2.1 (c), pelo

(NI

e > C(l-=X)

Teorema 1.2.21 (c¢) e da Proposigao 1.2.29 que

min {dp,_1(AUy; L), d*(AU,; L9)}

> min {dp,_1y(AUs; L), d* 1 (AUy; L)}
> bp,—1)(AUy; LY)
> bpn-1)(AnBy; LY).
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Observando que dimFy = k > An, obtemos da Defini¢ao 1.1.13 e de (3.25) que
bixn—1)(AnBy; L) > €
e consequentemente
min {dp,_1(AU,; L9), d*(AU,; L)} > e.

De (3.26) segue o desejado. n

Observacgao 3.2.3. Usando o Teorema 1.2.50 obtemos para o caso 2 < p,q < 00, a seguinte

estimativa

_1
pinz (Z;iv:l |)\k|_2dk> ° p < 00,

(n/1ogym)} (S0, [Nl 2dk) *, p =00,

[N

d[An_l](AUp;Lq) Z C(l - )\)

=

3.3 Estimativas Superiores Gerais para n-Larguras

Teorema 3.3.1. Suponhamos que A = {\;}ren Seja uma sequéncia decrescente em mddulo
satisfazendo limg oo [Ax] = 0, 1 < p < 2 < ¢ < o0, e que o operador multiplicador A é
limitado de Ly em Ly. Sejam {Nj}tren € {mi}il, sequéncias de nimeros naturais tais que

N < Niy1, Ng=0ce Z,iwzo my < 3. Entao existe uma constante absoluta C > 0 tal que

M 00 1
dﬁ(AUp;Lq) < C (Z |)\Nk‘gmk + Z ‘)\Nk|9f\)/k,7vkﬂ> )
k=1 k=M+1
onde )
D 1
_ 9;{71@,1\7“1 qz, 2<qg<oo,
Omy = —— 1 ° 1
(mk)z (10g2 HNmeH)z? q = 00,
Ni41
GNk Nit1 Z dim HS
S:Nk
Demonstracao. Seja Ty, v, = l]\fMl Hi, n = dimTy, v, = Q/fMl dy, By = Up,nN

Tty Mo B(’;) = J‘lBg, A =0e0 < A < 1. Pelo Teorema 3.2.1, existe um subespaco
F, CR", dimFy =k > An, tal que para todo x € F}, temos satisfeito

|zl < CM(|| - @)X —N)~=2|z]|S.
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Se m = n — k, usando o fato que k> An e 0 < A < 1, obtemos (1 — \)"2 < (%)% e assim

1
ny 2
lalley < Cllally (=) M- ).
Pelo Teorema 3.1.15 para A,, = Id, temos
Cqzn=: (Zk 2 dk> = O 2<g<o0
M- o) < )= 1
C(logyn)zn=2 ( KM, dk> =C(logyn)z, q=o©
Consequentemente
1 1
nyz | gz, 2< g <o,
lelley < Clialfy (=) , (3.27)
m (10g2n)2a q = 0.
Segue entao do Teorema 1.2.50, da Defini¢ao 1.1.8 e de (3.27) que
dM(Bg;LquMLJ\/h) = dm((Bg)O;L2mTM1,M2)
= inf sup |z
L we(By,))°NL"
< sup |lzf2)
me(B(’;))Oka
n\: [ a2, 2<g<oo,
< s Ol (&) 1
Z€(B(,))0NF m (logyn)2, ¢ = oo,
. 1
2 2, 2 < g < oo,
< C (ﬁ> 2] 1 o= (3.28)
m (10g2 n)§7 q = o0.

Seja agora By M = UpNTn, N, € Para f € AU, C L? seja Sy(f) a N-ésima soma parcial
de Fourier de f e ¢y, N, (f) = Snyoy (f) = S (f). Observando que Sy, (f) = Z;.V:’CO A% * f

N, = .
temos ¢, n,,, (f) = D28 41 Z9) % f, e assim

Z ¢Nk7Nk+1(f) = 0N, N1 T PN N T
k=s

Ns+1 " Ns+2 .
— Z 70 % f 4+ Z ZW s f4 ...
J=Ns+1 Jj=Nst1+1

Desta forma, como Sy, (f) — f pois f € L?, segue que

= 0.

lim
S—00

> N (f)
k=s

2
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Logo, dada f € AU, C L?, temos

= Z ¢Nk,Nk+1 (f)
k=0

onde a convergéncia da série ocorre em L?. Mas f = A¢, ¢ € U, e podemos entao reescrever

a equacao acima na forma
[ee]
f = Z¢Nk7Nk+1 o A(¢)
k=0
Consequentemente

@ PNy Ny © MU (3.29)
k=0

Mas, para cada ¢ € U, temos
Nk+1 " Nk:+1 _
¢Nk,Nk+1 (AQO) = Z )‘jZ(]) *p = A ( Z Z9 « §0> = A(QSNk,NkHQO)-
J=Njp+1 J=Ni+1

Assim ¢, o A(U,) = Ao ¢n, Ny, (Up) e obtemos entao de (3.29)

N1
AU, € (Ao dwn 1)Uy (3.30)
k=0

Agora, dada ¢ € U, observando que {|);|} ey é uma sequéncia decrescente, temos que

Nii1
fineonmael = | 3 %20
j=Ni+1
Ngt1
< |Anel Z A * P
j=Np+1
Ngt1 .
< |)\Nk| Z Z(J)*Qp
j:Nk+1 2
= |)‘Nk|H¢Nk7Nk+1(p||2‘ (331)
Pelo Teorema 2.2.14 (Desigualdade de Young), temos
N1 _ N1
lommanelle = || D2 Z9xo| < llelp|| > 29 . 1<p<2 (332
J=Ni+1 9 J=Ni+1

[N
| |~
Sl
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Como pela definicao de harmonico zonal e pelo Coroléario 2.2.3 (a)
Ngt1

Ni41 Ni41
Z ZU) — Z /Z(J Z Z9)(e)
J=Ni+1 2 J=Ni+1 54 J=Ni+1
Ni41
= Z dry < 0Ny Ny s
J=Ni+1

obtemos de (3.32) parap =1

1
[one N plls < 08, w ., el

Por outro lado, para p = 2 temos ¢ € U, C L?, ou seja p = Z;io ZU) % ¢, e assim

Nit1 0o
lonmenellz = || Y. Z9xg| < D ZD 0| = |l
J=Np+1 =0 )

Consequentemente, obtemos o seguinte sistema de desigualdades

1
{ lomemen@llz < 03w, Il
l6x s @ll2 < lleolle-

Aplicando o Lema 3.1.13 (Teorema de Riesz-Thorin) a tal sistema de desigualdades , vem

1

1_1
P2 1<p<2.

1_1
< HJI\)[k,]QVk+1||(p||p S HNk,Nk+17

que
H(ka,NzﬁLﬁpH? =

Assim de (3.31) segue que
(Ao dn, Ny ) 23 Nk
k o <1l= (A ° ¢Nk7Nk+1)S0 € |)‘Nk|9]z</k7]2VkHBéVk7Nk+l’

1

‘)\Nk| Nk,Nk+1 2
Ni,Ni :
By "t e obtemos assim de (3.30)

ou seja, (Ao oy, .1 )Up € [An, |9N,c Nist
NiNisr (3.33)

AU, C @|)‘Nk|9Nka+1B2

k=0
Agora, por (3.9), observando que 2 < ¢ < o0 e Oy, n,,, = fo:’“jv; dim H,, temos para

= BNk7Nk+1
%_l
= On N ol < Oy,

Ni11

=
ZQ\»—A

k+1’

AN
Zm

11
lelly = llonmnells < O w, 10m N @l
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1

z Ny, N Ni,N, Ni,N,
donde ¢ € HNk }ZVkHBq PR e portanto By M C 9Nk Nyia Ba PR Logo por (3.33), segue
que
2 Nkakal
_ 2 Ng,Ng11 2 Ny, Nii1
- @ HNk Nii1 |>\Nk ‘B + @ HNk Nii1 ‘)\Nk |Bz
k=M+1
1 NN 1 1_1 NN
ksiVk+1 2 q kytVk4+1
g @HNk Nk+1|>\Nk‘B _'_ @ |>\Nk‘9Nk Nk+1 Nk,Nk+1Bq
k=M+1

. 2 Nig,Nigy1 q N, N1
- @eNka+1|)\Nk|B + @ |)\Nk|9Nka+1Bq :

k=M+1

Finalmente, do Teorema 1.2.1 e (3.28), obtemos
M
3 Ni, Ny
dﬁ(AUp; Lq) < Z |)\Nk|9Nk Nk+1de(B2 * Hl’ Lin TNkak+1)
k=0

+ Z |)\Nk |9N,c J_Vkﬂd (BéVk’NkHa Lo TNk,NkH)

k—M+1
1 1
HN.,N 2 q§7 2§q§007
< CZ |>\Nk‘9Nk Ni41 (ﬂ) 1
my (10g2 eNk,Nk+1)27 q = OO?
k=M+1
= Z |)\Nk|gmk + Z |)\Nk|9Nk ]_Vk+1
k=M+1

Observacgao 3.3.2. Vamos agora melhorar a estimativa obtida no teorema anterior, especi-

ficando as sequéncias N e my. Definimos N1 = N e
Nk+1 = IIlll’l{M eEN: V|>\M| < |)\Nk|}7

onde v > 1 é um numero fixo. Usaremos v = 2 pois tal escolha serd suficiente para nossas

aplicacoes. Para € > 0, colocamos

M = [10g29N17N2:|

€
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mr = 2% )+ 1, k=1,--- M.
e my = Oy, N, = 0o.n. Observemos que
M M M
YSUTRRD 3 SUMMESESIRRMNG pest
k=1 k=1 k=1
S | 1
< M+ 0y ;(2 )= Clogy Oy +Onive 5
1 1
> -+ 1 _ 9 9N17N2 = C€9N17N2 (334)

onde C, > 0 depende somente de €. Aplicando o teorema anterior para

M N
6 = my +ka = ZdimHS +ka,
k=1 s=0 k=1
e denotando dg = dg(A : LP — L9), temos

O RNt
< CZ|)\Nk+1 ( )H

[N

{ 2, 2<q <o,
(

ﬁ ~
10g29Nk,Nk+1> 4=

1_1
p q
_I_ C E |)\Nk:+1|9Nk,Nk+1'

k=M1
min{M € N : 2|A\y| < [An,|}, segue que 2|y, ., | < |An,| € portanto |Ay,,,| <

Como Ny 1 =
27% An|. Assim

M P 1
9;; 2, 2 < < 00,
dﬁ < C|)\N|Z2—k Nkvj\ik+1 { q ) Sqs
k=1 mlg (10g29Nk7Nk+1>27 q= ’
+ Ol Z 2" ke;’vkgvm
k=M+1
1
5 1
o oy, qz, 2<g< oo,
< C|)\N|Z2 (1—- Ilc k+1{ .
Hﬁ[ No (10g29Nk,Nk+1)27 q= 9
11
+ Ol Z 27RG% %
k=M+1

como na observacao anterior. Dizemos que A =

Definig¢ao 3.3.3. Sejam Ny, M e Oy, .,
Nk+1 > Nk, Vke N, limy_ oo A\ =0 e

{)\k}kEN € Ke,pv € > Ov 1< p < 27 se |>‘k‘+1| < ‘)‘If| )

se para todo N € N tivermos

1_1
§ : k(1—¢) NkyNkJrl p 2
2” S Cﬁ,peNl,Nz’
92
N1,N2
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Uma consequéncia imediata de tal definicao e da observacao anterior é o seguinte

corolario

Corolario 3.3.4. Seja1 <p<2<qg<ooeA€K,, para e >0 firo. Entao

N

1
i1 qi’ 2 S q < 007
dﬁ(AUIN Lq) S Cﬁyp‘)\N‘eﬁfleQ

SuplgkgM(10g2 HNk,NkH) y 4 = 00,

o -
- P q
+ Cﬁ7p|>\N| z : 2 eNk,Nk+1'
k=M+1



CAPITULO 4

APLICACOES

O operador laplaciano A, sobre a esfera S?, conhecido como laplaciano esférico ou
operador de Laplace Beltrami, é o operador multiplicador associado a sequéncia { i fren, pr =
—k(d+ k — 1), que tem H; como o espago vetorial dos autovetores associados ao autovalor
M-

Seja A = {1 een, pr = (k(d+k — 1))z, v € R. O espago de Sobolev W, para

v>0el<p< oo, édefinido como sendo o espaco vetorial
dy . d
W) = {felP(S%):NfeLl(S}

e estd munido da norma ||f|lyy = [[A7f|,. A bola unitdria fechada de W) é o conjunto
AU, que é um conjunto de fungoes finitamente diferencidveis sobre S?. Estimativas para
as n-larguras de Kolmogorov d,(A~7U,; L?) foram estudadas, por exemplo, em [2].

Neste capitulo, aplicaremos os resultados obtidos no capitulo anterior para a ob-
tengao de estimativas de n-larguras de Kolmogorov para os conjuntos de funcoes finitamente
e infinitamente diferencidveis sobre a esfera S? associados as sequéncias de multiplicadores
AD =k en, ¥ > 0e A® = {e* oy, v > 0, 0 < r < 1, respectivamente. A re-
feréncia usada para os resultados aqui estudados é [1] e varias das estimativas obtidas s@o
assintoticamente exatas em termos de ordem. As constantes que determinam a ordem dessas

estimativas foram determinadas explicitamente.

75
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4.1 n-Larguras de Conjuntos de Funcoes Finitamente

Diferenciaveis

Nesta segdo estudaremos n-larguras de conjuntos de fungoes suaves (conjunto
de funcoes finitamente diferencidveis em S9) associados as sequéncias de multiplicadores
AW = { X teen, A=k, vy E€R,y > 0.

Teorema 4.1.1. Para 1 <p<2<g<ooce~vy/d>1/p, temos

1
dy(ADU,; L) < /a1 0 95 PR
(logy, n)2, ¢ =00
Demonstragao. Na demonstracao desse resultado faremos uso do Corolario 3.3.4 e para
tanto precisamos garantir que A seja um operador limitado de LP em L?, a Proposicio
2.3.7 nos garante tal limitacao.

Fixemos N; = N, temos que N1 = min{l € N : 2|\;| < |An, |}, assim
2|)\Nk+l| = |)\Nk| Al Q(Nk-i-l)_fy = Nk_ﬁf & 27N = Niya.

1 2 . .
Como N; = N, segue que Ny = 27 N, consequentemente N3 = 27 N e assim sucessivamente

obtemos Ny 1 = Q%N. Logo, como do Lema 2.2.21 temos dim H, =< s4!

, segue que
Nk+1 NkJrl b
ONeNew = Z dimH, = Z s = Nl?+1 = (22N)". (4.1)
s=Nj s=Ny
Portanto
—knl/p—1
o = Dl DD 2R
k=M+1
« NS peptp
k=M1
—  NvHd/p=1/g) Z 9—k(1=(d/7)(1/p=1/q)) (4.2)
k=M+1

Mas M = [log, On, N, /€] € como de (4.1)
logy Ony Ny, = 1og2(2%N)d = dlogz(Q%N) = d(logzﬁ +logy, N) = log, N,

segue que
10g2 HN 1,N2
€

M = { } = Ce 'logy, N (4.3)
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e consequentemente, obtemos de (4.2)

o0

o <« N—+dt/p=1/q) Z 9—k(1=(d/7)(1/p=1/q))
k=[Ce—1log, N]
Como para [b] < 1 vale > oo, b = b5 vF = bM . 1/1 — b, segue que para v/d >
1/p—1/q

0 9—(1—(d/7)(1/p—1/q))Ce " logy N
Z - 1 — 2-(1—(d/v)(1/p=1/q))
k=[Ce—1logy N]
(210 VY ~CO~()(W/p=1/0)) /e 1
1 — 2—-(=(d/mQ/p—1/q))
ot

— CvlN—C(l—(d/“f)(1/111—1/t1))/E )

Consequentemente, para v/d > 1/p — 1/q, temos
o < N-Hd/p=1/9)-CU-(d/7)(1/p=1/9)/e

Tomando 0 < € < CM, teremos 0 < N~ e como do Lema 2.2.21, n =< N¢,

dip=1—q~1)
segue que

Provemos agora que A = {k™7}yen € K., para algum € > 0. De fato, de (4.1) e (4.3) temos

M 1/p [Ce~1logy N
Sogocolit oo ST g GIN
= Oiw, £ @7 NP
[Cefllog2]\/’}
= Z 9—k(1=€)o((k/7)(d/p)—(1/7)(d/2)) prd(1/p—1/2)
k=1
[CEillogQN}
= Y22 Nd/p=1/2) Z 9—k(l—e=d/vp)
k=1

Tomando v/d > 1/p, teremos t = —(1—e—d/vp) < 0, se 0 < € < 1—d/~p, consequentemente

[Ce~!logy N [Ce~llogy N] 00
Z 2—k(1—e—d/~fp) _ Z (2t>k < Z(2t>k
k=1 k=1 k=0
B 1 B 1
1—2t 1 —2-(-ed/w)’
Logo
M 9]1\{[’]\[ 1
—k(1—¢) "Ni:Nit1 —d/2y d(1/p—1/2) _ a(1/p—1/2)
= 1,N2
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De (4.1) temos que existe uma constante universal C satisfazendo C3247Nd < ¢ N1,N, € Como
1/p>1/2ja que 1 < p < 2, segue que NU/P~1/2) < (C’32d/“*)_(1/”_1/2)9]1\%:&;/2, donde

1
9—k(1-¢) ‘9]\//sz+1 C/ 91/17 1/2
Z 91/2 €,p Nl N2 :
N1,N2

Portanto AV = {k™7} ey € K., segue assim do Coroldrio 3.3.4 que

D=

1
1 q§7 2 S q < o0,
dﬁ(A(l)UZ” Lq) << ‘)\N‘eNl No
SUPlgkgM(logz HNkak+1) , =00

o Lol
- p q
+ |)\N| 2: 2 91\7ka1¢+1'
k=M+1

De (4.4) obtemos

1
qz, 2§q<OO, _l_n_’Y/d

1
dﬁ(A(l)UIH Lq) < |)\N|9N1 N
SuplngM(10g2 eNkak+1) y =00

[SIE

Para 1 < k < M temos de (4.1), da definicao de M, e do fato que n < N9

QN,kaH = (Qk/’YN)d < (2M/7N)d < 2%10g2N‘Nd
N+HdC/ve ( Nd)1+0/~,e < nitC/le,

Logo
10g2(9Nk,Nk+1) < 10g2 (nH—C/’YE) = (1 + C/’VE) 10g2 n

e assim segue que sup;<i<(logy Oy, v, )7 < (log, n)z. Além disso, por (4.1) obtemos

9]1\{11?&;/2 < COyN4/P=1/2) - Consequentemente
ds(AVU,, L) < N7vHd1/e=1/2) {

Como do Lema 2.2.21 n < N? segue que N7+ 41/p=1/2) < Cyp=7/d+(1/p=1/2) ¢ ag5im

q%, 2< g < oo,

4.5
(10g2 n) y =0 ( )

N

dg(A(l)Up,Lq) < nV/d+A/p=1/2) {

Observemos agora que

N M M
=Y dimH A+ Y my o= 0+ Y 270y,
s=0 j=1 Jj=1



Secao 4.1 . n-Larguras de Conjuntos de Fungoes Finitamente Diferenciaveis

De (4.1), (4.3) e do fato de n < N, obtemos

[Ce~!logy N]
Bo=< NT 429N Y (279 < N < o,

J=1

e finalmente de (4.5) segue que

qz, 2 < q < oo,

dn(A(l)Up,Lq) < p/d+(1/p=1/2) )
(1Og2 n)§a q = 0.

Teorema 4.1.2. Temos que

1, 1<qg<p<2,
1
—2 —g<p<
dn(A(l)Up; LY > n-3 (logan)™2, 1=¢<p<2,
L, 2<p,q<oo,
(logyn)™2, 2<q<p=oc0.

Demonstracao. Do Lema 2.2.21, temos dj, < k%! e n < N?, assim

N - N -3
1
(ZW’V%‘) = (ij’d_l) > (NP2 < -
i=1 e

Se 1< q<p<2 temos pelo Teorema 3.2.2 para A = %

D=

alR

N .
din—22 (AU, LY > (1/2)2(1 — 1/g)2n> (Z |Ak|-2dk)
k=1

1y 1 _
> n2n d4d 2 = n d.

Logo, tomando m = n/3 < [(n — 2)/2|, obtemos do Teorema 1.2.1 (d)
dn(AVU, L) > m™i, 1<q<p<2 2<pq<oco.

Oscasos 1 =q¢<p<2e2<q<p= o0 seguem da mesma forma.

=

N

79
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4.2 n-Larguras de Conjuntos de Funcoes

Infinitamente Diferenciaveis

Nesta secao estudaremos n-larguras de conjuntos de fungoes suaves (fungoes infini-
tamente diferencidveis em S¢) associados as sequéncias de multiplicadores A® = { Mk Hren, Ak =

e >0 0<r<1.
Teorema 4.2.1. Para 1 < q <p <2, temos que

L, q>1,

d,(ADU: [7) > e B/
(A0 1) (logyn)~Y2, ¢=1,

epara 2 < q,p < 00

L, p < 00,
(1Og2 n)_1/27

d\ a
R:R'y,d,r = (?) -

Demonstracgao. Para 6 > 0 e n > 0, temos que

(AU, L) > e—R“”d{
D= o0,

onde

N
MR < NTY e < (r0) INTEN N = ONTENNTT (4.6)
k=1 k=1

WE

Do Lema 2.2.21, segue que existe uma constante C; tal que
FNY < n < FNY4+ C,N% 1,
onde F = %. Assim, obtemos
N¢<n/F = N' <niF~a,

para todo r > 0 e para todo 0 < r < 1 temos

ni < FiN"(14+Cy/FN)i < FaN" <1+§%) < FiN" + C,.

Como R = F~a~, segue que

als

— Rni < —yN" < —Rna + Cs, (4.7)
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onde C5 = ~vCyoF~ 4, lembrando que a primeira igualdade vale para V r > 0 e a segunda para

0 < r < 1. Aplicando o Teorema 3.2.2 para A\, = e " 0 <r<le )= (n—n'"9)/n =

r

1 —n~4, observando pelo Lema 2.2.21 que dj, < k%! e usando (4.6), obtemos

(1= 1/q)% ns (S0 Nl %) 75 a> 1,

dpn(APU, L) > C(1 =) el
L 2
/ot (S ) st
1
— (T evret) = a>1
- _1
n/logyn 3 N: e2Vk" fed—1 2’ q=1,
2 k=1
R ns (62“/N’"N(d—1)N(1—r))—%’ 0> 1,
B " 1 r _1
(n/logyn)2 (627N N(d—l)N(l—r)) 2 g=1,
= Ce V' nd;drNT;da q>1,
(logy n)-4n % N2, =1

Do Lema 2.2.21, temos que n =< N9, assim existem constantes absolutas Cy, C5 satisfazendo

r—d

CiN? < n < CsN* = (C5)":N"2" < n~

T

N% < (Cy)7:N

[N

r—d
2 .
Assim, denotando Cg = (Cy)? teremos N"z* > Cgn 2 N3, donde

.| nT2aNzE, > 1,
Gy (AT, L) > CChe ™ e
(logym)~2n"2a Nz, ¢q=1.
Além disso, de (4.7) temos que Rna—Cjy < vN”, e portanto N2 > Cynsa, onde Cy = (R/27)z.
Logo para 1 < ¢ <p <2

1, q>1,

dpn-(APU,; L) > 006076—‘*”{ )
(IOan) 57 q: )

- 1, > 1,
= e L (4.8)
(10g2 TL) 2, 4=

Agora, fixado N € N, podemos encontrar uma constante absoltuta Cs > 0 tal que

N
- > dimH, > n'"/1 41,

I=N—[CgN1="]+1
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onde n = dim(@lj\io H,). Isto é possivel ja que dim H; =< 197! e portanto

N
00 = > dimH,
I=N—[CgN1-7]+1
N

Z Cg Z ld—l
I=N—[CsN1-"]+1
> Co(CsN'"")(N — CsN' 7)™

= CoCgN'" "N (1 - CgN )"t

d—1
IV d=2)---(d—
O (1+Z (d-1d-2)---(d k>(_08N_r)k>.
p k!
Assim, para N suficientemente grande teremos
6n > (Cy/2)CgN' "N, (4.9)

Por um lado, obtemos de (4.7)
Rni > yN" = N7 > (yR")n"aN = Cjn"aN.

Por outro lado, como n < N? temos que N¢ > C%n e logo

r

N'TTNEL > OlpmiN® > CjCyntTd = CnlTa.

Desta forma de (4.9) vem que 6, > Cio(Cy/2)Csn'~4d, e portanto é suficiente tomarmos

r - _ 1—r .
Cs > 2(CyCho) ! e teremos 8, > n'~a+1. Tomando entdao m = Zfio[csN Jdim H,, teremos

n=m+ 9, e assim
Mm—1 = (1-ndn—-1=n-n'"da-1
= n—n"a41) = m+0,—(n'"7+1)
> m,
e como m € N, segue que [An — 1] > m. Portanto obtemos do Teorema 1.2.1 (d) e de (4.8)

1, qg>1,

4.10
(10g2 n)_%> q= L. ( )

A (AU, L9 > Cle N {

Agora, como |[CsN~"| < 1 ja que os N's de nosso interesse sdo tomados suficientemente

grandes, teremos

(1-CsN7)" = 1+ i rlr = Lir = 2]1,' B D ooy

= 1-— ’/’CgN_T - CHN—27*5N7
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onde Cg e C}; sao constantes positivas e 0 < SV < 1. Entao

—y(N = CsN'"")" = —AN"(1-CsN~")"
= —’)/NT ‘l"}/’r’Cg —l—’}/OllN_TSN
< —’)/NT +’)/T08+”}/011N_T.

Denotando M = N — [CsN~"], obtemos de (4.7) e da desigualdade acima

T
— d _ 4 _ _ 1—ry\r _ T —r _ T
e Rm < e M e Y(N—-CgN1=™) < e YN e“ﬂ“Cs-l—“/CllN < 0126 YN

Segue assim de (4.10) que

L, qg>1,

1 (4.11)
(10g2 n)_§> q=

dp(APU,; L) > e‘R’”Q{

Com contas andlogas as que fizemos para obter d,, > C(Cy/2)Cgn'~4 é possivel obtermos
5, < Cn'~a. Assim

Logo
log,m > logyn + log,(1 — Cn~4),

e como n~d | 0, segue que existe ng € N tal que Cn~d < 1/2, donde log,(1 — Cn~d) >

log, 5 = —1 e assim log, m > log,n — 1 > (1/2)log, n. Consequentemente
log,n < 2log,m = (log, n)_% > 2_%(10g2 m)_%.
Finalmente, obtemos de (4.11)
1, qg>1,

dp(AOU; L1) > ¢Fmd 1
(IOgQ m)_§7 q= 1a

paral <g<p<2 e 0<r<l.
Analogamente, para 2 < ¢,p < oo, 0 < r < 1, obtemos da Observacao 3.2.3 e
(4.7) que

-1
(AU, L) > e—Rmd{ ’ b
p
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Teorema 4.2.2. Para 1l <p <2< g < o0, temos que

1
LAOU, L9 < hipa-agh | ¢ 2sase
(]'Og2 n)§7 q = 007

onde R = R, 4, € a constante dada no teorema anterior.

Demonstracao. Nosso intuito é utilizar o Corolario 3.3.4. Para isso devemos ter A
limitado de LP em L%, o que nos é garantido pela Proposicao 2.3.8. Temos que A\, = e %", v >

0,0 <r <1, assim

2|)\Nk+1| = |)\Nk| = 26_7NI:+1 — e_’YN;:

& In2—-9N,, = =N,
In2 g

Além disso, como N; = N, temos

In2
Ny = N4 ==
-
In2 In2
NI = Nj+== = N 42—
v v
In2
NI, = N +k—. (4.13)
v

De (4.12) segue que

1 1
In2\~ In 2 v

Como para Ny, suficientemente grande temos |(In2/v) N, | < 1, segue que

In2 (I —=7r)(In 2)2 o (I=7r)(1—=2r)(In 2)3 _ar
Nk+1 = Nk <1+FNIC —‘——27’272 Nk + 676373 Nk —l_ ,
e assim
In2 (1 —r)(In 2)2 o (1—=r)(1—=2r)(In 2)3 _ap
Meer = N = (WN]“ - 222 Nt 6133 N )

onde a série binomial acima passa a ser alternada a partir de um determinado termo. Logo

Nipi— Ny < N7 = Ny < Ny +CN
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Desta forma, lembrando que d; < (9~! e integrando a funcdo x¢~', obtemos
Ngt1 Ngt1
eNk,Nkﬂ = Z dp = Z 17 = Nl[»ci—l—l - NI?
I=Nj, I=Nj,
N, CNI—T d
= N,‘j<( Bt dk ) —1)
N
= N ((1+CN;) =1).
Como |[CN,"| < 1 para Nj, suficientemente grande, segue que
d(d—1
Ong Ny < N (dCN,;T + gC2N—27” + - -CdN‘dT’) = Ni (4.14)

Consequentemente obtemos da expressao acima e de (4.13), que para qualquer € > 0 e k

suficientemente grande

)™ () - =)
N N1 = (25} = N (N1
( Ony N, N ( ) ¥

< N7 <N7”+k:ln—2)

~
In2
142k < ok,
9
Assim
Ot o (5208 g
‘9N1,N2

e portanto para € > 0 dado, existe ko € N, tal que

0 /
N, Niy1 < 92 k’ Yk > k. (4.15)
Ony N,
Consequentemente
M 0 % M
3 gk- (M) < ) 27h- o5t = 022 (el < C,,
k=1 O, k=1

onde a constante C,, depende de € e de p, se tivermos € + €¢'/p < 1. Logo

1

HN N 1_1

SERIN R
k=1 RN

donde A® = {\;}ren € K., e portanto pelo Corolério 3.3.4 temos que

1
3 ) a3, 2<qg< oo,
d,@(A(2)UP7 Lq) S |>\N|9N1 Na

SuplgkgM(Ing QN;kaH) y =00

N|=

> 11
+ CLAN D 270 Ry (4.16)

k=M+1
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Além disso, de (4.14) e (4.15), obtemos

1 1
> 0 v g
k _ N, N,
|An] Z 2” ejl\sz}]VkH = |>\N|9N1N2 Z 2 k(%)
k=M-+1 k=M+1 N1,N2
< CI‘AN‘N(CI—T)(%—%) Z 2_k25/’k
k=M+1
= O ANINETGT) ST (oA
k=M+1

_ Cl|)\N|Ndr ) —(1—¢€" M+1Z

= OV

ColAn| NG ) (270,

IN

86

logs 0Ny, Ny

€

onde ¢’ = €'(1/p — 1/q). Como da Observagao 3.3.2, temos M = [logQGNl’NZ] =

de (4.14), Oy, n, < N7 segue que

€

il 30 2MhE,, < GV D et

k=M+1

ColAn| NG Gy, y,)~Co0=<e

Cg|>\N‘N(d_T) %_%) (210g2 ONy Ny >—CS(1—E”)/E

< Oy An|NUT )(5=5) N=Cald-r)(1-¢")/e
= C4|)\N|N (d=r)((1/p—1/q)—Cs(1—€")/e)
< Gyl dnl,
se (1/p—1/q) — C3(1 —€")/e <0, ouseja 0 < e < ?j;l f/q Segue entao de (4.16) e (4.14)
que
1
qz, 2<q< oo,
ds(APU,; L) < |>\N|9N1 , s ClplAN]
SUp1gkgM(108§2 QN;kaH)za q =00
1
< O, Csay|N@nap-12) L 45 o Esaseo
SuplSkSM(log2 eNk,Nk+1)§> q =0
1
= O, Cye N N1/ { 4z 1 2<q<oo,
SUP1ngM(10g2 eNk,Nk+1)5a q =00
ou seja
@) CANT AF(d—r)(1/p—1/2) ¢z, 2<qg< oo,
ds(AQU; L) < VN P . (4.17)
SuP1gkgM(Ing QN;kaH)za q =00
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Usando (4.13) e (4.14), obtemos

d—r

der In2\ ~
eNkak+1 = (NIZ) X <Nr+(k_1)7) :

Assim, usando o fato que M < (log, On, n,)/€, Ony vy < N4 e N9 < n, segue que

10g2 HNmeH

I IA

IA

X

d—r

In2 In 2
log, (NT+(/€—1)H—) < Cglog, (NT+MHT)
Y

Logo, de (4.17), obtemos

dg(A(z)Up; Lq) < e~ N N (d=r)(1/p=1/2) {

Cs log, <NT + log, HNLNQI:—?) < Cylog, (NT + log, Nd_rlj—f)
Crlog(N"™ + Cglogy N) < Crlog(N"™ + CgN)
Crlog(N™1) = o _5 ! log, N
log, n.
%, 2< g < o0,
(4.18)

(10g2 n)%a q = 00.

Da Observagao 3.3.2, de (3.34) e de (4.14), temos que

M N M

6 = m0+2mk = ZdimHS+ka
k=1 s=0 k=1

< n+ 059N17N2 S n -+ CGCQNd_T

= n-+ CloNd_r.

Observando pelo Lema 2.2.21 que N% =< n obtemos que N7 =< n'~ad elogo f < n+Cjy N 4.

Denotando assim m = n 4+ Cy;n'~4, segue do Teorema 1.2.1 (d) e de (4.18) que

dn(ADU,; L7) < e—Wn<1—s><1/p—1/2>{

qz, 2 < g < oo,

(logyn)?, ¢ = oo,

Como n < m, obtemos

(AP, L) < e—W‘mu—sw—vm{

(1Og2 m)%a q = 00. ‘ ‘

Mais uma vez usando a desigualdade (4.2), temos

—yN" + Rmi < —Rnda + Rmi 4+ Cyy = Rna(—14 (1+Cpyn~a)i) + Cyy.
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Como |Cyyn~d| < 1, j4 que n é tomado suficientemente grande, segue que

(1+Cun-i)i = H_f:(r/d)(r/d—1)l~€i.(r/d—k+1)(Clln_r/d)k

= 1+C’11(7’/d)n_§SN,
onde 0 < SV < 1 e a série binomial é alternada. Portanto
—N" + Rmi < }hﬁi<fn‘55"> < Rr/d < Oy,

e assim
T T
— r — d — d
e YN < e Rm 6013 — 0146 Rm )

Finalmente, de (4.19) vem que

1
dm(APU,; L) < e—Rmﬁﬂgl—puuwam>{ 92 2< g <o,

=

(log,m)=, ¢ = oo.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] Behrends, E., On the principle of the local reflexivity, Studia Math. 100 (2) (1991), p.
109-128.

[2] Bordin, B., Kushpel, A., Levesley, J., Tozoni, S., Estimates of n-widths of Sobolev’s classes
on compact globally symmetric spaces rank 1, J. of Funct. Anal., 202 (2003), p. 307-326.

[3] Borsuk, K., Drei Sdtza iiber die n-dimensionale euklidische sphdre, Fund. Math. 20 (1933),
p. 177-191.

[4] Figueiredo, D. G., “Andlise de Fourier e Equagoes Diferenciais Parciais”, Projeto Eucli-
des, IMPA, 1977.

[5] Folland, G. B., “Real Analysis”, John Wiley and Sons, New York, 1984.

6] Kreyszig, E., “Introductory Functional Analysis with Aplications”, John Wiley, New York,
1978.

[7] Kushpel, A., sk-Splines: Theory and applications, (a ser publicado).

[8] Kushpel, A., Tozoni, S., Entropy and widths of multiplier operators on two-point homo-
geneous spaces, Relatorio de Pesquisa, IMECC/UNICAMP, RP16/04, janeiro/2008.

9] Kwapién, S., Isomorphic characterizations of inner product spaces by orthogonal series
with vector valued coefficients, Studia Math. 44 (1972), p. 583-595.

[10] Miiler, C., “Spherical Harmonics”, Lecture Notes in Math. 17, Springer-Verlag, Berlin,
1966.

89



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 90

[11] Oliveira, F. M., “Andlise Harmonica na Esfera Unitdria d-dimensional Real”, Dis-
sertagao de Mestrado, IMECC/Unicamp, Agosto de 2005.

[12] Pajor, A., Tomczak-Jaegermann, N., Subspaces of small codimension of finite-
dimensional Banach spaces, Proc. Amer. Math, Soc. 97 (1986), p. 637-642 .

[13] Pietsch, A., “Operator Ideals”, North-Holland Publ. Co., Amsterdam, 1980.
[14] Pinkus, A., “n-Widths in Approzimation Theory”, Springer-Verlag, Berlin, 1985.

[15] Stein, E.M., “Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions”, Princeton
Univ. Press, Princeton, N.J., 1970.

[16] Stein, E. M., Weiss, G., ¢ Introduction to Fourier Analysis on FEuclidian Spaces”, Prin-
ceton Univ. Press, Princeton, N.J., 1971.

[17] Szego, G., “Orthogonal Polynomials”, AMS, New York, 1939.

[18] Torchinsky, A., “Real-Variable Methods in Harmonic Analysis”, Academic Press, 1986.



	Introdução
	n-Larguras
	Conceitos Básicos
	Propriedades Básicas e Relações entre as n-Larguras
	Propriedades de dn
	 Propriedades de dn 
	 Propriedades de  n 
	 Relações entre as n-Larguras 


	Análise Harmônica na Esfera  Sd 
	 Harmônicos Esféricos
	 Harmônicos Zonais
	Operadores Multiplicadores

	 Estimativas de n-Larguras de Multiplicadores sobre  Sd 
	 Estimativas para Médias de Levy
	 Estimativas Inferiores Gerais para n-Larguras
	Estimativas Superiores Gerais para n-Larguras

	Aplicações
	 n-Larguras de Conjuntos de Funções Finitamente Diferenciáveis
	 n-Larguras de Conjuntos de Funções Infinitamente Diferenciáveis

	Referências Bibliográficas

