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Resumo

Nesta tese lidamos com trés classes de sistemas gradientes ressonantes. A primeira
classe é um sistema com ressonancia do tipo Landesman-Lazer. A segunda classe é um
sistema fortemente ressonante enquanto a terceira classe é um sistema com ressonancia
no infinito e na origem.

Analisamos as questoes de existéncia e multiplicidade de solu¢ées em cada uma das
classes mencionadas.

Para obtermos os nossos principais resultados aplicamos alguns métodos variacio-
nais, tais como, teoremas Min-Max e minimizagao. Além disso, usamos a Teoria de

Morse para distinguirmos solugoes dados por métodos variacionais distintos.



Abstract

In this thesis we deal with three classes of gradient elliptic systems with resonance.
The first class is a resonant system of Landesman-Lazer type. The second class is a
system of strong resonance type while the third class is a system with resonance at
infinity and at origin.

We are concerned about the questions of existence and multiplicity of solutions in
each of the classes mentioned.

To obtain our main results we apply variational methods, such as, Min-max theo-
rems and minimization. Moreover, we use Morse Theory to distinguish the solutions

given by different variational methods.



Notacoes Basicas

Neste trabalho usaremos a seguintes notagoes:

e RV N > 3: Espaco Euclidiano dos pontos = (z1,...,7,),7; € R e |z| =
N
> i |zil?

e (2 : Um aberto limitado suave em RY, N > 3

e C°'(Q,R) = C(Q,R): o conjunto de todas a fungdes continuas definidas em 2 e

tomando valores em R.

e M5(Q) = o conjuntos das matrizes reais simétricas de ordem 2 x 2 com entradas
continuas em {) que sao cooperativas e que possuem pelo menos uma das duas

funcoes na diagonal principal positiva em algum ponto xq € €.

e H}(Q): o espago de Sobolev com norma ||| H3 (que envolve todas as derivadas

fracas até ordem 1).

e [P(Q): o espaco das fungdes p-integraveis com norma ||| zr (o).

e Se N > 3 entao 2* = N3 é o expoente critico de Sobolev para a imersao de

H}(Q) em L* (Q).

e )\ (A): denota o primeiro autovalor do problema de autovalores com peso A em

M(9).

e ®;(A): denota a primeira autofun¢ao do problema de autovalores com peso A

em My (Q).



Ak(A): denota o k-ésimo autovalor do problema de autovalores com peso A per-

tencente a Moy (§2).

®r(A): denota a k-ésima autofungdo do problema de autovalores com peso A

pertencente a Moy ().
—: indica convergéncia forte.
—: indica convergéncia fraca.

Ck(I, zp): denota o k-ésimo grupo critico do funcional I : H — R no ponto critico

zo € H.
Ck(I,00): denota o k-ésimo grupo critico no infinito do funcional I : H — R.
d;;: denota o delta de Kronecker.

Dado F : Q x R? — R de classe C', VF(x,u,v) denota o gradiente de F' nas

varidveis u e v.

Dado F : Q x R? — R de classe C?, F"(x,u,v) denota a matriz Hessiana de F

nas variaveis u e v.
V(Ag): denota o autoespago associado ao autovalor Ag(A).
Vi—1: denota o autoespago gerado pelos autovalores A;(A), ..., Ax_1(A4).

V.t ,: denota o autoespago gerado pelos autovalores maiores ou iguais & Az(A).

Aqui, destacamos que V;, é o complementar ortogonal do autoespago Vj_1.



Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes de existéncia e multiplicidade para o sistema

eliptico gradiente

—Au = a(x)u + b(x)v + F,(z,u,v) em €,
—Av = b(z)u+d(x)v + Fy(z,u,v) em €, (1)
u = v = 0 sobre 0
onde 2 C RY ¢ um dominio limitado e suave, com N > 3. Além disso, exigimos
que a funcio F : Q x R? — R seja de classe C? e que a,b,d € C°(Q),R). Assim,
definimos M5 (2) o conjunto de todas as matrizes reais simétricas 2 x 2 que satisfazem
as condigoes (M0), (M1) e (M2), veja se¢oes 1.1 e 1.2 . Deste modo, trabalhamos com

o seguinte problema de autovalores com peso:

—Au = M(x " em {2,
=) ()

u = v = 0 sobre 0f)

Agora, se A € My(€2) podemos aplicar a Teoria de operadores lineares compactos e
autoadjuntos, ver [24], obtendo uma sequéncia de autovalores para (2). Esta sequéncia
sera denota por \;(A) com as receptivas autofungoes denotadas por @ (A). Além disso,

os autovalores satisfazem

0<A(A) <XA(A) <... <X(A) <...ondeg(A) — cosek — 0.

Neste trabalho, sempre consideraremos autovalores distintos. Além disso, usando

resultados contidos em [15] e [16], o autovalor A;(A) > 0 é simples e isolado com

bt



autofuncao positiva em §2.

Ao abordar o problema (1) consideraremos o caso ressonante. Mais precisamente, o
problema (1) é ressonante no infinito em algum autovalor A\;(A) se F' é subquadrética
no infinito e A\, (4) =1,k > 1.

Problemas ressonantes foram explorados, no caso escalar, no trabalho pioneiro de
Landesman e Lazer, veja [32]. Assim, usando vérios tipos de hipdtese sob a nao line-
aridade F', existem muitos resultados na literatura decorrente de uma ampla pesquisa
matematica durante os tltimos 40 anos. Neste momento gostariamos de mencionar o
caso ressonante mais sensivel estudado em [9], 6 qual foi chamado de fortemente resso-
nante. Neste trabalho, foram determinado varios tipos de resonancia conforme o com-
portamento da nao linearidade F'. Intuitivamente o problema (1) é ”mais”ressonante
quanto ”"menor”for F' no infinito.

Assim, estudamos o problema (1) sob vérios ”graus”de ressonancia no infinito.
Estes "graus”de ressonancia sao controlados pelo comportamento de F' no infinito,
veja [9].

Neste texto, utilizaremos a Teoria dos Pontos Criticos descrita principalmente em
[6, 14, 27, 37]. Mais precisamente, introduziremos uma estrutura variacional para o
problema (1) obtendo um funcional I : H — R, H = HJ(2)?. Assim, as solugoes do
problema (1) serdo os pontos criticos de . Além disso, afim de obtermos multiplicidade
de solugoes para (1), usaremos simultaneamente a Teoria de Morse descrita em [14] e
[37].

Recentemente, com F' ilimitada, houve grande interesse no estudo do problema
(1). Por exemplo, veja os trabalhos [10, 15, 16, 25, 48, 49] e suas referéncias. Nestes
trabalhos foram obtidas existéncia e multiplicidade de solugoes combinando Teoria
dos Pontos Criticos, Teoria de Morse, Método de Sub-Supersolugao e Teoria do Grau.
Em [15], o problema (1) foi estudado usando-se Métodos Variacionais e condicoes de
Landesman-Lazer no ambiente abstrato fornecido em [14]. Em [16], os autores usaram
o Método de Sub-Supersolugao e Teoria do Grau, obtendo multiplicidade de solugoes

para o problema (1). Em [25], os autores usaram Métodos Variacionais e Teoria de



Morse obtendo no maximo trés solugoes nao triviais com F' nao quadratica no infinito.
Em [48], com a matriz constante, usando métodos variacionais foram obtidos duas
solugoes nao triviais. Em [49], foram obtidas infinitas solu¢oes para (1) com ressonancia
simultanea no infinito e na origem.

Assim, levando em consideracao o comportamento de F', obtemos neste trabalho
vérios resultados de existéncia e multiplicidade de solugdes para (1). Tais resultados
estao descritos nos Capitulos 1,2,3,4 e 5.

Agora, descreveremos os principais resultado obtidos neste trabalho.

No Capitulo 1, tratamos o caso onde temos ressonancia no primeiro autovalor
usando condi¢oes do tipo Landesman-Lazer com VF' limitada. Neste caso, pertur-

bando o problema (1) por fungoes hy, ho € L*(Q2), estudamos o seguinte problema

—Au = a(x)u + b(x)v + F,(z,u,v) — hy(z) em €,
—Av =b(z)u+ d(x)v + Fy(z,u,v) — he(z) em 2, (3)
u = v = 0 sobre 0f2.

Logo, definimos as seguintes funcoes auxiliares

@) = i F(wue), S () = lim Fu(o,u0),
2 (@) = lim Fy(z,u,v),  fy (z) = lim F,(z,u,v).

v—00 V— — 00

(4)

Agora, escrevemos as condigoes de Landesman-Lazer adaptadas ao problema (3).

Tais condigoes sao dadas pelas seguintes desigualdades

(LL)T/ Ji 701+ fo “thdr < / hi¢1 + hotpydx < / fitor+ fiTde,  (5)
0 0 Q

onde ®; = (¢1,71) é a autofungao associada ao primeiro autovalor de (2).
Analogamente, temos uma segunda condi¢ao Landesman-Lazer obtida invertendo

as desigualdades acima. Neste caso, temos a seguinte condig¢ao

(LL)y /Q fi o+ [y hde > /Q hidy + hotprdz > /Q f o1+ ff tovde. (6)



Neste momento, gostariamos de enfatizar que estas condigoes, para o caso escalar,
foram introduzidas em [32].
Agora, supondo ressonancia no autovalor principal, ou seja, A;(A) = 1, temos o

seguinte resultado:

Teorema 0.1. Suponha VF limitada e \(A) = 1. Além disso, suponha (LL){ ou
(LL){. Entdo, para cada par de fungoes hy,hy € L*(Q), temos que o problema (3)

admite pelo menos uma solucao.

Para provarmos o Teorema (.1 usamos o Teorema do Ponto de Sela fornecido em
[40], desde que tenhamos a condigao (LL){. Para completar a prova deste teorema
mostramos que o funcional I é coercivo, desde que tenhamos (LL); .

No Capitulo 2, consideramos o caso ressonante em autovalores \;(A), k > 1. Neste
caso, usando condicoes do tipo Landesman-Lazer, veja Secao 2, obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 0.2. Suponha VF limitada e \y(A) =1, k > 1. Além disso, suponha (LL)}
ou (LL); . Entdo, para cada par de fungoes hi,hy € L*(Q2), o problema (3) admite

uma solucao.

Para provar o Teorema 0.2 usamos o Teorema do Ponto de Sela fornecido em [40].
Neste caso, provamos que o funcional associado satisfaz a condigao de Palais-Smale.
Assim, supondo a condigao (LL);, escrevemos H = H(Q)? = V, @ V;}, onde V4 é o
autoespago associado aos autovalores A (A), ..., A\x(A). Logo, obtemos que I é limitado
superiormente em V, e ilimitado inferiormente em V;*. Portanto, aplicando o Teorema
do Ponto de Sela, obtemos a existéncia de um ponto critico.

Por outro lado, supondo (LL);, escrevemos H = H}(Q)? = V1 @ V-, onde
Vi—1 é o autoespago associado aos autovalores A\j(A), ..., Ap_1(A). Assim, mostramos
que I é limitado inferiormente em V.-, e ilimitado superiormente em V;_;. Portanto,
aplicando o Teorema do Ponto de Sela, obtemos novamente a existéncia de um ponto

critico.



No Capitulo 3, lidamos com o problema fortemente ressonante no autovalor princi-

pal. Neste caso, estudamos o seguinte problema

—Au = a(x)u + b(x)v — F,(z,u,v) em Q
—Av =b(z)u+ ( v — Fy(z,u,v) em Q (7)
u = v = 0 sobre 0}

onde  C RV é um dominio limitado e suave, com N > 3. Além disso, exigimos que a

alz) b() ) € M)

funcio I : 2 x R? — R seja de classe C? e que A = A(z) =
b(z) d(z)

veja secao 1.4.
Ainda no Capitulo 3, assumimos que o gradiente de F' tem limite zero no infinito e

que F' ¢é limitada. Mais precisamente, consideramos a seguinte hipotese
(HO)limy, oo VE(z,2) = 0, |F(z, 2)] < C, V(z,2) € @ x R2com A\, (A) =1,k > 1.
Neste caso, onde existe ressonancia em A;(A), definimos as seguintes fungoes auxiliares

T+ (x) = liminf F(z,u,v) ST (x) = limsup F(z, u,v)

v— 00 V—00

T (x) = liminf F(z,u,v) S (z) = limsup F(z, u,v).

UuU——00
V——00

(8)

Logo, aplicando principalmente o Lema de Fatou, obtemos que o funcional [ satisfaz
a condigao de Palais-Smale no nivel ¢ € R desde que ¢ < min{ [, 77" (z)dz, [, T~ ()dx}
ou ¢ > max{ [, ST (x)dx, [, S (x)dx}.

Assim, usando Teoremas Min-Max, obtemos existéncia e multiplicidade de solugoes
para o problema (7). Neste caso, obtemos até trés solugdes nao triviais para o problema
(7). Estes resultados, sob ressonancia forte no autovalor principal, sdo inspirados prin-
cipalmente no artigo [2], o qual trata um problema fortemente ressonante envolvendo
o operador p-laplaciano.

Os resultados deste capitulo melhoram os resultados anteriores em trés aspectos.

Primeiramente, consideramos o problema envolvendo um sistema eliptico que possui
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ressonancia forte no infinito. Além disso, consideramos o caso onde os limites as-
sintoticos de F' nao precisam existir, isto é, os resultados desta secao valem usando
limites superiores e inferiores. Finalmente, conseguimos obter mais solugoes nao trivi-
ais para o problema (7) usando que o funcional associado ao problema (7) é limitado
inferiormente.

No Capitulo 4, impomos ressonancia forte em autovalores \;(A), k > 1. Neste caso,

definimos as seguintes fungoes auxiliares

F™(z) = lim F(z,u,v), F"™ (z)= lim F(z,u,v),

U— 00 U— 00

F~"(z) = lim F(z,u,v), F~(z)= lim F(z,u,v),

(9)

onde os limites acima definem fungoes em L*(£2). Deste modo, consideramos a seguinte

hipétese
(HO)limy, oo VE(z, 2) = 0, |F(z, 2)] < C, V(z,2) € @ x R®com A\, (A) =1,k > 1.

Assim, usando um resultado contido em [23] ou [18], o qual nés adaptamos para o

problema (7), obtemos o seguinte resultado:

Lema 0.3. Suponha (HO). Entdo I satisfaz a condi¢do de Palais-Smale se, e somente

se, ¢ € R\I'y, onde

v>0 v>0 v<0 v<0
(10)

Aqui, V()\;) denota o autoespaco onde ocorre a ressonancia e ||| denota a norma
usual de H.
Neste caso, como estamos com ressonancia forte, aplicamos o método de redugao

de Liapunov-Schmidt, ver [3, 8, 13]. Assim, podemos reduzir o funcional I para um
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funcional J definido em um subespaco de H. Logo, usando estas idéias, obtemos
resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes para o problema (7).
Para descrevermos o principal resultado obtido no Capitulo 4 assumiremos as se-

guintes hipoteses adicionais:

(HO)limy, oo VE(z, 2) = 0,|F(z, 2)] < C, V(2,2) € Qx R?com M\(A4) =1,k > 1.
(H1)~ Existe 6= € (Ag_1,1) tal que

(VF(z,2)—VF(z,w),z—w) < (1-0")(Ax)(z —w), z—w), V(z, 2z,w) € QA xR* x R?.

(H3)~ Existe z* € V(\) tal que 8 = [, F(z, z* + ¥(2*))dz < 0. Aqui, temos que
U Vit — Vi é uma fungdo continua a qual definimos no processo de redugio de

Liapunov-Schmidt.
(H7)~ Existem m > k,r > 0 e € > 0 tais que

%(1 — A1 ) {A(x)z,2) < F(x,2) < =(1 = M) {A()z,2), V2| <7 Vz e Q.

N —

O principal resultado deste capitulo é o enunciado como segue:

Teorema 0.4. Suponha (HO), (H1)~,(H3)",(H7)” com 'y = {0}. Entdo o problema

(7) admite pelo menos duas solugoes nao triviais.

Para provar o Teorema 0.4 mostramos que o funcional J é limitado inferiormente.
Assim, usando a hip6tese (H7)~, mostramos que J possui um linking local no origem.
Portanto, aplicando um Teorema de Linking adaptado para problemas onde a condi¢ao
de Palais-Smale pode falhar em alguns niveis, obtemos duas solugoes nao triviais para
o problema (7), veja [29], [8].

O Capitulo 5 trata do seguinte problema eliptico

—Au = F,(x,u,v) em €
—Av = F,(x,u,v) em € (11)
u = v = 0 sobre 0f)



12

onde Q C RY ¢ um dominio limitado em RY, N > 3 e F € C?(Q x R?, R). Além disso,
I satisfaz o seguinte crescimento subcritico:

(F) Existe ¢ > 0and 2 < p < 2* = 2% tal que

|VE(x,2)| <c(1+|2P™), V(x,2) € QxR

O principal objetivo deste capitulo é estudar o problema (11) com ressonancia no
infinito, ou seja, existe k € N tal que \y(As) = 1. Além disso, impomos resonancia
na origem, isto é, existe m € N com \,,,(Ag) = 1. Tais problemas tém merecido muita
atencao nos ultimos anos, veja [11, 34, 42, 44, 48]. Aqui, as matrizes A, e Ay pertecem
a My(Q2) e fazem o papel de peso no infinito e na origem respectivamente. Mais
especicamente, podemos escrever o problema (11) de duas formas distinas usando as
matrizes Ay e A,,. Neste caso, vamos impor que existam funcoes Gy e G, de classe

C? tais que:

G, 2) = Flz, 2) — %(Aoo(:c)z, Ve Golx,2) = Flz, 2) — %(Ao(x)z, 2,

onde Ay, e Ag € My(Q). Além disso, impomos que Go, = 0(|z[*) em infinito e Gy =

o(|z|?) na origem, ou seja, temos as seguintes igualdades:

Mzo limM:Q

|z]—o0 |Z‘2 |z]—0 |Z‘2

Neste caso, o sitema em (11) torna-se assintoticamente quadrédtico no infinito e na
origem. Além disso, tal sistema e ressonante na origem e no infinito simultanetamente.

Deste modo, temos uma dificuldade extra no estudo do problema (11). Mais preci-
samente, neste caso a origem é um ponto critico degenerado, ou seja, possui nulidade
estritamente positiva.

Assim, para determinarmos solug¢oes nao triviais para (11) iremos impor condigoes
adicionais no comportamento de VF no infinito e na origem. Mais precisamente,
definimos as seguintes fungoes auxiliares

Deste modo, usamos as seguintes hipdteses adicionais:
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(H1) Existe a € (0, 1) tal que
IVGoo(z,2)| < C(1+12|*),V2z € R?e para quase todox € (.
(H2) Existem 3 € (1,2 —1) e 6 > 0 tal que
IVGo(z,2)| < Clz|°, V |2| < 6 e para quase todo z € .

(H3) Existem Fy, Fy € C(Q,R) com [, Fj # 0 para j=1,2 satisfazendo
VGoo(z,2) - 2

i VOx(t2) 2 gy )

Fi(z) < liminf e S

|z[—o00

< limsup

2| =00

(H4) Existem fi, fo € C(Q,R) com fQ fj # 0 para j=1,2 onde

< limsup YL 2y, (13)
1P i

. VG()(LL’, Z) * Z
filz) < ll‘rzf‘l_l)lfolf W

Agora, tomando k, m > 2 provamos os seguinte resultado

Teorema 0.5. Suponha (H1)-(H4). Se ocorre uma das sequintes alternativas
a)Fy(x) <0, fi(x) >0qtpxre Qem#k—1,

b)Fi(z) >0, fo(x) <0qtprec Qek#m—1,

o)Fi(z) >0, fi(z) >0q¢tpzre Q, ek#m,

d)F5(z) <0, fi(z) <0gqtpze Q ek#m,

)

)
) <

entao (11) admite pelo menos uma solug¢ao nao trivial.

Logo, com intuito de determinamos mais solugoes, consideremos a seguinte defini¢ao

Definicao 0.6. Sejam F € C? ¢ A, B € M5(Q). Entdo as desigualdades A < F" < B
significam (A(z)z, 2) < (F"(2)z,2) < (B(x)z, 2), V(z,2) € QxR?. Além disso, A < B

se A < B com desigualdade estrita em algum subconjunto aberto ) C Q.
Deste modo, somos capazes de provar o seguinte resultado

Teorema 0.7. Suponha (H1)-(H4). Assuma uma das sequintes alternativas

a)Fy(r) <0 e fi(x) >0qgtpr e Q m>k—1com F' >8> \_14x,
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b) Fi(z) >0e fo(x) <0qtpre Q k>m—1com F' <8 = MNj1Ax,

¢) Fi(x)>0ce fi(x) >0qtpr e Q m<kcomF <8< Mi14,

d) Fy(z) <0 e folz) <0qtpr € Q m>k com F' > = M\ 1A,

para alguma matriz fiza f € Mo(S2). Entdo (11) admite pelo menos duas solug¢ées nao

triviais.

Existem muitos resultados, para o caso escalar, onde ha ressonancia em zero e no
infinito, veja [11, 34, 43]. Porém, pouco tem sido feito para sistemas, veja [20, 48, 49].
Tais resultados comteplam somente o caso onde temos matrizes constantes A, = Ag.
Em outras palavras, as matrizes em questao sao sempre iguais e contantes nos resul-
tados existentes na literatura. Assim, nossos resultados melhoram e complementam
os resultados citados em dois aspectos. Primeiramente, possibilitamos ressonancia em
zero e em infinito em matrizes distintas e variaveis, ou seja, possibilitamos que as ma-
trizes A, e Ag sejam distintas e varidveis. Mais espcificamente, consideremaos o caso
de matrizes variaveis A (z) e Ag(x) distintas ou iguais onde assumimos condigoes de
ressonancia em autovalores distintos ou iguais.

Por outro lado, temos um resultado de multiplicidade que possibilita ressonancia
no zero e na origem na mesma matriz, veja Teorema 0.7. Além disso, tal ressonancia
pode ocorrer no mesmo autovalor, veja Teorema 0.7-a e 0.7-b.

Para finalizarmos, incluimos um Apéndice onde enunciamos e demonstramos alguns
resultados basicos utilizados no decorrer deste texto. Além disso, incluimos um resumo
sobre Teoria de Morse onde destacamos os principais resultados utilizados neste texto.

Com o intuito de nao ficarmos recorrendo a Introdugao e de tornar os capitulos
independentes, enunciaremos novamente, em cada capitulo os principais resultados,

bem como as hipoteses sob a nao linearidade F'.



Capitulo 1

Sistemas Elipticos Gradientes
Ressonantes com condicoes de
Landesman-Lazer no Autovalor

Principal.

Neste capitulo, trabalhamos com uma classe de sistemas gradientes com ressonancia
descrita, para o caso escalar, em [32]. Mais precisamente, estudamos o seguinte pro-

blema

—Au = a(x)u+ b(z)v + Fy(z,u,v) — hy(z) em Q
—Av =b(z)u + d(z)v + Fy(z,u,v) — hy(z) em (1.1)
u = v = 0 sobre 0

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e suave em RV, N > 3. Além disso, exigimos que
a(x) blx) )

a fungao I : Q x R? — R seja de classe C? e que a matriz A = A(z) =
b(x) d(x)

satisfaca as seguintes condigoes:

(My) A € C%(Q, May(R)), onde Myyo(R) é 0 conjunto das matrizes reais simétricas

de ordem 2;

15
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(M;) A é cooperativo, isto é, b(x) > 0 para todo = € Q;
(M) max,cq max {a,d} > 0, ou seja, existe zg € §2 tal que a(zg) > 0 ou d(zg) > 0.

Assim, estudamos o problema ressonante para (1.1) onde impomos que VF' seja
limitada em € x R2. Estes problemas foram estudados inicialmente, no caso escalar,

por [32]. Mais precisamente, trabalhamos com a seguinte hipétese:

lim VF(r,u,v)# 0,com VF limitada em Q x R?. (1.2)

u,v—F00

Problemas ressonantes foram estudados, no caso escalar, por varios autores, veja
os importantes trabalhos [9, 32] e as seguintes referéncias basicas [1, 5, 4, 19, 22, 12,
17, 33, 28, 36, 39, 38, 40, 46, 47]. Para o caso de sistemas gradientes ressonantes veja

[10, 20, 15], para sistemas Hamiltoneanos ressonantes veja [41, 26] e suas referéncias.

1.1 Sistemas Gradientes sob Ressonancia em auto-

valores principais

Nesta secao, consideramos o seguinte sistema eliptico

—Au = a(x)u + b(x)v + Fy(z,u,v) — hy(z) em Q
—Av =b(z)u+d(x)v + Fy(z,u,v) — he(z) em (1.3)
u = v = 0 sobre 0

onde Q C RY é um dominio limitado e suave em RY, N > 3. Além disso, exigimos
que a funcao F : Q x R? — R seja de classe C? e que a matriz A = A(x) satisfaca as

seguintes condigoes:

(My) A € C%Q, May2(R)), onde Myyo(R) é o conjunto das matrizes reais 2 x 2;
(M;) A é cooperativo, isto é, b(x) > 0 para todo = € Q;

(Ms) max,cq max {a,d} > 0, ou seja, existe zg € §2 tal que a(zg) > 0 ou d(zg) > 0.
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Neste capitulo, trabalharemos com o seguinte problema de autovalores:

{ —A<U>:>\A(x)<v> em Q, 14

u = v = 0 sobre 0f2,

onde A € My(Q2). Portanto, usando a Teoria de Operadores Lineares Compactos e

Autoadjuntos, temos uma sequéncia de autovalores
0<A(A) <XA(A) <...<X(A) <...onde(A) — cosek — 0.

Além disso, temos que A;(A) é simples e admite autofungdo ®1(A) positiva em €2,
ver [15, 16, 25, 24]. Reforgamos que neste trabalho consideramos autovalores distin-
tos. Novamente, vale a pena lembrar que cada autovalor Ay(A),k > 1 pode possuir
multiplicidade maior estrito que um.

Agora, lembramos que nesta tese estudaremos o problema (1.3) via Métodos Vari-
acionais. Deste modo, temos um funcional de classe C! denotado por I : H — R tal

que para todo z = (u,v) € H = H}(2)? o funcional I possui a seguinte expressio

I(z) = & / V4 Vol 2de—— / (A()(w, 0), (u, v)) do— / F(z, u, v)da+ / hyu-+hovda.
2 Ja 2 Jo Q Q
(1.5)
Neste caso, teremos que z = (u,v) € H é ponto critico do funcional I se, e somente
se, z é solugao para o problema (1.3). Deste modo, para determinarmos as possiveis
solugoes de (1.3) é suficiente determinar os pontos criticos do funcional 1.

Agora, seja F' subquadrédtico em infinito, isto é, F' com crescimento no infinito
menor que |z|2. Entao podemos dividir o estudo do problema (1.3) em ressonante e nao
ressonante. Primeiramente, dizemos que (1.3) é nao ressonante se A\;(A) # 1, Vk € N.
Neste caso, usando argumentos standard, o funcional associado [ satisfaz a condicao
de Palais Smale, ver [15]. Portanto o problema torna-se mais simples, tendo em vista
que a condicao de compacidade é satisfeita.

Por outro lado, dizemos que (1.3) possui resonancia em algum autovalor de (1.4) se

existe k € N tal que \¢(A) = 1. Usando métodos cléassicos, como Teoria do Grau e \
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ou Método de Sub-supersolugoes e Métodos Variacionais, [15] e [16] obtiveram resulta-
dos de existéncia e multiplicidade para o problema (1.3). Entretanto, existem poucos
resultados para o caso ressonante para sistemas gradientes, por exemplo, o caso resso-
nante com condi¢oes usuais de Landesman-Lazer nao foram estudados. Assim, neste
capitulo, mostramos que condi¢oes do tipo Lamdesman-Lazer garantem a solubilidade
do sistema (1.3).

Problemas ressonantes possuem um grande interesse e uma vasta literatura, ver [9]
e [32]. Neste caso, lembramos o funcional I pode nao satisfazer a condicdo classica de
Palais-Smale, abreviadamente escrevemos (P.S). Em [9] foi determinado vérios tipos de
ressonancia conforme o comportamento no infinito da nao linearidade F', intuitivamente
o problema (1.3) é "mais”ressonante quanto menor for F’ no infinito.

Deste modo, este capitulo é dedicado ao estudo do problema (1.3) sobre condigdes
de ressonancia. Mais especificamente, tratamos o problema (1.3) sobre ressonancia no
autovalor principal A\j(A) ou sobre os autovalores A\;(A) com k > 1. Todavia, neste
capitulo, sempre tomamos F' tal que sua derivada seja limitada. Assim, considere-
mos a condi¢ao classica de Landesman-Lazer adaptada para o sistema (1.3). Estas
condigbes foram introduzidas no trabalho pioneiro, para o caso escalar, em [32]. Por-
tanto, o principal objetivo deste capitulo é entender tais condigoes e obter existéncia e

multiplicidade de solugdes para o problema (1.3).

1.2 Autovalores e Autofuncoes para o problema

(1.4)

Nesta secao, recordamos as principais propriedades dos autovalores e autofuncoes
associados ao problema (1.3).

Primeiramente, seja H = H}(Q) x H}(Q) entdao H é um espaco de Hilbert com
norma dada por

|z||> = / |Vul? + |Vo2dz, z = (u,v) € H.
0
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Além disso, denotamos o produto interno em H por (,). Para maiores detalhes veja
[25].
Agora, seja A € M(2), entao existe um tinico operador linear compacto e auto-

adjunto T4 : H — H tal que :
(Taz,w) :/ < A(x)z,w > dz,Vz,w € H.
Q

Este operador possui a seguinte propriedade: A é autovalor para (1.4) se, e somente se,
Tyz = %z, para algum z € H. Logo, para cada matriz A € M5({2) existe uma sequéncia
de autovalores para (1.4) e uma base Hilbertiana para H formada por autofungoes de
(1.4). Além disso, denotamos os autovalores de (1.4) por A\, (A) e ®1(A) as autofungoes
associadas, entdo 0 < Aj(A) < A(A4) < ... < A(A) — 00 se k — o0o. Assim, temos

as seguintes caracterizagoes:

1
=sup{(Taz,2),||z|| =1,z € H},
o — ST ). el )
1
Ak(A) Sup{( AZ>Z>>||Z|| S k—l}?

onde V-, = @ij_l ker(IA;' —T4). Logo, obtemos H = V, @V, para k > 1, onde

vale as seguintes desigualdades variacionais:

121> = A\ (A)(Taz, 2),Vz € H, (1.6)
||Z||2 < )\k(A)<TAZ,Z>,VZ € Vk,k’ > 1, (17)
12|1? > M1 (A)(Tuz, 2), V2 € Vit k> 1. (1.8)

As desigualdades variacionais acima serao utilizadas no decorrer de todo texto. Para
maiores detalhes na construcao dos autovalores e autofuncoes de (1.4) veja [15], [24] e
[25].

Nesta tese, sempre normalizamos cada autofuncao em H, ou seja, sempre tomamos

|®x]] = 1,V k € N. Por outro lado, gostariamos de enfatizar que o primeiro autovalor
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de (1.4) denotado por A;(A) é positivo, simples e isolado. Além disso, temos que
A1(A) possui autofungao positiva em . Em outra palavras, temos um teorema do
tipo Hess kato para o problema de autovalores (1.4), ver [15, 16]. Novamente, sempre
denotaremos por ®; como sendo a autofungao associada a A;(A) a qual satisfaz &; > 0

em Q. Aqui, ®; = (¢1,71) > 0 em € significa ¢; > 0 e 1 > 0 em (2, veja [15, 16].

1.3 Resonancia em \(A).

Nesta secao, estudaremos o problema (1.3) sobre resonancia em A;(A). Inicialmente
supomos que VF seja limitada em 2 x R2. Logo, definimos as seguintes funcoes auxi-

liares

() = lim Fy(z,u,v),  fi () = lim F,(z,u,v),

2 T(x) = lim Fy(z,u,v), fy (z)= lim Fy(z, u,v),

(1.9)

onde impomos que os limites acima sejam uniformes em x € 2. Além disso, pedimos
que as funcoes £, £F T, fi e f;  estejam em L2(Q).
Agora, usando que VI é limitada, provamos as seguintes condigoes de crescimento.

Dado € > 0 existe M, > 0 tal que:
|F(z,2)| < €|z|*, Vo € Qonde |z| > M,. (1.10)
Entao, para cada € > 0 fixado existe C, > 0, tal que:
|F(z,2)| < Ce+ €|z]?, para todox € Q, 2z € R?, (1.11)

onde |.| denota a norma euclidiana em R2. Para as fungoes hi, hy € L*(€2), usando a
desigualdade de Cauchy-Schwartz, provamos o seguinte crescimento. Dado € > 0 existe

M, > 0 tal que:

< ¢€|lz? sel|z|| > M, ondez = (u,v) € H. (1.12)

/ hiu + hovdx
Q
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Portanto, para cada € > 0 existe C, > 0 tal que:

< C+ez)? V2 = (u,v) € H. (1.13)

/ hiu + hovdx
Q

Neste caso, as condicoes de Landesman-Lazer sao dadas por

(LL); / fr b+ fhide < / by + hytnde < / S+ f T nde,  (L14)
Q Q Q

onde ®; = (¢1,11) é a autofungao associada ao primeiro autovalor de (1.4). Analoga-

mente, definimos a condicao

(LL)y /Q Ji o1+ fy Tndr > /Qh1¢1 + hotprdz > /fo’Jrgbl + fof Tde. (1.15)

Agora, provaremos a condi¢ao de compacidade requerida na prova dos nossos prin-
cipais resultados. Primeiramente, lembramos que um funcional I : H — R de classe
C! satisfaz a condigao de Palais-Smale no nivel ¢ € R ((PS), abreviadamente), se para

toda sequéncia (z,),en € H tal que
I(z) —ce I(z)—0

com n — 00, admite uma subsequéncia convergente em H. Se [ satisfaz (PS)., V¢ € R,
diremos simplesmente que [ satisfaz (P.S).
Além disso, dizemos que [ : H — R satisfaz a condi¢ao de Cerami no nivel ¢ € R

((Ce). abreviadamente), se para toda sequéncia (z,) C H tal que
I(z,) = ce (L4 [zl (za)]| = 0

com n — 0o, possui uma subsequéncia convergente em H. Se [ satisfaz (Ce).,Vc € R,
diremos simplesmente que I satisfaz (Ce).

Deste modo, usando as condicoes de Landesman-Lazer, temos que o funcional [
satisfaz a condigdo (PS). Mais especificamente, somos capazes de provar o seguinte

resultado

Lema 1.1. Suponha (LL){ ou (LL)y. Entdo o funcional I satisfaz (PS). para todo
ceR.
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Demonstragdo. Na prova deste lema basta provar que toda sequéncia (P.S), é limitada.
Pois, a nao linearidade F' é subcritica e o funcional associado possui a forma identidade
mais um compacto. Logo, se toda sequéncia (P.S), é limitada, por argumentos classicos,
I satisfaz (PS)., Vc € R.

Assim, suponha que o resultado seja falso, isto é, suponha que exista uma sequéncia

(2n)nen € H tal que
o I(z,) —c,
o I'(z,) — 0,
o ||z, = o0 sen — oo.

Agora, afim de obtermos uma contradigao, seja z,, = entao ||z,|| = 1. Portanto

Zn
Iznll”
existe Z € H tal que

e Z, —~Zem H,
e Z, — zem LP(Q)% com p € [1,2%),
e Z,(x) — Z(x) q.t.p em Q quando n — oo,

e Existe h € LP(Q) tal que ||z, o2 < ||2]|Lr()-

Por outro lado, dado ® = (¢,v) € H obtemos a seguinte igualdade

I'(2,)®

Izl

- / VTV + VIRV ide — / (A(2) (T, 77), (6, ) do
/ VF(:L’,un,Un)(gb, w)dx +/ hio + hat)
Q Q

Izl A

onde z, = (Uy, vy).

(1.16)

Consequentemente, fazendo n — oo e usando a limitagdo de VF em (1.16) obtemos a

seguinte identidade

/wa + VoVudzs — /(A(:c)(ﬂ, ), (6, 9))dr = 0,¥ & = (¢,0) € H.  (L.17)

Q
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Além disso, tomando ® = (u,,7,) e aplicando na equagao (1.16) obtemos a seguinte
igualdade [,(A(x)(%,7), (u,7))de = 1 onde Z = (@,7). Mas escolhendo ® = (%,7) e
aplicando em (1.17) obtemos ||z|* = [,(A(z)(@, ), (w,7))dz = 1. Assim, z, — Z em
H e Z é autofungao associada ao autovalor \;(A) = 1. Deste modo, obtemos z = £,

pois o autovalor A;(A) é simples e admite autofungao positiva em 2.
B LI (zn)2n — 1(23)

20l
Mas usando as expressoes de I e I' temos a seguinte informacao:

Contudo, defina A, entao sabemos que A, — 0 se n — oo.

1 Fx, up, vn o U + hot
A, = 3 / 2% — VF(x,up, v,) (U, Up)dz — / ha, + hovydr — 0. (1.18)

Agora, lembramos que z, — z em L*(Q)2. Neste caso, temos a seguinte convergéncia
/ hit,, + hov,dx — / hiu + hovdx quando n — oo. (1.19)
Q Q

Além disso, sabemos das seguintes informacoes

VE(@,un,vn) = (fi7(2), ;7 (2) em Q sez = &y

VE(z,up,v,) — (ff (), f; (z))emQ sez = —9;.

Portanto, seguem as seguintes convergéncias

| VF@ @~ [ (5@, 5 @) e

(1.20)
ou
[ V@ @~ [ (@), f @)@
) ) (1.21)
conforme Z = ®; ou z = —P;. As convergéncias em (1.20) e (1.21) sdo garantidas

usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Por outro lado, usando o

Teorema Fundamental do Célculo, ver (A.2), temos as seguintes convergéncias

/ P, tn, vn) — " dr — / (2))(u,v)dx desde que Z = @, e (1.22)
Q

Iz
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J AR g [ (o), gy @) e desde que s = @1 (123
o Tl 0

Deste modo, as convergéncias em (1.18),(1.19), (1.22) e (1.23) implicam as seguintes

igualdades

/Q( (), o T (2)(u,0)de = /thﬂ—i-hﬁd:c sezZ=>®; e
(1.24)

/(ff_(ﬁ),fi_(x))(ﬂﬁ)dx = / P + hovdz se 7 = —®y.
Q Q
(1.25)

Entretanto z = (u,7) = +®; é uma autofungao associada ao autovalor \;(A4) = 1.
Assim, as identidades (1.24) ou (1.25) nao cumprem as condigoes (LL);{ ou (LL);.
Portanto temos uma contradicao. Em outras palavras, mostramos que existe uma
autofungao associada a A\ (A) tal que as condigoes (LL)] ou (LL); nao sao verificadas.
Portanto, toda sequéncia (PS). é limitada. Esta afirmagao finaliza a demonstragao do

lema. O

Agora, escrevemos H = V; @ V%, onde Vi e o autoespaco associado ao primeiro
autovalor. Para os proximos resultados consideraremos algumas proposicoes inerentes
a geometria do funcional 1. Mais especificamente, provaremos que o funcional I possui

a geometria do Teorema do Ponto de Sela. Neste caso, temos a

Proposigao 1.2. Suponha (LL){. Entdo o funcional I possui a sequinte geometria
a) I1(z) — ooselz|| — oo com z = (u,v) € V.

b) Eriste o € R tal que I(z) < aVz € V).

Demonstragdo. Primeiramente demonstraremos o item a). Seja z = (u,v) € V- entdo
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seguem as seguintes estimativas

I(z) = ly|z||2—1/<A(x)z,z>dgg—/F(x,z)dx+/h1u+h2vdx
2 2 Q Q Q

1 1
> —(1——)||z||2—/F(x,z)dx—l—/hlu—l—hgvdzc
2 A2 Q Q
1 1
> —(1- >\—)HZ||2 — eHzH2 —C. — 00 se ||z|| = cocomz € VlL.
2

2
(1.26)

Nas estimativas anteriores usamos imersoes de Sobolev, a desigualdade variacional (1.8)
e a condigdes de crescimento dadas em (1.11) e (1.13). Esta afirmagao finaliza a prova
do item a).

Para a prova do item b) devemos mostrar que I(z) < a, Vz = (u,v) € V;. Aqui,
a é algum numero real. Suponha que esta informagao seja falsa. Logo, existe uma

sequéncia (z,) € V; tal que
e I(z,) >n,¥YneN
o ||z, — cosen — oo.

Além disso, escrevemos z, = t,®; onde (t,)neny € R, com |t,| — 0o se n — co. Assim,

temos as seguintes igualdades
I(Zn) = —/F(l’,tn(bl)dlﬁ—l—/(hl,hg)(tnq)l)d!lf
Q Q

F P
Q t Q

n

(1.27)

Porém, usando o Teorema Fundamental do Célculo ver (A.2), temos a seguinte identi-
dade
F(x,t,® ,
fm [ EER) 0 [ YRG0 B, (1.28)

Portanto, usando a condi¢ao (LL){ e supondo que ¢, — 0o, obtemos para todo € > 0

existe ng € N tal que n > ng implica

F(z,t,®
/wdx > /(hl,h2)<1>1dx+e. (1.29)
Q Q

n
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Assim, usando (1.27), (1.28) e (1.29), temos que

n

—tn (/(hl,hz)ﬂbl +e) +tn/(h1,h2)¢1dx
Q Q

= —t,e —» —ooquando n — oo.

[(Zn) < _tn/wdx“‘tn/(hl,hg)q)ldl'
Q Q

IA

(1.30)

Portanto temos uma contradi¢ao, pois I(z,) > n por construgao. Resta analisar o caso
onde temos t, — —oo se n — 00. Neste caso, temos a seguinte desigualdade

F d
/de < /(hl,hQ)apldx—e, (1.31)
Q n Q

onde usamos a condigao (LL){, obtendo que para todo ¢ > 0 existe ny € N tal que
n > ngo implica a desigualdade (1.31). Deste modo, usando as estimativas (1.27) e
(1.31) obtemos as seguintes desigualdades

F o
Q Q

n

—ty, (/ (hlv h’2)q)1 - 5) + tn/(hl, hg)q)ld$
Q Q

= t,e » —ooquando n — oo.

IN

(1.32)

Novamente temos uma contradigao, pois (z,) > n por construgao. Assim, provamos
que I(z) < a, Vz € Vi, para alguma constante o € R, onde usamos a condigao (LL).

Esta afirmacao finaliza a demonstracao da proposicao. O

No préximo resultado mostramos, sobre certas condigoes, que o funcional I é coer-
civo. Neste caso, podemos aplicar o Principio Variacional de Ekeland. Mais especifi-

camente, temos a

Proposicao 1.3. Suponha (LL);. Entdo o funcional I € coercivo, isto €, temos que

I(z) — oo sel|z|| = o0 com z = (u,v) € H.
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Demonstracao. A prova desta proposicao segue as mesmas idéias da prova da pro-
posicao anterior. Contudo, temos uma dificuldade adicional por estarmos mostrando
que em todo espago H o funcional I é coercivo. Neste caso, faremos a demonstragao
deste resultado.

Primeiramente, queremos provar que I(z) — oose ||z|| — oo. Suponha que esta

informacao seja falsa. Entao existe uma sequéncia (z,),eny € H tal que
o I[(z,) <C,V¥neN
o ||z, — cosen — oo.

Por outro lado, podemos escrever a sequéncia (z,) na seguinte forma z, = t,®; + w,

onde (t,)nen € R e (wy,)nen € Vit. Deste modo, obtemos as seguintes estimativas

Iz) = [wal? - /Q (A(2)wy, wy)dz — /Q Flz, 2)dz + /Q (hn, h) 2nd

1 1
> —(1——)Hwn||2—/F(x,tnq)l+wn)dx+/(h1,h2)(tn<b1+wn)dx

2 >\2 Q Q

1 1 €
> (1L =) Juwal - Sl - C. L.
> 5 (1= 5= o) el = Sl - . (1.33)

onde usamos imersoes de Sobolev, desigualdade variacional (1.8) e a condigdes de cres-

cimento (1.11) e (1.13). Assim, temos a seguinte afirmagao
Afirmagao 1.4. |t,| — 0o se n — 0.

A prova dessa afirmacao segue por contradi¢do. Suponha que |t,| seja limitada.
Entao obtemos uma constante C' € R tal que |t,| < C. Além disso, temos que ||w,| —
oo pois inicialmente sabemos que ||z,|| — oo com n — oo. Deste modo, usando
a estimativa (1.33), concluimos que I(z,) — oco. Portanto temos um absurdo, pois
I(z,) < C por constru¢ao. Logo, temos a prova da afirmagao, ou seja, |t,| — oo se

n — oo.
[

124

Neste momento defina L = lim,,_, , logo L € [0, 00]. Agora, analisaremos os

seguintes casos

1) L =00,
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2) L€ (0,00),
3) L=0.

Em cada caso acima queremos obter uma contradicao, ou seja, estudando cada um

dos casos 1),2) ou 3) obteremos uma contradigdo. Portanto, teremos que a afirmacao

inicial é verificada, ou seja, concluiremos que o funcional I é coercivo em H.
Inicialmente analisaremos o caso 1). Logo, temos que ||w,| > M]|t,|, paran >

ng, ¥ M > 0. Portanto temos as seguintes estimativas

1 1 €
I(z) = 5(1—/\—2—€)||wn||2—§|tn|2—05
M? 1
> —(1—— —ty]* = Cc — 00 sen — oo,
2 A2

(1.34)

mas /(z,) < C por construgao. Assim temos uma contradigao. Portanto o caso 1) nao
ocorre, ou seja, L # 0o.

Para o caso 2), sabemos que para cada ¢ > 0 (pequeno) existe ng € N tal que

O0<L—€e< |||w"|H < L + € desde que tenhamos n > ng. Neste caso, temos as seguintes
desigualdades

1 1 €

I(z) > (1= —ollwa]?®— 5|tal* - C.
() 2 (=5 = Olwalf = Sl
1 1 9, 12 €1, 12
> 5(1 T e)(L —e)|tn]” — 5\15”\ — C. — oo quandon — o0.
2

(1.35)

Novamente temos uma contradi¢ao, pois I(z,) < C por contrugao. Portanto os casos
1),e2) ndo ocorrem, isto é, temos necessariamente que L = 0.

Assim, resta analisar o caso 3). Novamente, temos a seguinte identidade

lim F(z,t,®; + w">dx ~ lim F(z,t,91)

da. (1.36)
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Esta identidade é provada usando o Teorema Fundamental do Calculo, ver (A.4). Por

outro lado, temos seguinte identidade

F(x,t,® i
lim / Mdmz lim VF(x,t,fbl)@ldx:/( (@), fof T(2)®Pdz, (1.37)
onde estamos supondo que t, — oo. O caso onde t,, — —oo serd tratado posterior-
mente. Assim, usando a condigdo (LL); e as identidades obtidas em (1.36) e (1.37),

obtemos que para todo € > 0 existe ng € N tal que n > ny implica

Pz, t,®1 + w,
/ (= - W) g < /(hl, ho)®1d — €. (1.38)
Q n Q

Assim, usando as estimativas (1.33) e (1.38), obtemos

1 1 F o
I(z) = (1= )]wal? —tn/ (&, tny +w")d$+/(h1,hz)(tn<1>1 + wy)dx
Q Q

2 A2 ln
11 )
Z —(1 - — — e)||wn]| — tn (hl, hQ)(I)ldl’ —€] + tn (hl, hg)q)ldl' - Ce
2 A Q Q
1 1
= (1 - = wn||* +tue — Cc > tpe — C.
2 A2

onde € ¢é suficientemente pequeno. Nas estimativas acima usamos a condicao de
crescimento (1.13). Logo I(z,) — ocose n — oo. Portanto temos uma contradigao,
pois I(z,) < C por construgdo. Resta analisar o caso onde t, — —o0, neste caso

obtemos a seguinte identidade

lim / Fatn®) ) i [ V@ t,0))yde = / (= (@), fr=(2))Pydz. (1.39)
Q Q

n—oo n n—oo Q
Deste modo, usando a condigao (LL); e a identidade (1.36) e (1.39), obtemos para

cada € > 0 existe ng € N tal que n > ny entao

F(z,t,®
/ (x’t"t L) g /(hl, ha)®ydz + e. (1.40)
Q n Q

Agora, usando a desigualdade variacional (1.8) e (1.33), obtemos

1 1 Fl(x,t,® n
I(z) > —(1——)||wn]|2—tn/ (2, tn®1 + w )dx+/(h1,h2)(tn<b1+wn)dx
Q Q

2 A2 tn
1 1
Z —(1 - — €)||’LUn||2 —tn (/(hl,hg)q)ldl'—f—E) +tn/(h1,h2)q>1d$—05
1 1
= Z(1-——— 2 _te—C > —te—
5= 3 = llwnll* = tue = Co = ~te = C.
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onde € é suficientemente pequeno. Assim, temos que I(z,) — ocose, pois t, — —o0
se n — o0o. Novamente temos uma contradigdo, pois I(z,) < C por construgao.
Enfim, concluimos que nenhum dos casos 1),2) ou 3) ocorrem, ou seja, I(z) — oo
se ||z|]] — oo,z € H . Portanto o funcional I é coercivo. Esta afirmagao finaliza a

demonstracao da proposicao. O

Finalmente, enunciamos e demonstramos o principal resultado desta secao. Neste
resultado garantimos existéncia de uma solugao para o problema (1.3) para cada par de
fungoes hy, hy € L*(2). Além disso, damos algumas propriedades referentes aos grupos
criticos deste ponto critico. Para uma revisao da Teoria de Morse, bem como sobre
as principais propriedades sobre grupos criticos, veja as seguintes referéncias cléssicas

[14, 37]. Neste caso temos o

Teorema 1.5. Suponha VF limitada. Além disso, suponha (LL){ ou (LL){. Sejam
hi, hy € L*(Q). Entdo o problema (1.3) admite uma solugao.

Demonstragdo. Primeiramente provaremos este resultado supondo a condigao (LL)T.
Neste caso, usamos a Proposicio 1.2 e Lema 1.1. Assim, escrevendo H = V; @ Vi,
obtemos que o funcional I é limitado superiormente em V; e limitado inferiormente
sobre Vit. Logo, aplicando o Teorema do Ponto de Sela descrito no Teorema 3.12,
obtemos um ponto critico zg € H dado por um minimax. Neste caso, usando Teoria
de Morse temos que C1([, z) # 0, veja o Apéndice B.

Agora, provaremos esta proposigao supondo a condigao (LL); . Neste caso, usamos
a Proposicao 1.3. Logo, aplicando o Principio Variacional de Ekeland, obtemos um
ponto critico z; € H satisfazendo I(z;) = inf{l(z)|z € H}. Além disso, temos que
Cy(I, z1) = 040Z,V q € N. Para mais detalhes sobre os grupos criticos veja no Apéndice

B. Assim, finalizamos a prova deste teorema. O
Neste momento tomamos
hy =0,hy =0,VF(z,0,0) =0e F(z,0,0) = 0.

Logo consideramos o seguinte problema



31

—Au = a(z)u + b(x)v + F,(z,u,v) em 2
—Av =b(z)u+d(z)v + Fy(z,u,v) em Q (1.41)
u = v = 0 sobre 0

onde  C RY ¢ um dominio limitado e suave em RY, N > 3. Além disso, exigimos que
a fungao F : Q x R? — R seja de classe C? com A € My(Q).

Deste modo z = (0, 0) é uma solugao trivial para (1.41). Entretanto queremos deter-
minar solugdes nao triviais para (1.41). Os préximos resultados determinam existéncia
de solugbes nao triviais sobre ressonancia no autovalor principal A;(A). Neste caso,
as propriedades do autovalor A\;(A) e da autofuncdo ®;(A) correspondente sdo muito
importantes para encontrarmos solugoes de (1.41).

Primeiramente, consideremos a seguinte definicao:

Definicao 1.6. Dados A, B € Ms(2) dizemos que A < B se tivermos a desigualdade
(A(x)z,2) < (B(1)z,2), Vz € R YV € Q. Além disso, dizemos que A < B se A< B

com B — A positiva definida em algum aberto Q contido em .
Agora, enunciamos um resultado, a qual provamos na secao 5.2.
Lema 1.7. Seja 5, a € My(Q2). Entio temos as sequintes alternativas

a) Se B <X A1 A, entdo existe 6 > 0 tal que

2] - / (B(x)z, 2)da = 822, V = € Vit (1.42)

b) Se \p—1A < a, entao existe § > 0 tal que

z]|* — /(a(x)z, 2ydr < —0|z|)?, ¥V 2 € Vi1 (1.43)
Q
Agora, consideremos a seguinte definicao

Definicao 1.8. Seja H um espago de Hilbert e I : H — R um funcional de classe
C*. Dizemos que um ponto critico zy € H € do tipo do passo da montanha quando
Ci(1,z) #0. Aqui, C1(I, z1) denota o grupo critico de indice um do ponto critico z,

veja Apéndice B.
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Neste momento, destacamos uma propriedade inerente a pontos criticos do tipo do
passo da montanha. Esta propriedade determinara todos os grupos criticos de um ponto
critico do tipo do passo da montanha. Para demonstrar este resultado combinaremos
o Teorema de Shifting, veja Apéndice B, e a desigualdade variacional (1.6). Assim,

temos o

Lema 1.9. [15] Seja zy € H um ponto critico do tipo do passo da montanha. Além
disso, suponha que F"(x,2) € My(Q). Entdo Cy(I,2) = 0,172,V q € N.

Demonstracao. Inicialmente, seja um ponto critico z; do tipo do passo da montanha,
ou seja, z; satisfaz

Cl(I, Zl> §£ 0. (144)

Neste momento defina B(z) = F'(z, 2 (z)),Vz € Q. Seja [ o indice de Morse em

z1. Assim, usando o Teorema de Shifting, temos a seguinte informacao

Cy(I,21) = Cyy(I,0),Vq €N, (1.45)

onde I = I |nv, € N é uma subvariedade caracteristica definida em uma vizinhanga
apropriada da origem, veja Teorema 5.4 capitulo 1 de [14].

Por outro lado, usando (1.44) e (1.45), obtemos que [ < 1. Com efeito, aplicando
o Teorema de Shifting, obtemos que Cl_l(f, 0) = C1(I, z1) # 0. Portanto, temos que
1—1012>0, ouseja, [ < 1.

Agora analisaremos o caso onde [ = 1 e posteriormente analisaremos o caso onde

[ = 0. Assim, se [ = 1 entao, usando Teorema de Shifting, concluimos que
Cy(I,2) = C,1(I,0),¥q € N. (1.46)

Em particular, temos que C’o(f, 0) # 0. Esta informacao implica que 0 é minimo local

para o funcional I. Portanto, temos as seguintes igualdades

Cq(l, Zl> = Cq_l(f, 0) = 5(q_1)oz = qlz,Vq e N. (147)
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Agora consideraremos o caso onde [ = 0. Neste caso, z; é um ponto critico degene-
rado. Além disso, temos que I" (z,) = I — Ty p, ou seja, dados wy, ws € H temos que
I"(21)(wy, wy) = (wy,wy) — (Taypwy, wy). Contudo, usando que I = 0, obtemos que

I"(21) é ndo negativa. Esta afirmacao implica que
|w|]* > (Thypw,w),Yw € H. (1.48)

Assim, aplicando a caracterizacao variacional para o primeiro autovalor da matriz
A+ B, temos que \;(A+ B) > 1. Agora, dado w € Kerl (z)\{0} temos as seguintes
desigualdades

1 <TA+Bw7w
—_— = T : =1 H} > ——F—
o = sl ol = Lz e Ay 2

(1.49)

Portanto, temos que A;(A+ B) = 1. Assim, temos que ker I" (z;) é igual ao autoespaco
associado ao primeiro autovalor de A\;(A + B). Em particular, usando a simplicidade
deste autovalor, obtemos que dimker I”(z;) = 1.

Deste modo, temos que I esta definida sobre uma subvariedade de dimensio 1.
Além disso, usando a equagao (1.44), segue que C'l(f, 0) # 0. Consequentemente,
temos que 0 é um maximo local para I. Assim, usando o Teorema de Shifting e o

Teorema 1.6 do capitulo do 2 de [14], temos que
Cy(I,21) = Cy(I,0) = 6,4%,¥ q € N. (1.50)

Resumindo, se = 0 ou 1 temos que Cy(1,21) = 6,7Z,¥ q € N, desde que tenhamos

F'(z,21) € My(Q). Esta afirmacao finaliza a demonstracio do lema.

Deste modo, combinando os Lemas 1.7 e 1.9, temos o seguinte resultado
Teorema 1.10. Suponha VF limitada. Entdo temos as sequintes alternativas

a) Suponha (LL)T com F"(x,2) € My(Q),Y(z,2) € Q. Além disso, suponha que
F'(2,0) > a — A, para algum a € My(Q) com a = M\y(A)A . Entio o problema

(1.41) admite uma solugdo nao trivial z; # 0.
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b) Suponha (LL)T. Além disso, suponha que F"(x,0) > 5 — A, com 3 = M (A)A.

Entao problema (1.41) admite uma solugdo nao trivial zo # 0.

Demonstragdo. Inicialmente provaremos o item a). A prova deste caso segue usando a
Teoria de Morse. Mais especificamente, iremos fazer uma estimativa do indice de Morse
na origem. Usando tal estimativa provaremos que a solucao obtida pelo Teorema 1.5 é
nao trivial.

Com efeito, usando o Teorema 1.5 e o Lema 1.9, obtemos um ponto critico z;
satisfazendo

Cl(I, Zl) = 5qu,‘v’q € N. (151)
Por outro lado, temos que

1"

I'(0)(z,2) = ||z||2—/Q<A(:)3)z,z>d:£—/QF//(:E,O)(z,z)dx

< MFjAW@aWMS%WW<&WE%W%
(1.52)

onde usamos a desigualdade variacional (1.8) e o Lema (1.7). Consequentemente, temos
que m(0) > dim V5 > 2. Portanto, usando o Lema de Gromoll-Meyer, veja no Apéndice
B, concluimos que Ci(1,0) = 0. Assim, temos que z; # 0. Esta afirmacao finaliza a
demonstracao do item a).

Agora provaremos o item b). Novamente temos uma estimativa andloga para o
indice de Morse na origem. Inicialmente, lembramos que existe um ponto critico 2, tal

que Cy(1,29) = 6,0Z,Y q € N. Por outro lado, temos as seguintes desigualdades

"

I (0)(z,2) = ||z||2—/Q<A(x)z,z>dx—/QF"(x,O)(z,z)d:E
< P = [ (5(e)s o < ~0I? <0, ¥ € Vi\{0}

(1.53)

onde usamos a desigualdade variacional (1.7) e o Lema (1.7). Consequentemente ob-

temos m(0) > dimV; = 1. Assim, usando o Lema de Gromoll-Meyer, ver Apéndice
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B, temos que Cy(I,0) = 0. Portanto zy # 0, isto finaliza a demonstragao deste teo-

rema. O

Observagao 1. Seja z = (u,v) € H = H}(Q)? solugdo de (1.41) entio multiplicando
a primeira equag¢ao em (1.41) por ¢1 e multiplicando a sequnda equagao em (1.41) por

Y1 e integrando por partes obtemos

/ Fu(x,u,v)p1 + Fy(x,u,v)ipde = / hi¢1 + hot)y.dx (1.54)
Q Q

Portanto z = (u,v) € solugao para o problema (1.41) desde que z = (u,v) satisfaca
(1.54). Em outras palavras, a identidade (1.54) é uma condigdo necessdria para que
z = (u,v) seja solu¢ao do problema (1.41). Porém, queremos determinar condi¢oes
necessdrias e suficientes para a solubilidade de (1.41).

Neste caso, supomos as sequintes desigualdades g1 < F, < g9 € g3 < F, < g4 onde
g1s---,gs sao fungoes em L*(Q). Assim, escrevemos a equagdio (1.54) na seguinte
forma:

/91¢1 +gg¢1dx < / h1¢1 + hg’@bldz < /gg¢1 +g41/)1dx. (155)
Q Q Q

Logo se g1 = f; ,go = fi .93 = f5 egs = fo © entdo a condi¢cio (LL){ é uma
condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de solugoes de (1.41). Analogamente,
teremos que (LL)] € uma condigdo necessdria e suficiente para a existéncia de solugoes
para o problema (1.41) desde que tenhamos g1 = fi' .92 = fi .93 = fi T e g1 =
f5 . Estes subcasos ocorrem, por exemplo, quando a funcoes F, e F, sao mondtonas

crescentes ou decrescentes nas varidveis u e v.

A observacao 1 foi motivada pelo caso escalar tratado em [32], onde as condigoes pro-
postas por Landesmann-Lazer sao condi¢oes necessarias e suficientes para uma classe
de problemas elipticos ressonantes. Essa classe contém, por exemplo, as fungoes li-
mitadas e mondtonas, onde os limites assintéticos em oo e —oo definem fungoes em
L*(Q).

Existe uma observagao andloga para o problema (1.41) sobre ressonancia em A (A)

onde k£ > 1. Neste caso, lembramos que A;(A) nao é simples em geral, portanto a
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condicao (1.55) sobre ressonancia em autovalores \;(A) onde k£ > 1 torna-se mais com-
plicada. Neste caso, temos mais restricoes para existéncia de solucoes de 1.41. Mais
especificamente, teremos uma colecao de restricoes obtidas do problema 1.41 multi-
plicando por (¢, 1) e integrando por partes. Aqui, (¢, ;) denota uma autofuncdo
associado ao autovalor A\;(A). Assim, temos uma colegao de restrigdes que totalizam
I = dim(\x(A)) equagoes obtidas pelo processo descrito acima.

Por outro lado, ainda no caso de ressonancia em A\;(A),k > 1, as condicoes de
Landesmann-Lazer sao condi¢oes necessarias e suficientes para a existéncia de solucoes
para (1.41) para uma classe de nao linearidades F'. A prova destas afirmagoes sao
analogas ao caso discutido na Observacao 1. Assim, deixamos a cargo do leitor a
verificacao destas afirmagoes.

Para os préximos resultados obtemos multiplicidade de solugoes para (1.41) onde
combinamos alguns Métodos Min-Max e Teoria de Morse. Primeiramente considere a
seguinte hipdtese na origem

(HO) Existem d > 0 e a € (0, (A)) tal que

a—1
2

F(z,z) < (A(z)z, 2y, Vo € Q¥ |z] <.

Neste caso, queremos aplicar o Teorema do Passo da Montanha. Inicialmente,

provaremos algumas proposicoes auxiliares. Mais especificamente, temos a

Proposicao 1.11. Suponha (HO). Entdo a origem é um minimo local para o funcional

I.

Demonstragao. Primeiramente usando a hip6tese (H0) e a limitacao de VF podemos

escolher p € (2,2*) e uma constante C, > 0 tal que

a—1
2

F(z,2) < (A(x)z, 2) + Oz|P,V(x, 2) € Q x R



37

Usando a estimativa anterior obtemos

1) = SlalP = Az~ [ Flosdo

Q

1 o 1 o
> —(1—)|z|* - C. Pdr > ~(1 — —)||2||* — Cc||z||”
> 0=l =G [ [Pde 2 50 - DI - Clel
1
> —(l—g)||z||2>0,comz€Bp(0)CHeO<p§p0,

4 A

(1.56)

onde usamos a desigualdade variacional (1.6), imersdes de Sobolev, com py suficien-
temente pequeno. Aqui, B,(0) denota a bola aberta de centro na origem e raio p.
Portanto obtemos que 0 é minimo local para o funcional I. Esta afirmagao finaliza a

prova da proposic¢ao. O

Agora, usando a condi¢ao (LL)], obteremos o restante da geometria exigida para

o Teorema do Passo da Montanha. Mais precisamente, temos a

Proposigao 1.12. Suponha (LL){. Entao existe = € H tal que I(z) < 0 com ||z|| >
po > 0.

Demonstracao. Seja z = t®; onde t € R e ®; é a autofuncao normalizada associada

ao autovalor \;(A). Logo, usando a condi¢ao (LL){ e a Proposicao (A.2), temos que

F 0]
i [ EE) 0 [V E 10001 da = / (i H)®ude > 0. (157)

t—o0 Q t—o0 Q Q

Assim, para todo € > 0 existe M > 0 tal que t > M > 0 implica

/ wdx > €. (1.58)
Q

Entao, obtemos as seguinte desigualdade

1

1
[(tq)l) = §||tq)1||2 — §<A(l’)t®1,tq)1> —/F(l’,t@l)dﬂf

Q

F(z,t®
= —/F(x,t@l)dx:—t/ydx<—et—>—ooset—>oo.
Q Q

(1.59)
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Consequentemente temos I(t®1) < 0 e [[t®q|| =t > pp com t > 0 e py suficientemente
pequeno dado pela Proposigao 1.11. De forma andloga, usando a condi¢io (LL)f,
obtemos a seguinte estimativa

F(z,t®
i [ EE) VF(x,t(I)l)éDldx:/(ff‘,f;‘)(l)ldx<O. (1.60)
Q

t——o00 Q t——o00 Q

Portanto para todo € > 0 existe M > 0 tal que —t > M > 0 implica

F(x, t®
/ Flat®) o e (1.61)
0t

Logo, temos que

1

1
[(tq)l) = §||tq)1||2 — §<A(l’)t®1,tq)1> —/F(l’,t@l)dﬂf

Q

F(z,t®
= —/F(:C,tq)l)dx:—t/ydm<et—>—oosetﬁ—oo.
Q Q

(1.62)

Novamente obtemos I(t®,) < 0 e ||[t®1]| = —t > po com ¢t < 0 e py suficientemente
pequeno fornecido pelo Lema 1.11. Esta afirmacao finaliza a demonstracao da propo-

sicao. n
Assim, usando as Proposigoes 1.11 e 1.12, obtemos os seguintes resultados

Teorema 1.13. Suponha (LL){,(HO0). Entdo o problema (1.41) admite uma solugdo

nao trivial.

Demonstracdo. A prova deste teorema segue usando o Teorema do Passo da Montanha.
Neste caso, basta aplicar as Proposicoes 1.11 e 1.12. Assim, obtemos um ponto critico
21 para I tal que I(z1) > o > 0. Portanto, temos que z; # 0. Além disso, temos que
Cy(I,2) = 0,17,¥ q € N, desde que F" (,21) € M(Q), veja Lema 1.9. Esta afirmacio

finaliza a prova do teorema. O
Agora, com intuito de usarmos a condi¢ao (LL);, consideramos a seguinte hipdtese

(H1) Existe t, € R* tal que [, F(z,t.®)dz > 0.
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Deste modo, usando o Teorema 1.5, obtemos o seguinte resultado

Teorema 1.14. Suponha VF' limitada. Além disso, suponha (LL)] e (H1). Entdo o

problema (1.41) admite uma solu¢ao nao trivial.

Demonstracdo. A prova deste teorema segue do Principio Variacional de Ekeland, ver
Teorema 1.5-b. Assim, usando a hipdtese (H1), obtemos um ponto critico zg € H
satisfazendo I(zp) < I(t.®1) < 0 = I(0), portanto zy # 0. Além disso, zy ¢ um minimo
global para o funcional I. Consequentemente, temos C,(/, 29) = 0,0Z,¥q € N. Esta

afirmacao finaliza a demonstracao do teorema. O

Agora, queremos obter multiplicidade de solugbes para o problema (1.41) combi-

nando os resultados anteriores. Neste caso, temos o

Teorema 1.15. Suponha VF limitada. Além disso, suponha (HO),(H1) e (LL);.

Entao o problema (1.41) admite duas solugdes nao triviais.

Demonstracao. Primeiramente usando o Teorema 1.5 obtemos, via Principio Variacio-
nal de Ekeland, um ponto critico zy € H tal que I(zy) = inf{I(2)|z € H}. Além disso,
usando a hipdtese (H1), temos I(z9) < I(t.P1) < 0= 1(0), logo zy # 0.

Agora, usando a hip6tese (H1) e a Proposigao 1.11 obtemos, via Teorema do Passo
da Montanha, um ponto critico z; € H tal que I(z;) > 0 = I(0). Portanto z; # 0 e

21 # 29, pois I(z9) < 0. Esta afirmagao finaliza a prova do teorema. a



Capitulo 2

Sistemas Elipticos Gradientes
Ressonantes com condicoes de
Landesman-Lazer em autovalores

nao Principais.

Neste capitulo, trabalhamos com uma classe de sistemas gradientes com ressonancia

em autovalores altos. Mais precisamente, estudamos o seguinte problema

—Au = a(x)u+ b(z)v + Fy(z,u,v) — hy(z) em Q
—Av = b(z)u + d(z)v + F,(z,u,v) — hy(z) em (2.1)
u = v = 0 sobre 0}

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e suave em RV, N > 3. Além disso, exigimos que
a(x) blx) )

a fungdo F : QO x R? — R seja de classe C? e que a matriz A = A(z) =
b(x) d(x)

satisfaca as seguintes condigoes:

(My) A € C%(Q, May(R)), onde Myyo(R) é 0 conjunto das matrizes reais simétricas

de ordem 2;

(My) A é cooperativo, isto é, b(x) > 0 para todo = € Q;

41
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(Ms) max,ecq max {a, d} > 0, ou seja, existe xg €  tal que a(xg) > 0 ou d(zg) > 0.

Assim, estudamos o problema ressonante para (1.1) onde impomos que VF' seja
limitada em 2 x R2. Estes problemas foram estudados inicialmente, no caso escalar,

por [32]. Mais precisamente, trabalhamos com a seguinte hipdtese:

lim VF(z,u,v)#0,com VFlimitada em Q x R?.

u,v—F00

(2.2)

Além disso, impomos que A\t(A) = 1 para algum k > 1. Estes problemas revelam-se
mais interessantes tendo em vista que as autofungoes associadas aos autovalores A\, (A)
trocam de sinal e o autoespago onde ocorre a ressonancia pode possuir dimensao maior

que 1, ou seja, Ax(A) pode nao ser simples com k > 1.

2.1 Sistemas gradientes sob ressonancia em auto-
valores nao principais.

Nesta segao, estudaremos o problema (2.1) com resonancia em algum autovalor A\ (A),
onde k > 1. Novamente, suponha que VF seja uma funcao limitada em Q x R?. Assim,

definimos as seguintes funcoes auxiliares

o) = lim Fu(e,u,0),  fi(e) = lim Fu(z,u,v),
fif(x) = ull;n: Fu(z,u,v), fi () :v:lior;w F.(x,u,v),
@) = lim Ruy), @) = I Row),
@) = dm_ Feuo). f(@) = lm P

(2.3)

onde os limites acima sao uniformes em z € ). Novamente, pedimos que as funcoes

acima estejam em L*(02).
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Agora, definimos a seguinte quantidade

L, = / 1++u+f2++vd:v+/ fiu+ fivde +
u>0,0>0

u<0,v>0

+ / fifu + fyvdx +/ fi u+ fy vdx.
u>0,v<0

u<0,v<0

(2.4)

Seja V(A\x) = ker(I — T4) = autoespacgo associado ao autovalor ressonante \;(A).
Neste momento descreveremos as condigoes de Landesman-Lazer adaptadas para o
sistema eliptico (1.3) onde impomos ressonancia no autovalor Ax(A). Neste caso, temos

a seguinte condicao
(LL){ Ly > / hiu + hovdz, ¥z = (u,v) € V(Ag), 2z # 0, (2.5)
Q

onde Ly é dada em (2.4).
Agora, descreveremos uma segunda condicao de Landesman-Lazer obtida da pri-

meira "apenas”invertendo a desigualdade acima. Neste caso, temos a seguinte condi¢ao
(LL), Li< / hiu + hovdz, ¥z = (u,v) € V(Ag), z # 0. (2.6)
Q

Para o préximo resultado usaremos o Principio da Continuacao Unica Fraco. Mais

precisamente, temos a

Definigao 2.1. Seja A = (F)\)xer, onde Fy : Q@ — R, VX € A. Entao dizemos que a
colecao A satisfaz o Principio da Continuagado Unica Fraco, se para todo F\ € A com

F\ =0 em algum subconjunto aberto implica que F\ =0 em ).

Neste caso, teremos que as autofungdes do problema (1.4) satisfazem o Principio da
Continuagao Unica Fraco. Em outras palavras, as autofungoes associadas ao problema
(1.4) sdo nao nulas em subconjuntos abertos de €2, veja [35], [31]. Assim, somos capazes

de provar o

Lema 2.2. Suponha (LL)} ou (LL); . Entdo o funcional I satisfaz a condigao (PS).
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Demonstracao. A prova deste lema possui a mesmas idéias desenvolvidas na demons-
tragao do Lema 1.1. Contudo, a demonstracao deste lema é mais elaborada. Ba-
sicamente, existem dificuldades adicionais porque as autofungoes associadas a Ai(A)
mudam de sinal e o autovalor \;(A) nao é simples em geral, com k£ > 1. Neste caso,
utilizaremos o Principio da Continuacao Unica Fraco para as autofuncoes do problema
(1.4) para concluirmos que o funcional [ satisfaz a condi¢ao (PS). Deste modo, faremos
a prova deste resultado.

Novamente, como no Lema 1.1, é suficiente provar que toda sequéncia (PS). é
limitada, onde ¢ € R. Suponha que esta afirmagao seja falsa. Assim, existe uma

sequéncia (z,)neny € H tal que
e [(z,) — ¢,
o I'(2,) =0,
o ||z, — o0 sen — oo.
Defina z, = ﬁ, logo ||Z,]| = 1. Portanto existe Z € H tal que
e Z,—~ZzZem H
e Z, — z em LP(2) com p € [1,2%)
e Z,(r) — Z(x) q.t.p em Q quando n — oo

e Existe h € L*(Q) tal que ||zl r2()2 < ||hllr2(0)-

Por outro lado, dado ® = (¢, 1) € H obtemos a seguinte igualdade

!

I'(z,)®

Izl

_ / VIV + ViVikde — / (A(2) (T, T2), (6, ) da
/VF(xaunavn)(¢7w>dz+/ h1¢+h2¢
Q Q

Izl A

,onde z, = (Up, Vy).

(2.7)
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Consequentemente, fazendo n — oo e usando a limitagdo de VF em (2.7) obtemos a

seguinte identidade

/Q Vave + ViVude — / (A(z)(@,7), (6, 0))dz = 0, V& = (p,0)) € H.  (2.8)

Q
Além disso, tomando ® = (u,,T,) e aplicando na equacao (2.7), obtemos a seguinte

igualdade [,(A(z)z,Zdx = 1 onde Z = (w,7). Mas escolhendo ® = (%, 7) e aplicando
em (2.8), temos ||z||* = [, (A(x)(@,v), (4, 7))dx = 1. Consequentemente, Z, — Z em H

e Z é autofuncao associada ao autovalor 1.
%] (zn)zn — 1(2n)

i | Izl
usando as expressoes de I e I temos a seguinte convergéncia

Por outro lado, defina A,, = . Entao A, — 0sen — oco. Mas

1 F ns Un _ _ _
A, = 5 / 2% — VF(z,u,, v,)(Up, 0y)dx — / haty, + hoUpdz — 0. (2.9)
Q Zn Q

Contudo, lembramos que %, — z em L?*(2)? a qual implica a seguinte convergéncia
/ hit,, + hov,dx — / hiu + hovdx quando n — oo. (2.10)
Q Q

Além disso, usando a fungdes auxiliares (2.3), temos

VE(@,un,vn) — (f7(2), fi(2)) sex € {x € Q:7(z) > 0e v(z) > 0}
VE(z,up,v) — (fE(2), fE(z)) sex € {z € Q:a(z) > 0e v(x) < 0}
VE(z,up,v) — (fF(2), fF(z)) sex € {z € Q:7(x) < 0e (x) > 0}
VE(2,up,v) — (f7(2), fE(2)) sex € {z € Q:a(x) < 0e T(z) < 0}

se n — 00. Contudo, usando o Principio da Continuacao Unica Fraco, temos que Z # 0
em A, para todo aberto A C 2. Consequentemente, temos que Qy = {z € Q : Z(x) =
0} possui interior vazio em 2. Deste modo, nas estimativas com integrais abaixo o
subconjunto €2y pode ser descartado.

Assim, usando as informagoes acima, obtemos a seguinte convergéncia

/ VF(x, Uy, vp)Zde — . (fiF* (@), £ T (2))zdx +/_ . (fE(z), £ (2))zdx
Q u>0v>0 T>07<0
+ /<0>0(ffF(I), for (z))zdx + /<0<0(f1__(:)3), fy~(x))zdx.

(2.11)
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Por outro lado, usando a condigao (LL){ e a Proposicao A.3, temos a seguinte

convergencia
F(z,u,, v, _ _
[ g [ g e [ (), )
Q |2 T>07>0 T>07<0

+ /<0>0(ff($),f§(x))zdx+/ (fi = (2), f3 ~(2))zdx.
(2.12)

u<0v<0

Portanto, as convergéncias em (2.9),(2.10), (2.11) e (2.12) implicam a seguinte

identidade

/_>0_>0( (), ;+(I))de+/ (fF(2), £ (z))zdz +

T>07<0
o [ @ ey [ (g @)z = [ (b
T<OT>0 T<0T<0 0
(2.13)
Contudo z = (w,v) é autofungao associada ao autovalor A\ (A) = 1 com ||Z]| = 1.

Assim, temos uma contradigao com (LL); ou (LL); . Entao toda sequéncia (PS). é

limitada. Esta afirmacao finaliza a demonstracao do lema. O

Agora, destacamos algumas propriedades inerentes a geometria do funcional I.

Neste caso, provamos o seguinte resultado

Proposicao 2.3. Suponha (LL);. Entdo o funcional I possui a sequinte geometria
a) I(z) — oose|z|| — oo com z = (u,v) € Vi

b) Ezxiste o € R tal que I(z) < o, Yz € V.

Demonstracao. A prova deste lema é analoga a prova do Proposicao 1.2. No entanto,
vamos fazer a demonstracao deste resultado.

Primeiramente provaremos o item a). Seja z = (u,v) € V-, entdo seguem as
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seguintes estimativas

1 1
I(z) = §||z||2—§/Q<A(x)z, Z>dl’—/QF(l’, z)d:)s—l—/ﬂhlujthgvdzc (2.14)

1 1

> —(1——)Hz||2—/F(:L’,z)dx+/hlu—i-hgvdx
2 Ak41 0 Q
1 1 2 1 2 L

> —(1-— Nz|* = zellz||* = Ce — oo se ||z]| = cocomz € V-,
2 Akt 1 2

(2.15)

onde usamos a desigualdade variacional (1.8), imersoes de Sobolev, e as condigao de
crescimento fornecidas em (1.13). Assim, o item a) esta provado.

Para a prova do item b) devemos mostrar que I(z) < a, Vz = (u,v) € V}, para
algum o € R. Suponha que esta afirmacao seja falsa. Entao existe uma sequéncia

(zn)nen € Vi tal que
o [(z,) >n, Vn €N,
e ||z,]| = cosen — oc.

Agora, escrevemos z, = 20 +w, € Vi = V(\;) @ Vi_1, com 22 € V()\;,) = autoespago

associado ao autovalor A\, = 1 e w,, € V;_;. Portanto, segue as seguintes desigualdades

1 1
I(z,) = §Hwn||2— §/Q<A(x)wn,wn> —/QF(x, zg+wn)dx+/ﬂ(h1,h2)(z2+wn)dx
1 1
< —(1——)||wn||2—/F(a:,22+wn)dx+/(h1,h2)(zg+wn)d93
2 Ak—1 Q Q
< 0= Ml + el + P + €
= 5 Aot Wn, 25 Zp T Wp €

(2.16)
onde usamos a desigualdade variacional (1.7) e as condigdes de crescimento fornecidas
em (1.11) e (1.13).

Afirmagao 2.4. Temos que ||22|| — oo se n — oc.

Novamente, a prova da afirmagao é por contradi¢io. Suponha que ||2°| seja limi-

tada. Entao obtemos ||w,|| — oo pois ||z,|| — oo com n — co. Deste modo, aplicando
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a estimativa em (2.16) concluimos que /(z,) — —oco. Portanto, temos um absurdo. Pois
inicialmente temos que I(z,) > n por construgao. Consequentemente segue afirmagao,

ou seja, ||2°| — oo se n — occ.

20 u? Y
Agora, defina s, = || g” = <|| "H, || "H) € V(Ar). Logo, existe so € V(\g) tal
20 znll” |2
que
o 5, — spem V(A),
o s, — sgpem LP(2)?,
e s,(x) — so(z)q. t. p. em Q.
Além disso, ||so]| = 1. Assim, usando as desigualdades (1.11) e (1.13), obtemos as
seguintes estimativas
1 1 2 0 0
I(z,) < (1= —)|wnl|l* = | Flx,z, +wy)dz — [ (hy, ho)(z, + w,)dz
2 Ak—1 Q Q
1 1
< (- +6)l[wnll* + €llzpl|* + Ce.
2 Ak—1
Logo, defina L = lim,,_, ]’||w: ’|||, entdo L € [0, 00]. Considere os seguintes casos
ZTL
1) L = o0,
2) L€ (0,00),
3) L=0.

Entao queremos obter uma contradigao nos casos 1),2) ou 3).
Inicialmente consideramos o caso 1). Neste caso, temos que ||w,|| > M||2°||, paran >

ng, VM > 0. Deste modo, obtemos as seguintes estimativas

1 1

1) € 501 =+ lwl + el +C.
M2 1 0112 0112
< (= + I+ ellL + G — —o0 sen — o,
k—1

(2.17)
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Entretanto sabemos que I(z,) > n por construcao, logo temos uma contradi¢ao. Con-
sequentemente o caso 1) nao ocorre, ou seja, L # oo.

Agora, consideramos o caso 2). Entao para cada € > 0 (pequeno) existe ng € N tal

que 0 < L —e < ||||wg|||| < L + € desde que n > ny. Deste modo, temos as seguintes
Zn

estimativas

1 1

I(z) < (1= +6)lwal® +ellzl* + C.
2 Ak—1
1 1
< (1= =+ L = e [lzll” + ellzll® + C
2 Ak—1

— —ooquandon — oo.

(2.18)

Novamente temos uma contradi¢do, haja vista que I(z,) > n por contrugao. Portanto
os casos 1) e 2) nao ocorrem.

Finalmente, consideramos o caso 3). Neste caso, temos a seguinte identidade

F(z, 2

0
i [ E@ 2w ) i, (2.19)

s Jo o [IZ n=oe Jo [l

a qual é provada na Proposigao A.5.

Além disso, usando a Proposi¢ao A.3 Apéndice, temos

F 0
lim de: lim [ VF(z,20)sndz, (2.20)
n=o Jo ||z =0 Jo
20 ( u? 0 )
onde s, = —2— = T ) € V().
Izl Nzl 20l

Assim, usando a condigao (LL);, (2.19) e (2.20), temos que para todo € > 0 existe

ng € N tal que n > ng implica

F 0
/ oz twn) o / (hy. h)sodzs + 2¢. (2.21)
Q Q

22
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Agora, usando (2.21), obtemos as seguintes desigualdades

LL’ —|—wn h ,h Z + w,
I() < 2(1- >||wn||2 ||z°||/ Bl 2t wn) gy °||/ 1, b ) g

| ey (el

1 1
Lo el = 120 ( [t hayso+ ze)
2 >\k—1 QO

S / (s h)sudi + / by hy)wnds
Q Q

1 1
S(1—=—+lwa]* = [zl (/(hb ha)so + 26)
2 >\k—1 Q

T / (1, h)sudz + C.
Q

1 1
S = o )llwall® — llznlle < —ellzpll,

IN

IN

IN

(2.22)

onde € > 0 é suficientemente pequeno. Logo, obtemos que I(z,) — —oo quando
n — 0o. Novamente temos uma contradi¢ao, pois I(z,) > n por construgao. Portanto
nenhum dos casos 1),2) ou 3) ocorrem. Consequentemente, existe uma constante
a € Rtal que I(2) < a,Vz=(u,v) € V. Esta afirmagdo finaliza a demonstracao da

proposicao. ]

Agora, usando a condigao (LL), , temos um resultado andlogo a proposi¢ao anterior.

Neste caso, temos o seguinte resultado

Proposigao 2.5. Suponha (LL), . Entdo o funcional I possui a sequinte geometria
a) I(z) —» —oco sel|z]| = oo com z = (u,v) € Vj_;.

b) FExiste f € R tal que I(z) > 3, Vz € V;1,.

Demonstragao. Primeiramente demonstraremos o item a). Seja z = (u,v) € Vji_q.
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Entao segue as seguintes desigualdades

1 1
I(z) = 5||z||2—5/Q(A(:E)z,z)d:)s—/917(1',2’)0&174—/thu—l—hgvalzc

1 1

< —(1——)|z|* — / F(z,z)dx +/ hiu + hovdx
2 >\k_1 Q Q
1 1

< 5(1 — )\—)||z||2 + €||z]|? + C. — —o0 se ||z|| — ococom z € Vj_;.

k-1

(2.23)

Nas estimativas acima usamos imersoes de Sobolev, a desigualdade variacional (1.7) e
a condicoes de crescimento fornecidas em (1.11) e (1.13). Estas estimativas concluem
a demonstragao do item a).

Agora provaremos o item b). Neste caso devemos mostrar que I(z) > (3, Vz =
(u,v) € Vit para algum 3 € R. Suponha que esta informacio seja falsa, isto é,

suponha a existéncia de uma sequeéncia (2, )neny € Vi, tal que
o [(z,) < —n, Vn €N,
o ||z, — cosen — oo.

Logo, podemos escrever z, = 20 +w, € Vi, = V(\) @ ViH, onde (20),en € V(A1) =

autoespago associado ao autovalor A\, e (wy)nen € V;h. Deste modo, segue as seguintes

estimativas
1 1
I(z,) = —Hwn||2— —/(A(x)wn,wn> —/F(x, zg+wn)dx+/(h1,h2)(22+wn)dx
2 2 Jq Q Q
1 1
> —(1——)Hwn||2—/F(x, z2+wn)dx+/(h1,h2)(z2—i—wn)dx
2 k41 Q Q
1 1 1
> (1= —)[wa]l? = Sel|2 + w2 - C..
> 3= ol = el + w

(2.24)

Afirmagao 2.6. 2| — oo se n — oo.

A demonstragao desta afirmagao é por contradigao. Assim, suponha que [|z0]] seja

limitada, ou seja, ||22]] < ¢, Vn € N. Deste modo, temos que ||w,| — oo pois ||z,| —
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oo com n — oo. Por outro lado, usando a estimativa em (2.24), temos que I(z,) — oo.
Portanto, temos novamente uma contradi¢cdo tendo em vista que I(z,) < —n por

construgao. Consequentemente a afirmagao é verdadeira, isto ¢, ||22|] — oo se n — .

20 ud
Seja s, = o = < e ), onde 20 = (u2,2%). Consequentemente a
23] [[2nll” [lznl

sequéncia s, € limitada sobre um subespaco de dimensao finita, logo existe sy em

V(M) com ||so]| = 1 tal que
o 5, — spem V(A),
e s, — spem LP(Q)?, Vp € [1,2%),
o s,(r) — so(x)q. t. p. em €.

Por outro lado, temos as seguintes estimativas

1 1
I(z) > 01— 2w - / Fla, 22 + wy)da + / (B, ho) (22 + wy ) de
2 Akt1 Q 0
> oo L o= G- c (2.25)
= 9 )\k+1 n g ll*n € .

onde usamos a desigualdade variacional (1.8), imersoes de Sobolev e a condi¢do de

crescimento fornecidas em (1.11) e (1.13).

[0

Assim, defina L = lim,, . W, portanto L € [0,00]. Agora, analisando os se-
Zn

guintes casos

1) L = o0,
2) L€ (0,00),
3) L=0,

queremos obter uma contradigao, ou seja, analisaremos cada um dos casos 1),2) ou 3)
obtendo um absurdo. Consequentemente teremos que a afirmacao inicial é verificada,

ou seja, existe € R tal que I(z) > 3, Vz = (u,v) € V;-,.
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Inicialmente analisaremos o caso 1). Assim, temos que |[w,| > M]||z%||, paran >
ng, v M > 0. Portanto obtemos as seguintes estimativas

1 1

I(zn) > 5(1—~——¢)|lwnl®—€llz]]> - C
2 Ak+1
M? 1
> —(1—-—- e)||zg||2 — e||z2||2 —(C. — 00 sen — 00.
2 Ak—1

(2.26)

Entretanto sabemos que I(z,) < —n por construc¢do, logo temos uma contradi¢ao.
Portanto o caso 1) ndo ocorre, ou seja, L # 0.

Agora analisaremos o caso 2). Neste caso, temos para cada ¢ > 0 (pequeno) existe

ng € Ntalque 0 < L —e€ < % < L+ € desde que n > ng. Assim, temos as seguintes
ZTL
estimativas
I(z) > 21— lwnl? = |2 - C
(z) = 5 6)lJwnl]” — €|z, [I” = C-
2 Ak+1
1 1
2z F0=3—=9- €)?[lznll” — ellznl® - C-
k+1

— oo quandon — oo.

(2.27)

Novamente temos uma contradi¢ao, haja vista que I(z,) < —n por contrucao. Por-
tanto, os casos 1) e 2) nao ocorrem.

Finalmente, analisaremos o caso 3). Entao, usando a Proposi¢ao A.4, temos a
seguinte identidade

F(x,2°

Fz, 20 +w,
T eV R ) . (2.28)

= Jo o [l n=s Jo [l
Além disso, usando a Proposicao A.3, temos a seguinte igualdade

F 0
im [ 28 0y [ VE@ sd (2.29)

n—s Jo o |l2ll n— Jq
Logo, usando a condicao (LL)., (2.28) e (2.29), temos que para todo € > 0 existe

ng € N tal que n > ng implica

F 0
/ B,z +wn) 0 / (hy. h)sod — 2e. (2.30)
Q Q

122
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Agora, usando a estimativa (2.30), obtemos as seguintes desigualdades

LU +wn h,h Z+wn
M) 2 g0 gl - =) [ FE gy gy [ (el

1 1
> Lo ez = 120 ( [t oo - 26) i
2 >\k+1 QO

S / (s h)sudi + / (s hy)wnds
Q Q

1 1
> oo el - 220 / (h, h)so — 26) + |2 / (h, ha)swdz — C.,
2 Ak+1 Q Q
1 1
> 2o el - 220 / (ha ha)so — 2¢)
2 Akt1 Q

T / (s h)sodas — €) — C.
Q

v
|
=
I

— &)[[wall* +ellzpll = Ce > €| znll;
(2.31)

onde € é suficientemente pequeno. Assim, por (2.31), temos que I(z,) — cose n — 0.
Consequentemente temos uma contradi¢do, pois I(z,) < —n por construgao. Enfim,
concluimos que nenhum dos casos 1),2) ou 3) ocorrem, ou seja, existe uma constante
B € R tal que I(z) > 3,Vz = (u,v) € V-,. Esta afirmagao finaliza a demonstracio

da proposicao. O

Finalmente, enunciamos e provamos o principal resultado desta secao. Novamente,
provamos que o problema (1.3) admite uma soluc¢ao para cada par de fungdes hy, hy €
L*(Q). Aqui, lembramos que estamos com ressonancia no autovalor A\z(A) com k > 1.

Neste caso, temos o

Teorema 2.7. Suponha VF limitada. Além disso, suponha (LL); ou (LL), . Sejam
hi,hy € L2(Q2). Entao o problema (2.1) admite uma solugao.

Demonstracdo. A prova deste teorema segue das Proposicoes 2.3, 2.5 e Lema 2.2. Neste
caso, basta aplicarmos uma variacao do Teorema do Ponto de Sela dado pelo Teorema
3.12, veja Secao 3.2.

Neste caso, faremos a prova deste resultado. Primeiramente, se ocorre (LL)},

escrevemos H = V;, @ V;-. Neste caso, usando a Proposi¢ao 2.3 temos que o funcional
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I é limitado superiormente em V}, e limitado inferiormente em V. Além disso, usando
o Lema 2.2, sabemos que [ satisfaz a condi¢ao (P.S). Assim, aplicando o Teorema 3.12,
obtemos um ponto critico z; € H. Agora, aplicando o Teorema 1.5 do capitulo 2 em
[14], concluimos que C},(J, 1) # 0 com p = dim V4, veja o Apeéndice B.

Agora, se ocorre (LL), entdo escrevemos H = V;_; @V, ,. Neste caso, usando a
Proposicao 2.5, temos que o funcional I é limitado superiormente em V}_; e limitado
inferiormente em V;-,. Novamente, usando o Lema 2.2, sabemos que I satisfaz a
condicao (PS). Assim, aplicando o Teorema 3.12, obtemos um ponto critico z, € H.
Novamente, aplicando o Teorema 1.5 do capitulo 2 em [14], obtemos que C,(J, z2) # 0,

com v = dim Vj_4, veja Apéndice B. Assim, finalizamos a prova deste teorema. O

Para os proximos resultados fazemos
hy =0,hy =0,VF(2,0,0) =0eF(x,0,0) = 0. (2.32)
Portanto temos o seguinte sistema gradiente

—Au = a(x)u+ b(z)v+ F,(r,u,v) em )
—Av =b(x)u+d(x)v+ Fy(z,u,v) em (2.33)
u = v = 0 sobre 0f)

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado e suave em RY, N > 3. Além disso, exigimos que a

alz) b() ) € M)

funcao F : Q x R? — R seja de classe C? e que A = A(z) =
b(z) d(z)

veja secao 1.2.
Assim, temos que z = (0, 0) é uma solucao trivial para (2.33). Entretanto queremos
determinar solugdes nao triviais para (2.33).

Deste modo, usando o Lema 1.7, temos o seguinte resultado
Teorema 2.8. Suponha VF' limitada. Entao temos as sequintes alternativas

a) Suponha (LL)} com F"(2,0) < 3 — A, onde 8 = A\y11(A)A, com p < k. Entio o

problema (2.33) admite uma solu¢ao nao trivial.
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b) Se ocorre (LL); com F"(x,0) > a — A, onde a = M\(A)A, com q > k — 1. Entdo

o problema (2.33) admite uma solugdo ndo trivial.

Demonstracao. A prova deste teorema segue usando a teoria de Morse, mais especifi-
camente iremos fazer uma estimativa do indice de Morse na origem. Logo, usando esta
estimativa provaremos que a solucao obtida no Teorema 2.7 é nao trivial.

Primeiramente provaremos o caso a). Logo, aplicando o Teorema 2.7, existe um
ponto critico zy tal que C,(1,29) # 0 onde p = dim V}, > 2. Por outro lado, temos a
seguinte estimativa

IO0)(z2) = |27 = /Q (Az)z, 2)dx — / F'(z,0)(z, 2)dz

Q
EHW—AWMAmeWW>&W€WH%
(2.34)

onde usamos o Lema 1.7. Portanto m(0) + n(0) < dimV, < g = dim Vj, onde m(0) e
n(0) sdo respectivamente o indice de Morse na origem e a nulidade na origem. Assim,
pelo Lema de Gromoll-Meyer, ver Apéndice B, segue que C,(/,0) = 0 pois p nao
pertence ao intervalo [m(0),m(0) + n(0)]. Portanto 2z, # 0, isto é, zy ¢ solugdo nao
trivial para (2.33). Esta afirmagao conclui a prova do item a).

Agora provaremos o caso b). Novamente temos uma estimativa para o indice de
Morse andloga ao caso anterior. Neste caso, aplicando o Teorema 2.7, existe um ponto
critico zp tal que C, (1, z) # 0 onde v = dimVj_; > 1, com k > 2. Por outro lado,

temos as seguintes desigualdades

1

F0)2) = (e~ [ (A 2)de - [ F(@.0)z 20
) Q
< el - /(Oé(x)z, 2)dr < —||z]|* < 0, Vz € V,\{0},
Q
(2.35)
onde usamos o Lema 1.7. Portanto m(0) > dimV, > v = dimV}_; onde denota-

mos respectivamente m(0) e n(0) sendo o indice de Morse na origem e a nulidade na

origem. Pelo lema de Gromoll-Meyer, Apéndice B, segue que C,(I,0) = 0 pois v nao
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pertence ao intervalo [m(0), m(0)+n(0)]. Consequentemente zy # 0. Assim concluimos

a demonstracao deste teorema. O

Agora, consideramos um resultado dual do Teorema 2.8. Este resultado simples-
mente inverte as ” desigualdades” descritas no Teorema 2.8. Mais especificamente, temos

0
Teorema 2.9. Suponha VF limitada. Entao temos as sequintes alternativas

a) Suponha (LL); com F'(x,0) > a — A, onde a < \,(A)A, com p > k. Entdo o

problema (2.33) admite uma solug¢do nao trivial.

b) Suponha (LL), com F'(z,0) < 3 — A, onde 3 = \,(A)A, com q < k — 1. Entdo

o problema (2.33) admite uma solu¢do ndo trivial.

Demonstracdao. A prova deste teorema é analoga a prova do teorema anterior. Contudo,
provaremos este resultado para conveniéncia do leitor.

Novamente basta estimar o indice de Morse na origem e concluir que a solugao
dada pelo Teorema 2.7 é nao trivial.

Inicialmente consideramos o caso a). Assim, aplicando o Teorema do Ponto de
Sela, existe um ponto critico zq tal que C, (1, zp) # 0 onde p = dim Vj,. Por outro lado,

temos a seguinte estimativa

1"

I'(0)(z,2) = ||z||2—/Q<A(:)3)z,z>d:£—/QF//(:E,O)(z,z)dx

< |2 - /Q<a(x)z, 2z < 8]z < 0, V= € V,\{0}.
(2.36)

Portanto m(0) > dimV, > p = dimVj. Novamente, pelo lema de Gromoll-Meyer,
Apéndice B, segue que C(1,0) = 0 pois k nao pertence ao intervalo [m(0), m(0)+n(0)].
Assim 2y # 0. Esta afirmagao finaliza a demontracao do item a).

Agora provaremos o caso b). Neste caso, temos uma estimativa para o indice de

Morse andloga ao caso anterior. Mais precisamente, existe um ponto critico zy tal que
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C,(I,2p) # 0 onde v = dim V},_;. Por outro lado, temos as seguintes estimativas

1"

I'(0)(z,2) = ||zH2—/Q<A(x)z,z)dx—/QF"(x,O)(z,z)dx

I211* — /Q<6($)Zaz>dl’ > 6][l|* > 0, vz € V;\{0}.

v

(2.37)

Portanto m(0) + n(0) < dimV, < v = dim V,_;. Agora, usando o Lema de Gromoll-
Meyer, Apéndice B, segue que C,(1,0) = 0. Assim, obtemos que zy # 0. Esta afirmacéo

encerra a demonstracao deste teorema. O

Para os préximos resultados obtemos alguns teoremas sobre multiplicidade de solucoes
para o problema (2.33). Neste caso, combinamos alguns Métodos Min-Max e Teoria
de Morse. Primeiramente considere a seguinte hipétese na origem

(HO) Existem § > 0 e a € (0, (A)) tal que

a—1

F(z,z) < (A(x)z,2) Vo € Q,V|z| < 6.

2
Assim, usando a hip6tese (H0), somos capazes de provar a

Proposicao 2.10. Suponha (H0) e VF limitada. Entdo a origem é um minimo local

para o funcional I.

Demonstragao. Primeiramente, dado € > 0, usando a hipdtese (H0) e a limitacao de

VF obtemos p € (2,2*) e uma constante C, > 0 tal que

a—1
2

Portanto, temos segue as seguintes estimativas

1) = 3l - Az - [

Q

F(z,2) < (A(2)z, 2) + Cz|P,V (7, 2) € Q x R?.

1
Fla, 2)dz > ~(1 = S22 = CE/ |2 Pda
2 A1 Q

1 a
(1 - =
2( A1

v

1
AP = CellzlP > 701 - %)IIZII2 > 0,comz € B,(0)e0 < p < po,
1
(2.38)
onde escolhemos py suficientemente pequeno. Aqui B,(0) denota a bola aberta de

centro na origem e raio p contida em H. Portanto obtemos que 0 é minimo local para

o funcional I. Assim, segue a prova da proposicao. O
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Agora, usando a condigao (LL);, obtemos o seguinte resultado

Proposicao 2.11. Suponha VF limitada e (LL);. Entdo existe = € H satisfazendo
I(z) <0 tal que ||z|| > po > 0.

Demonstracao. Inicialmente, seja z = tP;, onde t € R e &, é uma autofungao norma-

lizada associada ao autovalor A\z(A). Logo, usando a condigao (LL);, obtemos

F(z,t®
lim / de = lim [ VF(z,t®;)®pdz > 0. (2.39)
Q

t—o00 t—o0 Q

Assim, para todo € > 0 existe M > 0 tal que t > M > 0 implica

F )
/7@’; k)dx > €. (2.40)
0

Agora, temos as seguintes desigualdades

1 1
I(t@k) = §||tq)k||2 — §<A(l’)tq>k,tq)k> — / F(l’,tq)k)dl'

Q
F(x,t®
= —/F(:E,t@k)dx: —t/ Mdm
Q Q t
< —€t — —ooset — 0.
(2.41)
Consequentemente I(t®g) < 0 e ||[t®y| =t > po com ¢ > 0 suficientemente grande.

Neste caso, basta tomar p > 0 suficientemente pequeno dado pelo Lema 2.10.
Por outro lado, utilizando novamente a condi¢ao (LL);, temos a seguinte desigual-
dade
lim de = lim [ VF(z,t®;)Prdx < 0. (2.42)

t——o00 Q t——o00 Q

Portanto, para todo ¢ > 0, existe M > 0 tal que —t > M > 0 implica

F(x,t®
/ Mdm < —e. (2.43)
Q t
Logo, temos as seguintes estimativas
1 1
Q
F(x,t®
= —/ F(x,t®y)dx = —t/ 7(:6’ k)dx
Q Q t

< € — —ooset — —o00.

(2.44)
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Consequentemente, temos que I(t®;) < 0 e [[tPy|| = —t > pp com t < 0. Novamente
escolhemos pg suficientemente pequeno fornecido pelo Lema 2.10. Esta afirmacao

finaliza a demonstragao da proposicao. O

Observagao 2. Na Proposicio 2.11, usando a condi¢io (LL);", concluimos que I(t®y) —
—00, se |t| — oo. Esta informagao serd utilizada na geometria do Teorema do Passo

da Montanha.

Deste modo, usando as Proposi¢oes 2.10 e 2.11, somos capazes de provar o seguinte

resultado

Teorema 2.12. Suponha VF limitada. Além disso, suponha (H0) e (LL);, com
k > 2. Entao o problema (2.33) admite uma solugdo ndo trivial do tipo do passo da

montanha.

Demonstracao. Primeiramente, usando as Proposicoes 2.10 e 2.11 obtemos, via o Te-
orema do Passo da Montanha, um ntmero ¢t > 0 e um ponto critico 2o tal que
I(z3) = ¢t > pg, onde ¢ possui a seguinte caracterizacao
¢t = inf sup I(y(t)).
YETF 4ef0,1]

Aqui, definimos T'" = {y € C°([0,1], H) : v(0) = 0e~(1) = tT®;}. Neste caso, temos
que zo € um ponto critico nao nulo para o funcional I. Portanto, segue que zo é uma
solugao nao trivial para o problema (2.33).

Agora destacaremos algumas propriedades adicionais do ponto critico z,. Inici-
almente, temos que 2o é um ponto critico do tipo do passo da montanha, ou seja,
Ci(I, z2) # 0, veja [14]. Deste modo, usando o Lema 1.9, concluimos que Cy(1, z2) =
617, q € N, desde que F"(z,2) € My(Q). Esta afirmacdes serdo tteis para o

proximo resultado. Assim, finalizamos a demonstracao deste teorema. 0

Observacao 3. Por analogia a demosntracao anterior obtemos um numero t_ < 0 e

um ponto critico z3 tal que I(z3) = ¢~ > po > 0 onde ¢~ possui a sequinte caracteriza¢ao

¢ = inf sup I(vy(t)).
Y€l ™ telo,1]
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Similarmente, definimos I~ = { € C°([0,1],H) : v(0) = Oey(1) = t~®;}. Além
disso, usando novamente que z3 € um ponto critico do tipo do passo da montanha,

obtemos que C1(I, z3) # 0. Em particular, temos que z3 # 0.

Deste modo, usando as Teoremas 2.7 e 2.12, obteremos duas solugoes nao triviais
para o problema (2.33). Aqui, z; sempre denota a solucao obtida pelo Teorema 2.7 e
25 denota a solugao obtida pelo Teorema 2.12. Neste caso, somos capazes de provar o

seguinte resultado

Teorema 2.13. Suponha VF limitada. Além disso, suponha (HO) e (LL);, com k > 2

onde F'(x, z) € Ma(Q). Entdo o problema (2.33) admite duas solug¢oes ndo triviais.

Demonstracdo. Primeiramente, aplicando o Teorema 2.7, existe um ponto critico z;
tal que C,(I,2z1) # 0 com p = dimVj. Por outro lado, a hipétese (H0) implica que
Cy(I1,0) = 6,0Z,¥ q € N. Portanto, temos que z; # 0.

Agora, usando o Teorema 2.12, temos um ponto critico zo tal que I(29) = ¢™ > py,

onde ¢' possui a seguinte caracterizacao

ct = inf sup I(y(t)).

YETF 4e0,1]
Aqui, definimos T'" = {v € C°([0,1], H) : v(0) = 0ev(1) = tT®;}. Além disso, temos
que 2o é um ponto critico do tipo do passo da montanha, ou seja, Cy(J, z2) # 0, veja
[14]. Assim, usando o Lema 1.9, segue que C,(I,22) = d;1Z,Vq € N. Deste modo,
comparando os grupos criticos, concluimos que zo # 0 e z5 # 2z;. Esta afirmacao

finaliza a demonstracao deste teorema. O

Agora, com intuito de obtermos resultados analogos ao Teorema 2.13 com a condicao

(LL), , temos o seguinte resultado
Proposicao 2.14. Suponha VF limitada. Entdo 1(t®,) — —o0, se |t| — oo.

Demonstragao. Inicialmente, lembramos que o Problema (2.33) admite resonancia no

autovalor A\y(A) = 1, com k > 2. Portanto, temos que A\;(A) < A\x(A) = 1. Neste caso,
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temos as seguintes estimativas

1 1
[(t0,) = §||t<1>1]|2—§(TAt<I>1,t<I>1)—/F(x,t@l)dx
Q
P |

- 2(1—m)H(I)le—/QF(x,t(I)l)dx

< Do L ojap+ e+ o
- 2 A (A) 2 ‘
< ﬁ(l—L+e)||<I>1||2+C’ — —o0,se |t| — oo
g 2 )\1(A) € ) .

(2.45)

Nas estimativas acima usamos a caracterizagao variacional do primeiro autovalor e a

condicao de crescimento (1.11). Estas estimativas concluem a prova da proposigao. O

Para os préoximos resultados sempre utilizaremos a condig¢do (LL),. Novamente,
queremos aplicar o Teorema do Passo da Montanha afim de obtermos uma de solucao
nao trivial para o problema (2.33). Neste caso, usando as Proposigoes 2.10 e 2.14,

temos o seguinte resultado

Teorema 2.15. Suponha VF limitada. Além disso, suponha (HO) e (LL),, com
k > 2. Entao o problema (2.33) admite uma solugdo ndo trivial do tipo do passo da

montanha.

Demonstracao. Este teorema segue das Proposigoes 2.10 e 2.14 e do Teorema do Passo
da Montanha. Mais especificamente, a Proposicao 2.10 garante que 0 é minimo local
para o funcional I e a Proposicao 2.14 garante o restante da geometria requerida no
Teorema do Passo da Montanha. Assim, obtemos um ponto critico zo € H tal que
I(z9) > > 0 = I(0). Portanto 2z, # 0. Logo, o problema (2.33) admite uma solugao
nao trivial.

Agora, sabemos que 2z é um ponto critico do tipo do passo da montanha, ou seja,
temos que C1(I,z29) # 0. Logo, usando o Lema 1.9, temos as seguintes afirmacoes
Co(1,0) = 0,0Z,Cy(I,25) = 647, ¥q € N desde que F"(z,2) € My(Q). Estas in-
formacoes sobre os grupos criticos serao utilizadas nos proximos resultados. Assim,

finalizamos a demonstracao deste teorema. O
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Para os proximos resultados sempre utilizaremos a condigao (LL),, com k > 3.
Novamente, queremos combinar o Teorema do Ponto de Sela e o Teorema do Passo da
Montanha afim de obtermos multiplicidade de soluges para o problema (2.33). Aqui,
sempre denotaremos por z; a solucao dada pelo Teorema 2.7 e por z a solucao obtida

pelo o Teorema 2.15. Neste caso, temos o seguinte resultado

Teorema 2.16. Suponha VF limitada. Além disso, suponhamos (HO) e (LL), , com
k>3 e F'(r,2) € My(Q). Entdo o problema (2.33) admite duas solu¢oes nao
triviais.

Demonstracao. Inicialmente, aplicando o Teorema 2.7 obtemos, via Teorema do Ponto
de Sela, um ponto critico z; € H satisfazendo C, (1, z1) # 0 com v = dim Vj,_;.

Por outro lado, usando as Proposicoes 2.10 e 2.14 obtemos, via Teorema do Passo da
Montanha, um ponto critico zo € H tal que I(22) > a > 0 = I(0). Além disso, sabemos
que zy € um ponto critico do tipo do passo da montanha. Assim, usando o Lema 1.9,
temos as seguintes afirmacoes Cy(1,0) = 04,0Z,Cy(1,22) = dpnZ, Vq € N. Portanto,
comparando os grupos criticos, temos que zy # 0 e 25 # z;. Consequentemente, o

problema (2.33) admite pelo menos duas solugoes nao triviais.

O

Para finalizarmos este capitulo consideremos uma proposicao a qual nos adapta-
mos para o caso do sistema gradiente apds conversamos com o Prof. Dr. David G.
Costa. Além disso, esta proposi¢ao vale sobre condigoes de ressonancia em quaisquer
autovalores. Primeiramente, consideremos as condigoes de Ahmad-Lazer-Paul dadas

por
(ALP);/ F(z,u,v) + hyu + hovdz — oo, se|[(u,v)]] — oo, (u,v) € V(). (2.46)
0
(ALP), / F(z,u,v) + hyu + hovdr — —o0, se||(u,v)]| — oo, (u,v) € V(Ag). (2.47)
0

Estas condigoes foram introduzidas por Ahmad-Lazer-Paul em [1]. Tais condigoes

dizem que o funcional I é coercivo ou anti-coercivo no autoespaco ressonante. Aqui,
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lembramos que estas propriedades sao muito importantes para a descricao da geometria
do funcional I bem como na prova de condigoes do tipo (PS). Estas condigoes de
Ahmad-Lazer-Paul demonstram-se mais fracas que as usuais condi¢oes de Landesman-

Lazer. Mais especificamente, consideremos o seguinte resultado

Proposicao 2.17. Suponha VF' limitada. Entao temos as sequintes alternativas
i) (LL); implica a condi¢io (ALP);,

ii) (LL), implica a condigao (ALP), .

Demonstragdo. Inicialmente provaremos o item ), ou seja, usando a condi¢ao (LL);
devemos provar a condigao (ALP);. A prova serd por contradi¢ao. Neste caso, existe

uma sequencia z, = (un,v,) € V(\g) tal que
e Existe C € R satisfazendo

/ F(z,upn,v,) + hiuy, + hovyde < C)Vn € N, (2.48)
Q

o ||z, — o0, sen — 0.

Contudo, temos a condigao (LL); para toda sequencia (z,,) € V(\). Assim, definindo
Zn

I

Zn obtemos um Z € V() satisfazendo as seguintes condigoes
e Z, —Zem V(\),
e Z, — Z em LP(Q)?,
e Z,(x) — Z(x), q.t.p. em Q.

Por outro lado, temos a seguinte identidade

/ F(z,upn, vy) + hittn, + hovpdr = ||2,|| An,
Q

onde definimos

4 - / F(x,up,v,) + hiu, + hov,dx
Q

Izl
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Deste modo, é suficiente provamos que lim, .., A, > 0. Consequentemente, tere-
mos uma contradigdo com (2.48). No entanto, para provarmos que lim, ., A, > 0
necessitamos de uma regra de L Hospital. Mais especificamente, temos as seguinte

convergencia

lim F(:c,un,vn)dx — lim VF(x,up,vy) « 2p

nose Jooo all = Jq Izl

dz, (2.49)

Agora, usando as fungdes auxiliares descritas em (2.3) e as mesmas idéias desenvolvidas

na prova do Lema 2.2, obtemos a seguinte igualdade

VE(x,tuy,vy) - 2y

lim = Li(u,v), ondez = (u, ). (2.50)
n—o Jo Iz
Além disso, temos a seguinte convergéncia
lim [ M@, + hoU,dr = / hyu + hovdzx. (2.51)

Deste modo, usando (2.49),(2.50),(2.51) e a condigao (LL);, obtemos a seguinte desi-

gualdade

lim A, = Li(u,v) — / ha + hovdx > 0, (2.52)
Q

n—oo

onde Ly é fornecido pela equagao (2.6). Consequentemente, temos uma contradigdo
com (2.48) e segue a prova do item 7). A prova do item i7) é andloga. Assim, omitiremos

a prova deste item.



Capitulo 3

Sistemas Elipticos Gradientes
Fortemente Ressonantes no

Autovalor Principal.

Neste capitulo, trabalharemos com uma classe de problemas elipticos fortemente res-

sonantes para o seguinte sistema gradiente:

—Au = a(x)u+ b(z)v — Fy(z,u,v) em Q
—Av =b(x)u+d(x)v — F,(x,u,v) em € (3.1)
u = v = 0 sobre 02

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado e suave em R, N > 3. Além disso, exigimos que a

a(z) b(z) > € M)

fungao F : 2 x R? — R seja de classe C? e que A = A(z) =
b(x) d(x)

veja secao 1.2.

Mais especificamente, estudamos o problema fortemente ressonante para (3.1) onde
F ¢é limitada e VF possui limite nulo no infinito. Tais problemas foram estudados
inicialmente, no caso escalar, por [9]. Além disso, exploramos a dependéncia da nao
linearidade F' com respeito a variavel x sobre os limites assintoticos em infinito.

Mais precisamente, o problema (3.1) é fortemente ressonante no infinito quando

existe algum autovalor A\;(A) = 1,k € N onde a ndo linearidade I satisfaz a seguinte

67
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condigao:

lim VF(z,2) =0, |F(z,2)]| < C, V¥ (x,2) € Q2 x R%. (3.2)

|2]—o00
Problemas fortemente ressonantes foram estudados, no caso escalar, por varios
autores, veja o importante trabalho [9] e as seguintes referéncias bésicas [1, 5, 8, 7,
23, 18, 28, 30, 40, 46, 47]. Para sistemas gradientes ressonantes veja [10, 20, 15], para

sistemas Hamiltoneanos ressonantes veja [26, 41] e suas referéncias.

3.1 Sistemas Gradientes sob Ressonancia Forte

Nesta secao, consideramos o seguinte sistema eliptico:

—Au = a(x)u + b(x)v — F,(z,u,v) em Q
—Av = b(z)u ( v — Fy(z,u,v) em Q (3.3)
u = v = 0 sobre 0

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e suave em RV, N > 3. Além disso, exigimos que

b
a fungao F : Q x R? — R seja de classe C? e A = A(x) = ale) bla) € My(2).
b(x) d(z)

Novamente, trabalharemos com o seguinte problema de autovalores:

{ —A<U>:)\A(x)<v) em (2, (3.4)

u = v = 0 sobre 02

Logo, usando a Teoria de Operadores Lineares Compactos e Autoadjuntos obtemos

uma sequeéncia de autovalores
0 <A (A) <X(A) <...onde(A) — cosek — 0.

Além disso, A\1(A) é simples e admite autofuncao positiva em €2, ver [15, 16, 25, 24].
Agora, sendo F' subquadrético em infinito, podemos dividir o problema (3.3) em

ressonante e nao ressonante. Primeiramente, dizemos que (3.3) é nao ressonante se
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M(A) # 1, Yk € N. Neste caso, o funcional associado [ satisfaz (PS). para todo
¢ € R. Portanto, o problema torna-se mais simples, tendo em vista que a condicao
(PS) é satisfeita.

Por outro lado, dizemos que (3.3) possui resonancia em algum autovalor de (3.4)
se existe k € N tal que \¢(A) = 1. Assim, usando métodos cléssicos, como teoria do
grau e\ou método de sub-supersolugdes e métodos variacionais, [15] e [16] obtiveram
resultados de existéncia e multiplicidade para o problema (3.3). Entretanto existem
poucos resultados para o caso ressonante para sistemas gradientes. Por exemplo, nao
foi considerado o caso fortemente ressonante.

Problemas ressonantes possuem um grande interesse e uma vasta literatura, ver [9]
e [32] e suas referéncias. Lembramos que no caso ressonante o funcional I pode nao
satisfazer a condigao classica de Palais-Smale. Em [9] foi determinado vérios tipos de
ressonancia conforme o comportamento no infinito da nao linearidade F'. Intuitiva-
mente o problema (3.3) é "mais”ressonante quanto menor for F' no infinito.

Assim, neste capitulo, lidamos com o problema (3.3) com ressonancia forte obtendo
existéncia e multiplicidade de solugoes. Novamente, usaremos métodos variacionais
para atacar o problema (3.3) . Deste modo, temos que o funcional associado ao pro-
blema (3.3) é dado por

I(u,v) = %/ Vul? + |Vol2dz — %/(A(x)(u,v), (u, v))da + / Fla,u,v)dz. (3.5)
Q Q

Q
Novamente, para verificar as propriedades dos autovalores e autofuncoes do pro-

blema (3.4) veja segao 1.2.

3.2 Ressonancia forte em )\{(A)

Nesta segao estudaremos o problema (3.3) sobre condigdes de ressonancia forte sobre o
autovalor A\;(A). Neste caso, o autovalor A;(A) é positivo, simples e isolado, ver [15].
Além disso, A\;(A) admite autofungao ®1(A) positiva em €2, ou seja, A\;(A) é autovalor

principal. Reforgamos que ®;(A) = (¢1,11) > 0 em ( significa ¢; > 0 e 1 > 0 em €.
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Agora, considere a seguinte hipdtese, a qual torna o problema (3.3) fortemente

ressonante no infinito.
(HO)limy,| oo VE(z,2) = 0e |F(z,2)| < C, V(z,2) € Q@ x R®com A\ (A) = 1.

Nesta segao, para estudarmos o problema (3.3), definimos as seguintes fungoes

auxiliares:

T+ (z) = liminf F(z,u,v), S (x) = limsup F(z,u,v),

U— 00

v— 00 V— 00

T (2) = liminf F(z,u,v),  S™7(x) = limsup F(z,u,v).

u—— 00
v—— 00

(3.6)
Aqui, exigimos que os limites acima sejam uniformes em x € € e que as fungoes
limites pertencam a L'(€2). Obviamente, segue que T~ (z) < TTF(z) e S™ (z) <
ST (x), Vo € Q. Além disso, nossos resultados de existéncia e multiplicidade para o
problema (3.3) aplicam-se quando o limites inferiores e superiores em (3.6) sao iguais,
ou seja, quando os limites em (3.6) existem.

Agora, fazemos F(z,0,0) = 0 e VF(z,0,0) = 0. Deste modo, z = 0 é solugao
trivial para o problema (3.3). Assim, determinaremos soluc¢oes nao triviais para o
problema (3.3). Novamente, usaremos Métodos Min-Max para determinar existéncia e
multiplicidade de solugdes para o problema (3.3).

Assim, consideremos as seguintes hipdteses adicionais:

(H1) Existem « € (0,A;) e 6 > 0 tal que

11—«

2
(H2) [, ST (x)de <0e [,S5  (x)dx <O0.

F(z,z) >

(A(x)z,2),Vxr € Qelz| <.

(H3)(A(z)z,2) >0,V (z,2) € Q x R2.

(H4) Existe ty € R* tal que

/QF(:L’,tOCI)l)dx < min {/QT"(x)dx,/QTJ”L(x)dx}
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(H5) Existe t~ < 0 < t* tal que

/Q Fla, 5, )dz < min{ /Q T (2)dz, /Q T++(:c)da:}

1—X
2

(H6)F(z,2) > (A(z)z, 2), ¥V (z,2) € Q x R%

Agora, enunciaremos e demonstraremos os principais resultados obtidos para o pro-
blema (3.3) sobre ressonancia forte na origem. Tais resultados sdo inspirados princi-
palmente nos seguintes artigos [2, 19, 15].

Primeiramente, demonstraremos dois resultados inerentes a geometria do Passo da

Montanha. Mais precisamente, temos a

Proposicao 3.1. Suponha (HO) e (H1). Entdo a origem é um minimo local para o

funcional I.

Demonstragdo. Inicialmente pelas hipdteses (H0) e (H1) podemos encontrar, para

cada € > 0, uma constante C, > 0 e um numero p € (2,2*) tal que

11—«

F >

(A(2)z,2) — C2P,V (z,2) € Q x R%

Consequentemente, usando a desigualdade variacional obtida em (1.6), imersoes

de Sobolev e a hipdtese (H1), temos as seguintes estimativas

I(z) = %||z||2—L(A(z)z,z)dx+/ﬂF(x,z)dx
1 e}

—||ZH2——/<A($)Z, z>dm—CE/ |z|Pdx

2 2 Jo Q

ooV e —eder = L (- &)z > 0
2 A ¢ — 4 A ’

onde z € B,(0) C H com 0 < p < po. Aqui, B,(0) denota a bola aberta de centro

v

Vv

(3.7)

na origem e raio p. Novamente, escolhemos pg suficientemente pequeno. Portanto
o funcional I tem a origem como minimo local. Esta afirmacao finaliza a prova da

proposicao. ]
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Agora, mostraremos a segunda parte da geometria do Passo da Montanha. Neste

caso, temos a

Proposicao 3.2. Suponha (HO0), (H2) e (H4). Entao existe z € H satisfazendo I1(z) <
0 tal que ||z|| > po > 0.

Demonstragdo. Inicialmente, usando as hipdteses (H4) e (H2), escolhendo a diregao
z = tyP; temos as seguintes estimativas

1 1
I(toq)l) = §||t0q>1||2—§/Q<A(ZL')t0(I)1,t0(I)1>dZIZ+/QF(I’,tQCI)l)dZL’

= /F(:c,toq)l)dx < min </ T__(x)dx,/T++(:c)dx) <0.
" " ) (3.8)

Portanto, temos que I(to®;) < 0 com |[[to®1|| = |to] > po. Novamente, escolhemos
po > 0 suficientemente pequeno. Aqui, lembramos que estamos tomando a autofungao

®; normalizada em H. Assim, segue a demonstracao desta proposigao. O

Agora, usando o Lema 3.9 temos que o funcional I satisfaz (PS). para todo ¢ > 0
desde que tenhamos a hipéteses (H0) e (H2). Discutiremos a prova do Lema 3.9

posteriormente. Deste modo, obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.3. Suponha (HO), (H1),(H2) e (H4). Entao o problema (3.3) possui pelo

menos uma solugao nao trivial.

Demonstracao. A prova deste lema segue diretamente das Proposicoes 3.1, 3.2 e Lema
3.9. Mais especificamente, as Proposicoes 3.1 e 3.2 garantem a geometria do Passo da
Montanha e o Lema 3.9 garante que o funcional [ satisfaz (PS). para todo ¢ > 0 .
Assim, aplicando o Teorema do Passo da Montanha, determinamos um ponto critico
21 € H tal que I(z1) = ¢ > pg > 0. Logo, o problema (3.3) admite uma solu¢do nao

trivial. Esta afirmacao finaliza a prova do teorema. O

Para os préximos resultados queremos obter multiplicidade de solugoes para o pro-

blema (3.3). Inicialmente, provaremos que [ satisfaz (PS). para certos niveis ¢ € R.



73

Este resultado, usado de modo adequado, produz uma ou duas solugoes nao triviais
para (3.3). Mais precisamente, utilizaremos o Principio Variacional de Ekeland para
obtermos a existéncia de um segunda solu¢ao nao trivial. Além disso, minimizando o
funcional I sobre subconjuntos adequados, determinamos a existéncia de uma terceira
solugao nao trivial.

Primeiramente, temos o seguinte resultado

Lema 3.4. Suponha (HO). Entao I satisfaz a condi¢ao (PS)., desde que tenhamos
¢ <min { [, T"(z)dz, [, T~ (z)dz}.

Demonstracdo. A prova deste lema é por contradicao. Neste caso, supomos que existe

uma sequéncia (PS), ilimitada tal que ¢ < min { [, 7" (z)dz, [, T~ (z)dz}. Denote
Zn

——— obtemos Z € H com as
[EA

esta sequéncia por (z,)pen. Assim, definindo z, =

seguintes propriedades:
e Z, ~ZemH,
e Z, > zZemLP(N)?, V1< p< 2%,
e Z,(x) — Z(x) q.t.p. em Q.

Agora, é facil ver que Z = +®;. Novamente, analisaremos dois casos. A saber, no
primeiro caso temos zZ = ®; e no segundo caso 7 = —P;.
No primeiro caso o primeiro caso, U,(x) — 0o e T,(r) — o0, Vo € Q se n — o0,

pois ®;(x) > 0 em 2. Portanto, segue as seguintes desigualdades

¢ = lim I(z) zhminf{luznnh 1/<A(x)zn,zn>dgg—/F(x,zn)dx}
o |2 2 Ja Q

n—oo n—

> liminf/F(@ zn)dxz/limian(x,zn)dx:/T++(x)dx.
Q 0

n—oo QO n—oo

(3.9)

Nas desigualdades acima usamos a desigualdade variacional (1.6) e o Lema de Fatou.

Portanto temos uma contradi¢ao, pois inicialmente tomamos ¢ < fQ TH*(x)dx.
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Agora, consideraremos o segundo caso. Neste caso, temos que Z = —®;. Entao,
seguindo as idéias do caso anterior, segue que ¢ > [, T~ (x)dz. Novamente temos
uma contradi¢ao, pois inicialmente escolhemos ¢ € R tal que ¢ < fQ T~ (x)dz. Con-
sequentemente, demonstramos que toda sequéncia (PS). é limitada para todo nivel ¢
tal que ¢ < min { [, 7" (z)dz, [, T~ (z)dz}. Argumentos cldssicos mostram que o
toda sequéncia (PS). possui subsequéncia convergente em H. Portanto, temos que o
funcional I satisfaz a condicdo (PS). se ¢ < min{ [, T*(z)dz, [, T (z)dz}. Esta

afirmacao finaliza a demonstragao do lema. O

Assim, usando o Lema 3.4, temos o seguinte resultado

Teorema 3.5. Suponha (HO), (H2) e (H4). Entao o problema (3.3) possui pelo menos

uma solucao nao trivial.

Demonstracdo. Primeiramente, lembremos que a funcao F' é limitada. Portanto o
funcional [ é limitado inferiormente. Além disso, usando o Lema 3.4 e a hipdtese
(H4), temos que o funcional I satisfaz (PS). com ¢ = inf{I(z) : z € H}. Deste modo,
podemos aplicar o Principio Variacional de Ekeland obtendo um ponto critico zyp € H
tal que I(z9) = inf{l(2):2z € H} < I(ty®1) < 0.

Neste caso, gostariamos de enfatizar que [ satisfaz a condigdo (PS). com ¢ =
inf{I(z) : z € H}. Pois, dado t, € R* fornecido pela hipétese (H4), temos as seguintes

estimativas

¢ < I(toq)l):/

Q

F(x,t®;)dz < min {/ T++(:L’)dx,/
Q

QT“(m)dx} <0.

(3.10)
Logo, concluimos que zg é um ponto critico de I tal que I(zy) < 0. Deste modo, o

problema (3.3) possui pelo menos uma solugao nao trivial. Esta afirmacao finaliza a

prova do teorema. O

Logo, combinando os Teoremas 3.3 e 3.5, obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.6. Suponha (HO),(H1),(H2) e (H4). Entao o problema (5.3) admite duas

solucoes nao triviais.
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Demonstracao. Inicialmente, aplicando o Teorema 3.5, temos um ponto critico zg € H
tal que I(z9) < 0 = I(0). Portanto, zy é uma solugdo nao trivial para o problema
(3.3). Além disso, aplicando o Teorema 3.3, obtemos uma solucao z; € H tal que
I(z1) > po > 0 = 1(0). Consequentemente zy e z; sdo solugoes distintas e ndo triviais

para o problema (3.3). Esta afirmacao finaliza a prova do teorema. O

Neste momento, determinaremos outras solugoes nao triviais para o problema (3.3).

Assim, para os préximos resultados defina os seguintes subconjuntos
AT ={td, +w,t >0, w e Vi*},

A™ = {td; +w,t <0, w € Vi)

Logo, obtemos 0AT = A~ = V;-. Assim, minimizaremos o funcional I restrito aos

subconjuntos AT e A™.

Lema 3.7. Suponha (HO),(H2),(H3),(Hb5) e (H6). Entdo o problema (3.3) admite

duas solucoes nao triviais com energia negativa.

Demonstragio. Inicialmente considere os seguintes funcionais J* = I|4+. Agora, é
importante lembrarmos que os funcionais J* satisfazem (PS). desde que tenhamos
¢ < min{ [, T (z)dz, [, T~ (x)dz}. Deste modo, temos que J* satisfaz (PS).x
onde ¢* =inf {J*(2): 2 € H}.

Logo, aplicando o Principio Variacional de Ekeland, obtemos dois pontos criticos
z4 e z, para os funcionais J¥ e J~ respectivamente. Além disso, temos que

ct=J(z)= inf J(z)ec =J (z5)= inf J(2).
z€EAT ZEA~

Assim, afirmamos que zj e z; sdo niao nulos. Com efeito, dados z(jf como acima,

temos as seguintes estimativas

F(z,t5®,)dz < min {/ T++(x)dx,/
Q

Q

J(z5) < J(tF®)) = /

: T“(a:)d:z:} <0,

(3.11)

onde usamos as hipéteses (H2) e (H5). Portanto, temos que zi # 0.
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Por outro lado, usando a hipétese (H6), obtemos que o funcional I restrito a Vit é

nio negativo. Mais precisamente, dado w € V;- temos as seguintes desigualdades

I(w) = %Hw“z—%/Q(A(x)w,w)dij/QF(:c,w)dx
>l %/Q(A(x)w,w)dxzo.

(3.12)

Esta informagao implica que zj # z;. Pois, caso o contrdrio usando a estimativa
(3.12) teremos z = z; € V;- satisfazendo J(z5) < 0 < J(2F). Assim, temos uma
contradicdo. Portanto temos que zf # z;. Assim, z; sdo pontos criticos distintos e
nao triviais para o funcional I. Logo, o problema (3.3) possui pelo menos duas solugoes

nao triviais. Esta afirmagao finaliza a demonstragao do lema. O
Deste modo, usando o Teorema 3.3 e Lema 3.7, obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.8. Suponha (HO) — (H3),(Hb) e (H6). Entdo o problema (5.3) admite
trés solucoes nao triviais. Além disso, uma das solucdes possui energia positiva e as

outras duas solugoes possuem energia negativa.

Demonstracdo. A demostracao deste teorema segue do Teorema 3.3 e Lema 3.7. Mais
especificamente, usando o Lema 3.7, sabemos que o funcional I admite dois pontos
criticos denotados por z(jf € H tais que [ (zg—L) < 0. Além disso, aplicando o Teorema
3.3, temos um ponto critico z; € H tal que I(z) > 0. Consequentemente z;,z; sio
solugoes distintas. Portanto, o problema (3.3) admite trés solugoes nao triviais. Esta

afirmagao conclui a demonstracao do teorema. O

Observacao 4. Nos Teoremas 3.3, 3.6 e 3.8 possibilitamos que o limites definidos em
(3.6) sejam iguais, ou seja, permitimos que lim|, . F(x, 2) exista. Neste caso, seja
w e L'(Q) tal que w(x) = lim,|_o F(z,z). Novamente, pela hipdtese (H2), temos que
Jow(@)dz < 0. Em particular, fazendo w = 0, temos que o problema (3.3) possui pelo

menos trés solugoes nao triviais sobre as mesmas hipoteses do Teorema 3.8.
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Novamente, nos Teoremas 3.3, 3.6 e 3.8 usamos a hipétese (H2), ou seja, onde
as fungdes auxiliares descritas em (3.6) possuem integral em € nao positivas. Em
outras palavras, nestes teoremas as fungoes auxiliares descritas em (3.6) sdo sempre
nao-positivas ou pelo menos possuem médias em €2 nao positivas.

Para os préximos resultados consideraremos alguns casos onde as fungoes auxiliares
descritas em (3.6) sdo estritamente positivas ou pelo menos possuem média em €2 nao
negativas. Neste caso, denotamos b; = max { [, STF(z)dz, [, S~ (z)dz}. Deste modo,

consideramos as seguintes hipoteses
(HT) Existe € > 0 tal que

F(z,2) > (1= M) (A(2)2,2) + (b + 0)|Q 71,V (2, 2) € Q x R2. (3.13)

| —

(H8) Existe t, € R* tal que [, F(z,ty®q)dz < 0.
(H9) Existem ¢t~ < 0 < t* tal que [, F(x,t=®;)dz < 0.
(H10) [, T*"(z)dz >0e [,T~ (x)dz > 0.

Primeiramente, demonstraremos que o funcional I satisfaz (PS). para alguns nivéis
¢ € R. Deste modo, usando teorema com o Teorema do Passo da Montanha, Principio
Variacional de Ekeland e Teorema do Ponto de Sela, obtemos existéncia e multiplicidade

de solucoes para o problema (3.3). Assim, somos capazes de provar o seguinte resultado

Lema 3.9. Suponha (HO). Entdo o funcional I satisfaz (PS). para todo nivel ¢ >
by = max { [, ST (z)dz, [, S~ (x)dz}.

Demonstracao. Novamente a demonstracao deste lema é por contradicao. Neste caso,
suponha a existéncia de uma sequéncia (PS). ilimitada satisfazendo a desigualdade
¢ > max{ [, ST (z)dz, [, ST (x)dz}. Denotando tal sequéncia por (z;)nen € H

obtemos as seguinte informacoes

o [(z,) —c,
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o [[zn]l = oo,

o ||[I'(z,)]| — 0, se n — oo.

Zn

Izall

Agora, defina 7z, = Assim, obtemos Z € H com as seguintes propriedades:

e Z, ~ZemH,
e Z, — Z em LP(Q)?,
e Z,(r) — Z(x) q.t.p.em Q

Por outro lado, usando as idéias contidas na demonstracao do Lema 3.4, obtemos
que Z = £®;. Inicialmente suponha que Z = ®;. Portanto, temos que @,(z) — oo e
Up(x) — 00, YV € Q se n — 0o. Neste caso, usamos que ®q(x) > 0 em (.

Deste modo, escrevendo z,, = t,®; +w,, onde (t,)nen € R e (w,)neny € Vi obtemos

a seguinte estimativa

% (1 — ﬁ) [ wn|? +/QF(x,zn)d:)3. (3.14)

Agora, a limitacao de F' e a desigualdade (3.14) implicam |t,,| — oo se n — oo.
Além disso, usando a mesma desigualdade, temos que ||w, || < C,¥n € N. Para
provar esta afirmacdo basta supor que (w,) ¢ ilimitada e usar a desigualdade (3.14).
Consequentemente, a sequéncia (w,),en € limitada em H e a sequéncia (t,)neny € R é
ilimitada.

Agora, usando a desigualdade de Hélder, imersoes de Sobolev e a hipdtese (HO),

obtemos as seguintes desigualdades

1

<C (/Q IV F(x, zn)|2)dx)% |w,| < C (/Q |VF(:):,zn)|2dx) "
(3.15)

/ VF(x,z,)w,dz
Q

Logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos a identidade

lim | VF(z,z,)w,dz = 0. (3.16)

n—oo Q
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Portanto, usando (3.15) e (3.16), temos as seguintes desigualdades

1
(1——) lwl? < '||wn||2—<TAwn,wn>— [ or s +
Q

A2

/ VF(z,z,)w,dz
0

IA

1 1 1
— |Jwn |l + '/ VF(z, zp)wpdz| < —|lwy,]| + —,Vn € N.
n Q n n

(3.17)

Portanto, usando (3.17), obtemos que |w,| — 0, se n — oo. Consequentemente,

usando imersoes de Sobolev, temos que
|wn||? = (Tawn, wy) — 0, se n — oo. (3.18)
Por outro lado, temos a seguinte identidade

I(z) = %||zn||2— % /Q (A(2)2, 20)d + /Q Fla, 2)dz.

Assim, temos as seguintes estimativas

¢ = lim I(z) :nmsup{luznyﬁ—1/<A(x)zn,zn>dx+/F(x,zn)dx}
Q Q

1 1
= limsup{—||wn||2——/(A(:E)wn,wn>dx+/F(x,zn)dx}
n—oo 2 2 Ja Q
= limsup/F(:c,zn)dx:limsup/F(x,tnq)l—i—wn)dx:limsup/F(x,tnfbl)dx
n—oo (9] n—oo (9] n—o00 (9]

< /limsupF(x,tnél)dx:/S++(:B)dx,
Q Q

n—~o0

(3.19)

onde usamos (3.18), Lema de Fatou e a Proposicdo A.6. Portanto temos uma con-
tradicdo com a escolha inicial ¢ € R a qual satisfaz ¢ > max { [, S™F(z)dz, [, S~ (z)dz}.
Agora, analisaremos o caso onde Z = —®;. Neste caso, obtemos uma contradi¢ao
semelhante ao caso anterior. Mais precisamente, teremos que o nivel ¢ satisfaz a es-
timativa ¢ = lim, ., [(z,) < fQ S~ (z)dx. Novamente temos uma contradigao tendo
em vista que ¢ > max { [;, S (z)dz, [, S~ (z)dz}. Deste modo, o funcional I satis-
faz (PS). para todo ¢ > max { [, S™"(z)dz, [, S (z)dz} . Esta afimacdo finaliza a

demonstracao do lema. O
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Para os proximos resultados queremos aplicar uma variacao do Teorema de Ponto
de Sela, dado em [40]. Inicialmente, fazemos algumas defini¢oes e enunciaremos este
teorema. Seja

& ={®ecC%0,1] x E,E) : ®(0,-) = id},

onde E espaco de Banach e S, Q) C E, onde () é uma variedade de dimensao finita com

bordo 0Q).

Definicao 3.10. Dizemos que S e 0Q) estao enlagados se, para todo ® € & onde
O([0,1] x Q) NS = O, entdo ®(t,Q) NS # O para todo t € [0,1].

Definicao 3.11. Dizemos que um enlace entre S e 0Q) € do tipo de deformagao com

respeito a I, se existe v € R e ® € & satisfazendo as sequintes condi¢oes:

O(t,0Q) NS = O, para todot € [0, 1], (3.20)
®(1,0Q) C I",ondel” = {u € E|I(u) < ~}, (3.21)
I(u) > v, para todou € S. (3.22)

Teorema 3.12. [40] Seja E espaco de Banach sobre R, com E = X; @ Xo onde X;

possui dimensdo finita. Suponha I € C1(E,R) com a sequinte geometria:
(Ip) I € limitado superiormente em X1, ou seja, existe 5 € R tal que

I(u) < B, para todou € X;. (3.23)
(1) I é limitado inferiormente em X, ou seja, existe v € R tal que

I(u) > v, para todou € Xo. (3.24)

Se I satisfaz (PS). para todo ¢ € [, 3], entao I possui um valor critico a € [y, 3.

Além disso, a € caracterizado por:

= inf max I(®(1 2
o = inf max I(®(1,u)), (3.25)
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onde

I'={® € &: P satisfaz (3.20) e (3.21)}. (3.26)

Para o préximo resultado demonstramos que o funcional I possui a geometria do

ponto de sela fornecido pelo Teorema 3.12. Neste caso, temos o

Lema 3.13. Suponha (H0). Entao o funcional I possui a sequinte geometria
a) I(z) — oo se ||z|| = oo com z € V.

b) I(z) < a, Vz € Vi, para alguma € R.

Demonstragao. Primeiramente iremos provar o item a). Para este item temos as se-

guintes estimativas

1 1
I(z) = §||z||2_§/Q<A(ZL')Z, Z>d1’—|—/S;F(1'7 z)dx
el 2 z 2 o Z,2)axr _2 )\2 z

— oosel|z|| — cocomz € Vi,

(3.27)

onde usamos a hipétese (H0) e a desigualdade variacional fornecida em (1.8).
Agora, provaremos o item b). Assim, dado z € Vj entdo temos que z = t®; para
algum t € R. Portanto, seguem as seguintes estimativas

I(2) = I(td,) = %t2||<1>1||2—t2/Q<A(:):)®1,<I>1)dx+/QF(:c,t@l)dx

= / F(x,tor)dx < C|Q,
Q
(3.28)

onde usamos a hipétese (H0). Neste caso, segue a prova do item b) para toda constante

a > CQ]. Esta afirmacao finaliza a demonstragao do Lema. O
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Para o préximo resultado nao supomos que z = 0 é solucao do problema (3.3).
Neste caso, o principal objetivo é obter uma solucao via o Teorema do Ponto de
Sela dado pelo Teorema 3.12 onde possibilitamos que as funcoes auxiliares descri-
tas em (3.6) sejam estritamente positivas ou nulas. Agora, lembrando que b; =

max { [, ST (x)dz, [, S™(x)dx}, provamos o seguinte resultado

Teorema 3.14. Suponha (HO),(H3),(HT7),(H10). Entao o problema (3.3) admite

uma solucao.

Demonstracao. A prova deste teorema segue dos Lemas 3.9 e 3.13 e Teorema 3.12.
Mais precisamente, usando o Lema 3.9, temos que o funcional [ satisfaz (PS). para
todo ¢ € R tal que ¢ > by = max { [, ST (z)dz, [, S~ (z)dx} .

Deste modo, denotamos H = V; @ Vit. Assim, usando a hipétese (H7) e a desi-
gualdade (1.8), segue que as seguintes estimativas

1 1 1 A
I(z) = §||z]|2 — §<TAz,2) +/QF(:L’,Z)dx > §||z]|2 — g(TAz,Z) + b +e€

v

1 A
5(1—)\—2) ||z||2+b1+e:bl+e>bl,v,zEVll.
2

(3.29)

Em particular, concluimos que I satisfaz (PS). para todo ¢ € [b; + €, a] onde «
é fornecido pelo Lema 3.13—b. Consequentemente, usando o Lema 3.13, segue que [
possui a geometria exigida no Teorema 3.12. Portanto, o funcional I admite um ponto
critico z; € H. Assim, o problema (3.3) possui pelo menos uma solugao. Além disso,
usando Teoria de Morse, obtemos que C}(I, z1) # 0, veja [14]. Esta informacao finaliza

a demonstracao do teorema. O

No Teorema 3.14 garantimos a existéncia de uma solugao para o problema (3.3)
onde as fungoes auxiliares descritas em (3.6) podem ser estritamente positivas. Para os
préximos resultados vamos impor somente que VF(x,0,0) = 0. Deste modo, z =0 é
solugdo trivial para o problema (3.3). Assim, queremos determinar solu¢oes nao triviais

para o problema (3.3). Neste caso, temos o
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Teorema 3.15. Suponha (HO),(H1),(H3),(HT7),(H8) e (H10). Entdo o problema

(53.8) admite pelo menos duas solugdes nao triviais.

Demonstracao. A prova deste teorema segue combinando o Lema 3.4 com o Teorema
3.14. Mais especificamente, usando as hipdteses (H8) e (H10) podemos aplicar o
Principio Variacional de Ekeland. Neste caso, obtemos um ponto critico z, tal que
I(zp) < I(0). Além disso, temos que Cy([,29) = d,Z pois zp ¢ minimo local para o
funcional I.

Por outro lado, aplicando o Teorema 3.14, temos um ponto critico z; € H sa-
tisfazendo C}(7,21) # 0. Assim, comparando os grupos criticos, temos que zy e 2;
sao solugoes distintas e nao triviais para o problema (3.3). Esta afirmacao finaliza a

demonstragao do teorema. O
Agora, usando as mesmas idéias do Lema 3.7, provaremos o seguinte resultado

Teorema 3.16. Suponha (HO0),(H1),(H3),(HG6),(HT7),(H9)e(H10). Entdio o pro-

blema (3.3) admite pelo menos trés solugdes nao triviais.

Demonstracdo. A prova deste teorema segue do Teorema 3.14 e Lema 3.4. Neste
caso, usamos as mesmas idéias da demonstracao do Lema 3.7. Mais precisamente, as
hipéteses (H6), (H9) e (H10) mostram que existem pontos criticos z; para o funcional
I, dados por minimizagio, tais que I(z25) < I1(0) e Cy(I,25) = d407Z.

Por outro lado, o Teorema 3.14 fornece z; € H um ponto critico para I tal que
Cy(I,z) # 0. Deste modo, comparando os grupos criticos, temos que zd,z; e 2
sao solugdes distintas e nao triviais para o problema (3.3). Novamente, usamos (H6)
para mostrar que zg ez, sao distintas. Esta afirmacdo finaliza a demonstragao do

teorema. O

Para o préximo resultado supomos que as fungoes auxiliares definidas em (3.6) sao
estritamente positivas e que F(x,0,0) =0 e VF(z,0,0) = 0. Assim, temos que z =0

é solugao trivial para o problema (3.3) com [(0) = 0.
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Por outro lado, usando o Lema 3.4, temos que o funcional [ satisfaz a condicao
(PS). com ¢ < min{ [, T""(z)dz, [, T (z)dz}. Além disso, usando o Lema 3.9
temos que [ satisfaz (PS). desde que ¢ > max { [, S™(z)dz, [, S~ (x)dx}. Primei-

ramente, consideramos a seguinte hipdtese

(H11) Existe R > 0 tal que

/QF(:::, 2 < mm{/QT++(a;)dx,/QT——(x)dx} V<R

Além disso, suponha que existam t(jf € < ) tal que

R
0, ——
11l
/ F(x,tF®,)dz < 0.
Q
Assim, temos o seguinte resultado

Teorema 3.17. Suponha (HO),(H1),(H3),(H6),(H10)e(H11). Entdo o problema
(8.3) admite pelo menos trés solugdes nao triviais. Além disso, duas solu¢oes possuem

energia negativa e a outra solu¢cao possui energia positiva.

Demonstracao. A prova deste resultado segue utilizando o Teorema do Passo da Mon-
tanha juntamente com as idéias contidas no Lema 3.7. Primeiramente, vamos averiguar
a geometria do Passo da Montanha. Inicialmente, a hipétese (H1) garante que 0 é um
minimo local para o funcional I, veja a Proposicao 3.1. Além disso, usando a hipotese
(H11) seque que I(tp®1) < 0 com |[[to®@q|| = [to] > @ > 0. Aqui, fazemos 0 < p < po
com pyp suficientemente pequeno dado na Proposicao 3.1.

Por outro lado, a hipétese (H11) garante o funcional I satisfaz (PS). tal que ¢ é
dado pelo Min-Max no Teorema do Passo da Montanha, ou seja, temos que a condi¢ao
(PS) é verificado no nivel do passo da montanha. Mais especificamente, seja ¢; o nivel
do Passo da Montanha, entao temos as seguintes estimativas

¢ = inf sup I(y(t)) < sup I(7(t)),
€L ¢e0,1] te[0,1]

(3.30)
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onde definimos I' = {y € C([0,1],H) : 7(0) =0 e v(1) = to®1}. Aqui, 7o € I" é dada

por Yo(t) = tte®y, Vit € [0, 1]. Assim, segue as seguintes estimativas

¢; < max I(y0(t)) = max / F(z,ttg®,)dx < min{/ T++(x)d:13,/
Q Q

te(0,1] t€[0,1] Q

T"(x)d:zs} :
(3.31)
Na estimativa acima usamos a hipdtese (H11) e a desigualdade (3.30). Deste modo, o
nivel do passo da Montanha satisfaz a condi¢cao de Palais Smale. Neste caso, podemos
aplicar o Teorema do Passo da Montanha garantindo a existéncia de um ponto critico
2 tal que I(z1) > a > 0.
Agora, aplicando as mesmas idéias da demontracao do Lema 3.7, temos que [
admite dois pontos criticos 25 satisfazendo I(z5) < 0. Novamente zi, z; sdo solugoes
nao triviais e distintas para o problema (3.3). Esta afirmacgao finaliza a demonstracao

do teorema. O

Observacao 5. No Teoremas 3.14, 3.15, 3.16 e 3.17 possibilitamos que as fungoes
auxiliares descritas em (3.6) sejam estritamente positivas. Neste caso, foi necessdrio
impor hipdteses adicionais sobre a fun¢do F' para verificarmos a condigdo (PS). sobre

certos nivéis ¢ € R.

Novamente, nos Teoremas 3.14, 3.15, 3.16 e 3.17 possibilitamos que as fungoes des-
critas (3.6) sejam todas iguais e necessariamente sejam positivas. Neste caso, temos que
lim,| o0 F'(x, 2) existe. Assim, seja w € L'(Q) tal que w(z) = lim,|_ F(z, z). Deste
modo, para aplicarmos os Teoremas 3.14, 3.15, 3.16 basta que tenhamos fQ w(z)dx > 0.
Em particular, com algumas hipoteses adicionais sobre F'; garantimos existéncia de pelo

menos trés solugoes nao triviais para o Problema (3.3).

Observacao 6. O caso onde o0s niumeros fQ THrdx, fQ T~—dx sao negativos e o0s
nimeros [, Stdx, [, ST dx sao positivos € tratado de forma andloga. Neste caso,
obtemos pelo menos trés solugoes nao triviais para o problema (3.3) sobre hipdteses si-
milares discutidas nesta secao. Mais precisamente, basta aplicar o Teorema 3.13 e usar
as mesmas idéias contidas no Lema 3.7. Consequentemente, obtemos respectivamente

uma solucao z, com energia positiva e duas solucoes z(jf com energia negativa.



Capitulo 4

Ressonancia forte em autovalores

nao principais.

Neste capitulo, trabalhamos com uma classe de sistemas gradientes com ressonancia

forte em autovalores altos. Mais precisamente, estudamos o seguinte problema

—Au = a(x)u + b(x)v + Fy(z,u,v) — hy(z) em Q
—Av = b(z)u+d(x)v + Fy(z,u,v) — he(z) em (4.1)
u = v = 0 sobre 0f)

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e suave em RV, N > 3. Além disso, exigimos que
a(@) b(x) )

a fungdo F : Q x R? — R seja de classe C? e que a matriz A = A(z) =
b(x) d(x)

satisfaca as seguintes condigoes:

(My) A € C°(Q, May»2(R)), onde Mayo(R) é o conjunto das matrizes reais simétricas

de ordem 2;
(M;) A é cooperativo, isto é, b(x) > 0 para todo z € Q;
(Ms) max,ecq max {a, d} > 0, ou seja, existe xg €  tal que a(xg) > 0 ou d(zg) > 0.

Assim, estudamos o problema fortemente ressonante (4.1) onde impomos que VF

seja limitada em € x R? e impomos a condigao de ressonancia A\y(A) = 1 para algum

87
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k > 1. Existem muitos trabalhos, no caso escalar, considerando o caso fortemente
ressonante em autovalores altos, veja [9] e suas referéncias. Mais especificamente,

temos que o problema (4.1) é fortemente ressonante quando:

lim VF(z,z) =0,com Flimitada em Q x R? e \;(4) = 1,comk > 1. (4.2)

|z]—00
Novamente, que temos um funcional de classe C? denotado por I : H — R tal que

para todo z = (u,v) € H = H(Q)? temos que

1 1
I(2) = —/ IVl + |Vol2de — —/(A(:c)(u,v), (u, 0))dz + / Flo,uv)de.  (4.3)
2 Jo 2 Ja Q
Problemas fortemente ressonantes possuem um grande interesse e uma vasta litera-
tura, ver [9] e [32]. Neste caso, lembramos o funcional I pode nao satisfazer a condicao
classica de Palais-Smale, abreviadamente escrevemos (PS). Em [9] foi determinado
varios tipos de ressonancia conforme o comportamento no infinito da nao linearidade

F'| intuitivamente o problema (1.3) é ”mais”ressonante quanto menor for F' no infinito.

4.1 Ressonancia Forte em autovalores Autos

Neste capitulo, consideraremos ressonancia forte em autovalores \z(A), onde k > 1.
A principal diferenca entre este capitulo e o capitulo anterior é que as autofuncoes
associadas a A\;(A) necessariamente mudam de sinal. Além disso, A\;(A) nao é simples
em geral. Estas dificuldades tornam o problema mais interessante, pois a mudanca de
sinal nas autofungoes dificultam na prova das condigdes do tipo (P.S).
Neste momento, escreveremos novamente o problema tratado neste capitulo. Neste

caso, consideramos o sistema eliptico:

—Au = a(x)u + b(x)v — F,(z,u,v) em €,

—Av =b(z)u+d(x)v — Fy(z,u,v) em Q, (4.4)

u = v = 0 sobre 0f)

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e suave em RY, N > 3. Além disso, exigimos que a

) : a(x) b(x)
fungao F: Q2 x R?* — R seja de classe C' e que A = A(x) = € My(2),
b(x) d(z)

veja secao 1.2.
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Nesta capitulo, sempre consideraremos A nao negativa, ou seja, sempre tomaremos
A € My(Q) tal que
(A(x)z,2) >0,V (z,2) € Q x R% (4.5)

Novamente, introduzimos uma hipétese a qual torna o problema (4.4) fortemente

ressonante no infinito em algum autovalor Ai(A), k > 1.
(HO)limp,oo VE(z, 2) =0, |F(x,2)] <C, V(z,2) € @ x R®com M\, (A) =1,k > 1.

Para estudarmos o problema (4.4) utilizaremos nesta segao as seguintes fungoes

auxiliares:

Fr(@) = lim Fla,u,0),  F (@)= lim Fla,u,v),

F~"(z) = lim F(z,u,v), F~(z)= lim F(z,u,v).

(4.6)

onde os limites acima sao uniformes em € e definem fungoes em L!(€).
Para o préximo resultado demonstramos que [ satisfaz a condigdo (P.S). se , e

somente se, ¢ € R\I'y onde definimos

n,:{/ FH+/ F*+/ F%+/ F“wzmeVO%Z#%-

v>0 v>0 v<0 v<0
(4.7)

Este resultado foi provado, para o caso escalar, em [23]. No entanto, provaremos este
resultado a qual tornara o nosso texto mais autosuficiente. Neste caso, provaremos o

seguinte resultado

Lema 4.1. Suponha (HO). Entao o funcional I satisfaz (PS). se, e somente se,
c € R\I'x. Em outras palavras, determinamos os niveis ¢ € R tais que condi¢ao (PS).

¢ verificada. Além disso, sabemos para quais niveis ¢ € R onde a condi¢ao (PS). falha.
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Demonstragdao. Dividiremos a prova deste lema em duas partes. Na parte 1) mostramos
que para todo ¢ € R\I'y o funcional I satisfaz (PS).. Na parte 2) provamos que para
todo ¢ € I'y o funcional I nao satisfaz (PS)..

Inicialmente provaremos a parte 1). Dado ¢ € R\I'y, basta mostrar que toda
sequéncia (PS). admite subsequéncia limitada. Pois a funcao F' é subcritica e o funci-
onal I é da forma identidade menos um compacto.

A prova desta parte é por contradi¢ao. Neste caso, seja ¢ € R\I'y tal que I nao

satisfaz a condi¢ao (PS).. Assim, existe um sequéncia (z,),eny € H tal que
o I(z,) —c,
o I'(z,) — 0,
o ||z, — o0, sen — 0.

Denote H =V @ V@V~ onde V- =V, ,V? =V(\), VT = VL. Logo escreve-
mos z, = 2z + 20 + z,, com z}F € Vt 2z € V= 20 € VY. Deste modo, dado € > 0

existe ng € N tal que

[(I(zn), z,)| <

’n

n

1
< |zl ¥ > o

I P = (Tazd, =) — / VF(z, ) da

(4.8)

Por outro lado, temos as seguintes estimativas

/ VF(z,2,)z dx
Q

< / VF(, 2)2 |dz = C / 2t |de < Ol ],
Q Q
(4.9)

onde usamos a limitacdo de VF' e imersoes de Sobolev. Portanto, usando (4.8) e (4.9),

obtemos as seguintes desigualdades

1

— +
k41

(1-

Mz I

IA

V2P — (Tazt, ) — / VF(z, 2)7t da

1
2 Q

1
< Clzll =+ Cllzrll < Cll=rl

/ VE(z,2,)z d
Q
(4.10)
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onde C' denota vérias constantes positivas. Portanto, tem-se ||z}|| < C,Vn € N. De

forma andloga, obtemos as seguintes desigualdades para a sequéncia (z;,)

1 1
—5 (1= —)l=* < ‘—||Z;||2+(TAZ;,Z;H/VF(%%)ZM%
Q

2 Ak—1 *

1, _ _
+ < Cllzll+ Clizll < Cllal-

/ VF(x,z,)z, dx
0

(4.11)

Assim ||z, || < C,Vn € N. Além disso, ||z,|| — ocosen — oo e a limitacdo das
0

sequéncias (z7), (z;) implicam que [[20| — ocosen — oco. Agora, defina 20 = ||Zg||
Z’fl
Entao existe zZg € V°, com ||2]] = 1 tal que
e 20 — %, pois dim V° < oo,
o 20 =% em LP(Q)2, p € [1,2%),
o 20(z) = Z(x) q.t.p. em Q.
Por outro lado, temos as seguintes convergéencias
u) — ocoewv! —oosex € {r€Q:uy > 0,15 >0},
u) — —ocev) — ooser € {r€N:TU < 0,7 >0},
u) — ocev) — —ocoser € {r€N:U > 0,7 <0},
u) — —ocoev) — —ocosex € {xr € Q:7y < 0,7 < 0},
(4.12)
u?
onde 20 = (u2,00),z5 = (U, p) € Z, = (HZ—"H,HZ—"H) Além disso, 22(z) — 0, se
n n

x € Qo ={r € Q: Zy(x) = 0}. Agora, usando (4.12) e aplicando o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos a seguinte identidade

lim F(:)s,zn)dx:/ F+++/ F_++/ F+_/ F. (4.13)
n—oo Q u>0 u<0 u>0 gzg

v>0 v>0 v<0

Por outro lado, temos as seguintes estimativas

[ vr < ¢ ( / \VF(x,zn>|2dx)2 I2l < ¢ ( / \VF(x,zn>|2dx)2 |
Q Q Q
(4.14)
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onde usamos a desigualdade de Hoder e imersdes de Sobolev. Assim, aplicando o

Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos a seguinte igualdade

lim [ VEF(z,z2,)z dr = 0. (4.15)
n—oo Q

Além disso, temos a seguintes desigualdades
1

0< (= ——)arllP < |lefl® = (Tazf.27) - / VF(z,2)z, dx| +
A1 Q
1
+ /VF(:E, Zn)zidx| < =28 || + ‘/ VF(x,2,)z" dz
Q n Q

Cc 1

< -+ —, Vn Zno,
non

(4.16)

onde usamos a limitacao da sequéncia (z) e a identidade (4.15). Portanto ||z} | — 0,

se n — oo. De modo andlogo, temos as seguintes estimativas

1
e LY I S B B e C e
k—1 Q
1
+ / VF(w, 2) o da| < 2] + ‘ / V (2, 2) 2 dz
Q n Q
1
S g + ) Vn 2 Ny,
n n

(4.17)

logo ||z, ]| — 0, se n — oo. Agora, usando que ||z || — 0, temos as seguintes identidades

¢ = lim I(z,) = lim {%(([—TA)(z:{jLz;),z:—l—z;) —l—/F(:E, zn)dx}
n—oo 0

= lim F(a:,zn)dx:/ F++—|—/ F_+—|—/ F+_/ F~.
= Jq = = w Jr

(4.18)

Assim temos que ¢ € I',. Portanto temos uma contradicao, pois inicialmente escolhe-
mos ¢ € R\I'y. Logo, desde que ¢ € R\I', toda sequéncia (PS). é limitada. Assim,
usando argumentos cléssicos, segue que [ satisfaz (PS).,Vc € R\I'.

Agora provaremos a parte 2). Dado ¢ € I'y, devemos mostrar que I nao satisfaz a
condigao (PS).. Neste caso basta mostrar que existe uma sequéncia (z,)n,en € H tal

que
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o I(z,) —c,
o I'(z,) =0,
o ||z,|| — o0, se n — o0, tal que (z,)nen € H nao admite subsequéncia convergente.

Assim, escolha z, = nzy onde zyg € V(A),||20]| = 1. Portanto z, ndo admite sub-

sequencia limitada. Além disso, temos as seguintes convergéncias

I(z,) = I(nz) = / F(x,nzy)dr — ¢,sen — oo. (4.19)
Q
I'(z)w =T (nzo)w = / VFE(z,nzp)wdr — 0,sen — oco,Vw € H, (4.20)
0

onde usamos (H0) e o Teorema da Convergéncia Dominada. Neste caso, é importante
lembrar que zy € V(A¢), ||z0]| = 1. Entao (4.19) verifica-se para algum ¢ € I'y. Por-
tanto o funcional I néo satisfaz (PS). para cada ¢ € I'y. Esta afirmagao finaliza a

demonstragao do lema. O

Observagao 7. Suponha que o autovalor \y(A) seja simples com autofungio ®p(A) =

(or, Yr). Entdo temos que
I, = {/ F++—|—/ F_+—|—/ F+_—|—/ F__;/ Ftt 4
¢ >0 ¢ <0 ¢ >0 ¢ <0 ¢ <0
¢ >0 P >0 1 <0 1 <0 1 <0
+ / F_++/ F+_—|—/ F~}
$5>0 61>0 >0

P <0 ¢1, >0 ¢, >0

(4.21)

Em particular, neste caso o conjunto I'y, possui no mdximo dois elementos distintos.

No Lema 4.1 pode ocorrer que £ = 1. Em outras palavras, se supomos resonancia no
autovalor principal A\j(A) temos que o funcional [ satisfaz (PS). para todo ¢ € R\I';.

Neste caso, o conjunto I'; admite a seguinte expressao

I = {/QF++,/QF——}. (4.22)
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Novamente, para deduzirmos a expressao (4.22) é suficiente usar a simplicidade e a
positividade do autovalor A\;(A4). Em particular, obtemos que I'y possui no méximo
dois valores distintos. Além disso, temos que I nao satisfaz (PS). para c = [, F*" e
c= fQ .

Agora, retornaremos a discussao do Problema (4.4) com k > 1. Primeiramente,

temos a

Observacao 8. Suponha que limy, . F(x,z) = w(z) para alguma fun¢io w € L'(9Q).
Entao, temos que Ty = { [ w(x)dz}. Em particular, Ty possui exatamente um ele-
mento. Consequentemente, temos que I satisfaz (PS)., para todo ¢ € R\{ [, w(z)dz}.
Além disso, I nao satisfaz (PS). com ¢ = [, w(z)dz. Um subcaso interessante acontece

quando a fun¢do w € constante. Digamos w = wy. Neste caso, seque que T'y = wp|€2|.

Agora, gostariamos de enfatizar que o conjunto I';, C R é sempre limitado. Para ve-
rificar esta afirmacao basta utilizar a definicao deste conjunto e lembrar que as fungoes
auxiliares descritas em (4.6) pertencem a L'(().

Neste momento, consideremos algumas propriedades sobre a geometria do funcional

I. Assim, temos o

Lema 4.2. Suponha (HO0). Entdo o funcional I satisfaz
1) I(z) — oo, se ||z|| — oo com z € Vi1,

2) I(z) — —o0, se ||z|| = o0 com z € Vj_4.

Demonstracao. Para provarmos esta proposicao basta aplicar as desigualdades varia-

cionais (1.7) e (1.8). Deixamos a prova a cargo do leitor. O

Para os proximos resultados queremos obter existéncia e multiplicidade de solugoes
para o problema (4.4). Neste caso, gostariamos de mencionar que esta se¢ao foi moti-
vada pelos seguintes artigos [8], [29]. Assim, como estamos com ressonancia forte em
algum autovalor A\;(A), k > 1, aplicaremos o método de reducao de Liapunov-Schmidt,

ver [8], [3] e [13]. Este método é descrito pela seguinte proposicao
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Proposicao 4.3. Seja H um espago de Hilbert, HT, H~ subespacos fechados de H tal
que H=H*@ H~. Seja I : H— R um funcional de classe C'. Se existe um niimero

real ;o > 0 tal que
(I'(z4wy) — I (z4+ws), wy —wa) > pl|lwy —wy||>, V2 € H ,wy,wy € HY  (4.23)
ou
—(I'(z4w) — I (z+ws), wy —wy) > pllwy —ws||®,Vz € H ,wy,wy € HY, (4.24)
entdo temos as sequintes alternativas

i) Se ocorre (4.23) entao existe uma fungao continua W : H- — H™ tal que

I(z4+V(z)) = min I(z + w).

weHt

ii) Se ocorre (4.24) entao existe uma fungdao continua W : H- — H™ tal que

I(z4+V(z)) = max I(z + w).

weHt

Em qualquer caso, ¥(z) € o inico elemento de H™ tal que
(I'(z+9(2),w)=0,Ywe HT. (4.25)

Portanto temos um funcional J : H~ — R de classe C' dado por J(z) = I(2+¥(z2)),
tal que

’

(J(2),h) = I'(z+U(2)),h),Vz,he H . (4.26)

Além disso, z € H~ é ponto critico para o funcional J se, e somente se, z+W¥(z) é ponto
critico para o funcional I. Esta afirmacdo segue das equagoes (4.25) e (4.26). Conse-
quentemente, para determinarmos pontos criticos para o funcional I basta determinar

os pontos criticos do funcional J.

Demonstragdo. Inicialmente, lembramos que esta prova pode ser encontrada em [13]

ou [3]. No entanto, vamos fazer a prova desta proposi¢ao. A prova que vamos descrever
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aqui ¢ dada pelo artigo [13]. Primeiramente faremos a prova da parte 7). A prova da
parte ii) segue de modo andlogo.

Neste caso, temos que H = H-@ H* onde H- e H™' sao subespagos fechados
de H. Assim, dado z € H~ fixado, considere o funcional I, : H* — R dado por
L(w) =I(z +w),Yw € HT. Logo, temos que o funcional I, é de classe C'! para cada
z € H™ fixado. Além disso, temos que I, possui no maximo um ponto critico em H™.
Com efeito, dados wy,ws € H' pontos criticos para o funcional I, segue as seguintes
desigualdades

! !

(I(w1) — L(wa),wy — wo) = (I (z+wi) — I (z+ws),wi —wa) > pllwr —wal.

(4.27)

Na desigualdade acima utilizamos a expressao (4.23). Agora, usando que w; e wy Sao
pontos criticos, temos que u||w; — w2||2 < 0. Portanto w; = ws, ou seja, o funcional I,
admite no maximo um ponto critico em H™.

Por outro lado, usando (4.23) temos que o funcional I, é coercivo, isto é, I, (w) — oo
se ||w|| — oo, w € HT. Para provar esta afirmacao usaremos o Teorema Fundamental

do Célculo e a desigualdade (4.23). Assim, dado w € H* segue as seguintes estimativas

L(w) = IZ(O)+/O <I/(sw),w)ds:lz(0)~l—/0 Mds

S
1
> I.(0) +u!lwll2/ sds = 1.(0) + pllwl[* — oo, se [Jw]] — oo.
0

(4.28)

Agora, afirmamos que o funcional I, é convexa. Com efeito, dados wq,wy € HT
distintos e constantes 0 < a < < 1. Defina a aplicacao @ : [0,1] — R dada por
Q(t) = I,(wy + t(wy —wy)). Entao, temos as seguintes estimativas

/ / !

Q(B) —Q(a) = (L(wy+ B(wy —wi)), wy — wi) — (I (w1 + a(wy — wi)), wy — wy)
= (I(

(wy + B(wy —wy)) — I;(wl + a(wy — wy)), wy — wy)

= (I'(z+wi + Blwy —w)) = I'(z +wy + a(wy — wy)), wy — w)
1

pll(8 = a)(wz —wh)[|* = (8 — )l (we — wy)||* > 0. (4.29)

0 —«
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Portanto, obtemos que Q' (8) > @Q'(a). Consequentemente, temos que I, é convexa.
Deste modo, definimos a fungdo ¥ : H- — H' onde ¥(z) é o tnico minimo do
funcional I,. Em outras palavras, temos que W(z) é o unico elemento de HT tal que
I(z+ ¥(2)) = min{/(z + w) : w € H"}. Consequentemente, temos que

!

(I'(z+U(2)),w) = (L(¥(2),w) =0,Ywe H'. (4.30)

z

Por outro lado, usando as mesmas idéias contidas em [13], temos que a fungao ¥ é
continua.

Agora, resta mostrar que o funcional J : H~ — R dados por J(z) = I(z + ¥(2)) é
de classe C'. Neste caso, usando o Teorema Fundamental do Célculo e que I, possui

um minimo global em W(z), temos as seguintes estimativas

J(z+th) — J(2) I(z+th+VU(z+th)) —I(z+ ¥Y(2))
t t
I(z+th+V(2) —I(z+ V(2))
- t

— /1<I'(z + W (z) + sth), h)ds.

(4.31)
De modo anélogo, temos as seguintes desigualdades
J(z+th) = J(z)  I(z+th+Y(z+th)) —I(z+ ¥(2))
t B t
S I(z4+th+V(z+th)) — I(z+ ¥(z+th))
- t
1 !
= / (I (z4+ VU(z+th)+ sth,h)ds.
0
(4.32)
Assim, usando (4.31) e (4.32), temos que J possui derivada dada por
(J(2),h) = (I'(z+9(2)),h),Yhe H . (4.33)

Assim, J possui derivada continua tendo em vista que ¥ e I' sido continuas. Isto finaliza
a prova da parte ¢). A prova da parte ii) é tratada de modo semelhante, veja [3] e [13].

Deixamos os detalhes a cargo do leitor. O
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Neste momento, para aplicarmos a reducao Liapunov-Schmidt, consideremos as

seguintes hipoteses adicionais

(Hy)~ Existe 6= € (Ag_1, 1) tal que

(VF(z,2)—=VF(z,w),z—w) < (1-0"){A(2)(z—w), z—w), V(z, z,w) € A xR? xR?.

(Hp)* Existe 07 € (1, \g11) tal que

(VF(z,2)—=VF(z,w),z—w) > (1-0"){A(2)(z —w), z—w), V (z, z,w) € A xR? xR?.
Consequentemente, temos os seguintes resultados

Proposicao 4.4. Suponha (HO),(H1)~. Entao temos que

!

—(I'(z+wy) = I (z+ws), wy —ws) > p ||wy —ws||®, V2 € Vit |, wi,wy € Vi_y, (4.34)

5+
onde,u;:—<1—ﬁ) > 0.

Demonstragdo. Inicialmente, dados z € Vi |, wy, wy € Vi_; temos as seguintes estima-

tivas

/Q<VF(:E, z4wy) — VF(x,z 4+ ws),wy —wy) < (1—07) /Q(A(:E)(wl — Wa), Wy — Wa),
(4.35)

onde usamos a hip6tese (H1)~. Assim, usando (4.35) e a desigualdade variacional

(1.7), obtemos as seguintes desigualdades
(I'(z+w) =T (z+wy),wy —wy) < (I —Ta)(wy —wy), w; —wy) +
+ (1-97) /(A(:E)(wl — Wq), wy — wa)dx
Q
= Jlwr — wa* = 67 (Ta(wi — ws), w1 — wy)

o~ _
< (1 ) o = al? = =i =

k-1
(4.36)
Portanto a desigualdade (4.36) implica que
— (I (z+wy) — T (24 ws),wy —ws) >y |lwy —ws|*, V2 € Vit | wy,wy € Viy.

Assim, vale a desigualdade (4.34). Esta afirmacao finaliza a prova da proposi¢ao. [
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Por outro lado, temos um resultado andlogo a proposicao anterior com a desi-
gualdade (4.34) invertida. Neste caso, usando a hipdtese (H1)", podemos novamente

reduzir o funcional I a um subespaco de H. Mais especificamente, temos o

Proposigao 4.5. Suponha (HO0),(H1)*. Entao o funcional I satisfaz

(I'(z 4+ wy) — ' (24 wy), wy — wy) > pf |Jwy — wy|?,V 2 € Viywy, wy € Vi, (4.37)

st
onde,u,f:<1— )>O.

Demonstragio. Inicialmente, dados z € Vi, wy, wy € V-, temos as seguintes estimati-

vas

(I'(z4w) = I'(z4wr),wy —wa) > (I = Ta)(wy — wa), wr — wa) +
+ (1= 64)(Tawy — ws), w1 — wy)
= [lwi = wa* = 6 (Ta(wi — ws), wi — wy)
1— i o 2, + - 2
b\ [Jwr — wal|” = g [lwy — we |,
k+1
onde usamos a hipdtese (H1)" e a desigualdade variacional (1.8). Portanto, temos que
(I'(z+wy) = I (24 ws), wy —wy) > pf|Jwy —wy|®, ¥ 2 € Vi, wy,wy € Vi
Portanto, vale a desigualdade (4.37). Esta afirmac@o conclui a prova do teorema. [

Deste modo, usando as Proposicoes 4.3, 4.4 ou 4.5 podemos reduzir o funcional [
a um subespaco de H. Seja J o funcional reduzido. Consequentemente, para determi-
narmos solugoes de (4.4) basta encontrar pontos criticos para o funcional J.

Neste momento destacaremos algumas propriedades do funcional .J. Estas propri-
edades sao obtidas das desigualdades variacionais (1.7) e (1.8) e da acracterizagao do
funcional J fornecida pela Proposicao 4.3. Mais especificamente, temos os seguintes

resultados

Proposigao 4.6. Suponha (HO), (H1)™ ou (HO), (H1)". Entao o funcional reduzido J
satisfaz (PS). para todo ¢ € Ty\R. Além disso, J nao satisfaz (PS). para cada c € T'y.
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Demonstracdo. A prova desta proposicao segue utilizando a definicao do funcional J e

as desigualdades variacionais (1.7) e (1.8), ver [3, §]. O
Agora, consideramos o seguinte resultado

Lema 4.7. Suponha (HO),(H1)™ ou (HO0),(H1)*. Entdo temos as sequintes proprie-
dades

1) Se F(z,0,0) =0, entdo J(0) = 0.

2) Seja (2n)nen € V(Ax) uma sequéncia tal que ||z,|| — oo, se — oo. Entdo obtemos

J(zn) — ¢, sem — 00, para algum c € T'y.

Demonstragao. Dividiremos a prova deste lema em parte i) e parte i7). Na parte 7)
supomos as hipdteses (H0) e (H1)~. Na parte ii) supomos (H0) e (H1)*. Esta parte é
tratada de modo andlogo. Assim, deixamos a verificagao da parte ii) a cargo do leitor.

Deste modo, passamos a prova da parte 7). Neste caso, usando (H0),(H1)™ e a
Proposigao 4.3-i7), existe uma funcio continua ¥ : V;X | — V4, tal que

J(2)=1(z+¥(z)) = max I(z+w). (4.38)

weVi_1
Agora, provaremos o item 1) deste lema. Primeiramente, usando (4.38), segue que
J(z) > I(2),Vz € Vj_y. Portanto J(0) > I(0) = 0, logo ¢é suficiente provar que
J(0) < 0. Com efeito, usando a hipétese (H1)~ e a Proposi¢do (A.1), obtemos as

seguintes desigualdades

Fas) = | (VP (. t2),2)dt = / VE@ )y gy / AW )

t t
1—0"
2

< (16 )(A@), z>/0 bt — (A()2, 2),¥ (2, 2) € QO x B2,

(4.39)
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Portanto segue as seguintes estimativas

JO) = 10+ 9(0) = ST = 5Ta¥(0). %) + | Pl w(0))ds

< SO — (T (0), ¥(0)) + (T4 (0), (0))
< 5 (1= =) MO =IO <0,

(4.40)

onde utilizamos (4.39), (4.38) e a desigualdade variacional (1.7), pois ¥(0) € Vi_;.
Assim, obtemos que J(0) = 0. Esta afirmacao conclui a prova do item 1).

Agora, provaremos o item 2). Defina Q : V;*, — V;_y, dada por

1

Q=) = 5IWE) ~ H(Taw (=), ¥(:).

Assim, usando a desigualdade variacional (1.7), segue que Q(z) < 0,V 2z € Vi-,. Por-

tanto |Q(2)| = —Q(2),Vz € Vi ;. Logo, defina R: H — R dada por
R(z) = / F(x,z)dx,z € H.
0

Portanto R é limitada, pois F' é limitada pela hipétese (H0). Agora, usando (4.38)

temos que J(z) > I(z),Vz € V;1,. Assim, segue as seguintes desigualdades

Q(z)] = —Q(2) < —I(2) + R(z + ¥(z)) < —R(2) + R(z + ¥(2)),
(4.41)

onde usamos as desigualdades (1.7) e (1.8). Mais precisamente, basta utilizar a seguinte

identidade
—Q(2)=—-1(z4¥(2) + R(z+ ¥(2)) + % (||zH2 — (TAz,z)) VzeVE,.

Assim, usando as desigualdades em (4.41) e a limitagao de R, obtemos que a aplicac¢ao
Q) é limitada. Entao afirmamos que a funcao ¥ é limitada, ou seja, existe C' > 0 tal
que

|W(2)]| <C,Vz eV, (4.42)



102

Com efeito, suponha que tal afirmagao seja falsa. Entao existe uma sequéncia (2, )nen €
Vik, tal que ||¥(z,)| — oo, se n — oo. Assim, utilizando a desigualdade variacional

(1.7), temos que

Qlzn) < % <1 - i) W (2)|2 = 00, sen — 50, pois Ae_1(A) < Ae(A) = 1.
(4.43)
Por outro lado, () é limitada entao temos uma contradicao. Assim segue a afirmacao,
ou seja, ¥ é uma aplicagao limitada.
Agora, usando a Proposicao A.7, obtemos a seguinte identidade
71113010 R(zp +¥(z,)) = nanQO F(z,z, + Y(z,))dx = 71113010 F(x,z,)dx = nh—{EO R(zn),
! § (4.44)
onde z, € V(\g) com ||z, — oc.
Agora, para cada sequéncia (z,)nen € V(Ag) tal que ||2z,]| — o0o0,sen — oo, defina
“n

w, = H Entao |[|w,] =1 e existe W € V(\;) tal que
Zn

o w, — wem V(\),
o w, — wem LP()2,Vp € [1,2%),
e w,(zr) — w(x) q.t.p em Q.

Deste modo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos as seguinte

identidade

lim [ F(x, zn)dx:/ lim F(:c,zn)dx:/ F++(:c)dx+/ F~t(x)dx +
nTeeJa QnTee 720 70

+ / F*(z)dx +/ F~(z)dz, ondew = (u,v) € V(A\), |[w|| = 1.
u>0 u<0
v<0

(4.45)

Portanto, R(z,) — ¢, se n — o0, para algum ¢ € I'y. Assim, o limite de J(z,) com
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n — oo satisfaz as seguintes desigualdades

i o) = Jim {3 (ol = Tz ) + QLen) + Rl + W)

= lim R(z,) =ceTy, (4.46)

onde utilizamos a desigualdade variacional (1.7) e a identidade (4.44). Por outro lado,

lembramos que J(z) > I(z),Vz € V1, assim temos as seguintes estimativas

lim J(z,) > lim I(z,) = n11—>120 {% ([[2nl” = (Tazn, 20)) + R(zn)}

n—oo n—oo

> lim R(z,) =c €I, (4.47)

~ n—oo

onde usamos a desigualdade (1.8). Portanto, as desigualdades (4.46) e (4.47) implicam

que lim,,_., J(z,) = c onde ¢ € T'y. Esta afirmagao finaliza a prova do Lema. O

Observacao 9. Suponha (HO) e (H1)™ ou (H1)". Entao o funcional reduzido J
restrito a V(\g) € limitado, isto €, existe um constante C > 0 tal que |J(2)| < C,Vz €
V(Ar). Para verificar esta afirmagao basta usar a Proposi¢ao 4.7 e lembrar que o

congunto 'y, € limitado.

Agora, aplicaremos métodos min-max para obter solugbes para o problema (4.4).
Inicialmente, vamos supor (H0) e (H1)™. Entao, usando a Proposi¢ao 4.3—ii), existe
uma funcao continua ¥ : V5, — Vi tal que o funcional reduzido J : VX, — R
satisfaz a seguinte relacao

J(2) =I(z+V(2)) = max I(z+w), Vz€ Vi, (4.48)

weVE_1

Assim, temos o seguinte resultado

Lema 4.8. Suponha (HO) e (H1)~. Entdo o funcional J é limitado inferiormente, ou

seja, existe C > 0 tal que J(z) > —C,Vz € VL.
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Demonstracao. Para provar este lema basta usar a limitacao de I’ e a desigualdade

variacional (1.8). Com efeito, dado z € V;1, temos as seguintes estimativas

Jz) > I() = %Hz“z—%(TAz,z)Jr/QF(:c,z)dx
1

> (1 - m) ol + [ Fla 2o | (1 - ﬁ) 2] - 6 = —C19),
(4.49)

onde utilizamos a desigualdade (1.8), a limitagao de F' e a identidade A\y(A) = 1. Estas

desigualdades finalizam a prova do teorema. O

Para os préximos resultados defina b, = supI'y. Deste modo, consideramos a

seguinte hipdtese
(H2)~ Existe € > 0 tal que

F(z,2) > =(1 = Mr ) {A(2) 2, 2) + (b + 6)|Q] 71V (2, 2) € Q x R?,

N —

Deste modo, usando o Teorema 3.12, temos o seguinte resultado

Teorema 4.9. Suponha (HO),(H1)™,(H2)~. Entao o problema (4.4) admite pelo

menos uma solucao.

Demonstracao. Para provar este teorema usamos o Teorema do Ponto de Sela des-
crito no Teorema 3.12. Mais precisamente, escrevemos Vkl_ , = Viep Vs onde V) =

V(Ax), Va = V;-. Deste modo, temos as seguintes propriedades
1. J(z) — oo,sel|z]| = oo,comz € Vs,
2. Existe a € R tal que J(2) < a,Vz € V).

3. Existe v € R tal que J(z) > ~,Vz € V5.
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Agora, provaremos os itens 1),2) e 3). Primeiramente provaremos o item 1). Seja

z € V5. Entao temos as seguintes desigualdades

Jz) > I(2) > % (1_ Ak:(A)) ||z||2+/QF(x,z)dx

1 1
> —|1- 2||2 = C|Q] — oo, se ||z — oo,
> 5 (1= 5 ) 141P - il = ouselll

(4.50)

onde utilizamos a desigualdade (1.8) e a limitacao da fungao F. Estas estimativas

provam o item 1).

Agora, provaremos o item 2). Primeiramente, seja z € V;. Deste modo, usando a

desigualdade (1.7), obtemos as seguintes estimativas

J(z) = I(z+Y(2) =Q(2) + R(z + ¥(z +/9sz+\1’
1 1 2
g 5(1‘Ak_1<A‘>>"‘I’(z)" +/Q (v
1 1 9 1
< §<1_m) 19(=)|2 4+ CI0| < CI, V2 € Vi,

z))

(4.51)

Consequentemente, podemos escolher o > C|Q| > 0. Esta afirmagao finaliza a prova

do item 2).

Finalmente, provaremos o item 3). Neste caso, usando a hipétese (H2)~

gualdade (1.13), temos as seguintes estimativas

I 2 1) = el - 5(Tass) - [ Fa2)da
Q
1 Ak(A) 2
> _ J— —_= .
> 2(1 )\k(A))HzH +bh+e=by+e>b,Vzel,

Neste caso, podemos escolher v = by + €. Assim, segue a prova do item 3).

e a desi-

(4.52)

Consequentemente, usando a Proposicao 4.6, sabemos que J satisfaz (PS). para

todo ¢ € [y, a]. Portanto, aplicando o Teorema 3.12, existe um ponto critico z; € V-,
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tal que J(z1) € [v,a]. Em particular, temos que J(z;) > v > b;. Entdo o problema

(4.4) admite ao menos uma solugao. Esta afirmacdo finaliza a prova do teorema. [

Observagao 10. Novamente, no Teorema (4.9) permitimos que as fungoes descritas
em (4.6) sejam positivas, negativas ou troqguem de sinal. Além disso, permitimos que

as fungoes em (4.6) sejam identicamente nulas.

Neste momento, fazemos F(z,0,0) = 0, VF(z,0,0) = 0. Assim, temos que z = 0
é solugao trivial para o problema (4.4). Consequentemente, z = 0 é ponto critico para
o funcional J. Deste modo, queremos determinar solugoes nao triviais para este pro-
blema. Assim, usaremos Métodos Variacionais e Teoria de Morse para determinarmos
tais solugoes.

Primeiramente, consideremos a seguinte hipdtese
(H3)~ Existe 2* € V(\) tal que 8 = [, F(z, 2" 4+ ¥(2*))dz < 0.
Entao, denotamos a, = inf I'y. Deste modo, temos o seguinte resultado

Teorema 4.10. Suponha (HO),(H1)™,(H3)™ comax = infI'y > (. Entdo, o problema

(4.4) admite pelo menos uma solug¢do ndo trivial.

Demonstracao. A prova deste teorema é imediata. Inicialmente, usando o Lemma 4.1,
temos que [ satisfaz (PS). para todo ¢ € (—o0, #]. Entao, usando a Proposicao 4.6,
temos que funcional J satisfaz (P.S). sobre o mesmo intervalo.

Agora, aplicando o Principio Variacional de Ekeland, obtemos um ponto critico

2 € Vit para o funcional J tal que

J(z0) = inf J(2) < J(=*)=Q(z") + R(z" + ¥(z))

zer,{l

/QF(x, 24+ W("))dx = p < I(0),

IA

(4.53)

onde usamos a desigualdade variacional (1.7) e a hipdtese (H3)~. Notemos que as

estimativas acima implicam que J satisfaz (PS)., onde ¢ < . Assim, mostramos que
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existe um ponto critico nao trivial para o funcional J. Portanto, (4.4) admite uma

solucao nao trivial. Esta afirmacao finaliza a prova do teorema. O

Observacgao 11. A hipdtese (H3)~ é verificada se existe t > 0 suficientemente grande
tal que [, F(z,t®p)de < a < 0, para algum a € R. Aqui, ®y ¢ uma autofungio

associada ao autovalor \i(A).

Para verificar esta observacao basta usar a Proposigao (A.7). Neste caso, para cada

e > 0 existe ng € N tal que a sequéncia z, = n®; + V(nd;) satisfaz

/ F(z, z,)dx < / F(xz,n®y)dx + €,sen > ny. (4.54)
Q Q

Assim, para € > 0 pequeno, fazendo t = n, obtemos a seguinte desigualdade
/ Fla, 1y, + U (tdy))d < 0. (4.55)
Q

Novamente lembramos que a fungao ¥ é limitada em V.- |. Esta informagao foi crucial

nas estimativas acima.

Observagao 12. No Teorema (4.10) permitimos que as fun¢oes auziliares descritas
em (4.6) sejam negativas, positivas ou troquem de sinal. Um caso interessante ocorre

quando as fungoes descritas em (4.6) sao identicamente nulas.
Agora, descrevemos uma hipétese adicional

(H4)~ Existem a € (67,1),7 > 0 tal que |z| < r implica

11—«
2

F(z,z) > (A(x)z, 2),Vx €.

Teorema 4.11. Suponha (HO),(H1)~,(H4)” e by = supl'x < 0. Entdo o problema

(4.4) admite pelo menos uma solu¢do nao trivial.

Demonstracao. Inicialmente, provaremos que J possui a geometria do Teorema do

Passo da Montanha. Mais precisamente, temos a seguinte geometria

1) J(z) > ap,Vze S, ={z€ Vi, :|lz|]| = p} onde p,ap > 0,



108

2) J(z*) <0, com ||z*|| > p, para algum z* € V().

A prova dos itens 1) e 2) sao imediatas. Inicialmente provaremos o item 2). Neste
caso, basta aplicar a hipdtese (H4)~. Com efeito, dado z* € V(\) pela hipdtese
(H2)~ temos que J(z*) < 0. Assim, escolheremos p > 0 suficientemente pequeno tal
que ||z*]| > p. Esta afirmac@o conclui a prova do item 2).

Agora provaremos o item 1). Primeiramente, usando as hipdteses (H0) e (H4)™,
existe p € (2,2%) tal que

l—«

F >

(A(7)z, 2) — C2|P,V (z,2) € Q x R%, (4.56)

Agora, sejam z € Vi, ||z]| = p, p > 0. Logo, temos as seguintes desigualdades

1 1 1 «o
IE) 2 16 = el - 5(Taza) + [ Flaa)de 2 GlalP - 5(Tasz) = ClalP
Q
1 e} 1
> (1= — 2 P— (] — 2 P
z = DIl = Cllell” = 50 = all=l” = =]
1 1
> -] = (1 - a)? (157

onde usamos a desigualdade (1.8), imersoes de Sobolev e a estimativa (4.56). Portanto
podemos tomar oy = i(l—a) p*. Novamente, estamos escolhendo p > 0 suficientemente
pequeno. Esta afirmagao finaliza a prova do item 1).
Deste modo, aplicando o Teorema do Passo da Montanha, obtemos um ponto critico
29 € Vi1 tal que ¢y = J(22) > ap > 0. Além disso, temos a seguinte caracterizagao
¢; = inf Sup 1(v(1)) (4.58)
onde definimos I' = {y € C°([0,1], V£ ;) : 7(0) = 0e~(1) = z*} . Assim, usando a Pro-
posigao 1.9, temos que C,(J, 20) = §,17Z,Yq € Z desde que F"(z,2) € My(Q). Por-
tanto, o problema (4.4) admite pelo menos uma solugao nao trivial. Esta afirmacao

finaliza a demonstracao do teorema. O

Neste momento, motivados pela informacao que J é limitado inferiormente, deter-
minaremos mais solugoes nao triviais para o problema (3.3). Primeiramente, para os

proximos resultados, defina os seguintes subconjuntos
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s+l
At = {z:v+w:v€V(Ak),comv: Z t;®;,t; >0, wEV,f},

Jj=s+1

s+l
A" = {z:v+w:v€V()\k),comv: Z t;®,,t; <0, wGVkL},

j=s+1
onde denotamos s = dim V;_1,l = dim V()\;). Logo, obtemos 0AT = A~ = V;-.
Deste modo, minimizaremos o funcional J restrito aos subconjuntos A™ e A~. Porém,

consideremos primeiramente as seguintes hipoteses
(H5)™ Existem 2= € V(\g) tal que § = [, F(x, 2% 4+ ¥(zF))dx < 0.

(H6) F(z,2) > ~(1 — Aes1 (A)(A(2)2, 2),¥ (z, 2) € Q x R

N —

Lema 4.12. Suponha (HO), (H1)~,(H5)",(H6)™ eay = inf 'y > 8. Entao o problema

(3.3) admite duas solugdes ndo triviais com energia negativa.

Demonstragdo. Inicialmente considere os seguintes funcionais J* = J|4+. Agora, é
importante lembrarmos que os funcionais J* satisfazem (PS), quando ¢ < aj,. Assim,
segue que J* satisfaz (PS).+ onde ¢& = inf {J*(2): 2z € H}.
Agora, aplicando o Principio Variacional de Ekeland, obtemos dois pontos criticos
za e z; para os funcionais J* e J~ respectivamente. Além disso, temos que
ct=Jz)= inf J(z) ec” =J ()= inf J(2).
zEAT z€A~™

Assim, afirmamos que zj e z; sdo ndo nulos. Com efeito, dados z; como acima,

temos as seguintes estimativas

JE(E) < JE(2) = / Fla, = + U(:"))dz = B < 0,
Q
(4.59)

onde usamos a hipétese (H5)~. Portanto, segue que 25~ # 0.



110

Por outro lado, usando a hipétese (H6)~, obtemos que o funcional J restrito a V-

é nao negativo. Mais precisamente, dado w € V;! temos as seguintes desigualdades

J(w) > §||w]|2—§/Q<A(x)w,w)d$+/QF(x,w)dx

1 A
> Sl =22 [ (AGe)u, w)ds 20
Q

(4.60)

Esta informagao implica que zj # z;. Pois, caso o contrdrio usando a estimativa
(4.60) teremos 2z = z; € V- satisfazendo J(z5) < 0 < J(2F). Assim, temos uma
contradicio. Portanto temos que zj # z;. Assim, 23 sdo pontos criticos distintos
e ndo triviais para o funcional J. Logo, o problema (3.3) possui pelo menos duas

solugoes nao triviais obtidas por minimizagao. Esta afirmacao finaliza a demonstracao

do lema. O
Agora, combinando alguns teoremas acima, temos os seguinte resultado

Teorema 4.13. Suponha (HO),(H1)~,(H4)~,(H5)~,(H6)". Além disso, suponha que
B < ap < b, =suply <0. Entdo o problema (4.4) admite pelo menos trés solugoes

nao triviais.

Demonstracao. Inicialmente, aplicando o Lema 4.12, obtemos dois pontos criticos zoi
para o funcional J tal que J(z5) < 3 < 0, onde 8 < a.

Agora, aplicando o Teorema 4.11, obtemos um ponto critico zo € Vj_; tal que
J(z) > 0. Além disso, temos que C,(J,25) = 6,Z,Yq € Z se F'(x,23) € My(9).
Consequentemente, z; e za—L sdo pontos criticos distintos. Deste modo, o problema (4.4)

admite pelo menos trés solucoes nao triviais. Esta afirmacao finaliza a demonstragao

do teorema. m
Agora, consideremos a seguinte defini¢ao

Definicao 4.14. Sejam H espaco de Hilbert e J : H — R um funcional de classe C*.

Dado ¢ € R dizemos que J satisfaz a condigio (PSB). se, toda sequéncia limitada
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(zn)nen € H tal que
J(z) = ce J(z) — 0, sen — oo, (4.61)

admite subsequéncia convergente.

Para o préximo resultado usaremos um teorema de linking fornecido em [29]. Neste
artigo os autores consideraram funcionais de classe C* que sdo limitados inferiormente
e satisfazem (PS).,Vc € R. Entretanto, fazendo uma inspegao cuidadosa na prova
deste teorema, podemos enfraquecer estas hipoteses. Assim, enunciamos este resultado

que é suficiente para os nossos propésitos, ver [8] e [29].

Teorema 4.15. Seja H um espago de Banach, H = Vi@V, com 1 < dimV; < 0.
Seja J : H — R um funcional de classe C* a qual é limitado inferiormente e satisfaz

(PSB)y e (PS),Vc e (—o0,8)U(0,00) com 3<0,J(0)=0. Seja R > 0 tal que
1) J(2) >0,Yz € Vi, |z <R,

2) J(2) <0,Yz € V|2 <R,

3) J(z) <B,Vz€E V|2l =R

Entdao J possui pelo menos duas solucoes nao triviais.

Deste modo, com intuito de aplicarmos o Teorema 4.15, consideremos a seguinte

hipétese
(H7)~ Existem m > k,r >0 e € > 0 tal que

%(1 — A1 ) {A(x)z,2) < F(x,2) < =(1 = M) {A()z,2), V2| <7 Vz e Q.

1
-2
Entao, somos capazes de provar o

Teorema 4.16. Suponha (HO),(H1)~,(H3)",(H7)” e 'y = {0}. Entdo o problema

(4.4) admite pelo menos duas solu¢des nao triviais.
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Demonstragio. Inicialmente, seja o funcional reduzido J : V-, — V,_;. Portanto

temos
J(z) =1(z+V(z)) = max I(z+w),
weVy_1
onde ¥ : V£, — V,_; é continua e ¥(0) = 0. Além disso, sabemos que J ¢é li-

mitada inferiormente e satisfaz (PS)., Ve € R\{0}, com J(0) = 0. Agora, defina
Vi=@jomi V) Va=V(A)D...BV(An) Seja R > 0, entdo provaremos as

seguintes propriedades:
1) J(z) >0,Vz € Vi, |z|| <R,
2) J(z) <0,Vz € Vo, |z|| < R.

Primeiramente provaremos o item 1). Logo, utilizando a hipdtese (H4)~, existe p €
(2,2%) tal que
1
F(z,2) > 5(1 — A1 + €)(A(2)z, 2) — ClzP. (4.62)

Seja z € Vi, |z < 61,01 > 0. Assim, utilizando as desigualdades (4.62), (1.8) e
imersoes de Sobolev, temos as seguintes estimativas

1 1 1
1) 2 o121 = 5Tz 2) + 5 (1= A + (T2, 2) = Cllal?
- = i — T _ P (1 CmH - — P
S12017 = 5 Qmrr = €)(Taz, 2) = Cll2]” = S o = Cl=

J(2)

v

€
= 5 |z|I* = C||z||P > 0,se 6, > 0 é suficientemente pequeno.
m+1

(4.63)

Estas estimativas provam o item 1) com d§; > 0 pequeno.
Agora, provaremos o item 2). Inicialmente, lembramos que dim V3 < oo. Portanto
todas as normas em V5 sdo equivalentes. Assim, usando a continuidade de ¥ e a

igualdade W¥(0) = 0, existe do > 0 tal que
|2+ V(2)][oo <7, ¥V ||2|| < 02,2 € Vs, (4.64)
Logo, utilizando a hipdtese (H7)~, obtemos

F(z,2+9(2) < =(1 = Aa){A@) (2 + U(2)), (2 + T()), V|2l <6 (4.65)

N —
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Assim, usando (4.65) e a desigualdade (1.7), segue as seguintes estimativas

JE) = Gl BEP ~ (Ta(z + W), = + ()} - / Fle,z+ U(:))dz

IN

% {Ilz+ W (2)|> = (Ta(z + ¥(2)), 2+ V(2)) } +
+ %(1—)\m)<TA(Z+\P(Z))>Z+\P(Z)>

= W ATl + 9,5 0]
1. A

5=+ ()| =0,V [|2]] < 6,2 € Va.

IN

(4.66)

Estas estimativas finalizam a prova do item 2). Portanto, tomando R = min{dy, s} >
0, podemos aplicar o Teorema 4.15. Consequentemente o problema (4.4) admite duas

solucoes nao triviais. Esta afirmacao finaliza a demonstracao do teorema. O

Agora, aplicaremos métodos Min-Max para obter solugoes do problema (4.4) usando
as hip6teses (H0) e (H1)". Deste modo, queremos obter existéncia e multiplicidade
de solugoes para o problema 4.4. Neste caso, existe ¥ : V}, — V- a qual é uma funcao

continua tal que o funcional reduzido J : V; — R satisfaz a seguinte relacao

J(z)=1(z+¥(2)) = min I(z +w), Vz € V. (4.67)

weVik

A principal diferenca entre este caso e o caso anterior reside no fato que o funci-
onal reduzido J é limitado superioremente. Em outras palavras, existe um constante
C € R tal que J(z) < C,Vz € V,. Além disso, neste caso o funcional J nao é limitado
inferiormente. Lembramos, que no caso anterior o funcional reduzido era limitado infe-
riormente. Assim, motivados pelas diferencas citadas acima, estudaremos o problema
(4.4) usando o novo funcional reduzido J : Vj, — R a qual satisfaz (4.67).

Deste modo, passaremos a descricao das principais propriedades do funcional J.
Primeiramente, usando a definicao de J, segue que J(z) < I(2),Vz € Vj. Assim,

temos os seguintes resultados

Lema 4.17. Suponha (HO) e (H1)*. Entdo o funcional J possui as sequintes propri-

edades
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1) J(z) > a,Vz € V(\), para algum o € R.
2) J(z) = —oo, sel|z|| = o0, 2z € Vi_;.

Demonstragao. Inicialmente provaremos o item 1). Novamente a limitagao de F
implica que J é limitado inferiormente em V' (\;). Com efeito, dado z € V() temos

as seguintes desigualdades

J) = I(z+0(2) > %(pm) ||\If(z)||2+/QF(at,z+\If(z))dx
1

v

) )2 - clal > —clal,
(4.68)

onde usamos a desigualdade (1.8). Portanto isto prova o item 1) com a < —C'€2|.

Agora, demonstraremos o item 2). Assim, dado z € Vj_; temos as seguintes esti-

mativas
1
J(z) < I(z)——|| Hz——(TAz Z)+/F(:L’,z)dx
< - 122 + [ Pz, 2)d
< 5 >\k T z z)dx
1
< _ 2
< (-2 )Hzll -l - —,

(4.69)

se ||z]]| — oo. Nas estimativas acima usamos a desigualdade (1.7) e a desigualdade

Ai—1(A) < M\g(A) = 1. Estas desigualdades finalizam a prova do lema. O

Para o préximos resultados defina b, = supI'y,. Agora, consideramos a seguinte

hipétese

(H2)* Existe € > 0 tal que

—_

F(x,2) > (1 = M ){A(2)2, 2) + (b + €)|Q 7,V (2, 2) € Q x R

[\)

Deste modo, sem supor que z = 0 é solugao trivial para (4.4) e usando o resultado

anterior, temos o seguinte teorema
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Teorema 4.18. Suponha (HO),(H1)", (H2)*. Entao o problema (4.4) admite pelo

menos uma solucao.

Demonstracao. Para provar este teorema usaremos o Teorema 3.12. Primeiramente,
provaremos que J possui a geometria do Ponto de Sela. Mais especificamente, temos

as seguintes propriedades
1. J(2) = —oo,se ||z|| — oco,comz € V_q,
2. Existe a € R tal que J(2) < a,Vz € Vj_1.
3. Existe v € R tal que J(z) > v,Vz € V().

Assim, provaremos os items 1),2) e 3). Primeiramente, a prova do itens 1) e 2)
seguem da Proposicao 4.17. Neste caso, podemos escolher o > v onde v € R é fornecido
pelo item 3). Veja a demonstragao abaixo.

Agora, provaremos o item 3). Neste caso, usando a hip6tese (H2)7 e a desigualdade
(1.13), temos as seguintes estimativas

JE) = 14 0(E) = sl + VRN — S(Tale + B, (= + 0 ()

+ F(x,z+¥(2))dx

§ %HH@(Z)HZ_#@A(H‘I’(@,(H\D(z)))+bk+e
> %(1—%) D)2+ bp+e=by+e>b,Vee V.

(4.70)

Deste modo, podemos escolher v = by, + €. Esta afirmagcao finaliza a prova do item 3).
Por outro lado, sabemos que J satisfaz (PS)., V¢ € R\I'y, ver Lema 4.1 e Proposicao
1.48. Em particular temos que J satisfaz (PS)., V¢ € [y, a.
Portanto, aplicando o Teorema 3.12, existe um ponto critico z; € Vj, para o funcional
J tal que J(z1) € [v,a]. Em particular, temos que J(z;) > . Consequentemente o

problema (4.4) admite uma solugao. Esta afirmagao finaliza a prova do teorema. [
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Novamente, tomamos F(z,0,0) = 0,VF(z,0,0) = 0. Portanto, z = 0 é solugao
trivial para o problema (4.4). Deste modo, queremos determinar solu¢oes nao triviais
para este problema. Logo, é suficiente determinar pontos criticos nao nulos para o
funcional J, veja Proposicao 4.3.

Logo, consideremos a seguinte hipdtese

(H3)* Existem « € (0, A1) e r > 0 tal que

11—«
2

F(z,2) > (A(x)z, 2),Yx € Q,|z| <.

Deste modo, provamos o seguinte resultado

Teorema 4.19. Suponha (HO),(H1)", (H3)" com by =supl'y <0 e k > 2. Entdo o

problema (4.4) admite pelo menos uma solugdo nao trivial.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que J possui a geometria do do Passo da
Montanha. Inicialmente, usando a hipétese (H3)" e tomando p € (2,2*) obtemos a
seguinte desigualdade

l—«
2

F(z,2) > (A(7)z,2) — C|2|P, ¥ (x, 2) € Q x R?. (4.71)

Deste modo, dado z € Vj com ||z]| = p, segue as seguintes estimativas

J(2) = I(Z+‘1’(Z))=%{||Z+‘I’(Z)||2—(TA(Z+‘I’(2)),Z+‘1’(2)>}

F(z,z+¥(2))dx

+
S~

> Lz + W - alTa(z + (). 2 + ¥()} - Ollz + WP
> 5 (-5l v -l v
> i <1 - %) I2]|* > 0. (4.72)

Novamente, nas estimativas (4.72), escolhemos p > 0 suficientemente pequeno. Nestas

estimativas usamos a desigualdade (1.6) e imersdes de Sobolev.
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Agora, seja ®; a primeira autofungao para o problema (3.4) associada ao autovalor
A1(A). Entao, temos as seguintes estimativas

1
Q

t2 1
= —(1——— || 2—|—/F:E,t<1> dx
(1 )1+ [ Feey

t2 1

(4.73)

Nas estimativas (4.73) usamos que F' ¢é limitada e a desigualdade A\;(A) < Ap(A) = 1.
Deste modo, as estimativas em (4.72) e (4.73) implicam a geometria desejada.

Novamente, lembramos que J satisfaz (PS)., V¢ € R\I', veja Lema 4.1. Assim,
usando que by < 0, temos que J satisfaz (PS), para todo ¢ > 0.

Portanto, existe um ponto critico zo € Vi tal que J(z3) > 0. Além disso, temos
que Cy(J,2) = 01Z,¥q € N, desde que F'(r,2,) € Ms(Q), veja Proposicao 1.9.
Além disso, temos que Cy(J,0) = 0,0Z,V q € N. Consequentemente o problema (4.4)
admite pelo menos uma solugao nao trivial. Esta afirmagao finaliza a demonstracao do

teorema. O

Agora, com intuito de usarmos o Principio Variacional de Ekeland, consideremos a
seguinte hipotese
(H4)* Existe 2* € V(\) tal que 8 = [, F(z, 2" + ¥(2*))dz > 0.

Entao, denotamos novamente b, = sup ['y. Assim, temos o seguinte resultado

Teorema 4.20. Suponha (HO),(H1)*,(H4)" com by = suply, < 8. Entao, o pro-

blema (4.4) admite pelo menos uma solu¢ao nao trivial.

Demonstracao. A prova deste teorema € imediata. Inicialmente, usando o Lemma 4.1,
temos que [ satisfaz (PS). para todo ¢ € [3,00). Entao, usando a Proposi¢ao 1.48,
temos que funcional J satisfaz (PS). sobre o mesmo intervalo.

Por outro lado, temos que o funcional J é limitado superiormente. Portanto, o

funcional —J é limitado inferiormente em V. Além disso, temos que dim V) < oc.
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Neste momento, usando a hipétese (H4)", temos as seguintes estimativas

inf —J(2) < —J(2") < —/ Flz, = + U(z"))dz = — < 0,

z2eVi

(4.74)

onde usamos a desigualdade variacional (1.8) e a hipdtese (H4)". Notemos que as
estimativas acima implicam que —J satisfaz (PS)., desde que ¢ < —f. Em particular,
—J satisfaz (PS). onde ¢ é o nivel minimo.

Assim, aplicando o Principio Variacional de Ekeland para o funcional —J, obtemos
um ponto critico zy € Vi para o funcional —.J satisfazendo —J(zp) = min{—J(z) : z €
Vit e —J (2) = 0. Estas informagoes mostram que zy é ponto critico para o funcional
J. Além disso, temos que zy é ponto de maximo local para J. Consequentemente, o
problema (4.4) admite pelo menos uma solu¢do nao trivial. Esta informagao finaliza a

demonstragao do teorema. O

Observagao 13. A hipdtese (H4)t é verificada se existe t > 0 suficientemente grande
tal que fQ F(z,t®)dx > a > 0, para algum a > 0. Aqui, ) é uma autofuncao

associada ao autovalor \g(A).

Para verificar esta observacao basta usar a Proposigao (A.7). Neste caso, para cada

e > 0 existe ng € N tal que a sequéncia z, = n®; + V(nd;) satisfaz

/ F(z,z,)dx > / F(z,n®y)dx — €, se n > ny. (4.75)
Q Q

Assim, para € > 0 pequeno, fazendo t = n, obtemos a seguinte desigualdade
/ Fla, 1, + U (tdy))dz > 0. (4.76)
Q

Novamente lembramos que a funcao ¥ ¢é limitada em Vj. Esta informagao foi crucial

nas estimativas acima.

Observagao 14. Novamente, no Teorema (4.20) permitimos que as fungoes auziliares
descritas em (4.6) sejam negativas, positivas ou troqguem de sinal. Um caso interessante
ocorre quando as fungoes descritas em (4.6) sao identicamente nulas, ou seja, quando

temos que F(z,z) — 0, se |z| — oo.
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Neste momento, motivados pela informacao que J é limitado superiormente, deter-
minaremos mais solugoes nao triviais para o problema (3.3). Primeiramente, para os
proximos resultados, defina os seguintes subconjuntos

s+l

At = {z:v+w:v€V(Ak),comv: Z t;®;,t; >0, we Vi

Y
j:s+1 }
} Y

s+l
A" = {z =v4w:veEV(\),comv = Z t;®;,t; <0, we Vi,
j=s+1
onde denotamos s = dim Vj,_1,l = dim V' (\;). Logo, obtemos 0AT = 0A~ = V,_;.

Assim, maximizaremos o funcional J restrito aos subconjuntos A* e A~. Porém,

consideremos primeiramente as seguintes hipoteses

(H5)" Existem 2= € V(\;) tal que 8 = [, F(z, 2 + ¥(z*))dz > 0.
1

(H6)"F(x,z2) < 5(1 — M1 (A (A(x)z, 2),V (2, 2) € Q x R2

Lema 4.21. Suponha (HO),(H1)",(H5)", (H6)" e by = supI'y < (. Entao o pro-

blema (3.3) admite duas solugoes ndao triviais.

Demonstragdo. Inicialmente considere os seguintes funcionais J* = J|4+. Agora, é
importante lembrarmos que os funcionais J* satisfazem (PS). se ¢ > by. Consequen-
temente, temos que —J* satisfaz (PS). se ¢ < —by,. Portanto, aplicando a hipStese
(H5)*, obtemos que —J* satisfaz (PS).+ onde ¢& = inf {—J*(2) : 2 € H}.

n

Entao, aplicando o Principio Variacional de Ekeland, temos dois pontos criticos z

e z; para os funcionais —J* e —J~ respectivamente. Além disso, temos que

ct=—Jz)=inf —J(2)ec =—J (z)= inf —J(2).
z€AT

ZEA~

Deste modo, temos que Z(:)t sao dados por maximizacao do funcional J sobre os sub-

conjuntos A%.
Agora, afirmamos que z] e z; sdao nio nulos. Com efeito, dados zi como acima,

temos as seguintes estimativas
_J(E) < —J(2) = —/ Flaz, =+ U(z))dz = —B < 0,
Q
(4.77)
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onde usamos a hipétese (H5)". Portanto, segue que zi # 0.
Por outro lado, usando a hip6tese (H6)™, obtemos que o funcional J restrito a Vj_4

¢ nao positivo. Mais precisamente, dado w € V;_; temos as seguintes desigualdades

Jw) < I(w)= %Hw||2— %/ﬂ(A(:c)w,w)dx—l—/QF(x,w)dx
1 2 )\k—l
< §Hw|| ——5 Q(A(x)w,w)dxgo.

(4.78)

Novamente, temos que z§ # z; . Pois, caso o contrdrio usando a estimativa (4.78)
teremos zj = 2z, € Vj_i satisfazendo J(z5) < 0 < J(2F). Assim, temos uma con-
tradicio. Portanto temos que z§ # z,. Logo, 25 sdo pontos criticos distintos e ndo
triviais para o funcional J. Logo, o problema (4.4) possui pelo menos duas solugoes nao

triviais obtidas por maximizacgao. Esta afirmacao finaliza a demonstragao do lema. [

Para os préximos resultados vamos supor que F' (r,z) € My(Q), onde 2 é a

solucao dada pelo Teorema 4.19. Assim, temos os seguintes teoremas

Teorema 4.22. Suponha (HO),(H1)",(H3)", (H5)",(H6)t com b, = supT'y < 0.

Entao o problema (/4.4) admite pelo menos trés solugoes nao triviais.

Demonstracao. Primeiramente, usando o Lema 4.21, existem dois pontos criticos zoi €
V,, dados por maximizacao do funcional J restrito aos subconjuntos A*. Agora, usando
que dim V}, < oo, obtemos que C,(J,25) = 6,,Z,¥q € N, onde v = dim V}, > 1,k > 2.

Por outro lado, aplicando o Teorema 4.19, existe um ponto critico zo € V) tal
que J(z2) > 0. Além disso, temos que C,(J, 22) = 61Z,¥q € N, onde usamos que
F'(2,2) € My(Q), veja Proposicio 1.9. Contudo, ainda usando o Teorema 4.19,
obtemos que C,(J,0) = §,0Z,V q € N.

Entao, comparando os grupos criticos, temos que zoi # z3. Deste modo, o pro-
blema (4.4) admite pelo menos trés solugdes nao triviais. Esta afirmagao finaliza a

demonstracao do teorema. O



Capitulo 5

Sistemas Gradientes com
Resonancia Simultanea no Infinito e

na Origem

Neste capitulo, trabalhamos com uma classe de sistemas gradientes com ressonancia

no infinito e na origem. Mais precisamente, estudamos o seguinte problema

—Au = F,(z,u,v) in
—Av = Fy(x,u,v) in Q (5.1)
u=1v =0 on 0,
onde Q C RY ¢ um dominio limitado e suave em RV, N > 3. Além disso, exigimos que
F: QO xR? — R seja de classe C?, com F(x,0,0) = 0e VF(z,0,0) = 0. Deste modo, o
funcional associado ao problema (5.1), denotado por I : H — R, de classe C?, é dado
por

1
I(u,v):5/9\Vu|2+\VU\de—/QF(x,u,v)dx. (5.2)

Portanto as solugoes para o problema (5.1) sdo os pontos criticos do funcional 7. Além
disso, neste capitulo, teremos que z = (0,0) é ponto critico trivial degenerado para I.
Problemas ressonantes foram estudados, no caso escalar, por varios autores, veja os

importantes trabalhos [9, 32]. Para o caso onde pode ocorrer ressonancia no infinito e

121
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na origem simultaneamente veja [11, 34, 43, 42, 45, 50, 48] e suas referéncias. Para o
caso de sistemas gradientes ressonantes veja [10, 15, 20], para sistemas Hamiltoneanos

ressonantes veja [41, 26] e suas referéncias.

5.1 Sistemas Gradientes com Ressonancia no infi-

nito e na Origem

Considere o problema de Dirichlet:

—Au = F,(z,u,v) in
—Av = Fy(x,u,v) in Q (5.3)
u=1v=0on J

onde Q C RY ¢ um dominio suave e limitado em RY, N > 3. Além disso, exigimos que a
fungdo F : QxR? — R seja de classe C?, com F(x,0,0) =0e VF(z,0,0) = 0. Entao
(u,v) = (0,0) é solugao trivial para o problema (5.3). Desta forma, determinaremos

solugoes nao triviais para este problema usando Teoria de Morse.

Novamente, trabalhamos com o seguinte problema de autovalores:

{ —A<U>:)\A(x)(v> em 2, (5.4)

u = v = 0 sobre 0f2,

onde A € My,(Q), ver segdo 1.2. Assim, aplicando a Teoria de Operadores compactos

e autoadjuntos, existe uma sequéncia de autovalores para o problema (5.4) tal que
0<A(A) < X(A) <... < (A) = o0,

veja [15, 14, 25].

Agora, consideramos a seguinte hipdtese. Existe A, € My (2) tal que

2F (x,2) — (Aso()z, 2)

2|00 |2|?

= 0. (5.5)
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Neste caso, dizemos que (5.3) é ressonante no infinito se \;(A,) = 1, para algum
k € N.
Neste momento, consideramos a hipétese andloga na origem. Existe Ag € My(Q)

tal que
2F (z,2) — (Ag(x)z, 2)

|2|—0 | 2|2

= 0. (5.6)

Portanto, segue que Ay = D?*F(x,0) = a matriz Hessiana de F' nas varidveis u e v.
Além disso, dizemos que (5.3) é ressonante na origem se A, (Ag) = 1, para algum
m € N. Logo, (u,v) = (0,0) é um ponto critico degenerado para o funcional I.

Neste segao, estudamos o problema ressonante para (5.3) sobre a hipGteses mais
fortes que (5.5) e (5.6) onde \g(Ax) = Am(Ap) = 1, para algum k,m > 2. Além disso,
permitimos ressonancia em autovalores distintos com pesos distintos, veja Teoremas
5.1 e 5.12. Mais especificamente, deixamos que as matrizes A, e Ay sejam variaveis
e distintas. Aqui, vale a pena lembrar que os resultados existentes na literatura con-
templam somente o caso onde temos A, e Ay sao matrizes constantes e iguais. Deste
modo, nossos resultados generalizam os resultados existentes.

Agora, para verificar as propriedades dos autovalores e autofungoes para o problema

(5.3) veja secao 1.2.

5.2 Ressonancia no infinito e na origem em autova-
lores altos

Nesta secao, estudamos o problema (5.3) com ressonancia em autovalores altos no
infinito e na origem simultaneamente. Em outras palavras, essas ressonancias ocorrem
em autovalores A (Ax) € A\ (Ap), com A, Ag € Ms(Q) satisfazendo as condigoes (5.5)

e (5.6), onde k,m > 2. Deste modo, defina as seguintes fungoes auxiliares

Gz, 2) = F(x,z)—%(Aoo(x)z,z) e Golx,2) = F(x, z)—%(Ao(x)z,z), V(z,2) € OxRZ.
(5.7)
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Agora, consideramos as seguintes hipéteses:
(H1) Existe a € (0,1) tal que |VGyo(z, 2)] < C(1 + |2|%),V2z € R?, q.t.p. em €.
(H2) Existe 3 € (1,2* — 1) tal que |VGy(z, 2)| < C|z|%, V |2| < § q.t.p. em Q.

Além disso, para controlamos o comportamento de F' no infinito e na origem, seja as

seguintes hipoteses

(H3) Existem F, Fy € C(Q, R) satisfazendo

VGu(z,2) - VGu(x,2) - 2

z
F; < lim inf <l < F: .
o) < it e S pme— <Rl 68)
com [ Fj # 0 para j=1,2.
(H4) Existem fi, fo € C(Q, R) satisfazendo
.. VGo(x,2) -z . VGo(z,2) - 2z
filz) < h|rzf|l_1>%f W < limsup MT < fo(x) (5.9)

|z[—0

com [ f; # 0 para j=1,2.
Agora, enunciaremos e demonstraremos os principais resultados obtidos nesta secao.

Teorema 5.1. Suponha (H1)-(H4). Se ocorre pelo menos uma das sequintes condi¢oes
a)Fy(x) <0, fi(z) >0em Q em #k —1,
b)Fi(x) >0, fao(z) <0em Q ek #m—1,
c)Fi(x) >0, fi(r) >0emQ ek #m,
d)Fy(x) <0, fi(r) <0emQ ek #m.

Entdo o problema (5.3) admite uma solug¢do nao trivial.

A prova deste teorema sera dividida em duas partes. Na primeira parte determina-

mos os grupos criticos na origem com auxilio do seguinte resultado.
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Lema 5.2. Suponha (H2) e (H4). Sejam H = Vo @ Wy onde Vo = ker(I —Ta,), Wy =
Vit. Seja (2,)nen uma seqiiencia em H tal que z, = 20 + w,, com 20 € Vo, w, € Wy
Wp,
|2l

a) Se fi(x) >0 q.t.p em Q entao lim infnqoo/
Q

b) Se fo(x) <0 g.t.p em  entdo lim supn_m/
Q

— 0 quando n — oo. Entao, temos as sequintes afirmacgoes
VGo(x, z,) « 2
[z |17
VGo(x, z) « 2n

znl[*+7

com ||zn]] — 0 e

>0

< 0.

Demonstragao. Ver [48]. O

Lema 5.3. Suponha (H2) e (H4). Entdo temos as sequintes alternativas
a) fi(x) >0 g.t.p em Q implica que Cy(1,0) = g 119+1,9,9 € N.
b) fa(x) <0 g.t.p em Q implica que Cy(1,0) = 04,,G,9 € N. Aqui G denota um

grupo abeliano.

Demonstragao. Inicialmente provaremos o caso a). Primeiramente defina o conjunto
Clpe)={eHiz= 42"+ e G@Wy @Wyillzll < pe =+ | < ellz}
onde Vo = ker(I — Ty, ), Wy = @, ker(I — A" Ty,), Wy = @75 ker(I — A Ty,),

com p > 0,e > 0.

Afirmacgao 5.4. Ezistem p >0 ee € (0,1) tal que
(I'(2),2°+27) <0, Vz € C(p,e)\{0}. (5.10)

Agora demonstraremos esta afirmacao. A prova deste resultado segue por con-
tradigao. De fato, supondo que o resultado seja falso, temos que para todo p =€ = -
existe uma seqiiencia (2, )neny € H, onde escrevemos z, = 20 + 2z + 2,20 € Vy, 2t €
Wy, 2, € Wy tal que sejam satisfeitas as seguintes desigualdades ||z,|| < %; |2+ +

1 /
2o || < =lznl|. Além disso, temos (I'(2,),2% 4+ z,) >0, ¥n € N. Deste modo, obtemos
n
+
as seguintes convergeéncias ||z,| — oo, HZ—"H — 0 quando n — oo.
Zn
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Por outro lado, temos as seguintes estimativas
0 < ()4 2) = (= Ta)am 4 5) = [ V6ol 2)(:2 + 2;)da
Q
= (0= Ta)z ) + {0 = Ta)ah ) = [ VGo(w ) (2 + )
Q

= (I~ Ta)zn ) — / VGo(z, 2)(20 + 2 )da

< —/ VGo(w,2,) (22 + 2 )da,
Q
onde usamos a desigualdade variacional (1.7). Portanto, segue a seguinte desigualdade
integral
, VGo(z, 2,) (20 + z,)
hiznjgp BRI dzx < 0. (5.11)

Agora, usando a desigualdade de Holder e imersoes de Sobolev, temos as seguintes

estimativas

+ B+ Bl| 5+ +
/VGO(SC EAEAPN ‘ - 0/ S P A o [N A
Q Q

lznl[*+7 M lznl[*+7 [zl

Assim, temos que
VG n)zt
/ Mdz — 0, com n — oo. (5.12)
Q

zn[*+7

Entao, usando (5.11) e (5.12), temos as seguintes desigualdades

VGo(z,2,) - 2 VGo(w,20)(2) + 2,)

lim sup dx = lim sup dx < 0.
e Jo el pies PRE
Entretanto, pelo Lema 5.2, segue que
VG y<n) " An
lim inf o i)ﬁ gz > 0. (5.13)
n—oo Jo oo |zl

Assim, temos uma contradicao. Portanto segue a prova da Afirmacao 5.4.
Agora, consideramos a homotopia I; : H — R dada por I;(z) = I(z) — 3t] 2|,
onde z = 20 + 2T +27,2° € Vo, 27 € Wy, 2" € W, Assim, I; é de classe C? com

derivadas dadas a seguir
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!

(I(2),w) = (I (2),w) —t{z°,w°), Vz,w € H com w =w" +w™ +w", (5.14)

1"

L (2)(wi,w2) = I (2)(wy, wa) — t(w, w9), ¥V z,wy,wy € H onde w = w) + w; +w;,
(5.15)
com j =1,2.
Assim, temos que I; possui z = 0 como ponto critico nao degenerado de indice de
morse (g + V.
Agora, afirmamos que existe r > 0 tal que I,(z) # 0;com z € B,(0)\{0}, onde
B,(0) denota a bola aberta de raio r e centro na origem em H. Assim, a homotopia I;

sera admissivel e conseqiientemente obteremos

C,(1,0) = Cy(Io,0) = Cy(11,0) = 8y pusneG. Vg € N.

Contudo, resta provar esta afirmacao, ou seja, é suficiente, para a demonstracao do
item a), provar que a homotopia I; é admissivel. Logo, dado z € C(p,€), z # 0, temos

que 2° # 0 e 2° + 27 # 0. Além disso, temos a seguinte identidade
(I(2),2° + 27) = (I'(2), 2° + 27) — t(20, 20), YVt € [0,1].

Portanto, usando a Afirmacao 5.4, obtemos que

(I(2),°4+27) = (I'(2),2°+27) — (2% 2% < —t||2°||> < 0,Vt € (0, 1].
(5.16)

Por outro lado, dado 3 € (1,2* — 1) escolhemos p € [2,2* — 1), com p > 3. Assim,

usando a hipdtese (H2), segue a seguinte condi¢cao de crescimento
IVG(z,2)| < C(]2]° + |2]P),V 2 € R?e q. t. p. em (. (5.17)

Agora, se z € B,.(0)\C(p, €) com r > 0 pequeno, temos as seguintes estimativas
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(I,(2),2" —27) = ((I—Ta)z,2") = (I —Ta))z,27) — /(VGo(x,z), 2t — 27 )dw
= ((I =Tay)zt,2") = (I = Ta,)2",27) — /(VGO(:C,Z), 2 — 27 )dx
> st 9l - [ V6ol 2 s

= gzt +27* - /VGO(:E, 2)(zT — 27 )dx

I 1
> et 42| o | Yool 2)E" - z—)dl}
L z
> e+ 2Py - +|2P))z" - 2 |de]
2l _ C
> |+ 2|2y - HHJAWV = ol ==l
2l C _
> %+ 7P [y = el = <7
; = = = |
= e+l = Ol
> |2+ 2y = )] >0,
(5.18)
1 1 . . .
onde v = min< 1 — ——, —(1 — ——) » > 0. Nas estimativas acima usamos (5.17),
Aky1’ Ak—1

desigualdade de Holder e imersoes de Sobolev. Assim, aplicando (5.16) e (5.18),

concluimos que a homotopia I; é admissivel, ou seja, temos que
I,(z) #0,Yz € B,(0) comt € [0,1].

Esta afirmagao finaliza a prova do item a).

Agora, provaremos o item Caso b). Neste caso, consideramos a homotopia
Loy
L(z) = 1(2) + 5 |I="II".
Assim, de forma andloga ao item anterior, provamos a seguinte afirmacao
Afirmacgao 5.5. Ezistem e € (0,1) e p > 0 tal que

(I,(2),2° —27) > 0,Yz € C(p,e).
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Consequentemente, usando as mesmas idéias da prova do item a) onde r > 0 é
suficientemente pequeno, temos que I,(z) # 0,¥z € B,(0). Logo, a homotopia sers

admissivel. Neste caso, omitiremos os detalhes da prova do item b). O

Agora, iniciaremos a segunda parte da prova do Teorema 5.1. Aqui, provamos que
o funcional associado satisfaz a condi¢ao de Cerami. Assim, usando um resultado dado

em [11], calculamos os grupos criticos de I no infinito.

Lema 5.6. Suponha (H1) e (H3). Sejam H = Voo @ W, onde definimos Vo, = ker(I—

Ta. ), We = VL. Seja (2p)nen € H tal que z, = 2° + w,, com 2° € Vo, w, € W

w , . .
|| "H — 0 quando n — oco. Assim, temos as sequintes afimacoes
Zn

a) Se Fi(x) >0 ¢q.t.p em Q entdo lim infn_)oo/ VGox(2, 2n) - 2n

o |zl
oo(x> Zn) * Zn
[z || 1

onde ||z,|| — oo e

>0

G
b) Se Fy(z) <0 q.t.p em Q entdo limsupn_m/ v < 0.
0

Demonstragdao. Ver [48] O

Lema 5.7. Suponha (H1) e (H3). Denotando C(R,e) = {z € H/||z|| > R,z =
A4+ 42 € H=V PV PVL} onde R > 0, e € (0,1). Assim, temos as
sequintes afirmagoes

a)Fi(x) >0, q.t.p. em §, implica que existem R >0, e € (0,1) ed > 0 tal que

!

(I'(2),2%) < =6, Yz € C(R,e).

b)Fy(x) <0, q.t.p. em Q, implica que existem R >0, € € (0,1) ed > 0 tal que

!

(I'(2),2") >0, Vz € C(R,¢).

Demonstragao. Primeiramente provaremos o caso a). Neste caso, a prova segue por
contradigao. Com efeito, tomando € = § = %, existe uma sequéncia (z,)nen € H, tal

que z, = 20+ 25 + 25 € H=V*@ Vg @V onde [zl 2 n, [z + 2| < 2llzall-
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Entretanto temos (I(z,),2%) > —%. Assim, segue as seguintes estimativas

< (I(2,),22) = (I — Ta.)zn, 22) /VG T, 2n)% dx—/VG T, 2,)20d,

1
n

onde usamos que z° € V. Portanto, temos a seguinte desigualdade integral

0
limsup/ VG (@ 22 ) (5.19)

n—oo zn [t

Por outro lado, temos as seguintes estimativas

- v -
'/VG :)sznlfa+zn)dx‘ < /‘VG a:znlfa+zn) i
IES IES
(14 |za|9)(zF + 2)
< C 2 dx
/ IES ||1+“
|zl 2 + 2 | 2t + 2, |
< C yolEn Ty
e o T I P

quando n — oo. Nas estimativas acima usamos a hip6tese (H1), desigualdade de
Holder e imersoes de Sobolev. Agora, usando (5.19), obtemos a seguinte desigualdade

0
limsup/ wdz = limsup/wdx <0. (5.20)

n—s00 [ 20 [ n—00 [E

Entretanto, usando o Lema 5.6, obtemos que

lim inf VGoo(; 2n)2n
n—o0 |20 ][ 1

dz > 0.

Consequentemente, temos uma contradicdo com (5.20). Portanto existem numeros

R>0,e€(0,1) e d >0 tal que

!

(I'(2),2°) <-4, Vz€ C(R,e).
A prova do caso b) é anéloga, omitiremos os detalhes. O

Lema 5.8. Suponha (H1) e (H3). Se Fy(x) < 0 ou Fi(x) > 0 entao o funcional
I: H — R satisfaz (Ce)., para todo ¢ € R.
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Demonstragdo. Primeiramente supomos que Fi(x) > 0. Entdo devemos mostrar
que toda sequéncia de Cerami possui subsequéncia convergente. Entretanto, usando
o crescimento subcritico de F', é suficiente provar que toda sequéncia de Cerami é
limitada.

Deste modo, provaremos o lema por contradi¢ao. Neste caso, suponha que exista
(z,) € H uma sequéncia de Cerami com |/z,| — oo,n — oo. Portanto, temos as

seguintes informacoes
e I[(z,) ¢ ce R,

o I (za) (1 + [|zal) —
e ||z,|| — oo, quando n — oc.
Entao, aplicando a desigualdade de Holder, imersoes de Sobolev e desigualdade de

Young com € > 0, temos as seguintes estimativas

!

(et =) = (1= Ta)mz —2) = [ Vouloz) (et - 2)ds

= (I - TAw)n,n> (I =Tan)z, 2)

- /VG T, z2n) (20 — 2z )dx
> Al — o) —c/<1+ el — 25 |da
> Azt — a2 = Ol — =]l = Cllanll®llet — =]
_ _ _ C

> et = 2l = Cllst = 2 = Gl = 2l = Sl

+ -2 + - c 2«
> izt — I = Cllet 2l - Gl

(5.21)

1
Ak(As)’ Ak-1(A))

cientemente pequeno, temos que 7. = v — Ce? > 0. Agora, usando (5.21), temos as

onde v = min {1 — } > (0. Portanto, escolhendo € > 0 sufi-
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seguintes estimativas

Yellzh = 2,117 / Zy = 2, 120 — 2, |l [N
— = < (I(z),>—7")+C + C!
202 " |zl 202 “lznll?
C Iz = 2, |l BN
< +C—= "+ C
[EA 202 “lznl?

(5.22)

onde C, e C' denotam varias constantes positivas. Portanto, temos a seguinte in-
+

_n
(=

(I'(zn),2%) < =8 < 0, para todo n suficientemente grande.

formacao — 0,n — 00. Assim, usando o Lema 5.7, obtemos que z, € C(R,¢€) e
Por outro lado, temos que || (z,)||(1 + [|za||) — 0 com n — oco. Logo temos uma
contradicao. Portanto toda sequéncia de Cerami admite subsequéncia limitada. Esta
afirmagao prova o lema para o caso onde temos Fi(x) > 0.
A demonstracao para o caso onde Fy(z) < 0 é andloga. Deixamos os detalhes a

cargo do leitor. Assim, temos que [ satisfaz (Ce). para todo ¢ € R. a

Agora, determinaremos os grupos criticos no infinito. Primeiramente, para con-

veniéncia do leitor, descreveremos o resultado contido em [11].

Proposicao 5.9. [11] Seja I : H — R um funcional dado por I(z) = %(Az, z)+G(z),
onde A : H — H € um operador linear, autoadjunto tal que 0 é ponto isolado do
espectro de A. Seja G € CH(H,R) com G de classe C* em uma vizinhanca de infinito,
o qual satisfaz ,

1G Gl

——— — 0 comn — 0.
2]

Além disso, suponhamos que I possui valores criticos limitados inferiormente e que
I satisfaga (C). para todo ¢ € R.

Agora, sejam V = KerA e Nt = W= @ W+ com WT e W~ invariantes sobre
A, tal que A |+ positiva definida e A |y~ negativa definida. Sejam pioo = dim W~ e
Voo = dimV o indice de Morse e a nulidade de I em infinito respectivamente. Entdao
temos as sequintes alternativas:

a)(AC)E Se existem R >0 e e € (0,1) tal que (I'(2),2) >0, Yz € C(R,¢€), entdo
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Cy(l,00) =649, VgeN.

b) (AC)Z, Se existem R >0 e e € (0,1) tal que (I'(2),2) <0, Yz € C(R,¢), entdo

CQ(L OO) = q,,uoo-i-uoog, Vq € N.

Aqui, C(Rye) ={z=2"+2"42T e H=V. . PWIP WL : ||z]| > RellzT+27| <

ellzl|} e G € um grupo abeliano.

As condigoes (AC)L e (AC) -, sao conhecidas como condigoes de angulo no infinito.

Assim, segue o seguinte resultado

Lema 5.10. Suponha (H1) e (H3). Entdo temos as sequintes alternativas
a) Se Fi(xz) > 0 entdo Cy(1,00) = g o106, Vg €N
b) Se Fy(x) <0 entao Cy(I,00) = 04,..G,Vq €N,
onde fio = dim @f;ll Ker(IN;' =Ta.,) e voo =dim Ker(I —Ta,,).

Demonstragao. Inicialmente provaremos o caso a). Neste caso, temos a condi¢ao
(AC),, dado pelo Lema 5.7- a). Portanto o resultado segue da Proposi¢ado 5.9-b).
Agora, provaremos o caso b). Neste caso, temos a condigao (AC)L provada no

Lema 5.7-b). Assim, segue o resultado utilizando a Proposigao 5.9-a). O

Demonstracio. do Teorema 5.1
Primeiramente suponha o caso a). Neste caso, temos Fy(z) <0 e fi(x) > 0em €.

Entao, aplicando os Lemas 5.3 e 5.10, obtemos que

Cq(la ) = 5Q7Moog’
Cq([, 0) = Oq. 104109 -

Portanto C),_ (I,00) # C,,._(1,0), se m # k—1. Assim, existe um ponto critico z, € H
tal que C,_(I,z*) # 0. Portanto z, # 0 é uma solugdo nao trivial para o problema
(5.3).

Agora, provaremos o caso b). Neste caso, temos Fi(z) > 0 e fo(z) < 0em Q. Logo,

usando os Lemas 5.3 e 5.10, obtemos
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Cq(la OO) = Q7M00+Voog’
Cq([a O) = 5q,uog-

Consequentemente C), 1, (I,00) # C,_ 1., (I,0), se k # m — 1. Portanto, existe um
ponto critico z, € H tal que C,__(I,z2,) # 0. Entdao z, é uma solugdo nao trivial
para o problema (5.3).

A prova dos itens ¢) e d) sdo andlogos aos itens anteriores, omitiremos os detalhes.

O

Sobre as condigoes (H1)—(H4) o Teorema 5.1) garante a existéncia de uma solugao
nao trivial. Para o proximo resultado obtemos condigoes adicionais sobre F' que ga-

rantam a existéncia de pelo menos duas solugoes nao triviais.

Definigao 5.11. Dados A, B € M3(Q) dizemos que A < B se tivermos a desigualdade
(A(x)z,2) < (B(1)z,2), Vz € R? VY € Q. Além disso, dizemos que A < B se A< B

com B — A positiva definida em algum subconjunto de medida positiva em ).

Observagao 15. Sejam F de classe C* ¢ A, B € My(Q)). Entdao nas desigualdades
F'<A<B significam D < A < B onde D ¢é a matriz Hessiana de F' nas varidveis

uewv.

Teorema 5.12. Suponha (H1)— (H4). Se ocorre pelo menos uma das sequintes alter-
natiwas

a) Fo(x) <0 e fi(z) >0em Q, m>k—1com F' >3 = \_1Ax,
b) Fi(z) >0e fo(z) <0emQ k>m—1 com F' <8 = M1 Ao,
¢) Fi(x)>0e fi(z) >0em Q, m <k com F' < < My1400,
d) Fo(x) <0 e folz) <0em Q, m >k com F' > 3> \_1Ax,

onde B € uma matriz fita em Ms(Q). Entdo (5.1) admite pelo menos duas solugdes

nao trwials.
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Para provarmos o Teorema 5.12 usamos a Principio da Continuagao Unica Fraco.

Mais precisamente, temos a

Definicao 5.13. Seja A = (F)\)xer, onde Fy : Q — R, VA € A. Entao dizemos que a
colecao A satisfaz o Principio da Continuagao Unica Fraco, se para todo F\ € A com

F\ =0 em algum subconjunto aberto implica que F\ =0 em ).

Neste caso, teremos que as autofungdes do problema (5.3) satisfazem o Principio
da Continuacio Unica Fraco, ver [35], [31]. Agora, provaremos um resultado adaptado
para sistemas gradientes. Inicialmente esse resultado foi provado, para o caso escalar,

em [21].
Lema 5.14. Seja 3, a € My(Q2). Entdao temos as sequintes alternativas

a) Se f 2 Apy14o, entao existe 0 > 0 tal que

||z]|2—/ﬂ< (2)z, 2)dx > 8|)2||2, ¥ = € Wi = @ ker (TA7Y(As) = Ta) . (5.23)

j=k+1

b) Se Mp—1As =X «, entdo existe § > 0 tal que

k—1
2] - /Q<a(x)z,z)dx < <022 Vw € W = @ ker (1N (Ax) — Ta) . (5.24)

j=1
Demonstragdo. Primeiramente provaremos o item a). Inicialmente seja B : H — R
dada por B(z) = |z||* — [,(B(z)z, z)dz. Assim, B é uma forma quadrética a qual é

positiva sobre WF. Assim, temos a seguinte afirmagao
Afirmacao 5.15. Seja z € WE. Entio B(z) =0 implica que z = 0.

Neste momento, provaremos esta afirmacao. Primeiramente, dado z € WZ com

B(z) =0, temos as seguintes desigualdades

0=DB(z) > /Q<()\k+1Aoo — B)(x)z, z)dx > 0. (5.25)
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Portanto ((Ag11As —F)(x)z, 2) = 0 q.t.p. em Q. Entretanto, usando que f < Ap11 A,
temos que z =0 em Q) = {z € Q: f(x) < Mer1400(2) }.

Por outro lado, usando a a seguinte estimativas

0=B(z) = ||* - / (Blx)z, 2)dz > 2] = Mo (Aoc) / (A ()2, )z > 0,

conclufmos que ||z]|* = Mj1(Ax) [o(As(2)2, 2)dz. Portanto z é uma autofungao
associada ao autovalor Api1(As). Além disso, z é uma autofungdo a qual se anula
em algum aberto A C §2. Agora, aplicando o Principio da Continuagao Unica para as
autofunc¢oes do problema (5.4), obtemos que z = 0 em ). Assim, segue a prova da
afirmacao.

Agora, provaremos o lema por contradi¢ao. Neste caso, obtemos uma sequéncia
(zn)nen € H tal que

|znll = 1, B(2,) — 0comn — oo. (5.26)

Portanto, a menos de uma subsequéncia, temos que

e 2z, — zemH,
o 2, — zem LP(Q)? V1 <p< 2%,

e 2,(x) — 2(x), q. t. p. em Q.

Por outro lado, usando a semicontinuidade inferior fraca da norma ||| sobre W,

temos a seguinte desigualdade

B(z) < liminf B(z,) = 0. (5.27)

n—-—+00
Portanto, usando a positividade de B, temos B(z) = 0. Agora, aplicando a Afir-
macao 5.15, obtemos z = 0. Assim, temos que z, — 0 em LP(Q)% Entretanto, pela

construgao da sequéncia (z,), segue que

B(z,) =1- /(ﬁ(x)zn,zn>dx —1,n — 0. (5.28)

Q

Assim, temos uma contradi¢do. Portanto existe ¢ > 0 tal que (5.23) é verificada. Esta
afirmagao finaliza a prova do item a). A prova do caso b) é andlogo ao caso anterior,

omitiremos os detalhes. O
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Demonstracao. do Teorema 5.12

Inicialmente provaremos o caso b). Neste caso, aplicando o Teorema 5.1, temos que

Cy(1,00) = g poetv.G, Vg €N,
Cy(1,0) =649, Vg €N,
CMoo"FVoo(I’ Z*) ;é O?

onde z, € H é um ponto critico nao trivial. Agora, aplicando o Lema de Gromoll-
Meyer, obtemos que fio + Voo € [Mm(24), m(24) +n(24)], onde m(z,) é o indice de Morse
em z, e n(z,) é a nulidade.

Por outro lado, usando o Lema 5.14, temos as seguintes estimativas

1"

I (z)(w,w) = ||w||2—/QF”(I’Z*)(w,w)dxz ||w||2—/ﬂ<ﬁ($)w,w>d:r
> §llw|® >0, Vw € WE\{0}.

Assim, obtemos que m(z,) + n(z,) < dim(W_ P V) = jioo + Voo. Portanto, temos que
m(2) +n(2) = foo+ oo Entdo, aplicando [37], segue que Cy(1, z) = dg poe+0..G, Vq €
N.

Agora, supondo que 0, z, sao os tUnicos pontos criticos de I. Entao a identidade de
Morse implica que

(=1 (—1y= 7 = (D,

Consequentemente temos uma contradi¢ao. Portanto existem pelo menos duas solugoes
nao triviais para (5.3) no item b).

Agora, provaremos o item a). Neste caso, temos os seguintes grupos criticos
Cy(I,00) = 0k .G, Vq €N,
Cy(1,0) = 0k o409, Vq €N,
C..(I,2) #0.

Novamente, aplicando o Lema de Gromoll-Meyer, temos que i, € [m(zy), m(z) +
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n(z)]. Além disso, usando o Lema 5.14, obtemos as seguintes estimativas

"

I'(z)(w,w) = ful? - / F' (2, ) (w, w)dz < [Jw]? - / < Bla)w,w > dz
Q Q
< —§w|? <0, Vw e WI\{0}.

Portanto segue que fio > m(2y) > dim W = ps. Agora, aplicando [37], obtemos que
Co(l,20) = 0gpotv9, Vg € N.

Assim, supondo que 0, z, sao os Unicos pontos criticos de I. Entao a identidade de
Morse implica que

(1 (1 = (1

Portanto temos uma contradigado. Consequentemente o problema (5.3) admite pelo
menos duas solugoes nao triviais no caso a).

A prova do casos ¢) e d) sao andlogos aos casos anteriores. Omitiremos os detalhes.

U
Agora, para finalizarmos, temos a seguinte observacao

Observacgao 16. Sejam A, B € Ms(Q2), com A < B entao \;(A) > X\;(B),Vj € Z,
onde \j(A) € o j-ésimo autovalor do problema com peso A. Neste caso, a afirmagio é
verificada aplicando o Principio da Continuagdo Unica Fraco para as autofuncoes do

problema 5./4. Este resultado foi provado, para o caso escalar, em [24].



Apeéendice A
Resultados Basicos

Neste apéndice demonstraremos alguns resultados utilizados neste trabalho. Assim,
assumiremos F € C*(Q x R?,R) onde Q C RV, N > 1.

Primeiramente, provaremos um resultado que compara a funcao F em termos do
seu gradiente. Mais precisamente, usando o Teorema Fundamental do Calculo, somos

capazes de provar o seguinte resultado

Proposigao A.1. Suponha F € C*(Q2 x R?,R). Entao
1
F(z,z) — F(z,0) = / VFE(x,tz) - zdt, ¥(z,2) € QxR (A.1)
0

Demonstracdo. A prova desta proposicao segue aplicando o teorema fundamental do

caculo para a fungao 1 :[0,1] — R onde ¥(t) = F(z,tz). O

Para os préximos resultados consideramos algumas regras de L Hospital. Estes
resultados sdo muito tteis na prova da condi¢do (PS) nos Capitulos 1,2,3 e 4. No-
vamente, a é idéia principal reside em controlar a funcao F' no infinito controlando a

fungdo VF' no infinito. Assim, temos os seguintes resultados

Proposigao A.2. Suponha F € CYQ x R%R) com VF limitada. Seja (t,)nen € R

uma sequéncia tal que |t,| — 0o, se n — oo. Entdo temos a sequinte identidade

F(z,t,®
im [ EE0) 0 [ YRG0 B (A.2)

139
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Demonstracao. Nesta demonstracao usaremos o teorema fundamental do célculo. Logo,

temos a seguinte identidade
1 d 1
0 0

Sem perca de generalidade podemos assumir F'(z,0) = 0. Assim, usando a identidade

anterior e o Teorema de Fubini, temos que
F(ZIZ’, tnq)l) 1
| — - VF(x,t,01)®1dx| = | VF(x,tt,®)® — VF(z,t,P,)P1dtdx]
Q n QJo
1
QJo
1
= / /|VF(:E,ttn<I>1)®1 — VF(x,t,01)P;|dxdt.
0o Ja

(A.3)

Agora, seja os conjuntos compactos €, = {z € Q|d(x,00) > e}els; = [4,1], onde
€,0 > 0. Entao ®; > a. > 0 em (), para todo € > 0, pois €2, é compacto e Oy
é continua e positiva em .. Mas |t,| — 0o se n — oo, portanto temos dois casos,
a saber, t, — oo ou t, — —oo. Analisaremos inicialmente o primeiro caso, isto é,
quando t, — oo. Neste caso, concluimos que tt,,®; — oo para todo (t,z) € I5 x Q, de
modo uniforme nas variaveis t e x, onde €¢,0 > 0 sao arbitrarios. Deste modo, temos

a seguinte convergencia
VF(x,tt,®)®(z) — (fi 1, fo D)(@)P1(2),V(t, ) € I5 x Qcse, n — o0, (A.4)

onde usamos as defini¢oes dadas em (1.9). Agora, aplicando o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtemos

/ VE(z, tt,®)8, (x)dr — / (2)®, (2)dz, Vt € I. (A.5)

Por outro lado, o mesmo argumento implica a seguinte convergeéncia

/ VE (2, t,®1) ) (2)dz — / (fi*, ) ()@ (2)dx, Vi € I, (A.6)
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Portanto, para todo €, > 0 obtemos ng € N tal que n > ngy implica

/1/ |VF(x,tt, @) (x) — VF(x,t,P1)P1(z)|dz < (1 — d)e, (A.7)
g e

onde usamos (A.5) e (A.6). Além disso, temos a seguinte estimativa

/1 /Q\Q |\VE(z,tt,®1)P1(x) — VF(2,t,P1)P1(2)|dr < (1 —6)C||P1]|oo |2\ 2], (A.8)

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a limitacado de VF' e imersoes de

Sobolev. Deste modo, usando as desigualdades (A.3), (A.7) e (A.8) temos

| /M VE (2, ,81)By dm\<//|VFxtt 1)®1 — VF(z,1,8:)®:|drdt

_ // // //Q\Q //Q\Q IV, tt,®,)®; — VF(x, t,®,)®,|dwdt <

< 0)C|P1|oo|2\Q2e| + 6C — 0,se¢€,5 — 0,
(A.9)

onde escrevemos, na pentltima igualdade, a integral dupla em [0,1] x © de modo
conveniente. Portanto obtemos a igualdade (A.2). A demosntragdo do segundo caso,
ou seja, onde t, — —o0, se n — 0o € tratado de modo similar. Deixamos os detalhes

a cargo do leitor. 0

Proposigao A.3. Suponha F € C(Q x R%R) com VF limitada. Seja (z,)nen €
V(M) uma sequéncia tal que ||z,|| — 0o, se n — o0o. Entao temos a sequinte identi-

dade
F n . F b ad 1 n
lim de: hm/mdw (A.10)
Q

n—o0 Jo ||zl n—00 20|
Demonstracao. A prova desta desta proposicao é andloga a prova da proposicao ante-

rior. Assim, omitiremos a demonstracao desta proposicao. [

Proposigao A.4. Suponha F € CYQ x R, R) com VF limitada. Entdio para

quaisquer sequéncias (t,) € R, (w,) € Vi* onde |t,| — oo e lim, |||1:"|H =0 temos
a sequinte identidade
F(z,t,® n : P, t,®
lim (2, b + w )dx = lim Mdm. (A.11)
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Demonstracao. Na demonstracao desta proposicao usaremos novamente o teorema

fundamental do calculo. Deste modo temos as seguintes identidades
1 d 1
F(z,t,®1+w,)— F(z,t,®1) = / EF(L t, @1 +tw,)dt = / VF(x,t, P+ tw,)w,dt.
0 0

Logo conseguimos as seguintes estimativas

_ 1

< o//| "\ dtda = C /|w"|d9:<C’|t |/|wn|dx ‘:‘Hwn“ﬁosen_)oo,
(A12)

onde usamos imersoes de Sobolev e a limitacao em VF'. Estas estimativas encerram

a demontracao da proposicao. O

Proposigao A.5. Suponha F € C*(Q2xR? R) com VF limitada. Sejam as sequéncias

(zn) € VM), (wn) € Vi ou (w,) € Viy tais que ||z)]| — oo e lim, o H|wg|H =0
ZTL

entao temos a sequinte identidade

F 0 " F ’ 0

i [ ) gy, [ EE ) (A13)
n—os Jo oo |20l n—o Jo [z
Demonstracdo. A prova desta proposicao ¢é analoga a demonstracao anterior. Deixa-

mos a prova a cargo do leitor. O

Proposigao A.6. Suponha F € CYQ x R%:R) e (HO). FEntio para quaisquer
sequéncias (tp)nen € R, (Wn)neny € Vit onde |t,| — 0o se n — oo e ||w,| < C,¥n € N
temos a sequinte identidade
lim sup/ F(z,t,®; + w,)dx = lim sup/ F(z,t,9)dx. (A.14)
n—oo QO n—oo Q

Demonstracao. Na demonstracao desta proposicao usaremos novamente o teorema

fundamental do cdlculo. Assim, temos as seguintes identidades

1 1
d
F(x,tn<1>1+wn)—F(x,tn(I>1):/ EF(x,tnél—l—twn)dt:/ VF(z,t,®1+tw,)w,dt.
0 0
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Seja K CC (). Primeiramente lembramos que |t,| — co,sen — oo, entdo con-
sideramos separadamente os casos onde t, — ooout, — —oo. Se t, — oo entao
t,®1 + tw, — 0o em K. Pois ®; > a > 0 em K e |t, D + tw,| > [t,P1] — [tw,] >
alt,|—|wy,| > alt,|—C, onde usamos a limitagdo da norma w,. Portanto |t,®;+tw,| >
alt,| — C — oo, sen — oo. Analogamente t,®; + tw, — —oo em K se t, — —o0.
Em qualquer caso, usando (H0) e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

obtemos a seguinte convergeéncia

1
/ / |\VF(x,t, P + tw,)w,|dzdt — 0, sen — oco. (A.15)
o JK

Assim, dado K CC €2 arbitrario temos as seguintes estimativas

1
| / Fla, 001 + wn) — F(z, t,®1)dz| < / / IV (£, + tw, )wn|dtds <
K K JO

1
< / / \VE(x,t, P + tw,)||w,|dzdt — 0, sen — oo,
0o JK
(A.16)

onde usamos Teorema de Fubini e (A.15). Por outro lado, dado € > 0 existe ny € N e
K, cC Q tal que n > ng implica

1
||(I)1’|L2(Q\Kn) < m < €e ||wn]|L1(Q\Kn) < €. (Al?)

Portanto, temos as seguintes desigualdades

1
| / Fla, 01 + wy) — F(x, t,81)dz| < / / IV F (£, + tw, )w | dtdz <
O\K,, 0

K,

IA

1 1
/ / (C + €|t, Py + twy|)|w,|dtdx = / / (C + €|t Py + tw,|)|wy,|dxdt
O\K, JO 0 JO\K,

Cllwnl| 1 @\k) + €C|[tn®1 + Wy || L2\ &) || Wn || L2\ K1)

IN

IA

Cllwnll @iy + €Cltalll ]| 2 s [0nll 2@ s60) + €CllwnllF2in k)

A\

CllwnllLr @i + €Cllwnll 2@k + €Cllwnllz2 s,

A\

Cllwn L @\k,) +€C < Ce— 0, see — 0,
(A.18)
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onde usamos a hipdtese (HO), Teorema de Fubini, desigualdade de Holder e (A.17).
Portanto as estimativas (A.16) e (A.18) aplicadas ao compacto K, provam a identidade

(A.14). O

Proposigao A.7. Suponha F € C'(Q x R:R) e (H0). Seja z, = 2° + w, €
V(M) @ V* onde V* = Vi_q, ou V* = V. Suponha que ||2°]] — 0o se n — oo e

|lwa|| < C,Vn e N entdo temos a sequinte identidade

lim [ F(z,2° +wy)dz = lim | F(z,2°)dz. (A.19)

Demonstracdo. A prova desta proposicao ¢ semelhante a demonstracao da Proposicao

(A.6). Assim, deixamos a prova deste resultado a cargo do leitor. O



Apeéendice B

Uma breve revisao dos Pontos

Criticos e Teoria de Morse

Neste apéndice, faremos algumas definigoes e resultados da Teoria de Pontos Criticos
e da Teoria de Morse. Estes resultados sao utilizados nas provas dos nossos principais
teoremas. Aqui, vale lembrar que um texto mais completo sobre Teoria de Morse pode
ser encontrada em [14] e em [37].

Primeiramente, seja H um espaco de Hilbert e I : H — R um funcional de classe
C'. Denote o conjunto dos pontos criticos de I por K. Assim, dado ¢ € R definimos

I.={xe€eH:I(z)<c}e K.=TIc)UK. Assim, consideramos a seguinte definigao

Definicao B.1. Dizemos que o funcional I : H — R de classe C' satisfaz a propriedade
de deformagao se para todo a < b tais que K U I Y(a,b) =0, temos que I, € retrato de

deformagao de I\ K.

Deste modo, consideremos o lema de deformagcao a qual é importantissimo na teoria
dos pontos criticos. Na prova de tal lema é essencial a garantia de condicoes do tipo

(PS), veja [14]. Assim, temos o seguinte resultado

Lema B.2. Suponha que I : H — R seja um funcional de classe C a qual satisfaz a

condi¢iao (PS). Além disso, suponha que o nivel a € o unico valor critico possivel de
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I no intervalo [a,b). Suponha que as componentes conexas de K, sdo pontos isolados.

Entao, f, € um retrato de deformacao de f,\ Kp.

Neste momento, denotamos H,(X,Y’) como sendo o grupo de homologia singular
relativo com coeficientes em Z. Aqui, X e Y sempre denotam espacos topoldogicos em

que Y C X. Neste caso, temos a seguinte defini¢ao

Definicao B.3. Seja x¢ um ponto critico isolado do funcional I : H — R de classe

Cl. Seja cy = I(xy), entdo o p-ésimo grupo critico de I em xq € dado por
C(I,20) = Hy(Iey N Uz, (Ieg\{20}) N Usy)
onde Uy, € uma vizinhanca de xq tal que U,y N K = {xo}.
Deste modo, temos o seguinte resultado

Teorema B.4. Seja I : H — R de classe C*'. Suponha que o € H; (I, I,) € nao trivial
e que I possui a propriedade de deformacao. Assim, denote
¢ = inf sup I(x).
ocx (EG‘O"

Entao existe oy € K, tal que C;(I,x0) # 0.
Demonstragdo. A prova deste resultado pode ser encontrada em [14]. O

Agora, consideramos algumas situagoes onde temos enlaces entre dois conjuntos de

um espaco de Hilbert H. Primeiramente, temos a seguinte definicao

Definicao B.5. Seja D um bola topoldgica de dimensao topologica j em H e S um
subconjunto de H. Dizemos que OD e S estao enlacados homologicamente se 9DNS = ()

e |lo|NS #0, para cada j cadeia singular o com 0o = OD.

As proximas proposicoes fornecem exemplos de conjuntos enlagados homologica-
mente. As provas destas proposi¢oes podem ser encontradas no Capitulo IT em [14].

Assim, temos os seguintes resultados
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Proposicao B.6. Sejam H, e Hy dois subespacos fechados de um espago de Hilbert H.
Além disso, suponha que H = H; @ Hy e dim Hy < co. Entdo, tomando D = B, N H;

e S = Hy, temos que 0D e S estdo enlagados homologicamente.

Na proposicao anterior temos a geometria descrita no Teorema do Ponto de Sela.
Para o préoximo resultado descrevemos um situagao corrente para a geometria do tipo

"Linking”. Neste caso, temos o seguinte resultado

Proposicao B.7. Sejam Hy e Hy dois subespacos fechados de um espaco de Hilbert H.
Além disso, suponha que H = Hy @ Hy e dim Hy < co. Considere ¢ € Hy e R,r,p > 0

com p < R. Sejam
D={x+s¢p:2€ HNDB,sel0,R|}eS=H,NOIB,.
Entao 0D e S estao enlagados homologicamente.

Agora, consideraremos um resultado que relaciona conjuntos enlagados homologi-
camente com a existéncia de pontos criticos que possuem grupos criticos nao triviais.

Neste caso, temos o seguinte teorema

Teorema B.8. Suponha que 0D e S estao enlagados homologicamente onde D € uma
bola topoldgica de dimensao j. Além disso, suponha que I de classe C* satisfaca as

sequintes condigcoes
1. I(z) >a,Vx €S,
2. I(x) <a,Vz €0D.
Entao H;(1y,1,) # 0 para b > max{f(x),x € D}.

Neste momento, daremos uma estimativa dos grupos criticos de um ponto critico
isolado e degenerado. Primeiramente, descreveremos o ”Splitting Theorem” a qual serd
usado posteriormente para fazer a estimativa dos grupos criticos. Assim, temos o

seguinte resultado
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Teorema B.9. (Splitting Theorem) Suponha que U seja um vizinhanga de xy em
um espaco de Hilbert H e seja I : H — R um funcional de classe C*. Além disso,
suponha que xy € o unico ponto critico de I e denote A = d*I(xg) com miicleo N. Se 0
¢ um ponto isolado em o(A) (espectro de A) ou nao esta em o(A). Entdo existe uma
bola Bs(0),0 > 0 e um homeomorfismo local ¥ que preserva a ordem definido em Bs(0)

e uma aplicacdo de classe C' h : Bs N N — N+ satisfazendo
1
To¥(z+y) = i(AZ’ z)+ I(h(y) +y),Vz € By,

onde y = Pyx,z = Pyix. Aqui, Py e Py1 sao as projecoes ortogonais sobre os

subespacos N e N+.

Neste caso, chamamos de N'= ¥ (U N N). O seguinte teorema relaciona os grupos
criticos dos pontos criticos de I e os pontos criticos de 1. Mais especificamente, temos

o seguinte resultado

Teorema B.10. (Shifting Theorem) Sob as mesmas hipéteses do ”Splitting Theo-

rem, "suponha que o indice de Morse de I em xy é m = m(xy). Entao temos a sequinte
1dentidade
CP([7 [L’()) = Cp—m(fa 1'0), \V/p € N.

Neste caso, supondo que A = d*I(zy) tem nicleo de dimensao finita, temos o

seguinte corolario
Corolario B.11. Suponha que N possui dimensao finita v e xq €

e um minimo local de I, entao

Co(I,x0) = 0pmZ,N € Z,

e um mdximo local de I, entao

CP(I, IO) = 5p(m+U)Z, Ve Z,
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e nem um mdximo e nem um minimo local de f, entdao

Cp(I,20) =0,Vp <we parap > m+ v.
Demonstracao. A prova deste teorema consiste em utilizar o ” Splitting Theorem”, veja
[14]. Omitiremos a prova deste coroldrio. O
Em particular, temos o seguinte resultado

Corolario B.12. (Lemade Gromoll — Meyer) Sob as mesmas hipdteses descritas

no coroldrio acima temos que Cy(I,z9) = 0 para todo p < m oup > m + v.

Demonstracao. A prova deste coroldrio é imediata usando o Corolario B.11. Para uma

prova deste resultado sem utilizar explicitamente o ”Shifting Theorem”veja [11]. O
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