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Resumo

A teoria de entropia foi introduzida por Kolmogorov por volta de 1930. Desde entéao,
muitos trabalhos tem visado obter estimativas para ntimeros de entropia de certas classes
de conjuntos. O principal objetivo deste trabalho é estudar dois teoremas onde sao
estabelecidas estimativas superiores e inferiores para numeros de entropia de operadores
multiplicadores genéricos. Para demonstrar estes teoremas utilizamos resultados sobre

estimativas para médias de Levy, para uma classe de normas especiais.

Outro objetivo é estudar aplicagoes dos teoremas citados na obtengao de estimativas para
nimeros de entropia de conjuntos de funcoes suaves finitamente e infinitamente diferenciaveis
sobre a esfera unitaria d-dimensional, associados a operadores multiplicadores especificos.
Varias dessas estimativas sao assintoticamente exatas em termos de ordem e as constantes

que determinam a ordem dessas estimativas sao determinadas explicitamente.
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Abstract

The entropy theory was introduced by Kolmogorov around 1930. Since then, many works
aims to find estimates for entropy numbers of certain classes of sets. The main objective of
this work is to study two theorems that establishes upper and lower estimates for entropy
numbers of generic multiplier operators. To prove these theorems, we utilize some results on

Levy means estimates for a special class of norms.

Another objective is to study applications of above theorems in obtaining estimates for
entropy numbers of sets of finitely and infinitely smooth functions on the d-dimensional
sphere, associated with generic multiplier operatores. Some of these estimates are asympto-
tically sharp in terms of order and the constants that determines the order of these estimates

are explicit determined.
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Introducao

O conceito de entropia foi introduzido pelo matemaético russo Andrey Nikolaevich Kol-
mogorov, por volta de 1930. Mais tarde, por volta de 1948, esta definicao mostrou ser muito
util na Teoria da Informacao, desenvolvida por Shannon. Nesta teoria, a entropia é utilizada

para medir os ruidos num canal de comunicagcao.

No fim da década de 50, o proprio Kolmorogov adaptou suas idéias sobre entropia de
conjuntos compactos para transformacoes T : X — X, relacionando entropia e sistemas
dinamicos, que culminou no que hoje é chamado de Teoria do Caos Deterministico. Dentre
outras coisas, isto possibilitou os desenvolvimentos iniciais da Teoria KAM (Kolmogorov-
Arnold-Moser).

Voltando a Anélise Funcional, a defini¢ao inicial de Kolmogorov originou vérios outros
desenvolvimentos, entre eles os nimeros de entropia, nimeros de aproximacao e o conceito
de e-entropia, os trés intimamente relacionados com aproximacao de funcoes em espacos de
Banach. Os niimeros de aproximagao medem uma espécie de “grau de compacidade” de um

operador.

Em grande parte, muito do desenvolvimento posterior da teoria de entropia foi propor-
cionado pela mudanca do contexto, de espacos métricos para espacos vetoriais normados,
espagos quase-Banach e de Banach. Isto deu um novo impulso a teoria, tanto abstratamente
quanto no nivel das aplicacoes. Em particular, os trabalhos de Pietsch promoveram o desen-
volvimento dos nimeros de entropia, enquanto Triebel e outros estudaram exaustivamente

os numeros de entropia de mergulhos entre espagos de Sobolev.
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A maioria dos trabalhos recentes que envolvem nimeros de entropia e e-entropia visam
obter estimativas superiores/inferiores para tais nimeros, e 0 mesmo ocorre com os nimeros
de aproximacao. Para tal fim, é corriqueiro estudar relagoes entre os niimeros de entropia e

os autovalores de um operador.

O principal objetivo deste trabalho é estudar nimeros de entropia de operadores multi-
plicadores de funcoes definidas sobre S? utilizando o trabalho de A. Kushpel e S.A. Tozoni
[5]. Como aplicagao, serao considerados operadores multiplicadores especificos, relacionados

a conjuntos de funcoes finitamente e infinitamente diferenciaveis sobre a esfera S<.

No Capitulo 1 definimos os conceitos de e-entropia, niimeros de entropia e nimeros de

aproximacao, e apresentamos algumas de suas propriedades e relacoes.

No Capitulo 2 fazemos um estudo de Andlise Harmonica na Esfera, com poucas demons-

tragoes. Os conceitos e resultados aqui estudados serao utilizados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3 estudamos estimativas superiores e inferiores para niimeros de entropia de

operadores multiplicadores gerais de LP(S%) em L7(S?) para 1 < p,q < oo.

No Capitulo 4, aplicamos as estimativas encontradas no Capitulo 3 para obter, de forma
mais explicita, estimativas para os nimeros de entropia de conjuntos de fungoes suaves, fini-
tamente e infinitamente diferencidveis sobre S?, associados as sequéncias de multiplicadores
A =Lk Y ew, 7> 0e A® = {e* Y}y, v > 0, 0 < 7 < 1. Virias dessas estimativas
sao assintoticamente exatas em termos de ordem e as constantes que determinam a ordem

dessas estimativas sao determinadas explicitamente.



Capitulo 1

Numeros de Entropia

Neste capitulo definimos os elementos basicos desta dissertagao: e-entropia, ntimeros de

aproximacao e numeros de entropia.

Na primeira se¢do, onde definimos a e-entropia, seguimos a exposigao de [4]. A segunda
secdo, que trata dos nimeros de aproximagao, foi baseada em [1] e [10]. A se¢do sobre
ntimeros de entropia foi baseada em [1] e [11]. A tltima segao, que relaciona os nimeros de

entropia com a e-entropia foi motivada por um comentério em [1].

1.1 e-Entropia

Nesta secdo X denotard um espago normado com norma ||-|| e em todo o capitulo Bx
denotara a bola unitdria fechada de X, isto é, Bx = {z € X : ||z|| < 1}. Se z > 0, logz

denotara sempre log, x, isto é, o logaritmo do nimero x na base 2.
Definicao 1.1.1. Seja K um subconjunto de X e seja € > 0.

1. Um conjunto K C X € dito uma e-rede de K se para cada x € K existe pelo menos um

ponto y € K tal que a distancia de x ay € menor ou igual a €, ou seja ||x —y| < e.

2. Os pontos yi,...,ym de X sao ditos e-separados se a distancia entre quaisquer dois

destes pontos € maior que €, ou seja, ||y; — ykl| > €, i # k.



Secao 1.1. e-Entropia 2

Definigao 1.1.2. Dados um subconjunto K de X e e > 0, seja N.(K) o menor valor de n
tal que existe uma e-rede de K consistindo de n elementos. A e-entropia do conjunto K em
X € definida por

H.(K) = log N.(K).

Definicao 1.1.3. Dados um subconjunto K de X e e > 0, seja M.(K) o maior valor de m
tal que, existe um subconjunto de K consistindo de m pontos e-separados. A capacidade (ou

e-capacidade) de K € definida por
C.(K) = log M. (K).

Observacao 1.1.4. Uma e-rede consistindo de N.(K) pontos € dita uma e-rede minimal.

Um congunto formado de M.(K) pontos e-separados € dito um conjunto e-separado mazimal.
Observacao 1.1.5. Todo conjunto compacto possui um conjunto e-separado maximal.

Proposicao 1.1.6. Para cada conjunto compacto K C X e cada € > 0,
C(K) < H(K) < C.(K).

Demonstragao. Suponhamos que {y;,- - , ¥} seja um conjunto e-separado maximal de
K, isto é M.(K) = m. Para qualquer x € K, como {yi,- - ,Ym} ¢ maximal, {,y1, -, ym}
nao pode ser um conjunto e-separado. Assim, ||z — y;|| < e para algum y; em {y1,- -, ym}
e logo -
T € U y; +eBx.
j=1

Portanto {y1,- -+ ,ym} ¢ uma e-rede para K e consequentemente N.(K) < m = M.(K).

Para a segunda desigualdade, considere {yi,- - , 9, } um conjunto 2s-separado maximal
para K e seja {z1, - ,z,} uma e-rede minimal. Seja o : {1,2,--- ;m} — {1,2,--- ;n} tal
que y; € To(j) +€Bx, 1< j < m. Suponhamos que a(j) = a(i) para 1 <i# j < m. Entao
temos

Yis Yj € Ta(d) + €Bx,

e portanto ||y; — ;|| < 2¢, o que contradiz o fato do conjunto {yi,- -+, ym} ser e-separado.

Assim « é injetora e consequentemente m < n. Logo

My =m <n= N(K).
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1.2 Numeros de Aproximacao

Notagao 1.2.1. Sejam X e Y espacos de Banach com normas ||-|| e ||-|ly respectivamente.
Quando nao houwver possibilidade de confusao escreveremos simplesmente ||-|| para qualquer
das normas ||-||x ou ||-|ly. Denotaremos por L(X,Y') o espago vetorial formado por todos os
operadores lineares limitados (continuos) de X emY. A norma ||u|| de uw € L(X,Y) é dada
por

[ull = sup{{lu(2)]ly : = € Bx}.

Notacao 1.2.2. Sejam X e Y dois espacos de Banach, S um subespaco vetorial de X e
ue L(X,Y). A restricao do operador u ao subespaco S serd denotada por u |g. O posto de
u € definido como sendo a dimensdo da imagem de u e serd denotado por posto(u).

Seja X/S o espago quociente de X por S, isto €, o conjunto formado por todas as classes
de equivaléncia [x] = x4+ S, © € X. A codimensdo de S é definida como sendo a dimensdo
de X/S e serd denotada por codim(S).

A aplicagao quociente de X em X/S, que a cada x € X associa o elemento [x] € X/S,

serd denotada por Qgs.

Definicao 1.2.3. Sejam X e Y espacos de Banach e sejau € L(X,Y). Entao dado qualquer

k € N, o k-ésimo nimero de aprozimag¢ao de u, denotado por ax(u), € definido como
ap(u) = inf{|lu —v||: ve L(X,Y), posto(v) < k}.

Proposicao 1.2.4. Sejam X,Y e Z espacos de Banach, u,v € L(X,Y). Suponha que
w e LY, Z). Entao

(i) lJull = ar(u) = az(u) = --- > 0;
(ii) Para todos k,l € N, agj—1(w o u) < ag(w)a(u);
(111) Para todos k,l € N, agy—1(u+v) < ag(u) + a;(v).

Demonstracio. E claro que vale (i). Vamos demonstrar que vale (ii). Note que dado
qualquer ¢ > 0, existem aplicagdes w; € L(Y,Z) e u3 € L(X,Y), com posto(w;) < k e

posto(uy) < I, tal que ||w —wy|| < ar(w) +¢€ e ||u —u|| < a;(u) +e. Como posto(w; o (u —
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w)+wou) < k+1—1, segue que

IN

A4i—1(w o u) [lwowu—wyo(u—uy)—wou

IN

[lw =[] [fu = wl]

< Aar(w) +eH{a(u) + €}

e obtemos (ii) fazendo ¢ — 0.

Para (iii) observe que dado qualquer € > 0, existem aplicagoes u',v" € L(X,Y), com
posto(u’) < k e posto(v') < [ tais que ||u — /|| < ar(u) + € e [J[v = V|| < a;(v) + . Como
posto(u’ +v') < k + 1 — 1, teremos

IN

apr1—1(u +v) l|u+v—u =

N

[l — /]| + [l = '||

< Aap(u) + e} +{a(v) + e}

e assim segue (iii). N

1.3 Numeros de Entropia

Definicao 1.3.1. Sejam Ky, Ky dois subconjuntos de um espaco de Banach Y. Definimos

por N(Ki, Ky) o menor nimero N tal que existem pontos yy,...,yn € Y de modo que

K, C U(yz + KQ).

i<N

Definicao 1.3.2. Sejam Y um espaco de Banach e A CY. O k-ésimo numero de entropia

do conjunto A € definido por
er(A) = er(A,Y) =inf{e > 0: N(A,eBy) < 281}

Definigao 1.3.3. Sejam X e Y espagos de Banach e seja u € L(X,Y). O k-ésimo nimero

de entropia de u é definido por
ex(u) = ex(u(Bx),Y) =inf{e > 0: N(u(Bx),eBy) < 2"'}.

Proposicao 1.3.4. Sejam X e Y espacos de Banach, X C Y, X tem a norma induzida de
Y, esejam A, B C X, BC A, a € R. Entao para todo n € N,
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(i) en(A, X) > eni1(A, X);
(ii) en(ad, X) = |alen(A, X);
(iii) en(B, X) < en(A, X);
(iv) en(A, X) > en(A,Y).

Demonstragao. A propriedade (i) segue imediatamente da definigao de niimero de entropia.

Temos que para a # 0

2n—1
en(aAd; X) = inf{le >0:adC U(CCi—I—eSBx); Ty .., Ton1 € X}
k=1
gn—1 1
£
= inf{e>0:4 —x;+ —Bx); T1,...,29n-1 € X
inf{e CH(ax+|a| X); T1 Ton-1 € X}
2n—1
= inf{e'la|: A C U(a:H—s’BX); Ty, ... Thn1 € X}
k=1

= |alen(4, X)
e assim obtemos (ii). Como B C A, entdo N(A,eBx) > N(B,ecBx) e assim segue (iii). A

propriedade (iv) segue do fato que By C By e assim N(A,eBy) > N(A,eBy). [

Proposicao 1.3.5. Sejam X,Y e Z espagos de Banach, u,v € L(X,Y) e w € L(Y,Z).
Entao

(i) lJull = ex(u) = ea(u) > --- > 0;
(i1) exri—1(wou) < ex(w)e(u), k1 € N;
(111) expi—1(u+v) < er(u)+e(v), k,1 € N.
Demonstragao. (i) Uma vez que para todo x € By, |uz| < ||ul|, segue que

lll = sup{llu(a)]: = € Bx}
= inf{,u >0: U(Bx) - MBY}a

e portanto ey (u) < [|ul].
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Se u(Bx) C by + uBy para algum by € Y e algum p > 0, entdo para qualquer a € Bx
existem elementos by,by € By tais que u(a) = by + uby e —u(a) = by + pby. Entao
2||lu(a)|| = p||(by — b2)|| < 2u. Portanto, temos ||u|| < p e por conseguinte ||u|| < eq(u).

(ii) Sejam pu > ex(u) e f > e(w). Entdo existem pontos by,...,byy € Y e b,... by € Z

tais que

u(Bx) C (bi + pBy),

-

ﬁ
Il
—

w(By) C (b’ + 8Bz),

Cz

@
Il
—_

onde M < 2F1e N < 271 Dado qualquer a € By, existe b; tal que u(a) € b; + uBy e
portanto

E(UJ(CL) — bz) € By.

Com isto, existe b’ tal que

w (l(u(a) - bl-)) eV, + 3By,

Segue entao que . .
;w(u(a)) — ;w(bi) € b + BBz,

ou seja,
w(u(a)) € w(b;) + pb; + pBBz.

Logo temos

M N
(wowu)(Bx) C UU bi) + ub') + nfBz] .

Como o numero de pontos (w(bi) + pb) com i € {1,--- M} eje {l,--- N} éno

méximo MN < 2¢-+=D=1 temos que epqy—1(w o u) < pB e portanto segue o resultado.

(iii) Sejam pu > ex(u) e B > e/(v). Entao existem pontos by, ..., by, 0}, ..., 0y € Y tais que

N

u(Bx) C U(@- +uBy), v(Bx) C | J®) + BBy),

J=1
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onde M < 2F1 e N < 271, Dado qualquer a € By, existem pontos bi, b; tais que u(a) €
b; + nBy e v(a) € V; + BBy. Entao

(u +U)(a> - bZ + b; +/JBY +6By

e segue que

(u+v)(Bx) < |JJ [bi + V) + (u+ B)By] .

i=1j=1
O ndmero de pontos b; + b; com i € {1,....,M} e j € {1,.., N} é no maximo MN <

2(k+=1)=1 " Temos que erri—1(w +u) < p+ f e portanto segue o resultado. ]

Definicao 1.3.6. Sejam X eY espagos de Banach e sejau € L(X,Y). Se o fecho de u(By)

€ compacto em Y , dizemos que u € um operador compacto.

Notagao 1.3.7. Seja A um subconjunto mensurdvel de R™. O volume de A serd denotado

por Vol,(A).

O resultado seguinte nos d4 uma relacao entre os nimeros aproximados e os ntiimeros de

entropia, para operadores compactos.

Teorema 1.3.8. Sejam X e Y espacos de Banach e seja T € L(X,Y) um operador com-
pacto.

(i) Suponhamos que para algum ¢ > 0,
agi—1(T) < cayi (T), j € N,
Entao existe uma constante C' > 0 tal que
e;(T) < Cay(T), j €N.
(i1) Seja f : N — R positiva e decrescente, e suponhamos que para algum ¢ > 0,
f@) <cf(27h), jeN.
Entao existe uma constante C' > 0 tal que

sup f()e;(T) <C sup f()a;(T), neN.

1<j<n 1<j<n
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Demonstracao. Por defini¢do, para cada j € N, existe L; € L(X,Y’) tal que
posto(L;) <2771 e ||T — Lj|| < 2a9-1(T), j >2, Ly =0. (1.1)
Deste modo,
posto(L;j.1 — Lj) < posto(T — Ljy1) + posto(T — L;) < 27 42771 < 271
e pela Proposigao 1.2.4 (i)
|Ljr = Lll < T = Lyl + IT = L) < 205,(T) + 2030 +(T) < dayr (7). (1.2)

Tomemos m; = u2’(k —j) € N, 1 < j < k para algum p > 0 a ser escolhido mais tarde.

Note que i < 2-27/2 para i > 1 e assim

k—1 k—1
»omy o= p2ty (k- )
j=1 j=1

k—1
= p2by 27
=1
k—1

228 ) " 2712

i=1
2/1/2]{: Z 271’/2
j=1

= ,ulek,

IN

IN

para alguma constante ¢; > 0 tal que puc; € N. Representando T na forma

k—1
T=T-Lp+ Y (L — Ly)

j=1
e aplicando a Proposigao 1.3.5 (iii), obtemos

k—1
ey 2k < em(T) = em(T - Lk + Z(LJ+1 - LJ))

Jj=1

e
k—1

< T = Lill + e (Lj1 — Ly))
j=1

k—1
< T = Lill + > em, (i — Ly)), (1.3)
j=1
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onde m = Z . mJ
Seja posto(Lj1 — L;) = t; e B% = By N Im(Lj;y — Lj). Para cada §; = 2™,

seja {y{, e ,yg } € B% um conjunto Em,-separado maximal, e,,, < 1. Se z € B entao
{z, y{, Ty } nao pode ser um conjunto &,,;-separado e assim existe 1 < [ < ¢; tal que
H:c — ] H < 1. Desta forma, segue que {yl, . ,yéj} ¢ uma g,,;-rede para B%. Agora,

se ¥ € y + (em,/2)BY, entdo existe y € BY tal que © = y] + (€m,/2)y e assim ||z| <
Hyl]H + (em,; /2) l|lyll <1+ (em,/2). Portanto temos que

U (g ()

Se x € (ylj + (em,;/2)BY) N (yi + (em,;/2)B%) entdo existem 2,2, € B tais que z =
ylj—i—(gmj/Q)zl = yi+(5mj/2)22 e assim Hylj — yi” = (em,;/2) |21 — 22|| < €m,, 0 que contradiz
o fato de {y7, ... ,ygj} ser &,,;-separado. Portanto as bolas ylj + (em,/2)B%, 1 <1 < §; sao

disjuntas e assim

2mj—1
y Em]‘ . €mj .
VOltj U (yi + TBt]> < Volt]. ((1 + T) Bh) ,
k=1
portanto
mj—1 i Emy ot Emy\ ot
2"~ Voly, (yk + —B J) < Vol,, <<1 + —) BJ) .
2 I 2
Logo

ma—1 5mj t; s gmj tj ts
om; (7) Vol,, (BY) < (1+ : ) Vol,, (BY),
e, como &,,; < 1, segue que

tj tj
6mj gmj 1-m;
— < | —F <277
<2(1+%)> 2<1+€"‘Tj)

Assim ef%j < 3%.2'7™ e portanto g, < 3.20=m)/t < 627mi/ti. Como t; < 2771 e

= u2’(k - ),
e < 6.2 HEk=)/2
m; — . .

Note que se Iy, ¢ o operador identidade sobre I,,(Lj11 — L;), entao obtemos

em, (I1;) < &, < 6.271E2,
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pois {y7,... ,ygj} é uma &, -rede para B%. Entao por (1.2) e pela Proposi¢ao 1.3.5

IN

em; (Lj+1 — Ly) em, (It; © (Ljta — Lj))

< HLj-i-l - LJH €m; (Itj)
< 24.27Hk=D20, 0 0 (T). (1.4)

Por hipétese, podemos demonstrar por inducao que
agi1(T) < 280D (T), j=1,...,k, (1.5)

onde k = log, ¢ e ¢ é a constante da hipdtese. Inserindo (1.1), (1.4) e (1.5) em (1.3) obtemos

k—1
em(T) < |IT =Ll + ) em, (Ljs1 — Ly))
j=1

k-1
< 2ag9k-1 (T) + Z 24.2_“(k_j)/2a21—1 (T) (16)
j=1
k-1
< 2a-1(T) + Y 2427100295 g, (T)
j=1
k—1
= 2a9-1(T) + 24as—(T) Z o(=p/2=r)(k=j)
j=1

Escolhendo p suficientemente grande, de forma que p/2 — k > 0, segue que

N

-1
Cperot(T) < en(T) < 2ape-1(T) + 24age—(T) Y 20#/27R)k=0)
1

.
Il

= (24 24c9)ag—(T)
= Clazkfl(T>.

Se assumirmos pc; = 2™ para algum ny € N, segue por indugao e por hipdtese que
eoping (T) < agr-1(T) < ™M aghing (T) = " agring (T).

Finalmente, dado j € N, se j > 2™ existe k € N tal que 270 < j < 2ktnotl - Agsim pelas
Proposigoes 1.2.4 (i) e 1.3.5 (7)

e;(T) < egping (T) < " agring (T) < " cagring (T') < ca;(T)
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e se 7 < 2™ temos que

e;(T) < e1(T) = a1(T) < caz(T) < ™agne (T) < ™ a;(T).

Tomando C' = max{c”’c, "}, obtemos que para j € N,

Para demonstrar a segunda parte do teorema considere by, = sup{f(j)a;(T) :

¢;(T) < Cay(T).

1,--- 2k} Entao

a;(T) <bp/f(5), j=1,...,2""™.

Podemos substituir ag;-1(T") por b,/ f(27!) na inequagao (1.6) e obter

k—1
em(T) < 2aper + Y 24271620y, (T)

Jj=1

k—1
<2/ f(2N) 4 ) 2427 DRy (2071,
j=1

Por hipétese temos que

e assim

FET) e f@) < < MFERT

1 k=i 2n(k—1)

f@) S FERn )

Portanto, tomando p suficientemente grande, obtemos

ou seja,

k—1 ,
2by 2-nk=3)/2p,
€ok+ng (T) < m + 24 ; W

k—1 ,
20 9~ (n/2=r)(k=j)p
< oy t24) E——
o T T e
coby, cobpc0 csby,

F2FT) = f(2km) T f(2kFno)’

€ok-+ng (T) S Cgbkf(2k+n0)_l, Vk € N,
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onde c3 > 0 independe de by,. Seja ¢’ = sup;<<qgno €;(T) f(j). Se 1 < n < 2™ temos que

/

T
= a(T)f(1)
< ¢ sup a;(T)f(j). (1.7)

1<j<n

Se j > 2™ segue que existe k € N tal que 2k < j < 2F+notl o assim
&;(T)f(7) < eqreng (T) f(257™) < cesby,. (1.8)

Seja C' = max{ccs, ¢"}. Se n > 2" ou seja, 2810 < p < 2k+nmotl hor (1.7) e (1.8) temos

que

sup €;(T)f(j) < sup  ;(T)f(J)
1<j<n 1<j<2k+not!
< Cby
= C sup  a;(T)f(j5)
1<j<2k+no
< sup a;(T)f(j)-
1<j<n

Proposigao 1.3.9. Sejam X, X1,Y, Y] espacos de Banach. Assumimos que X € isométrico
a um quociente de X1 e que 'Y € isométrico a um subespaco de Y. Denotamos porq: X1 — X
a aplicagcao quociente e por 7 'Y — Y a inclusao isométrica. Entao para todo operador
ue L(X,Y), temos

er(u) =ep(uogq), k>1

1
Qek(u) <ep(jou) <ep(u), k>1.

Demonstracao. A primeira parte segue de ¢(By,) = Bx, pois
ex(uoq) = inf{e >0: N(u(q(Bx,)),eBy) < 2F 1!}
= inf{e >0: N(u(Bx)),eBy) <21}
= ex(u).
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Além disso, e(j o u) < [[j]lex(u) = ex(u), pois [|j] = sup{[li(W)[| : lyll < 1} =1, 0 que
demonstra o lado direito da desigualdade.

Para demonstrar o lado esquerdo da desigualdade, suponha que j o u(Bx) seja coberto
por 2¥=1 bolas de raio € em Y, ou seja

2k—1

jOU(Bx) - U (yi+5BY1)v Yi € Yi
i=1
Podemos supor sem perda de generalidade que j o u(Byx) N (y; + €By,) # 0 para todo 1 <
i < 281 Para cada 1 < i < 2871 seja entdo 3; € u(By) C Y tal que j(%) € v; + By,
e consequentemente ||7(y;) — vi|| < e. Dado b € u(Bx), segue que j(b) € jou(Bx) e logo
j(b) € y; + €By, para algum 1 <i <2871 Assim

17(0) = will <€

e logo
16 =zl = [17(6) = 3@l < 13 () = will + 13 (@) — will < 2e.

Portanto temos que
2]67 1

i=1

ou seja, ex(u) < 2ex(j ou). n

1.4 Relacao entre Niimero de Entropia e e-Entropia

O n-ésimo ntumero de entropia de um subconjunto K de X pode ser obtido, aproxima-
damente, resolvendo a equagdo H.(K) = n — 1. Na verdade, o que conseguimos demonstrar
é que as fungoes € — H.(K) e n — e,(K) sdo aproximadamente uma inversa da outra no

seguinte sentido:

n—1<H(K)<n = ep(K)<e<e,(K)

ent1(K) <e<e(K) = n—-1<H. (K)<n.

De fato, consideremos
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N (K)=min{m e N: K C U(xk—i—sBX), Tl Ty € XY
k=1

2n71

N/(K)=min{2"': K C U (xx +eBx), T1,...,Ton-1 € X},

k=1

H(K) = log Ne(K),

H(K) = log N/(K),
2n—1

en(K) =min{e: K C U (xp +eBx), 1,...,Tm-1 € X}.
k=1

Note que 2" 1 < N_(K) < 2" <= N/(K) = 2" pois

K C Ui;(x;ﬁ—eBX) ,  paraalguns zi,...,Ton € X,

2" < N(K)<2" & o
K ¢ U;_, (xxy +eBx) , para quaisquer zy,...,Zgn-1 € X

& NIUK)=2",

portanto HJ(K) — 1 < H.(K) < H(K). Mostremos agora que n — 1 < H.(K) < n =
eni1(K) < e <e,(K). Temos que

n—1<H,(K)<n & N.J(K)=2"
K C Uill(xk +eBx) , paraalguns xi,...,xom € X,
n—1
K g Uizl (xx +eBx) , para quaisquer i,...,Ton-1 € X,

ent1(K) <e,
en(K) > e.

Reciprocamente temos que e,,1(K) < € < e,(K), pois

KcU (zx+eB , ara alguns x1,...,T9m € X,
ensi(K) <e < en(K) = Uimifon +eBx) - para alguns ..., 72

K ¢ U;_, (xy +eBx) , para quaisquer zy,...,%gn-1 € X,
= N(K)=2"= H.K)=n

= H(K)<H(K)=n e H(K)>H(K)-1=n—1.



Capitulo 2

Anéalise Harmoénica na Esfera S¢

Este capitulo fornece pré-requisitos para os capitulos seguintes. Nao nos preocuparemos
aqui em exibir as demonstragoes dos resultados, das Secoes 2.1, 2.2, 2.3 e do Teorema de

Multiplicadores da Segao 2.4, uma vez que elas se encontram em [8].

Na primeira secao definimos os harmonicos esféricos e enunciamos algumas de suas
propriedades. Na segunda secao definimos os harmonicos zonais e exibimos resultados
relacionados a eles. Ja na terceira secao introduzimos o operator de Laplace-Beltrami
que fornece uma caracterizacao para os espacos de harmonicos esféricos. Na quarta secao
apresentamos o Teorema de Multiplicadores demonstrado em [5] e damos uma aplicacao.
Na tltima segao calculamos a dimensao de espagos de harmoénicos esféricos, seguindo [5].

Além das referéncias ja citadas, utilizamos também [7], [13], [14], [12].

Usaremos neste capitulo a notacao

2.1 Harmonicos Esféricos

Notagao 2.1.1. O produto escalar usual entre x,y € R serd denotado por (z,y) =

1/2

ZZ; Tryr € a norma euclidiana de x € R por |||z||| = (z,x)"/". Denotaremos por S a

15
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esfera unitdria {x € R4 . |||z]|| = 1} e a medida de Lebesgue normalizada sobre S por p.

Notagao 2.1.2. Denotaremos por SO(d+1) o grupo formado por todas as rotagoes priprias
em R¥L. SO(d + 1) pode ser identificado com o conjunto formado por todas as matrizes
ortogonais de ordem (d+ 1) x (d + 1) e com determinante igual a 1, munido da opera¢io

usual de multiplicacdo de matrizes.

Notacgao 2.1.3. Seja (2, A,v) um espago de medida, ou seja, ) é um conjunto nao-vazio,
A € uma o-dlgebra de subconjuntos de ) e v € uma medida ndo-negativa sobre A. Se
1 < p < o0, denotaremos por LP(Q) = LP(Q, A,v) o espago vetorial de todas as fun¢des

mensurdveis [ : Q) — C tais que

It = ( [ If(w)\pdV(w)>l/p <o

Denotaremos por L>®(Q2) = L*(Q, A,v) o espago vetorial formado por todas as fun¢des
mensuraveis f: Q — C para as quais existe uma constante C > 0, tal que |f(w)| < C g¢.s..
Se f € L*(Q) escrevemos

flloe = mf{C = [f(w)] < C gtp. weQ}

Se f,ge LP(Q),1<p<o0ef=g qs., [ egserio considerados um mesmo elemento

de LP(Q2). Com esta identificagcao LP(Q2) € um espago de Banach com norma || - ||,.

Observacao 2.1.4. O grupo SO(d+1) age transitivamente sobre S¢, isto é, dados z,y € S¢,
existe u € SO(d + 1) tal que ur = y. A medida de Lebesgue p sobre ST é invariante por
rotagoes, isto €, u(u(A)) = u(A) para todo u € SO(d+ 1) e todo subconjunto mensurdvel A
de S Se f € L*(S%) eu € SO(d+ 1), entdo

fuydu /f )dp(y

Definicao 2.1.5. Dizemos que uma fungdo f : R — C é homogénea de grau k € Z se
fOx) = N f(x) para qualquer X > 0 e x € R,

Notagao 2.1.6. Denotaremos por P o conjunto de todos os polinémios definidos sobre R4+!

e por Py o subconjunto de P formado pelos polinomios que sao homogéneos de grau k.

Teorema 2.1.7. Para todo k > 0, Py é um subespaco vetorial de P e

[ d+k
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Notacao 2.1.8. Seja A o operador laplaciano em R e seja k € N. Denotaremos por Ay,
o subespacgo vetorial de Py formado pelos polinomios harmonicos e homogéneos de grau k,
1sto €,

Ak:{pEPk:Ap:O}.

Definicao 2.1.9. Um harménico esférico de grau k € a restricio a esfera ST de um elemento

de Ay. Denotaremos por Hy o conjunto dos harmonicos esféricos de grau k.

Teorema 2.1.10. Temos que dimHy =1, dimH; =d+1 e

d+k d4k—2
dimH, = [ T (4T g, k>2 (2.2)
k k-2

Teorema 2.1.11. Toda fun¢do continua sobre S¢ pode ser aprozimada uniformemente por

combinacgoes lineares finitas de harmonicos esféricos.

Corolério 2.1.12. O espago vetorial gerado pela unidgo UL Hy, € denso em LP(S?), 1 <

p < o0.

Notagao 2.1.13. Sejam f,g € L*(S%). Denotaremos por (f,g) o produto interno usual de
f por g em L?(S?), isto ¢,

(f.9) = y f(@)g(x)dp(x).
Teorema 2.1.14. Para k,l > 0, k # 1, temos HiLH; em relagdo ao produto interno (-,-).

Coroldério 2.1.15. Se f € L*(S?), entdo f admite uma tinica representacdo na forma

fla) =) Y¥(a),

k=0

onde a série acima converge para f na norma de L*(S?) e Y®) € H,. Além disso

115 =22 ®,.
k=0

2.2 Harmonicos Zonais

Definicao 2.2.1. Fizemos © € S? e consideremos o funcional linear LY sobre Hy que a

cada elemento Y € Hy, associa o valor Lék)(Y) =Y(z). Como Hy é um espago de Hilbert
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munido do produto interno (-,-) de L*(S?), existe um 1tinico harmonico esférico z¥ e H,

tal que L
Vo) = 10 = (v.29) = [ Yz auts)

para todo Y € Hy. Dizemos que Zg(ck) ¢ o harmonico zonal de grau k e polo x.

Lema 2.2.2. (a) Se {Yl(k), . ,Ya(,f)} ¢ uma base ortonormal de Hy, entdo
akg
209y =3 V@)Y ).
j=1

(b) Z¥ assume somente valores reais e Zggk)(y) = Zék) (x).
(¢) Se u e SO(d+1) entio 28 (uy) = 2P (y).

Corolario 2.2.3. (a) ng;k)(a:) = dim H}, = ay, para x € S¢.

®) (| a
Y, (x)‘ = ay, para x € S°.

(b) 255

(c)

Definigao 2.2.4. Seja A > 0. Os polinomios P} (t),—1 <t <1,k >0, dados por

P(t) = Z aa;(t —iv1—12) (t + V1 — 2,

I+j=k

20| < o sy < .

ondeag=1c¢e¢
AA+1) - A+ k—1)
k! ’

sao chamados de polinomios ultraesféricos ou de Gegenbauer.

ap = kZl,

Teorema 2.2.5. (a) (1 —2rt + %)™ = S22 PM(t)r" . A série converge uniformemente

para todo r € R, |r| < rg, onde ro,t ER, 0 <rg <1 elt|] <1 sao fixos.
(b) Py(t) = L,]t| < 1.

() £PA(t) = 2P (1), 1 < 1.

(d) P)(t) é um polinémio de grau k, k > 0.

(e) As combinagies lineares finitas de Py, formam um subconjunto denso no espago das

fungoes continuas sobre o intervalo [—1,1] com a métrica da convergéncia uniforme.

(f) PA(=t) = (=1)FPX(t), [t| <1, k >0.
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Teorema 2.2.6. Sejam d > 2,\= (d —1)/2 e k > 0. Entdo para todo x,y € S temos

d+2k—1
ZM (x) = ?Pﬁ(@,yﬂ
Corolario 2.2.7. Os polinomios P,Ed_l)/Q(t), k > 0 sao mutuamente ortogonais com respeito

ao produto interno

[f, 9] = y F(H)gt)(1 — t2)4=2/2gz.

Corolario 2.2.8. Os polinémios Pk(d_l)/Q(t)

espaco L>([—1,1], (1 — t3)\4=2/2q¢).

, k > 0 formam uma base ortogonal para o

Teorema 2.2.9 (Teorema da Adic¢ao). Se {Yl(k), . ,Ya(,f)} € uma base ortonormal de Hy,

k >0, entao

G d+2k—1_(
k k d
DY@y ) = 200) = = m B eoso),

onde 0 ¢ o angulo entre x e y.

Definicao 2.2.10. Seja K(t) uma fungdo mensurdvel definida sobre [—1,1] e seja K(z) =
K({z,e)),z € S onde e = eg11 = (0,...,0,1). Se K, f € LY(S9), definimos a convolugdo
K x f por

K« f(x)= [ Kz, y)f(y)duy).

Sd

Observagao 2.2.11. Se K € L'([-1,1], (1 — tz)(d_z)/zdt) entdo

(d 2) /th

K((z,y))du(y)
Sd Wy

onde wy € a drea de S°.

Teorema 2.2.12 (Desigualdade de Young, [14], p. 31). Seja K(t) uma fun¢do mensurdvel
definida sobre [—1,1], K(z) = K((x,¢e)) e sejam 1 < r,p,q < oo tais que 1—1/r = 1/p—1/q.
Se K € L"(S?) e f € LP(S9), entdo K * f(z) € LI(S9) e

[« fllg < [[K][ 171,

Notacao 2.2.13. Denotamos por Z*) (t) a fungao

~ d+2k -1 _ -
29t = L),
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e see=eq = (0,0,---,0,1) € o polo norte de S? e f € L*(S%), definimos a convolugio

Ze(k) x f por
289+ f(@) = 29+ f(@) = [ 29wl widnts) = [ 2P0t

Teorema 2.2.14. Se f € L*(S9), entdo

o0

fla) =Y _2ZW « f(x),

k=0

onde a série acima converge para f na norma de L*(S?) e ZH f(z) € Hy.

2.3 Operador de Laplace-Beltrami

Definicao 2.3.1. Seja f uma funcdio definida sobre S e seja Eof a funcdo definida sobre
RN\ {0} por Eof(z) = f(z/]x]),  # 0. Se g é uma funcdio definida numa vizinhanga de
S?, denotaremos por Rg a restricio de g a esfera S?. O laplaciano esférico ou operador de

Laplace-Beltrami Ag € definido por
Asf = RAEf.

Lema 2.3.2. Sejam f, g duas funcoes de L?(S?) tais que Asf e Asg estejam bem definidas
e sejam fungoes de L?(S?). Entdo

JAsgdp = / N
Sd Sd

isto €, o operador de Laplace-Beltrami Ag € um operador auto-adjunto em relacdo ao produto
interno de L?(S9).

Teorema 2.3.3. Para cada k € N, Hy, é o espago vetorial dos autovetores do operador de

Laplace-Beltrami Ag associados ao autovalor —k(d + k — 1).

Teorema 2.3.4 (Férmula de Funk-Hecke). Se K € LY([—1,1], (1—t?)@=2/24t) e Y®) € H,,

entao
K ((z, )Y ®(y)duly) = MY P (2)

onde

e = — L / KPP (1) (1 — )22t
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2.4 Teorema de Multiplicadores

Notagao 2.4.1. Denotaremos a bola unitdria de LP(S%), 1 < p < oo, por U, = {¢ €
Lp(8%) - [19ll, < 1}.

Definigao 2.4.2. Seja A = { A }ren uma sequéncia de nimeros complexos e sejam 1 <
p,q < co. Se para toda ¢ € LP(SY) existe uma funcio f = Ao € LI(S%) com expansdo

formal em harmonicos esféricos
FroY MZ® g
k=0

tal que

1Al = sup [[A¢ll, < oo,
eUp

dizemos que A € um operador multiplicador limitado de LP em L? com norma [[All,,

Notagao 2.4.3. Para m,k € N denotamos

m (M4 Ek)!
G = m!k!
Definigao 2.4.4. Seja {\i}ren uma sequéncia numérica. Definimos AN, = A\, Al =

M — A\ir1 € definimos indutivamente
AN = A"\ — A"\

Proposicao 2.4.5. Seja f(x) uma funcgdao real definida para x > 0 e com derivadas até a
ordem n. Se \y = f(x + k), escrevemos Al f(z) = Al\g = f(z) — f(x + 1) e A" f(z) =
A"f(x) — A" f(z + 1) = A"\g — A™\y. Entdo

1 1
A”f(:v):(—l)”/o /0 fO (@4t + - ty)dty ... dt,

A F@)] < g 17z + )],

Definicao 2.4.6. As somas de Cesaro S°, n,§ € N, relativas a sequéncia {Z(k)}k , 8a0
eN

definidas por
Z 0 7M@), —1<t<1.

”mO
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Teorema 2.4.7 ([5]). Seja

N = <d+1>/27 d:3757”'7
(d+2)/2, d=2,4,---,

e seja A = { A\ }ken uma sequéncia de nimeros complexos. Sejam 1 < r,p,q < oo tal que

1-1= (% — §)+, onde se a € R",a; = max{a,0}. Suponhamos que
klim |A*Ae|k° =0, 0<s<N (2.3)
€ o0
D |ANTIN, [N < oo, (2.4)
n=1

Entao existe uma constante positiva C' tal que
(o)
IA[L, < Aol +C D [ANFIN, [ nNH-1/)
n=1

Além disso, se p € LP(S9) e

k=1

tn(p) = AoCo + (Z CIiVSI]cVANJFl)\k) k@

temos que

A — ta(@)ll, < C Y [ANFIA] RNV g

k=n+1

P

Proposigao 2.4.8. Seja A = {\Yiew, onde A, = k™7, v €ER, v >0, e sejam 1 < p,q <
oo tal que v > d(1/p — 1/q),. Entio A é um operador multiplicador limitado de LP em
L9,

Demonstragao. Denotando f(k) = A, pela Proposigao 2.4.5, temos que

| A A A (k)] < max [f©)(k + )]

0<t<s

© (1) = =y = 1) (= = (s = 1)t
Jnax O] = max [—y(=y 1) (== (s =)t

= max O, =k (2.5)

k<t<k+s

Logo |[A®Xg|k* < C, sk77, onde limy_.oo |[A*Ag|k® = 0, 0 < s < N e portanto a condicao (2.3)

do Teorema 2.4.7 é satisfeita.
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Agora, sejay =e+d(1/p—1/q)1, e >0el <rpg<ootalquel—1/r=(1/p—1/q),.
Temos por (2.5) que
|AN+1/\k| < 07 N+1]€_d(1_1/r)_N_(1+6)

e entao

Z |AN+1/\k|kN+d(1—1/r) < ny,N—i—l Z k—(1+s) < o0,

onde a condigdo (2.4) do Teorema 2.4.7 é satisfeita e portanto o operador A ¢ limitado de

LP em LY. [ ]

Proposicao 2.4.9. Seja A® = {\}ien, onde A\, = e y,r € R, v >0, 0 <r < 1.

Entdo A® ¢ um operador multiplicador limitado de LP em L, para todos 1 < p,q < co.

Demonstracao. Como para futuras aplicagoes estamos interessados apenas na limitacao do
operador multiplicador A®® e ndo na constante que fornece esta limitacdo, demonstraremos
o resultado fazendo uso de técnicas mais simples sem utilizar para isso o Teorema 2.4.7.
Faremos a demonstracao para p =1 e ¢ = o0 e os demais casos seguirao das relagoes entre
as normas de LP, 1 < p < 0o e entre as normas de L9, 1 < g < oo.

Se ¢ € Uy, entao
T) & Z M Z® s ()
k=0

Denotando d; = A\, Z®) % ¢(z), obtemos da Desigualdade de Holder, do Corolario 2.2.3 (c) e
do fato que aj, < Ck?! (Teorema 2.1.10), obtemos

/S ) ’“)(y)so(y)du(y)‘
< Il lelly [ 28] < wla

el = [MZ® x @) =

< OMETY = Ce W 1, (2.6)
Definimos f(z) = Ce ™ 2%¢"1).  Entao f'(v) = —Cyre @ zp2d=D+r=1 4 920(d —
1)e™ 7 p2d=D=1 "¢ agsim
d+1 1/r
f’(x)g()@xz( i ) .
yr

= 1/r 1/r ,
Tomando € = f (( 1) ) temos £(k) < C para & > (%) ou scjn, e a0 <
C = Ce " k1) < Ck=2. De (2.6) temos que

OIRCRE I ST Si
k=0 k=0 =

yr
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Assim . .
AP || =sup > ldil <CD k> <C,
ze€S? 17 k=0

ja que > "2, k7?2 é convergente. Consequentemente o operador multiplicador A® ¢ limitado

de L' em L* e portanto de LP em L, para todos 1 < p,q < oo. [ ]

2.5 Dimensao de Espacos de Harmonicos Esféricos

Definigao 2.5.1. Sejam «, 3 > —1. Os Polinomios de Jacobi pled (t) podem ser definidos

através de uma funcao geradora por

2RI — 24+ R) (14 2+ R =) P9(t)2",

n=0

onde R = (1 — 2tz + 2%)1/2.

Lema 2.5.2. Sejam o, 3 € R, «, 3 > —1/2. Entao para todo n € N temos

Pn+a+1)
CESNCES

plessd) (1) = o

n

TA+1/2)T(n +2X) 1 sa
PMt) = PA-122-12) 3y <t <1,
= TNt AT 1/2) " 0, ~1<i<

Lema 2.5.3 ([12], p. 71). Seja

o P x)P, Y
K](Vﬁ)(xay)_E: k ();2()’
k=0 HP,ga’ )

2

onde

e

2
P )

(1 —8)*(1+t)7dt.

2 /1
2 -1

Entao

F(N + o+ 5 —+ 2) P(thLg)

KO (x,1) = 270701
v Mo+ 1DI(N +p4+1) Y

(2). (2.7)
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Lema 2.5.4. Seja Ty = &5 _oHy. Entdo

2 (N +d—1)(N +d/2)

dim7y = I I (2.8)
Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.9 temos que
Z YO @)Y P (y) = 29 ((z,y)) (2.9)

onde Z®(t) ¢ a funcdo
d+2k—1
d—1

Tomando = = y e integrando em ambos os lados de (2.9) obtemos

(k 7 (k)
/Sdzhf o dute) = [ 290duta) = 291,

ZW(t) = PR,

Observe que

~ d+2k—-1_4

7 (1) = pld—1b/2

d+2k—1T(d/2)I'(k +d —1) plaD/2(-2/2) (1)
d—1 T(d-1DI(k+d/2) *
D/20(k 4+ d = 1) p(a-22a-272)
D(@T(k+d/2) ~*

_ O P22/

= (d+2k-1)

T(d/2)T(k+d — 1)
T(d)C(k + d/2)

ag
L3 V@) duto) = P22 ),
S m=1

onde Cf = (d+ 2k — 1)

. Assim

Por outro lado

ag
a, = dimH, = Zl
ag
-2 [
=175
a

Sd j=1

()
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e portanto
= O PR (), (2.10)
Tomando o quadrado em ambos os lados de (2.9) e entao integrando com respeito a x obtemos

ag

/Sd (Zyﬁz)(x)@((y)) du(x) =

m=1

(Z > dp(x)

m\zg\

(CePL D2 (1)) di)

/Sd< pld-2)/2,(d- 2)/2)(<x’y>)>2du(x),

d

|
<2

Por outro lado temos que

/ (ZY’“) Vi y>) du(w) = / d (Zﬁ%)@@)) <ZYJ’“’@>W@>> du(x)
_ Ny Y ® Y () dusla
- Ly W) [, (7 @vI @) duta)
= iiy YD ().,
= > v w)
= > IV )P
e portanto
S Pwf =k [ (R ) duo) (211)

Segue da Observagao 2.2.11

_ — 2 _
L (P ) ) =

((d-2)/2,(d—2)/2) ||?
k 2

onde ¢ = wy/wy_1 = 2771 T(d/2))?/(d —1)! e

2 1 2
Hpé(dﬂ)/l(dﬂ)ﬂ) _ / <P]§(d*2)/2,(d*2)/2) (t)) (1 . t2)(d*2)/2dt.
2 -1
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Integrando (2.11) com respeito a y encontramos

d

2
d—2)/2,(d—2)/2
k:( )/2,(d—2)/2) 2d,u(y)

= ;| !
Sd

02 -1 ((d 2)/2,(d—2)/2)

2

e assim, usando (2.10) obtemos

CoPUED/22/D) 1y _ 2t || plla-2)/2(d-2)/2

2

ou seja
d—2)/2,(d—2)/2
Fi( )/ ( )/ )(])

. .
H Pl=2/2(-2)/2)

2
Substituindo Cy em (2.10), obtemos

i, — g0 T(2)

)2 . (Pé(d—Q)/Qv(d—Q)/Q)(l))Q
-1

2
H Pl-2/2(-2)/2)
2

e portanto

N 2 N
dimTNZZdimmzzd i Z

: k=0

((d-2)/20- 2)/2)(1))2

H P( (d—2)/2,(d—2)/2)

2

Observe que
(d—2)/2,(d-2) /2 N (d 2)/27(d—2)/2)(1)>2
Ky -y

k=0

HP ((d—2)/2,(d— 2)/2)‘

2
e assim pelos Lemas 2.5.3 e 2.5.2 temos que

_ _ N+d-1)! _
K](éd 2)/2,(d 2)/2)(1’” 9—(d-1) (N + ) pld/2.(d 2)/2)(1)

T(d/2)D(N +dj2)" N

D) autn) = [t [ (R () dutodn)

_ o) (N+d—-1)! T(N+d/2+1)
N [(d/2)T(N +d/2) T(d/2+1)N!

Portanto substituindo (2.14) em (2.13) obtemos

2N +d — DN +d/2)
dIN :

djn177q::

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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como queriamos. [ ]
Lema 2.5.5. Temos que
dimHy = EE¥ 4+ b1k 4 -+ by, (2.16)
dimZy = F(N + 1)+ ¢;(N + )" 4+ 4 ¢4 (2.17)
‘ C
1 1
> _ 2.18
dim7y — FN¢  F2Nd+1’ ( )
onde
2 2
E = F==
(d—1)V dl’
bi, -+ ,bg_1,c1,- - ,cq e C sao constantes nao-negativas.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.1.10.

dim H, — (dzk)_(d:kQQ)

d+k)  (d+k—2)

Akl di(k—2)!
@+ k=2 d+k-1)(d+k)  (d+k—2) (k- 1)k
k! k!
 @k+d-1)(k+d—2)
B (d—1)!k!

e assim

2k+d—-1)k+d—2)(k+d—3)---(k+ 1)k!

dim Hy = (d— 1)IK!

= Mjlﬂ@k+d—1Xk+U~-w+d—2)

2
BRI
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onde by, -+ ,bs_1 sdo constantes nao-negativas. Para demonstrar (2.17), consideremos a

expressao de n = dim 7y dada pelo Lema 2.5.4. Temos que

2(N+d—-1)(N+d—2)---(N+1)(N+d/2)N!

n = —

d! N!
2
= E(N—Fd—1)(N+d—2)---(N+1)(N+d/2)
2
= E(NJr1)d+c1(N+1)d*1+~~+cd
onde ¢, -+, ¢4 sdo constantes nao-negativas. Pela demonstragao de (2.17) obtemos que
1 1

n FNI+ N1+t

€ COoIMNo
OGN 4 45 < (G 4G4+ )N = CONITL
segue que
1 1
= >
n — FNi4+(CNd-1

AV

qj —
<
/-~
l —
ﬁ1||
Z|Q
~_




Capitulo 3

Estimativas para Nimeros de

Entropia

Neste capitulo apresentamos os resultados principais desta dissertacao, demonstrados
em [5]. Na primeira segdo definimos as Médias de Levy e demonstramos um importante
resultado que estabelece estimativas para tais médias, de fundamental importancia para as
secoes seguintes. As referéncias utilizadas neste capitulo foram [3], [9] e [10].

Usaremos neste capitulo as terminologias a, =< b,, a, < b, € a, > b,, para
duas sequéncias {a,}nen € {bn}nen, para indicarmos a existéncia de constantes universais
Ch, Oy, C5 e Cy satisfazendo C1b,, < a,, < Csb,, a, < C3b, e a, > Cyb,, Vn € N, respectiva-

mente.

3.1 Estimativas para Médias de Levy

Iniciamos este capitulo recordando algumas notagoes introduzidas em capitulos anterio-
res.

Seja E = (R", ||-||) um espago de Banach n-dimensional com bola unitéria By = {x € R" :
Izl <1}, |[|2]l] = (OF_, |#x]?)2 a norma euclidiana de z € R e seja (z,y) = S2r_, Txyi 0

produto interno usual de x,y € R™. A esfera unitaria de R" serda denotada por
S ={z eR":|lzf]| = 1}

30
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e a medida de Lebesgue normalizada sobre S"~! por y. Denotaremos por Vol,(A4) o volume
de um subconjunto mensuravel A de R". Se X é um espago topolégico compacto, denota-
remos por C'(X) o espago das fungoes reais continuas definidas sobre X com a norma da
convergéncia uniforme.

A bola unitdria fechada de LP(S?), 1 < p < oo, serd denotada por U, isto ¢,
Up={p € LP(S%) : [l¢ll, < 1}.
O logaritmo de um nimero x > 0 na base 2 serd denotado por logx.

Definicao 3.1.1. Seja v uma medida sobre a o-dlgebra de Borel B(X) de X, onde X € um

espago topologico localmente compacto de Hausdorff.

(i) v é chamada regular exteriormente sobre E € B(X) se

v(E) =inf{v(U): E CU, U é aberto}.

(i1) v é chamada regular interiormente sobre E € B(X) se
v(E) =sup{v(K): K C E, K é compacto}.
(i1i) Se v for finita sobre os compactos, reqular exteriormente sobre todos os Borelianos e
reqular interiormente sobre todo aberto, dizemos que p é uma medida de Radon.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Representacao de Riesz, [3], p. 205). Seja X um espago to-
polégico compacto de Hausdorff e seja I um funcional linear positivo sobre C(X), isto €,

I(f) >0 se f é uma funcgdo real continua sobre X e f > 0. Entdo existe uma unica medida
de Radon v sobre B(X) tal que

1) = [ r)ivo)
para toda f € C(X).

Definicao 3.1.3. Um grupo topoldgico é um grupo G que também € um espago topoldgico e

cujas operagoes de grupo

(u,v) eG x Gr—u-veQG,

v € G—uled,

sao continuas.
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Definicao 3.1.4. Uma medida de Haar a esquerda sobre o grupo topologico localmente com-
pacto G, é uma medida de Radon v sobre G tal que v(uE) = v(E) para todo u € G e
E € B(X), onde uE = {ua : a € E}.

Teorema 3.1.5 ([3], p. 315). Sobre todo grupo localmente compacto, existe uma medida de

Haar a esquerda, que € unica a menos de constantes multiplicativas positivas.

Observagao 3.1.6. O conjunto SO(n) das rotagoes proprias em R™, munido da operagdo
de produto de matrizes e da topologia induzida de R™ x R™, é um grupo topologico compacto.
Denotemos por o a medida de Haar normalizada sobre SO(n).

Seja f € L'(S"1) e seja f a funcdo definida por f(u) = f(ue), e = (0,...,0,1). Entdo
feL'(SOn)) e

f@duts) = [ fluwdotu)

sn—1 50(n)

Em virtude desta relagao entre as medidas p e o, podemos concluir pelo Teorema 3.1.5 que,
se v é uma medida de Radon sobre os borelianos de S ' e também é invariante por rotacoes

de SO(n), entio existe X\ € R, A > 0 tal que v(E) = Mu(E),VE € B(S"™1).

Definigao 3.1.7. A média de Levy de uma norma || - || sobre R™ é definida por
%
n 2
M) = D = ([ el aute))
Observagao 3.1.8. A fim de especificar a norma ||| cuja média de Levy queremos estimar,

consideramos um sistema qualquer de harmonicos esféricos

Mo Mo
(&MY c D Hi, n= ) dimH,

=M s=My

que € ortonormal em L*(S%). Seja =, = lin{&,....&.} e seja J : R* — =, 0 isomorfismo

que associa a cada o = (ayq, ..., ap,) € R™ a funcgdo

n
Joa = 504 = Zakfk €=,
k=1

Toda matriz invertivel diagonal n X n

n
A\

>

n}

A = diag {nrys - Anty, Aty 11, 0 Abty 41, 0 Aty - A b = diag{ s, o

Vv Vv Vv
dim HM1 dim HMl +1 dim HM2
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ode ser associada a um operador linear invertivel JA,J ' : 2, — =,,, 0 qual denotamos
)
novamente por A, para simplificar a notagdo. A definicio |||y, , = [[Ax€ll, induz uma
norma em =, e passando para R"™ obtemos a norma ||al|(a, p) = ||£¥||a,p Para o € R™. Como
. . A . L, . . M
{& iy € um sistema ortonormal de harmonicos esféricos e n = dim (@lelHk), seque
que {& Y-, constitui uma base de @f\fMlHk. Desta forma podemos ordenar este sistema

ortonormal de harmonicos esféricos da sequinte maneira,
{Gi ={g M <1< My 1< j <a},

onde {fjl 1 < j < a} € base de Hy, My < 1 < My e ay = dimH,;. Assim, se

a = (a1, -+ ,0,) € R, teremos £ = >} _ oy = Zl My D e Lakéh. Logo Ap&* =
z M, )\lz aé-fé, e consequentemente

el i, ) Z Azza 3
I=M;  j=1
Denotamos
B,p) = Biay = la € Rt laf[a, ) < 1}
Se A,, = I é o operador identidade, escrevemos B( 0 = B ) e Ny =11 N

Lema 3.1.9. Dada uma fungdo arbitrdria f € C(S™') denotamos por f a extensio de f

sobre R"\{0} dada por
~ - 9 €T

f@nta) == [ fa)rte)

Nestas condicoes temos que

Sn—1

onde dy(x) = e~ dz ¢ o medida Gaussiana sobre R

Demonstragao. Consideremos a aplicacao I : C(S™') — R definida por

I(f) = . f(a:)dv(a:)—/Rn|||x\||2f(mz"')e—wnxuﬁdm

Observe que I é um funcional linear positivo sobre C'(S™"~1). Vamos mostrar que I é invariante
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por rotagoes. Para u € SO(n) temos pela Observagao 2.1.4 que

wew) = [ et (v () ) e
= [ ey () e
= [P (g )

= 1I(f).

Segue pelo Teorema 3.1.2, que existe uma tnica medida de Radon v sobre S™~! tal que

I(f) = f(@)dv(z).

Sn—l
Como I é invariante por rotacoes, segue que v é invariante por rotagoes e assim pela Ob-
servacao 3.1.6, v deve ser um multiplo da medida de Lebesgue sobre S™7 1, isto é, existe uma

constante positiva A, tal que

I(f) = An f@)du(x), VfeC(s™).

Sn—1

Tomando f = 1 obtemos

1/2
a2 = (An / 1du(fv)>
Sn— 1

=y

1/2
—T|||T 2
||’95|||2 e d:z:)

, ) 1/2
_ ( 4 ) —7r(a:1+...+:vn)dx1 L. dl’n)
Rn

+00
< 2 o (@ )d:vl . dmn> + (/ xge_”(xﬁ"'“%)dxl . dacn>
N 1/2
4o 4 (/ xie—”(ﬁ-rm-ﬁ-x%)dxl e dxn)>
+oo 2 2 1/
_ (n/ JZ%G_F(mlJ’_”'J’_m")dIl . dlL’n) ]

Como fj;o e Vidy = /7, dado ¢ € R, fazendo uma mudanga de varidvel obtemos

+o0
/ e dy = \/f (3.1)
—00 q
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e assim fj;o e ™ dr; = 1. Além disso, derivando (3.1) em relagao a ¢ obtemos

400 1
| vera=55
ou seja, f+oo z2e~™dx, = 1/21 e portanto
1/2
n/ ﬂ'Il—"_ tay )dxl...dmn)

(
(o rean) ([ i) ([ )
< n >1/2'

Logose f € C(S" 1) e f(l") = [|[[|]*f <H|§|H

)\1/2

>, x € R™\ {0}, entao

f@)dp(z) = A7 - f(x)dr ()

Sn—1

Teorema 3.1.10 ([6], p. 585). Denotemos por {ri}, a sequéncia das fungdes de Rade-
macher 1,(0) = signsin(2*70), para § € [0,1] e k = 1,2,..., e para m = 1,2,... e i =
1,2,...,n seja

57(0) =m0 (P ymer (0) + -+ 7in(0)):

Se h : R" — R é uma fung¢ao continua satisfazendo

n
_sn ) .
h(zy,...,z0)e izl ), uniformemente quando E |z;| — oo,
i=1

entao

/ ) h(x)dy(z) = lim [ h((2m)"V2(67(0),...,6m(0)))db.

m—00 0

Teorema 3.1.11 (Desigualdade de Khintchine, [2], p. 66). Seja {ri(6)}32, a sequéncia das
fungoes de Rademacher (ver Teorema 3.1.10) e sejam 1 < p < co,u € N. Entao para toda

sequéncia de escalares {cs}t_, temos que
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P 1/p w 1/2
d@) < c(p) (Z |cs|2> ,
s=1

Z rs(0)cs

" 1/2 .
b(p) (Z w) < ( /

onde b(1) >

1
3 €

1/p

_ ol/2 F(l#) — . 1/2

c(p) =2 Ty =p'7, p— oo
2

Teorema 3.1.12 (Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin, [3], p. 193). Sejam (X, M,v)

e (Y,N,0) dois espacos com medidas o-finitas e sejam 1 < po,p1,qo, @1 < 00. Suponhamos

que T seja um operador linear limitado de LPi(X) em L%(Y) para i € {0,1} e que
T fllao < Foll flpo;

T fllgy < Kl f]pr-

Entao T é limitado de LP*(X) em L% (Y) e

1T fllg. < ko "KillF[lpe:

11—t |t o, 11—t | &
onde — ="+ — ¢ - = — 4 =,
Ppo + p1 qt q0 + q1

Lema 3.1.13. Set, € @QfMl Hy, entao

[talloo < n!Plltallp, 1< p < oo,

ltallz < P72 tllp, 1 <p <2,
[tally < n1/2_1/q||tn||27 2 < g < o0
Demonstracao. Seja Dy, v, = chI:QMl Z;Ek), onde Z¥ ¢ o harménico zonal de grau k e
polo z. Entao para cada t, € @ijMl ‘Hy, temos pela definicao de harmonico zonal e pelo
Teorema 2.1.14 que
tn = 1)]\417]\42 * tn (32)

e segue assim pela Desigualdade de Young (Teorema 2.2.12) que

[[tnlloo = [1D31,015 * tnll oo < WDty vtol o Nl -
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Mas, D, v, = Dy i, * Dy, € portanto pela Desigualdade de Young, pela Definigao

2.2.1 e pelo Corolario 2.2.3, obtemos

H‘DMLMQHOO - HDMl,Mz*DMhMQHoo

IN

HDMl,M2H2 HDMLMQ “2

2
||DM1,M2||2

I
T
=
—
Ny
N—
\N
e
~~
Ny
S—
Q.
=
—
Ny
S—

Segue assim por (3.2) e (3.3) que
[[tnlloe < nfltn]lr-
Seja I o operador identidade sobre @QEMI ‘Hi. Entao temos que
[ ()]0 < nl[tn]]1,

[ (En)lloo < 1ltn]loo-

Aplicando o Teorema 3.1.12 ao operador [ para kg =n, k1 =1, gg=q =p1 =00 epy =1
obtemos
1
G =00, —=1-1
Dt
e assim

kiR =nlTt 1t = ntl,

Tomando p; = p
[[talloo = 111 (E)lloe < n"7[[tallp, 1< p < o0,

De modo andlogo ao anterior, demonstramos os outros casos. Temos pela Desigualdade

de Young que

Il = [1Dasy, 0, * a2

IN

[1Daty a2 ] 1

= n'|[tallx
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e portanto
()2 < 02|t

[ (t)ll2 < 1l[tnll2-

Aplicando o Teorema 3.1.12 para as constantes kg = n'/?, ki =1, gg=q =p1 =2 e py = 1,
obtemos a segunda desigualdade desejada.

Para demonstrar a terceira desigualdade, aplicamos a Desigualdade de Young e obtemos

||tn||oo = ||DM1,M2*tn||oo

1Dty a5 |22
n!2[[tu]f2.

IN

Assim
I (tn)so < 1M2[tn]]2,

[ ()2 < T[]

A terceira desigualdade é obtida quando aplicamos o Teorema 3.1.12 para ko = n'/?, k; =

1, g1 =po=p1=2eqy = o0. u

Teorema 3.1.14. Seja {&}7_, um sistema ortonormal arbitrdrio de harmonicos esféricos de
z M1 ‘H;, onde n = dim (@l M Hl) e ar = dim Hy. Entdo existe uma constante absoluta
C > 0 tal que:

(i) se2 < p < oo, entdo

Mo
n—1/2 (Z |)\k|2ak>

k=M,

N|=
N[

Mo
< M(|| | p, ) < CpMYPn7 12 <Z |>\k|2ak> )

k=M,

(i1) se p= o0, entao

1

1
Mo 2
nl/z(zwak) < M, ) < Cllogn) 0™ (ZM ) ’

k:Ml k= Ml

(i1i) se 1 < p <2, entdo

1 M
Qn_1/2 ( Z |)\k‘2ak>

k=DM,

[NIE

Mo 3
< My, ) < 072 (Z W'Q“’“> |

k=M1
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(iv) Se p =2, entao
Mo >
M([[[l (s, 2)) = n? (Z ’)‘k|2ak>
k=M,

Demonstracao. Vamos demonstrar primeiramente a igualdade em (iv). Para z =

(x1,...,2,) € R" temos pela Observagao 3.1.8 que
2
1z, = Z Ale 3
=M, j=1
= Z |l Z 2[1€5] 12
=M,
Mo a;
NI
=M, j=1
e assim

2
| el e

t= [ lielFauta)

Z A Z/ (3.4)

=M
Mas

|Gt atduta)
=3[ sty

= n/ ridu(r)
Sn—1

para qualquer 1 < ¢ < n, e portanto temos

1
/ ridu(z) = . (3.5)
Sn—1 n
Por (3.4) e (3.5) obtemos

/S 011, 2 dis( Z A

lM1

e logo temos que

1/2 M 1/2
M<\|~||<An,2>>=(/ﬂ _1\|x|r%An,2>) =n”2(Zle2az> 7

=M,
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como queriamos.

Como M(]].||(A,») ¢ uma funcao mondétona crescente em p para 1 < p < oo, os limitantes
inferiores em (4), (i7) e o limitante superior em (7i7) seguem de (iv).

Vamos agora demonstrar a estimativa superior em (7) e a estimativa inferior em (ii7). Seja
5\1, 1 <4 < n a sequéncia de multiplicadores obtida de \;, M; <@ < Ms, que corresponde a
enumeracao fixada dos harmonicos esféricos &;, 1 < i < n.

Considere as fungoes f(z) = ||317||2 np) TES T eh(r) = ||x||?An7p), reR" 1<p<oco.

D)’

fa) = '“x'”zf(miuo N

e assim pelo Lema 3.1.9 temos que

Temos que
2

2
= Hx”(An,p)
(Anyp)

i
[l

27T

/ lallin, o din(@) = 2 | F@)dr(@). (3.6)

Observe que a fungao h satisfaz as condigoes do Teorema 3.1.10. De fato, temos que

|zl (anp) = ZNZQ&“’
=M, J=1
3 IMZ a5l
I=M;
< su A ;|
- (M1<1<M2,p1<j< Ml );'
= C_lui
i=1
e portanto
h(z)e Xi=tleil = Hx|| A€ e~ 2k=1 1%l _ () uniformemente quando Z |z;| — 0.
k=1
Assim aplicando o Teorema 3.1.10 para estas fungoes temos
f( )dy(z) = lim / [(2m) " 2(67(8), -+, 67(9)) | ., 9O (3.7)
Logo por (3.6) e (3.7) temos
27r
| delipute) = 2 [ allt,pin
1
= nggngo 167 (0). 5 (D)), 1.
0
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Mas note que
m m m . m 2
167 (6), s SO,y = [T OEO
n 2
= D _&om(0)
=1 An,p
n 2
= ||An (Z @-@m(e))
i=1 »
n p 2/p
= [ [ |3 Aetname) dum)
S {i=1
e portanto
1 n P 2/p
[ Ml i) = ot i ( || Eher e du(r)) @ (33)
i=1
Temos ainda que
D N&G(T)EMO) = > mTPEEN(r-ym i (0) + -+ i (6)).-
i=1 i=1
Tomando f(l-,l)erk(T) = m~V2(1), T € Sle X(i,l)erk = Xz para i = 1,2,...,n; k =
1,2,...,mem=1,2,..., nés obtemos
DO ON&(T) = D ri(O)NE;(7)
i=1 j=1
e portanto segue por (3.8) que
1 mn B p 2/p
| il o) =7 Jim [ ( LIEnexém du<r>> B (39)
" 1

Do Corolario 2.2.3 (b) e das definicdes de &(7) e Xj, segue que

Z |/~\j§j(7>|2 = ZZ |5‘(i—1)m+ké(i—1)m+k(7_)|2
j=1 i=1 k=1
= D ) IAPIm 2 ()
i=1 k=1

= Zm|/~\i|2m_l|§i(7—>|2
=1

Mo
= > Nl

Jj=M;
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Portanto das desigualdades de Jensen e de Khintchine (Teorema 3.1.11) e de (3.9), para
2 < p < o0, obtemos

1| mn o p 2/p
[ Nelf pdute) < 0t ( L] s d9du(7)>
n—1 ]:1

[N
o
=
S~—
S~—
[\&]
3
L
=)
T
oY
3
3
~—u
o
I
—~
3
)
~
S
I
no
9
=
—~
ay

IA
<
S
L
/—\
(]
>
<.
o
Q
<
N——

e portanto obtemos a estimativa superior em (i). Agora, como |-||, > |||, segue pela

Desigualdade de Khintchine e por (3.9) que

/Snl ||$H%An,1)d,u(1?) > n! 7%1_{1100 (/Sd/o ]Z:;rj(ﬁ)ijg( ) d@d,u( ))

AV
=
=
e
3
f:

g B
T
VY
L
o

<
o
2
T
N———
Ay
[\
Q.
=
2

VvV
|
3

le - <Z |)\j|2aj> : (3.10)

e portanto obtemos a estimativa inferior em (47).
Finalmente, aplicando a primeira desigualdade do Lema 3.1.13, e em seguida a estimativa

superior em (7) para p = log, n, obtemos

1/2 1/2
([t mtuo) = ([ 18gdw)
1/2
< ([ s
Sn—1
1/2
= ([ Nl o))

v 1/2
2
S n1/p01p1/2n_1/2 ( Z |/\] |2aj>

Jj=M

1/2
= 20, (logn)"*n (Z 1A, |2aj)

Jj=M
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e assim demonstramos a estimativa superior em (7). |

3.2 Estimativas Inferiores para Nimeros de Entropia

Nesta secao aplicaremos o Teorema 3.1.14 para obter limitantes inferiores gerais de

numeros de entropia para uma ampla familia de sequéncias de multiplicadores.

Definicao 3.2.1. O conjunto polar de um subconjunto compacto K de R™ € definido por
Ke={xeR": sup|<z,y>|<1}
yeK

e a norma ||-|| xo definida por

ke = sup{<z,y > y€ K}.
reR™

|||

Teorema 3.2.2 (Desigualdade de Urysohn, [11], p. 6). Seja K um subconjunto compacto de

1/n
Vol,,(K) /
—_ < x| o dp(z).

Definigao 3.2.3. Seja A um subconjunto de um espaco vetorial X. Dizemos que A é convexo

R™. Temos que

se para quaisquer x,y € A, tivermos
ar+(1—a)ye A, Vael0,1].

Definicao 3.2.4. Seja A um subconjunto de um espaco vetorial X. Dizemos que A € cen-
tralmente simétrico se A € simétrico com relagao a origem 0, em outras palavras, se para

todo x € A tivermos —x € A.

Definigao 3.2.5. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X. Dizemos que A € ab-

sorvente se dado x € X, existir \g > 0 tal que v € AA para todo A € R com |A| > ).

Proposicao 3.2.6 ([11], p. 6). Seja V um conjunto convexo, centralmente simétrico, limitado

e absorvente. Eriste uma constante absoluta C > 0 tal que para todo n € N,

1/n

Vol (VIVoL(V*) | _
(Voln(B(”Q))>2 -
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Teorema 3.2.7. Seja A = {\,}nen uma sequéncia de multiplicadores arbitrdria. Entao
existe uma constante C' > 0, dependendo somente de p e q, tal que, para todos N,k € N e
n =N, dimH,,

ex(AU,, L) > c2 ki,

onde w, = Opknp,

1 , p<oo, g>1,

) (logn)™'? | p<oo, g=1,
o (logn)™"? , p=o0, ¢>1,
(logn)™" , p=o0, ¢=1

N 1/n
Op = (H ‘)\”dimHz) .
=1

Em particular, se k =n e |A\1| > [X2| > ... > ||, entao
en(AU,, L) > C|An|kn (3.11)

Demonstracao. Se para algum 1 <[ < N, \; = 0, entao a demonstracao do teorema é
trivial. Assumimos entao que \; # 0 para todo 1 <[ < N.

Considere uma norma || - || em R" e seja E o espago de Banach com bola unitéria Bp.
Para = € R" seja ||z||° = sup{| (z,y) | : y € Bg} e seja E° = (R, || -||°). A bola unitéria

Bpgo serd denotada por Bj,. Usando a desigualdade de Holder obtemos

n

121Gy = sup{[(z.y)|:y € B,
= sup{|(Jx,Jy)|:y€B&)}

sup{ / Jnydu‘ tY € B@)}
Sd

sup {1721, 1791, = € By }

IA
<
8

I
8
=
Q\
=

onde 1/¢+1/q" = 1. Assim se tomarmos || - || = || - ||, 1 < ¢ < 2 pelo Teorema 3.1.14 e
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pelo Teorema 3.2.2, obtemos

Vol (B )\ "
( < o
[ Nisllydno)
1/2
([ alinauto)
Sn—1

= M| lg))

L@ 1<gs2
logn) /2, g =1,

IN

IN

IN

(3.12)

onde 1/g+1/¢' =1, ou seja 2 < ¢’ < co. Da mesma forma, para todo 2 < p < oo obtemos

1/n
Vol,,(B")°
(p)
R A d
(Vol (B, )) /Sn_1 Il ()

</S”—1 HxH%p)du(x))l/Q

= M| llw)
{pm, 2 < p < oo,

(logn)'/,  p = oo.

IN

IA

< (3.13)

Pela Proposigao 3.2.6 existe uma constante absoluta C' > 0 tal que

Vol (Br, Vol (Br,)*)\ "
< Vol (Bp)? ) =C

e assim por (3.13)

n 1/n n \o —1/n
Vol,(Br,) o (Yol(By)
Vol.(Bp) = Vol.(Bj)
C{p‘”z, 2 <p< o0,

>
(logn)~*/2,

(3.14)
p = 0.
Seja 1, ..., Tn() uma e-rede minimal para AB{}) em (R", |[-|[(y)) com cardinalidade N(e).

Entao
N (6)

k=1



(logn)_z, q=1
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Comparando os volumes obtemos
Vol,,(ABg,)) < e"N(g)Vol,(B,)
e consequentemente
Vol (AB7)\ " Vol (B2 )\ "
W) < (N | ) 3.15
( Vol, (B, ) < (V) (vOln(ng)) 1)
Se T'e L(R",R") e X C R", entéo Vol,, (T'(X)) = (detT) (Vol,,X). Temos entao que
1/n 1/n
(Vol. (ABy,))) (deta-Vol, (By,))
1/n - 1/n
(Vol. (Bp,)) (Vol. (Bp,))
1/n
D)
= (detA) . (3.16)
(Vol. (Bp))
Assim por (3.12), (3.14), (3.15) e (3.16), encontramos
: Vol (B2 \ "
L ope, 2 < , L [(Vol(B™)\ "
Cu(detn)xd P ==P < (deth)w [ @)
(logn)~2, p= oo, Vol, (2))
1
_ Vol,,(AB[,)) \ "
Vol (Bfy,)
Vol,(B)\ *
"\ (q)
< e(N(e -
(Voln (B(Q)) )
1
1 q/ 2, 1< q S 27
= Cae(N( ))n{ () ) (3.17)

Tomamos N (g) = 2871 Entdo por definigao de niimeros de entropia
g = €k(AUp N TN7 LN TN)
onde Ty = @;V:O H;. Por definicao e pela Proposigao 1.3.9 encontramos

ek(AUp,Lq) 2 €k<AUmeN,Lq)
> 27'en (AU, N Ty, L9 N Ty)
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e assim para 2 < p < ooel < q <2, temos que

€k (AUp, Lq>

v

271CiC5 (N ()™ (g) 7P (det A) V12
"2~ k=D/n (det A) YT

C'2'" 27k (det A"

C'27k/m (det AV

AV VS

v

Logo
ex(AU,, L) > C2 g, 2<p<ocel<q<2.

Consideremos agora 1 < p < 2e 1 < g < 2. Observe que |||, < [|-[|, e assim U C U,
Portanto
gk—1
en(AUz, LY) = inf{e: AUy € | (2 + £U,)}
o
inf{e : AU, € | (2 + £U,)}

Jj=1

IA

= ek(AUp, Lq)
e portanto, pelo caso anterior segue que
er(AU,, L9) > e (AU,, L) > C27%/"g,,.

Para o caso em que 1 < p < oo e 2 < ¢ < oo, temos que |||, < [|-[|, e U; C Uy e assim

2k—1
er(AU,, L) = inf{e: AU, C | (z; +U,)}
j=1
216—1
> inf{e : AU, C | (z; +€la)}
j=1
= er(AU,, L?)
> C27Fng,,.

Portanto para p < co e ¢ > 1, temos que
er(AU,, L9) > C27%"q,,.

Fazendo uma anélise semelhante nos outros casos, obtemos as estimativas desejadas.
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Para demonstrar (3.11) assumimos que k =n e |A;| > ... > |Ay|. Entao
N
o =det A = [Nl
k=1
> P [Ei = Py

e consequentemente,

en(AU,, L) > C|An|kn.

3.3 Estimativas Superiores para Numeros de Entropia

Observagao 3.3.1. Consideremos uma sequéncia de multiplicadores A = {\}1en. Para
keNel<qg<o firados, definimos

/n
2—k+1voln B» N . 1
( (2))'H‘)‘j|dlmHj )
Vol (Bf;))

(q j=1

n>1

X9 = xi = 3sup (

Se a sequéncia {| | hen € limitada temos

N 1/n
(H ’)\j|dimHj>

N dim 4, \ /"
(H < sup P\j|) )
7 \IjN

<
j=1
ZN:I aj L/n
= ()™
1<G<N
= s |\l (3.18)
1<G<N
assim 1
Vol,,(B%)\ "
(q) < 3su 2—k+1 1/n ”—(2) Sup |\
X = nZII)< ) VOln(BZ])) jEII\I)| ]|

para todo k € N.
Segue por (3.14) e porque B, C By para 2 < q < 00, que

n 1/n

Vol,(By)) q'/?, 2<q< oo,

1< ST o <C s (3.19)
VOln(B(q)) (log n) / , (= 00Q.
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Lema 3.3.2 ([9]). Seja E = (R™,|| -||) um espago de Banach n-dimensional e seja

M* = M*(E) = / ]| dpu(z).

Sn—1

Entao para m € N temos

(n/m)'2M*, m <n,

6m(B?2)’E> < { e—m/n )\ [* m>n

Definigao 3.3.3. Seja A = {\}ien uma sequéncia decrescente em mddulo satisfazendo
lim; .o |N| = 0 e sejam N € Nje € Rye > 0. Escrevemos Ng = 0,N; = N e definimos
indutivamente

Nit1 = min{m € N : 2|\,,| < [An, |}

Para cada k € N nos definimos
Nk

TNk7Nk+1 = @ Hi,

I=N;

eNk7Nk+1 = diIIl’Z—J\[k,]\/',chl = E lelHl

e definimos

M= |:10g(9N1’N2:| 7

3

my = [Q_SkQNhNZ]—{—l, ]{3:1, ,M

€ mqy = 9]\[07]\71 = QO,N'

Observe que

M M

ek
ka < On, N, ZQ T+ M < Chn, Ny,
k=1 k=1

onde C. > 0 depende somente de €.

Definigao 3.3.4. Sejam A = {N\}ien, N, e, Ny, M, 0n, n,,, como na Defini¢io 3.3.3 e seja
1 <p<2. . Dizemos que A € K., se para todo N € N temos

M ell\l/pN /
—k(1— ks dVE41 1/p—1/2
Z 2 (=) 01/2 - S Cfv’PQNlJ\& :

k=1 N1,N2
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Lema 3.3.5. Sejam A = {N}ien, N, e, M, Ny, In, Nyo1 s ON, N,y cOMO na Definigdo 3.3.3
esejam 1 < p <2 < q < o0, Bévk’N’““ = Uy 7Ny Nyys - Suponhamos que o operador

multiplicador A seja limitado de L' em L*. Entdo
M o
1/p—1/2 N, N o1 NN
AU, C @91\//,5Nk/ﬂ’)\1vk|32 BNkt @ 91\%:Nk/+ql|/\Nk|Bq kN1
k=0 k=M+1

Demonstracao. Para f € AU, C L seja Sy(f) a N-ésima soma parcial de Fourier de f
e seja NNy (f) == SNy (f) = Sn, (f). Observando que Sy, (f) = Zj.vz’“o ZU) % f, temos

N, (4 .
¢Nk:Nk+1 (f) = Zj:k?v;_;_l Z0) % f, e assim

Z ¢Nkak+l (f) = ¢N57Ns+1 + ¢N5+17Ns+2 + o

5+l N5+2 .
— Z Z])*f+ Z A T
J=Ns+1 =Ng41+1
= [f=5n())

Desta forma, como Sy, (f) — f pois f € L*(59), segue que

Z ¢NkaNk+1 )

=0
2

lim

S§—00

Logo, dada f € AU,, temos
f = Z ¢Nk7Nk+1 (f)
k=0

onde a convergéncia da série ocorre em L% Mas f = Ay, ¢ € U, e podemos entao reescrever

a equacao acima na forma
o0
f = E ¥ Ni,Nyy1 © A(SD)
k=0
Consequentemente

oo
@ ¢Nk:Nk+1 UP'
k=0

Mas, para cada ¢ € U, temos

Nit1 Ni41 _
¢Nk,Nk+1 (Ap) = Z Aj A * Q= A( Z Z *80> = A((ka,NkH(P)'

] Nk+1 j=Nk+1
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Assim ¢y, N, © AMUp) = Ao o, v, (Up) e obtemos

AUP C @(A © ¢Nk,Nk+1)UP' (3'20)
k=0

Agora, dada ¢ € U, observando que {|\;|} ey é uma sequéncia decrescente, temos que

Ni41
H(AoqukyNk+l)(pH2 = Z /\]Z(J)*(p
j:Nk+1 2
Nk
< ANl Z Z])*‘P
J=Ni+1
N1
< |>\Nk‘ Z Z * @
Jj=Np+1
= Pwlllom. v ella- (3.21)
Pela Desigualdade de Young (Teorema 2.2.12), temos
N1 N1
lommaele = || D Z9x¢|| <llell,| > 2P| . 1<p<2 (322
j=Nj+1 J=Ni+1

—~
~—

Como pela definicao de harmonico zonal e pelo Corolario 2.2.3 (a

2

Nii1 Nig1 - Nit1 E—
S o0 = % / 29 79 gy, 79(e)
j=Np+1 9 j=Np+1 J=Ni+1
Ni41
= Z aj < 0NN
J=Np+1

obtemos de (3.22) para p =1

1/2
68, N @ll2 < 02 Nl

Por outro lado, para p = 2 temos ¢ € U, C L?(S?), ou seja, ¢ = P ZU) x o, e assim

Nk+1 _ [ele} _
lonemenellz=| > Z9Vx¢ > Z0) = |l¢ll2-
J=Ng+1 9 3=0 2

Consequentemente, obtemos o seguinte sistema de desigualdades:

1
{ |6 nenen @l < 03w I,
ln v @llz < llell2-
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Aplicando o Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin (Teorema 3.1.12) ao sistema de desi-
gualdades , temos que

1_1 1_1
||¢Nk7Nk+lgO”2 S ]?ifk,]z\fk+1||(p||13 S 0]’([]“,]2\[]64_17 1 S p S 2

Assim de (3.21) segue que

(A © ¢Nk»Nk+1 )90

3 Ni,N
- <1= (Aoodn, N )¥ € ‘)\NIJGN;C Nk+1BQk b1
‘)\Nklejz\)/vk,Nk+1 2
ou seja (Ao ¢n, v, )Up C |>\Nlc|€Nk ;VkJrlBéV’“’Nk*l, e obtemos assim de (3.20)
3 Ni,N
AU, C @ \ANkyeNk,NWBQ ekrL (3.23)
Pelo Lema 3.1.13, observando que 2 < ¢ < o0 e Oy, n,,, = Zivz’cfvi dim H,, temos para
= BNkaNk+1
11 11 11
||S0Hq H¢Nk7Nk+1(p||q Nkjvk+1H¢Nk7Nk+1(pH2 = Nk,}leHHQOHZ S eNk,}IVk+17
11 11
onde ¢ € 0y NkHBéV’“’N’““ ¢ portanto By *"Vk C 012\% ;‘VHIBéV’“’N’““. Logo por (3.23), segue
que
3 Ni,N
AUP g @ eNk,Nk+1‘)\Nk’B2 S
3 Ni,N 3 Ni,N
= EB% LB @ ok B
k=M+1
C @ 0 2 ‘)\ ’BNk,Nk+1 + @ ‘)\ ’9 2 %_% BNk,Nk+1
= Ny, Nk+1 Nk Ne YNy, Nk+l Ng,Nkr177q
k=M+1

. 2 Ni;, N1 q Ny, N1
- @eNk N]H,l‘)\Nk:’B + @ ‘)\NlcyeNk Nk+qu .

k=M+1
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Teorema 3.3.6. Seja A = {\ }ien uma sequéncia de multiplicadores decrescente em mddulo
tal que lim;_oc \; = 0 e o operador multiplicador A seja limitado de L' em L*. Seja xu
como na Observagdo 3.5.1 e sejam M, Ny, On,n,, € my como na Definicao 3.3.3 . Se
limox; = 0,A € K.o para algum ¢ > 0, n = k + Zl]\il my; onde k € N, entao para
2<p<o0, 1<q<2, temos

e,(AU,. L) < xi(1 4 C),

e para 2 < p,q < oo temos

172 2 < g < oo,
ey(AU, L) < v 140 ({? v
sup;<j<pr(log On; vyi0)'?, g =00
+ Z 27707 ”q)>. (3.24)
j=M+1

Demonstragao. Como |[|-[, < |||, se 1 < ¢ <2 e U, C Up para 2 < p < oo, é suficiente
demonstrar apenas para p = 2 e ¢ > 2. Para um dado k£ € N podemos sempre encontrar um
tal N = N(k) € N tal que

An| = Xk = [Anal, (3.25)

uma vez que lim;_., x; = 0, {|\/|}ieny € uma sequéncia decrescente e lim;_,, |\| = 0. Pelo

Lema 3.3.5 temos que

M
AUQCAUQHTN+@|)\NJ_|B$\G’ AR @ |)\N| 1/2 1/qB 3Ni1

7=1 j=M+1

onde Ty = Ty y. Sejam e, = e,(AUy, L?) e ey, = emj(BéVj’Nj“, LINTy; N,,,). Entao usando
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propriedades dos nimeros de entropia (Proposigoes 1.3.4 e 1.3.5) obtemos

€y = Cyyit i, (AU, L)

IN

M 0
1/2—1
€t (M, my) 411 (AU2 N7y + @ |)‘NZ|B(§V17NZ+1 + @ |)\Nl |91\{17NL+/1QB(§VZ’NZ+1a LQ>

=1 I=M+1

IA

M
(% (AUQ N TN; Lq M TN) + Z €ml <|/\Nl|BéVl7Nl+1, Lq M TNL7N1+1>
=1

o0
1/2—1
‘e ( & MNAeNc,N,ﬁB;w»NHaLle,Nm)

I=M+1

M
< e (ANTy, LN Ty) + Y [Awlem, (Bévl,zmlv 19N TNZ,NzH)
=1
oo
+ e ( @ ’)\Nl|9]1\{f];ll+/fBéVz,Nz+17Lq N TNz,Nz+1> (3.26)
I=M+1

1/2-1/q

. _ _ Nj,Nj41
Para simplificar as contas, denotaremos 0"y = 0;, Ty, n,., = T; € By

= Bg. Assim,

usando novamente propriedades dos nimeros de entropia, obtemos

€14+1-1 < @ ’)\N]-Wng,Lq ﬂ7}> < e (\)\NMH|9M+1B;W+1,L(1 mTM+1)

j=M+1
+ €14+1-1 ( @ |)\Nj‘9ng,Lqﬂ,];'>

J=M+2
<
< Y e (]Aw6;B), LN T;)
j=M+1
= Z \)\Njwjel (B;,Lqﬂ,];)
J=M+1
= ) e (3.27)
J=M+1
Portanto por (3.26) e por (3.27) temos que
M 00
ey < (AU VT, LN TN) + > [Awlem, + D [An, 037311 (3.28)

j=1 j=M+1
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Vamos demonstrar primeiramente que
ek(AUQ ﬂTN,LqﬂTN) S Xk- (329)
Uma vez que {|)\;|};en é uma sequéncia decrescente, se ¢ € Uy N 7y temos que
N
ANl = D wPIZY « o3
N
< D OINPIZY ol
=0
= |lAngll3
e assim se [Ay|Us N Ty C A, (Us N Ty). Mas U, C U, para ¢ > 2 e portanto
[An|By C [AN|BE) C J~ Y(A,BY). (3.30)
Suponhamos que © = {z;}1<j<; seja um subconjunto yj-separado maximal de J~*(A,, BY)
em (R, || - ||(g), ou seja, ||z; — 2| > xx para todo i # j. Pela maximalidade, segue que
© é uma xj-rede de J'(A,BY) em (R, || - ||(4)- Observe que as bolas
Xk

5+ 5B, 1sism,

sao mutuamente disjuntas. Aplicando (3.30) e (3.25) temos que

-1 n -1 n ‘)\N| n
c J YA, B”)+ Ly Y(A,BY)
3
C §J‘ (A, BY).
Entao,
m 3 .
U z]+ ) C 5 Y(A,BY)

sendo que a uniao é disjunta. Logo tomando o volume obtemos

Xk " n 3 -1 n
(7> m-Vol,(Bly) < Vol, <§J (AnBQ))

3" (1
= 2_n (H |Aj|dlmHj> VOln(BElQ)),
j=1
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e portanto temos

3 VOl (2) dim 'H;
m < (E) Vol HM | (3.31)

Mas pela definicao de x

/n
27%1Vol, (B" ) & '
(2) dim H;;
> | | A J
Xk_g( Vol(B”) Al

j=1

—1
3\" Vol (
2] < 9k )\, | dimH ) .32
(Xk) < (\/01 H| . ) (3.32)

Assim de (3.31) e (3.32), concluimos que a cardinalidade m de uma dada rede © yj-separada

e obtemos assim que

para o conjunto J (A, BY) pode ser estimada por
m S 2]{71’

o que demonstra (3.29).

Agora encontraremos um limitante superior para a expressao

ZMN |em, + Z A, |03 (3.33)

j=M+1

1/2

Temos que e™™/" < (n/m) para m > n. Assim, aplicando o Lema 3.3.2 e o Teorema

3.1.14 ao espaco de Banach E = (R%iNi+1, I[[()) nos obtemos

1/2
vaNj+1
\1/2
(m;) /
1/2
Ny, Njt1
1/2
0N1,N2

1/2
BN, N1 gei { L 2<q<oo,

1/2
N/1,N2 (lOg GN]',N]'+1>1/27 q =00

em; < M*(E)

< M(E) 9¢3/2

<

e assim, como |[Ay,| < [Ax[277F! por defini¢ao e A € K., temos que

91/2 1 2<qg< o0
Zl)‘N |6m] < |/\N|z:2 Jumer) 91/2 B

N1,Na (log QNJ'»NJH)I/Qa q =00

\ ) 2 <q < o0,
< Pl low 0 1/2 _
SUPlgng( 0g Nj,Nj+1> , =00

Portanto encontramos a estimativa superior para (3.33) ]



Capitulo 4

Aplicacoes

O operador laplaciano A, sobre a esfera S?, conhecido como laplaciano esférico ou ope-
rador de Laplace-Beltrami, é o operador multiplicador associado a sequéncia {ju fren, pr =
—k(d+ k — 1), que tem Hj como o espago vetorial dos autovetores associados ao autovalor
M-

Seja AY = {1 bren, pr = (k(d+k—1))72, v € R. O espago de Sobolev W, para y > 0

e 1 <p< oo, édefinido como sendo o espago vetorial
dy . d
W ={felPl(S?):NfeLP(SY)}

e estd munido da norma || flyy = [A7f]|,. A bola unitdria de W) é o conjunto A™"U,, que
¢ um conjunto de funcoes finitamente diferencidveis sobre S9.

Neste capitulo, aplicaremos os resultados obtidos no capitulo anterior para a obtencao
de estimativas de numeros de entropia para os conjuntos de fungoes finitamente e in-
finitamente diferencidveis sobre a esfera S? associados as sequéncias de multiplicadores
AY =k en, 7> 0e A® = {e* }en,y > 0, 0 < r < 1, respectivamente. N&o nos
preocuparemos neste trabalho em apresentar como se obtém estes conjuntos a partir dos

operadores multiplicadores.

o7
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4.1 Entropia de Conjuntos de Funcoes Finitamente

Diferenciaveis

Nesta secao estudaremos nimeros de entropia de conjuntos de fungoes suaves finitamente
diferencigveis sobre S¢, associados as sequéncias de multiplicadores AV = {Ajtjen, Aj =
j77, v € R, v > 0. Foi demonstrado na Secdo 2.4 que o operador multiplicador A ¢
limitado de L” em L% se v > d(1/p —1/q)+.

Teorema 4.1.1. Seja AW = {\}ren, M =k, 0 <y < oco. Sevy/d> (1/p—1/q), entio

1, p<oo, g>1,
e (A(I)U Lq) > n—’Y/d (logn)’1/27 p <00, g= 17 (4 1)
n b 1 _1/2 _ 1 :
(logn)™#, p=o0, ¢>1,
(logn)™,  p=o0, ¢=1,
e sey/d > 1/2 entdo
en(ADT L9) < pr/d L=psoo g<oo (4.2)
(logn)¥?, 2<p<oo, ¢=occ.

Demonstracao. Fixemos Ny = N € N e seja A(x) = z77. Para cada j € N seja z;
tal que A(x;) = N;/2. Segue pela definicao de N;;1; que z; < N4y < x; + 1. Temos que
QTN < Ny < 2V YN 41, 22/7N < N3 < 227N 427 +1 e procedendo por inducio obtemos

. . = . 1— 2i/
2WITN < N1 < 2N + z(;gl/v — /TN 4+ ot
Tomando C = 1/(2Y/7 — 1) obtemos
2N < Ny < 29/7(N +C)
e assim podemos concluir que
N1 =< 27N, (4.3)

Além disso por (4.3)
Njt1
9Nj,Nj+1 = lele
s=Nj;
Nji1

= s = (N )4 < (227 N)¢ (4.4)
s=N
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e portanto por (4.3) e (4.4)

—~pl/p—1
= D N
j=M+1
= Z (g(jfl)/vN) = (2j/ny)d(1/P—1/Q)
Jj=M+1
-~ NYFd/p=1/9) Z 9=i(1=(1/p=1/a)d/~) (4.5)
Jj=M+1

Como M = [logfn, n, /€], segue de (4.4) que

14 1 1
logOn, N, =< log(27N)* = dlog(27"N) = d(log2” +logN) < log N,

assim loe 8
Vo [og ;vzv} = e llogN (4.6)
e portanto por (4.5)
o, = N—7H/p-1/0) Z 9—k(1—=(d/7)(1/p=1/q)) (4.7)
k=[Ce—1log N]

Como v/d > 1/p — 1/q, temos que [2-A~(1/P=1/a)d/7)| < 1 ¢ assim segue que

SO 2SR o (gheN)-Cu-@mAp-t/a)e 1
1 — 2-(1—(d/m(1/p—1/q))
k=[Ce=1log N]

- N-CU-=d/~(1/p-1/g)e"

Logo segue por (4.7) que

oy =< N—-vHdl/p=1/9)=CA=(1/p=1/q)d/7)/e

Como 7/d > 1/p — 1/q, tomando ¢ > 0 satisfazendo

—dytpt =gt
dip=t —q¢)

obtemos o7 < N~7. Mas n < N? pelo Lema 2.5.5 e portanto

1
D<e<C

o1 X n_Wd. <48)
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Vamos demonstrar agora que A = {j 7 };en € K.,. Note que (4.4) e (4.6)

M 1/p [Ce~1log, N]
0 2 (2k/7 N Ye/P
N koo Mo ko
= 1,N2 =
[Ce1logy N]
S S O AR RN
k=1
[Ce~1logy N
—  9—d/2y pyd(1/p—1/2) Z 9—k(1—e—d/vp) (4.9)
k=1

Sey/d> (1—¢)"'p~! temos que t = —(1 — & — d/vp) < 0 e consequentemente

[Ce=1log, N] 0
Z 9~k(l—e—d/wp) < 2(2—(1—5—61/%0))1C
k=1 k=0
B 1
1 —92-(—e—d/w)’
Logo por (4.9)
1
—d/2 d(1/p—1/2) _ d(1/p—1/2)
7= (022 ' (1 — 2(1€d/7p))) N = CepNTY ’ (4.10)

Observe que usando o fato que n =< N?, obtemos

N 1/n
On = (H |/\j|dimHj>
j=1
N 1/n
)
j=1

= |Ay| =N =<n4 (4.11)

Y]

Agora, sejam by, -+ ,by_1, E, F e C as constantes do Lema 2.5.5 e seja f(z) a funcdo dada
por

f(x) = Ex"'Inx +bx"?Inz + - + by Inz.

Como f é crescente temos que f(I) < fllﬂ flz)de < f(l + 1), assim segue que
N fllﬂ flx)dz < SN (14 1) e portanto le flx)dz < S, £(I). Entdo pelo Lema
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2.5.5 existem constantes Dy e D,, tais que

RS SVUNENY RO

E N%n N
_ +D1
d n

By CERN
aF Y T AN !
IDN+D2

v

v

v

e logo

1 (&
Ino, = ﬁln (HM;\dlmHl)
=2
N
= 1> (M)
=2

= 13

—vIn N — ~vDs.

IN

Portanto por (4.11) temos que
o, = n-/e,
Como n < N% de (3.11) segue que se v/d > (1/p — 1/q), entdo
1, p<oo, q>1,
(logn)~%,
(logn)
(

logn)™, p=o0, ¢=

—_

en(ADT,, LT) > n~7/d p=oo =1
" P —1/2 _
) p - OO, q > 17

Para 2 < ¢ < 0o, obtemos por (3.19) que
e < sup2 g,
n>1

< sup2 F/rp/e

n>1
Seja g(x) = 27#ep=1/d = ¢~kIn2)/zp=v/d Temos que
k(In2
g'(I) — e—k(ln2)/w( (;; )) x—W/d+€—k(1H2)/x (_%) /A1
efk(an)/:rxf’y/d (k(ln 2) 7)

X

T d

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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e assim se ¢'(z) = 0, entdo z = (d(In2)/v)k. Portanto o maximo de g(x) ocorre no ponto

In2
Y
Assim
—v/d
9($k) — 2_kd(lg2)k (M)
Y
—v/d
2—7/d(1n2) (d(h’l 2)) k,—’y/d
Y
e logo

e <K sup2’k/"n’“’/d

n>1

= supg(z) = g(xx)
z>1

= kv

Entao limj_.o xx = 0. Por (4.10) temos o3 < C.» para p = 2 e assim A € K. 5. Por (4.8)

- p—7/d . 9 —jipl/2-1/q .
temos que 07 X n e assim JeM1 2 HNﬁ Ny S (. Portanto aplicando o Teorema

3.3.6 obtemos
en(AVU,, L) < x5 < k4.

Por (4.4) segue que

M
n=k+Y 2790y n, < k+n,

=1

mas n < xp < k e assim 1 < k. Logo 1 < c1k e tomando m = c¢;k obtemos
em(A(l)Up,Lq) < en(A(l)Up,Lq) < kv = /e

O caso 2 <p < o0eq= o édemonstrado de forma andloga. [ ]

4.2 Entropia de Conjuntos de Funcoes Infinitamente

Diferenciaveis

Nesta secdo vamos considerar a sequéncia A® = {\ b ier, M = e ,0 < v < 00, 0 <

r < 1. Foi demonstrado na Secdo 2.4 que o operador multiplicador A é limitado de L? em
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L9 sey>d(1/p—1/q)+. Para quaisquer N,k € N e n = dim7y denotamos

N
1
Angp = —— | kIn2 5 ["di
Nk n( n2 + vy 1mHl>

I=1
Observagao 4.2.1. Seja f(x) = 24"~1. Entdo

N N
= / f(z)dx < N
0

e uma vez que dimH; < 197! e n < N9, seque que

Ay = ——ln2— —Zz*chmHl
- k 1 rid—1
= —%i W Zz l
=1
I
= “Ni T Na > )
=1

k ’l"
Considere a fungao g(r) = —kax=¢ — 2". Entao o méximo de g é tomado no ponto

SI;IP AN,k = Slj%{p g(N) = g(ﬂfk) — k?‘/(dJrr)'

Teorema 4.2.2. Seja A = { N\ beer, M = e ¥, 0 <y < o0, 0<r < 1. Entio

1 , p<o0, ¢>1,
logk)™/? | p<oo, ¢g=1,
en(APU,, L) > exp(—C., k") (log k) b 1
(logh)™? | p=o0, ¢>1,
(loghk)™ , p=o0, ¢=1,

onde

2

Demonstracao. Note que

1 1
N n A N n
_E . - _ r .
9" | | ‘)\l’dlmHl _ 6ln2 | | e 1" dim H;
=1

o _d (27)61/((“’") ((1n2)(d—|— r)(d — 1)!)”@”’")
v T :

r

d

=1
e e

o (kn24y S 17 dim M) exp(Anr)

(4.15)
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assim pelo Teorema 3.2.7 segue que

X 1 , p<oo, q>1,
N n _
. 1 1/2 < =1,
€k<A(2)Up,Lq) > 2—% H|)\l|d1mHl (Ogn) y D o0, g
=1 (logn)_l/Q , D= 00, q> 17
(logn)™t ., p=o0, ¢=1,
1 , p<oo, qg>1,
logn)™? | p<oo, g=1,
= eXp(AMk) ( )1 9 (416)
(logn)™? ', p=o0, ¢>1,
(logn)™ |, p=o0, ¢=1.
Considere as constantes by, ...,bs_1, E e F' do Lema 2.5.5 e a fungdo f(z) dada por
f(l') — El,d-f—r—l + blxd-‘rr—Q N bd—lxr~
Como f é crescente temos que
N N+1 E p bd 1 .
)< dr = N+ 1) ... — (N +1)" +b
S0 [ fair = GV D O
e por isso de (2.16) e (2.17), existe uma constante D > 0 tal que
T v T v Ly
— I"dimH; = — < ——(N+1)"+D.
n; 1m'H,; n;f()_F(d+r)( +1)" +
Além disso
E 1 k
le
n ~ F(N+1)¢
e portanto temos
k v al
A = ——In2 - — I"di
N,k 0 n 0 lzl: HnHl
1/ (In2)k E~
> —— N+1)"|—-D. 4.17
- F((N—l—l)d d—i-r( + )> (4.17)

Agora considere a funcao g(z) dada por

12k E,
9(w) = F< x4 +d+r$> b
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O maximo de g é tomado no ponto

1/(d+r
o = (ln2)d(d + 7”) e )k,l/(d-l-r)
E~r

ecomo £ =2/(d—1)! e F =2/d! temos que

1 In2 © . e

g(z) = ——= (In2)k " Y ((n )kd(d+7a)) .

F ((““2)’“d<d+r>>1/<d+r>) d+r Enr
(et

r/(d+r)
1 By (In2)kd(d + ) (f N 1) D
Fd+r E~r d

_ _7( ) d+”<1n2 (d+7)(d— 1)!)T/<d+’“>_D

d/(d+r) r/(d+r)
_ . d < ) ( (In2)(d + r)( 1)!) /@)

Portanto temos por (4.17) que

sup Ay > sup g(N + 1) = g(ay) = —C,, k") — D (4.18)
N N

onde

29\ (02)(d + r)(d — 1\
@) )

r

Cyr =

Como N = kY@ pela Observacao 4.2.1, segue que n =< N =< k(@) ¢ agsim logn <
Cylog k. Portanto (4.15) segue de (4.18) e (4.16). u

Lema 4.2.3. Seja A® = {\}rer, M = 7% ,0 <y < 00, 0 <r < 1. Entio para qualquer
e > 0 fizo, existe uma constante C' > 0 tal que:

- N4- ; .
9Nj,Nj+1 — Nj r? j E N?

9Nj,Nj+1 < CQEdeir, 7 €eN;
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1/p=1/ .
Z 2]0NPN+?_07 1§paQSOOa
j=M+1

M
n:k—i—ij <k+Cn"/4

j=1
Demonstragao. Temos que 2|y, ,,| = [An,|, ou seja In2 — yN[ | = —yN| e consequente-
mente
In2
Nyt = (Nk h ) . (4.19)
Além disso como N; = N, temos
In2
N =N+ n_
g
In2 2In2

NT’ NT—F—:NT—{— ’
f‘y

e indutivamente
kln2

Nppr = N"+

Assim de (4.19) segue que

In2
Nk+1 - (Nk +7)

1 2 1/T
Y
In2 1/r
— N, <1 TENS > .
v

Para k suficientemente grande temos ]1“72]\7,; "| < 1, assim

m2  (1-r)(n2)?* _, (1—-r)(1-=2r)(In2)* .,
Niwt = Ny (14 =N 4 502 oo N3+
SR < T 22 kT 6r3(7)? et
e portanto
m2 . (1-r)(n2)* , (1-r)(1-2r)(In2)3 .,
Nig1i = Ny =N | —N, "+ —7——~—N, N3 4 ...
SR < T I 6r%(7)? et

onde a série binomial acima passa a ser alternada a partir de um determinado termo. Logo

Nyt — Ny < N7 = Npyy < Ny + CN"
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e como dim H; = (47!, temos que
Ng41 Nk
Ovess = D ax Y 1"
=N}, =Ny,
(Nx + CN ")
= N,§+1—N,§XN,§< Ndk —1
k
= NY(1+CON;)*—1).
Como |C'N_"| < 1 para k suficientemente grande, segue que
- d —r d<d - 1) 2 AT—21 dnr—dr \ _ d—r
consequentemente
<9Nk,Nk+1) T - (%)
9N17N2 N
1 2
- (e
v
< N ( ln 2)
= 1+
vN r
< 1+ 2, < 2%k
Y
e portanto
ONis 0 o® 8k _ o2k
Ony N,

Além disso temos que

e kel
Al D0 27R0% &

k=M+1

3 =
QI

-1 > 0
= Pwltfk, 3 2 (G

0
k=M-+1 N1,N2

Col A NG §™ g-kgelk

<
k=M+1
= GPINUTIGD N (o=
k=M+1
0o
_ 02’)\N’N(d ) 5—5) fs/)>M+1 2(27(175
7=0
= Ol |N(d77')(%*%)(2—(1—8”))M-‘r1 1
217N 1— (2—(1—5”))
< CS|)\N|N(d*7")(%*%)(2—(1—8”))1\/[’
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onde ¢’ = €'(1/p — 1/q). Temos que M = [logaNl’NQ} = 080NN além disso por (4.20)

3 3

On, N, < N7 assim

Cy| Ay | N G q)(2—(1—a”))04(1og0N1,N2)/a

IN

v Z 2” ’C% 7%

k=M+1
03|AN|N(d_T)(%_%)(210g9N17N2)_C4(1—8”)/5

Cs) Ay ’N(d_T)(%_%) (O, NQ)*C4(1*€”)/E

05’)\N’Nd ) ***)N Cs(d—r)(1—e") /e
i C5|)\N|N 77.)(;7%)704(1177')(14,6//)/6

IN

IN

Cs|An|

se (I% - (11) —C5(1 —€")/e <0,0ousejal <e< Cf;;l__f/l;). Entao

k=1
M
= /{Z+M+Z@N1N22 ek
k=1
< k+CleN1,N2
S k+c¢2Nd—r
= kG (N
< k4 Csnma),

Teorema 4.2.4. Seja A® = {\.lpew, Mo = e77%,0 < v < 00, 0 < r < 1. Entdo para
2 < p < oo temos

1
logk , q¢q= o0

, 1< qg< o0,

en(APU,, L) < exp(—C., k") { (4.21)
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onde C,, € a constante dada no Teorema 4.2.2

Demonstracao. Pelo Lema 4.2.3 temos que existem constantes C,Cy e € tais que para

qualquer 1 < g < oo, temos

Z 279 <Cr e Oy, < CR2INTT

Njt1 =
j=M+1

Para 1 < 57 < M temos

logOn, n,,, < log (C'QZEJNd’T)

< logCy+ Me+ (d—r)log N

< logCy +log Cy2° N + (d — r)log N
< Cslog N

< Cylogn

e portanto

sup (logb, n,,,)"* < Cs(logn)'/2.
1<j<M

Para 2 < ¢ < oo, obtemos por (4.20) que

1/n
Vol,,(By) N :
— 2—k;+1 1/n (2 1dim H,

n>1 q)

N
3 Sup(2—k+l)1/ncq1/2 H 6—’\/]'7‘ dimH; /n

n>1

IA

j=1
(k’ln2+’yZN 1 J7 dim H; )

IA

sup Cge n

n>1

= sup CgetNr
N
_ C6eSHPN ANk

De modo andlogo podemos mostrar que
Xi > Cre®Pn Ave,

Considere a fungao f(x) dada na demonstracao do Teorema 4.2.2. Entao

if(l)>/N+lf(x)dx b —— N7 4 —i—hi\”“—l—b >LN‘”’”
) d+r r+1 = dtr
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e portanto de (2.18) existe uma constante Dy > 0 tal que

N N
R o
- E I"dimH, = - ZE_I f()

=1

> E’y T E’}/O r—1
— F(d+r) F2(d+r)
Ly
> ——N"—Dy.
= F(d+r) '
Uma vez que da Observacao 4.2.1 temos N > Cyk'/(@+7) entdo existe uma constante Dy > 0
tal que
k k Ck k C k
n > FNd  F2pNd+l = FNd F2C2k0-n)/(d+7) = FNd Ds.

Logo podemos concluir que existe uma constante D3 > 0 tal que

1 ((In2)k  Ev
< —— T .
Ang < F( Nd d+rN>+D3
Considere a fungao g(z) definida por
1 ((In2)k  Evy
S ") 4+ Dy
9(@) F( x4 +d+7“x)+ ’

Vimos na demonstragao do Teorema 4.2.2 que o maximo de g é obtido no ponto

d+r
o = (Wn2)d(d+ 1) "N
E.r

e portanto temos que

sup Ay, < sup g(N) = g(xy) = —C, k@) 4 Dy, (4.22)
N N

onde a constante C, , é dada no Teorema 4.2.2. Por (4.21) e (4.22) temos para 2 < ¢ < 00

que

e < C6exp(—0%7qkr/(d+’"))+D
< Cgexp(—C, k@),

e portanto limy . xx = 0. Assim pelo Teorema 3.3.6 ¢ por (4.10) e (4.11) obtemos para
2<p<x0el <g<oo.
en(AU,, L) < i (1 + <q1/2 + ) 2—3'9}@;;13))
J=M+1
< exp (—=C, kY
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Como n < k + Con'~"/% pelo Lema 4.2.3, entdo para 2 < p < oo e 1 < ¢ < 0o temos
€t Col(d—r)/ (d+7) (AUP, Lq) <K exp (—C%TkT/(dJrT)) .
Seja m = k + Cok@=)/(4+) " Temos que

mr/(d—l—r) _ kr/(d—l—r)(l + Cgk—2r/(d+r))r/(d+r)7

entao

CWT(—kT/(d+T)+mT/(d+T)) _ C,YT]{?T/(CH_T)[—]_—F(1+ng_2r/(d+r))r/(d+T)]
Cho

IN

e portanto
en(AU,, L) < exp (=C.,  k"/(*F7)

A demonstragao para o caso 2 < p < 0o e ¢ = 0o ¢ feita de forma analoga. ]
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