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2.1 Harmônicos Esféricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Bibliografia 72

vi



Resumo

A teoria de entropia foi introduzida por Kolmogorov por volta de 1930. Desde então,

muitos trabalhos tem visado obter estimativas para números de entropia de certas classes

de conjuntos. O principal objetivo deste trabalho é estudar dois teoremas onde são

estabelecidas estimativas superiores e inferiores para números de entropia de operadores

multiplicadores genéricos. Para demonstrar estes teoremas utilizamos resultados sobre

estimativas para médias de Levy, para uma classe de normas especiais.

Outro objetivo é estudar aplicações dos teoremas citados na obtenção de estimativas para

números de entropia de conjuntos de funções suaves finitamente e infinitamente diferenciáveis

sobre a esfera unitária d-dimensional, associados a operadores multiplicadores espećıficos.

Várias dessas estimativas são assintoticamente exatas em termos de ordem e as constantes

que determinam a ordem dessas estimativas são determinadas explicitamente.
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Abstract

The entropy theory was introduced by Kolmogorov around 1930. Since then, many works

aims to find estimates for entropy numbers of certain classes of sets. The main objective of

this work is to study two theorems that establishes upper and lower estimates for entropy

numbers of generic multiplier operators. To prove these theorems, we utilize some results on

Levy means estimates for a special class of norms.

Another objective is to study applications of above theorems in obtaining estimates for

entropy numbers of sets of finitely and infinitely smooth functions on the d-dimensional

sphere, associated with generic multiplier operatores. Some of these estimates are asympto-

tically sharp in terms of order and the constants that determines the order of these estimates

are explicit determined.
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Introdução

O conceito de entropia foi introduzido pelo matemático russo Andrey Nikolaevich Kol-

mogorov, por volta de 1930. Mais tarde, por volta de 1948, esta definição mostrou ser muito

útil na Teoria da Informação, desenvolvida por Shannon. Nesta teoria, a entropia é utilizada

para medir os rúıdos num canal de comunicação.

No fim da década de 50, o próprio Kolmorogov adaptou suas idéias sobre entropia de

conjuntos compactos para transformações T : X → X, relacionando entropia e sistemas

dinâmicos, que culminou no que hoje é chamado de Teoria do Caos Determińıstico. Dentre

outras coisas, isto possibilitou os desenvolvimentos iniciais da Teoria KAM (Kolmogorov-

Arnold-Moser).

Voltando à Análise Funcional, a definição inicial de Kolmogorov originou vários outros

desenvolvimentos, entre eles os números de entropia, números de aproximação e o conceito

de ε-entropia, os três intimamente relacionados com aproximação de funções em espaços de

Banach. Os números de aproximação medem uma espécie de “grau de compacidade” de um

operador.

Em grande parte, muito do desenvolvimento posterior da teoria de entropia foi propor-

cionado pela mudança do contexto, de espaços métricos para espaços vetoriais normados,

espaços quase-Banach e de Banach. Isto deu um novo impulso à teoria, tanto abstratamente

quanto no ńıvel das aplicações. Em particular, os trabalhos de Pietsch promoveram o desen-

volvimento dos números de entropia, enquanto Triebel e outros estudaram exaustivamente

os números de entropia de mergulhos entre espaços de Sobolev.
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A maioria dos trabalhos recentes que envolvem números de entropia e ε-entropia visam

obter estimativas superiores/inferiores para tais números, e o mesmo ocorre com os números

de aproximação. Para tal fim, é corriqueiro estudar relações entre os números de entropia e

os autovalores de um operador.

O principal objetivo deste trabalho é estudar números de entropia de operadores multi-

plicadores de funções definidas sobre Sd utilizando o trabalho de A. Kushpel e S.A. Tozoni

[5]. Como aplicação, serão considerados operadores multiplicadores espećıficos, relacionados

a conjuntos de funções finitamente e infinitamente diferenciáveis sobre a esfera Sd.

No Caṕıtulo 1 definimos os conceitos de ε-entropia, números de entropia e números de

aproximação, e apresentamos algumas de suas propriedades e relações.

No Caṕıtulo 2 fazemos um estudo de Análise Harmônica na Esfera, com poucas demons-

trações. Os conceitos e resultados aqui estudados serão utilizados nos caṕıtulos seguintes.

No Caṕıtulo 3 estudamos estimativas superiores e inferiores para números de entropia de

operadores multiplicadores gerais de Lp(Sd) em Lq(Sd) para 1 ≤ p, q ≤ ∞.

No Caṕıtulo 4, aplicamos as estimativas encontradas no Caṕıtulo 3 para obter, de forma

mais expĺıcita, estimativas para os números de entropia de conjuntos de funções suaves, fini-

tamente e infinitamente diferenciáveis sobre Sd, associados às sequências de multiplicadores

Λ(1) = {k−γ}k∈N, γ > 0 e Λ(2) = {e−γkr}k∈N, γ > 0, 0 < r < 1. Várias dessas estimativas

são assintoticamente exatas em termos de ordem e as constantes que determinam a ordem

dessas estimativas são determinadas explicitamente.



Caṕıtulo 1

Números de Entropia

Neste caṕıtulo definimos os elementos básicos desta dissertação: ε-entropia, números de

aproximação e números de entropia.

Na primeira seção, onde definimos a ε-entropia, seguimos a exposição de [4]. A segunda

seção, que trata dos números de aproximação, foi baseada em [1] e [10]. A seção sobre

números de entropia foi baseada em [1] e [11]. A última seção, que relaciona os números de

entropia com a ε-entropia foi motivada por um comentário em [1].

1.1 ε-Entropia

Nesta seção X denotará um espaço normado com norma ‖·‖ e em todo o caṕıtulo BX

denotará a bola unitária fechada de X, isto é, BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}. Se x > 0, log x

denotará sempre log2 x, isto é, o logaritmo do número x na base 2.

Definição 1.1.1. Seja K um subconjunto de X e seja ε > 0.

1. Um conjunto K̂ ⊂ X é dito uma ε-rede de K se para cada x ∈ K existe pelo menos um

ponto y ∈ K̂ tal que a distância de x a y é menor ou igual a ε, ou seja ‖x − y‖ ≤ ε.

2. Os pontos y1, . . . , ym de X são ditos ε-separados se a distância entre quaisquer dois

destes pontos é maior que ε, ou seja, ‖yi − yk‖ > ε, i 6= k.

1



Seção 1.1. ε-Entropia 2

Definição 1.1.2. Dados um subconjunto K de X e ε > 0, seja Nε(K) o menor valor de n

tal que existe uma ε-rede de K consistindo de n elementos. A ε-entropia do conjunto K em

X é definida por

Hε(K) = log Nε(K).

Definição 1.1.3. Dados um subconjunto K de X e ε > 0, seja Mε(K) o maior valor de m

tal que, existe um subconjunto de K consistindo de m pontos ε-separados. A capacidade (ou

ε-capacidade) de K é definida por

Cε(K) = log Mε(K).

Observação 1.1.4. Uma ε-rede consistindo de Nε(K) pontos é dita uma ε-rede minimal.

Um conjunto formado de Mε(K) pontos ε-separados é dito um conjunto ε-separado maximal.

Observação 1.1.5. Todo conjunto compacto possui um conjunto ε-separado maximal.

Proposição 1.1.6. Para cada conjunto compacto K ⊂ X e cada ε > 0,

C2ε(K) ≤ Hε(K) ≤ Cε(K).

Demonstração. Suponhamos que {y1, · · · , ym} seja um conjunto ε-separado maximal de

K, isto é Mε(K) = m. Para qualquer x ∈ K, como {y1, · · · , ym} é maximal, {x, y1, · · · , ym}
não pode ser um conjunto ε-separado. Assim, ‖x − yj‖ ≤ ε para algum yj em {y1, · · · , ym}
e logo

x ∈
m⋃

j=1

yj + εBX .

Portanto {y1, · · · , ym} é uma ε-rede para K e consequentemente Nε(K) ≤ m = Mε(K).

Para a segunda desigualdade, considere {y1, · · · , ym} um conjunto 2ε-separado maximal

para K e seja {x1, · · · , xn} uma ε-rede minimal. Seja α : {1, 2, · · · , m} → {1, 2, · · · , n} tal

que yj ∈ xα(j) + εBX , 1 ≤ j ≤ m. Suponhamos que α(j) = α(i) para 1 ≤ i 6= j ≤ m. Então

temos

yi, yj ∈ xα(i) + εBX ,

e portanto ‖yi − yj‖ ≤ 2ε, o que contradiz o fato do conjunto {y1, · · · , ym} ser ε-separado.

Assim α é injetora e consequentemente m ≤ n. Logo

M2ε = m ≤ n = Nε(K).

.
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1.2 Números de Aproximação

Notação 1.2.1. Sejam X e Y espaços de Banach com normas ‖·‖X e ‖·‖Y respectivamente.

Quando não houver possibilidade de confusão escreveremos simplesmente ‖·‖ para qualquer

das normas ‖·‖X ou ‖·‖Y . Denotaremos por L(X, Y ) o espaço vetorial formado por todos os

operadores lineares limitados (cont́ınuos) de X em Y . A norma ‖u‖ de u ∈ L(X, Y ) é dada

por

‖u‖ = sup{‖u(x)‖Y : x ∈ BX}.

Notação 1.2.2. Sejam X e Y dois espaços de Banach, S um subespaço vetorial de X e

u ∈ L(X, Y ). A restrição do operador u ao subespaço S será denotada por u |S. O posto de

u é definido como sendo a dimensão da imagem de u e será denotado por posto(u).

Seja X/S o espaço quociente de X por S, isto é, o conjunto formado por todas as classes

de equivalência [x] = x + S, x ∈ X. A codimensão de S é definida como sendo a dimensão

de X/S e será denotada por codim(S).

A aplicação quociente de X em X/S, que a cada x ∈ X associa o elemento [x] ∈ X/S,

será denotada por QS.

Definição 1.2.3. Sejam X e Y espaços de Banach e seja u ∈ L(X, Y ). Então dado qualquer

k ∈ N, o k-ésimo número de aproximação de u, denotado por ak(u), é definido como

ak(u) = inf{||u − v|| : v ∈ L(X, Y ), posto(v) < k}.

Proposição 1.2.4. Sejam X, Y e Z espaços de Banach, u, v ∈ L(X, Y ). Suponha que

w ∈ L(Y, Z). Então

(i) ||u|| = a1(u) ≥ a2(u) ≥ · · · ≥ 0;

(ii) Para todos k, l ∈ N, ak+l−1(w ◦ u) ≤ ak(w)al(u);

(iii) Para todos k, l ∈ N, ak+l−1(u + v) ≤ ak(u) + al(v).

Demonstração. É claro que vale (i). Vamos demonstrar que vale (ii). Note que dado

qualquer ε > 0, existem aplicações w1 ∈ L(Y, Z) e u1 ∈ L(X, Y ), com posto(w1) < k e

posto(u1) < l, tal que ||w −w1|| < ak(w) + ε e ||u− u1|| < al(u) + ε. Como posto(w1 ◦ (u−
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u1) + w ◦ u1) < k + l − 1, segue que

ak+l−1(w ◦ u) ≤ ||w ◦ u − w1 ◦ (u − u1) − w ◦ u1||
≤ ||w − w1|| ||u − u1||
≤ {ak(w) + ε}{al(u) + ε}

e obtemos (ii) fazendo ε → 0.

Para (iii) observe que dado qualquer ε > 0, existem aplicações u′, v′ ∈ L(X, Y ), com

posto(u′) < k e posto(v′) < l tais que ||u − u′|| < ak(u) + ε e ||v − v′|| < al(v) + ε. Como

posto(u′ + v′) < k + l − 1, teremos

ak+l−1(u + v) ≤ ||u + v − u′ − v′||
≤ ||u − u′|| + ||v − v′||
≤ {ak(u) + ε} + {al(v) + ε}

e assim segue (iii). .

1.3 Números de Entropia

Definição 1.3.1. Sejam K1, K2 dois subconjuntos de um espaço de Banach Y. Definimos

por N(K1, K2) o menor número N tal que existem pontos y1, . . . , yN ∈ Y de modo que

K1 ⊂
⋃

i≤N

(yi + K2).

Definição 1.3.2. Sejam Y um espaço de Banach e A ⊂ Y . O k-ésimo número de entropia

do conjunto A é definido por

ek(A) = ek(A, Y ) = inf{ε > 0 : N(A, εBY ) ≤ 2k−1}.

Definição 1.3.3. Sejam X e Y espaços de Banach e seja u ∈ L(X, Y ). O k-ésimo número

de entropia de u é definido por

ek(u) = ek(u(BX), Y ) = inf{ε > 0 : N(u(BX), εBY ) ≤ 2k−1}.

Proposição 1.3.4. Sejam X e Y espaços de Banach, X ⊂ Y , X tem a norma induzida de

Y , e sejam A, B ⊂ X, B ⊂ A, α ∈ R. Então para todo n ∈ N,
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(i) en(A, X) ≥ en+1(A, X);

(ii) en(αA, X) = |α|en(A, X);

(iii) en(B, X) ≤ en(A, X);

(iv) en(A, X) ≥ en(A, Y ).

Demonstração. A propriedade (i) segue imediatamente da definição de número de entropia.

Temos que para α 6= 0

en(αA, X) = inf{ε > 0 : αA ⊂
2n−1⋃

k=1

(xi + εBX); x1, . . . , x2n−1 ∈ X}

= inf{ε > 0 : A ⊂
2n−1⋃

k=1

(
1

α
xi +

ε

|α|BX); x1, . . . , x2n−1 ∈ X}

= inf{ε′|α| : A ⊂
2n−1⋃

k=1

(x′
i + ε′BX); x′

1, . . . , x
′
2n−1 ∈ X}

= |α|en(A, X)

e assim obtemos (ii). Como B ⊂ A, então N(A, εBX) ≥ N(B, εBX) e assim segue (iii). A

propriedade (iv) segue do fato que BX ⊂ BY e assim N(A, εBX) ≥ N(A, εBY ). .

Proposição 1.3.5. Sejam X, Y e Z espaços de Banach, u, v ∈ L(X, Y ) e w ∈ L(Y, Z).

Então

(i) ||u|| = e1(u) ≥ e2(u) ≥ · · · ≥ 0;

(ii) ek+l−1(w ◦ u) ≤ ek(w)el(u), k, l ∈ N;

(iii) ek+l−1(u + v) ≤ ek(u) + el(v), k, l ∈ N.

Demonstração. (i) Uma vez que para todo x ∈ BX , ‖ux‖ ≤ ‖u‖, segue que

||u|| = sup{‖u(x)‖ : x ∈ BX}
= inf{µ ≥ 0 : u(BX) ⊂ µBY },

e portanto e1(u) ≤ ||u||.
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Se u(BX) ⊂ b0 + µBY para algum b0 ∈ Y e algum µ ≥ 0, então para qualquer a ∈ BX

existem elementos b1, b2 ∈ BY tais que u(a) = b0 + µb1 e −u(a) = b0 + µb2. Então

2||u(a)|| = µ||(b1 − b2)|| ≤ 2µ. Portanto, temos ||u|| ≤ µ e por conseguinte ||u|| ≤ e1(u).

(ii) Sejam µ > ek(u) e β > el(w). Então existem pontos b1, . . . , bM ∈ Y e b′1, . . . , b
′
N ∈ Z

tais que

u(BX) ⊂
M⋃

i=1

(bi + µBY ),

w(BY ) ⊂
N⋃

i=1

(b′i + βBZ),

onde M ≤ 2k−1 e N ≤ 2l−1. Dado qualquer a ∈ BX , existe bi tal que u(a) ∈ bi + µBY e

portanto
1

µ
(u(a) − bi) ∈ BY .

Com isto, existe b′j tal que

w

(
1

µ
(u(a) − bi)

)
∈ b′j + βBZ .

Segue então que
1

µ
w(u(a)) − 1

µ
w(bi) ∈ b′j + βBZ ,

ou seja,

w(u(a)) ∈ w(bi) + µb′j + µβBZ .

Logo temos

(w ◦ u)(BX) ⊂
M⋃

j=1

N⋃

i=1

[
(w(bi) + µb′j) + µβBZ

]
.

Como o número de pontos (w(bi) + µb′j) com i ∈ {1, · · · , M} e j ∈ {1, · · · , N} é no

máximo MN ≤ 2(k+l−1)−1, temos que ek+l−1(w ◦ u) ≤ µβ e portanto segue o resultado.

(iii) Sejam µ > ek(u) e β > el(v). Então existem pontos b1, . . . , bM , b′1, . . . , b
′
N ∈ Y tais que

u(BX) ⊂
M⋃

i=1

(bi + µBY ), v(BX) ⊂
N⋃

j=1

(b′j + βBY ),
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onde M ≤ 2k−1 e N ≤ 2l−1. Dado qualquer a ∈ BX , existem pontos bi, b
′
j tais que u(a) ∈

bi + µBY e v(a) ∈ b′j + βBY . Então

(u + v)(a) ∈ bi + b′j + µBY + βBY

e segue que

(u + v)(BX) ⊂
M⋃

i=1

N⋃

j=1

[
bi + b′j + (µ + β)BY

]
.

O número de pontos bi + b′j com i ∈ {1, ...,M} e j ∈ {1, ..., N} é no máximo MN ≤
2(k+l−1)−1. Temos que ek+l−1(w + u) ≤ µ + β e portanto segue o resultado. .

Definição 1.3.6. Sejam X e Y espaços de Banach e seja u ∈ L(X, Y ). Se o fecho de u(BX)

é compacto em Y , dizemos que u é um operador compacto.

Notação 1.3.7. Seja A um subconjunto mensurável de Rn. O volume de A será denotado

por Voln(A).

O resultado seguinte nos dá uma relação entre os números aproximados e os números de

entropia, para operadores compactos.

Teorema 1.3.8. Sejam X e Y espaços de Banach e seja T ∈ L(X, Y ) um operador com-

pacto.

(i) Suponhamos que para algum c > 0,

a2j−1(T ) ≤ ca2j(T ), j ∈ N.

Então existe uma constante C > 0 tal que

ej(T ) ≤ Caj(T ), j ∈ N.

(ii) Seja f : N → R positiva e decrescente, e suponhamos que para algum c > 0,

f(2j) ≤ cf(2j−1), j ∈ N.

Então existe uma constante C > 0 tal que

sup
1≤j≤n

f(j)ej(T ) ≤ C sup
1≤j≤n

f(j)aj(T ), n ∈ N.
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Demonstração. Por definição, para cada j ∈ N, existe Lj ∈ L(X, Y ) tal que

posto(Lj) < 2j−1 e ||T − Lj|| ≤ 2a2j−1(T ), j ≥ 2, L1 = 0. (1.1)

Deste modo,

posto(Lj+1 − Lj) ≤ posto(T − Lj+1) + posto(T − Lj) ≤ 2j + 2j−1 ≤ 2j+1

e pela Proposição 1.2.4 (i)

‖Lj+1 − Lj‖ ≤ ‖T − Lj+1‖ + ‖T − Lj‖ ≤ 2a2j(T ) + 2a2j−1(T ) ≤ 4a2j−1(T ). (1.2)

Tomemos mj = µ2j(k − j) ∈ N, 1 ≤ j < k para algum µ > 0 a ser escolhido mais tarde.

Note que i ≤ 2 · 2i/2 para i ≥ 1 e assim

k−1∑

j=1

mj = µ2k

k−1∑

j=1

2−(k−j)(k − j)

= µ2k

k−1∑

i=1

2−ii

≤ 2µ2k

k−1∑

i=1

2−i2i/2

≤ 2µ2k

∞∑

j=1

2−i/2

= µc12
k,

para alguma constante c1 > 0 tal que µc1 ∈ N. Representando T na forma

T = T − Lk +
k−1∑

j=1

(Lj+1 − Lj)

e aplicando a Proposição 1.3.5 (iii), obtemos

eµc12k ≤ em(T ) = em(T − Lk +
k−1∑

j=1

(Lj+1 − Lj))

≤ ‖T − Lk‖ + em(
k−1∑

j=1

(Lj+1 − Lj))

≤ ‖T − Lk‖ +
k−1∑

j=1

emj
((Lj+1 − Lj)), (1.3)
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onde m =
∑k−1

i=1 mj.

Seja posto(Lj+1 − Lj) = tj e Btj = BY ∩ Im(Lj+1 − Lj). Para cada δj = 2mj−1,

seja {yj
1, . . . , y

j
δj
} ⊂ Btj um conjunto εmj

-separado maximal, εmj
≤ 1. Se x ∈ Btj então

{x, yj
1, . . . , y

j
δj
} não pode ser um conjunto εmj

-separado e assim existe 1 ≤ l ≤ δj tal que∥∥x − yj
l

∥∥ ≤ 1. Desta forma, segue que {yj
1, · · · , yj

δj
} é uma εmj

-rede para Btj . Agora,

se x ∈ yj
l + (εmj

/2)Btj , então existe y ∈ Btj tal que x = yj
l + (εmj

/2)y e assim ‖x‖ ≤∥∥yj
l

∥∥+ (εmj
/2) ‖y‖ ≤ 1 + (εmj

/2). Portanto temos que

2mj−1⋃

k=1

(
yj

k +
εmj

2
Btj
)
⊂
(
1 +

εmj

2

)
Btj .

Se x ∈
(
yj

l + (εmj
/2)Btj

)
∩
(
yj

k + (εmj
/2)Btj

)
então existem z1, z2 ∈ Btj tais que x =

yj
l +(εmj

/2)z1 = yj
k +(εmj

/2)z2 e assim
∥∥yj

l − yj
k

∥∥ = (εmj
/2) ‖z1 − z2‖ ≤ εmj

, o que contradiz

o fato de {yj
1, . . . , y

j
δj
} ser εmj

-separado. Portanto as bolas yj
l + (εmj

/2)Btj , 1 ≤ l ≤ δj são

disjuntas e assim

Voltj




2mj−1⋃

k=1

(
yj

k +
εmj

2
Btj
)

 ≤ Voltj

((
1 +

εmj

2

)
Btj
)

,

portanto

2mj−1Voltj

(
yj

k +
εmj

2
Btj
)
≤ Voltj

((
1 +

εmj

2

)
Btj
)

.

Logo

2mj−1
(εmj

2

)tj
Voltj(B

tj) ≤
(
1 +

εmj

2

)tj
Voltj(B

tj),

e, como εmj
≤ 1, segue que

(
εmj

2
(
1 + 1

2

)
)tj

≤


 εmj

2
(
1 +

εmj

2

)




tj

≤ 21−mj .

Assim ε
tj
mj ≤ 3tj .21−mj e portanto εmj

≤ 3.2(1−mj)/tj ≤ 62−mj/tj . Como tj ≤ 2j+1 e

mj = µ2j(k − j),

εmj
≤ 6.2−µ(k−j)/2.

Note que se Itj é o operador identidade sobre Im(Lj+1 − Lj), então obtemos

emj
(Itj) ≤ εmj

≤ 6.2−µ(k−j)/2,
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pois {yj
1, . . . , y

j
δj
} é uma εmj

-rede para Btj . Então por (1.2) e pela Proposição 1.3.5

emj
(Lj+1 − Lj) ≤ emj

(Itj ◦ (Lj+1 − Lj))

≤ ‖Lj+1 − Lj‖ emj
(Itj)

≤ 24.2−µ(k−j)/2a2j−1(T ). (1.4)

Por hipótese, podemos demonstrar por indução que

a2j−1(T ) ≤ 2κ(k−j)a2k−1(T ), j = 1, . . . , k, (1.5)

onde κ = log2 c e c é a constante da hipótese. Inserindo (1.1), (1.4) e (1.5) em (1.3) obtemos

em(T ) ≤ ‖T − Lk‖ +
k−1∑

j=1

emj
((Lj+1 − Lj))

≤ 2a2k−1(T ) +
k−1∑

j=1

24.2−µ(k−j)/2a2j−1(T ) (1.6)

≤ 2a2k−1(T ) +
k−1∑

j=1

24.2−µ(k−j)/22κ(k−j)a2k−1(T )

= 2a2k−1(T ) + 24a2k−1(T )
k−1∑

j=1

2(−µ/2−κ)(k−j).

Escolhendo µ suficientemente grande, de forma que µ/2 − κ > 0, segue que

eµc12k(T ) ≤ em(T ) ≤ 2a2k−1(T ) + 24a2k−1(T )
k−1∑

j=1

2(−µ/2−κ)(k−j)

= (2 + 24c2)a2k−1(T )

= c′a2k−1(T ).

Se assumirmos µc1 = 2n0 para algum n0 ∈ N, segue por indução e por hipótese que

e2k+n0 (T ) ≤ c′a2k−1(T ) ≤ c′cn0+1a2k+n0 (T ) = c′′a2k+n0 (T ).

Finalmente, dado j ∈ N, se j > 2n0 existe k ∈ N tal que 2k+n0 ≤ j ≤ 2k+n0+1. Assim pelas

Proposições 1.2.4 (i) e 1.3.5 (i)

ej(T ) ≤ e2k+n0 (T ) ≤ c′′a2k+n0 (T ) ≤ c′′ca2k+n0 (T ) ≤ c′′caj(T )
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e se j ≤ 2n0 temos que

ej(T ) ≤ e1(T ) = a1(T ) ≤ ca2(T ) ≤ cn0a2n0 (T ) ≤ cn0aj(T ).

Tomando C = max{c′′c, cn0}, obtemos que para j ∈ N,

ej(T ) ≤ Caj(T ).

Para demonstrar a segunda parte do teorema considere bk = sup{f(j)aj(T ) : j =

1, · · · , 2k+n0}. Então

aj(T ) ≤ bk/f(j), j = 1, . . . , 2k+n0 .

Podemos substituir a2j−1(T ) por bk/f(2j−1) na inequação (1.6) e obter

em(T ) ≤ 2a2k−1 +
k−1∑

j=1

24.2−µ(k−j)/2a2j−1(T )

≤ 2bk/f(2k−1) +
k−1∑

j=1

24.2−µ(k−j)/2bk/f(2j−1).

Por hipótese temos que

f(2k−1) ≤ c.f(2k−2) ≤ · · · ≤ ck−jf(2j−1)

e assim
1

f(2j−1)
≤ ck−j

f(2k−1)
=

2κ(k−1)

f(2k−1)
.

Portanto, tomando µ suficientemente grande, obtemos

e2k+n0 (T ) ≤ 2bk

f(2k−1)
+ 24

k−1∑

j=1

2−µ(k−j)/2bk

f(2j−1)

≤ 2bk

f(2k−1)
+ 24

k−1∑

j=1

2−(µ/2−κ)(k−j)bk

f(2k−1)

=
c2bk

f(2k−1)
≤ c2bkc

n0+1

f(2k+n0)
=

c3bk

f(2k+n0)
,

ou seja,

e2k+n0 (T ) ≤ c3bkf(2k+n0)−1, ∀k ∈ N,
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onde c3 > 0 independe de bk. Seja c′ = sup1≤j≤2n0 ej(T )f(j). Se 1 ≤ n ≤ 2n0 temos que

sup
1≤j≤n

ej(T )f(j) ≤ c′ =
c′

a1(T )f(1)
a1(T )f(1)

= c′′a1(T )f(1)

≤ c′′ sup
1≤j≤n

aj(T )f(j). (1.7)

Se j > 2n0 , segue que existe k ∈ N tal que 2k+n0 ≤ j ≤ 2k+n0+1, e assim

ej(T )f(j) ≤ e2k+n0 (T )f(2k+n0) ≤ cc3bk. (1.8)

Seja C = max{cc3, c′′}. Se n ≥ 2n0 , ou seja, 2k+n0 ≤ n ≤ 2k+n0+1, por (1.7) e (1.8) temos

que

sup
1≤j≤n

ej(T )f(j) ≤ sup
1≤j≤2k+n0+1

ej(T )f(j)

≤ Cbk

= C sup
1≤j≤2k+n0

aj(T )f(j)

≤ sup
1≤j≤n

aj(T )f(j).

.

Proposição 1.3.9. Sejam X, X1,Y, Y1 espaços de Banach. Assumimos que X é isométrico

a um quociente de X1 e que Y é isométrico a um subespaço de Y1. Denotamos por q : X1 → X

a aplicação quociente e por j : Y → Y1 a inclusão isométrica. Então para todo operador

u ∈ L(X, Y ), temos

ek(u) = ek(u ◦ q), k ≥ 1

e
1

2
ek(u) ≤ ek(j ◦ u) ≤ ek(u), k ≥ 1.

Demonstração. A primeira parte segue de q(BX1) = BX , pois

ek(u ◦ q) = inf{ε > 0 : N(u (q(BX1)) , εBY ) ≤ 2k−1}
= inf{ε > 0 : N(u(BX)), εBY ) ≤ 2k−1}
= ek(u).



Seção 1.4. Relação entre Número de Entropia e ε-Entropia 13

Além disso, ek(j ◦ u) ≤ ||j||ek(u) = ek(u), pois ‖j‖ = sup{‖j(y)‖ : ‖y‖ ≤ 1} = 1, o que

demonstra o lado direito da desigualdade.

Para demonstrar o lado esquerdo da desigualdade, suponha que j ◦ u(BX) seja coberto

por 2k−1 bolas de raio ε em Y1, ou seja

j ◦ u(BX) ⊂
2k−1⋃

i=1

(yi + εBY1) , yi ∈ Y1.

Podemos supor sem perda de generalidade que j ◦ u(BX) ∩ (yi + εBY1) 6= ∅ para todo 1 ≤
i ≤ 2k−1. Para cada 1 ≤ i ≤ 2k−1 seja então ȳi ∈ u(BX) ⊂ Y tal que j(ȳi) ∈ yi + εBY1

e consequentemente ‖j(ȳi) − yi‖ ≤ ε. Dado b ∈ u(BX), segue que j(b) ∈ j ◦ u(BX) e logo

j(b) ∈ yi + εBY1 para algum 1 ≤ i ≤ 2k−1. Assim

‖j(b) − yi‖ < ε

e logo

‖b − ȳi‖ = ‖j(b) − j(ȳi)‖ ≤ ‖j(b) − yi‖ + ‖j(ȳi) − yi‖ < 2ε.

Portanto temos que

u(BX) ⊂
2k−1⋃

i=1

(ȳi + 2εBY ) , ȳi ∈ Y,

ou seja, ek(u) ≤ 2ek(j ◦ u). .

1.4 Relação entre Número de Entropia e ε-Entropia

O n-ésimo número de entropia de um subconjunto K de X pode ser obtido, aproxima-

damente, resolvendo a equação Hε(K) = n− 1. Na verdade, o que conseguimos demonstrar

é que as funções ε 7→ Hε(K) e n 7→ en(K) são aproximadamente uma inversa da outra no

seguinte sentido:

n − 1 < Hε(K) ≤ n =⇒ en+1(K) ≤ ε ≤ en(K)

e

en+1(K) ≤ ε ≤ en(K) =⇒ n − 1 < Hε(K) ≤ n.

De fato, consideremos
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Nε(K) = min{m ∈ N : K ⊂
m⋃

k=1

(xk + εBX), x1, . . . , xm ∈ X},

N ′
ε(K) = min{2n−1 : K ⊂

2n−1⋃

k=1

(xk + εBX), x1, . . . , x2n−1 ∈ X},

Hε(K) = log Nε(K),

H ′
ε(K) = log N ′

ε(K),

en(K) = min{ε : K ⊂
2n−1⋃

k=1

(xk + εBX), x1, . . . , x2n−1 ∈ X}.

Note que 2n−1 < Nε(K) ≤ 2n ⇐⇒ N ′
ε(K) = 2n pois

2n−1 < Nε(K) ≤ 2n ⇔
{

K ⊂ ⋃2n

k=1(xk + εBX) , para alguns x1, . . . , x2n ∈ X,

K *
⋃2n−1

k=1 (xk + εBX) , para quaisquer x1, . . . , x2n−1 ∈ X

⇔ N ′
ε(K) = 2n,

portanto H ′
ε(K) − 1 < Hε(K) ≤ H ′

ε(K). Mostremos agora que n − 1 < Hε(K) ≤ n =⇒
en+1(K) ≤ ε ≤ en(K). Temos que

n − 1 < Hε(K) ≤ n ⇔ N ′
ε(K) = 2n

⇒
{

K ⊂ ⋃2n

k=1(xk + εBX) , para alguns x1, . . . , x2n ∈ X,

K *
⋃2n−1

k=1 (xk + εBX) , para quaisquer x1, . . . , x2n−1 ∈ X,

⇒
{

en+1(K) ≤ ε,

en(K) ≥ ε.

Reciprocamente temos que en+1(K) < ε < en(K), pois

en+1(K) < ε < en(K) ⇒
{

K ⊂ ⋃2n

k=1(xk + εBX) , para alguns x1, . . . , x2n ∈ X,

K *
⋃2n−1

k=1 (xk + εBX) , para quaisquer x1, . . . , x2n−1 ∈ X,

⇒ N ′
ε(K) = 2n ⇒ H ′

ε(K) = n

⇒ Hε(K) ≤ H ′
ε(K) = n e Hε(K) ≥ H ′

ε(K) − 1 = n − 1.



Caṕıtulo 2

Análise Harmônica na Esfera Sd

Este caṕıtulo fornece pré-requisitos para os caṕıtulos seguintes. Não nos preocuparemos

aqui em exibir as demonstrações dos resultados, das Seções 2.1, 2.2, 2.3 e do Teorema de

Multiplicadores da Seção 2.4, uma vez que elas se encontram em [8].

Na primeira seção definimos os harmônicos esféricos e enunciamos algumas de suas

propriedades. Na segunda seção definimos os harmônicos zonais e exibimos resultados

relacionados a eles. Já na terceira seção introduzimos o operator de Laplace-Beltrami

que fornece uma caracterização para os espaços de harmônicos esféricos. Na quarta seção

apresentamos o Teorema de Multiplicadores demonstrado em [5] e damos uma aplicação.

Na última seção calculamos a dimensão de espaços de harmônicos esféricos, seguindo [5].

Além das referências já citadas, utilizamos também [7], [13], [14], [12].

Usaremos neste caṕıtulo a notação

(a)+ =

{
a , se a > 0

0 , se a ≤ 0

2.1 Harmônicos Esféricos

Notação 2.1.1. O produto escalar usual entre x, y ∈ Rd+1 será denotado por 〈x, y〉 =
∑d+1

k=1 xkyk e a norma euclidiana de x ∈ Rd+1 por |||x||| = 〈x, x〉1/2. Denotaremos por Sd a

15
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esfera unitária {x ∈ Rd+1 : |||x||| = 1} e a medida de Lebesgue normalizada sobre Sd por µ.

Notação 2.1.2. Denotaremos por SO(d+1) o grupo formado por todas as rotações próprias

em Rd+1. SO(d + 1) pode ser identificado com o conjunto formado por todas as matrizes

ortogonais de ordem (d + 1) × (d + 1) e com determinante igual a 1, munido da operação

usual de multiplicação de matrizes.

Notação 2.1.3. Seja (Ω, A, ν) um espaço de medida, ou seja, Ω é um conjunto não-vazio,

A é uma σ-álgebra de subconjuntos de Ω e ν é uma medida não-negativa sobre A. Se

1 ≤ p < ∞, denotaremos por Lp(Ω) = Lp(Ω, A, ν) o espaço vetorial de todas as funções

mensuráveis f : Ω → C tais que

||f ||p =

(∫

Ω

|f(w)|pdν(w)

)1/p

< ∞.

Denotaremos por L∞(Ω) = L∞(Ω, A, ν) o espaço vetorial formado por todas as funções

mensuráveis f : Ω → C para as quais existe uma constante C > 0, tal que |f(w)| ≤ C q.s..

Se f ∈ L∞(Ω) escrevemos

||f ||∞ = inf{C : |f(w)| ≤ C q.t.p. w ∈ Ω}.

Se f, g ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ e f = g q.s., f e g serão considerados um mesmo elemento

de Lp(Ω). Com esta identificação Lp(Ω) é um espaço de Banach com norma || · ||p.

Observação 2.1.4. O grupo SO(d+1) age transitivamente sobre Sd, isto é, dados x, y ∈ Sd,

existe u ∈ SO(d + 1) tal que ux = y. A medida de Lebesgue µ sobre Sd é invariante por

rotações, isto é, µ(u(A)) = µ(A) para todo u ∈ SO(d + 1) e todo subconjunto mensurável A

de Sd. Se f ∈ L1(Sd) e u ∈ SO(d + 1), então
∫

Sd

f(uy)dµ(y) =

∫

Sd

f(y)dµ(y).

Definição 2.1.5. Dizemos que uma função f : Rd+1 → C é homogênea de grau k ∈ Z se

f(λx) = λkf(x) para qualquer λ > 0 e x ∈ Rd+1.

Notação 2.1.6. Denotaremos por P o conjunto de todos os polinômios definidos sobre Rd+1

e por Pk o subconjunto de P formado pelos polinômios que são homogêneos de grau k.

Teorema 2.1.7. Para todo k ≥ 0, Pk é um subespaço vetorial de P e

dimPk =

(
d + k

k

)
. (2.1)
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Notação 2.1.8. Seja ∆ o operador laplaciano em Rd+1 e seja k ∈ N. Denotaremos por Ak

o subespaço vetorial de Pk formado pelos polinômios harmônicos e homogêneos de grau k,

isto é,

Ak = {p ∈ Pk : ∆p = 0}.

Definição 2.1.9. Um harmônico esférico de grau k é a restrição à esfera Sd de um elemento

de Ak. Denotaremos por Hk o conjunto dos harmônicos esféricos de grau k.

Teorema 2.1.10. Temos que dimH0 = 1, dimH1 = d + 1 e

dimHk =

(
d + k

k

)
−
(

d + k − 2

k − 2

)
= ak, k ≥ 2. (2.2)

Teorema 2.1.11. Toda função cont́ınua sobre Sd pode ser aproximada uniformemente por

combinações lineares finitas de harmônicos esféricos.

Corolário 2.1.12. O espaço vetorial gerado pela união ∪∞
k=0Hk é denso em Lp(Sd), 1 ≤

p < ∞.

Notação 2.1.13. Sejam f, g ∈ L2(Sd). Denotaremos por (f, g) o produto interno usual de

f por g em L2(Sd), isto é,

(f, g) =

∫

Sd

f(x)g(x)dµ(x).

Teorema 2.1.14. Para k, l ≥ 0, k 6= l, temos Hk⊥Hl em relação ao produto interno (·, ·).

Corolário 2.1.15. Se f ∈ L2(Sd), então f admite uma única representação na forma

f(x) =
∞∑

k=0

Y (k)(x),

onde a série acima converge para f na norma de L2(Sd) e Y (k) ∈ Hk. Além disso

‖f‖2
2 =

∞∑

k=0

∥∥Y (k)
∥∥2

2
.

2.2 Harmônicos Zonais

Definição 2.2.1. Fixemos x ∈ Sd e consideremos o funcional linear L
(k)
x sobre Hk que a

cada elemento Y ∈ Hk associa o valor L
(k)
x (Y ) = Y (x). Como Hk é um espaço de Hilbert
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munido do produto interno (·, ·) de L2(Sd), existe um único harmônico esférico Z
(k)
x ∈ Hk

tal que

Y (x) = L(k)
x (Y ) =

(
Y, Z

(k)
x

)
=

∫

Sd

Y (y)Z(k)
x (y)dµ(y)

para todo Y ∈ Hk. Dizemos que Z
(k)
x é o harmônico zonal de grau k e polo x.

Lema 2.2.2. (a) Se {Y (k)
1 , . . . , Y

(k)
ak } é uma base ortonormal de Hk, então

Z(k)
x (y) =

ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y).

(b) Z
(k)
x assume somente valores reais e Z

(k)
x (y) = Z

(k)
y (x).

(c) Se u ∈ SO(d + 1) então Z
(k)
ux (uy) = Z

(k)
x (y).

Corolário 2.2.3. (a) Z
(k)
x (x) = dimHk = ak, para x ∈ Sd.

(b)
∑ak

j=1

∣∣∣Y (k)
j (x)

∣∣∣
2

= ak, para x ∈ Sd.

(c)
∣∣∣Z(k)

x (y)
∣∣∣ ≤ ak, para x, y ∈ Sd.

Definição 2.2.4. Seja λ > 0. Os polinômios P λ
k (t),−1 ≤ t ≤ 1, k ≥ 0, dados por

P λ
k (t) =

∑

l+j=k

alaj(t − i
√

1 − t2)l(t + i
√

1 − t2)j,

onde a0 = 1 e

ak =
λ(λ + 1) · · · (λ + k − 1)

k!
, k ≥ 1,

são chamados de polinômios ultraesféricos ou de Gegenbauer.

Teorema 2.2.5. (a) (1 − 2rt + r2)−λ =
∑∞

k=0 P λ
k (t)rk . A série converge uniformemente

para todo r ∈ R, |r| ≤ r0, onde r0, t ∈ R, 0 < r0 < 1 e |t| ≤ 1 são fixos.

(b) P λ
0 (t) = 1, |t| ≤ 1.

(c) d
dt

P λ
k (t) = 2P λ+1

k−1 (t), |t| ≤ 1.

(d) P λ
k (t) é um polinômio de grau k, k ≥ 0.

(e) As combinações lineares finitas de P λ
k , formam um subconjunto denso no espaço das

funções cont́ınuas sobre o intervalo [−1, 1] com a métrica da convergência uniforme.

(f) P λ
k (−t) = (−1)kP λ

k (t), |t| ≤ 1, k ≥ 0.
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Teorema 2.2.6. Sejam d ≥ 2, λ = (d − 1)/2 e k ≥ 0. Então para todo x, y ∈ Sd temos

Z(k)
y (x) =

d + 2k − 1

d − 1
P λ

k (〈x, y〉).

Corolário 2.2.7. Os polinômios P
(d−1)/2
k (t), k ≥ 0 são mutuamente ortogonais com respeito

ao produto interno

[f, g] =

∫ 1

−1

f(t)g(t)(1 − t2)(d−2)/2dt.

Corolário 2.2.8. Os polinômios P
(d−1)/2
k (t), k ≥ 0 formam uma base ortogonal para o

espaço L2([−1, 1], (1 − t2)(d−2)/2dt).

Teorema 2.2.9 (Teorema da Adição). Se {Y (k)
1 , . . . , Y

(k)
ak } é uma base ortonormal de Hk,

k ≥ 0, então
ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y) = Z(k)

x (y) =
d + 2k − 1

d − 1
P

(d−1)/2
k (cos θ),

onde θ é o ângulo entre x e y.

Definição 2.2.10. Seja K(t) uma função mensurável definida sobre [−1, 1] e seja K̄(x) =

K(〈x, e〉), x ∈ Sd onde e = ed+1 = (0, . . . , 0, 1). Se K̄, f ∈ L1(Sd), definimos a convolução

K ∗ f por

K ∗ f(x) =

∫

Sd

K(〈x, y〉)f(y)dµ(y).

Observação 2.2.11. Se K ∈ L1([−1, 1], (1 − t2)(d−2)/2dt) então

∫

Sd

K(〈x, y〉)dµ(y) =
ωd−1

ωd

∫ 1

−1

K(t)(1 − t2)(d−2)/2dt

onde ωd é a área de Sd.

Teorema 2.2.12 (Desigualdade de Young, [14], p. 31). Seja K(t) uma função mensurável

definida sobre [−1, 1], K̄(x) = K(〈x, e〉) e sejam 1 ≤ r, p, q ≤ ∞ tais que 1−1/r = 1/p−1/q.

Se K̄ ∈ Lr(Sd) e f ∈ Lp(Sd), então K ∗ f(x) ∈ Lq(Sd) e

||K ∗ f ||q ≤
∥∥K̄
∥∥

r
‖f‖p .

Notação 2.2.13. Denotamos por Z̃(k)(t) a função

Z̃(k)(t) =
d + 2k − 1

d − 1
P

(d−1)/2
k (t),
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e se e = ed+1 = (0, 0, · · · , 0, 1) é o polo norte de Sd e f ∈ L2(Sd), definimos a convolução

Z
(k)
e ∗ f por

Z(k)
e ∗ f(x) = Z̃(k) ∗ f(x) =

∫

Sd

Z̃(k)(〈x, y〉)f(y)dµ(y) =

∫

Sd

Z(k)
x (y)f(y)dµ(y).

Teorema 2.2.14. Se f ∈ L2(Sd), então

f(x) =
∞∑

k=0

Z(k)
e ∗ f(x),

onde a série acima converge para f na norma de L2(Sd) e Z
(k)
e ∗ f(x) ∈ Hk.

2.3 Operador de Laplace-Beltrami

Definição 2.3.1. Seja f uma função definida sobre Sd e seja E0f a função definida sobre

Rd+1 \ {0} por E0f(x) = f(x/|x|), x 6= 0. Se g é uma função definida numa vizinhança de

Sd, denotaremos por Rg a restrição de g à esfera Sd. O laplaciano esférico ou operador de

Laplace-Beltrami ∆S é definido por

∆Sf = R∆E0f.

Lema 2.3.2. Sejam f, g duas funções de L2(Sd) tais que ∆Sf e ∆Sg estejam bem definidas

e sejam funções de L2(Sd). Então
∫

Sd

f∆Sgdµ =

∫

Sd

g∆Sfdµ,

isto é, o operador de Laplace-Beltrami ∆S é um operador auto-adjunto em relação ao produto

interno de L2(Sd).

Teorema 2.3.3. Para cada k ∈ N, Hk é o espaço vetorial dos autovetores do operador de

Laplace-Beltrami ∆S associados ao autovalor −k(d + k − 1).

Teorema 2.3.4 (Fórmula de Funk-Hecke). Se K ∈ L1([−1, 1], (1−t2)(d−2)/2dt) e Y (k) ∈ Hk,

então ∫

Sd

K(〈x, y〉)Y (k)(y)dµ(y) = λkY
(k)(x)

onde

λk =
ωd−1

ωdP
(d−1)/2
k (1)

∫ 1

−1

K(t)P
(d−1)/2
k (t)(1 − t2)(d−2)/2dt.
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2.4 Teorema de Multiplicadores

Notação 2.4.1. Denotaremos a bola unitária de Lp(Sd), 1 ≤ p ≤ ∞, por Up = {φ ∈
Lp(Sd) : ‖φ‖p ≤ 1}.

Definição 2.4.2. Seja Λ = {λk}k∈N uma sequência de números complexos e sejam 1 ≤
p, q ≤ ∞. Se para toda ϕ ∈ Lp(Sd) existe uma função f = Λϕ ∈ Lq(Sd) com expansão

formal em harmônicos esféricos

f ∼
∞∑

k=0

λkZ̃
(k) ∗ ϕ

tal que

‖Λ‖p,q = sup
ϕ∈Up

‖Λϕ‖q < ∞,

dizemos que Λ é um operador multiplicador limitado de Lp em Lq com norma ‖Λ‖p,q.

Notação 2.4.3. Para m, k ∈ N denotamos

Cm
k =

(m + k)!

m!k!
.

Definição 2.4.4. Seja {λk}k∈N uma sequência numérica. Definimos ∆0λk = λk, ∆1λk =

λk − λk+1 e definimos indutivamente

∆n+1λk = ∆nλk − ∆nλk+1.

Proposição 2.4.5. Seja f(x) uma função real definida para x ≥ 0 e com derivadas até a

ordem n. Se λk = f(x + k), escrevemos ∆1f(x) = ∆1λ0 = f(x) − f(x + 1) e ∆n+1f(x) =

∆nf(x) − ∆nf(x + 1) = ∆nλ0 − ∆nλ1. Então

∆nf(x) = (−1)n

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f (n)(x + t1 + · · · tn)dt1 . . . dtn

e

|∆nf(x)| ≤ max
0≤t≤n

|f (n)(x + t)|.

Definição 2.4.6. As somas de Cesàro Sδ
n, n, δ ∈ N, relativas à sequência

{
Z̃(k)

}
k∈N

, são

definidas por

Sδ
n(t) =

1

Cδ
n

n∑

m=0

Cδ
n−mZ̃(m)(t), −1 ≤ t ≤ 1.
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Teorema 2.4.7 ([5]). Seja

N =

{
(d + 1)/2, d = 3, 5, · · · ,

(d + 2)/2, d = 2, 4, · · · ,

e seja Λ = {λk}k∈N uma sequência de números complexos. Sejam 1 ≤ r, p, q ≤ ∞ tal que

1 − 1
r

= (1
p
− 1

q
)+, onde se a ∈ Rn, a+ = max{a, 0}. Suponhamos que

lim
k→∞

|∆sλk| ks = 0, 0 ≤ s ≤ N (2.3)

e
∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣nN+d(1−1/r) < ∞. (2.4)

Então existe uma constante positiva C tal que

‖Λ‖p,q ≤ |λ0| + C

∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣nN+d(1−1/r).

Além disso, se ϕ ∈ Lp(Sd) e

tn(ϕ) = λ0C0 +

(
n∑

k=1

CN
k SN

k ∆N+1λk

)
∗ ϕ

temos que

‖Λϕ − tn(ϕ)‖q ≤ C
∞∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r) ‖ϕ‖p .

Proposição 2.4.8. Seja Λ(1) = {λk}k∈N, onde λk = k−γ, γ ∈ R, γ > 0, e sejam 1 ≤ p, q ≤
∞ tal que γ > d(1/p − 1/q)+. Então Λ(1) é um operador multiplicador limitado de Lp em

Lq.

Demonstração. Denotando f(k) = λk, pela Proposição 2.4.5, temos que

|∆sλk| = |∆sf(k)| ≤ max
0≤t≤s

|f (s)(k + t)|

= max
k≤t≤k+s

|f (s)(t)| = max
k≤t≤k+s

| − γ(−γ − 1) · · · (−γ − (s − 1))|t−γ−s

= max
k≤t≤k+s

Cγ,st
−γ−s = Cγ,sk

−γ−s. (2.5)

Logo |∆sλk|ks ≤ Cγ,sk
−γ, onde limk→∞ |∆sλk|ks = 0, 0 ≤ s ≤ N e portanto a condição (2.3)

do Teorema 2.4.7 é satisfeita.
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Agora, seja γ = ε+d(1/p−1/q)+, ε > 0 e 1 ≤ r, p, q ≤ ∞ tal que 1−1/r = (1/p−1/q)+.

Temos por (2.5) que

|∆N+1λk| ≤ Cγ,N+1k
−d(1−1/r)−N−(1+ε)

e então
∞∑

k=1

|∆N+1λk|kN+d(1−1/r) ≤ Cγ,N+1

∞∑

k=0

k−(1+ε) ≤ ∞,

onde a condição (2.4) do Teorema 2.4.7 é satisfeita e portanto o operador Λ(1) é limitado de

Lp em Lq. .

Proposição 2.4.9. Seja Λ(2) = {λk}k∈N, onde λk = e−γkr
, γ, r ∈ R, γ > 0, 0 < r < 1.

Então Λ(2) é um operador multiplicador limitado de Lp em Lq, para todos 1 ≤ p, q ≤ ∞.

Demonstração. Como para futuras aplicações estamos interessados apenas na limitação do

operador multiplicador Λ(2) e não na constante que fornece esta limitação, demonstraremos

o resultado fazendo uso de técnicas mais simples sem utilizar para isso o Teorema 2.4.7.

Faremos a demonstração para p = 1 e q = ∞ e os demais casos seguirão das relações entre

as normas de Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ e entre as normas de Lq, 1 ≤ q ≤ ∞.

Se ϕ ∈ U1, então

Λ(2)ϕ(x) ≈
∞∑

k=0

λkZ̃
(k) ∗ ϕ(x).

Denotando dk = λkZ̃
(k) ∗ϕ(x), obtemos da Desigualdade de Hölder, do Corolário 2.2.3 (c) e

do fato que ak ≤ Ckd−1 (Teorema 2.1.10), obtemos

|dk| =
∣∣∣λkZ̃

(k) ∗ ϕ(x)
∣∣∣ = |λk|

∣∣∣∣
∫

Sd

Z(k)
x (y)ϕ(y)dµ(y)

∣∣∣∣

≤ |λk| ‖ϕ‖1

∥∥Z(k)
x

∥∥
∞

≤ |λk|ak

≤ Cλkk
d−1 = Ce−γkr

kd−1. (2.6)

Definimos f(x) = Ce−γxr
x2(d−1). Então f ′(x) = −Cγre−γxr

x2(d−1)+r−1 + 2C(d −
1)e−γxr

x2(d−1)−1, e assim

f ′(x) ≤ 0 ⇔ x ≥
(

d + 1

γr

)1/r

.

Tomando C̄ = f

((
d+1
γr

)1/r
)

, temos f(k) ≤ C̄ para k ≥
(

d+1
γr

)1/r

, ou seja, Ce−γxr
x2(d−1) ≤

C̄ ⇒ Ce−γkr
k(d−1) ≤ C̄k−2. De (2.6) temos que

∞∑

k=0

∣∣∣λkZ̃
(k) ∗ ϕ(x)

∣∣∣ =
∞∑

k=0

|dk| ≤ C̄
∞∑

k=0

k−2.
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Assim
∥∥Λ(2)ϕ

∥∥
∞

= sup
x∈Sd

∞∑

k=0

|dk| ≤ C̄

∞∑

k=0

k−2 ≤ ¯̄C,

já que
∑∞

k=0 k−2 é convergente. Consequentemente o operador multiplicador Λ(2) é limitado

de L1 em L∞ e portanto de Lp em Lq, para todos 1 ≤ p, q ≤ ∞. .

2.5 Dimensão de Espaços de Harmônicos Esféricos

Definição 2.5.1. Sejam α, β > −1. Os Polinômios de Jacobi P
(α,β)
n (t) podem ser definidos

através de uma função geradora por

2α+βR−1(1 − z + R)−α(1 + z + R)−β =
∞∑

n=0

P (α,β)
n (t)zn,

onde R = (1 − 2tz + z2)1/2.

Lema 2.5.2. Sejam α, β ∈ R, α, β ≥ −1/2. Então para todo n ∈ N temos

P (α,β)
n (1) =

Γ(n + α + 1)

Γ(α + 1)Γ(n + 1)
≍ nα

e

P λ
n (t) =

Γ(λ + 1/2)Γ(n + 2λ)

Γ(2λ)Γ(n + λ + 1/2)
P (λ−1/2,λ−1/2)

n (t), −1 ≤ t ≤ 1.

Lema 2.5.3 ([12], p. 71). Seja

K
(α,β)
N (x, y) =

N∑

k=0

P
(α,β)
k (x)P

(α,β)
k (y)

∥∥∥P (α,β)
k

∥∥∥
2

2

,

onde

∥∥∥P (α,β)
k

∥∥∥
2

2
=

∫ 1

−1

∣∣∣P (α,β)
k (t)

∣∣∣
2

(1 − t)α(1 + t)βdt.

Então

K
(α,β)
N (x, 1) = 2−α−β−1 Γ(N + α + β + 2)

Γ(α + 1)Γ(N + β + 1)
P

(α+1,β)
N (x). (2.7)
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Lema 2.5.4. Seja TN = ⊕N
k=0Hk. Então

dimTN =
2

d!

(N + d − 1)!(N + d/2)

N !
. (2.8)

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.9 temos que

ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y) = Z̃(k)(〈x, y〉) (2.9)

onde Z̃(k)(t) é a função

Z̃(k)(t) =
d + 2k − 1

d − 1
P

(d−1)/2
k (t).

Tomando x = y e integrando em ambos os lados de (2.9) obtemos

∫

Sd

ak∑

m=1

∣∣Y (k)
m (x)

∣∣2 dµ(x) =

∫

Sd

Z̃(k)(1)dµ(x) = Z̃(k)(1).

Observe que

Z̃(k)(1) =
d + 2k − 1

d − 1
P

(d−1)/2
k (1)

=
d + 2k − 1

d − 1

Γ(d/2)Γ(k + d − 1)

Γ(d − 1)Γ(k + d/2)
P

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1)

= (d + 2k − 1)
Γ(d/2)Γ(k + d − 1)

Γ(d)Γ(k + d/2)
P

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1)

= CkP
((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1)

onde Ck = (d + 2k − 1)
Γ(d/2)Γ(k + d − 1)

Γ(d)Γ(k + d/2)
. Assim

∫

Sd

ak∑

m=1

∣∣Y (k)
m (x)

∣∣2 dµ(x) = CkP
((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1).

Por outro lado

ak = dimHk =

ak∑

j=1

1

=

ak∑

j=1

∫

Sd

∣∣∣Y (k)
j (x)

∣∣∣
2

dµ(x)

=

∫

Sd

ak∑

j=1

∣∣∣Y (k)
j (x)

∣∣∣
2

dµ(x)
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e portanto

ak = CkP
((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1). (2.10)

Tomando o quadrado em ambos os lados de (2.9) e então integrando com respeito a x obtemos

∫

Sd

(
ak∑

m=1

Y (k)
m (x)Y

(k)
m (y)

)2

dµ(x) =

∫

Sd

(
Z̃(k)(〈x, y〉)

)2

dµ(x)

=

∫

Sd

(
CkP

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (〈x, y〉)

)2

dµ(x)

= C2
k

∫

Sd

(
P

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (〈x, y〉)

)2

dµ(x).

Por outro lado temos que

∫

Sd

(
ak∑

m=1

Y (k)
m (x)Y

(k)
m (y)

)2

dµ(x) =

∫

Sd

(
ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y)

)(
ak∑

i=1

Y
(k)
i (x)Y

(k)
i (y)

)
dµ(x)

=

ak∑

j=1

ak∑

i=1

Y
(k)
j (y)Y

(k)
i (y)

∫

Sd

(
Y

(k)
i (x)Y

(k)
j (x)

)
dµ(x)

=

ak∑

j=1

ak∑

i=1

Y
(k)
j (y)Y

(k)
i (y)δi,j

=

ak∑

j=1

Y
(k)
j (y)Y

(k)
j (y)

=

ak∑

j=1

|Y (k)
j (y)|2

e portanto
ak∑

j=1

∣∣∣Y (k)
j (y)

∣∣∣
2

= C2
k

∫

Sd

(
P

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (〈x, y〉)

)2

dµ(x). (2.11)

Segue da Observação 2.2.11
∫

Sd

(
P

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (〈x, y〉)

)2

dµ(x) = c−1
∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)

k

∥∥∥
2

2
,

onde c = ωd/ωd−1 = 2d−1(Γ(d/2))2/(d − 1)! e

∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)
k

∥∥∥
2

2
=

∫ 1

−1

(
P

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (t)

)2

(1 − t2)(d−2)/2dt.
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Integrando (2.11) com respeito a y encontramos

∫

Sd

ak∑

j=1

∣∣∣Y (k)
j (y)

∣∣∣
2

dµ(y) =

∫

Sd

C2
k

∫

Sd

(
P

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (〈x, y〉)

)2

dµ(x)dµ(y)

= C2
k

∫

Sd

c−1
∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)

k

∥∥∥
2

2
dµ(y)

= C2
kc

−1
∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)

k

∥∥∥
2

2

e assim, usando (2.10) obtemos

CkP
((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1) = C2

kc
−1
∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)

k

∥∥∥
2

2

ou seja

Ck = c · P
((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1)
∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)

k

∥∥∥
2

2

.

Substituindo Ck em (2.10), obtemos

ak = dimHk = 2d−1 (Γ(d/2))2

(d − 1)!
· (P

((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1))2

∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)
k

∥∥∥
2

2

(2.12)

e portanto

dim TN =
N∑

k=0

dimHk = 2d−1 (Γ(d/2))2

(d − 1)!

N∑

k=0

(P
((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1))2

∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)
k

∥∥∥
2

2

. (2.13)

Observe que

K
((d−2)/2,(d−2)/2)
N (1, 1) =

N∑

k=0

(P
((d−2)/2,(d−2)/2)
k (1))2

∥∥∥P ((d−2)/2,(d−2)/2)
k

∥∥∥
2

2

,

e assim pelos Lemas 2.5.3 e 2.5.2 temos que

K
((d−2)/2,(d−2)/2)
N (1, 1) = 2−(d−1) (N + d − 1)!

Γ(d/2)Γ(N + d/2)
P

(d/2,(d−2)/2)
N (1)

= 2−(d−1) (N + d − 1)!

Γ(d/2)Γ(N + d/2)

Γ(N + d/2 + 1)

Γ(d/2 + 1)N !
. (2.14)

Portanto substituindo (2.14) em (2.13) obtemos

dim TN =
2(N + d − 1)!(N + d/2)

d!N !
, (2.15)
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como queŕıamos. .

Lema 2.5.5. Temos que

dimHk = Ekd−1 + b1k
d−2 + · · · + bd−1, (2.16)

dimTN = F (N + 1)d + c1(N + 1)d−1 + · · · + cd (2.17)

e
1

dimTN

≥ 1

FNd
− C

F 2Nd+1
, (2.18)

onde

E =
2

(d − 1)!
, F =

2

d!
,

b1, · · · , bd−1, c1, · · · , cd e C são constantes não-negativas.

Demonstração. Pelo Teorema 2.1.10.

dim Hk =

(
d + k

d

)
−
(

d + k − 2

k − 2

)

=
(d + k)!

d!k!
− (d + k − 2)!

d!(k − 2)!

=
(d + k − 2)!(d + k − 1)(d + k)

d!k!
− (d + k − 2)!(k − 1)k

d!k!

=
(2k + d − 1)(k + d − 2)!

(d − 1)!k!

e assim

dim Hk =
(2k + d − 1)(k + d − 2)(k + d − 3) · · · (k + 1)k!

(d − 1)!k!

=
1

(d − 1)!
(2k + d − 1)(k + 1) · · · (k + d − 2)

=
2

(d − 1)!
kd−1 + b1k

d−2 + · · · + bd−1,
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onde b1, · · · , bd−1 são constantes não-negativas. Para demonstrar (2.17), consideremos a

expressão de n = dim TN dada pelo Lema 2.5.4. Temos que

n =
2

d!

(N + d − 1)(N + d − 2) · · · (N + 1)(N + d/2)N !

N !

=
2

d!
(N + d − 1)(N + d − 2) · · · (N + 1)(N + d/2)

=
2

d!
(N + 1)d + c1(N + 1)d−1 + · · · + cd

onde c1, · · · , cd são constantes não-negativas. Pela demonstração de (2.17) obtemos que

1

n
=

1

FNd + c̄1Nd−1 + · · · + c̄d

e como

c̄1N
d−1 + · · · + c̄d ≤ (c̄1 + c̄2 + · · · + c̄d)N

d−1 = CNd−1,

segue que

1

n
≥ 1

FNd + CNd−1

≥ 1

FNd

(
1

1 − −C
FN

)

=
1

FNd

∞∑

i=0

(
− C

FN

)i

=
1

FNd

(
1 − C

FN
+

C2

F 2N2
− · · ·

)

≥ 1

FNd

(
1 − C

FN

)

=
1

FNd
− C

F 2Nd+1
.

.



Caṕıtulo 3

Estimativas para Números de

Entropia

Neste caṕıtulo apresentamos os resultados principais desta dissertação, demonstrados

em [5]. Na primeira seção definimos as Médias de Levy e demonstramos um importante

resultado que estabelece estimativas para tais médias, de fundamental importância para as

seções seguintes. As referências utilizadas neste caṕıtulo foram [3], [9] e [10].

Usaremos neste caṕıtulo as terminologias an ≍ bn, an ≪ bn e an ≫ bn, para

duas sequências {an}n∈N e {bn}n∈N, para indicarmos a existência de constantes universais

C1, C2, C3 e C4 satisfazendo C1bn ≤ an ≤ C2bn, an ≤ C3bn e an ≥ C4bn, ∀n ∈ N, respectiva-

mente.

3.1 Estimativas para Médias de Levy

Iniciamos este caṕıtulo recordando algumas notações introduzidas em caṕıtulos anterio-

res.

Seja E = (Rn, ‖·‖) um espaço de Banach n-dimensional com bola unitária BE = {x ∈ Rn :

‖x‖ ≤ 1}, |||x||| = (
∑n

k=1 |xk|2)
1
2 a norma euclidiana de x ∈ Rn e seja 〈x, y〉 =

∑n
k=1 xkyk o

produto interno usual de x, y ∈ Rn. A esfera unitária de Rn será denotada por

Sn−1 = {x ∈ Rn : |||x||| = 1}

30
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e a medida de Lebesgue normalizada sobre Sn−1 por µ. Denotaremos por Voln(A) o volume

de um subconjunto mensurável A de Rn. Se X é um espaço topológico compacto, denota-

remos por C(X) o espaço das funções reais cont́ınuas definidas sobre X com a norma da

convergência uniforme.

A bola unitária fechada de Lp(Sd), 1 ≤ p ≤ ∞, será denotada por Up, isto é,

Up = {ϕ ∈ Lp(Sd) : ||ϕ||p ≤ 1}.

O logaritmo de um número x > 0 na base 2 será denotado por log x.

Definição 3.1.1. Seja ν uma medida sobre a σ-álgebra de Borel B(X) de X, onde X é um

espaço topológico localmente compacto de Hausdorff.

(i) ν é chamada regular exteriormente sobre E ∈ B(X) se

ν(E) = inf{ν(U) : E ⊂ U, U é aberto}.

(ii) ν é chamada regular interiormente sobre E ∈ B(X) se

ν(E) = sup{ν(K) : K ⊂ E, K é compacto}.

(iii) Se ν for finita sobre os compactos, regular exteriormente sobre todos os Borelianos e

regular interiormente sobre todo aberto, dizemos que µ é uma medida de Radon.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Representação de Riesz, [3], p. 205). Seja X um espaço to-

pológico compacto de Hausdorff e seja I um funcional linear positivo sobre C(X), isto é,

I(f) ≥ 0 se f é uma função real cont́ınua sobre X e f ≥ 0. Então existe uma única medida

de Radon ν sobre B(X) tal que

I(f) =

∫

X

f(x)dν(x),

para toda f ∈ C(X).

Definição 3.1.3. Um grupo topológico é um grupo G que também é um espaço topológico e

cujas operações de grupo

(u, v) ∈ G × G 7−→ u · v ∈ G,

u ∈ G 7−→ u−1 ∈ G,

são cont́ınuas.
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Definição 3.1.4. Uma medida de Haar à esquerda sobre o grupo topológico localmente com-

pacto G, é uma medida de Radon ν sobre G tal que ν(uE) = ν(E) para todo u ∈ G e

E ∈ B(X), onde uE = {ua : a ∈ E}.

Teorema 3.1.5 ([3], p. 315). Sobre todo grupo localmente compacto, existe uma medida de

Haar à esquerda, que é única a menos de constantes multiplicativas positivas.

Observação 3.1.6. O conjunto SO(n) das rotações próprias em Rn, munido da operação

de produto de matrizes e da topologia induzida de Rn ×Rn, é um grupo topológico compacto.

Denotemos por σ a medida de Haar normalizada sobre SO(n).

Seja f ∈ L1(Sn−1) e seja f̃ a função definida por f̃(u) = f(ue), e = (0, . . . , 0, 1). Então

f̃ ∈ L1(SO(n)) e ∫

Sn−1

f(y)dµ(y) =

∫

SO(n)

f̃(u)dσ(u).

Em virtude desta relação entre as medidas µ e σ, podemos concluir pelo Teorema 3.1.5 que,

se ν é uma medida de Radon sobre os borelianos de Sn−1 e também é invariante por rotações

de SO(n), então existe λ ∈ R, λ ≥ 0 tal que ν(E) = λµ(E),∀E ∈ B(Sn−1).

Definição 3.1.7. A média de Levy de uma norma || · || sobre Rn é definida por

M(‖·‖) = M(Rn, ‖·‖) =

(∫

Sn−1

‖x‖2 dµ(x)

) 1
2

.

Observação 3.1.8. A fim de especificar a norma ‖·‖ cuja média de Levy queremos estimar,

consideramos um sistema qualquer de harmônicos esféricos

{ξk(τ)}n
k=1 ⊂

M2⊕

l=M1

Hl, n =

M2∑

s=M1

dimHs

que é ortonormal em L2(Sd). Seja Ξn = lin{ξ1, ..., ξn} e seja J : Rn −→ Ξn o isomorfismo

que associa a cada α = (α1, ..., αn) ∈ Rn a função

Jα = ξα =
n∑

k=1

αkξk ∈ Ξn.

Toda matriz invert́ıvel diagonal n × n

Λn = diag

n︷ ︸︸ ︷
{λM1 , ..., λM1︸ ︷︷ ︸

dimHM1

, λM1+1, ..., λM1+1︸ ︷︷ ︸
dimHM1+1

, ..., λM2 , ..., λM2︸ ︷︷ ︸
dimHM2

} = diag{λ̃1, ..., λ̃n}
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pode ser associada a um operador linear invert́ıvel JΛnJ
−1 : Ξn −→ Ξn, o qual denotamos

novamente por Λn, para simplificar a notação. A definição ‖ξ‖Λn,p = ‖Λnξ‖p induz uma

norma em Ξn e passando para Rn obtemos a norma ||α||(Λn,p) = ||ξα||Λn,p para α ∈ Rn. Como

{ξk}n
k=1 é um sistema ortonormal de harmônicos esféricos e n = dim

(
⊕M2

l=M1
Hk

)
, segue

que {ξk}n
k=1 constitui uma base de ⊕M2

l=M1
Hk. Desta forma podemos ordenar este sistema

ortonormal de harmônicos esféricos da seguinte maneira,

{ξk}n
k=1 = {ξl

j : M1 ≤ l ≤ M2, 1 ≤ j ≤ al},

onde {ξl
j : 1 ≤ j ≤ al} é base de Hl, M1 ≤ l ≤ M2 e al = dimHl. Assim, se

α = (α1, · · · , αn) ∈ Rn, teremos ξα =
∑n

k=1 αkξk =
∑M2

l=M1

∑al

j=1 αl
jξ

l
j. Logo Λnξ

α =
∑M2

l=M1
λl

∑al

j=1 αl
jξ

l
j, e consequentemente

‖α‖(Λn,p) =

∥∥∥∥∥

M2∑

l=M1

λl

al∑

j=1

αl
jξ

l
j

∥∥∥∥∥
p

.

Denotamos

Bn
(Λn,p) = Bn

(Λ,p) = {α ∈ Rn : ||α||(Λn,p) ≤ 1}.

Se Λn = I é o operador identidade, escrevemos Bn
(In,p) = Bn

(p) e || · ||(I,p) = || · ||(p).

Lema 3.1.9. Dada uma função arbitrária f ∈ C(Sn−1) denotamos por f̃ a extensão de f

sobre Rn\{0} dada por

f̃(x) = |||x|||2f
(

x

|||x|||

)
.

Nestas condições temos que
∫

Sn−1

f(x)dµ(x) =
2π

n

∫

Rn

f̃(x)dγ(x)

onde dγ(x) = e−π|||x|||2dx é a medida Gaussiana sobre Rn.

Demonstração. Consideremos a aplicação I : C(Sn−1) → R definida por

I(f) =

∫

Rn

f̃(x)dγ(x) =

∫

Rn

|||x|||2f
(

x

|||x|||

)
e−π|||x|||2dx.

Observe que I é um funcional linear positivo sobre C(Sn−1). Vamos mostrar que I é invariante
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por rotações. Para u ∈ SO(n) temos pela Observação 2.1.4 que

I(f ◦ u) =

∫

Rn

|||x|||2f
(

u

(
x

|||x|||

))
e−π|||x|||2dx

=

∫

Rn

|||ux|||2f
(

ux

|||ux|||

)
e−π|||ux|||2dx

=

∫

Rn

|||x|||2f
(

x

|||x|||

)
e−π|||x|||2dx

= I(f).

Segue pelo Teorema 3.1.2, que existe uma única medida de Radon ν sobre Sn−1 tal que

I(f) =

∫

Sn−1

f(x)dν(x).

Como I é invariante por rotações, segue que ν é invariante por rotações e assim pela Ob-

servação 3.1.6, ν deve ser um múltiplo da medida de Lebesgue sobre Sn−1, isto é, existe uma

constante positiva λn tal que

I(f) = λn

∫

Sn−1

f(x)dµ(x), ∀f ∈ C(Sn−1).

Tomando f ≡ 1 obtemos

λ1/2
n =

(
λn

∫

Sn−1

1dµ(x)

)1/2

= (I(1))1/2

=

(∫

Rn

|||x|||2e−π|||x|||2dx

)1/2

=

(∫

Rn

(x2
1 + · · · + x2

n)e−π(x2
1+···+x2

n)dx1 · · · dxn

)1/2

=

((∫ +∞

−∞

x2
1e

−π(x2
1+···+x2

n)dx1 · · · dxn

)
+

(∫ +∞

−∞

x2
2e

−π(x2
1+···+x2

n)dx1 · · · dxn

)

+ · · · +

(∫ +∞

−∞

x2
ne

−π(x2
1+···+x2

n)dx1 · · · dxn

))1/2

=

(
n

∫ +∞

−∞

x2
1e

−π(x2
1+···+x2

n)dx1 · · · dxn

)1/2

.

Como
∫ +∞

−∞
e−y2

dy =
√

π, dado q ∈ R, fazendo uma mudança de variável obtemos

∫ +∞

−∞

e−qy2

dy =

√
π

q
(3.1)
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e assim
∫ +∞

−∞
e−πx2

i dxi = 1. Além disso, derivando (3.1) em relação a q obtemos

∫ +∞

−∞

y2e−qy2

dy =
1

2

√
π

q3

ou seja,
∫ +∞

−∞
x2

1e
−πx2

1dx1 = 1/2π e portanto

λ1/2
n =

(
n

∫ +∞

−∞

x2
1e

−π(x2
1+···+x2

n)dx1 · · · dxn

)1/2

=

((
n

∫ +∞

−∞

x2
1e

−πx2
1dx1

)
·
(∫ +∞

−∞

e−πx2
2dx2

)
· · · · ·

(∫ +∞

−∞

e−πx2
ndxn

))1/2

=
( n

2π

)1/2

.

Logo se f ∈ C(Sn−1) e f̃(x) = |||x|||2f
(

x
|||x|||

)
, x ∈ Rn \ {0}, então

∫

Sn−1

f(x)dµ(x) = λ−1
n

∫

Rn

f̃(x)dγ(x)

=
2π

n

∫

Rn

f̃(x)dγ(x).

.

Teorema 3.1.10 ([6], p. 585). Denotemos por {rk}∞k=1 a sequência das funções de Rade-

macher rk(θ) = sign sin(2kπθ), para θ ∈ [0, 1] e k = 1, 2, ..., e para m = 1, 2, ... e i =

1, 2, . . . , n seja

δm
i (θ) = m− 1

2 (r(i−1)m+1(θ) + · · · + rim(θ)).

Se h : Rn −→ R é uma função cont́ınua satisfazendo

h(x1, ..., xn)e−
Pn

i=1 |xi| −→ 0, uniformemente quando
n∑

i=1

|xi| −→ ∞,

então ∫

Rn

h(x)dγ(x) = lim
m→∞

∫ 1

0

h((2π)−1/2(δm
1 (θ), ..., δm

n (θ)))dθ.

Teorema 3.1.11 (Desigualdade de Khintchine, [2], p. 66). Seja {rk(θ)}∞k=1 a sequência das

funções de Rademacher (ver Teorema 3.1.10) e sejam 1 ≤ p < ∞, u ∈ N. Então para toda

sequência de escalares {cs}u
s=1 temos que



Seção 3.1. Estimativas para Médias de Levy 36

b(p)

(
u∑

s=1

|cs|2
)1/2

≤
(∫ 1

0

∣∣∣∣∣

u∑

s=1

rs(θ)cs

∣∣∣∣∣

p

dθ

)1/p

≤ c(p)

(
u∑

s=1

|cs|2
)1/2

,

onde b(1) ≥ 1
2

e

c(p) = 21/2

(
Γ(1+p

2
)

Γ(1
2
)

)1/p

≍ p1/2, p −→ ∞.

Teorema 3.1.12 (Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin, [3], p. 193). Sejam (X,M, ν)

e (Y,N , σ) dois espaços com medidas σ-finitas e sejam 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞. Suponhamos

que T seja um operador linear limitado de Lpi(X) em Lqi(Y ) para i ∈ {0, 1} e que

||Tf ||q0 ≤ k0||f ||p0 ,

||Tf ||q1 ≤ k1||f ||p1 .

Então T é limitado de Lpt(X) em Lqt(Y ) e

||Tf ||qt ≤ k1−t
0 kt

1||f ||pt ,

onde 1
pt

= 1−t
p0

+ t
p1

e 1
qt

= 1−t
q0

+ t
q1

.

Lema 3.1.13. Se tn ∈⊕M2

k=M1
Hk, então

||tn||∞ ≤ n1/p||tn||p, 1 ≤ p ≤ ∞,

||tn||2 ≤ n1/p−1/2||tn||p, 1 ≤ p ≤ 2,

||tn||q ≤ n1/2−1/q||tn||2, 2 ≤ q ≤ ∞.

Demonstração. Seja DM1,M2 =
∑M2

k=M1
Z

(k)
x , onde Z

(k)
x é o harmônico zonal de grau k e

polo x. Então para cada tn ∈ ⊕M2

k=M1
Hk, temos pela definição de harmônico zonal e pelo

Teorema 2.1.14 que

tn = DM1,M2 ∗ tn (3.2)

e segue assim pela Desigualdade de Young (Teorema 2.2.12) que

||tn||∞ = ‖DM1,M2 ∗ tn‖∞ ≤ ‖DM1,M2‖∞ ‖tn‖1 .
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Mas, DM1,M2 = DM1,M2 ∗ DM1,M2 , e portanto pela Desigualdade de Young, pela Definição

2.2.1 e pelo Corolário 2.2.3, obtemos

‖DM1,M2‖∞ = ‖DM1,M2 ∗ DM1,M2‖∞
≤ ‖DM1,M2‖2 ‖DM1,M2‖2

= ‖DM1,M2‖2
2

=

M2∑

k=M1

∫

Sd

Z
(k)
x (y)Z(k)

x (y)dµ(y)

=

M2∑

k=M1

(
Z(k)

x , Z(k)
x

)

=

M2∑

k=M1

Z
(k)
x (x) =

M2∑

k=M1

ak = n. (3.3)

Segue assim por (3.2) e (3.3) que

||tn||∞ ≤ n||tn||1.

Seja I o operador identidade sobre
⊕M2

k=M1
Hk. Então temos que

||I(tn)||∞ ≤ n||tn||1,

||I(tn)||∞ ≤ 1||tn||∞.

Aplicando o Teorema 3.1.12 ao operador I para k0 = n, k1 = 1, q0 = q1 = p1 = ∞ e p0 = 1

obtemos

qt = ∞,
1

pt

= 1 − t

e assim

k1−t
0 · kt

1 = n1−t · 1t = n1/pt .

Tomando pt = p

||tn||∞ = ||I(tn)||∞ ≤ n1/p||tn||p, 1 ≤ p ≤ ∞.

De modo análogo ao anterior, demonstramos os outros casos. Temos pela Desigualdade

de Young que

||tn||2 = ||DM1,M2 ∗ tn||2
≤ ||DM1,M2||2||tn||1
= n1/2||tn||1
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e portanto

||I(tn)||2 ≤ n1/2||tn||1,

||I(tn)||2 ≤ 1||tn||2.

Aplicando o Teorema 3.1.12 para as constantes k0 = n1/2, k1 = 1, q0 = q1 = p1 = 2 e p0 = 1,

obtemos a segunda desigualdade desejada.

Para demonstrar a terceira desigualdade, aplicamos a Desigualdade de Young e obtemos

||tn||∞ = ||DM1,M2 ∗ tn||∞
≤ ||DM1,M2 ||2||tn||2
= n1/2||tn||2.

Assim

||I(tn)||∞ ≤ n1/2||tn||2,

||I(tn)||2 ≤ 1||tn||2.

A terceira desigualdade é obtida quando aplicamos o Teorema 3.1.12 para k0 = n1/2, k1 =

1, q1 = p0 = p1 = 2 e q0 = ∞. .

Teorema 3.1.14. Seja {ξk}n
k=1 um sistema ortonormal arbitrário de harmônicos esféricos de

⊕M2

l=M1
Hl, onde n = dim

(⊕M2

l=M1
Hl

)
e ak = dimHk. Então existe uma constante absoluta

C > 0 tal que:

(i) se 2 ≤ p < ∞, então

n−1/2

(
M2∑

k=M1

|λk|2ak

) 1
2

≤ M(‖·‖(Λn,p)) ≤ Cp1/2n−1/2

(
M2∑

k=M1

|λk|2ak

) 1
2

,

(ii) se p = ∞, então

n−1/2

(
M2∑

k=M1

|λk|2ak

) 1
2

≤ M(‖·‖(Λn,∞)) ≤ C(log n)1/2n−1/2

(
M2∑

k=M1

|λk|2ak

) 1
2

,

(iii) se 1 ≤ p ≤ 2, então

1

2
n−1/2

(
M2∑

k=M1

|λk|2ak

) 1
2

≤ M(‖·‖(Λn,p)) ≤ n−1/2

(
M2∑

k=M1

|λk|2ak

) 1
2

.
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(iv) Se p = 2, então

M(‖·‖(Λn,2)) = n−1/2

(
M2∑

k=M1

|λk|2ak

) 1
2

.

Demonstração. Vamos demonstrar primeiramente a igualdade em (iv). Para x =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn, temos pela Observação 3.1.8 que

‖x‖2
(Λn,2) =

∥∥∥∥∥

M2∑

l=M1

λl

al∑

j=1

xl
jξ

l
j

∥∥∥∥∥

2

2

=

M2∑

l=M1

|λl|2
al∑

j=1

(xl
j)

2||ξl
j||2

=

M2∑

l=M1

|λl|2
al∑

j=1

(xl
j)

2

e assim ∫

Sn−1

‖x‖2
(Λn,2) dµ(x) =

M2∑

l=M1

|λl|2
al∑

j=1

∫

Sn−1

(xl
j)

2dµ(x). (3.4)

Mas

1 =

∫

Sn−1

|||x|||2dµ(x) =

∫

Sn−1

(x2
1 + · · · + x2

n)dµ(x)

=
n∑

k=1

∫

Sn−1

x2
kdµ(x)

= n

∫

Sn−1

x2
i dµ(x)

para qualquer 1 ≤ i ≤ n, e portanto temos
∫

Sn−1

x2
i dµ(x) =

1

n
. (3.5)

Por (3.4) e (3.5) obtemos

∫

Sn−1

‖x‖2
(Λn,2) dµ(x) =

1

n

M2∑

l=M1

|λl|2al

e logo temos que

M(|| · ||(Λn,2)) =

(∫

Sn−1

||x||2(Λn,2)

)1/2

= n−1/2

(
M2∑

l=M1

|λl|2al

)1/2

,
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como queŕıamos.

Como M(||.||(Λn,p)) é uma função monótona crescente em p para 1 ≤ p ≤ ∞, os limitantes

inferiores em (i), (ii) e o limitante superior em (iii) seguem de (iv).

Vamos agora demonstrar a estimativa superior em (i) e a estimativa inferior em (iii). Seja

λ̃i, 1 ≤ i ≤ n a sequência de multiplicadores obtida de λi, M1 ≤ i ≤ M2, que corresponde à

enumeração fixada dos harmônicos esféricos ξi, 1 ≤ i ≤ n.

Considere as funções f(x) = ||x||2(Λn,p), x ∈ Sn−1 e h(x) = ||x||2(Λn,p), x ∈ Rn, 1 ≤ p ≤ ∞.

Temos que

f̃(x) = |||x|||2f
(

x

|||x|||

)
= |||x|||2

∥∥∥∥
x

|||x|||

∥∥∥∥
2

(Λn,p)

= ‖x‖2
(Λn,p)

e assim pelo Lema 3.1.9 temos que
∫

Sn−1

‖x‖2
(Λn,p) dµ(x) =

2π

n

∫

Rn

f̃(x)dγ(x). (3.6)

Observe que a função h satisfaz as condições do Teorema 3.1.10. De fato, temos que

||x||(Λn,p) =

∥∥∥∥∥

M2∑

l=M1

λl

al∑

j=1

αl
jξ

l
j

∥∥∥∥∥
p

≤
M2∑

l=M1

|λl|
al∑

j=1

|αl
j|
∥∥ξl

j

∥∥
p

≤
(

sup
M1≤l≤M2, 1≤j≤al

|λl|
∥∥ξl

j

∥∥
p

) n∑

i=1

|xi|

= C

n∑

i=1

|xi|

e portanto

h(x)e−
Pn

k=1 |xi| = ||x||2(Λn,p)e
−

Pn
k=1 |xi| → 0 uniformemente quando

n∑

k=1

|xi| → 0.

Assim aplicando o Teorema 3.1.10 para estas funções temos
∫

Rn

f̃(x)dγ(x) = lim
m→∞

∫ 1

0

∥∥(2π)−1/2(δm
1 (θ), · · · , δm

n (θ))
∥∥2

(Λn,p)
dθ. (3.7)

Logo por (3.6) e (3.7) temos
∫

Sn−1

‖x‖2
(Λn,p) dµ(x) =

2π

n

∫

Rn

||x||2(Λn,p)dγ(x)

= n−1 lim
m→∞

∫ 1

0

||(δm
1 (θ), ..., δm

n (θ))||2(Λn,p)dθ.
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Mas note que

‖(δm
1 (θ), ..., δm

n (θ))‖2
(Λn,p) =

∥∥ξ(δm
1 (θ),...,δm

n (θ))
∥∥2

Λn,p

=

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

ξiδi
m(θ)

∥∥∥∥∥

2

Λn,p

=

∥∥∥∥∥Λn

(
n∑

i=1

ξiδi
m(θ)

)∥∥∥∥∥

2

p

=

(∫

Sd

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

λ̃iξi(τ)δi
m(θ)

∣∣∣∣∣

p

dµ(τ)

)2/p

e portanto

∫

Sn−1

||x||2(Λn,p)dµ(x) = n−1 lim
m→∞

∫ 1

0

(∫

Sd

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

λ̃iδ
m
i (θ)ξi(τ)

∣∣∣∣∣

p

dµ(τ)

)2/p

dθ. (3.8)

Temos ainda que
n∑

i=1

λ̃iξi(τ)δi
m(θ) =

n∑

i=1

m−1/2ξi(τ)λ̃i(r(i−1)m+1(θ) + · · · + rim(θ)).

Tomando ξ̃(i−1)m+k(τ) = m−1/2ξi(τ), τ ∈ Sd e
˜̃
λ(i−1)m+k = λ̃i para i = 1, 2, ..., n; k =

1, 2, ...,m e m = 1, 2, ..., nós obtemos
n∑

i=1

δm
i (θ)λ̃iξi(τ) =

mn∑

j=1

rj(θ)
˜̃λj ξ̃j(τ)

e portanto segue por (3.8) que

∫

Sn−1

||x||2(Λn,p)dµ(x) = n−1 lim
m→∞

∫ 1

0

(∫

Sd

∣∣∣∣∣

mn∑

j=1

rj(θ)
˜̃λj ξ̃j(τ)

∣∣∣∣∣

p

dµ(τ)

)2/p

dθ. (3.9)

Do Corolário 2.2.3 (b) e das definições de ξ̃j(τ) e
˜̃
λj, segue que

mn∑

j=1

|˜̃λj ξ̃j(τ)|2 =
n∑

i=1

m∑

k=1

|˜̃λ(i−1)m+kξ̃(i−1)m+k(τ)|2

=
n∑

i=1

m∑

k=1

|λ̃i|2|m−1/2ξi(τ)|2

=
n∑

i=1

m|λ̃i|2m−1|ξi(τ)|2

=

M2∑

j=M1

|λj|2aj.
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Portanto das desigualdades de Jensen e de Khintchine (Teorema 3.1.11) e de (3.9), para

2 ≤ p ≤ ∞, obtemos

∫

Sn−1

||x||2(Λn,p)dµ(x) ≤ n−1 lim
m→∞

(∫

Sd

∫ 1

0

∣∣∣∣∣

mn∑

j=1

rj(θ)
˜̃λj ξ̃j(τ)

∣∣∣∣∣

p

dθdµ(τ)

)2/p

≤ (c(p))2n−1 lim
m→∞



∫

Sd

(
mn∑

j=1

|˜̃λj ξ̃j(τ)|2
)p/2

dµ(τ)




2/p

≤ Cpn−1

(
S2∑

j=M1

|λj|2aj

)

e portanto obtemos a estimativa superior em (i). Agora, como ‖·‖2 ≥ ‖·‖1 , segue pela

Desigualdade de Khintchine e por (3.9) que

∫

Sn−1

||x||2(Λn,1)dµ(x) ≥ n−1 lim
m→∞

(∫

Sd

∫ 1

0

∣∣∣∣∣

mn∑

j=1

rj(θ)
˜̃λj ξ̃j(τ)

∣∣∣∣∣ dθdµ(τ)

)2

≥ (b(1))2n−1 lim
m→∞



∫

Sd

(
mn∑

j=1

|˜̃λj ξ̃j(τ)|2
)1/2

dµ(τ)




2

≥ 1

4
n−1

(
M2∑

j=M1

|λj|2aj

)
, (3.10)

e portanto obtemos a estimativa inferior em (iii).

Finalmente, aplicando a primeira desigualdade do Lema 3.1.13, e em seguida a estimativa

superior em (i) para p = log2 n, obtemos

(∫

Sn−1

||x||2(Λn,∞)dµ(x)

)1/2

=

(∫

Sn−1

||Λnξ
x||2∞dµ(x)

)1/2

≤
(∫

Sn−1

n2/p||Λnξ
x||2pdµ(x)

)1/2

= n1/p

(∫

Sn−1

||x||2(Λn,p)dµ(x)

)1/2

≤ n1/pC1p
1/2n−1/2

(
M2∑

j=M1

|λj|2aj

)1/2

= 2C1(log n)1/2n−1/2

(
M2∑

j=M1

|λj|2aj

)1/2
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e assim demonstramos a estimativa superior em (ii). .

3.2 Estimativas Inferiores para Números de Entropia

Nesta seção aplicaremos o Teorema 3.1.14 para obter limitantes inferiores gerais de

números de entropia para uma ampla famı́lia de sequências de multiplicadores.

Definição 3.2.1. O conjunto polar de um subconjunto compacto K de Rn é definido por

K◦ = {x ∈ Rn : sup
y∈K

| < x, y > | ≤ 1}

e a norma ‖·‖K◦ definida por

||x||K◦ = sup
x∈Rn

{< x, y >: y ∈ K}.

Teorema 3.2.2 (Desigualdade de Urysohn, [11], p. 6). Seja K um subconjunto compacto de

Rn. Temos que (
Voln(K)

Voln(Bn
(2))

)1/n

≤
∫

Sn−1

‖x‖K◦ dµ(x).

Definição 3.2.3. Seja A um subconjunto de um espaço vetorial X. Dizemos que A é convexo

se para quaisquer x, y ∈ A, tivermos

αx + (1 − α)y ∈ A, ∀ α ∈ [0, 1].

Definição 3.2.4. Seja A um subconjunto de um espaço vetorial X. Dizemos que A é cen-

tralmente simétrico se A é simétrico com relação à origem 0, em outras palavras, se para

todo x ∈ A tivermos −x ∈ A.

Definição 3.2.5. Seja A um subconjunto de um espaço vetorial X. Dizemos que A é ab-

sorvente se dado x ∈ X, existir λ0 > 0 tal que x ∈ λA para todo λ ∈ R com |λ| ≥ λ0.

Proposição 3.2.6 ([11], p. 6). Seja V um conjunto convexo, centralmente simétrico, limitado

e absorvente. Existe uma constante absoluta C > 0 tal que para todo n ∈ N,




Voln(V )Voln(V ◦)
(
Voln(Bn

(2))
)2




1/n

≥ C.
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Teorema 3.2.7. Seja Λ = {λn}n∈N uma sequência de multiplicadores arbitrária. Então

existe uma constante C > 0, dependendo somente de p e q, tal que, para todos N, k ∈ N e

n =
∑N

l=0 dimHl,

ek(ΛUp, L
q) ≥ C2−k/nωn,

onde ωn = σnκn,

κn =





1 , p < ∞, q > 1,

(log n)−1/2 , p < ∞, q = 1,

(log n)−1/2 , p = ∞, q > 1,

(log n)−1 , p = ∞, q = 1

e

σn =

(
N∏

l=1

|λl|dimHl

)1/n

.

Em particular, se k = n e |λ1| ≥ |λ2| ≥ ... ≥ |λN |, então

en(ΛUp, L
q) ≥ C|λN |κn (3.11)

Demonstração. Se para algum 1 ≤ l ≤ N, λl = 0, então a demonstração do teorema é

trivial. Assumimos então que λl 6= 0 para todo 1 ≤ l ≤ N .

Considere uma norma || · || em Rn e seja E o espaço de Banach com bola unitária BE.

Para x ∈ Rn seja ||x||◦ = sup{| 〈x, y〉 | : y ∈ BE} e seja E◦ = (Rn, || · ||◦). A bola unitária

BE◦ será denotada por B◦
E. Usando a desigualdade de Hölder obtemos

||x||◦(q) = sup
{
| 〈x, y〉 | : y ∈ Bn

(q)

}

= sup
{
| (Jx, Jy) | : y ∈ Bn

(q)

}

= sup

{∣∣∣∣
∫

Sd

JxJydµ

∣∣∣∣ : y ∈ Bn
(q)

}

= sup
{
‖Jx‖q′ ‖Jy‖q : y ∈ Bn

(q)

}

≤ ‖Jx‖q′

= ‖x‖(q′) ,

onde 1/q + 1/q′ = 1. Assim se tomarmos || · || = || · ||(q), 1 ≤ q ≤ 2 pelo Teorema 3.1.14 e
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pelo Teorema 3.2.2, obtemos

(
Voln(Bn

(q))

Voln(Bn
(2))

)1/n

≤
∫

Sn−1

||x||◦(q)dµ(x)

≤
∫

Sn−1

||x||(q′)dµ(x)

≤
(∫

Sn−1

||x||2(q′)dµ(x)

)1/2

= M(|| · ||(q′))

≤ C

{
(q′)1/2, 1 < q ≤ 2,

(log n)−1/2, q = 1,
(3.12)

onde 1/q + 1/q′ = 1, ou seja 2 ≤ q′ ≤ ∞. Da mesma forma, para todo 2 ≤ p ≤ ∞ obtemos

(
Voln(Bn

(p))
◦

Voln(Bn
(2))

)1/n

≤
∫

Sn−1

||x||(p)dµ(x)

≤
(∫

Sn−1

||x||2(p)dµ(x)

)1/2

= M(|| · ||(p))

≤ C

{
p1/2, 2 < p ≤ ∞,

(log n)1/2, p = ∞.
(3.13)

Pela Proposição 3.2.6 existe uma constante absoluta C > 0 tal que

(
Voln(Bn

(p))Voln((Bn
(p))

◦)

Voln(Bn
(2))

2

)1/n

≥ C

e assim por (3.13)

(
Voln(Bn

(p))

Voln(Bn
(2))

)1/n

≥ C

(
Voln(Bn

(p))
◦

Voln(Bn
(2))

)−1/n

≥ C

{
p−1/2, 2 ≤ p < ∞,

(log n)−1/2, p = ∞.
(3.14)

Seja x1, ..., xN(ε) uma ε-rede minimal para ΛBn
(p) em (Rn, || · ||(q)) com cardinalidade N(ε).

Então

ΛBn
(p) ⊂

N(ε)⋃

k=1

(xk + εBn
(q)).
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Comparando os volumes obtemos

Voln(ΛBn
(p)) ≤ εnN(ε)Voln(Bn

(q))

e consequentemente

(
Voln(ΛBn

(p))

Voln(Bn
(2))

)1/n

≤ ε(N(ε))1/n

(
Voln(Bn

(q))

Voln(Bn
(2))

)1/n

. (3.15)

Se T ∈ L(Rn, Rn) e X ⊂ Rn, então Voln (T (X)) = (det T ) (VolnX). Temos então que

(
Voln

(
ΛBn

(p)

))1/n

(
Voln

(
Bn

(2)

))1/n
=

(
det Λ · Voln

(
Bn

(p)

))1/n

(
Voln

(
Bn

(2)

))1/n

= (det Λ)1/n

(
Voln

(
Bn

(p)

))1/n

(
Voln

(
Bn

(2)

))1/n
(3.16)

Assim por (3.12), (3.14), (3.15) e (3.16), encontramos

C1(detΛ)
1
n

{
p−

1
2 , 2 ≤ p < ∞,

(log n)−
1
2 , p = ∞,

≤ (detΛ)
1
n

(
Voln(Bn

(p))

Voln(Bn
(2))

) 1
n

=

(
Voln(ΛBn

(p))

Voln(Bn
(2))

) 1
n

≤ ε(N(ε))
1
n

(
Voln(Bn

(q))

Voln(Bn
(2))

) 1
n

= C2ε(N(ε))
1
n

{
(q′)

1
2 , 1 < q ≤ 2,

(log n)−
1
2 , q = 1.

(3.17)

Tomamos N(ε) = 2k−1. Então por definição de números de entropia

ε = ek(ΛUp ∩ TN , Lq ∩ TN)

onde TN =
⊕N

j=0 Hj. Por definição e pela Proposição 1.3.9 encontramos

ek(ΛUp, L
q) ≥ ek(ΛUp ∩ TN , Lq)

≥ 2−1ek(ΛUp ∩ TN , Lq ∩ TN)
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e assim para 2 ≤ p < ∞ e 1 < q ≤ 2, temos que

ek(ΛUp, L
q) ≥ 2−1C1C

−1
2 (N(ε))−1/n(q′)−1/2(det Λ)1/np−1/2

≥ C ′2−(k−1)/n(det Λ)1/n

≥ C ′21/n2−k/n(det Λ)1/n

≥ C ′2−k/n(det Λ)1/n.

Logo

ek(ΛUp, L
q) ≥ C2−k/nσn, 2 ≤ p < ∞ e 1 < q ≤ 2.

Consideremos agora 1 ≤ p < 2 e 1 < q ≤ 2. Observe que ‖·‖p ≤ ‖·‖2 e assim U2 ⊂ Up.

Portanto

ek(ΛU2, L
q) = inf{ε : ΛU2 ⊂

2k−1⋃

j=1

(xj + εUq)}

≤ inf{ε : ΛUp ⊂
2k−1⋃

j=1

(xj + εUq)}

= ek(ΛUp, L
q)

e portanto, pelo caso anterior segue que

ek(ΛUp, L
q) ≥ ek(ΛU2, L

q) ≥ C2−k/nσn.

Para o caso em que 1 ≤ p < ∞ e 2 < q ≤ ∞, temos que ‖·‖2 ≤ ‖·‖q e Uq ⊂ U2 e assim

ek(ΛUp, L
q) = inf{ε : ΛUp ⊂

2k−1⋃

j=1

(xj + εUq)}

≥ inf{ε : ΛUp ⊂
2k−1⋃

j=1

(xj + εU2)}

= ek(ΛUp, L
2)

≥ C2−k/nσn.

Portanto para p < ∞ e q > 1, temos que

ek(ΛUp, L
q) ≥ C2−k/nσn.

Fazendo uma análise semelhante nos outros casos, obtemos as estimativas desejadas.
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Para demonstrar (3.11) assumimos que k = n e |λ1| ≥ ... ≥ |λN |. Então

σn
n = det Λ =

N∏

k=1

|λk|dimHk

≥ |λN |
PN

k=1 dimHk = |λN |n

e consequentemente,

en(ΛUp, L
q) ≥ C|λN |κn.

.

3.3 Estimativas Superiores para Números de Entropia

Observação 3.3.1. Consideremos uma sequência de multiplicadores Λ = {λl}l∈N. Para

k ∈ N e 1 ≤ q ≤ ∞ fixados, definimos

χ
(q)
k = χk = 3 sup

n≥1

(
2−k+1Voln(Bn

(2))

Voln(Bn
(q))

.

N∏

j=1

|λj|dimHj

)1/n

.

Se a sequência {|λl|}l∈N é limitada temos

(
N∏

j=1

|λj|dimHj

)1/n

≤
(

N∏

j=1

(
sup

1≤j≤N
|λj|
)dimHj

)1/n

=

((
sup

1≤j≤N
|λj|
)PN

j=1 aj

)1/n

= sup
1≤j≤N

|λj|, (3.18)

assim

χ
(q)
k ≤ 3 sup

n≥1

(
2−k+1

)1/n

(
Voln(Bn

(2))

Voln(Bn
(q))

)1/n

sup
j∈N

|λj|

para todo k ∈ N.

Segue por (3.14) e porque Bn
(q) ⊂ Bn

(2) para 2 ≤ q ≤ ∞, que

1 ≤
(

Voln(Bn
(2))

Voln(Bn
(q))

)1/n

≤ C

{
q1/2, 2 ≤ q < ∞,

(log n)1/2, q = ∞.
(3.19)
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Lema 3.3.2 ([9]). Seja E = (Rn, || · ||) um espaço de Banach n-dimensional e seja

M∗ = M∗(E) =

∫

Sn−1

||x||dµ(x).

Então para m ∈ N temos

em(Bn
(2), E) ≪

{
(n/m)1/2M∗, m ≤ n,

e−m/nM∗, m > n.

Definição 3.3.3. Seja Λ = {λl}l∈N uma sequência decrescente em módulo satisfazendo

liml→∞ |λl| = 0 e sejam N ∈ N, ε ∈ R, ε > 0. Escrevemos N0 = 0, N1 = N e definimos

indutivamente

Nk+1 = min{m ∈ N : 2|λm| ≤ |λNk
|}.

Para cada k ∈ N nós definimos

TNk,Nk+1
=

Nk+1⊕

l=Nk

Hl,

θNk,Nk+1
= dim TNk,Nk+1

=

Nk+1∑

l=Nk

dimHl

e definimos

M =

[
log θN1,N2

ε

]
,

mk = [2−εkθN1,N2 ] + 1, k = 1, · · · , M

e m0 = θN0,N1 = θ0,N .

Observe que
M∑

k=1

mk ≤ θN1,N2

M∑

k=1

2−εk + M ≤ CεθN1,N2 ,

onde Cε > 0 depende somente de ε.

Definição 3.3.4. Sejam Λ = {λl}l∈N, N, ε, Nk, M, θNk,Nk+1
como na Definição 3.3.3 e seja

1 ≤ p ≤ 2. . Dizemos que Λ ∈ Kε,p, se para todo N ∈ N temos

M∑

k=1

2−k(1−ε)
θ

1/p
Nk,Nk+1

θ
1/2
N1,N2

≤ Cε,pθ
1/p−1/2
N1,N2

.
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Lema 3.3.5. Sejam Λ = {λl}l∈N, N, ε, M, Nk, TNk,Nk+1
, θNk,Nk+1

como na Definição 3.3.3

e sejam 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, B
Nk,Nk+1
q = Uq

⋂ TNk,Nk+1
. Suponhamos que o operador

multiplicador Λ seja limitado de L1 em L2. Então

ΛUp ⊂
M⊕

k=0

θ
1/p−1/2
Nk,Nk+1

|λNk
|BNk,Nk+1

2 +
∞⊕

k=M+1

θ
1/p−1/q
Nk,Nk+1

|λNk
|BNk,Nk+1

q .

Demonstração. Para f ∈ ΛUp ⊂ L2 seja SN(f) a N -ésima soma parcial de Fourier de f

e seja φNk,Nk+1
(f) := SNk+1

(f) − SNk
(f). Observando que SNk

(f) =
∑Nk

j=0 Z̃(j) ∗ f , temos

φNk,Nk+1
(f) =

∑Nk+1

j=Nk+1 Z̃(j) ∗ f , e assim

∞∑

k=s

φNk,Nk+1
(f) = φNs,Ns+1 + φNs+1,Ns+2 + · · ·

=

Ns+1∑

j=Ns+1

Z̃(j) ∗ f +

Ns+2∑

j=Ns+1+1

Z̃(j) ∗ f + · · ·

= f − SNs(f).

Desta forma, como SNs(f) → f pois f ∈ L2(Sd), segue que

lim
s→∞

∥∥∥∥∥

∞∑

k=s

φNk,Nk+1
(f)

∥∥∥∥∥
2

= 0

Logo, dada f ∈ ΛUp, temos

f =
∞∑

k=0

φNk,Nk+1
(f),

onde a convergência da série ocorre em L2. Mas f = Λϕ, ϕ ∈ Up e podemos então reescrever

a equação acima na forma

f =
∞∑

k=0

ϕNk,Nk+1
◦ Λ(ϕ).

Consequentemente

ΛUp ⊆
∞⊕

k=0

(φNk,Nk+1
◦ Λ)Up.

Mas, para cada ϕ ∈ Up, temos

φNk,Nk+1
(Λϕ) =

Nk+1∑

j=Nk+1

λjZ̃
(j) ∗ ϕ = Λ

(
Nk+1∑

j=Nk+1

Z̃(j) ∗ ϕ

)
= Λ(φNk,Nk+1

ϕ).
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Assim φNk,Nk+1
◦ Λ(Up) = Λ ◦ φNk,Nk+1

(Up) e obtemos

ΛUp ⊆
∞⊕

k=0

(Λ ◦ φNk,Nk+1
)Up. (3.20)

Agora, dada ϕ ∈ Up, observando que {|λj|}j∈N é uma sequência decrescente, temos que

∥∥(Λ ◦ φNk,Nk+1
)ϕ
∥∥

2
=

∥∥∥∥∥

Nk+1∑

j=Nk+1

λjZ̃
(j) ∗ ϕ

∥∥∥∥∥
2

≤ |λNk+1|
∥∥∥∥∥

Nk+1∑

j=Nk+1

Z̃(j) ∗ ϕ

∥∥∥∥∥
2

≤ |λNk
|
∥∥∥∥∥

Nk+1∑

j=Nk+1

Z̃(j) ∗ ϕ

∥∥∥∥∥
2

= |λNk
|‖φNk,Nk+1

ϕ‖2. (3.21)

Pela Desigualdade de Young (Teorema 2.2.12), temos

‖φNk,Nk+1
ϕ‖2 =

∥∥∥∥∥

Nk+1∑

j=Nk+1

Z̃(j) ∗ ϕ

∥∥∥∥∥
2

≤ ‖ϕ‖p

∥∥∥∥∥

Nk+1∑

j=Nk+1

Z(j)
e

∥∥∥∥∥
1

3
2−

1
p

, 1 ≤ p ≤ 2 (3.22)

Como pela definição de harmônico zonal e pelo Corolário 2.2.3 (a)

∥∥∥∥∥

Nk+1∑

j=Nk+1

Z(j)
e

∥∥∥∥∥

2

2

=

Nk+1∑

j=Nk+1

∫

Sd

Z(j)
e Z

(j)
e dµ =

Nk+1∑

j=Nk+1

Z
(j)
e (e)

=

Nk+1∑

j=Nk+1

aj ≤ θNk,Nk+1
,

obtemos de (3.22) para p = 1

‖φNk,Nk+1
ϕ‖2 ≤ θ

1/2
Nk,Nk+1

‖ϕ‖1.

Por outro lado, para p = 2 temos ϕ ∈ U2 ⊂ L2(Sd), ou seja, ϕ =
∑∞

j=0 Z̃(j) ∗ ϕ, e assim

‖φNk,Nk+1
ϕ‖2 =

∥∥∥∥∥

Nk+1∑

j=Nk+1

Z̃(j) ∗ ϕ

∥∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥∥

∞∑

j=0

Z̃(j) ∗ ϕ

∥∥∥∥∥
2

= ‖ϕ‖2.

Consequentemente, obtemos o seguinte sistema de desigualdades:
{

‖φNk,Nk+1
ϕ‖2 ≤ θ

1
2
Nk,Nk+1

‖ϕ‖1,

‖φNk,Nk+1
ϕ‖2 ≤ ‖ϕ‖2.
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Aplicando o Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin (Teorema 3.1.12) ao sistema de desi-

gualdades , temos que

‖φNk,Nk+1
ϕ‖2 ≤ θ

1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
‖ϕ‖p ≤ θ

1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
, 1 ≤ p ≤ 2.

Assim de (3.21) segue que

∥∥∥∥∥∥
(Λ ◦ φNk,Nk+1

)ϕ

|λNk
|θ

1
p
− 1

2

Nk,Nk+1

∥∥∥∥∥∥
2

≤ 1 ⇒ (Λ ◦ φNk,Nk+1
)ϕ ∈ |λNk

|θ
1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
B

Nk,Nk+1

2 ,

ou seja (Λ ◦ φNk,Nk+1
)Up ⊆ |λNk

|θ
1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
B

Nk,Nk+1

2 , e obtemos assim de (3.20)

ΛUp ⊆
∞⊕

k=0

|λNk
|θ

1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
B

Nk,Nk+1

2 . (3.23)

Pelo Lema 3.1.13, observando que 2 ≤ q ≤ ∞ e θNk,Nk+1
=
∑Nk+1

s=Nk
dim Hs, temos para

ϕ ∈ B
Nk,Nk+1

2

‖ϕ‖q = ‖φNk,Nk+1
ϕ‖q ≤ θ

1
2
− 1

q

Nk,Nk+1
‖φNk,Nk+1

ϕ‖2 = θ
1
2
− 1

q

Nk,Nk+1
‖ϕ‖2 ≤ θ

1
2
− 1

q

Nk,Nk+1
,

onde ϕ ∈ θ
1
2
− 1

q

Nk,Nk+1
B

Nk,Nk+1
q e portanto B

Nk,Nk+1

2 ⊆ θ
1
2
− 1

q

Nk,Nk+1
B

Nk,Nk+1
q . Logo por (3.23), segue

que

ΛUp ⊆
∞⊕

k=0

θ
1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
|λNk

|BNk,Nk+1

2

=
M⊕

k=0

θ
1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
|λNk

|BNk,Nk+1

2 +
∞⊕

k=M+1

θ
1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
|λNk

|BNk,Nk+1

2

⊆
M⊕

k=0

θ
1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
|λNk

|BNk,Nk+1

2 +
∞⊕

k=M+1

|λNk
|θ

1
p
− 1

2

Nk,Nk+1

(
θ

1
2
− 1

q

Nk,Nk+1
BNk,Nk+1

q

)

=
M⊕

k=0

θ
1
p
− 1

2

Nk,Nk+1
|λNk

|BNk,Nk+1

2 +
∞⊕

k=M+1

|λNk
|θ

1
p
− 1

q

Nk,Nk+1
BNk,Nk+1

q .

.
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Teorema 3.3.6. Seja Λ = {λl}l∈N uma sequência de multiplicadores decrescente em módulo

tal que liml→∞ λl = 0 e o operador multiplicador Λ seja limitado de L1 em L2. Seja χk

como na Observação 3.3.1 e sejam M, Nl, θNl,Nl+1
e ml como na Definição 3.3.3 . Se

liml→∞ χl = 0, Λ ∈ Kε,2 para algum ε > 0, η = k +
∑M

l=1 ml onde k ∈ N, então para

2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ 2, temos

eη(ΛUp, L
q) ≤ χk(1 + C),

e para 2 ≤ p, q ≤ ∞ temos

eη(ΛUp, L
q) ≤ χk

(
1 + C

({
q1/2, 2 ≤ q < ∞,

sup1≤j≤M(log θNj ,Nj+1
)1/2, q = ∞,

+
∞∑

j=M+1

2−jθ
1/2−1/q
Nj ,Nj+1

))
. (3.24)

Demonstração. Como ‖·‖q ≤ ‖·‖2 se 1 ≤ q ≤ 2 e Up ⊂ U2 para 2 ≤ p ≤ ∞, é suficiente

demonstrar apenas para p = 2 e q ≥ 2. Para um dado k ∈ N podemos sempre encontrar um

tal N = N(k) ∈ N tal que

|λN | ≥ χk ≥ |λN+1|, (3.25)

uma vez que liml→∞ χl = 0, {|λl|}l∈N é uma sequência decrescente e liml→∞ |λl| = 0. Pelo

Lema 3.3.5 temos que

ΛU2 ⊂ ΛU2 ∩ TN +
M⊕

j=1

|λNj
|BNj ,Nj+1

2 +
∞⊕

j=M+1

|λNj
|θ1/2−1/q

Nj ,Nj+1
BNj ,Nj+1

q ,

onde TN = T0,N . Sejam eη = eη(ΛU2, L
q) e emj

= emj
(B

Nj ,Nj+1

2 , Lq ∩TNj ,Nj+1
). Então usando
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propriedades dos números de entropia (Proposições 1.3.4 e 1.3.5) obtemos

eη = ek+
PM

l=1 ml
(ΛU2, L

q)

≤ ek+(
PM

l=1 ml)+1−1

(
ΛU2 ∩ TN +

M⊕

l=1

|λNl
|BNl,Nl+1

q +
∞⊕

l=M+1

|λNl
|θ1/2−1/q

Nl,Nl+1
BNl,Nl+1

q , Lq

)

≤ ek (ΛU2 ∩ TN , Lq ∩ TN) +
M∑

l=1

eml

(
|λNl

|BNl,Nl+1

2 , Lq ∩ TNl,Nl+1

)

+ e1

(
∞⊕

l=M+1

|λNl
|θ1/2−1/q

Nl,Nl+1
BNl,Nl+1

q , Lq ∩ TNl,Nl+1

)

≤ ek (ΛU2 ∩ TN , Lq ∩ TN) +
M∑

l=1

|λNl
|eml

(
B

Nl,Nl+1

2 , Lq ∩ TNl,Nl+1

)

+ e1

(
∞⊕

l=M+1

|λNl
|θ1/2−1/q

Nl,Nl+1
BNl,Nl+1

q , Lq ∩ TNl,Nl+1

)
(3.26)

Para simplificar as contas, denotaremos θ
1/2−1/q
Nj ,Nj+1

= θj, TNj ,Nj+1
= Tj e B

Nj ,Nj+1
q = Bj

q . Assim,

usando novamente propriedades dos números de entropia, obtemos

e1+1−1

(
∞⊕

j=M+1

|λNj
|θjB

j
q , L

q ∩ Tj

)
≤ e1

(
|λNM+1

|θM+1B
M+1
q , Lq ∩ TM+1

)

+ e1+1−1

(
∞⊕

j=M+2

|λNj
|θjB

j
q , L

q ∩ Tj

)

≤ · · ·

≤
∞∑

j=M+1

e1

(
|λNj

|θjB
j
q , L

q ∩ Tj

)

=
∞∑

j=M+1

|λNj
|θje1

(
Bj

q , L
q ∩ Tj

)

=
∞∑

j=M+1

|λNj
|θj. (3.27)

Portanto por (3.26) e por (3.27) temos que

eη ≤ ek(ΛU2 ∩ TN , Lq ∩ TN) +
M∑

j=1

|λNj
|emj

+
∞∑

j=M+1

|λNj
|θ1/2−1/q

Nj ,Nj+1
. (3.28)
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Vamos demonstrar primeiramente que

ek(ΛU2 ∩ TN , Lq ∩ TN) ≤ χk. (3.29)

Uma vez que {|λj|}j∈N é uma sequência decrescente, se ϕ ∈ U2 ∩ TN temos que

|||λN |ϕ||22 =
N∑

j=0

|λN |2||Z̃(j) ∗ ϕ||22

≤
N∑

j=0

|λj|2||Z̃(j) ∗ ϕ||22

= ||Λnϕ||22

e assim se |λN |U2 ∩ TN ⊂ Λn(U2 ∩ TN). Mas Uq ⊂ U2 para q ≥ 2 e portanto

|λN |Bn
(q) ⊂ |λN |Bn

(2) ⊂ J−1(ΛnB
n
2 ). (3.30)

Suponhamos que Θ = {zj}1≤j≤m seja um subconjunto χk-separado maximal de J−1(ΛnB
n
2 )

em (Rn, || · ||(q)), ou seja, ||zi − zj||(q) ≥ χk para todo i 6= j. Pela maximalidade, segue que

Θ é uma χk-rede de J−1(ΛnB
n
2 ) em (Rn, || · ||(q)). Observe que as bolas

zj +
χk

2
Bn

(q), 1 ≤ j ≤ m,

são mutuamente disjuntas. Aplicando (3.30) e (3.25) temos que

J−1(ΛnB
n
2 ) +

χk

2
Bn

(q) ⊂ J−1(ΛnB
n
2 ) +

|λN |
2

Bn
(q)

⊂ J−1(ΛnB
n
2 ) +

1

2
J−1(ΛnB

n
2 )

⊂ 3

2
J−1(ΛnB

n
2 ).

Então,
m⋃

j=1

(zj +
χk

2
Bn

(q)) ⊂
3

2
J−1(ΛnB

n
2 )

sendo que a união é disjunta. Logo tomando o volume obtemos

(χk

2

)n

m · Voln(Bn
(q)) ≤ Voln

(
3

2
J−1(ΛnB

n
2 )

)

=
3n

2n

(
N∏

j=1

|λj|dimHj

)
Voln(Bn

(2)),



Seção 3.3. Estimativas Superiores para Números de Entropia 56

e portanto temos

m ≤
(

3

χk

)n Voln(Bn
(2))

Voln(Bn
(q))

(
N∏

j=1

|λj|dimHj

)
. (3.31)

Mas pela definição de χk

χk ≥ 3

(
2−k+1Voln(Bn

(2))

Voln(Bn
(q))

.

N∏

j=1

|λj|dimHj

)1/n

e obtemos assim que

(
3

χk

)n

≤ 2k−1

(
Voln(Bn

(2))

Voln(Bn
(q))

.

N∏

j=1

|λj|dimHj

)−1

. (3.32)

Assim de (3.31) e (3.32), conclúımos que a cardinalidade m de uma dada rede Θ χk-separada

para o conjunto J−1(ΛnB
n
2 ) pode ser estimada por

m ≤ 2k−1,

o que demonstra (3.29).

Agora encontraremos um limitante superior para a expressão

M∑

j=1

|λNj
|emj

+
∞∑

j=M+1

|λNj
|θ1/2−1/q

Nj ,Nj+1
. (3.33)

Temos que e−m/n ≤ (n/m)1/2 para m ≥ n. Assim, aplicando o Lema 3.3.2 e o Teorema

3.1.14 ao espaço de Banach E = (RθNj,Nj+1 , ‖·‖(q)) nós obtemos

emj
≪ M∗(E)

θ
1/2
Nj ,Nj+1

(mj)1/2

≪ M(E)
θ

1/2
Nj ,Nj+1

θ
1/2
N1,N2

2εj/2

≪
θ

1/2
Nj ,Nj+1

θ
1/2
N1,N2

2εj/2

{
1, 2 ≤ q < ∞,

(log θNj ,Nj+1
)1/2, q = ∞,

e assim, como |λNj
| ≤ |λN |2−j+1 por definição e Λ ∈ Kε,2, temos que

M∑

j=1

|λNj
|emj

≪ |λN |
M∑

j=1

2−j(1−ε/2)
θ

1/2
Nj ,Nj+1

θ
1/2
N1,N2

{
1, 2 ≤ q < ∞,

(log θNj ,Nj+1
)1/2, q = ∞,

≪ |λN |
{

1, 2 ≤ q < ∞,

sup1≤j≤M(log θNj ,Nj+1
)1/2, q = ∞.

Portanto encontramos a estimativa superior para (3.33) .



Caṕıtulo 4

Aplicações

O operador laplaciano ∆s sobre a esfera Sd, conhecido como laplaciano esférico ou ope-

rador de Laplace-Beltrami, é o operador multiplicador associado à sequência {µk}k∈N, µk =

−k(d + k − 1), que tem Hk como o espaço vetorial dos autovetores associados ao autovalor

µk.

Seja Λγ = {µγ
k}k∈N, µk = (k(d + k− 1))γ/2, γ ∈ R. O espaço de Sobolev W γ

p , para γ > 0

e 1 ≤ p ≤ ∞, é definido como sendo o espaço vetorial

W γ
p = {f ∈ Lp(Sd) : Λγf ∈ Lp(Sd)}

e está munido da norma ‖f‖W γ
p

= ‖Λγf‖p. A bola unitária de W γ
p é o conjunto Λ−γUp, que

é um conjunto de funções finitamente diferenciáveis sobre Sd.

Neste caṕıtulo, aplicaremos os resultados obtidos no caṕıtulo anterior para a obtenção

de estimativas de números de entropia para os conjuntos de funções finitamente e in-

finitamente diferenciáveis sobre a esfera Sd, associados às sequências de multiplicadores

Λ(1) = {k−γ}k∈N, γ > 0 e Λ(2) = {e−γkr}k∈N, γ > 0, 0 < r < 1, respectivamente. Não nos

preocuparemos neste trabalho em apresentar como se obtém estes conjuntos a partir dos

operadores multiplicadores.

57
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4.1 Entropia de Conjuntos de Funções Finitamente

Diferenciáveis

Nesta seção estudaremos números de entropia de conjuntos de funções suaves finitamente

diferenciáveis sobre Sd, associados às sequências de multiplicadores Λ(1) = {λj}j∈N, λj =

j−γ, γ ∈ R, γ > 0. Foi demonstrado na Seção 2.4 que o operador multiplicador Λ(1) é

limitado de Lp em Lq se γ > d(1/p − 1/q)+.

Teorema 4.1.1. Seja Λ(1) = {λk}k∈N, λk = k−γ, 0 < γ < ∞. Se γ/d > (1/p− 1/q)+ então

en(Λ(1)Up, L
q) ≫ n−γ/d





1, p < ∞, q > 1,

(log n)−1/2, p < ∞, q = 1,

(log n)−1/2, p = ∞, q > 1,

(log n)−1, p = ∞, q = 1,

(4.1)

e se γ/d > 1/2 então

en(Λ(1)Up, L
q) ≪ n−γ/d

{
1, 1 ≤ p ≤ ∞, q < ∞,

(log n)1/2, 2 ≤ p ≤ ∞, q = ∞.
(4.2)

Demonstração. Fixemos N1 = N ∈ N e seja λ(x) = x−γ. Para cada j ∈ N seja xj

tal que λ(xj) = Nj/2. Segue pela definição de Nj+1 que xj ≤ Nj+1 < xj + 1. Temos que

21/γN ≤ N2 < 21/γN +1, 22/γN ≤ N3 < 22/γN +21/γ +1 e procedendo por indução obtemos

2j/γN ≤ Nj+1 < 2j/γN +

j−1∑

i=0

2i/γ = 2j/γN +
1 − 2j/γ

1 − 21/γ
.

Tomando C = 1/(21/γ − 1) obtemos

2j/γN ≤ Nj+1 < 2j/γ(N + C)

e assim podemos concluir que

Nj+1 ≍ 2j/γN. (4.3)

Além disso por (4.3)

θNj ,Nj+1
=

Nj+1∑

s=Nj

dimHs

≍
Nj+1∑

s=Nj

sd−1 ≍ (Nj+1)
d ≍ (2j/γN)d (4.4)
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e portanto por (4.3) e (4.4)

σ1 =
∞∑

j=M+1

Nj
−γθ

1/p−1/q
Nj ,Nj+1

≍
∞∑

j=M+1

(
2(j−1)/γN

)−γ (
2j/γN

)d(1/p−1/q)

≍ N−γ+d(1/p−1/q)

∞∑

j=M+1

2−j(1−(1/p−1/q)d/γ). (4.5)

Como M = [log θN1,N2/ǫ], segue de (4.4) que

log θN1,N2 ≍ log(2
1
γ N)d = d log(2

1
γ N) = d(log 2

1
γ + log N) ≍ log N,

assim

M =

[
log θN1,N2

ε

]
≍ ε−1 log N (4.6)

e portanto por (4.5)

σ1 ≍ N−γ+d(1/p−1/q)

∞∑

k=[Cǫ−1 log N ]

2−k(1−(d/γ)(1/p−1/q)). (4.7)

Como γ/d > 1/p − 1/q, temos que |2−(1−(1/p−1/q)d/γ)| < 1 e assim segue que

∞∑

k=[Cε−1 log N ]

2−j(1−(1/p−1/q)d/γ) ≍ (2log N)−C(1−(d/γ)(1/p−1/q))ε−1 1

1 − 2−(1−(d/γ)(1/p−1/q))

= N−C(1−d/γ(1/p−1/q))ε−1

.

Logo segue por (4.7) que

σ1 ≍ N−γ+d(1/p−1/q)−C(1−(1/p−1/q)d/γ)/ε.

Como γ/d > 1/p − 1/q, tomando ε > 0 satisfazendo

0 < ε ≤ C
1 − dγ−1(p−1 − q−1)

d(p−1 − q−1)

obtemos σ1 ≍ N−γ. Mas n ≍ Nd pelo Lema 2.5.5 e portanto

σ1 ≍ n−γ/d. (4.8)
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Vamos demonstrar agora que Λ = {j−γ}j∈N ∈ Kε,p. Note que (4.4) e (4.6)

σ2 =
M∑

k=1

2−k(1−ε)
θ

1/p
Nk,Nk+1

θ
1/2
N1,N2

≪
[Cε−1 log2 N ]∑

k=1

2−k(1−ε) (2
k/γN)d/p

(21/γN)d/2

=

[Cε−1 log2 N ]∑

k=1

2−k(1−ε)2(k/γ)(d/p)−(1/γ)(d/2)Nd(1/p−1/2)

= 2−d/2γNd(1/p−1/2)

[Cε−1 log2 N ]∑

k=1

2−k(1−ε−d/γp). (4.9)

Se γ/d > (1 − ε)−1p−1 temos que t = −(1 − ε − d/γp) < 0 e consequentemente

[Cε−1 log2 N ]∑

k=1

2−k(1−ε−d/γp) ≤
∞∑

k=0

(2−(1−ε−d/γp))k

=
1

1 − 2−(1−ε−d/γp)
.

Logo por (4.9)

σ2 ≤
(

C22
−d/2γ

(
1

1 − 2−(1−ε−d/γp)

))
Nd(1/p−1/2) = Cε,pN

d(1/p−1/2). (4.10)

Observe que usando o fato que n ≍ Nd, obtemos

σn =

(
N∏

j=1

|λj|dimHj

)1/n

≥
(

N∏

j=1

|λN |dimHj

)1/n

= |λN | = N−γ ≍ n−γ/d. (4.11)

Agora, sejam b1, · · · , bd−1, E, F e C as constantes do Lema 2.5.5 e seja f(x) a função dada

por

f(x) = Exd−1 ln x + b1x
d−2 ln x + · · · + bd−1 ln x.

Como f é crescente temos que f(l) ≤
∫ l+1

l
f(x)dx ≤ f(l + 1), assim segue que

∑N−1
l=1

∫ l+1

l
f(x)dx ≤ ∑N−1

l=1 f(l + 1) e portanto
∫ N

1
f(x)dx ≤ ∑N

l=2 f(l). Então pelo Lema
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2.5.5 existem constantes D1 e D2, tais que

1

n

N∑

l=2

f(l) ≥ 1

n

∫ N

1

f(x)dx

≥ E

d

Nd ln N

n
+ D1

≥ E

dF
ln N − CE

dF 2

ln N

N
+ D1

≥ ln N + D2

e logo

ln σn =
1

n
ln

(
N∏

l=2

|λl|dimHl

)

= −γ

n

N∑

l=2

(Hl)(ln l)

= −γ

n

N∑

l=2

f(l)

≤ −γ ln N − γD2.

Portanto por (4.11) temos que

σn ≍ n−γ/d. (4.12)

Como n ≍ Nd, de (3.11) segue que se γ/d > (1/p − 1/q)+ então

en(Λ(1)Up, L
q) ≫ n−γ/d





1, p < ∞, q > 1,

(log n)−1/2, p < ∞, q = 1,

(log n)−1/2, p = ∞, q > 1,

(log n)−1, p = ∞, q = 1.

(4.13)

Para 2 ≤ q < ∞, obtemos por (3.19) que

χk ≪ sup
n≥1

2−k/nσn

≪ sup
n≥1

2−k/nn−γ/d. (4.14)

Seja g(x) = 2−k/xx−γ/d = e−k(ln 2)/xx−γ/d. Temos que

g′(x) = e−k(ln 2)/x

(
k(ln 2)

x2

)
x−γ/d + e−k(ln 2)/x

(
−γ

d

)
x−γ/d−1

=
e−k(ln 2)/xx−γ/d

x

(
k(ln 2)

x
− γ

d

)
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e assim se g′(x) = 0, então x = (d(ln 2)/γ)k. Portanto o máximo de g(x) ocorre no ponto

xk =
d(ln 2)

γ
k.

Assim

g(xk) = 2−k γ
d(ln 2)k

(
d(ln 2)k

γ

)−γ/d

= 2−γ/d(ln 2)

(
d(ln 2)

γ

)−γ/d

k−γ/d

e logo

χk ≪ sup
n≥1

2−k/nn−γ/d

≍ sup
x≥1

g(x) = g(xk)

≍ k−γ/d.

Então limk→∞ χk = 0. Por (4.10) temos σ2 ≤ Cε,2 para p = 2 e assim Λ ∈ Kε,2. Por (4.8)

temos que σ1 ≍ n−γ/d e assim
∑∞

j=M+1 2−jθ
1/2−1/q
Nj ,Nj+1

≤ C1. Portanto aplicando o Teorema

3.3.6 obtemos

eη(Λ
(1)Up, L

q) ≪ χk ≍ k−γ/d.

Por (4.4) segue que

η = k +
M∑

j=1

2−εjθN1,N2 ≍ k + n,

mas n ≍ xk ≍ k e assim η ≍ k. Logo η ≤ c1k e tomando m = c1k obtemos

em(Λ(1)Up, L
q) ≤ eη(Λ

(1)Up, L
q) ≪ k−γ/d ≍ m−γ/d.

O caso 2 ≤ p ≤ ∞ e q = ∞ é demonstrado de forma análoga. .

4.2 Entropia de Conjuntos de Funções Infinitamente

Diferenciáveis

Nesta seção vamos considerar a sequência Λ(2) = {λk}k∈R, λk = e−γkr
, 0 < γ < ∞, 0 <

r ≤ 1. Foi demonstrado na Seção 2.4 que o operador multiplicador Λ(1) é limitado de Lp em
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Lq se γ > d(1/p − 1/q)+. Para quaisquer N, k ∈ N e n = dimTN denotamos

AN,k = − 1

n

(
kln2 + γ

N∑

l=1

lrdimHl

)

Observação 4.2.1. Seja f(x) = xd+r−1. Então

N∑

l=1

f(l) ≍
∫ N

0

f(x)dx ≍ Nd+r

e uma vez que dimHl ≍ ld−1 e n ≍ Nd, segue que

AN,k = −k

n
ln2 − γ

n

N∑

l=1

lrdimHl

≍ − k

Nd
− 1

Nd

N∑

l=1

lrld−1

= − k

Nd
− 1

Nd

N∑

l=1

f(l)

≍ − k

Nd
− N r.

Considere a função g(x) = −kx−d − xr. Então o máximo de g é tomado no ponto

xk = (d/r)1/(d+r)k1/(d+r). Portanto supN AN,k é obtido quando N ≍ k1/(d+r) e

sup
N

AN,k ≍ sup
N

g(N) = g(xk) ≍ kr/(d+r).

Teorema 4.2.2. Seja Λ(2) = {λk}k∈R, λk = e−γkr
, 0 < γ < ∞, 0 < r ≤ 1. Então

ek(Λ
(2)Up, L

q) ≫ exp(−Cγ,rk
r/(d+r))





1 , p < ∞, q > 1,

(log k)−1/2 , p < ∞, q = 1,

(log k)−1/2 , p = ∞, q > 1,

(log k)−1 , p = ∞, q = 1,

(4.15)

onde

Cγ,r =
d

2

(
2γ

d

)d/(d+r)(
(ln2)(d + r)(d − 1)!

r

)r/(d+r)

.

Demonstração. Note que

2−
k
n

(
N∏

l=1

|λl|dimHl

) 1
n

= eln 2−
k
n

(
N∏

l=1

e−γlr dimHl

) 1
n

= e−
k
n

ln 2
(
e−

γ
n

PN
l=1 lr dimHl

)

= e−
1
n(k ln 2+γ

PN
l=1 lr dimHl) = exp(AN,k)
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assim pelo Teorema 3.2.7 segue que

ek(Λ
(2)Up, L

q) ≫ ·2− k
n

(
N∏

l=1

|λl|dimHl

) 1
n





1 , p < ∞, q > 1,

(log n)−1/2 , p < ∞, q = 1,

(log n)−1/2 , p = ∞, q > 1,

(log n)−1 , p = ∞, q = 1,

= exp(AN,k)





1 , p < ∞, q > 1,

(log n)−1/2 , p < ∞, q = 1,

(log n)−1/2 , p = ∞, q > 1,

(log n)−1 , p = ∞, q = 1.

(4.16)

Considere as constantes b1, . . . , bd−1, E e F do Lema 2.5.5 e a função f(x) dada por

f(x) = Exd+r−1 + b1x
d+r−2 + · · · + bd−1x

r.

Como f é crescente temos que

N∑

l=1

f(l) ≤
∫ N+1

1

f(x)dx =
E

d + r
(N + 1)d+r + · · · + bd−1

r + 1
(N + 1)r+1 + bd

e por isso de (2.16) e (2.17), existe uma constante D ≥ 0 tal que

γ

n

N∑

l=1

lrdimHl =
γ

n

N∑

l=1

f(l) ≤ Eγ

F (d + r)
(N + 1)r + D.

Além disso
k

n
≤ 1

F

k

(N + 1)d

e portanto temos

AN,k = −k

n
ln2 − γ

n

N∑

l=1

lrdimHl

≥ − 1

F

(
(ln2)k

(N + 1)d
+

Eγ

d + r
(N + 1)r

)
− D. (4.17)

Agora considere a função g(x) dada por

g(x) = − 1

F

(
(ln2)k

xd
+

Eγ

d + r
xr

)
− D.
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O máximo de g é tomado no ponto

xk =

(
(ln2)d(d + r)

Eγr

)1/(d+r)

k1/(d+r)

e como E = 2/(d − 1)! e F = 2/d! temos que

g(xk) = − 1

F




(ln2)k
((

(ln2)kd(d+r)
Eγr

)1/(d+r)
)d

+
Eγ

d + r

((
(ln2)kd(d + r)

Eγr

)1/(d+r)
)r


− D

= − 1

F

Eγ

d + r

(
(ln2)kd(d + r)

Eγr

)r/(d+r) (r

d
+ 1
)
− D

= − dγ

d + r

(
(ln2)kd(d + r)(d − 1)!

2γr

)r/(d+r)(
r + d

d

)
− D

= −γ

(
d

2γ

)r/(d+r)(
(ln2)k(d + r)(d − 1)!

r

)r/(d+r)

− D

= −d

2

(
2γ

d

)d/(d+r)(
(ln2)(d + r)(d − 1)!

r

)r/(d+r)

kr/(d+r) − D.

Portanto temos por (4.17) que

sup
N

AN,k ≥ sup
N

g(N + 1) = g(xk) = −Cγ,rk
r/(d+r) − D (4.18)

onde

Cγ,r =
d

2

(
2γ

d

)d/(d+r)(
(ln2)(d + r)(d − 1)!

r

)r/(d+r)

.

Como N ≍ k1/(d+r) pela Observação 4.2.1, segue que n ≍ Nd ≍ kd/(d+r) e assim log n ≤
C2 log k. Portanto (4.15) segue de (4.18) e (4.16). .

Lema 4.2.3. Seja Λ(2) = {λk}k∈R, λk = e−γkr
, 0 < γ < ∞, 0 < r < 1. Então para qualquer

ε > 0 fixo, existe uma constante C > 0 tal que:

θNj ,Nj+1
≍ Nd−r

j , j ∈ N;

θNj ,Nj+1
≤ C2εjNd−r, j ∈ N;
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∞∑

j=M+1

2−jθ
1/p−1/q
Nj ,Nj+1

≤ C, 1 ≤ p, q ≤ ∞;

η = k +
M∑

j=1

mj ≤ k + Cn1−r/d.

Demonstração. Temos que 2|λNk+1
| = |λNk

|, ou seja ln 2 − γN r
k+1 = −γN r

k e consequente-

mente

Nk+1 =

(
N r

k +
ln 2

γ

) 1
r

. (4.19)

Além disso como N1 = N , temos

N r
2 = N r +

ln 2

γ
,

N r
3 = N r

2 +
ln 2

γ
= N r +

2 ln 2

γ
,

e indutivamente

N r
k+1 = N r +

k ln 2

γ
.

Assim de (4.19) segue que

Nk+1 =

(
N r

k +
ln 2

γ

)1/r

=

(
N r

k

(
1 +

ln 2

γ
N−r

k

))1/r

= Nk

(
1 +

ln 2

γ
N−r

k

)1/r

.

Para k suficientemente grande temos | ln 2
γ

N−r
k | < 1, assim

Nk+1 = Nk

(
1 +

ln 2

γr
N−r

k +
(1 − r)(ln 2)2

2r2(γ)2
N−2r

k +
(1 − r)(1 − 2r)(ln 2)3

6r3(γ)3
N−3r

k + · · ·
)

e portanto

Nk+1 − Nk = Nk

(
ln 2

γr
N−r

k +
(1 − r)(ln 2)2

2r2(γ)2
N−2r

k +
(1 − r)(1 − 2r)(ln 2)3

6r3(γ)3
N−3r

k + · · ·
)

onde a série binomial acima passa a ser alternada a partir de um determinado termo. Logo

Nk+1 − Nk ≍ N1−r
k ⇒ Nk+1 ≍ Nk + CN1−r

k
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e como dimHl ≍ ld−1, temos que

θNk,Nk+1
=

Nk+1∑

l=Nk

al ≍
Nk+1∑

l=Nk

ld−1

≍ Nd
k+1 − Nd

k ≍ Nd
k

(
(Nk + CN1−r

k )d

Nd
k

− 1

)

= Nd
k ((1 + CN−r

k )d − 1).

Como |CN−r
k | < 1 para k suficientemente grande, segue que

θNk,Nk+1
≍ Nd

k

(
dCN−r

k +
d(d − 1)

2
C2N−2r + · · · + CdN−dr

)
≍ Nd−r

k , (4.20)

consequentemente
(

θNk,Nk+1

θN1,N2

) r
d−r

≍
(

Nk

N

)r

= N−r

(
N r + (k − 1)

ln 2

γ

)

≤ N−r

(
N r + k

ln 2

γ

)

= 1 + k
ln 2

γN r

≤ 1 +
ln 2

γ
k ≤ 2εk

e portanto
θNk,Nk+1

θN1,N2

≤ C12
ε(d−r)

r
k = C12

ε′k.

Além disso temos que

|λN |
∞∑

k=M+1

2−kθ
1
p
− 1

q

Nk,Nk+1
= |λN |θ

1
p
− 1

q

N1,N2

∞∑

k=M+1

2−k

(
θNk,Nk+1

θN1,N2

) 1
p
− 1

q

≤ C2|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)

∞∑

k=M+1

2−k2ε′′k

= C2|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)

∞∑

k=M+1

(2−(1−ε′′))k

= C2|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)(2−(1−ε′′))M+1

∞∑

j=0

(2−(1−ε′′))j

= C2|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)(2−(1−ε′′))M+1 1

1 − (2−(1−ε′′))

≤ C3|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)(2−(1−ε′′))M ,
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onde ε′′ = ε′(1/p − 1/q). Temos que M =
[

log θN1,N2

ε

]
≍ log θN1,N2

ε
, além disso por (4.20)

θN1,N2 ≍ Nd−r, assim

|λN |
∞∑

k=M+1

2−kθ
1
p
− 1

q

Nk,Nk+1
≤ C3|λN |N (d−r)( 1

p
− 1

q
)(2−(1−ε′′))C4(log θN1,N2

)/ε

= C3|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)(2log θN1,N2 )−C4(1−ε′′)/ε

= C3|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)(θN1,N2)

−C4(1−ε′′)/ε

≤ C5|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)N−C3(d−r)(1−ε′′)/ε

= C5|λN |N (d−r)( 1
p
− 1

q
)−C4(d−r)(1+ε′′)/ε

≤ C5|λN |

se
(

1
p
− 1

q

)
− C3(1 − ε′′)/ε < 0, ou seja 0 < ε < C3(1−ε′′)

1/p−1/q
. Então

∞∑

k=M+1

2−kθ
1
p
− 1

q

Nk,Nk+1
≤ C5.

Por outro lado temos por (4.20) que

η = k +
M∑

k=1

mk

= k +
M∑

k=1

[
2−εkθN1,N2

]
+ 1

= k + M +
M∑

k=1

θN1,N22
−εk

≤ k + C1θN1,N2

≤ k + C2N
d−r

= k + C2

(
Nd
)(1− r

d
)

≤ k + C3n
(1− r

d
).

.

Teorema 4.2.4. Seja Λ(2) = {λk}k∈N, λk = e−γkr
, 0 < γ < ∞, 0 < r < 1. Então para

2 ≤ p ≤ ∞ temos

ek(Λ
(2)Up, L

q) ≪ exp(−Cγ,rk
r/(d+r))

{
1 , 1 ≤ q < ∞,

log k , q = ∞,
(4.21)
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onde Cγ,r é a constante dada no Teorema 4.2.2

Demonstração. Pelo Lema 4.2.3 temos que existem constantes C1, C2 e ε tais que para

qualquer 1 ≤ q ≤ ∞, temos

∞∑

j=M+1

2−jθ
1/2−1/q
Nj ,Nj+1

≤ C1 e θNj ,Nj+1
≤ C22

εjNd−r.

Para 1 ≤ j ≤ M temos

log θNj ,Nj+1
≤ log

(
C22

εjNd−r
)

≤ log C2 + Mε + (d − r) log N

≤ log C2 + log C22
εNd−r + (d − r) log N

≤ C3 log N

≤ C4 log n

e portanto

sup
1≤j≤M

(logθNj ,Nj+1
)1/2 ≤ C5(logn)1/2.

Para 2 ≤ q < ∞, obtemos por (4.20) que

χk = 3 sup
n≥1

(2−k+1)1/n

(
Voln(Bn

(2))

Voln(Bn
(q))

)1/n( N∏

j=1

|λj|dimHj

)1/n

≤ 3 sup
n≥1

(2−k+1)1/nCq1/2

N∏

j=1

e−γjr dimHj/n

≤ sup
n≥1

C6e
− 1

n(k ln 2+γ
PN

j=1 jr dimHj)

= sup
N

C6e
AN,k

= C6e
supN AN,k .

De modo análogo podemos mostrar que

χk ≥ C7e
supN AN,k .

Considere a função f(x) dada na demonstração do Teorema 4.2.2. Então

N∑

l=1

f(l) ≥
∫ N+1

0

f(x)dx =
E

d + r
Nd+r + · · · + bd−1

r + 1
N r+1 + bd ≥ E

d + r
Nd+r
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e portanto de (2.18) existe uma constante D1 ≥ 0 tal que

γ

n

N∑

l=1

lr dim Hl =
γ

n

N∑

l=1

f(l)

≥ Eγ

F (d + r)
N r − EγC

F 2(d + r)
N r−1

≥ Eγ

F (d + r)
N r − D1.

Uma vez que da Observação 4.2.1 temos N ≥ C1k
1/(d+r), então existe uma constante D2 > 0

tal que

k

n
≥ k

FNd
− Ck

F 2Nd+1
≥ k

FNd
− C

F 2C2
1k

(1−r)/(d+r)
≥ k

FNd
− D2.

Logo podemos concluir que existe uma constante D3 > 0 tal que

AN,k ≤ − 1

F

(
(ln 2)k

Nd
+

Eγ

d + r
N r

)
+ D3.

Considere a função g(x) definida por

g(x) = − 1

F

(
(ln 2)k

xd
+

Eγ

d + r
xr

)
+ D3.

Vimos na demonstração do Teorema 4.2.2 que o máximo de g é obtido no ponto

xk =

(
(ln 2)d(d + r)

Eγr

1/(d+r)
)

k1/(d+r)

e portanto temos que

sup
N

AN,k ≤ sup
N

g(N) = g(xk) = −Cγ,rk
r/(d+r) + D3, (4.22)

onde a constante Cγ,r é dada no Teorema 4.2.2. Por (4.21) e (4.22) temos para 2 ≤ q < ∞
que

χk ≤ C6exp(−Cγ,rk
r/(d+r)) + D

≤ C8exp(−Cγ,rk
r/(d+r)).

e portanto limk→∞ χk = 0. Assim pelo Teorema 3.3.6 e por (4.10) e (4.11) obtemos para

2 ≤ p ≤ ∞ e 1 ≤ q < ∞.

eη(ΛUp, L
q) ≤ χk

(
1 + C ′

(
q1/2 +

∞∑

j=M+1

2−jθ
1/2−1/q
Nj ,Nj+1

))

≪ exp
(
−Cγ,rk

r/(d+r)
)
.



Seção 4.2. Entropia de Conjuntos de Funções Infinitamente Diferenciáveis 71

Como η ≤ k + C9n
1−r/d pelo Lema 4.2.3, então para 2 ≤ p ≤ ∞ e 1 ≤ q < ∞ temos

ek+C9k(d−r)/(d+r)(ΛUp, L
q) ≪ exp

(
−Cγ,rk

r/(d+r)
)
.

Seja m = k + C9k
(d−r)/(d+r). Temos que

mr/(d+r) = kr/(d+r)(1 + C9k
−2r/(d+r))r/(d+r),

então

Cγ,r(−kr/(d+r) + mr/(d+r)) = Cγ,rk
r/(d+r)[−1 + (1 + C9k

−2r/(d+r))r/(d+r)]

≤ C10

e portanto

em(ΛUp, L
q) ≪ exp

(
−Cγ,rk

r/(d+r)
)

A demonstração para o caso 2 ≤ p ≤ ∞ e q = ∞ é feita de forma análoga. .
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