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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um novo algoritmo para realizar a discriminagao 6tima de
N estados quanticos puros nao-ortogonais, que fornece o melhor conjunto de medidas POVM
para o problema, através da extensao do espaco de Hilbert de N para 2N — 1 dimensoes.
O algoritmo é baseado na programacao semidefinida e na solugao de sistemas lineares. O

algoritmo foi implementado em Matlab e apresentou bons resultados computacionais.

Palavras-chave: discriminacao quantica, programagcao semidefinida, sistemas lineares.
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Abstract

In this work, we propose a new algorithm to perform the optimal discrimination of N
non-orthogonal pure quantum states. This algorithm obtains the best set of POVM measure-
ments for the problem, through the extension of the Hilbert space of N to 2N —1 dimensions.
The algorithm is based on semidefinite programming and on the solution of linear systems.

The algorithm was implemented in Matlab and presented good computational results.

Keywords: quantum discrimination, semidefinite programming, linear systems.
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Introducao

Em meados da década de 80 do século XX, Benioff percebeu que as leis da fisica aparente-
mente ndo impunham qualquer barreira a redugao do tamanho dos computadores [1]. Dessa
forma, o unico limite para tal miniaturizacao ocorreria quando os bits assumissem os mesmos
principios que regem a natureza do mundo microscopico, ou seja, os principios quanticos.

Quase trés décadas de intensa pesquisa ja se passaram desde as especulagoes de Benioff;
tempo suficiente para transformar a idéia em projetos de pesquisas milionarios por todo
o mundo, envolvendo cientistas cobigosos por implementar os computadores quanticos ou
para definitivamente contesta-los. Embora ainda nao se tenha previsao de quando teremos
resultados conclusivos, a teoria da informacao quantica tem atraido investimentos financeiros
e intelectuais de diversas areas afins como matematica, fisica e computacao, devido as grandes
vantagens sobre a computagao classica.

Um dos problemas importantes relacionados a teoria da informacao quantica esta vin-
culado a discriminacao de estados quanticos puros nao-ortogonais. Esta indistinguibilidade
de estados quanticos nao-ortogonais estd no cerne da computacao quantica e da informacao
quantica, onde o fato que estados quanticos possuem informacoes inacessiveis a medicoes
desempenham papel central em algoritmos quénticos e criptografia quantica [4, 8, 11, 20].

Eldar [5] mostrou que a melhor medigao para N estados nao-ortogonais pode ser formu-
lada com um problema de programacao semidefinida [2, 21]. Baseando-se nesta formulagao,
Rabelo [17] propos um algoritmo, chamado de Algoritmo Otimo Discriminador (AOD), que

implementa tal formulacgao.

x1



Introdugao xii

O objetivo deste trabalho é propor um novo algoritmo baseado no AOD, com o intuito de
simplificar os cédlculos, melhorar os resultados computacionais e torna-lo mais compreensivel
pela comunidade matematica. O algoritmo foi implementado em MatLab e aplicado com
sucesso em problemas com dimensoes maiores que os da literatura.

O Capitulo 1 desta tese é introdutério, apresentando uma revisao dos conceitos basicos
da mecanica quantica, necessarios para a compreensao do algoritmo proposto.

Os Capitulos 2 e 3 descrevem a formulagao do problema usando a programagcao semidefinida
e o novo algoritmo aqui proposto, respectivamente.

Antes das conclusoes, o Capitulo 4 apresenta os resultados computacionais.



CAPITULO 1

Conceitos basicos de Mecanica

Quantica

A Mecanica Quantica é a mais completa e precisa descricao conhecida do mundo microscépico.
Ela é também a base para a Computacao e a Informacao Quantica. Neste sentido, este

capitulo apresenta os elementos da Mecanica Quantica necessarios para esta tese.

1.1 O bit quantico

Assim como a Computagao Classica usa o chaveamento de sinais elétricos para codificar a
informacao na linguagem dos bits 0 e 1, a Computagao Quantica, analogamente, codifica a
informacao usando sistema fisico de dois niveis. O bit é, entao, substituido pelo bit quantico,
o @-bit, normalmente representados na base computacional |0) e |1), onde estes vetores sao

definidos por

1
0) = e [1)=
0
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Em Mecanica Quantica, vetor é também chamado de estado. Usaremos os dois termos

com o mesmo significado.

Sendo esses estados vetores do espaco de Hilbert, surge a primeira diferenga fundamen-
tal entre os computadores classicos e os computadores quanticos: enquanto que os com-
putadores classicos exclusivamente utilizam 0’s ou 1’s, os computadores quanticos admitem

combinagoes lineares dos vetores |0) e |1) (superposi¢ao), ou seja,

|p) = al0) + [1), (1.1)

onde «, § sao coeficientes complexos (chamados de amplitudes) e satisfazem a condicao de

normalizacao dada por

la]* + 18] = 1. (1.2)

Dessa forma, a Computacao Quantica nao dispoe de dois estados apenas, mas de tantos
quantos forem as combinagdes possiveis de o e 3 que satisfazem a Equacao (1.2). Isso faz
com que a quantidade de informagdo que pode ser armazenada no estado |p) seja infinita.
Entretanto, essa informagao esta no nivel quantico. Para torna-la acessivel no nivel classico,

precisamos fazer uma medida.

A Mecanica Quantica diz que o processo de medida altera o estado de um g-bit |¢),
fazendo-o assumir o estado |0) com probabilidade |«|?, ou o estado |1) com probabilidade
|3]? (isto significa que os valores a e 3 nao podem ser conhecidos através de uma medida).

Resumindo: matematicamente, um g-bit ¢ um vetor unitario num espago de Hilbert.

A Tabela 1.1 fornece um resumo da notagao-padrao utilizada em Mecanica Quantica para

conceitos de Algebra Linear. Este tipo de notacao é chamado de notacao de Dirac.
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Notacao Descricao
z* Conjugado complexo de z.
|©) Vetor. Também chamado de ket.
(] Vetor dual de |p). Também chamado de bra.
{(p|o) Produto escalar entre |p) e |¢).
lo) @ |@) Produto tensorial entre |p) e |¢).
A* Complexo conjugado da matriz A.
At Matriz transposta de A.
Al Matriz adjunta, ou seja, AT = (A")*.

Tabela 1.1: Resumo da notacao-padrao utilizada em Mecanica Quantica

1.2 A medicao

Sabemos que para tornar a informacao quantica acessivel, precisamos fazer uma medicao.
Por exemplo, considere o ensemble {(u1, |Q1)), (12, |@2))} num espaco de Hilbert de di-

mensao N = 2, onde

Q1) = a1]0) + Bi[1),
|Q2) = a2[0) + B2[1),
tal que |oy|* + |6i]* = 1, para i = 1,2.

Agora, imagine que este ensemble é colocado numa caixa hermeticamente fechada, para
garantir que os estados estejam isolados do resto universo, ou seja, eles nao interagem com
o ambiente ou com qualquer outro ensemble que se encontre em suas vizinhancas.

Realizar uma medicao significa, nesse caso, abrir a caixa e olhar para o ensemble. Segundo
o postulado da medida (ver Segao 1.3), quando abrimos a caixa, o processo de medigdo na
base computacional destrdi a superposi¢ao, dando como resultado o estado |0) ou |1).

A pergunta é: quem estd dentro da caixa, |()1) ou |Q2) 7 Ou seja, como fazer a distingao
entre os estados? Se os estados sao ortogonais nao ha problema, pois podemos construir
uma base usando os proprios estados.

Para este tipo de problema, propomos o uso do Algoritmo Discriminador Quéantico, que
faz uma extensao do espaco de Hilbert inicial, transformando os estados quanticos nao-

ortogonais de entrada em uma configuracao final discriminével.
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1.3 Postulados da Mecanica Quantica

A Mecanica Quantica pode ser descrita como uma teoria matematica, governada por um
conjunto de axiomas ou postulados, onde as implicacoes desses postulados descrevem o
comportamento dos sistemas quanticos. Descreveremos agora, o operador densidade e os

postulados da Mecanica Quantica baseados nesse operador.

1.3.1 Operador densidade

O operador densidade é usado para indicar que nosso conhecimento é incompleto devido as
imperfeigoes na preparacao dos estados quanticos, ou devido a nossa impossibilidade de se
ter um conhecimento completo do estado quantico do sistema (por vezes, s6 temos acesso a
uma parte do sistema total).

Quando conhecemos o vetor de estado do sistema, dizemos que o sistema é descrito por

um estado puro. Por exemplo:

) = aler) + blpa), (1.3)

onde |p1), |p2) € C* e a,b € C.

Existem situagoes nas quais nao se sabe em que estado o sistema se encontra, pois ha
apenas uma probabilidade do sistema ser encontrado no estado |p). Mais precisamente,
suponha que um sistema quantico esteja em algum estado |p;) de um conjunto de estados,

com respectiva probabilidade p;. Assim, definimos:
e Um ensemble de estados puros como o conjunto:

{(tis|@s)) : para i=1,...,N} tal que Z/M’:L

e O operador densidade (ou matriz densidade) do sistema como:

N
p=>_ e el
=1
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1.3.2 Os postulados
A seguir, fornecemos os postulados da Mecanica Quantica utilizando o operador densidade.

O Postulado 1 estabelece a “arena de trabalho” da Mecanica Quantica, especificando

como o estado de um sistema isolado deve ser descrito.

Postulado 1: Associado a qualquer sistema fisico (isolado), existe um espago de
Hilbert, conhecido como espago de estados do sistema. Um estado (vetor) desse sistema é
completamente descrito por um operador densidade p, tal que tr(p) = 1 ep > 0. Se o

sistema estd no estado p; com probabilidade p; tal que Z“i =1, parai=1,...,N, entao

1
o seu operador densidade serd:

N
p= Z i
i=1

O Postulado 2 nos diz que a dinamica de um sistema fechado é governada por trans-

formacgoes unitarias.

Postulado 2: A evolucio de um sistema quantico fechado € descrita por trans-
formacgoes unitdrias, ou seja, o estado p; de um sistema em um instante t; estd relacionado

ao estado ps em um instante to por um operador unitario U que depende somente de ty e to:

P2 = UPlUT-

Foi postulado que sistemas quanticos fechados evoluem de acordo com transformagoes
unitarias. Para sistemas que nao interagem com outros sistemas, isto estd correto, mas
existirao momentos em que os sistemas fisicos externos deverao observa-los para verificar
o que esta acontecendo dentro deles. Nesse caso, havera uma intervencao que acaba com
o isolamento dos sistemas e que nao é necessariamente descrita por uma transformacao
unitaria.

Para explicar o que acontece nessas situagoes, introduz-se o Postulado 3, que fornece o
modo como as medidas sobre sistemas quanticos devem ser descritas.

Postulado 3: As medidas quanticas sdo descritas por operadores {M;} que satisfazem
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a sequinte equac¢ao de completitude:
T _
> MM =1
J

Se o estado do sistema antes da medida for p, entao a probabilidade de o resultado j ocorrer

serd dada por
p(j) = tr(M}M;p)
e o estado do sistema apos a medida serd

M;pM!
tr(M[M;p)

Para finalizar, fornecemos o Postulado 4 que nos diz como espacos de estados de sistemas
quanticos diferentes devem ser combinados para formar sistemas compostos. Para apresentar

o postulado, usaremos a definicao abaixo de produto tensorial entre operadores densidade.

Definicao 1.1. Dadas as matrizes A € C™" ¢ B € CP*?, o produto tensorial destas

matrizes, denotado por A®@ B € C™P*" ¢ dado da sequinte forma:

[ A4B ApB ... A.B
ApB ApB ... A,B
A@B: 2'1 2'2 2' :
| AwB AwB ... AuB |

onde A;; representa o elemento da linha 7 e da coluna j da matriz A.

Postulado 4: O estado composto por vdrios sistemas quanticos é o produto tensorial
dos espacos de estados das suas componentes, isto €, se as componentes forem dadas por p;

parai=1,...,N, entao o sistema composto serd py ® ... R py.

1.4 Medidas POVM

O Postulado 3 envolve dois elementos. Primeiro, fornece uma regra que descreve a estatistica

de medidas, ou seja, as diversas possibilidades dos diferentes resultados. Segundo, diz qual



Cap. 1 e Conceitos basicos de Mecanica Quantica

o estado do sistema apds a medida. Contudo, em algumas aplicacoes, a probabilidade dos
diferentes resultados da medida é de pouco interesse, sendo mais importante o estado do
sistema apds a medida. Esse é, por exemplo, o caso em que a medida é feita somente
uma vez e o experimento é concluido. Para tais casos, existe uma ferramenta matematica
conhecida como formalismo POVM [14], que é especialmente bem adaptado para a andlise

de medidas.! Para isso, definimos operadores conhecidos como operadores de detecgao IT;.

Definicao 1.2. Os operadores de deteccao 11; sao chamados elementos de POVM se satis-

fazem as sequintes condigoes:

o A probabilidade de se obter o resultado rotulado pelo indice j é dada por p(jlp) =

tr(IL;p), onde p € o operador densidade do sistema.

e Todos os operadores de detec¢ao sao hermitianos e positivos semidefinidos, isto €,

II;, = H} ell; >0, para todo j.

e Os operadores de deteccao satisfazem a condi¢ao de completitude, ou seja, ZHj =1.
J

1.5 Estratégia UD

Usando o formalismo de medidas POVM, Ivanovic [10] definiu uma estratégia para o prob-
lema que consiste em distinguir estados quanticos nao-ortogonais linearmente independentes
sem ambiguidade, chamada de estratégia UD?, descrita a seguir.

Consideremos que o sistema quantico é dado pelo ensemble {p;, |@Q;)}, parai=1,... N,
em um espaco de Hilbert de dimensao N. Para detectar os estados do sistema, a medigao é

construida formando N + 1 operadores de deteccao {II;,0 < i < N} satisfazendo

im ~ 1. (1.4)

i=0
Estes operadores sao construidos para que os estados sejam medidos corretamente ou

a medi¢ao declara um resultado inconclusivo. Entao, cada operador II; corresponde a de-

la sigla POVM significa “positive operator-valued measure”.

2a sigla UD significa “unambiguous discrimination”.
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N
tectagao correta dos estados |@;), para i =1,...,N, eIl = I — Zﬂi corresponde a um

i=1
resultado inconclusivo. Os operadores de deteccao devem obedecer:

<Qi|Hj‘Qi> = Pi%"

parai,j=1,...,N,0<p; <1, onde d;; ¢ o delta de Kronecker.
Eldar [5] mostrou que a estratégia UD pode ser formulada como um problema de pro-
gramagao semidefinida [21, 2], onde os operadores de detecgao sdo expressos da seguinte

forma:

I; = piC;;, 1<i<N, (1.5)

onde C; = |Q;)(Qi] e os vetores |Q;) nao sio normalizados e estdo em um espaco de Hilbert
de dimensao N. Além disso, representam os estados reciprocos associados aos estados |@;),
parai=1,..., N, ou seja, (QJQQ = 0,5, para 1 <4,5 < N.

Dada a matriz ¥, cujas colunas sao os estados |Q;), os estados |Q;) sdo as colunas da

matriz ¥, dada por:

U = U(Uh)~L (1.6)

onde a matriz ¥ é a pseudo-inversa de Moore-Penrose de ¥ [7].

Se os estados |Q;) sdo preparados com probabilidades a priori p;, tais que Z i =1,

7
entao a probabilidade total de deteccao correta do estado é:

N N
Pp = ZMi(Qi|Hi|Qi> = Z,uipi = (ulp), (1.7)
i=1 i=1

N N
onde p1 =Y li) e p =Y pili).
=1 =1

Portanto, o problema consiste em escolher operadores de deteccao II; = p,C;, ou equiva-
lentemente, encontrar os valores p; > 0 para maximizar Pp, sujeito a condicao da Equacao

(1.4), que pode ser expressa como

I - ZPHQQ@J > 0. (1.8)

Em seguida, iremos abordar com detalhes o problema de otimizacao citado acima.



CAPITULO 2

Programacao semidefinida e a

discriminacao de estados quanticos

Neste capitulo, veremos o problema geral de programacao semidefinida, sua formulacao
para a discriminagao de N estados quanticos nao-ortogonais e os pacotes computacionais

associados.

2.1 Programacao semidefinida

Em geral, um problema de programagao semidefinida (PSD) é um problema de minimizagao
de uma funcao linear sujeito as restricoes formadas por matrizes simétricas e positivas
semidefinidas.

Um problema primal de programagao semidefinida, na forma padrao, é definido por:

min f(x) = {(c|x) (2.1)
N
s.a { F(z)=Fy+ ) a;F; >0, (2.2)
i=1
onde |c), |z) € RN, em que x; denota a i-ésima componente de |z) e Fy, ..., Fy € R™™ sdo

matrizes simétricas. A expressao F'(x) > 0 significa que F'(x) é positiva semidefinida, ou

9
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seja,

(y|F(z)|y) > 0, paratodo y € RY.
Definigao 2.1. Seja |x) uma solug¢ao primal do problema de PSD. Dizemos que:
e |z) € primal factivel se F(x) > 0.

o |z) € estritamente primal factivel se F(x) > 0. Neste caso, dizemos também que |z) €

um ponto interior.

Eldar [5] desenvolveu condigbes necessarias e suficientes para detectar os valores de p; que
maximizam Pp (1.7), sujeito a condigao (1.8). Assim, formulou o problema dual associado

ao problema primal (2.1) e (2.2):

max d(Z) = —tr(Fy2) (2.3)
tr(FZ) =c;, 1<i<N
s.a rifiz)=c ' (2.4)
Z >0

onde Z € R™*™ é uma matriz simétrica positiva semidefinida.
Definicao 2.2. Seja Z uma solucao dual do problema de PSD. Dizemos que:
o 7 ¢ dual factivel se Z > 0.

o 7 ¢ estritamente dual factivel se Z > 0. Neste caso, dizemos também que Z é um ponto

interior.

Uma caracteristica dos problemas de programagao semidefinida é que a variavel dual Z
assume a mesma forma que a matriz de restrigao primal F(z). Por exemplo, se a matriz
F(z) é diagonal em blocos, a varidvel dual Z também serd diagonal em blocos [2, 21].

A fungdo trago é linear, pois supondo A = (a;;) e B = (b;;), parai,j7 =1,..., N e pela
definicao de traco, que é a soma dos elementos da diagonal principal da matriz, temos que

N N N

i=1 =1

=1
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Agora, considerando quaisquer pontos factiveis primal |x) e dual Z, temos que:

fla)—d(Z) = da—(—tr(RZ)) =z +tr(FZ)
= > tr(FiZ)z; + tr(RZ)

= tr(FyZ + Zl‘leZ)

=1

— tr(F(2)Z) > 0, (2.5)

onde usamos o fato de que tr(AB) > 0se A, B > 0.

Assim, para todo |x) e Z factiveis, obtemos:
fl)=d(Z2) >0 d(Z) < f(z) & —tr(FyZ) < {(c|z). (2.6)

Logo, o valor 6timo dual, para qualquer ponto factivel dual Z, coloca um limite inferior para
o valor 6timo primal, para qualquer ponto factivel primal |z).

Sejam p* o valor 6timo do problema primal de PSD em (2.1) e (2.2), ou seja,

p*=inf{(clr) : F(x)=0},

e Z um ponto factivel dual. Se a Equacao (2.6) mantém a desigualdade para qualquer |z)

factivel, podemos concluir que

—tr(FoZ) <p".
Similarmente, os pontos factiveis primais produzem limites superiores para o problema dual,
d* < {c|z),
onde d* é o valor timo do problema dual de PSD (2.3) e (2.4), ou seja,
d* = sup{—tr(FyZ) : Z=72'">0 e tr(F;Z)=c¢;, para i=1,...,N}

Disto tudo, obtemos que,
d <p*.

O teorema abaixo [2] fornece condigoes para a igualdade da desigualdade acima.
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Teorema 2.3. Os valores primais e duais otimos sao iguais, isto €, p* = d*, se as sequintes
afirmacoes forem satisfeitas:
e O problema primal (2.1) e (2.2) é estritamente factivel, ou seja, existe |x) tal que
F(z) > 0;
e O problema dual (2.3) e (2.4) € estritamente factivel, ou seja, existe Z tal que Z =
Z'>0etr(FZ)=c¢;, parai=1,2,... N.

Assumimos agora que existem |x) e Z estritamente factiveis. Assim, pelo Teorema 2.3,

obtemos que

pr=d,
e da Equagao (2.5), temos que tr(F(x)Z) = 0. Se as matrizes simétricas F(z) e Z sao
matrizes positivas semidefinidas [2], ou seja, F'(x) > 0 e Z > 0, entao

ZF(z) = 0. (2.7)

Esta igualdade é chamada condicao de complementaridade.

Dessa forma, a Equacao (2.7), juntamente com as Equagoes (2.2) e (2.4), constituem um
conjunto de condigdes necessérias e suficientes para |x) ser a solugdo étima dos problemas
(2.1) e (2.3), em que ambos os pontos primais e duais sao estritamente factiveis, ou seja,

dado |z) e Z factiveis estritamente, as condigdes de otimalidade do problema de PSD sao:
e Factibilidade primal: F(z) > 0;
e Factibilidade dual: Z > 0 e tr(F;Z) = ¢;, para 1 <i < N,

e Complementaridade: ZF(z) = 0.

2.2 Formulacao PSD para a discriminacao de estados

quanticos

Agora, mostraremos a formulacao de Eldar [5] para o problema UD, dado em (1.7) e (1.8),

usando a PSD. Denotamos por |p) o vetor de componentes p; e por |u) o vetor de componentes
N

—u;, para 1 < i < N, com Z,ui = 1. Entao, o problema é
i=1
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min_ f(p) = (ulp)
o {13 ni010I20

onde p; > 0. Para formular este problema como um problema de PSD, seja C; = |Q:)(Q;] €

RNXN e [ matrizes diagonais em blocos, para i = 1,..., N, definidas como:

e
1
1
0
Fy= , P = 0 , (2.8)
0
0
_C2 —CN
0 0
F2 — 1 9 9 FN -
0
0 1
Dessa forma,
N
F(p) = Fo+ ZI%‘FZ
i=1
N
1= pc
i=1
= D1 >0
PN

N
Note que a restrigao F'(p) > 0 é equivalente a I—Zpl|@z><@| >0 e como C; = |Q:)(Ql,

i=1
para ¢ = 1,..., N, sao coordenadas da matriz Fj;, que sao simétricas e positivas definidas,

segue que C; também sao simétricas e positivas definidas, para ¢ = 1,...,N. Assim, o
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problema formulado por (1.7) e (1.8) pode ser escrito como o seguinte problema primal de

PSD:
minper (o) 29)
N
I— Ci >0
s.a ;p (2.10)

onde |p) é um vetor com componentes —u;, sendo p; a probabilidade a priori de cada estado
Qi) e Ci = |Qi)(Q;] € RV*V,
Como F; sao matrizes diagonais em bloco, podemos definir a varidavel dual Z na mesma

estrutura, ou seja,

X
21
Z = . , (2.11)
ZN

N

onde X € R¥*¥ tem a mesma estrutura que I — Zp,»Ci (neste caso, simétrica e positiva
i=1
semidefinida) e z; > 0, para 1 <7 < N.

Usando o fato de que a funcao trago é linear, obtemos:

tr(FoZ) = tr
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—C X

tr(F1Z) = —puy & tr ' . = —l &

tr ' =—m S tr(CiX) —z1 = 119.

Na forma geral:
tr(F;Z) = —p; < tr(C;X) — z; = 3, para i=1,2,... N.
Assim, podemos escrever o problema dual, associado ao problema (2.9) e (2.10), como:

maxxepnxn (—tr(X)) (2.12)

s.a X>0
Observe que,
N
X I-3 nCi
. i=1
ZF(p) =0« . D1 =0«
ZN

PN

X(I=) pc) N
= X(I=Y piC)=0

Z1P1 =0« P

zip; = 0.

ZNPN

Logo,
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N
X(I =) pi€)=0
=1

ZF(p) =0 < (2.13)

Portanto, |p) é uma solucao étima se, e somente se, as componentes p; de |p) satisfazem
as seguintes condigoes de otimalidade:

e factibilidade primal:
N

I-) pCi>0e p >0, (2.14)

=1

parat=1,..., N. Note que,

N
Mo=1-7 pCi>0.

=1

e factibilidade dual:

tr(C;X)—zi=p;, X>0e z >0, (2.15)
parai=1,...,N.
e complementaridade:
N
=) (2.16)
zipi = 0, para 1 <7< N.

Note que,
N

X(I=Y piC) =0« XII) = 0.

i=1

2.3 Programas computacionais

Em geral, ndo existe uma forma analitica para resolver o problema de maximizagao (1.7),
sujeito a (1.8). Porém, como este problema é um problema de otimizagao convexa [15],
existem varios métodos iterativos para resolvé-lo. Em particular, usamos o Matlab para

achar a solugao étima |p) do problema:
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minpern (p|p)

p; >0 para 1 <7< N,

através dos pacotes LMI e o CSDP [9, 12, 16].

Estes pacotes garantem a convergéncia para o 6timo global em tempo polinomial.

O LMI (linear matrix inequality) [6] é um pacote que faz interface com os pacotes do
Matlab: IQCS [12] e Sedumi [16]. O algoritmo associado é uma versao do algoritmo pro-
jetor de Nesterov e Nemirovski [13]. Eldar [5] usou este pacote para um espago de Hilbert
tridimensional, trabalhando com as matrizes de restricao F; em forma de diagonal em bloco,
como dadas nas Equagoes (2.8). Ao invés disso, introduzimos este procedimento para um
espago de Hilbert de dimensao N e adotamos, na implementagao do nosso algoritmo, as
condicoes de restricao fornecidas pela Equacao (2.10). Assim, as sequéncias de comando
abaixo fornecem o cédigo para achar a solugdo étima de |p) via o LMI toolbox, denotado

pela funcao psd_lma:

f——————= fungdo : psd_lmi ------
%-—- inicializando o LMI toolbox

setlmis([1)

%-—- definindo o vetor |p> de dimensdo N
p = [1:N];
for i = 1:N

p(i)=1lmivar(2,[1 11);
%-—— definindo as condigdes de restrigdo
aux = C(:,:,1);
Imiterm([1 1 1 p(i)],.5%1,aux, ‘s’);
end

lmiterm([1 1 1 0],-eye(N));
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for i = 2:N+1
Imiterm([-1 1 1 i-1],1,1);
end
%--— solugdo interna do LMI
Imisys=getlmis;
J—-- transformando as probabilidades a priori em ‘string’
mul=mat2dec3(lmisys,-mu) ;
%——— obtendo o valor 6timo de |p>

[pstar,pot]=mincx(lmisys,mul, [1e-12 0 O 0 0])

onde pot = |pot) e p* = (u1|pot) sdo, respectivamente, o valor étimo e o valor global minimo
de [p).

O CSDP (Certified Software Development Professional) é um pacote apropriado para
resolver problemas de programacao semidefinida. O algoritmo associado é uma versao do
algoritmo preditor corretor do método primal-dual de Helmberg et al. [9]. Este pacote foi
escrito na linguagem em C, porém pode ser usado pelo Matlab através do toolbox yalmip.
Rabelo [17] usou este procedimento para um espago de Hilbert de dimensdao N, e como
Eldar, programou as matrizes de restricao F; em forma de diagonal em bloco, como dadas
nas Equagoes (2.8). Ao invés disso, trabalhamos com as condigdes de restrigao fornecidas
pela Equacao (2.10), para um espago de Hilbert também de dimensdao N. Além disso,
optamos por usar o comando “sdpsettings” na implementagao, pois esta funcao imprime
informacoes do andamento do algoritmo tais como: numero de iteragoes, funcao objetivo
primal, funcao objetivo dual, etc. Assim, nosso cédigo é dado pelas seguintes sequéncias de

comando, denotado pela funcao psd_csdp:

fo——————= funcdo : psd_csdp —————-
%--- definindo o vetor |p> de dimens&o N

p=sdpvar (N,1);

%——— definindo as condigles de restrigio
I=eye(N);
R=T1;

for i=1:N;
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R=R-p(i)*C(:,:,1);
end
F=set (R>=0);
for i=1:N
F=F+set (p(i)>=0);
end
%--- minimizando <mul|p> sujeito as restrigdes
condition=solvesdp(F,-mu’*p,sdpsettings(‘solver’, ‘csdp’))
%--—- obtendo o valor 6timo de |p>

pot=double(p)

Portanto, o processo para encontrar os valores p; associados aos estados quanticos nao-
ortogonais e linearmente independentes |@Q;) com uma distribuigao de probabilidade a priori

Wi, para i =1,..., N, resume-se em 3 passos:

e Primeiro passo: definir a matriz W, tal que suas colunas sao os estados de entrada,
isto 6, U = | |Qy) |Q2) ... |Qn) } Em seguida, achar os estados reciprocos |Q;)

associados aos estados |Q;), através da relagao:

U=w@w) =G0 102 ... 10w |-
e Segundo passo: achar as matrizes C; = |Q;)(Q;|, parai=1,..., N.

e Terceiro passo: aplicar um dos pacotes dados anteriormente, ou seja, LMI ou CSDP,
para encontrar os valores p;, onde o vetor das probabilidades a priori u; dos estados

|Q;) sdo definidos com entradas —pu;, parai=1,2,..., N.

Para os dois primeiros passos, criamos também um programa no MatLab, com o objetivo

de tornar os calculos mais eficientes, da seguinte forma:

%--- function: matrizC
function [C]= matrizC(Psi,N)
%--—- pseudo inversa de Psi

Psitil = Psi/(Psi’*Psi);
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%——— vetores Qtil obtidos através das matrizes Psitil
for i=1:N
Qtili=Psitil(:,i);
end
%»-—— matrizes Ci
for i=1:N
C(:,:,1) = Qtili*Qtili’;

end

E relevante observar que as matrizes C;, para i = 1,..., N definidas acima, foram im-
plementadas de forma agrupada, ou seja, geramos uma matriz C de saida que contém todas
estas matrizes, isto é, C = ( Ci Cy ... Cy ), onde cada matriz C; é simétrica positiva

definida com dimensao N, parai=1,..., .

2.4 Exemplo

Considere um ensemble constituido por trés estados quanticos puros nao-ortogonais com

probabilidades 0,6 e 0,2 e 0, 2, respectivamente, ou seja,

p = 0,61Q){Q1] + 0, 2[Q2)(Qa] + 0, 2[Q3)(Qs],

onde

Q1) = , Q) = , 1Q3) =

= 6l 5-

SI-8-5 -
SRS

Para encontrar os operadores de deteccao 6tima, temos que encontrar inicialmente os estados
reciprocos |@;) associados aos estados |Q;). Assim, seja ¥ a matriz cujas colunas sdo os

estados |@;), para ¢ = 1,2, 3. Da Equacao (1.6), temos

1,7321 0 —1,4142
U=U(U)t = | —1,7321 1,4142 1,4142 |,
1,7321  —1,4142 0
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onde os estados reciprocos |@;) sdo as colunas desta matriz. Em seguida, formamos as

matrizes C; = |C§Z)(C~21|, para i = 1,2, 3. Logo,

3 -3 3 0 0 0
Ci=| -3 3 =3 |, C=10 2 -2/,
3 -3 3 0 —2 2
2 -2 0
CGG=| -2 2 0
0 0 0

Agora, para encontrar o vetor étimo [p), usamos os pacotes LMI ou CSDP, como apre-

sentados anteriormente, e obtemos os seguinte resultados:

] \ p) \iteragées \terHPO(S)\ p* = (ulp)

0,0572
LMI 0,0858 15 0,0310 | -0,0686
0,0858
0,0572
CSDP 0,0858 12 0,2500 | -0,0686
0,0858

Tabela 2.1: Resultados obtidos pelos pacotes LMI e CSDP.

Portanto, os operadores de deteccao 6tima II; = p;C;, para ¢ = 1,2, 3, sao

0,1716 —0,1716 0,1716 0 0 0
I, =1 -0,1716 0,1716 —0,1716 |, | 0 0,1716 —0,1716 |,
0,1716 —0,1716 0,1716 0 —0,1716 0,1716

0,1716 —0,1716 0
I3 =1 —0,1716 0,1716 0
0 0 0
Agora, vamos provar que o vetor |p) dado na Tabela 2.1 é a solugdo 6tima. Para esta

finalidade, basta verificar as condi¢oes de otimalidade, ou seja, as Equagoes (2.14), (2.15) e
(2.16).
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N
e Pela Equagao (2.14), temos que verificar: [l = I — Zpl-Ci >0ep; >0.
i=1
0,0572
Como |p) = | 0,0858 [, segue que p; > 0, para i = 1,2, 3. O operador I, chamado

0, 0858
de operador inconclusivo, é dado por:

, 0,6569 0,3431 —0,1716
Mo=1- pCi=| 0,3431 0,4853 0,3431
= —0,1716 0,3431  0,6569

Assim, para verificar que IIy > 0, ou seja, que Il é uma matriz positiva semidefinida,
basta provar que os seus autovalores sao todos positivos. Desta forma, temos que os

autovalores desta matriz sao:

A1 0
eiglo) =1 X | = 0,8284
A3 0,9706

Logo, como todos os autovalores de IIy sao nao negativas, segue que Iy é uma matriz

positiva semidefinida.

e Usando a decomposicao de autovalores de I, os autovetores associados aos autovalores

de Il sao respectivamente,

0,5 —0,7071 0,5
(1) 1) Im) ) =| —070m 0 0707
0,5  0,707L 0,5

Logo, concluimos que o espaco nulo de Iy tem dimensao 1 e é gerado pelo seguinte
vetor:
0,5
ITi) = | —0,7071
0,5
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Portanto, para satisfazer as condigdes (2.15) e (2.16), devemos definir X como:

0,25t  —0,3536¢t  0,25¢
X =tn)nl=| —0,3536t 0,5t —0,3536t |,
0,25t —0,3536t  0,25¢

para algum t > 0. Como p1, p2, p3s > 0, a relagao z;p; = 0, para i = 1,2, 3, implica que

21 = 29 = z3 = 0. Desta forma, da igualdade tr(C;X) = p; + z;, parai = 1,2, 3, temos

que:
tr(C;X) = 8,7426t
=t =0,0686
tr(C1X)=p + 2 =0,6
tr(CoX) = 2,9142t
=t =0,0686
t?"(CQX) = U2 + 22 = 0,2
tr(CsX) = 2,9142t
=t =0,0686.
tr(CsX) = pg + 23 =0,2
0,0171 —0,0243 0,0171
Escolhendo ¢ = 0,0686, temos que X = —0,0243 0,0343 —0,0243 |. Como
0,0171 —0,0243 0,0171
A1 0
os autovalores de X sdo todos positivos, ou seja, eig(X) = Ao = 0 ;
A3 0, 0686

segue que X é uma matriz positiva semidefinida. Logo, X > 0.

e Pela Equagao (2.16), temos que

(

N 000

X(I_Zpici):XHOZ 000

= 00 0
zipi = 0,

parai=1,2 3.
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Observe que t = 0,0686 = —p*, onde p* é o valor 6timo do problema PSD (2.9) e (2.10)
0,0572 —0,6
dado por p* = (p|u), com [p) = | 0,0858 | elu)=| —0,2
0,0858 0,2



CAPITULO 3

Algoritmo discriminador quantico

Neste capitulo, apresentamos um novo algoritmo para realizar a discriminacao de N estados
quanticos puros nao-ortogonais. Este algoritmo fornece o melhor conjunto de medidas POVM
para a discriminacao dos estados quanticos. Através da extensao do espaco de Hilbert,

obtém-se uma configuracao final discriminével.

3.1 A motivacao

Em [17, 18], Rabelo et al propdem um procedimento computacional chamado de Algoritmo
Otimo Discriminador (AOD), que implementa as medidas POVM para a estratégia da dis-
tincao de N estados puros nao-ortogonais, usando a programacao semidefinida e a mini-
mizagao da norma. Baseado nas idéias do AOD, desenvolvemos um novo algoritmo, deno-
minado Algoritmo Discriminador Quantico (ADQ).

A principal diferenca entre o AOD e o ADQ é que usamos apenas conceitos de algebra
linear, substituindo o célculo de raizes de um polinomio de grau 8. Além disso, desenvolvemos
o algoritmo somente com uma condicao para os estados de entrada a saber, a da conservacao
do produto escalar, pois a condi¢cao de normalizacao imposta no AOD tornou-se reduntante,
uma vez que os estados de entrada satisfazem a condi¢ao de normalizagao (1.2). Nao pudemos

fazer comparacoes de tempo e nimero de iteragoes, pois nao existem tais dados para o AOD.

25
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Acreditamos também termos conseguido reduzir bastante os conceitos fisicos envolvidos no

AOD, deixando o ADQ mais compreensivel para a comunidade de matematica e computacao.

3.2 Passo a passo do ADQ

Assim como o AOD, o objetivo do ADQ é realizar a distin¢ao de N estados quanticos puros
nao-ortogonais. Devido aos indices durante o processo da implementacao do algoritmo,

adotaremos a base ortonormal {|1),]2),...,|N)}, ao invés de {|0),|1),...,|N — 1)}.

Agora, vamos explicar passo a passo cada etapa do ADQ.

3.2.1 Passo 1: forma escada

A primeira tarefa do ADQ é reescrever os N estados de entrada nao-ortogonais |Q;), em

uma forma escada, numa base ortonormal {|i)}, parai=1,..., N. Ou seja,

|Qesc
Q5%
Q5

1),
can|l) + c20(2),
031‘1> +032‘2> +Cg3‘3>

) (3.1)
> C41|1> +C42|2> +C43|3> +C44|4>

)
)

sc

|Qesc

|Q€SC> = CN1’1> + CN2’2> + CN3’3> + ...+ CNN’N>,

onde {|Q5°°)} pertencem ao espaco de Hilbert inicial de dimensao N e os coeficientes ¢;; sdo
obtidos usando a conservagao do produto escalar sobre os estados de entrada, isto é,
(Q5°)Q5*) = (Q4]Qy), para todo i, = 1,...,N. Note que o fato dos estados de entrada
serem normalizados garante a conservacao da norma, isto ¢, (Q5*°|Q5*°) = (Q;|Q;) = 1, para

i=1,...,N.
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Definindo C' como a matriz dos coeficientes c¢;;,

1 0 0 0 0
Co1 Co2 0 0 0
O = cz1 cz2 ez 0 0 7 (3.2)
C41  C42  C43 Cy4 0
CN1 CnN2 CN3 CN4 ... CNN

obtemos a matriz Q°*¢ formada pelos estados de entrada na forma escada, dada por:

1 Co1 C31 ... CN1

0 Cog2 C32 ... CN2

Qesc _ ( |Q§sc> |Q§sc> |Q§sc> |Q§\?C> ) — 0 O ¢33 ... cn3

0 0 0 ... CNN

Note que Q%¢ = C*.
Discutiremos agora como encontrar os coeficientes ¢;;, mostrando com detalhes o célculo
para o caso N = 4, e apresentaremos em seguida a generalizacao para N estados quanticos.
Sejam |Q;) estados puros nao-ortogonais normalizados, definidos no espago de Hilbert de

dimensao 4, para i = 1,2,3,4. A configuragdo desses estados na forma escada é dada por:

1 C21
esc 0 esc C22
|QF) = 1) = ; Q5%) = ean|1) + c0f2) = :

0 0

0 0
C31 C41
esc 032 esc C42

|Q5°) = ca1|1)+c32]2) +e33]3) = Q5% = car|1)+caa|2)+cas|3)+caald) = ,

C33 C43

0 Cy4
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1 0 0 O
i . , Co1 C29 0 0

onde a matriz dos coeficientes é expressa como: C' =
cz1 c32 c33 0

Cq1 Cq2 C43 Cyq
Como os estados preservam o produto escalar, podemos encontrar os elementos de C

como descrito abaixo.

e Elementos da primeira coluna de C"

(Q7*)Q7*) = (Q1]Q1) & 1 =1

(Q|Q5%) = (Q1]Q2) & ca1 = (Q1|Q2)

(Q7°|Q5) = (Q1]@3) & cz1 = (Q1|Q3)
| (Q71Q5) = (Q1]Qq) & ca1 = (Q1|Qq).

e Elementos da segunda coluna de C"

(Q57°1Q5%) = (Q2]|Q2) & 3, + 3, =1
(Q57]Q5) = (Q2|Q3) & carcar + caacsr = (Qa|Qs)
(Q5°1QT) = (Q2|Qa) & carcar + caaca2 = (Q2]|Qu),

implicando que

o =1/1—¢% e cn= (QilQ2) = Cmcﬂ, para i = 3,4.

C22

e Elementos da terceira coluna de C:

(Q5°|Q5) = (Q3]|Qs) & ¢y + 3 + 33 =1
(Q5°1QF) = (Q3|Q4) & ca1041 + C32C40 + C33¢43 = (Q3|Q4),

resultando em
<Q4|Q3> — (31041 — C32C42
33 =1/1—Cc% — 3 e c3= :

C33

e Quarta coluna de C":

<QZSC|QZSC> = <Q4|Q4> <~ 04211 + 032 + Cz213 + 04214 =1,

implicando que

_ 2 2 2
Caq = \/1 — Cap — Cip — Gz
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Estendendo para N estados quanticos, temos os seguintes resultados:

e Elementos da primeira coluna de C"
¢l = (Qi|Q1), para i=2,... N. (3.3)

e Elementos da diagonal de C:

(3.4)

e Elementos abaixo da diagonal principal de C', com excecao dos elementos que se referem

a primeira coluna:

J—1

(@ilQy) = cincin
e — k=1 , para i=3,...,.N e j=2,...,N. (3.5)

Cjj

A implementacao desta primeira rotina do ADQ), através do software MatLab, é dada

abaixo:

%--- function: forma_escada

function [Qesc]= forma_escada(Q,N)

%—-—— definindo o elemento cll da matriz C
C(1,1) = 1.0;
%—-—- coeficientes da 1° Coluna de C: Cil, para i=2,...,N
for i=2:N

C(i,1) = dot(Q(:,1),QC:,1));

end
for j = 2:N
%——— coeficientes da diagonal de C

soma = 0.0;
for i = 1:(j-1)
soma = soma + C(j,1)*C(j,1);

end
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C(j,j) = sqrt( 1.0 - soma );
%—-—- coeficientes abaixo da diagonal principal de C
for i = (j+1):N
soma=0.0;
for k=1 : (j-1)

soma = soma + C(i,k)*C(j,k);

end
C(i,j)=(dot(Q(:,1),QC:,j)) - soma)/C(j,j);
end
end
%--- obtendo a matriz Qesc
Qesc=C’;

Observagao 3.2.1. Como Q% = C", temos que:
CCt _ Qescthsc _ <Q;&sc‘@;sc> — <Q1’Q]> — QtQ

Como () € a matriz cujas colunas sao os estados de entrada nao-ortogonais e normalizados,

Q'Q € uma matriz simétrica e definida positiva. Logo, Q¢ € o fator de Cholesky da matriz

Q'Q, ou seja, Q*° = chol(Q'Q).

Observe o seguinte programa teste:

%--- dimensdo do sistema
N=3;
%--- vetores de entrada

Q1=[1/sqrt(3);1/sqrt(3);1/sqrt(3)];
Q2=[1/sqrt(2);1/sqrt(2);0];
Q3=[0;1/sqrt(2);1/sqrt(2)1;
Q=[Q1 Q2 Q3];

%——- cdlculo da matriz dos coeficentes pela fungdo forma escada
[Qesc]= forma_escada(Q,N);

%--- veja isso!

S = Q’*Q;
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B = chol(S);

%——- comparando B com Qesc
disp(’ B="), disp(B)
disp(’ Qesc=’), disp(Qesc)

Executando o programa, obtemos:

1.0000 0.8165 0.8165
0 0.5774 -0.2887
0 0 0.5000

Qesc=

1.0000 0.8165 0.8165
0 0.5774  -0.2887
0 0 0.5000

3.2.2 Passo 2: matrizes C;, parai=1,..., N

Para definir as matrizes C;, parai = 1,..., N, precisamos primeiramente definir a matriz ¥,
cujas colunas sao os estados de entrada, isto é, ¥ = [ Q1) |Q2) ... |Qn) } . Em seguida,

achar os estados reciprocos |@;) associados aos estados |@Q;), através da relagao:

b=w@w) =[G Q) .. 1Gw) |-

Logo as matrizes C;, para i = 1,..., N, sao definidas pela seguinte igualdade:
Ci = Qi) {Qil,
onde |Q;) sdo as colunas de ¥, parai=1,..., N.

Essa rotina foi implementada da seguinte forma:

%--- function: matrizC

function [C]= matrizC(Psi,N)
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%——- pseudo inversa de Psi
Psitil = Psi/(Psi’*Psi);
%——— vetores Qtil obtidos através das matrizes Psitil
for i=1:N
Qtili=Psitil(:,i);

end
%-—— matrizes Ci
for i=1:N
C(:,:,i) = Qtilix*Qtili’;
end
Note que, a matriz C de saida é dada em agrupamento, ou seja, C = | C; Cy ... Cy |s
onde cada matriz C; é simétrica positiva definida com dimensao N, parat=1,..., N.

3.2.3 Passo 3: programacao semidefinida

Neste passo, o problema abaixo é resolvido usando a programacao semidefinida, discutida

no Capitulo 2.

minyery (u[p)

pi = 0, para 1 <i<N.

3.2.4 Passo 4: configuracao final discriminavel

Este passo finalizara o procedimento do ADQ, ou seja, estaremos aptos para realizar a
distingdo dos N estados quanticos nao-ortogonais (lembramos que os estados de entrada
nao-ortogonais |Q;), parai = 1,..., N, obtiveram uma nova estrutura “na forma escada” de
acordo com a Equagao (3.2), dada no Passo 1). A partir de agora, nosso objetivo é obter
uma nova configuragao, a configuracao final discriminavel, fazendo com que as componentes

de mesmos indices sejam fixas com a base ortonormal, ou seja, {|1),...,|N)}. Para isto,
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utilizamos o problema dado em [3, 19] para a construcao desta configuragao, que se baseia
na extensao do espaco de Hilbert inicial de dimensao N para 2N — 1.
Desta forma, a configuracao final discriminavel dos N estados quanticos nao-ortogonais

¢é dada por:

1Qr1) = g11|1) + grne1|N +1) + ...+ grav—2]2N — 2) + g12n-1|2N — 1)
|Qr2) = G22|2) + gan+1|N + 1) + ...+ goon—2|2N — 2) + gaon—1|2N — 1)
|Qs5) = g33]3) + gz n41IN + 1) + ... + gzan 22N — 2)
: (3.6)

|sz> = g“|Z> -+ gi,N+1|N + 1> +...4+ gi72N+1_i]2N +1-— Z>

|Qsn) = gN|IN) + g N1 | N + 1),

parai =3,..., V.

Nesta nova configuragao, os estados possuem somente uma tnica componente na base
ortonormal (espaco de Hilbert original), onde os seus indices sao fixos com os da base as-
sociada, e as demais componentes da base estendida (espaco de Hilbert estendido), ou seja,
{IN+1),...,]2N = 1)}.

Agora, o objetivo torna-se encontrar os valores dos coeficientes associados as bases, isto

gii, para 1=1,2,...,N (coeficientes originais)

gij, para i=1,....N, j=N+1,...,2N —1 (coeficientes adicionais).

Logo, definimos:

e Os g, parai=1,..., N, como a raiz quadrada dos valores p;, obtidos da solugao do

problema semidefinido sobre os estados de entrada, para i =1,..., N, ou seja,

e Os outros coeficientes g¢;;, parat=1,...,Nej=N+1,...,2N — 1, sao definidos de
modo a preservar o produto interno de colunas entre os estados na forma escada com

os estados na configuragao final discriminavel.
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Garantimos a otimalidade da configuracao final discriminavel pelo fato de usarmos os
valores p;, para ¢ = 1,..., N, na sua construcao, onde p; sao as solucoes do problema de
programagao semidefinida como estudado no Capitulo 2.

A seguir, descreveremos o método proposto para determinar as componentes da Equagao
(3.6). Inicialmente, definimos a matriz dos coeficientes G' da configuragao final discriminével

da seguinte forma:

911 0 0 0 C 9I,N41 91,N42 oo G12N41—i - 91,2N—2 91,2N—1
0 g2o 0 0 © g2 N+1  92,N42 - g2,N+1—i .- 922N-2 92,2N-1
G= 0 0 g3z ... 0 93.N11  93.N42 -+ 93.2N41—i -+ 93.2N_2 0 : (3.8)
0 0 0
0 0 0 ... 9NN IN,N+1 0 0 0 0
Note que,
Qr = G
= (1Qn) 1Qr) - Q) )
gi1 0 N 0 0
0 922 0 0
0 0 0 0
0 0 Gii 0
0
B 0 0 0 gNN
gi,N+1 92 N+1 ---  GiN+1 -«+ gN,N+1 7
Ji,N+2  92N+2 ... O3 N42 ... 0
91,N+3 92 N+3 --- Gi2N+1—i 0
0 0
0 0
J12N-1 G22N-1 --- 0 0

uma matriz de dimensao 2N — 1 x N.
Ja sabemos que os elementos de GG, referentes as componentes relacionadas a base ortonor-

mal, sao obtidos resolvendo um problema de programacao semidefinida sobre os estados de
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entrada, ou seja, g;; = /Pi, parai = 1,..., N (onde os valores de p; sao solucionados no Passo
3). Assim, na matriz Q; = G", os tinicos elementos desconhecidos sao os coeficientes associ-
ados ao espaco de Hilbert estendido, ou seja, g;;, parai=1,...,Nej=N+1,...,2N — 1.
Para resolver este problema, propomos o uso de conceitos de algebra linear, mais precisa-
mente, o uso de matrizes em forma de blocos e a solugao de sistemas lineares (esta é uma
das principais diferencas do nosso trabalho, comparado com os resultados conhecidos na

literatura).

Assim, reescrevendo a matriz )y, dada anteriormente, usando matrizes em forma de

blocos, obtemos:

gu 0
Qf = 0 Dt |, (3.9)
b Bt

go 0 ... O
, . _ ~ 0 gss ... 0 ,
onde 0 é o vetor nulo de dimensao N —1x 1, D = _ o ¢ uma ma-
0 0 ... gNN
g2 N+1 93 N+1 .-+ GN-1,N+1 GN,N+1
o _ 0
triz N —1x N -1, Bt = 92’].\#2 9 N+2 SN=LN2 ¢ uma matriz
0 0
g22N-1 0 ... 0 0
de ordem N — 1 x N — 1 (semelhante & triangular superior, porém com anti-diagonal) e
g1,N+1
g1,N+1

b= _ é um vetor de ordem N — 1 x 1.

g12N-1
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1 Cy1 C31 ... CN1
0 Cyg2 C32 ... CN2

Lembramos que Q** =C*=| 0 0 ¢33 ... cy3 | é uma matriz de ordem N x N.
0 0 0 ... 0

Estendendo esta matriz para 2N —1x N e também escrevendo-a na forma de blocos, obtemos:

1 st
Qe e e
Qésc — o = 0 S 7 (3.10)
O
0 O
Co1
~ . . - C31 ,
onde O é a matriz nula de dimensao N —1x N, s = ‘ é um vetor de ordem N —1x 1,
CN1
Cog2 C32 ... CN2
, C33 ... CN3 , . . ~
0 é o vetor nulo de ordem N —1x1, .S = ‘ o . ¢ uma matriz de dimensao
0 0 ... CNN

N —1x N —1e O é matriz nula de ordem N — 1 x N — 1. Dessa forma, Q¢ serd uma
matriz de ordem 2N — 1 x N.

Pela conservacao do produto interno dos vetores coluna das matrizes Q¢ e QESC, ou seja,
Q?Qf — QESCtQESC7
obtemos que:

g O 1 Cs
g11 Ot bt 1 Ot Ot
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Logo,
G +bb b Bt 1 st

Bb . DD'+ BB s 1 sst+S'S
Fazendo a igualdade matricial, temos que:

’

g%l + btb - 1
stt — St
(3.11)
Bb=s
| DD'+ BB' = §'S + ss.
Agora, nosso problema resume-se em resolver o seguinte sistema linear:

BB' = §'S + ss' — DD!

Bb=s (3.12)

g%l + btb = 17

ou seja, encontrar a matriz B e o vetor b, pois pelo Passo 1, conhecemos a matriz S e o vetor
s. A matriz D e a componente g7 sio definidas pela programacio semidefinida. Assim, com
estes resultados na Equagdo (3.9), obtemos a matriz @)y, isto é, a matriz de configuragao
final discriminavel dos estados de entrada nao-ortogonais. O programa que implementa essa

rotina foi formulado da seguinte forma:

%——- function: configuracao_final
function [Qf]=configuracao_final(pot,Qesc,N)
%-—- definindo matriz diagonal D
for i =1:N
D(i,i)=sqrt(pot(i));
end
%——- definindo matriz S (triang.superior) e vetor s
S=Qesc(2:N,2:N);
Dtil = D(2:N,2:N);
k=2:N;
s=Qesc(1,k)’;
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%——— cdlculo de A = S’S +ss’ -DD’, ordem N-1 x N-1
A = S’%S + s*xs’ - DtilxDtil’;
%--— céalculo da matriz B
ndim = length(A);
for j = 1:ndim
soma = 0.0;
i =ndim - j + 1;
%——- elementos da diagonal de B
for k¥ = 1:(j-1)
soma = soma + B(i,k)*B(i,k);
end
B(i,j) = sqrt(A(i,i) - soma);
%——- elementos acima da diagonal de B
for 1 = (i-1):-1:1
soma = 0.0;
for k¥ = 1:(j-1)
soma = soma + B(i,k)*B(1,k);
end
B(1,j) = ( A(i,1) - soma ) / B(i,j);
end
end
%——— cédlculo do vetor b
for j=1:ndim
soma=0.0;
i= ndim - j +1;
for k = 1: (j-1)
soma = soma + B(i,k)*b(k,1);
end
b(j,1)=(s(i,1) - soma)/B(i,]);
end

%-—-— céalculo da matriz Qf
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Qf=[D(1,1) zeros(1,N-1);zeros(N-1,1) Dtil; b B];

3.3 A distingao dos estados quanticos nao-ortogonais

Agora, estamos aptos a responder a pergunta da Secao 1.2, ou seja, como fazer a distingao
entre os estados nao-ortogonais |@Q1) e |Q2)? De acordo com o ADQ), através da extensao do
espago de Hilbert inicial de N para 2N — 1 dimensoes, transformamos os estados quanticos
nao-ortogonais de entrada (neste caso, |@1) e |Q)2)) em uma configuragao final discriminével,
dada pela Equagao (3.6). Isso significa que estamos prontos para fazer a distin¢ao do estado
final, pois teremos uma discriminacao perfeita ou falha no processo para os estados quanticos
nao-ortogonais analisados, uma vez que, os estados nesta configuragao foram escritos com
componentes Unicas na base ortonormal e as demais componentes na base extra. Desta
forma, se a medida colapsa na base ortonormal {|1),...,|N)} do espaco de Hilbert original,
distinguimos o estado perfeitamente, devido a unicidade da representacao dos estados nesta
componente. Caso contrario, se a medida colapsa para a base extra {|N +1),...,|2N — 1)}
do espaco de Hilbert estendido, nao sabemos qual foi o estado detectado, pois os estados
de interesse (neste caso, |Qr1) e |Qf2)) possuem uma das componentes da base estendida,
IN +1),|N+2),...,]2N — 1), ou elas simultaneamente. A figura abaixo ilustra este proce-

dimento:
Base ortonormal

{1, -, IN)}

processo finaliza com sucesso

configuracao
|Qz> ADQ final
discriminavel Base extra
(N +1),..., 2N — 1)}
protocolo quantico falha no processo

Figura 3.1 : Processo de medigao para N estados quanticos nao-ortogonais via ADQ.

Note que, com uma tnica medida projetiva (ou seja, medida na base), temos a possibili-

dade de discriminar os estados sem ambiguidade.



CAPITULO 4

Resultados computacionais

Neste capitulo, veremos aplicagoes do ADQ através dos dois pacotes apresentados no Capitulo
2, ou seja, ADQ via LMI ou via CSDP. Nestas versoes, empregamos o algoritmo fornecendo

os estados nao-ortogonais associados com as probabilidades a priori.

4.1 Exemplo detalhado

Nesta se¢ao, veremos um exemplo detalhado, de dimensao N = 2, para a aplicagao do ADQ.

Considere o ensemble {(0,5;]Q1)), (0,5; |@Q2))}, onde

Q1) = 0,9717|1) + 0, 2364/2),
1Q2) = 0,7805|1) + 0, 6251|2).

Aplicando o ADQ), temos os seguintes passos:

e Passo 1: A matriz que gera os estados de entrada na forma escada é dada por:

10,9062
00,4229

Qesc _

Entao,
Q™) = I1)
|Q5%°) = 0,9062|1) + 0,42292).



. 4 o Resultados computacionais

41

Passo 2: As matrizes C; e Cy, obtidas através da pseudo-inversa de Moore-Penrose da

matriz ¥, cujas colunas sao os estados nao-ortogonais de entrada, sao dadas por

92,1849 —2, 7280 ; 0,3125 —1,2844
L —
—2,7280  3,4062 —1,2844 5,2795

Passo 3: Para encontrar o vetor étimo |p), do problema (2.9) e (2.10), usamos os
pacotes LMI ou CSDP através do Matlab, como apresentados anteriormente. Para

ambos os pacotes, obtivemos:

0,0939

lp) =
0,0937

Passo 4: A matriz de configuragao final é:

0, 3064 0
Qf = 0 0, 3062
0,9519 0,9520

Entao,
Q1) = 0,3064/1) 4 0,9519]3),
1Qf2) = 0,3062|2) + 0,95204)

A tabela abaixo fornece os valores das iteracoes e tempo de cada pacote usado.

pacote | iteragdes | tempo(s)

LMI 15 0,0150
CSDP 14 1,1720

Tabela 4.1. Resultados computacionais do ADQ para N=2.

4.2 Exemplos para N dimensoes

Em todos os resultados descritos nesta secao, os testes foram realizados em um computador

com sistema operacional Windows XP, processador Intel Core 2 Duo, T5500 @ 1.66 GHz,
com 1 GB de Ram e usando a versao do MatLab 7.0.1.



Secao 4.2 e

Exemplos para N dimensoes

Para cada dimensao fornecida, aplicamos o algoritmo a dez problemas com ensembles

aleatorios, ou seja, foram fornecidos aleatoriamente estados de entrada nao-ortogonais asso-

ciados a probabilidades a priori também aleatérias.

Nas tabelas a seguir, fornecemos o niimero de iteracoes e o tempo, em segundos, referentes

a aplicagao do ADQ), para a obtengao da configuracao final discrimindvel ()¢, considerando

os pacotes LMI e CSDP para a solu¢ao do problema de PSD associado.

e Dimensao N =2

[ N=2 [ dados [ 1 [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LMI iteragoes 16 18 21 19 16 12 17 15 16 17
tempo 0,0150s 0,0320s 0,0160s 0,0310s 0,0150s 0,0320s 0,0310s 0,0310s 0,0160s 0,0160s
CSDP iteragoes 15 15 13 11 15 14 12 13 16 16
tempo 1,8440s 1,4210s 1,2500s 1,5940s 1,3290s 1,2810s 1,4840s 1,1720s 1,7030s 1,2660s
Tabela 4.2. Resultados computacionais do ADQ para N=2.
’ ‘ iteragoes tempo
N=2 | minimo média maximo | minimo média  maximo
LMI 12 17 21 0,0150s  0,0235s  0,0320s
CSDP 11 14 16 1,1720s  1,4344s  1,8440s
Tabela 4.3. Estatistica para N=2.
e Dimensao N =3
[ N=3 [ dados [ 1 | 2 3 4 5 6 7 3 9 10
LMI iteragoes 23 29 26 27 25 26 24 18 23 22
tempo 0,0320s 0,0160s 0,0150s 0,0310s 0,0150s 0,0160s 0,0160s 0,0150s 0,0160s 0,0320s
CSDP iteragoes 13 12 11 13 11 12 15 12 13 11
tempo 1,9530s 1,5310s 1,3900s 1,6410s 1,4060s 3,3290s 1,5320s 1,4370s 1,5310s 1,4060s
Tabela 4.4. Resultados computacionais do ADQ para N=3.
’ ‘ iteragoes tempo
N=3 | minimo média maximo | minimo média maximo
LMI 18 24 29 0,0150s  0,0204s  0,0320s
CSDP 11 12 15 1,3900s 1,7156s  3,3290s

Tabela 4.5. Estatistica

para N=3.
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e Dimensao N =4

[ N=4 [ dados [ 1 [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LMI iteragoes 31 18 18 20 27 30 18 18 29 29
tempo 0,0310s | 0,0470s | 0,0160s | 0,0470s | 0,0310s | 0,0160s | 0,0310s | 0,0150s | 0,0310s | 0,0470s
CSDP iteragoes 15 15 13 12 14 11 12 12 12 15
tempo 2,0470s | 1,6570s | 1,7970s | 2,1570s | 1,6880s | 1,8130s | 1,6720s | 1,5620s | 1,5940s | 1,7190s
Tabela 4.6. Resultados computacionais do ADQ para N=4.
’ ‘ iteracoes tempo
N=4 | minimo média maximo | minimo média maximo
LMI 18 24 31 0,0150s 0,0312s  0,0470s
CSDP 11 13 15 1,5620s 1,7706s  2,1570s
Tabela 4.7. Estatistica para N=4.
e Dimensao N =5
[ N=5 | dados 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LMI iteracoes 32 28 33 21 24 21 24 32 21 33
tempo | 0,0630s | 0,0470s | 0,0310s | 0,0310s | 0,0150s | 0,0310s | 0,0310s | 0,0310s | 0,0310s | 0,0310s
CSDP iteracoes 15 15 18 14 16 13 15 18 13 15
tempo 2,5000s 1,7660s 2,6250s 1,8290s 1,7650s 1,6100s 2,6250s 2,4530s 2,3600s 1,6410s
Tabela 4.8. Resultados computacionais do ADQ para N=5.
’ ‘ iteracoes tempo
N=5 minimo média maximo | minimo média méaximo
LMI 21 27 33 0,0150s 0,0342s 0,0630s
CSDP 13 15 18 1,6100s 2,1174s  2,6250s
Tabela 4.9. Estatistica para N =5.
e Dimensao N =6
[ N=6 [ dados | 1 [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LMI iteragdes 19 30 19 33 34 19 36 27 33 36
tempo 0,0470s 0,0320s 0,0310s 0,0630s 0,0620s 0,0310s 0,0620s 0,0470s 0,0630s 0,0470s
CSDP iteracoes 15 17 15 16 15 15 16 15 16 18
tempo 2,2660s 1,6090s 2,7030s 2,0160s 1,5630s 1,5930s 1,6250s 1,7500s 2,1410s 3,0160s

Tabela 4.10. Resultados computacionais do ADQ para N=6.
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‘ iteragoes tempo
N=6 | minimo média maximo | minimo média m&ximo
LMI 19 29 36 0,0310s 0,0485s  0,0630s
CSDP 15 16 18 1,5630s 2,0282s  3,0160s
Tabela 4.11. Estatistica para N=6.
e Dimensao N =7
[ N=7 | dades | 1 [ 2 3 4 5 6 7 3 9 10
LMI iteragoes 37 21 42 23 35 37 39 45 36 36
tempo 0,1090s 0,0780s 0,0790s 0,0630s 0,0620s 0,0780s 0,0780s 0,0780s 0,0780s 0,0780s
CSDP iteragoes 16 14 21 21 16 17 27 20 16 14
tempo 2,2660s 2,6250s 3,3900s 1,7340s 1,7500s 1,7810s 1,8120s 3,0310s 2,2030s 2,3440s
Tabela 4.12. Resultados computacionais do ADQ para N=7.
’ ‘ iteragoes tempo
N=7 | minimo média maximo | minimo média  méiximo
LMI 21 35 45 0,0620s 0,0781s  0,1090s
CSDP 14 18 27 1,7340s  2,2936s  3,3900s
Tabela 4.13. Estatistica para N=T7.
e Dimensao N =38
[ N=8 [ dados | 1 [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LMI iteragoes 36 21 41 43 35 32 30 29 40 42
tempo 0,0780s 0,0780s 0,0930s 0,0940s 0,0940s 0,0940s 0,0940s 0,0780s 0,1090s 0,0940s
CSDP iteragoes 18 16 20 17 16 20 16 15 16 20
tempo 2,3590s 3,7970s 6,0150s 2,1100s 1,8590s 1,6710s 5,3280s 2,2970s 1,9070s 2,0780s
Tabela 4.14. Resultados computacionais do ADQ para N=8.
’ ‘ iteragoes tempo
N=8 | minimo média maximo | minimo média maximo
LMI 21 35 43 0,0780s 0,0906s  0,1090s
CSDP 15 17 20 1,6710s 2,9421s  6,0150s

Tabela 4.15. Estatistica para N=8.
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e Dimensao N =9

=N

dados | 1 [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LMI iteracoes 48 36 42 49 29 43 23 52 40 29
tempo 0,1720s | 0,1400s | 0,1410s | 0,1710s | 0,1090s | 0,1560s | 0,1090s | 0,1560s | 0,1560s | 0,0930s
CSDP iteragdes 22 20 20 16 18 22 20 20 18 20
tempo 2,6410s 2,7810s 2,0930s 1,7350s 2,2030s 2s 2,8280s 2,2030s 1,6410s 4,7350s
Tabela 4.16. Resultados computacionais do ADQ para N=9.
’ ‘ iteragoes tempo
N=9 | minimo média maximo | minimo média méaximo
LMI 23 39 52 0,0930s 0,1403s  0,1720s
CSDP 16 20 22 1,6410s 2,4860s  4,7350s
Tabela 4.17. Estatistica para N=9.
e Dimensao N =10
[ N=10 [ dados [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LMI iteragdes 49 55 27 36 49 34 51 44 36 39
tempo 0,2500s 0,2810s 0,1410s 0,1880s 0,2660s 0,1720s 0,2500s 0,2350s 0,1720s 0,2030s
CSDP iteragdes 15 18 16 16 15 19 21 17 17 23
tempo 3,6250s 1,7650s 2,0160s 1,8440s 1,9530s 1,7500s 1,7810s 2,0310s 1,8900s 1,8590s
Tabela 4.18. Resultados computacionais do ADQ para N=10.
’ ‘ iteracoes tempo
N=10 | minimo média maximo | minimo média méaximo
LMI 27 42 55 0,1410s 0,2158s  0,2810s
CSDP 15 18 23 1,7500s  2,0514s  3,6250s
Tabela 4.19. Estatistica para N=10.
e Dimensao N = 20
[ N=20 [ dados [ 1 [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LMI iteragdes 35 42 49 46 52 57 64 52 39 69
tempo 3,0930s 3,7340s 4,3430s 4,0620s 4,1720s 5,0470s 5,6250s 4,6250s 3,4680s 5,5000s
CSDP iteragdes 27 19 22 25 24 21 27 20 28 22
tempo 3,0160s 2,4530s 2,9840s 2,5790s 2,5000s 2,2970s 2,4370s 2,7500s 2,7660s 3,1720s

Tabela 4.20. Resultados computacionais do ADQ para N=20.
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’ iteracoes tempo
N=20 | minimo média maximo | minimo média maximo
LMI 35 51 69 3,0930s  4,3669s  5,6250s
CSDP 19 24 28 2,2970s  2,6954s  3,1720s
Tabela 4.21. Estatistica para N=20.
e Dimensao N = 30
| N=30 | dados 1 2 3 4 5
LMI iteracoes 55 56 88 64 66
tempo 31,9530s | 32,1100s | 50,7340s | 37,2030s | 38,5000s
CSDP | iteragoes 23 28 25 22 26
tempo | 4,8440s | 3,4680s | 3,9690s | 5,1560s | 3,9840s
| N=30 | dados 6 7 8 9 10
LMI iteragoes 62 54 86 59 69
tempo 36,2030s | 31,4060s | 48,8440s | 34,4070s | 40,1100s
CSDP | iteragoes 62 54 86 59 69
tempo 3,4370s 3,3750s 4,7650s 5,6870s 4,6570s
Tabela 4.22. Resultados computacionais do ADQ para N=30.
’ ‘ iteragoes tempo
N=30 | minimo média maximo | minimo média maximo
LMI 54 66 88 31,4060s 38,1470s  50,7340s
CSDP 22 28 47 3,3750s  4,3342s  5,6870s
Tabela 4.23. Estatistica para N=30.
e Dimensao N =40
| N=40 | dados | 1 2 3 1 5
LMI | iteragoes 71 94 68 65 78
tempo 2min45,1880s | 3min38,9840s | 2min38,0780s | 2min31,1100s | 3minl,5780s
CSDP | iteragoes 29 31 27 21 28
tempo 5,7340s 4,9060s 6,4070s 5,7820s 4,5790s
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| N=40 | dados | 6 7 8 9 10
LMI | iteragoes 76 73 75 73 72
tempo 2min56,6720s | 2mind9,7340s | 2min54,5160s | 2min49,7820s | 2min47,4840s
CSDP | iteragoes 30 34 25 33 28
tempo 6,0940s 5,5000s 5,3120s 5,4060s 8,8440s

Tabela 4.24. Resultados computacionais do ADQ para N=40.

’ iteragoes tempo
N=40 | minimo média maximo minimo média maximo
LMI 65 75 94 2min31,1100s  2mind3,3126s 3min38,9840s
CSDP 21 29 34 4,9530s 6,1859s 8,8440s
e Dimensio N — 50 Tabela 4.25. Estatistica para N=40.
| N=50 | dados | 1 2 3 4 5
LMI | iteracoes 70 68 89 70 60
tempo Tmin58,5470s | 7mind4,7190s | 10min7,9220s | 7min58,5150s | 6min49,9060s
CSDP | iteracoes 29 29 28 29 30
tempo 8,2810s 10,5160s 11,2500s 8,2190s 10s
| N=50 | dados | 6 7 8 9 10
LMI | iteracoes 61 80 61 100 7
tempo 6minb6,9690s | 9min6,6870s | 6mind6,8590s | 11min23,5930s | 8min4d5,9220s
CSDP | iteragoes 25 39 30 32 27
tempo 7,0620s 7,9070s 7,3590s 7,2970s 7,1560s
Tabela 4.26. Resultados computacionais do ADQ para N=50.
’ iteracoes tempo
N=50 | minimo média maximo minimo média maximo
LMI 60 74 100 6min49,9060s 8min22,9639s 11min23,5930s
CSDP 22 29 32 7,8130s 9,0860s 11,2500s

e Dimensao N = 60

Tabela 4.27. Estatistica para N=50.
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| N=60 | dados | 1 2 3 4 5

LMI | iteragoes 88 88 98 100 65
tempo 18min23,1s | 25min4,8s | 27minb3,2s | 28min26,9s | 19min18,8s

CSDP | iteragoes 35 37 31 39 30
tempo 15s 14,7500s 14,0940s 18,3130s 13,7350s

| N=60 | dados | 6 7 8 9 10

LMI | iteracgoes 90 100 72 100 88

tempo 25min38,3s | 28min22,7s | 20min3d1ls | 28min29,2s | 25minl7,5s
CSDP | iteracoes 44 37 21 30 31

tempo 15,2190s 13,7500s 12,5470s 13,9540s 17,0940s

Tabela 4.28. Resultados computacionais do ADQ para N=60.

’ ‘ iteragoes tempo
N=60 | minimo média maximo minimo média maximo
LMI 65 89 100 18min23,2s  24mind4,56s 28min29,2s
CSDP 21 34 44 12,5470s 14,8456s 18,3130s

Tabela 4.29. Estatistica para N=60.

e Dimensao N = 70

| N=70 | dados | 1 2 3 1 5
LMI | iteracoes 100 70 94 95 91
tempo 1h13min39,1s | 51min45,9s | 1h9min13,9s | 53min51,3s | 1h7minl8,9s
CSDP | iteragoes 30 30 36 30 44
tempo 20,3440s 21,4220s 21,5000s 23,1250s 22,6870s
| N=70 | dados | 6 7 8 9 | o
LMI | iteracoes 62 65 100 59 100
tempo 45min49,7s | 48minl,6s | 1h14min24,3s | 44min6s | 1h14min29s
CSDP | iteragoes 29 32 29 25 32
tempo 18,9840s 22,4370s 19,6250s 18,5780s 19,7340s

Tabela 4.30. Resultados computacionais do ADQ para N=70.
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iteragoes tempo
N=70 | minimo média maximo | minimo média maximo
LMI 59 84 100 44min6s  1h15,97s 1h14min29s
CSDP 25 32 44 18,5780s  20,8436s 23,1250s
Tabela 4.31. Estatistica para N=70.
e Dimensao N = 80
| N=80 | dados | 1 2 3 4 5
LMI | iteragoes 100 76 100 72 63
tempo 2h11min0,6s | 1h15min36,5s | 2h10minl6,8s | 1h33mind4,1s | 1h21min54,7s
CSDP | iteracoes 36 30 34 39 34
tempo 40,7970s 32,4370s 30,9380s 30,0160s 35,5160s
| N=80 | dados | 6 7 8 9 10
LMI | iteracoes 56 63 71 67 100
tempo 1h13min2,8s | 1h22min9,5s | 1h32min37,8s | 1h27min31,6s | 2h10min54,4s
CSDP | iteragoes 38 30 34 37 33
tempo 31,9060s 28,0470s 34,7970s 31,8280s 32,1250s
Tabela 4.32. Resultados computacionais do ADQ para N=80.
’ ‘ iteragoes tempo
N=80 | minimo média maximo minimo média maximo
LMI 56 77 100 1h13min2,8s 1h37min52,88s 2h11min0,6s
CSDP 30 35 39 28,0470s 32,8407s 40,7970s
Tabela 4.33. Estatistica para N=80.
e Dimensao N = 90
| N=90 | dados | 1 2 3 4 5
LMI | iteragoes 74 70 86 100 94
tempo 3h10min39s | 2hH9mind7s | 3h41min8s | 4h16min8s | 3h10minl2s
CSDP | iteragoes 31 39 36 34 29
tempo 39,5470s 45,4060s 43,1090s 42,8600s 40s
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’N:90‘ dados ‘ 6

7 g | 9 | 10
LMI | iteragoes 87 63 83 94 90
tempo 2h55min58s | 2h42min3,3s | 3h32min47s 4h58s 3h50minlls
CSDP | iteragoes 34 31 39 42 36
tempo 51,1560s 40,8280s 52,5310s 45,9840s 42,8280s
Tabela 4.34. Resultados computacionais do ADQ para N=90.
’ ‘ iteragoes tempo
N=90 | minimo média maximo minimo média maximo
LMI 63 84 100 2h42min3,3s 3h26min5,13s 4h16min)8s
CSDP 29 35 42 39,5470s 44,4249s 52,5310s
Tabela 4.35. Estatistica para N=90.
e Dimensao N = 100
| N=100 | dados | 1 2 3 1 5
LMI iteragoes 98 100 80 86 100
tempo 6h44min2s 6h50min29s 5h28min34s 5h53minbs 6h51minb5s
CSDP | iteracgoes 38 36 45 52 29
tempo 1min1,2030s | 1min19,5310s | 1min7,1560s | 1min30,5160s 55,4060s
| N=100 | dados | 6 7 8 9 10
LMI iteracoes 70 91 91 93 86
tempo 3h40minb5s 4h46min48s | 8hllminbs | 6h22min28s | 5h53minl9s
CSDP | iteracoes 53 45 29 38 35
tempo 1min19,4380s | 1minl19,6560s | 55,6410s 1min12,4060s 59,2970s
Tabela 4.36. Resultados computacionais do ADQ para N=100.
’ ‘ iteragoes tempo
N=100 | minimo média maximo minimo média maximo
LMI 70 90 100 3h40minb5s  6h4minl6s 8h11minbs
CSDP 29 40 53 55,4060s 1minl11,025s 1min30,5160s

Tabela 4.37. Estatistica para N=100.
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4.3 Graficos de tempo e iteracoes

Nesta secao, utilizamos os dados fornecidos nas tabelas da se¢ao anterior, para plotar graficos
de tempo e iteragoes, considerando os valores minimo, médio e maximo obtidos para os dez

problemas dados, associados as dimensoes consideradas acima.

e Graficos de tempo minimo X iteragao minima
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Observando os graficos referentes aos valores minimos de tempo, podemos verificar que,
para a dimensao 2 < N < 10, o pacote LMI é mais rapido que o pacote CSDP. Por exemplo,
para a dimensao N = 8, o pacote LMI opera em 0, 078s, enquanto o pacote CSDP atua no
mesmo problema em 1,6710s. No entanto, a partir de N > 20, o CSDP foi mais rapido que
o outro pacote. Esta vantagem é mais evidente no grafico a partir de N = 60, onde o pacote
CSDP age aproximadamente em 13s, ao passo que o pacote LMI necessita de 18min23s.
Para problemas com dimensao N = 100, é notavel a grande diferenca de tempo entre os
dois pacotes, uma vez que o pacote LMI leva em torno de 3h40minb5s e o pacote CSDP
necessita de 55s. No gréfico de iteracao minima, notamos que o CSDP sempre obteve niimero
de iteracoes menores para todas as dimensoes em relacao ao outro pacote e nao ultrapassou

o numero de 30 iteragoes. Ja o pacote LMI atingiu 70 iteracoes para a dimensao maxima
(N = 100).
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Para os graficos referentes aos valores médios de tempo, obtemos também um compor-
tamento semelhante a andlise anterior, pois para a dimensao 2 < N < 10 o pacote LMI
mostrou-se mais rapido que o pacote CSDP, como por exemplo, novamente considerando a
dimensao N = 8, o pacote LMI convergiu em 0, 1s, ao passo que o outro pacote necessitou
de 3s. Entretanto, a partir de N > 20, o comportamento do pacote CSDP tende também
a tornar-se mais rapido que o pacote LMI. Por exemplo, para problemas com dimensao
méaxima, N = 100, o pacote CSDP operou em 1minlls, enquanto o pacote LMI necessitou
para o mesmo problema em 6h4minl6s. O comportamento do pacote CSDP, para a andlise
do gréafico de iteracao média, também obteve resultados semelhantes ao grafico de iteragao
minima, ou seja, este pacote sempre obteve menos iteracoes em relagao ao pacote LMI para
todas as dimensoes. Neste caso, nao ultrapassou o numero de 40 iteracoes, ao passo que o
pacote LMI atingiu para a dimensao maxima 90 iteragoes.

Finalmente, na andlise dos graficos referente aos valores méaximos de tempo, os pacotes
LMI e CSDP tiveram o mesmo comportamento dos graficos de valores minimo e médio.
Curiosamente, para problemas com dimensao N = 8, o pacote CSDP sempre teve o mesmo
comportamento: atingiu o tempo méaximo. Neste caso, convergiu aproximadamente em 6s ao
passo que o pacote LMI necessitou de 0, 1s. Para dimensao N > 20, o pacote CSDP também
tornou-se mais rapido do que o outro pacote e sempre com menos iteracoes. Observando o
grafico de iteracao maxima, notamos que o pacote CSDP nao ultrapassou o numero de 50
iteragoes, enquanto o pacote LMI atingiu o nimero de 100 iteracoes. A partir da dimensao
N = 50, este niimero tornou-se constante.

Resumindo, podemos observar que, para valores de 1 < N < 10, o pacote LMI é mais
rapido do que o pacote CSDP, ao passo que para N > 20, o segundo pacote torna-se mais
rapido do que o primeiro, sempre com menos iteragoes (isto deve-se ao algoritmo do pacote
CSDP basear-se na teoria dos pontos interiores). Além disso, o algoritmo foi escrito na
linguagem em C (porém, pode ser usado pelo MatLab via o toolbox yalmip), tornando o
pacote CSDP mais estavel que o LMI, que mostrou problemas de estabilidade para dimensoes

N > 20.
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Conclusao

Ao longo deste trabalho, abordamos um problema fundamental na drea de informagéo e computagao
quantica: a discriminagao de estados quanticos nao-ortogonais.

Em [17, 18], foi proposto um procedimento computacional, chamado Algoritmo Otimo Dis-
criminador (AOD), que implementa as medidas POVM para a estratégia da distingdo de N estados
puros nao-ortogonais, usando a programacao semidefinida e a minimizacao da norma. Baseado nas
idéias do AOD, desenvolvemos um novo algoritmo, denominado Algoritmo Discriminador Quéntico
(ADQ).

A principal diferenca entre o AOD e ADQ é que usamos apenas conceitos de algebra linear,
substituindo o calculo de raizes de um polinémio de grau 8 (efetuado no AOD) e tornando o
ADQ mais eficiente. Acreditamos também termos conseguido reduzir bastante os conceitos fisicos
envolvidos no AOD, deixando o ADQ mais compreensivel para a comunidade de matematica e
computagao.

Os resultados computacionais foram apresentados com base em dois pacotes inseridos na im-
plementacao do ADQ: LMI e CSDP. Observamos que para problemas com pequenas dimensoes, a
implementacao que utiliza o primeiro pacote foi mais eficiente. No entanto, para problemas com
dimensoes maiores, a implementagao que utiliza o pacote CSDP foi mais eficaz. Nao pudemos fazer
comparacoes de tempo e nimero de iteragoes entre AOD e ADQ), pois nao existem tais dados para
o AOD.

Como prosseguimento natural deste trabalho, citamos as aplicagoes, por exemplo, em crip-

tografia quantica.
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