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Abstract

In this thesis we present results about Prym varieties and Weierstrass semigroups, both in
the context of ramified double covers of curves. From the description of the Prym variety
by a set of linear fibrations, we study the duality between the place where the Gauss map
on the Prym-Theta divisor degenerates and the branch divisor of the double covering,
in which we prove a relation between the fibers of the Gauss map and the Weierstrass

semigroups of branched points of the double covering,.

Resumo

Esta tese trata de variedades de Prym e de semigrupos de Weierstrass, ambos no contexto
de recobrimentos duplos de curvas ramificados. A partir da descrigao da variedade de Prym
em termos de um conjunto de fibragoes lineares do recobrimento, estuda-se a dualidade
entre o lugar onde a aplicagao de Gauss sobre o divisor Prym-Theta se degenera e o divisor
de ramos do recobrimento duplo, em que prova-se uma relagio entre as fibras da aplicagdo

de Gauss e os semigrupos de Weierstrass das ramifica¢fes do recobrimento.
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Introducao

A questao que orienta esta tese foi proposta pelo prof. Dr. Fernando Torres em uma
conversa informal: dada uma variedade de Prym com uma polarizacao Prym-Theta, o que
se pode dizer dos semigrupos de Weierstrass das ramificacoes dos recobrimentos duplos

que percorrem a fibra da variedade pela aplicagcdo de Prym?

Durante minha estada na Universidade de Salamanca, o prof. Dr Esteban Gonzales,
a partir de [52], confirmou a intuigao: parte do esforco atual da teoria de Prym’s tem
em conta que certas informacgoes, e talvez também acerca dos semigrupos de Weierstrass
nas ramificagoes dos recobrimentos, podem ser encontradas no lugar onde a aplicacao de
Gauss sobre o divisor da polarizacao se degenera. Se se pretende recuperar elementos do

recobrimento na variedade de Prym, deve-se olhar para o divisor Prym-Theta associado.

Esta idéia é motivada pelo método de Andreotti para a demonstracao do Teorema de
Torelli, que recupera a curva no lugar onde a aplicacao de Gauss sobre o divisor Theta
da Jacobiana se degenera (cf. [1]). Uma vez que os divisores Theta sobre uma Jacobiana
diferem apenas por translagoes, entao é possivel recuperar a curva a partir da polarizagao
canonica da sua Jacobiana associada. O mesmo nao pode ser feito a partir do divisor
Prym-Theta, de tal, em contraste com o caso da Jacobiana, nao ¢ possivel recuperar a
curva do recobrimento por este método (cf. [68]). Decerto isto nao esgota as questoes,

pois deixa a que trata acerca de quais informacgoes podem ser recuperadas.

Um ponto de vista, que define um ponto de partida na teoria de recobrimentos duplos,
¢ a possibilidade de descrevé-los por ternas de elementos da curva recoberta. Tanto a
variedade de Prym associada ao recobrimento duplo, quanto os semigrupos de Weierstrass
das ramificagoes, ambos podem ser descritos em termos desses elementos. Com isto em
vista, considera-se a dualidade entre o lugar onde a aplicagao de Gauss sobre o divisor
Prym-Theta se degenera e o divisor de ramos do recobrimento duplo (cf. [52, segao 4.1]). A
partir desta dualidade investiga-se as possiveis relacoes entre os semigrupos de Weierstrass
das ramificagoes do recobrimento e as fibras da aplicagao de Gauss sobre o divisor Prym-

Theta associado. De fato, esta tese pretende m(istrar que existe uma relagao possivel. Mas



em contraste com o caso das Jacobianas, nao ¢ da polarizagao da variedade de Prym que
as informagoes sao recuperadas, mas da orbita promovida pelas translacoes de um divisor

Prym-Theta prescrito, que neste caso nao ¢ distinguivel na polarizacao.

Nas secoes desta introdugao que se seguem, passo a descrever o que foi comentado acima.
Os resultados demonstrados da tese encontram-se mencionados nesta descri¢ao, sao os
Teoremas A, B, C, D e E. Os detalhes das defini¢coes e das propriedades sao dados ao

longo dos capitulos da dissertacao.

Detalhes técnicos a parte, importa nao perder de vista alguns dados histéricos que narram
os desdobramentos de ambas as teorias. B certo que algumas origens e alguns locais
somente podem ser acessados por fantasia especulativa. Contudo, nao ha duvidas quanto
a época e o local a partir dos quais surgiram as duas classes de objetos tratadas nesta
tese. Foi na University of Berlin, no século XIX, em que se deu o florescimento da anéalise
complexa, ali estiveram contemporaneamente estes dois matemadticos cujos nomes dao
titulo a esta tese - Karl Weierstrass e Friedrich Prym. Nas referéncias [13] e [19] é possivel
encontrar um relato conciso tanto das origens quanto dos desdobramentos posteriores dos
estudos realizados a partir de Weierstrass e Prym que merecem maior destaque, alguns
dos quais sao brevemente mencionados no decorrer da dissertacao, notadamente baseados

nestas referéncias.

Recobrimentos Duplos e Ternas (C, L, B)

Um curvae é uma curva projetiva complexa, irredutivel e nao-singular.

O ponto de partida da dissertagao é a descricao de recobrimentos duplos de curvas por
ternas de elementos da curva recoberta (cf. [56]). O método deriva de um modo particular
de construir fibragoes vetoriais a partir de variedades prescritas via o push forward de uma

fibragao linear por recobrimentos finitos.

Se 7 : C — C é um recobrimento duplo com ramos nos pontos do divisor B, entao a
inversa da fibracao linear coker(Oc — m,0g) é uma fibracao linear £ tal que 7,05 ~
Oc® L e L2~ Oc(B). Reciprocamente, dados £ € Pic(C) e B € |£?|, existe um tinico
recobrimento duplo 7 : Spec(O¢ @ L7!) — ', com ramos nos pontos do divisor B, tal
que T, Ogpecopac-1) ~ Oc @ L7,

As construgoes sao inversas uma da outra. Isto significa que recobrimentos duplos de

curvas sao completamente determinados por ternas do tipo (C, L, B). O espaco R,s das



1. Introducao

ternas parametriza o conjunto das classes de isomorfismos de recobrimentos duplos de

curvas de género g ramificados precisamente em 6 pontos.

Esta descricao por ternas permite relatar os variados objetos associados aos recobrimen-
tos duplos em termos desses elementos. No que segue passo a relatar o modo como os
objetos de interesse desta tese - as variedades de Prym e os semigrupos de Weierstrass das
ramificacoes do recobrimento - podem ser relatados nesses termos. Isto permitira ao final

enunciar os Teoremas principais.

Recobrimentos Duplos e Semigrupos de Weierstrass

“From the 1980s onward, the literature on Weierstrass points and
related questions started to grow very fast, and in the last 20 years

the number of papers which have appeared on this subject are already

)

more than three times what has been published in the previous thirty.’

Andrea Del Centina
(cf. [13, pag.56])

Dada uma curva C, o semigrupo de Weierstrass de um ponto x € C' é o conjunto de
todas as ordens possiveis das funcoes meromorfas que admitem o préprio x como tnico

polo. Mais especificamente, este é o subsemigrupo de N dado por
H(z):={neNy; 3 feC(C) com (f)oo =nx}U{0}.

As lacunas de Weierstrass associadas ao ponto x sao os inteiros positivos do complemento
G(z) := N\H(z), enquanto que os inteiros de H(x) sdo as ndo-lacunas de Weierstrass
associadas ao ponto z. A existéncia de uma fungao meromorfa com um tnico pélo em z de
ordem 7 é equivalente a uma inclusao prépria dos espagos das segoes H°(C, Oc((n—1)z)) €
H°(C,Oc(nz)). Pelo Teorema de Riemann-Roch, que calcula as dimensoes dos espagos
das se¢oes em termos do género g da curva C', existem precisamente g lacunas ¢; < ... < /{,
associadas a cada ponto x. Este resultado é a versao para curvas algébricas do Luckensatz
de Weierstrass, cuja versao atual é conhecida como Teorema das Lacunas. Mostra que,

apesar da sua definicao local, é possivel resgatar informagoes globais sobre a curva a partir

dos semigrupos de Weierstrass de seus pontos.

O célculo das lacunas permite distinguir um conjunto de pontos sobre a curva, os pontos

de Weierstrass, que sao os pontos cuja g-ésima lacuna £, ¢ distinta de g. Dentre os temas



desenvolvidos posteriores ao Luckensatz, dois deles sao de interesse desta tese: um trata
de estudar as propriedades aritméticas dos semigrupos numeéricos arbitrarios tratados por
analogia com os semigrupos de Weierstrass. O outro trata da descricao de curvas com

pontos com semigrupos de Weierstrass prescritos.

A questao sobre a possibilidade de um semigrupo numérico arbitrario H ser um semi-
grupo de Weierstrass foi originalmente dada por Hurwitz em 1893 (cf. [30]). Somente
longo tempo depois, em 1980, Buchweitz forneceu um critério, a partir do qual foi possivel
fornecer exemplos de semigrupos numéricos que nao satisfazem tal exigéncia (cf. [11]).
Desde o exemplo de Buchewitz, a caracterizacao de semigrupos numéricos por semigru-
pos de Weierstrass ¢ um problema de intensa investigagao, e muitos outros resultados e

exemplos foram obtidos desde entao (cf. [37, 72]).

O problema de estudar curvas com pontos com semigrupos de Weierstrass prescritos pres-
supoe a seguinte questao: quais propriedades geométricas das curvas podem ser descritas
a partir de propriedades exclusivamente aritméticas dos semigrupos? Uma curva, por ex-
emplo, admitindo um ponto com uma primeira nao-lacuna nao-nula n prescrita, pode ser
identificada com um recobrimento de P! de grau n, tendo um ponto totalmente ramificado.
Problemas de classificacao acerca das classes de curvas pontuadas com um semigrupo de
Weierstrass prescrito, sao de grande interesse e servem de orientacao para muitas das
pesquisas realizadas (cf. [14, 60, 70]). Dentro da teoria de semigrupos numéricos arbi-
trarios, sdo importantes os trabalhos [38, 40, 42] que investigam casos circunstanciais para

a primeira nao-lacuna nao-nula.

O ambito dessas questoes que interessa para esta tese é dos recobrimentos duplos de
curvas. Segundo uma observacao de Kato (cf. [32]), existe uma relagao possivel entre os
semigrupos de Weierstrass de uma ramificacao e do seu ramo correspondente. Tal relacao
pode ser dada em termos da terna que define o recobrimento duplo. De fato, se 7 : C—C
é um recobrimento duplo determinado pela terna (C, £, B) e 7(Z) = x é um ramo, entao
os semigrupos H(7) e H(z) podem ser relatados pela seguinte decomposicao do espago de
segoes (cf. [10]),

(G, 04(n) = H'(C, Oc([3]0)) & HO(C, L7 ("5 1a).

Pelo Teorema de Riemann-Roch, existem exatamente g nao-lacunas impares 7i,...,7, €

H(7), todas menores que 2g, tais que

H(Z) = 2H(2) U {n,. .., 70} U {25, —.



1. Introducao

Uma vez que H(x) é o conjunto dos inteiros positivos m tais que 2m € H(x), para determi-
nar o semigrupo H(7) a partir do semigrupo H (), basta descrever as nao-lacunas impares
~vis. Mais geralmente, dado um conjunto de semigrupos prescritos C = {Hy, ..., Hs}, pode-
se considerar o conjunto das curvas C' admitindo um divisor efetivo e reduzido B, tais que
C(B) = C, isto é, tais que os semigrupos de Weierstrass de cada ponto do divisor B é um

dos H/s. Fixado um conjunto tipico C, o conjunto
Rys(C) ={(C,L,B) € Rys ; C(B)=C},

¢ formado pelos recobrimentos duplos de R, s cujos ramos sao pontos com semigrupos de
Weierstrass pertencentes ao conjunto de atribuicoes C. A questao que interessa a esta tese
tem haver com a descricao das nao-lacunas impares dos semigrupos de Weierstrass das

ramificagoes de um recobrimento (C, L, B) € R, 5(C).

Por analogia aos semigrupos de Weierstrass das ramificacoes dos recobrimentos duplos,
pode-se considerar semigrupos numéricos arbitrarios que sao recobrimentos quocientes
de outros semigrupos numéricos (cf. [64]). Dado um semigrupo numérico H estuda-se

semigrupos numéricos H que sao recobrimentos duplos de H no seguinte sentido

H={neN; 2yeH}.

Por definicao, o semigrupo H determina o semigrupo H completamente. Aqui é natural a
pergunta quanto aos semigrupos H e H sobre quando a propriedade de ser Weierstrass de
um implica ou nao a do outro. A maneira que melhor se destaca para atacar este problema
é mesmo quanto a classificacao de tais semigrupos quando aparecem nas ramificagoes dos
recobrimentos duplos de curvas (cf. [37]). O método passa pela identificagdo de critérios
para que esta condicao se realize. Pela férmula de Riemann-Hurwitz, por exemplo, é
necessario que os generos g de He g de H sejam tais que g > 2¢g. Em [73], Torres forneceu
um outro critério dependendo apenas do género. Ele noticiou que cada semigrupo de
Weierstrass H de género g com um numero g < (g —4)/6 de lacunas pares, é o semigrupo
de Weierstrass da ramificagao de um recobrimento duplo de uma curva de género g. Uma
vez dadas as condigoes necessarias dos semigrupos de Weierstrass nas ramificagoes dos
recobrimentos duplos, pode-se construir semigrupos numéricos que nao sao semigrupos de
Weierstrass (cf. [37, 38, 41, 43]).



Jacobianas e o Método de Andreotti

“The Jacobian has always been the corner-stone in the

analysis of algebraic curves and compact Riemann surfaces.”

David Mumford
(cf. [58, pag. 260])

A Jacobiana de uma curva C' é o toro complexo
J(C) := H(C,we)*/HL(C, 7).

Por ser uma variedade projetiva, a Jacobiana é uma variedade abeliana. Sua projetivizacao
¢ dada por uma fibracao linear que pode ser determinada de forma canonica. Qualquer
divisor © sobre J(C') tal que a fibracao linear O;(y(©) define uma polarizacao canonica
é chamado de divisor Theta de J(C). A correspondéncia que associa a curva algébrica C'
ao par (J(C),0y)(0)) define uma ponte entre a teoria de curvas algébricas e a teoria
de variedades abelianas principalmente polarizadas, o que permite estudar os elementos
da curva C a partir das variadas descrigoes possiveis da Jacobiana J(C'). O isomorfismo
de Abel-Jacobi, Pic®(C) — J (C), por exemplo, descreve a Jacobiana como o grupo das
fibragoes lineares de grau zero sobre C. A partir da variedade Pic?~!(C) das fibragoes

lineares de grau g — 1, pode-se definir um diagrama comutativo

Pict=1(O)

C9-1)

em que a é a torgao pela inversa de uma fibragao linear prescrita de Pic?~!(C). Pela
férmula de Poincaré, o conjunto a(W,_;) é um divisor Theta da variedade Jacobiana.
Nao existe um modo candnico de distinguir o divisor © na sua classe de equivaléncia
algébrica, mas sendo O;(0) uma fibracao linear principal, dois divisores Theta quaisquer

diferem por uma translacao.

Pelo Teorema da Singularidade de Riemann, os pontos nao-singulares da variedade
Wy1 = p(C9=Y) sio as fibracoes lineares representadas pelos divisores regulares de
Clo=D A aplicacdo de Gauss Gg sobre o divisor © pode ser definida a partir das fibracoes

lineares de Wy_1, fazendo corresponder a cada fibragao linear de W%, o hiperplano gerado
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pelo divisor regular associado no espacgo canonico:

Go: W, — G(g — 2,PH(C,we)*)
p(D) — ¢uc(D).

O Teorema de Torelli assegura a possibilidade de recuperar da Jacobiana canonicamente
polarizada a sua curva associada. O método de Andreotti consiste em recuperar a curva
no lugar B, onde a aplicacao de Gauss se degenera (cf. [1]). Isto segue do seguinte
fato: a aplicacao de Gauss Gg se degenera precisamente sobre os divisores D + x tais que
Ko — D —2x é linearmente equivalente a um divisor efetivo. Isto significa que o hiperplano
determinado por Ge(D + ) é tangente ao modelo canonico da curva (cf. [31, Lemma 5.3],
[16, pag. 691])).

Teorema (Torelli). Se C e C' sdo curvas tais que (J(C),0) e (J(C"),0") sao isomorfas

como variedades abelianas polarizadas, entio C' e C' sao isomorfas.

Demonstragao: (esbogo) A imagem ¢,.(C) é a hipersuperficie dos tangentes sobre a

curva, que é o lugar dos ramos ‘B¢, onde a aplicacao de Gauss Gg se degenera. Dal,
* —
B, =C

O

Indicando por M, o espaco das curvas de género g e por A, o espago de variedades

abelianas principalmente polarizadas, segue do Teorema de Torelli que a aplicacao

J M, — A,
¢ — (J(C),0c(0)),

chamada morfismo de Torelli, é injetora. O problema de Schottky consiste em determinar
quando variedades abelianas principalmente polarizadas estao na imagem do morfismo de
Torelli. A questao é um problema de intensa investigacao e trata da caracterizacao de

toros complexos projetivos que sdo Jacobianas de curvas (cf. [8, 19, 57]).



Recobrimentos Duplos e Variedades de Prym

“The theory of Prym varieties was dormant for a long time, until revived by D. Mumford around 1970.
It now plays a substantial role in some contemporary theories, for example integrable systems, the
Kadomtsev-Petviashvili equation (KP equation), in the deformation theory of two-dimensional

Schrodinger operators, in relation to Calabi- Yau three-folds and string theory, in the study of the

4

generalized theta divisors on the moduli spaces of stable vector bundles over an algebraic curve,...’

Lesfari, A., (cf. [49])

Uma questao particular na teoria de Jacobianas é sobre as influéncias que suas subvar-
iedades exercem sobre a curva. Nesta direcao, a teoria de variedades de Prym descreve um
método tendo como ponto de partida um dado recobrimento duplo 7 : C—C. A partir
disto estuda-se a subvariedade 7*J(C) de J(C) obtida pelo pullback da Jacobiana J(C)
de C. A wariedade de Prym associada ao recobrimento duplo w é a subvariedade P, da
Jacobiana de C , complementar a subvariedade 7*J(C'). Como tal, assim como a prépria
Jacobiana, pode ser descrita como um conjunto de classes de fibragoes lineares a partir da
terna (C, L, B) que define o recobrimento duplo m. De fato, a aplicagdo norma N, entre

as Jacobianas associa cada M € Pic’(C) a fibragao linear de Pic’(C) definida por
Ni(M) ~ det(m, M) @ L.

Se m é um recobrimento duplo ramificado, entao Ker N, é conexo e se tem a seguinte
descricao
P. = Ker N;,.

A restrigao do divisor © de J(C) sobre P, define um divisor z'};ﬁ(:), chamado divisor
Prym-Theta, cujo tipo da polarizacao associada é D = (1,...,1,2,...,2), onde 1 aparece

(0/2 — 1) vezes e 2 aparece g vezes. A aplicagio de Prym é a aplicacao definida por
Rys — Ay 1450+ (C =5 C) — (Pr,0p (i3, 0)),

onde A

4148 p € 0 conjunto das variedades abelianas com polarizagoes com tipo D.
27

A aplicacao de Prym é a analoga da aplicacao de Torelli. Por analogia ao problema de
Torelli, se levanta o problema de Prym-Torelli acerca da possibilidade de caracterizar os
recobrimentos duplos a partir da variedade de Prym associada: é injetiva a aplicacao de
Prym? Em geral, a resposta é negativa. Por exemplo, a fibra da aplicacao de Prym asso-

ciada a uma curva bi-hipereliptica, cujo recobrimento bi-hipereliptico ramifica-se em dois
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pontos, pode ser parametrizada por um conjunto infinito (cf. [15]). Por outro lado, as-
sercoes acerca das dimensoes dos espagos em termos de g e de § garantem, ao menos gener-
icamente, que o recobrimento (C, L, B) pode ser recuperado na sua imagem em qu 12D
pela aplicagao de Prym (cf. [52]).

Como subvariedade de um toro complexo, a variedade de Prym admite uma descri¢ao

topologica:
p — HO(C, wo & E)*

H\(C,2)-

Quando o recobrimento duplo nao tem ramificagoes, as secoes da fibracao linear we ® £
sao chamadas de diferenciais de Prym, em razao de Friedrich Prym. Consta que, aparente-
mente, esta foi a razao para Mumford ter inventado o nome Prym Varieties em [56], em que
nao so trouxe a tona uma parte da teoria de fun¢oes complexas até entao esquecida, como
também desenvolveu uma teoria algébrica de Prym’s, firmemente ancorada na moderna

geometria algébrica (cf. [19, pag. 1], [45, pag. 380]).

A variedade de Prym P, é um toro complexo quociente do dual H°(C,ws @ L)* por
um reticulado. Portanto, o espaco tangente projetivizado em qualquer ponto de P,
transladado para a origem, identifica-se com PH®(C,we ® L£)*. Por analogia ao método de
Andreotti para a demonstragao do Teorema de Torelli, estuda-se o lugar onde a aplicagao
de Gauss GGz sobre o divisor Prym-Theta = se degenera. O ponto de partida é a possibili-
dade de representar o conjunto =™ dos pontos nao singulares de = pelas fibragoes lineares

do conjunto

=" = {05(D) ; D e GO, Ny(D) ~wew L e K(C, D) =1}.

A aplicacao de Gauss Gz pode ser definida a partir do conjunto de fibragoes lineares
=75, Sua imagem define hiperplanos do dual PH 0(C,we @ L£)* dados pela norma Ny (D)
dos divisores D que representam os elementos de =ns. Isto permite estudar as intersecgoes
destes hiperplanos com o modelo de C' no espago das segoes da fibragao linear we ® L.
Existe uma relagao estreita entre as ramificagoes de 7 e os hiperplanos do espago das
segoes da fibracao linear we ® £ dados pelos divisores Dezm que definem o lugar onde a
aplicacao de Gauss G= se degenera. De fato, se C é livre de bitangentes e a fibragao linear
we ® L é globalmente gerada, entao a aplicacao de Gauss Gz se degenera sobre os pontos
E+a7 € =" onde z ¢ uma ramificacao de 7 e o divisor E élivre de ramificacoes e pontos

involutivos entre si (cf. Cor. 4.2). Nessas condigoes ¢é possivel contar a cardinalidade das
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fibras da aplicagao de Gauss onde ela se degenera:
#GEI(GE(E + Oéf)) _ 229—24—6/2—04.

Pondo
A(m)y={aeN; IE+ai €E¥ e 7 & E},

entao

A(m)e = {29 — 2+ 6/2 — loga#G=1(G=(D)) ; T € D e D € Re, }-

O Teorema seguinte ¢ um resultado desta tese e demonstra uma conexao entre a car-
dinalidade das fibras da aplicacao de Gauss Gz com os semigrupos de Weierstrass das

ramificagoes e dos ramos do recobrimento duplo.

Teorema (A). Seja 7 : C = (C, L, B) = C um recobrimento duplo ramificado tal que C
é livre de bitangentes e a fibracao linear we ® L € globalmente gerada. Dado um ramo
7(Z) = x, sejam ~y a primeira nao-lacuna impar de H(Z) e ¢+ 1 a primeira nao-lacuna
de H(z). Entao

A(m), ={a eN; a<min{y—1,2c+ 1} e 20+ 1 ¢ H(Z)}.
[l

Este Teorema mostra que os conjuntos A(m),s sdo completamente determinados pelos
semigrupos das ramificagoes dos recobrimentos. Isto sugere que estes conjuntos possam ter
propriedades aritméticas. De fato, em vista deste Teorema um anélogo do conjunto A(7),
pode ser definido no contexto da teoria de semigrupos numéricos, onde tais propriedades

podem ser estudadas.

Consequéncias do Teorema A

A variedade de Prym P, associada a um recobrimento duplo 7 : C—C , admite uma
polarizacao Lp dada pelo divisor Prym-Theta =. Em contraste com a polarizacao da
Jacobiana, a polarizacao Lp sobre a variedade de Prym nao é principal. Isto significa que
nao se pode afirmar que os divisores que definem a polarizacao Lp sao obtidos um do

outro por translagoes. A dualidade entre os ramos do recobrimento 7 e o lugar onde a
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aplicagao de Gauss sobre o divisor Prym-Theta se degenera, deve ser estudada a partir do
par (P,Z). Entretanto, dado =, é possivel considerar a érbita Orb(Z) dos divisores que
sao translacoes de =. A cardinalidade das fibras da aplicacao de Gauss Gz sobre os pontos
do ramo B¢ sdo invariantes nesta 6rbita. Mais ainda, no conjunto dos pares (X, =),
onde X é uma variedade abeliana e = é um divisor que define uma polarizagao, pode-se
definir uma relagao ~, onde (X1,Z1) ~ (X5, Z2) se existe um isomorfismo f : X; — X5
tal que os divisores f(Z;) e Z5 diferem por uma translagdo. O conjunto das classes pode

ser denotado por

P

s =
g—1+§,D

{ (X,2) ; (X,0x(E)) é uma variedade abeliana }/

com tipo D e dimensao g — 1 + %
Isto define uma aplicagao

P:Rys — Py sp , (O C)— (Pri} ©).

A aplicagao de Prym associa um recobrimento duplo (5 "% ) a variedade de Prym

polarizada (P, Op(ip ©)) (cf. pag. 8).

Dado um recobrimento duplo m € R, s com divisor de ramos B, defina
A(m) .= {A(n), ; = € B}.

Teorema (B). Suponha que 6 > 6 e g > 2. Dado (P,E) € P(Rys), 0 conjunto A(r) € o

—_

mesmo, qualquer que seja ™ € P~H(P,Z).
O

Acerca do conjunto A(m), quando 7 percorre a fibra de (P,Op(Z)) pela aplicagao de

Prym, nada pode-se afirmar.

A partir dos Teoremas A e B, e de propriedades aritméticas dos conjuntos A(m).s, é
possivel verificar que certos invariantes do par (P,Z) determinam nao-lacunas impares
das ramificagoes dos recobrimentos duplos 7 € P~1(P,=). Este é o conteido do préximo
Teorema. Para enuncia-lo, note que, em vista do Teorema B, se 6 > 6 e g > 2, dado

(P,=) € P(Rys), pode-se considerar o conjunto
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onde 7 ¢ qualquer recobrimento duplo na fibra P~1(P,Z). Em particular, pode-se escrever
AP,E)={AP,E);; j=1,...,0},

onde dado um recobrimento duplo 7 € P~*(P, E), existe um ramo 7(7;) = x; tal que

Em geral, o conjunto A(P,Z); ndo determina a primeira nao-lacuna ¢; + 1 do ramo
correspondente do recobrimento. Em vista disto, a questao pode ser tratada a partir
de curvas com pontos prescritos. Mais especificamente, pode-se considerar um conjunto
C = {H;,...,Hs} de semigrupos numéricos prescritos e o conjunto R, s(C) dos recobri-
mentos duplos de Ry s cujos semigrupos de Weierstrass dos pontos do divisor de ramos

sdo precisamente os semigrupos do conjunto C (cf. pag. 5). Considere a aplicacao
Pe:Rgs(C) —> Py 15+ (C = C)— (Pr,ip, 0O).

Com estas notagoes, pode-se demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema (C). Suponha que§ > 6 e g > 2. Dado (P,Z) € Pe(R4s(C)) existem 6 conjuntos

de inteiros impares

11:{”)/11 <... <’)/1Z'1},...715:{”)/51 < ... <’75Z'6}7
dependentes do par (P,Z), onde os ’y;ks sao tais que
) < minfyp = 1,20 +1) e [2] g AP.E);,

com I; vazio se, e somente se, A(P,Z); = {1,...,2¢; + 1}, e tais que, para cada ramo
7(Z;) = z; de um recobrimento duplo m € P, (P,Z), por uma troca de indices, os impares
de I; correspondem precisamente as i; primeiras ndo-lacunas impares da ramifica¢ao x;

de .
O

Por um método aritmético é possivel verificar que Z; é vazio sempre que § > 4c¢; +4 (em
particular se § > 4¢g+4), neste caso A(P,=); = {1,...,2¢; +1} e ndo hd mais o que fazer.

Restara o caso 6 < 4c¢; + 4, que pode ser tratado circunstancialmente.
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Dois casos particulares serdao estudados para exemplificar os resultados. O primeiro
trata das descrigoes explicitas dos conjuntos A(P,Z)is quando g = 2 e § > 6, que sdo
as hipoteses minimais sobre o género g e o indice de ramificacao d para a aplicacao do
Teorema B e seus Corolarios. O segundo serd um estudo sobre A(P,Z); considerando
recobrimentos duplos cujos pontos dos divisores dos ramos e das ramificacbes sao pontos
especiais sobre as curvas, os pontos subcanonicos, que sao os pontos cujos semigrupos de
Weierstrass sao semigrupos simétricos. Como consequéncia de propriedades aritméticas,

o seguinte Teorema sera demonstrado.

Teorema (D). Seja 7 : C — C um recobrimento duplo ramificado tal que C ¢ livre
de bitangentes e a fibracao linear semicanonica associada € globalmente gerada. Seja =
o divisor Prym-Theta da variedade de Prym P correspondente ao recobrimento. Seja
7(Z;) = x; wum ramo tal que a primeira nao-lacuna c; + 1 satisfaz 4 < 6 < 4c; +4. Dentre

as condigoes a sequir, duas implicam a terceira:
1) O ponto x; € um ponto subcanonico.
2) O ponto T; € um ponto subcandnico.
3)0/2—-1¢ A(P,2);.
Neste caso,

H(%;) = 2H(z;) + (6 — 1)N.

Se, mais ainda, 2¢; +4 < § < 4ej + 4, entio A(P,E); = {1,2,...,2¢; + 1}\{$ — 1}.

Por aplicacao do Teorema B se tem o seguinte Teorema.

Teorema (E). Seja C = {Hy,...,Hs} um conjunto de semigrupos numéricos todos eles
semigrupos simétricos. Suponha que g > 2 e 6 > 6. Dado (P,Z) € Pe(Rys(C)), as

sequintes assercoes sao equivalentes

1) para cada recobrimento duplo m € Py ' (P, =), existe um ramo 7(Z;) = x;, cuja primeira

nao-lacuna c; + 1 satisfaz 4 < 6 < 4c; + 4, tal que x; € um ponto subcanonico;
2) existe um indice j tal que §/2 —1 ¢ A(P,=);.
Neste caso,

H(Z;) = 2H(x;) + (6 — 1)N.

Se, mais ainda, 2¢; +4 < § < 4ej + 4, entdo A(P,E); = {1,2,...,2¢; + 1}\{$ — 1}.
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Os Teoremas enunciados sao os resultados desta tese, eles tratam da descricao dos semi-
grupos de Weierstrass das ramificagoes dos recobrimentos duplos em termos dos elementos
de A(P,=). O conjunto A(P,=) é obtido do par (P, =), permanecendo invariante por
translacoes de Z. Estes resultados fornecem respostas parciais para a questao proposta

pelo prof Dr Fernando Torres (cf. pag. 1).

Plano de Desenvolvimento da Tese

No que segue um breve comentario acerca do conteido de cada capitulo.

Capitulo 1. O Capitulo 1 é precisamente este capitulo de introducao. O conteudo
aqui expresso é um esbogo argumentativo cuja expansao é o contetido da dissertacao.
Os comentarios e os resultados enunciados serao reformulados e reescritos com maiores

detalhes ao longo dos capitulos que seguem.

Capitulo 2. O Capitulo 2 trata das notacoes e dos materiais preliminares acerca
das teorias de variedades abelianas e curvas algébricas que serao utilizados sem maiores
comentarios ao longo de toda a dissertacao. A argumentacao se desenvolve com pouca
atencao para as demonstracoes dos resultados enunciados, acentuando apenas aquelas que

sao relevantes ao escopo da dissertacao.

Capitulo 3. O Capitulo 3 trata da descricao dos recobrimentos duplos por ternas
(C, L, B). Os dois objetos centrais desta tese - as variedades de Prym e os semigrupos de
Weierstrass das ramificagoes dos recobrimentos - serao enunciados e descritos em termos
destas ternas. Os resultados enunciados sao conhecidos de livros e periddicos. Em contraste
com o Capitulo 2, aqui é dado maior cuidado com as demonstragoes, visto que trata-se do

material base para o que segue.

Capitulo 4. O Capitulo 4 contém enunciado o primeiro resultado desta tese - o Teorema
A dado na introdugao. O ponto de partida é a descrigao da variedade de Prym e do divisor
Prym-Theta associado em termos de um conjunto de fibragoes lineares do recobrimento.
Estuda-se a dualidade entre o lugar onde a aplicacao de Gauss sobre o divisor Prym-
Theta se degenera e o divisor de ramos do recobrimento duplo, a partir da qual prova-se

o Teorema.
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Capitulo 5. O Capitulo 5 trata das propriedades aritméticas de um conjunto de inteiros
positivos A(ﬁ ) definido por analogia ao conjunto descrito no Teorema A. O propésito
¢ traté-lo no contexto de semigrupos numéricos. Para efeitos de aplicagdes descritas no

Capitulo 6, o caso especial sobre semigrupos simétricos sera abordado.

Capitulo 6. O Capitulo 6 é um capitulo de aplicacoes do Teorema A. Neste capitulo
serao demonstrados os demais Teoremas enunciados nesta introdugao, sendo alguns deles
resultados consequentes da aritmética desenvolvida no Capitulo 5. Na parte final descreve-
se um método para construir torres de recobrimentos duplos a partir de um certo niimero de
pontos satisfazendo uma determinada relacao. Deste modo, a partir de curvas bielipticas,
pode-se construir torres de recobrimentos duplos cujos ramos e ramifica¢oes sao todos eles
pontos subcanonicos, o que permitira fornecer exemplos explicitos satisfazendo as hipoteses

dos Teoremas enunciados.
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Preliminares

A maneira usual de descrever as possibilidades geométricas de uma variedade complexa
X é a partir da existéncia de morfismos projetivos X — Py. A existéncia deste modelo
projetivo esta condicionada a existéncia de uma fibracao linear, que permite a modelagem
da variedade no espacgo projetivizado associado ao espaco das secoes. O célculo das di-
mensoes, a graduacao, as intersecoes, todos esses e outros, formam o arcabouco técnico

que permite algumas descrigoes geométricas da variedade.

Sao duas as variedades complexas tratadas nesta tese: as curvas nao-singulares projetivas
e as respectivas Jacobianas. Neste capitulo preliminar serao apresentados os materiais de
apoio, assim como serao fixadas as notacoes, que serao utilizados sem maiores comentarios
ao longo de todo o texto. Trata-se de um capitulo de referéncia e sua leitura pode ser
dispensavel ao leitor bem familiarizado com as teorias de variedades abelianas e curvas

algébricas.

Toros Complexos e Variedades Abelianas

Jacobianas de curvas sao toros complexos projetivos. Em geral, toros complexos nao sao
variedades projetivas. A existéncia de uma estrutura projetiva sobre um toro complexo
estd condicionada a existéncia de uma certa forma bilinear nao-degenerada, que pode ser
construida a partir de um fibrado linear. Esse conjunto especial de toros projetivos forma
uma classe de variedades chamadas de wariedades abelianas. O contetido do que segue
trata da descricao de alguns topicos concernentes a teoria de fibragoes lineares sobre toros
complexos. Tem-se em vista uma certa generalidade que visa nao restringir-se apenas a
teoria de Jacobianas, mas que trata de toros complexos em geral, pois a questao fun-
damental nesta dissertagao sao as influéncias das subvariedades das Jacobianas sobre as

curvas. As referéncias auxiliares desta segao sao [44, 45, 46, 54].

17
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Toros Complexos

Um toro complexo de dimensao g é um quociente X := V/A, onde V é um espago
vetorial complexo de dimensao g e A um reticulado em V. A topologia sobre X é a
induzida pelo recobrimento universal 7 : V' — X, v — v := v + A. Com esta topologia,
X é conexo, compacto e nao-singular. Existe uma identificacao natural A = Ker(m) ~
m(X) ~ Hi(X,Z). A adi¢do sobre V induz uma estrutura de grupo abeliano sobre X.

Dadas duas bases {e1,...,e,} de Ve {\1,..., Ay} de A, a matriz dos coeficientes
IT:= (Aij) € Myxay(C),

chamada matriz periodo, indica a possibilidade de projetivizacao do toro complexo X. De
fato, o toro complexo X é uma variedade projetiva se, e somente se, existe uma matriz

alternada nao degenerada A € M, (C) que satisfaz as relag¢oes de Riemann

AT >0 e A > 0.

A existéncia de uma matriz A satisfazendo as relagoes de Riemann é equivalente a
existéncia de uma fibracao linear ampla sobre X, a partir da qual pode-se associar uma
forma alternada cuja matriz descrita em uma certa base é precisamente a matriz A. Esta
forma alternada determina a classe de equivaléncia analitica de uma fibragao linear. O
contetdo do que segue trata desta estreita ligagao entre fibragoes lineares amplas e formas

nao-degeneradas sobre toros complexos.

Toros Complexos e Fibracoes Lineares

Dados um toro complexo X = V/A e uma fibragao linear L € Pic(X), a partir de uma
base {fo,..., fn} do espaco das secoes H°(L), a aplicacao or, = (fo:...: fn): X — PV,
dada por ¢ (z) = (fo(Z) : ... : fn(Z)), define um morfismo de X no espaco projetivo
PV . A maneira usual de descrever a fibracdo linear L é por seu pullback via a aplicacao
canonica 7 : V. — X. Uma vez que a fibragao linear 7*L é trivial, pode ser descrita

por uma funcao global 9. Além de trivial, 7*L deve ser invariante por translacées por
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clementos A € A. Deste modo, deve-se ter t57*L = 7*L, logo /19 o t, € OF, portanto
¢ uma fungao holomorfa do tipo e(g) = exp(2img), onde g : A x V' — C é holomorfa na
segunda varidvel. Assim,

Dz + N) =e(g(\ 2))d(z).

A fungao e(g) é chamada fator de automorfismo de L e a funcao ¥ funcdo theta para o

fator e(g). Expandindo ¥(xz + A+ ) e pondo gx(+) := g(A, -) verifica-se a relagdo co-ciclica

e(grtu(2)) = e(gu(z + A))e(gr(x))-

Dai que para cada x € V,

Iriu(x) = gu(x + A) + ga(x) mod Z.

A sequéncia 0 — Z — Ox > 0% — 1 induz HY(X,Z) — H'(Ox) — H' (0%) &
H?*(X,7Z) ~ Alt*(A\,Z). Logo L s ci(L) corresponde uma forma bilinear alternada para

L chamada primeira classe de Chern da fibragao linear L.

Teorema 2.1. Eriste um isomorfismo H*(X,Z) — Alt*(A,Z), o qual aplica a primeira

classe de Chern c¢1(L) da fibragdo linear L com fator e(g), na forma alternada

ErL(\ 1) = gu(z 4+ ) + ga(@) — gr(@ + p) — gu(w),

para todos A\, p € A e x € V. Sua extensao R-linear define uma forma alternada Ey, :
V xV = R, satisfazendo Er(A,A) C Z e Ep(iv,iw) = Er(v,w). Reciprocamente, dada
uma forma alternada E :V x V — R satisfazendo Er(A,A) C Z e E(iv,iw) = E(v,w),

existe uma fibragao linear L tal que E representa a primeira classe de Chern c¢q(L).

Demonstracgao: Este teorema sintetiza em um mesmo enunciado os seguintes resultados
de [45]: Teorema 2.1.2 e Proposicao 2.1.6.

O

Segue do Teorema 2.1 que, via uma extensao R-linear, existe uma forma canonica de

associar a fibracao linear L uma forma hermitiana: !

Hp(v,w) := Ep(iv,w) +iEL(v,w).

'Diz-se que H : V x V — C é hermitiana se é C-linear na primeira variavel e H (v, w) = H(w,v).
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A correspondéndia F(v,w) — H(v,w) := E(iv,w) + iE (v, w) define uma bije¢do entre
o conjunto das formas alternadas E sobre V, com valores reais e tais que E(iv,iw) =

E(v,w), e o conjunto das formas hermitianas H. A forma E é reobtida de H uma vez que
E=1ImH.

Nao é possivel dar uma descricao da fibracao linear L somente em termos da sua forma
hermitiana associada H, resta um elemento residual, um semicardter para H, que é uma

aplicacao x : A — S! que em termos de H satisfaz a relacao

X+ 1) = X))l Tm HO ),

para todos A, u € A. Dado um semicarater y para H, o fator canonico associado é definido
por
Ay cAXV = C  agy(Nv) = x(Ne(H (v, N)/2i + H(X, A)/4i).

Uma vez que

A(Hy,x1) * A(Hz,x2) — A(Hi1+Hz,x1-x2)>

o conjunto P(A) dos fatores canonicos pode ser descrito como o conjunto dos pares (H, x),
sendo que, com o produto (Hy, x1)(Hs, x2) := (Hy + Ha, x1X2), ¢ um grupo. Por defini¢ao,
a(,y) = X sao os fatores canonicos associados aos semicaracteres para a forma hermitiana
nula, logo séo caracteres em Hom(A,S'). A aplicacdo x — a(,) define uma inclusao
canonica de Hom(A,S') no grupo P(A). Por outro lado, existe uma aplicagao canonica
P(A) — Pic(X). De fato, a,) € P(A) induz uma agao de A sobre a fibracao trivial
V x C — V via a aplicacdo (A, (v,t)) — (v + X, ay) (A, v)t). O quociente

L(H,y):=V x C/A

é uma fibracao linear sobre X. Seja NS(X) o grupo de Néron-Severi das formas hermi-
tianas H : V x V — C tais que I'm H(A,\) C Z. O grupo NS(X) identifica-se com o

conjunto das formas alternadas na imagem da primeira aplicacao de Chern.

Teorema (Appel-Humbert). A aplicacio (H, x) — L(H,x) define um isomorfismo de

sequéncias exatas

0— Hom(A,C) ——P(A) ——= NS(X) —0

1]

0 —— Pic®(C') — Pic(X) —= NS(X) —=0
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Demonstragdao: Cf. 2.2.3 de [45].
U

Pelo Teorema de Appel-Humbert, toda fibracao linear L € Pic(X) é completamente
determinada pela sua forma hermitiana associada H e pelo semicarater y para H, portanto
é do tipo L(H,y). Dada uma forma hermitiana H, denota-se por Pic”(X) o conjunto
das classes de fibragoes lineares cuja forma hermitiana associada é precisamente H. Em
particular, Pic’(X) é o grupo da classes das fibragoes lineares cuja forma hermitiana

associada é a forma nula 0.

Uma vez que toda aplicagao holomorfa entre toros complexos é a composicao de um
homomorfismo com uma translacdao, pode-se considerar tais aplicagoes separadamente.
Dado um homomorfismo f : X’ — X, existe uma tunico homomorfismo C-linear F' : V' —
V', a representacao analitica de f, tal que F(A) C Ae fon' =moF. A restrigao Fj :
A — A é a representacgdo racional de f. Dada uma fibragao linear L = L(H, x) € Pic(X),

entao

Aps=[f"oALof,

onde
f*L=L(F"H, F} x).

Muitas das principais propriedades entre toros complexos sao invariantes por isogenias,
que sao homomorfismos sobrejetores entre toros complexos cujo nucleo é um subgrupo
finito. O expoente e := e(f) de uma isogenia f é o expoente do grupo finito Ker(f), isto
é, e é o menor inteiro positivo n tal que nKer(f) = 0. Um dos principais aspectos de
interesse acerca das isogenias é que se e é o expoente de uma isogenia f : X — X' entao
existe uma isogenia ¢ : X’ — X, tunica a menos de isomorfismo, tal que g - f = ex e
f g = exs. Isto significa que isogenias definem uma relagao de equivaléncia no conjunto

dos toros complexos.

Um exemplo importante de isogenia é a multiplicacdo por um nimero natural ny : X —
X, x +— nz. O conjunto X,, := Ker(nx) é o grupo de n-divisores de X, isomorfo ao grupo
(Z/nZ).

Um subconjunto X’ C X é um subtoro se existe um subespaco V' C V' e um reticulado
NdeV'talque N CV' NAe X' =V'/N. Se f: X — X' éum homomorfismo de toros
complexos, entdo Img(f) é um subtoro de X’ e Ker(f) é um subgrupo fechado de X. A
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componente conexa (Ker(f))y de Ker(f) contendo 0 é um subtoro de X de indice finito
em Ker(f).

Acerca das translacoes, dado * € X, comparando as formas hermitianas associadas e os

semicarateres, se tem que

Duas fibracoes lineares sao ditas analiticamente equivalentes 2 se suas formas hermitianas
associadas coincidem. Da equacao acima, segue que classes de equivaléncia analitica sao

fixas por translagoes.

Teorema (do Quadrado).

*
ti‘-HJ

L=tLot;Lo L™ V zyeV.

Pelo Teorema do Quadrado, a aplicagao

AL X — Picd(X), A(z)=t:L® L

*
T

é um homomorfismo de grupos que satisfaz Argr/ (T) = AL(T) AL (Z) e Ap-1(T) = A (Z) 7L

O grupo Pic’(X) admite uma estrutura de toro complexo dual ao toro complexo X.
De fato, considere o C-espaco vetorial Q = Homg(V,C) das C-formas antilineares V —
C. O conjunto A = {I € Q,I'm I(A) C Z} é um reticulado de €. Deste modo, o
quociente X = Q/ A é um toro complexo, chamado dual de X. Por um lado, a aplicacao
Hom(A,S') — Pic®(X), x — L(0, x) define um isomorfismo. Por outro lado, a aplicacao
Q — Hom(A,SY), | — e(Im I(-)) é sobrejetora com mnicleo A. Portanto, existe um
isomorfismo

~

X =5 Pid(X).

O diagrama comutativo abaixo mostra como se relacionam os principais objetos discutidos

2A definicdo de equivaléncia analitica dada em [45] ndo é esta, mas é equivalente a esta (cf. pag 39).



2. Preliminares

23

até o momento.

Hom(A,S")

e W W
_q/A - P(A
\ Ni(H,X)HL(H,X)

Pic®(X)—— Pic(X).

=l>

{Ol

Apgiv—H(v,-)

—_—

<
3

AL

O dual ~— é um funtor exato na categoria de toros complexos que inverte morfismos. A
aplicacdo Ay : V — Q dada por A(v) = H(v,-) é a representacio analitica de Az, logo
T oAy = A om. Segue que A, é uma isogenia se, e somente se, a forma hermitiana H
associada nao é degenerada. E precisamente esta - a condicao de nao-degenerancia sobre
a forma hermitiana associada a fibragao linear L - a condicao que garante que L é uma
fibracdo linear ampla, dai que X é um toro complexo projetivo (cf. adiante). Por esta

razao convém destacar o kernel
K(L):= Ker(AL)

do homomorfismo A,. Se A(L) := {v € V ; Im H(v,A) C Z} entdo A(L) = A (A),
dai K(L) = A(L)/A. Esta descrigdo permite a demonstracao imediata de algumas pro-

priedades de K (L) (cf. [45, cap.2]). Entre elas a seguinte proposicao, que serd utilizada.

Proposicao 2.1. Sejam L, L' € Pic(X). Sao equivalentes: 1) L e L' sdo analiticamente
equivalentes; 2) L' @ L' € Pic®(X); 3) A\, = Apr.

Demonstracao: (1) < (2) Basta ver que L e L’ sdo analiticamente equivalentes se, e
somente se, suas formas hermitianas coincidem, o que ocorre se, e somente se, a fibragao
linear I/ ® L™! tem forma hermitiana nula. (2) < (3) Segue de que K(L' ® L™') =
AL @ LY /A e da igualdade Apgr-1(Z) = Ap(Z) @ Ap-1(Z) = Ap(Z) @ Ap(z) !

O

Diz-se que uma fibragao linear L é degenerada, nao-degenerada, positiva definida, etc,
se a sua forma hermitiana associada H for degenerada, nao-degenerada, positiva definida,

etc.

Corolario 2.1. Sejam L,L' € Pic(X) e suponha que L ndo é degenerada. Entio L e L'

sao analiticamente equivalentes se, e somente se, existe v € X tal que L' ~t} L.
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Demonstragdo: (<) Segue de que translagoes sao invariantes em classes de equivaléncia
analitica. (=) Pela Proposigao 2.1, L' ® L' € Pic®(X). Como L nao ¢ degenerada entao
AL 0 X — Pic®(X) ¢ uma isogenia, logo é sobrejetora, portanto L' @ L™ = Ap(z) =
t*L ® L™ para algum x € X. Dai, L' ~t:L.

Variedades Abelianas

Uma variedade abeliana X é um toro complexo projetivo X < PV. Pelo Teorema de
Chow, uma variedade abeliana é uma variedade algébrica. A descri¢ao de toros complexos

com uma estrutura projetiva depende da amplitude das fibragoes lineares sobre X.

Seja L uma fibracao linear com forma associada F = Im H, entao E(A,A) C Z. Por um
teorema elementar da divisao, existe uma base A1, ..., Ay, pt1, ..., iy, chamada simplética,

tal que a forma alternada F escreve-se como sendo uma matriz

(50)

onde D = diag(dy,...,d,) com os d;s sendo inteiros positivos tais que d;|d;+1. A g-tpla
(dy,...,dy), unicamente determinada por E e por A, é o tipo de L. Diz-se que a fibragao

linear L é principal se d, = 1, isto é, se L é do tipo (1,...,1).

O reticulado A age naturalmente na fibracao 7*L, esta ag¢do induz um isomorfismo
HO(L) = H°(Oy)*, onde H°(Oy) é o espaco das funcoes holomorfas sobre V' que
sao invariantes pelos elementos de A. Este isomorfismo depende do fator e(g) de L.
Mais precisamente, H°(L) pode ser identificado com o conjunto das fungoes holomorfas
¥V — C tais que

z +A) = e(g(A 2))d(x),

que sdo as fungoes theta associadas ao fator e(g) (cf. [45, 3.2]). Deste modo, existe um

morfismo o7 : X — PH?(L) definido a partir de uma base de fungoes theta de H°(L) por

op(z) = (Vi(x) : ... In(2)),
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onde N = h°(L). Esta aplicacdo niao depende do fator de automorfismo da fibragio linear
L, mas depende da escolha da base de H°(L), a aplicagao ¢ é bem definida a menos de
uma transformagao em PHY(L). O teorema seguinte descreve a condigao de amplitude da

fibracao linear L em termos do kernel de A e relaciona-o com o tipo da fibracao linear.

Teorema 2.2. Uma fibragao linear L € Pic(X) é ampla se, e somente se, L € positiva
definida. Neste caso,

RO(L)=dy-dy-...-dy,

onde (di,...,d,) € o tipo da polarizagcdo L. Mais ainda, A;, € uma isogenia e K(L) € um

grupo abeliano finito tal que

K(L) ~ (@ 7.]d;7.)*.

Demonstragao: Este teorema sintetiza em um mesmo enunciado os seguintes resultados
de [45]: Teorema 4.5.4, Lema 3.1.4 e Corolario 3.2.8

O

Segue do Teorema 2.1 e do Teorema 2.2 que uma fibracao linear ampla L é principal
se, e somente se, h°(L) = 1. O kernel K(L) é o grupo dos elementos 7 € X tais que
t:L ~ L. Esta invariancia de L em relagdo aos elementos de K (L) torna o enunciado
do Teorema 2.2 bastante intuitivo, visto que os inteiros d.s sao obtidos a partir da forma
alternada associada ao fator de automorfismo da fibragao linear, que é invariante pela acao

do reticulado.

Seja X uma variedade abeliana. Segue do Teorema 2.2 que uma condi¢ao necesséria e
suficiente para que X admita uma estrutura de variedade projetiva é a existéncia de uma
forma hermitiana positiva definida H : V x V — C. Se A é a matriz dos coeficientes da
forma alternada E = I'm H, entao a matriz A é nao-degenerada, alternada, e satisfaz as
relagoes de Riemann (cf. pag.18). Uma polarizagcdo sobre X é uma fibragao linear L cuja
forma hermitiana associada H é positiva definida. Neste caso, diz-se também que a forma
hermitiana positiva definida H é uma polariza¢ao sobre X. Os pares (X, L) e (X, H) sdo
chamados de variedades abelianas polarizadas. Um homomorfismo f : (X', L") — (X, L)
entre variedades abelianas polarizadas é um homomorfismo de toros complexos f : X’ — X
tal que L' e f*L sao algebricamente equivalentes (a nocao de equivaléncia algébrica é a

mesma que de equivaléncia analitica).
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A Aplicacao de Gauss

Dado um toro complexo X = V/A, cada espago tangente 7, X identifica-se com V. Seja
(X, L) uma variedade abeliana polarizada de dimensao g. Os divisores reduzidos D € |L|
nao s6 existem como nao estao em uma posi¢ao especial (cf. [45, se¢. 4.4]). Denote por
D™ a parte nao singular de um divisor reduzido D. Dado w € D™, o tangente T 4 ¢
um espaco vetorial de dimensao g — 1, que transladado para a origem, é um subespaco do
espaco vetorial Tx o = V. A aplicacdo de Gauss de D em X é a aplicagdo que associa a

cada ponto w € D™ o tangente Tp 5 transladado para um subespago de T'x o:

Gp:D"¥ — G(g—2,9—1)

w +— IP)TDJD - ]P)TX,Q.

Por passagem ao dual, a imagem de um ponto pela aplicagao de Gauss pode ser descrita
pelo espaco de dimensao 1 que define o anulador do tangente de D neste ponto. Esta
descricao pode ser dada em termos das fungoes theta. De fato, seja 7 : V' — X a projecao
canonica. Existe uma funcao theta ¥ € H°(X, L), unicamente determinada a menos de
uma constante, tal que 7*D = (). Se vy,...,v, sdo as coordenadas com respeito a uma

base complexa de V, entao a equagao do espago tangente T 5 no ponto w € D é

g
oV
; 0 (v; —w;) = 0.

O subespago do dual V* determinado por T ¢ 0 espaco vetorial de dimensao 1 gerado
pelo vetor (09/0vy(w),...,09/0v,(w)). A aplicagao de Gauss Gp : D™ — P91 de D é
definida por

Gp(w) = ((919/81)1(10) SR 879/81@(10)).

Um dos principais aspectos acerca da aplicacao de Gauss sobre um divisor D é que ela
permanece invariante mediante translagoes de D. Nao pode-se afirmar que dados dois
divisores D, E € |L| um pode ser obtido do outro por uma translagdo, a menos que L
seja uma polarizacao principal. De fato, neste caso o homomorfismo Ay, (py € sobrejetor,
portanto existe x € X tal que Ox(E—D) ~ t:Ox(D)®Ox (D)™, dai que E ~ t*D. Uma
vez que h°(C,Ox(E)) = 1, existe um tnico divisor na classe de E, portanto F = t:D.
Este é o caso das Jacobianas de curvas e seus divisores canonicos, esses sao obtidos um do

outro por uma translacao (cf. adiante).
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Mediante isogenias algumas propriedades da aplicacdo de Gauss sao preservadas, ou

facilmente descritas duma noutra. Este é o conteido do proximo lema.

Lema 2.1. Sejam f : X — X' uma isogenia entre variedades abelianas e Y C X uma
subvariedade irredutivel de dimensao k. Seja G a aplicagao de Gauss sobre Y e G' a
aplicagio de Gauss sobre f(Y'), entao 1) df o G = G' o f; 2) df induz um isomorfismo de
Im(QG) sobre Im(G"); 8) deg(G) = deg(f) - deg(G'); 4) df induz um isomorfismo do lugar

dos ramos B de G sobre o lugar dos ramos B de G'.

Demonstragao: (cf. [6, Lema 3.1.1]) Todas as condigoes seguem do fato de que f é um

isomorfismo local.
O

Dada uma isogenia entre variedades abelianas f : (X', L) — (X, L), ndo é possivel
distinguir canonicamente divisores em |L’| e em |f*L| tais que ambos sejam distintos ape-
nas por uma translacao. Uma isogenia entre variedades abelianas tais que uma distincao
canonica deste tipo é possivel, transfere, duma noutra, informagoes acerca da aplicacao de

Gauss, que é invariante por translacoes.

Dado um divisor D € |L|, pode-se considerar a seguinte érbita no conjunto de divisores
de X:
Orb(D):={t:D ; x € X}.

Uma vez que a aplicagao de Gauss € invariante por translagoes, é invariante em qualquer
érbita Orb(D). Em geral, se E' € Orb(D) entao E = t:D, dail E ~ t:D, isto é, Ox(F) é
algebricamente equivalente a fibracao linear L. Isto significa que a fibracao linear associada
a cada divisor £ € Orb(D), permanece na classe de equivaléncia algébrica de L. Em
particular, cada par (X, Ox(FE)) permanece na classe de isogenia do par (X, L). Se H é a

forma hermitiana associada a fibracao linear L, entao existe uma aplicagao

Orb(D) — Pic"(X) , Ew~ Ox(E).

N&o é possivel afirmar que se E ~ t* D entao E € Orb(D), amenos que h°(X, Ox (D)) = 1,
caso este tal que a polarizacao L é principal. Isto significa que, em geral, dado L' €
Picf(X), nao é possivel afirmar que existe £ € Orb(D) tal que Ox(FE) ~ L/, apesar de

serem fibragoes lineares algebricamente equivalentes.
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A restri¢ao aos elementos de K (L) descreve o conjunto Orb(D) como a unido disjunta

dos seguintes conjuntos
Orbgy(D) :={t;D ; x € K(L)} e Orbx\xw)(D):={t;D; v € X\K(L)}.

Uma vez que K (L) é o conjunto dos elementos x tais que ¢;L ~ L, cada E € Orbgr)(D)
é tal que £/ ~ D. Por outro lado, cada E' € Orbx\k)(D) é tal que E' ¢ D.

E sempre possivel supor um conjunto Orbg () (D) que tem um elemento que nao o préprio
divisor D. De fato, existe um aberto denso U C |L| tal que para todo divisor D € U, se
t*D = D entao x = 0 (cf. [45, sec. 4.4]).

Curvas Algébricas e Jacobianas

Um curva é uma curva projetiva complexa, irredutivel e nao-singular. O conteuido do
que segue reune os principais resultados do vasto material acerca da teoria existente na
literatura. Assim como no caso de toros complexos, o ponto de vista é sobre as descrigoes
geométricas a partir das fibracoes lineares que podem ser definidas sobre a curva. Algumas
referéncias auxiliares sao [3, 23, 53]. No que concerne a teoria de Jacobianas, além das ja

indicadas, também pode-se utilizar as seguintes referéncias ([45, 58]).

Fibracgoes Lineares sobre Curvas

Dado um divisor D € Div(C') sobre a curva C, denota-se por O¢(D) a sua fibracao
linear associada. A correspondéncia D +— O¢(D) define um isomorfismo funtorial entre o
grupo das classes de equivaléncia de divisores sobre C' sobre o grupo das fibracoes lineares.

Se L = O¢(D), entao convenciona-se

deg L:=deg D e h°(C,D):=h"(C,Oc(D)).

Seja C™ o espaco quociente do n-produto cartesiano de C' pela acdo do n-produto

simétrico S,,. Este espaco parametriza os divisores efetivos sobre C' de grau n. Se Pic"(C')
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¢ o conjunto das fibragoes lineares sobre C' de grau n entao existe uma inclusao natural

p:C™  —  Pic®(0)

Dada uma fibragao linear L € Pic"(C), a fibra p~!(L) é o sistema linear |L| de grau n

definido por L. Fixada uma fibragao linear L,, € Pic"(C), a aplicacao

ar, : Pic"(C) — Pic®(C)
L — L®L,*

define uma bijecdo. Fixado um divisor D,, € C™, define-se a composta

Qp, = QOu(Dy) O P cm —  Pic’(C)

D — O¢(D - D,)
As aplicacoes acima definem um diagrama comutativo,

Pic"(C)

/ laOC(Dn)

O ——= Pic*(C)

Dados dois divisores D, E € Div(C') denota-se F < D se a diferenga D — E é linearmente
equivalente a um divisor efetivo. Mais ainda, denota-se £ € D se todos os pontos do
suporte de E sao pontos do suporte de D. A notacao simplificada L(D) := L ® O¢(D)

descreve a torgao da fibragao linear L pela fibracao linear O¢(D).

As descrigoes geométricas de uma curva sao obtidas a partir das suas manifestagoes no
espago das secoes das fibragoes lineares associadas. Para cada ponto da curva, considera-se
no espacgo dual os hiperplanos que o contém. Dai que, dada uma fibragao linear ampla

L € Pic(C), a aplicagao

¢ :C — PH(C,L)*

x +— |L(—z)|+x

é o morfismo definido pelo sistema linear |L|. A imagem de ¢ (x) sdo os hiperplanos de
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PH°(L) contendo z ([23, pag. 176]). A curva Cp, no espago das segoes cujo dual é ¢r(C)
é um modelo projetivo de C' (cf. [17, 34]). As configuragdes geométricas de C'f, dependem
das condigoes de amplitude e globalidade da fibracao linear L, que podem ser garantidas
a partir de certas condigoes sobre o grau da fibragao linear. De fato, se deg L > g entao L

é globalmente gerado, e se deg L > 2g + 1 entdo L é muito amplo (cf. [50, prop. 7.4.4]).

Mais geralmente, dado um divisor efetivo D € Div(C'), denota-se por
¢L(D) = |L(=D)[ + D

o conjunto dos hiperplanos de PH°(L) contendo os pontos do suporte de D. O span de D

no espago PHY(L), que é a intersegao dos hiperplanos de ¢r(D), é denotado por ¢ (D).

Dentre as fibragoes lineares sobre uma curva algébrica, a fibracao canonica we, que é a
fibracao linear associada a classe do divisor canonico K¢, é a tnica fibracao linear sobre
C tal que

RO(Cowe) =g e degwe=2g9—2.

O Teorema de Riemann-Roch calcula a dimensao do espago das se¢des de uma fibragao

linear, em termos da fibragao canonica.

Teorema (Riemann-Roch). Dado L € Pic(C),
RY(C,L) — h°(C,wec @ L") =deg L — g+ 1.
0J

Segue do Teorema de Riemann-Roch que se deg L > 2g—1 entao h°(C, L) = deg L—g+1.
Quando deg L < 2g—1, o Teorema de Clifford fornece uma cota para a dimensao do espaco
das se¢oes em termos do grau do divisor, além de dar um critério 1til para a curva C' ser

hipereliptica.

Teorema (Clifford). Seja D € Div(C) um divisor efetivo tal que deg D < 2g — 1 e

hO(C,we(—D)) > 0, entdo
deg D

h°(C, D) < +1,

sendo que a igualdade vale se D € o divisor nulo ou o canonico, ou se C é hipereliptica e

D ¢€ lineramente equivalente a um maltiplo do divisor hipereliptico.
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O modelo canénico de C' é a curva no espago das segoes da fibragdo canonica cujo dual é
Pue (C). As intersegoes do modelo canonico com os hiperplanos de PH?(C, we) permitem

uma outra descricao para o Teorema de Riemann-Roch em versao geométrica.

Teorema (Riemann-Roch Geométrico). Dado um divisor efetivo D € Div(C) ,
h°(C, D) = deg D — dim ¢, (D).
O

Um divisor D € C9™Y é regular se h°(C,wc(—D)) = 1, ou equivalente, se h°(C, D) = 1.
Isto significa que existe um tinico hiperplano no espago projetivo PH®(w¢) que contém o
span dos pontos do suporte de D. Um hiperplano PH®(w¢) é genérico se estd em uma
posicao nao especial em relagao ao modelo canonico da curva, isto é, se é o inico hiperplano
obtido pelo span de um divisor regular de grau g — 1. Um hiperplano gerado pelo span de
um divisor E4x € C=1 é tangente no ponto x se Ko — E — 2z é linearmente equivalente
a um divisor efetivo. Um hiperplano gerado pelo span de um divisor E+x +y € Cl9=1 é
bitangente nos pontos x e y se Ko — E — 2x — 2y é linearmente equivalente a um divisor

efetivo.

No Capitulo 3 serd importante considerar curvas que nao possuem dois pontos bitan-
gentes, isto é, que sao livres de bitangentes. Um critério pode ser obtido a partir do
Teorema de Clifford e do Teorema Geométrico de Riemann-Roch. Este é o contetido do

préximo Lema.

Lema 2.2. Se C € hipereliptica entao C' admite bitangéncia. Suponha que C' € uma curva

de género g > 4. Entdo C € livre de bitangentes se, e somente se, C' nao € hipereliptica.

Demonstragao: Dados dois pontos z,y € C', segue do Teorema geométrico de Riemann-
Roch que h%(C, 2z + 2y) = 4 — dim Ty. Logo, existe bitangéncia em z e y se, e somente
se, h%(C, 2x + 2y) = 3. Se C ¢ hipereliptica entdao dois pontos = e y distintos ramificados
pelo recobrimento hipereliptico (pontos de Weierstrass) sao tais que h°(C, 2z + 2y) = 3
(cf. [36]). Isto demonstra a primeira parte. Suponha que g > 4. Se h°(C,2x + 2y) = 3,
entao 3 = h?(C, 2z + 2y) < w + 1 = 3, logo a expressao dada pela desigualdade de
Clifford é uma igualdade. Uma vez que h°(C, 2z + 2y) = 3 e h%(C,we(—2x — 2y)) > 2, 0
divisor 2z + 2y nao é um multiplo do divisor canonico. Segue do Teorema de Clifford que

C' ¢é hipereliptica.
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Jacobianas

Dada uma curva C', a aplicacao

H,(C,7Z) — H(we)* = Hom(H(we), C)
v — v: H%we) — C
W — /w
gl
é injetora, logo H;(C,Z) é um reticulado em H®(wc)*. A Jacobiana de C é o toro complexo

de dimensao ¢ definido pelo quociente
J(C) :== H(we)*/H.(C, Z).

Cada divisor de grau zero D € Div?(C) se escreve como D = Zj\f:z (pi — qi) para certos
pontos p;,q; € C. A classe da forma linear w Z;V:Z quq_"’ w em J(C) depende apenas de

D. Logo, a correspondéncia
N qi
Dr— {wr Z/ w} (mod H,(C,Z))
j=i Y Pi

define uma aplicacao Div°(C) — J(C), chamada aplicagao de Abel-Jacobi de C. Esta
aplicagdo é um homomorfismo sobrejetor cujo nicleo é o grupo Divp(C') dos divisores
principais sobre C. Por passagem ao quociente, identificando o grupo das classes de
equivaléncia de divisores de grau zero com o respectivo grupo das fibragoes lineares de

grau zero, se tem o isomorfismo de Abel-Jacobi,

Pic®(C) = J(C).

Ao longo do texto, sem maiores comentéarios, ambas as interpretagoes da Jacobiana
estarao sendo utilizadas: ora os elementos serao interpretados apenas como pontos de
J(C) sendo que a notagdo + estara sendo utilizada para a lei de grupo, ora os elementos

serao interpretados como fibragoes lineares de grau zero sobre C' e a notagao para a lei de
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grupo sera ®.

Como J(C') = 0 sempre que g = 0, pode-se supor g > 1 para se estudar a Jacobiana

de uma curva. Sejam A, ..., Ay, uma base de H;(C,Z) e wy, . ..,w, uma base de H%(w¢).
Seja ly,...,l, a base de H(wc)* dual de wy,...,w,, entdao l;(w;) = &;. Pelo que foi
visto acima, pode-se supor \; € H(w¢)* e portanto \; = j’:l(f)\i w;)l;. A matrix 1T =

(J \ w;) é a matriz periodo de J(C') com respeito as bases dadas. O ponto central da
descrigao da Jacobiana nesses termos provém das relagoes de Riemann, que afirma que
existe uma base tal que II = (Id,, 7), onde 7 é simétrica e Im(7) é positiva definida.
As colunas de II geram um reticulado em C9 e este é da forma Ay := Z9 + 779, isto é,
An é gerado pelos vetores ([, wi,..., [, w,). Identifica-se C? com H®(wc)* e identifica-se
H,(C,Z) com Ay. Portanto J(C') ~ C9/Ay. Isto fornece uma nova descri¢ao da Jacobiana.
Uma vez que Im (1) é positiva definida, entao a aplicaggo H : C9 x C9 — C, (z,w)
2tI'm (7)~'w, define uma forma hermitiana positiva definida. Dados a,b, c,d € C9 vetores
tais que suas coordenadas sao inteiros, entdao I'm H(a+ 7b,c+ 7d) = a’'d — b'c € Z, isto é,
Im H(Ap, An) C Z. Isto mostra que H é uma polarizagao sobre J(C'). Na base na qual
Il = (Id,7), a forma I'm H é do tipo (_019 15), isto é, H é uma polarizacao principal. A
expansao do esbogo argumentativo acima é a demonstracao do seguinte teorema.

Teorema 2.3. O par (J(C), H) é uma variedade abeliana principalmente polarizada.
O

A polarizacao H definida acima é chamada de polariza¢ao canénica de J(C'). Qual-
quer divisor © sobre J(C), tal que a forma hermitiana da fibracao linear O () (©) define
uma polarizagao candnica, é chamado de divisor Theta de J(C). Os pares (J(C),0) e

(J(C),01()(©)) sao chamados de variedades Jacobianas canonicamente polarizadas.

Nao existe um modo canonico de distinguir o divisor © na sua classe de equivaléncia
algébrica. Mas sendo O;(©) uma fibragao linear principal, dois divisores Theta quaisquer
diferem por uma translagdo. Pela férmula de Poincaré, a variedade W, ; := p(C¥9~Y)
define um divisor Theta na Jacobiana J(C'). Deste modo, fixado x € C, existe n €
Picd=!(C) tal que W, = a;©. Quando © é um divisor simétrico, isto é, tal que [-1]50 =
O, entdo W,_; = a0, onde x? ~ we, isto é, k é uma theta-characteristic. Este resultado

é o Teorema de Riemann.

Dado um ponto zy € C, a aplicacao de Abel-Jacobi ay, : C — J(C), x — Oc(x — x9),

define nao s6 um mergulho C' < J(C) mas também um isomorfismo o2 : Pic’(J(C)) —
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Pic®(C). Uma vez que a polarizagao canodnica é principal, o homomorfismo

}\@ = }\OJ(C’)(G)) : J(C) — PZCO(J(C))
n — t,050)(0) @O0y (0)7

associado a fibragao linear O j(¢y(0), é um isomorfismo, e satisfaz

A aplicacio p : CU=1) — W, ;| C Pic¥=Y(C) aplica todo o espago projetivo |D| num
tnico ponto O¢(D). Se o sistema linear |D| tem dimensao positiva, entao este é um ponto
singular da variedade W,_;. De fato, este ¢ o conteido do Teorema da Singularidade de

Riemann.

Teorema (Singularidade de Riemann). Dado L € Pic9=Y(C),

multy, W,y = h°(C, L).

Segue do Teorema da Singularidade que

ns __ {p(D) ; hO(C, D) = 1}7

g—1

ou seja, os divisores regulares de C' definem o conjunto dos pontos que nao sao singulares

na variedade W,_;.

A Aplicacao de Gauss sobre o Divisor Theta ©

Dado um ponto xy € C, existe um diagrama comutativo

Picd=1(C)

/ l%c((gl)zo)

a1 J(C),

*(g—1)zq
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onde a aplicacdo ao((g—1)zy) : Pic? 1 (C') = J(C) ¢ uma bijegao. A variedade ov(g_1),(Wy—1)
¢ um divisor da variedade Jacobiana, logo difere do divisor © por uma translagdo. A
aplicacao de Gauss sobre © pode ser definida a partir dos elementos de W,_;, fazendo
corresponder a cada fibragao linear de W, o hiperplano gerado pelo divisor regular as-

sociado:

Go: W, — G(g — 2,PH(C,we)*)
p(D) — ¢uc(D).

Um hiperplano genérico no espago PH?(C, w¢) intercepta o modelo canénico em 2g — 2
pontos. Portanto, as fibras genéricas da aplicacao de Gauss Gg tém exatamente (Qgg__f)
elementos, sao as g — 1 escolhas que se pode fazer dentre estes 29 — 2 pontos da intersecao,

todas elas tendo a mesma imagem pela aplicagao de Gauss.

A aplicacao de Gauss Gg nao depende da escolha do divisor ©, portanto cada infor-
macao que lhe é intrinseca é uma informagao intrinseca da variedade abeliana polarizada
(J(C),0,(0)). Pelo Lema 2.1, tanto o lugar das ramificagoes Rg, quanto o lugar dos
ramos ‘B¢, sao invariantes por isomorfismos. O seguinte Lema descreve os divisores reg-

ulares de C9=1 sobre os quais a aplicacdo de Gauss se degenera.

Lema 2.3. O lugar em W,_; onde a aplicacio de Gauss Gg se degenera é o lugar dos
pontos p(D+x) onde D+x € CY™Y ¢ um divisor reqular tal que Kc— D —2x € linearmente

equivalente a um divisor efetivo.

Demonstragao: Veja (Lema 5.3 [31]) e (pag.691,[16]). Convém ressaltar que [16] anuncia
que a descricao dada para o lugar da ramificacao da aplicacao de Gauss dada na pag. 247

de [3] estd errada.

O

Teorema (Torelli). Se C' e C' sao curvas tais que (J(C),0) e (J(C'),0") sao isomorfas

como variedades abelianas polarizadas, entao C' e C' sdo isomorfas.

Demonstragao: (esbogo) A imagem ¢, (C) é a hipersuperficie dos tangentes sobre a

curva, que é o lugar dos ramos B¢, onde a aplicacao de Gauss Ge se degenera. Dal,

B, =C
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Indicando por M, o espaco das curvas de género g e por A, o espaco das variedades

abelianas principalmente polarizadas (fc. [45]), segue do Teorema de Torelli que a aplicacao

J:My; — A,
¢ — (J(0),0c(0))

chamada morfismo de Torelli, ¢ injetora. O problema de Schottky consiste em determinar
quando variedades abelianas principalmente polarizadas estao na imagem do morfismo de
Torelli (cf. [8, 19, 57]). A questao trata da caracterizacdo de toros complexos que sao

Jacobianas.



Recobrimentos Duplos de Curvas

Recobrimentos duplos de curvas podem ser descritos por ternas de elementos da curva
recoberta (cf. [56]). O método deriva de um modo particular de construir fibragoes
vetoriais a partir de variedades prescritas via o push forward de uma fibracao linear por
recobrimentos finitos. Esta descricao permite relatar os diversos objetos associados aos

recobrimentos duplos em termos desses elementos.

O contetdo deste capitulo divide-se em trés secoes que tratam cada qual, respectivamente,
da descri¢ao dos recobrimentos duplos por ternas e dos dois desses objetos que sao de
interesse desta tese - as variedades de Prym e os semigrupos de Weierstrass nas ramificagoes

do recobrimento.

Recobrimentos Duplos de Curvas

Dada uma curva ', uma maneira de definir morfismos finitos C = Céa partir da
descrigao de feixes coherentes F sobre C. De fato, o seguinte resultado é conhecido (cf.
[27, pag. 128] e [50, p.175]).

Lema. Seja F um feize coherente de O¢-algebras. Fxiste um unico morfismo w . Spec F —
C, finito, tal que T.Ogpec ¥ =~ F. Reciprocamente, se T : C — C éum morfismo finito tal

que .0z ~ F, entdo O~ Spec F.
O

O grau do morfismo dado no Lema é precisamente a dimensao das fibras de F. A descri¢ao
dos recobrimentos duplos de ', com as devidas normalizacoes nao-singulares, decorre da
descrigao dos feixes coherentes sobre C' cuja dimensao das fibras é precisamente 2. Cada

tal feixe é completamente determinado por um par (£, B), onde £? ~ O¢(B), sendo
37
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B precisamente o divisor dos ramos do recobrimento associado. Dai que recobrimentos

duplos sao ternas do tipo (C, L, B).

Esta secao serve ao proposito de descrever a correspondéncia indicada acima a partir
do Lema. Em um primeiro momento serao descritas as relagoes entre os recobrimentos
duplos e as fibracoes lineares, onde serao ressaltadas algumas interagoes entre a imagem
direta m,, o pull-back 7* e a aplicagdo norma N,. Algumas referéncias auxiliares sao |7,
pag.42], [20, pag. 42], [27, pag.306], [59, se¢.3] e [56].

Recobrimentos Duplos

Seja C' uma curva de género g. Para cada recobrimento duplo 7 : C—C correspondem
o divisor de ramificacao R de C e o divisor de ramos B de C , ambos divisores efetivos,
reduzidos e de mesmo grau ¢, que é o indice de ramificagao do recobrimento 7. A férmula
de Riemann-Hurwitz compara os divisores canonicos das curvas em termos do divisor de
ramificagao:

Kz~ *Ko + R.

Em particular,
20 —2=4g— 4+,

onde g é o género de C'. Dois recobrimentos 7 : C' — C e 7' : C' — (' sio isomorfos se
existem isomorfismos & : C — C" e a: C — (" tais que 7’ o & = a o 7. Denota-se por R,
a classe de isomorfismos de todos os recobrimentos duplos 7 : C — C tais que o genero da
curva C é g; por R¢ a classe de isomorfismos de todos os recobrimentos duplos de C'; por
Ry a classe de isomorfismos de todos os recobrimentos duplos em R, ramificados em ¢
pontos; por Re(B) a classe de isomorfismos de todos os recobrimentos duplos de C' com
ramos no divisor B de C; por R¢,s a classe de isomorfismos de todos os recobrimentos

duplos de C ramificados em ¢ pontos.

Dado um recobrimento duplo 7 : C—C , existe uma involucao o : C—C que permuta

as fibras de 7. A involugao o é um automorfismo sobre C' tal que
2 _
o°=1 e TOoOg =T.

Os pontos fixos de ¢ sao precisamente as ramificagoes de m. A curva algébrica C' é a curva

quociente C /o do recobrimento duplo dada pela agao do automorfismo o. Isto mostra a
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possibilidade de caracterizar a curva C' a partir do recobrimento duplo C. O que segue
trata da questao reciproca, qual seja, acerca da caracterizagao do recobrimento duplo Ca

partir de elementos da curva recoberta C.

Recobrimentos Duplos e Fibragoes Lineares

Seja 7 : C — C um recobrimento duplo de curvas. A aplicacao entre as fibracgoes

OC — W*O(j

S —— Ssorm

¢ injetora. Uma vez que as dimensoes das fibras de O¢ e m,Og sao 1 e 2 respectivamente,

existe uma fibracao linear invertivel £ que define a sequéncia exata
0—0c — 105 — L —0.

A fibracao linear £ é precisamente o inverso da fibracdo coker(O¢c — m.Og). Aplicando
o determinante na sequéncia verifica-se que £ ~ (detm@a)_l. A aplicagao m,05 — O,

a v (a+ o(a))/2 define uma segao para a sequéncia, logo

1,05~ 0c® L™

Uma vez que o recobrimento 7 ¢ finito,
H°(C,0z) = H°(C,0¢) ® H(C, L7Y).
Em particular,
R(C,LN=0 e h(C,wc®L)=g—1+deg(L),

sendo a primeira igualdade decorrente de que as curvas em questao sao geometricamente
conexas e reduzidas (cf. [50, pag. 279]), enquanto a segunda segue da primeira pelo

Teorema de Riemann-Roch. Mais geralmente, dado um divisor D= 7* D, segue da férmula
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da projecao que

m.0a(D) =~ m(r*0c(D)® Og)
Oc(D) @ (Oc® L)
~ Oc(D)& L7Y(D).

12

A aplicagao Norma N

O recobrimento duplo 7 : C — C estende-se linearmente a uma aplicagao sobre o
conjunto dos divisores do recobrimento. Esta, por sua vez, estende-se ao espago das
fibragoes lineares mantendo uma estreita relacao com a fibracao linear £ associada ao
recobrimento. O conteido do que segue trata desta aplicacao, a aplicacdo norma, definida

primeiramente da seguinte maneira:

N : Div(C) — Div(C)

A férmula de Riemann-Hurwitz interage com a aplicagdo norma e compara os divisores

canonicos em termos dos ramos:
NA(Kz) ~2Ko + B.

As composicoes da aplicacao norma N, com o pull-back 7* de 7 sdo tais que

A relacao da aplicacao norma com a imagem direta 7, é mais elaborada e sera descrita

no Lema seguinte.

Lema 3.1. Dado um divisor D € Div(C),

det 7.045(D) ~ Oc(N,(D)) ® L.

Demonstragdo: (esbogo) Pode-se supor que ambas as curvas sao afins. Uma vez que 7
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é um morfismo finito, entao le*OC(—IN)) = 0 qualquer que seja o divisor D. Suponha
primeiro que o divisor D ¢ efetivo. Aplicando a induzida 7, e o determinante na sequéncia
exata 0 = Og(— )—>(9 — Op — 0, se tem que det 7,05 ~ det 7,.05(— )®det(9~
Uma vez que 1.0z ~ @._, ON (D) entao det m,Op ~= Oc(N N,(D)). Para um divisor
arbitrario D escreva D = Dl—Dg como a diferenca de dois divisores efetivos. Tensorizando
a sequéncia exata 0 — (95(—D1) — Oz — Op, — 0 por Og(D D,), e aplicando nesta
sequéncia a induzida m,, se tem a sequéncia exata 0 — W*Oé(—ﬁ) — W*Oé(ﬁg) —
m.Op, — 0. Portanto, det m(’)g(ﬁ) ~ det 7r*(’)5(—l52) ® det m.0p, ~ detm.0Of ®

O (Na(~D2)) ® Op(No(Dy)) = det .05 © Op(Ny (D).
O

Segue do Lema 3.1 que a aplicacao norma estende-se sobre os conjuntos Pic”(a) da

seguinte maneira:

N, : Pic"(C) — Pic"(C)
Oa(D _nits) +— Oc(Y_ mim(@))

Se M € Pic(C) entao
No(M) ~det(n,. M) @ L.

Lema 3.2. As fibragoes candnicas wg e wo comparam-se em termos da fibragdo linear £

e da aplicacao norma N, pelos isomorfismos

det mws ~wg @ L, Ni(wg) = (we®L)? e wg~n(we®L).

Demonstragdo: (esboco) As fibracoes canonicas wg e we comparam-se via a induzida
7, da seguinte maneira: m.wz ~ Home(m.Og,we) ~ (1.05)" ® we. Para provar as duas
primeiras relagoes, basta aplicar o determinante. Para provar a terceira relacao, basta usar
que a fibragao canonica wg ¢ caracterizada por seu grau 2g — 2 e por sua dimensao g, e
estes correspondem ao grau e a dimensao da fibragao linear 7*(we ® L£). De fato, uma vez
que deg we @ L =29 — 2+ /2, entao deg 7" (we ® L) = 2g — 2. Por outro lado, uma vez
que (1" (wWe R L)) ~ (weR L) (1.05) =~ (weRL)R(OcB L) =~ (we® L) Buwe, se tem
que h0(C, m* (we ® L)) = h(C,we @ L) +h(Cowe) = (g—148/2)+g =29—146/2 = .

Portanto, wy ~ m*(we ® L).
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Coroldrio 3.1. 7L ~ Ox(R) e L* =~ Oc(B). Em particular, deg(L) = §/2.

Demonstragao: Segue da férmula de Riemann-Hurwitz e do Lema 3.2. De fato, sao
trés as afirmacoes do enunciado e serao demonstradas na ordem em que sao enunciadas.
(12) Oz(R) ~ Oz(Kz — mKe) ~ wg @ mwg' ~ wg ® (M(we @ L. L)) ~ wz ®
(wg @ T LY~ 7L, (22) Oc(B) ~ Oc(Ny(Kgz) — 2Ko) ~ (L @ we)? @ wg® ~ L2,

(32) Basta notar que ¢ é exatamente o grau do divisor de ramos B.

Recobrimentos Duplos e Ternas (C, L, B)

Pelo contetdo acima, dado um recobrimento duplo 7 : C—C , associa-se canonicamente
uma terna (C, £, B), onde £ é uma fibragao linear tal que £ ~ O¢(B) e B é o divisor de
ramos do recobrimento. O conteido do que segue trata da questao reciproca: obtém-se
um recobrimento duplo de C' a partir da escolha de uma fibragao linear £ € Pic(C) e de
um isomorfismo £72 — Og(—B), o qual depende da escolha do divisor reduzido B. Tais
construcgoes sao inversas uma da outra, dai que os recobrimentos duplos determinam e sao

determinados por ternas deste tipo.

Foi visto que a fibracao linear £ associada ao recobrimento duplo 7 : C — C define um
isomorfismo entre a fibracao vetorial m,O¢ e a fibracao vetorial Oc @ £~1. Em particular,

esta admite uma estrutura induzida de Og-algebra. Devido a unicidade,

C ~ Spec(Oc ® L71).

Como sera visto a seguir, nao existe uma tinica estrutura de O¢-dlgebra sobre O ® L7,

mas cada qual depende da escolha do divisor de ramos.

Seja £ uma fibragao linear sobre C'. Dado um divisor efetivo e reduzido B € |£?|, existe

um isomorfismo

¢: L2 — Oc(—B) C Oc.

Este isomorfismo induz sobre o Oc-médulo coherente O @ L£7' uma estrutura de Oc-

algebra onde a operacao soma ¢é a usual e a operacao multiplicacao ¢ dada por

(a+10)-(b+m):=(a-b+o(l®@m),a-m+b-1),
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sendo a e b segoes de O¢ e | e m secoes de L. A projecao natural
7 :Spec(Oc @ L7') — C = Spec(O¢)

¢ um recobrimento duplo. De fato, C' pode ser recoberto por abertos afins U; = Spec R;,
onde 7~ 1(U;) = Spec(R;[z]/(z* — Bi), Bi € R;. Os zeros de f; sao os pontos z; onde
H(L72) # Oc, isto é, sao os pontos do divisor B. Portanto, o divisor B é o divisor de

ramos de 7 (cf. [56]). Das consideracoes feitas, segue que m,.Ogpec(opac—1) = Oc & L7

O conteudo do Teorema seguinte é uma sintese do que foi discutido até aqui.

Teorema 3.1. Senw:C — C é um recobrimento duplo com ramos nos pontos do divisor

B, entao a inversa da fibragdo linear coker(Oc — m.Og) € uma fibragdo linear L tal que
.05 ~0c® L' e L*~0c(B).

Reciprocamente, dados L € Pic(C) e B € |L?|, existe um tnico recobrimento duplo 7 :
Spec(Oc @& L7') — C com ramos nos pontos do divisor B tal que T Ospec(Ocwr—1) =~

Oc @ L7'. As construgoes sio inversas uma da outra; em qualquer caso
we T (we®L) e Ny(M)~det(n.M)® L, M e Pic(C)
0

Pelo Teorema, 3.1 existe uma correspondéncia 1 — 1 entre o conjunto dos recobrimentos
duplos 7 : C—Ce R, € o conjunto das ternas do tipo (C, £, B). Dados dois recobri-
mentos duplos isomorfos, 7 : C—oCern :C = , diz-se também, sem ambiguidade,

que as ternas (C, L, B) e (C', L', B') associadas aos recobrimentos, sdo isomorfas.

O Corolario seguinte é uma aplicacao da teoria de variedades abelianas.

Corolario 3.2 ([15])). Dado um divisor efetivo e reduzido B € Div(C) de grau par 6,
existem exatamente 229 fibragdes lineares ndo equivalentes L € Pic®/?(C) tais que L* ~
Oc¢(B). Em particular,

#Rco(B) = 2%.

Demonstra¢cao: A multiplicacao por 2 sobre a Jacobiana J da curva C' define uma
isogenia 2; : J — J, M — M®2 cujo nicleo é um subgrupo isomorfo ao grupo (Z»)%.

Logo, existem exatamente 2% fibragoes lineares, My,..., My, € J, ndo equivalentes, tais
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que M? ~ O¢. Por outro lado, fixado um ponto xy € C, uma vez que 2; é sobrejetora,
existe um divisor D de grau zero tal que 2D ~ B — §zq. Defina £; := M;(D + gxo). Para
provar a unicidade, basta ver que se £2 ~ O¢(B), entdo (L(—D — 2x0))* ~ £?(—2D —
dxg) ~ O, isto é, para algum indice i, £ ~ M;(D + gxo).

Exemplos: construgoes de recobrimentos duplos ramificados

A seguir dois exemplos de como construir recobrimentos duplos a partir dos conceitos

acima.

1) (cf. [43, teo. 2.2]) Dado um divisor reduzido B € Div(C') pretende-se construir um
recobrimento duplo cujos pontos do suporte de B sejam ramos. Seja D = D'+ B um
divisor reduzido tal que deg(2D — B) > 2g + 1, entdo |2D — B| é muito amplo. Pelo

Teorema de Bertini, existe um divisor efetivo e reduzido B’ tal que
2D ~ B+ B'.

Defina £ := O¢(D). Uma vez que £* ~ Oc(B + B'), pode-se considerar o recobrimento
duplo definido por (C, L, B + B').

2) (cf. [15]) Dados dois recobrimentos duplos (C, L, B) e (C, L', B"), ambos sobre C,
associa-se um terceiro recobrimento duplo de C por (C, L&L'(—(B, B')), B+B'—2(B, B')).
Se os divisores B e B’ sao disjuntos entao o divisor dos ramos deste terceiro recobrimento
é precisamente a soma de ambos. Se os divisores B e B’ sdo iguais entao este terceiro
recobrimento nao ramifica-se. Esta associacao permuta estes trés recobrimentos entre si,
correspondendo cada dois ao terceiro. Isto mostra que R¢e admite uma estrutura de grupo
de expoente 2. Esta operagao, quando restrita a R¢ o, coincide com o produto usual sobre

os pontos de ordem 2 sobre a Jacobiana da curva.
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Variedades de Prym

Pelo Teorema da Irredutibilidade de Poincaré, dada uma subvariedade ¥ < X de uma
variedade abeliana, existe uma maneira canonica de descrever uma outra subvariedade
complementar Z — X e uma isogenia Y x Z — X (cf. [45, 54]). A wariedade de Prym
associada ao recobrimento duplo 7 : € — C ¢ a subvariedade da Jacobiana J (5) de
5, complementar a subvariedade 7*J(C). O contetido do que segue trata dessas duas
subvariedades com o propésito de descrevé-las em termos dos elementos que definem o

recobrimento duplo. Algumas referéncias auxiliares sao [45, 56, 59, 63, 65].

Variedades de Prym

Sejam 7 : C = (C,L,B) — C um recobrimento duplo de curvas algébricas, JelJ
as Jacobianas associadas e Ag e Ae as polarizagoes, onde O e O sio os divisores Theta

correspondentes. Entre JelJ pode-se considerar as aplicagoes
™:J—=J e NW::]V—L],

que sao relatadas por

Nyon"=2; e 7w oN=15+o0,

onde o ¢ a involugao associada ao recobrimento 7. Fixados pontos 7(Zy) = xg, 0 seguinte

diagrama ¢ comutativo

—J

1

: ~ * * A% : * \—1 __ _ * \—1 _
As aplicagoes a3 e o}, sdo isomorfismos tais que (af )™ = —Age (aj )" = —Ae (cf.

Qg
—_

pag.34). Aplicando Pic®(-) no diagrama acima, se tem o seguinte diagrama de aplicagoes

s ~

J— Pic®(J)

Nﬁ(/ Tﬂ* N;T \‘(W*)*
\ /
J‘AT%PZC()(J),



logo

(7*)* =Ag o N o 7\(})1 e Ni=MNgom oAg'.

O morfismo 7* se decompoe em uma isogenia 7 e um mergulho i,-;. Denotando por A«

a polarizagao induzida por Ag sobre 7*J, se tem o seguinte diagrama comutativo

T W 5
e

Lema 3.3. Os divisores (W*)*é e 20 definem polarizacoes algebricamente equivalentes.

*

Demonstragdo: Uma vez que Ag' o Mg = 2; = Nyo7* = Agl o (7*)* o Ag o7 =
7\(:)1 o A(ﬂ*)*é, entao Aog = A(ﬂ*)*é- Pela Proposicao 2.1, as polarizacoes induzidas pelos

divisores (W*)*é e 20 sao algebricamente equivalentes.
O

A componente conexa (Ker N;)o é a subvariedade de J obtida canonicamente pelo
Teorema da Redutibilidade de Poincaré (cf. [45, 54]). A descrigao desta subvariedade em
termos dos elementos definidos acima é o contetido do proximo Lema, que é o ponto de
partida para a definicao principal deste capitulo.

Lema 3.4.

Ker(ikern,y, ©Ng) =77 = Ker(1 —o0") = (1+0")J

Ker(iy.;0Ag) = Ker(Ng)o = Ker(1+0%)g = (1 —0")J.

Mais ainda,

dim Ker(N;)o=g—g e dimn"J=yg.
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Demonstrac¢ao: Uma vez que dim J = g entdao também dim 7*J = g. Como 7% o N, =
154 o*, entdo Ker (N;)o = Ker (15 4+ 0*)o, e sua dimensao ¢ g — g. Por um lado, se
tém as seguintes inclusoes (1; — 0*).J C Ker (1;+ 0%)g ¢ Ker (1; — %)y C 7*.J. Por
outro lado, verifica-se que a aplicagdo 7* o N, restrita a Ker (1; — o*) é a isogenia 25.
Portanto, Ker (1; —o*) = 7*J e dim (1; — 0*)J = §— g = dim Ker (1; + 0*). Dai,
(1, —0*)J = Ker (1, + 0%)q.

O

E conhecido que o numero de componentes conexas de Ker N, é a cardinalidade de
Ker ©*. Por outro lado, 7* é injetora se, e somente se, m é ramificado. Dai que, se o
recobrimento duplo 7 : C — C 6 ramificado, entdao Ker N, ¢ uma variedade conexa (cf.
[33, lemmal.1], [56, 63]).

A wariedade de Prym associada ao recobrimento duplo ramificado 7 é a variedade de
dimensao g — g definida por
P, .= Ker N;,.

Define-se a variedade de Prym para recobrimentos que nao sao ramificados como sendo
a componente conexa de Ker N, contendo a origem. Contudo, a menos de breves comen-
tarios contextualmente distinguiveis, em nenhum momento ao longo da dissertacao esta

hipétese estara sendo assumida.

A definicao da variedade de Prym como a componente conexa da aplicacao norma
contendo a origem é usual (cf. [52]), mas convém chamar a atengdo que trata-se de
uma descrigao distinta da dada na referéncia [45]. Naquele caso define-se a variedade de
Prym como sendo um caso especial das variedades de Prym-Tyurim, que sao variedades
que admitem polarizagoes principais. Segundo um teorema de Mumford (cf. [56]), estas
defini¢des coincidem apenas se o recobrimento duplo é ramificado no méximo em dois

pontos.

Denote por Ap, a polarizagao induzida por Ag sobre P;.

Lema 3.5. Ker (Apy) =7*J N P, = Ker (Ap,).

Demonstragdo: Basta notar que Ker(A«y) = Ker(if.; 0Ag 0izy)) =it (Ker(it. ;o

Ag)) = i+, (Ker N;) =7*J N Py. A outra igualdade ¢ obtida analogamente.
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Pelo Lema 3.4, a dimensao da variedade de Prym ¢é dada por

~ )

dimP,r:g—g:g—1+§.

Pelo Lema 3.3, o tipo da polarizacao associada ao divisor (7%)*© é (2,...,2), onde 2
ocorre g vezes. Disto, e do Lema 3.5, segue que a restricao do divisor O sobre P, define
um divisor i};ﬂé associado ao recobrimento duplo 7, chamado divisor Prym-Theta, cujo

tipo da polarizagao associada é
D=(1,...,1,2,...,2),

onde 1 aparece (g — 1) vezes e 2 aparece g vezes. Em particular, a polarizagao induzida
pelo divisor Prym-Theta é principal se, e somente se, 6 = 2. Este é o resultado que foi
demonstrado por Mumford em [56], incluindo o caso em que o recobrimento duplo nao é

ramificado (cf. [45, 12.3.3]).

Considere os espagos

Rgys = {recobrimentos duplos de curvas de género ¢ ramificados em ¢ pontos}

Ay 115 p = {variedades abelianas com polarizagao D

)
e dimensdo g — 1 + 5}
A aplicacao de Prym é a definida por

Rys — Ay 1450 5 (C =5 C) — (Pr,0p (i3, 0)).

As descricoes dos espacos das variedades abelianas com polarizacoes com um tipo prescrito

sao dadas em [45, cap. §].

Variedades de Prym: descrigcao topolégica

Dado um recobrimento duplo 7 : C = (C,£,B) — C, a variedade de Prym P, é
a subvariedade da Jacobiana J (5) cujos elementos sao os anti-invariantes pela acao da
induzida ¢* da involugao associada ao recobrimento, enquanto que os elementos de 7*J

sao os invariantes (cf. Lema 3.4). Isto permite descrever a variedade de Prym como o
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quociente de um subespago do espaco de se¢oes H(C,wg) (cf. [47]). De fato, a descrigao

topoldgica da Jacobiana de C é o toro complexo

J(C) = M
H\(C,Z)

A acdo de ¢ induzida sobre os espagos Ho(é,wé)* ¢ Hy(C,Z) os decompdem em uma
parte de elementos invariantes e outra parte de elementos anti-invariantes: uma vez que
Twa =~ we ® (we ® L), entdao HO(C,mwgz) = HY(C,we) @ HY(C,we @ L), sendo que os
elementos do espago H°(C,wc) sdo os elementos invariantes pela agdao, enquanto que os

elementos do espaco H°(C,we ® L) sao os elementos anti-invariantes pela acao. Dalf,

p — HO(C, we ® ﬁ)*
Hl(av Z)_

Y

onde Hy(C,Z)~ corresponde a parte dos elementos anti-invariantes de Hy(C, Z) obtida
pela acao da involucao o. A variedade de Prym P, é um toro complexo quociente do dual
H°(C,we ® L)* pelo reticulado Hl(CN’, Z)~. Portanto, o espago tangente projetivizado em

qualquer ponto de Py, transladado para a origem, identifica-se com PH°(C,we ® L£)*.

A aplicagao de Gauss sobre os pontos nao-singulares do divisor Prym-Theta fornece
hiperplanos em PH?(C,we ® L)*. Isto permite estudar as intersecoes destes hiperplanos
com o modelo de C' no espago das secoes definido pela fibracao linear we ® £, também

chamada de fibragao semicanonica. Tal é o conteiido do Capitulo 3.

Semigrupos de Weierstrass e Recobrimentos Duplos

Os semigrupos de Weierstrass das ramificagoes dos recobrimentos duplos podem ser
descritos em termos dos elementos que descrevem o recobrimento. Este é o contetido desta

segao, cujas referéncias auxiliares sao [10, 71].

O semigrupo de Weierstrass de um ponto z € C' é o subsemigrupo de N dado por
H(z):={neNy; 3 feC(C) com () =nx}U{0}.

A existéncia de uma fun¢ao meromorfa com um tinico pélo em = de ordem 7, é equivalente

a uma inclusdo prépria H°(C,Oc((n — 1)x)) € H°(C,Oc(nzx)). Portanto, o semigrupo
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H(z) caracteriza-se a partir da cadeia de espagos de segoes

C~ H°(C,0¢) C HY(C,O¢(x)) € H(C,0c(22)) C ...

As lacunas de Weierstrass associadas ao ponto x sao os inteiros positivos do complemento
G(z) := N\H(z), enquanto que os inteiros de H(x) sdo as ndo-lacunas de Weierstrass

associadas ao ponto x. Pelo Teorema de Riemann Roch,
#G(x)=9g e Gx)={l<...</l,},

sendo que, necessariamente, ¢; = 1 e £, < 2g — 1. Um ponto de Weierstrass ¢ um ponto
x tal que a g-ésima lacuna /¢, ¢ diferente de g. Em particular, G(z) = {1,..., g} sempre
que z nao é um ponto de Weierstrass (cf. [3, pag. 41]).

A primeira nao-lacuna nao-nula ¢ + 1 do semigrupo H(z) é o primeiro inteiro posi-
tivo que satisfaz a desigualdade H°(C,O¢(cx)) € H°(C,Oc((c + 1)x)). Em particular,
h(C,Oc(cz)) = 0 e h°(C,Oc((c + 1)x)) = 1 . Nos capitulos posteriores, esta primeira
nao-lacuna terd um importancia distinguida para os resultados anunciados.

Seja 7 : C = (C,L,B) — C um recobrimento duplo ramificado. O conteido do que
segue trata das relagoes possiveis entre os semigrupos de Weierstrass que aparecem nas
ramificagbes do recobrimento em relagao aos semigrupos de Weierstrass dos ramos corre-

spondentes.

Dado um ramo 7 (Z) = = de m, pretende-se relacionar os semigrupos H(z) e H(z). A

aplicacao entre as fibragoes

C’)C([g]x) — m.0g(nx)

S +—— SoT

¢ injetora. Uma vez que as dimensoes das fibras de O¢([5]r) e m.Ogz(nz) sao 1 e 2

respectivamente, existe uma fibracao linear invertivel M que define a sequéncia exata
n -
0— OC([E]x) — m,05(nz) — M — 0.

Aplicando o determinante nesta sequéncia e usando que M =~ det M, segue do Lema
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3.1 que

2!

~ NA(Op(n)) © L7 ® Oc(~[5]2)

n+1
) |x).

M~ det m,.05(nT) @ det(Oc(]

~ L7

A aplicacao m,0z(nz) — Oc([5]x), a = (a + o(a))/2, define uma secao para a

sequéncia, logo
n+1

2

7.0a(nF) = oc([g]x) o £ ().

Uma vez que o recobrimento 7 é finito,

(G, 04(n) = H'(C, Oc([3]0)) & HO(C, £ ("5 1a).

Por esta decomposigao, o calculo das dimensoes dos espagos das se¢oes fornece informacoes

sobre os semigrupos de Weierstrass tanto do ramo x quanto da ramificacao correspondente

z.

Lema 3.6. Dados um recobrimento duplo 7 : C — C com ramo m(Z) = x e um inteiro
positivo a,

(1) 2a € H(T) se, e somente se, a € H(x).

(2) 2a+ 1 € H(T) se, e somente se, h°(C,wc @ L(—(a+ 1)z)) = h°(C,we @ L(—ax)).

Demonstragao: As equivaléncias em ambos os itens sao consequéncias do Teorema de

Riemann-Roch.
O

O Lema 3.6 estd essencialmente demonstrado em [10], sendo que o item (1) foi anunciado

por Kato em [32]. O Corolério seguinte é o Lema 3.6 em forma equivalente.

Corolario 3.3. Dados um recobrimento duplo = : C — C com ramo m(T) =z e um
inteiro positivo a,
(1) 2a € G(T) se, e somente se, a € G(x).

(2) 2a+1 € G(T) se, e somente se, h°(C,wec @ L(—(a+1)z)) = h°(C,we @ L(—ax)) — 1.
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O

Pelo Lema 3.6, os elementos pares do semigrupo H () determinam e sdo determinados
pelo semigrupo H (z), enquanto que os elementos impares de H(Z) sdo obtidos a partir da

cadeia de inclusoes dos espagos das secoes

H(C,we @ L) D H(C,we ® L(—x)) D HY(C,we ® L(—22)) ...

A primeira nao-lacuna fmpar v = 25 4+ 1 do semigrupo H(z) é tal que f é o primeiro
inteiro positivo que satisfaz a igualdade H°(C, we ® L(—fx)) = H*(C,wc @ L(—(8+1)x)).
Assim como a primeira nao-lacuna de H(z), a primeira nao-lacuna fmpar v de H(T) tera

um importancia distinguida para os resultados anunciados.

Corolério 3.4. Ezistem exatamente g nao-lacunas imparesy =71, ...,7v, € H(x) menores

que 2g.

Demonstragao: Uma vez que h°(C,wc® L) = g—1+6/2 e deg(wc® L) =29 —2+6/2,
entao g ¢ precisamente o numero de igualdades na cadeia de inclusoes dos espacos das
segoes HY(Ciwe @ L) D HY(C,we @ L(—x)) 2 HY(C,we @ L(—22)) .. ..

O

Pelo Corolario 3.4, para determinar o semigrupo H(z) basta determinar as nao-lacunas

impares 7;’s, uma vez que
H(x)=2H(z)U{n,...,7t U {29, =}

No Capitulo 5, algumas propriedades desses semigrupos serao dadas em um contexto
exclusivamente aritmético. A motivacao é o cdlculo das dimensoes dos espacos das segoes
a partir das ndo-lacunas impares 7s. Por indugao, pondo 7; = 2f; + 1, pode-se verificar
que

RY(C,we @ L(—Bix)) =g —1+6/2+B1 — B + (i — 1).
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Exemplo (cf. [43])

Dado um ponto z € C' pretende-se construir um recobrimento duplo 7 com ramo 7(z) = z

cujo indice de ramificagao ¢ é tal que 6 — 1 € H(Z).

Para cada inteiro par 6 > 2g + 2, o sistema linear |(6 — 1)x| ¢ muito amplo. Pelo
Teorema de Bertini, existe um divisor efetivo e reduzido B tal que dx ~ x + B. Defina
L := Oc(6/2x). Uma vez que L? ~ Oc(x + B), pode-se considerar o recobrimento duplo
definido por C = (C,L,z+ B). Seja T a ramificagdo sobre x por este recobrimento. Uma
vez que deg(L7H([(6 — 1)/2]z)) < 0 e L71((6/2)x) ~ O¢, entao ho(é,(’)@(@ —2)1)) =
hO(C, 0c((2 = 1)z)) e h(C, O4((6 — 1)F)) = hO(C, Oc((3 — 1)z)) + 1. Portanto, § — 1 €
H(Z).
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4

O Divisor Prym-Theta e os Semigrupos

de Weierstrass

Por analogia ao método de Andreotti para o Teorema de Torelli (cf. [1]), pode-se
considerar o lugar onde a aplicagao de Gauss sobre o divisor Prym-Theta se degenera. Os
pontos deste conjunto podem ser representados por um conjunto especifico de divisores
regulares do recobrimento duplo. Com tal descricao, pode-se contar as cardinalidades das
fibras da aplicagao de Gauss. O propésito deste capitulo é determinar esses elementos, que
sao invariantes por translagoes do divisor Prym-Theta. O resultado principal desta tese,
o Teorema A dado na introducao, serd enunciado e demonstrado. Algumas referéncias

auxiliares para este capitulo sao [45, cap.4.4], [52, se¢.4], [17, 34].

O Divisor Prym-Theta

Seja 7 : C : (C,L,B) — C um recobrimento duplo com divisor Prym-Theta associado
=. Por analogia com o divisor Theta da Jacobiana, pode-se representar o divisor = como

um subconjunto de fibragoes lineares de W5_;. De fato, defina
P, = N we® L) e == G-1 N P,.

Dual ao isomorfismo entre J e Pic?~1(C), que associa M +— we®L® M, pode-se identificar

(]/3}, é) com (P,,Z). O ponto de partida para provar esta afirmacao é o seguinte Lema.

Lema 4.1 ([56]). Ewziste uma fibragdo linear & sobre C' tal que

P ~ws e Ni(k) ~we® L.

Demonstragao: Seja r uma fibragio linear sobre C' tal que k? ~ w¢ (theta-characteristcs)
55
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¢ sejam z1,...,xs ramos de m, onde s = /2. Uma vez que deg L(— ;| ;) = 0, existe
um divisor D tal que O¢(2D) ~ L(—>"7_, x;), onde T; € C ¢ tal que 7(Z;) = z;. Defina

R o= (5(D)) ® 0a(YL, ).
OJ

Corolario 4.1. Seja k como no Lema 4.1, entao a aplicacio P, — ]37” dada por M +—
M ® K, define uma bijecao entre Py e ﬁr. Mazs ainda, a menos de uma translacao de (:j,

esta aplicagao também define uma bijecdo = — =,

Demonstracgao: Seja M € P, entao N (M ®@K) ~ N (M) ® Ny(k) ~ Oc ® (wc ® L) ~
we ® L, logo M Q@ k € P. Reciprocamente, seja N € ]3, entao N (N ® k1) ~ N (N) ®
Ny(FY) =~ (we ® £) ® (we ® L)~ ~ Oc. Isto mostra que existe uma bijecdo Py — Ps.

Uma vez que W5_1 — K e O sao algebricamente equivalentes, transladando © se necessario,

(i

pode-se supor diretamente que W5_1 = O+F% (cf. pag. 33). Dai que os elementos de
sao os elementos M ® k tais que M € =. Isto mostra que a aplicacao anunciada define

uma bijecao = — =.
OJ

Pelo Teorema da Singularidade de Riemann (cf. pag. 34), os pontos nao-singulares de
W5_1 sao as fibracoes lineares (95(5) representadas pelos divisores efetivos e regulares
de grau g — 1, isto é, tais que ho(é, 5) = 1. Para descrever os divisores cujas fibragoes

lineares representam a parte nao-singular de =, sera utilizado o seguinte Lema.

Lema 4.2. Seja D € Div?(C) e considere o diagrama de aplicagoes

N D] ¢

T

|D|—— .

Seja D=r"A+E ¢ N-YD|, onde A e E sio divisores efetivos sendo A de grau mdximo.
1) N7YD| € nio-singular em D se, e somente se, h°(C, Ny(D) — A) = h°(C, N.(D)) —
deg(A).

2) Suponha que NZ'|D| é nao-singular em D, entio N, In-1py : N HID| = | D] ndo se

degenera em D se, e somente se, N, . C4 = C4 ndo se degenera em D.
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Demonstragao: (cf. [34, prop. 0.1]).

O
Lema 4.3. O conjunto dos pontos nao-singulares de = ¢ descrito pelo sequinte conjunto
de classes de divisores requlares

=" ={0sD); DeC&Y | No(D)~we® L e h’(C,D) =1}.

reg

Em particular,

~

Sing Z = (Sing Ws_1) N Py.

~
—ns

Demonstragdo: (esbogo) Por um lado, =" C WZ*,, logo cada (’)5(13) € 2" 6 tal que
No(D) ~ we ® L e h°(C,D) = 1. Basta mostrar que todo Oz(D) € W25 N P ¢ um
ponto nao-singular de =. De fato, suponha que D=nA+FE ,onde A e E sdo divisores
efetivos sendo A de grau méaximo. Disto, e da férmula da projegao (cf. pag 40), segue que
1=h(C,D—E) = hO(C,7*A) = h°(C, A)+h°(C, L7(A)), logo h°(C, L71(A)) = 0. Pelo
Teorema de Riemann-Roch, h%(C, Ny (D)—A) = h%(C,we@L(—A)) = g—1+6/2—degA =
ho(C, Nﬂ(ﬁ)) —deg(A). Pelo Lema 4.2, o resultado segue.

A Aplicacao de Gauss sobre o Divisor Prym-Theta

Dado um recobrimento duplo 7 : C: (C,L,B) — C, a variedade de Prym P associada é
um toro complexo que é um quociente de H°(C, we ® £)* por um reticulado (cf. pag. 49).
Cada espaco tangente Tp,. identifica-se com H°(C,we ® L)*. Seja = o divisor Prym-Theta
associado. Dado p € =™, o tangente Tz, é um espago vetorial de dimensao g—2—4/2, que,
transladado para a origem, é um subespago do espago vetorial Tpy = H(C,we @ L£)*. O
tangente projetivizado PTpq identifica-se com PH?(C,we ® L)*, o espago dos hiperplanos
de PH(C,wc ® L). A aplicagio de Gauss de = em P ¢ a aplicagao que associa a cada
ponto p € =" o tangente projetivizado P71z, transladado a um subespaco de PTpy, isto

€,

Gz:Z" — G(g—3—-0/2,PH(C,wec ® L))
p PTE,p - PTP,O



58

Por passagem ao dual, a imagem de um ponto pela aplicacao de Gauss pode ser descrita

pelo espaco de dimensao 1 que define o anulador do tangente de = neste ponto:

Gz : 2" — PH(C,we ® L).

O contetddo do que segue trata das relagoes entre a aplicacao de Gauss G= do divisor
Prym-Theta = e a aplicacao de Gauss Gg do divisor Theta © da Jacobiana J(C). Uma vez
que a aplicagao de Gauss Gz descreve hiperplanos em PH?(C,we @ £)*, pode-se estudar
suas intersecoes com o modelo de C' no espaco das secoes definido pela fibracao linear

we @ L.

A aplicacao semicanonica é a aplicagao
¢r:C—PH(Cwe ® L), ¢r(x) = |we ® L(—x)] +,

definida pelo dual do morfismo dado pelo sistema linear |we ® L|. O modelo semicanénico
de C' é a curva Cr no espago PH?(C,we ® L), cujo dual é ¢.(C) (cf. [17, 52]).

Suponha que a fibragao semicanonica we ® L é globalmente gerada. Isto significa que
o modelo semicanonico nao estd contido em nenhum hiperplano do espaco PH®(C,we ®
L). Uma vez que deg(wec ® L) = g — 1, cada hiperplano no espago intercepta a curva

semicanonica em g — 1 pontos, contando multiplicidades.

Dado um divisor D € C9~Y o span ¢.(D) define um hiperplano em PH(C,we ® L£)*
(cf. pag. 30). Isto define uma aplicacao associada a fibragdo semicanonica we ® L,
a aplicacao s : C9°! — PHY(C,we ® L£)* dada por D m, chamada de aplicacao
secante. Compondo a aplicacao secante s com a aplicagao norma N, se tem uma aplicagao

S:Ci 1 5 PH %(C,we ® L)* dada pelo seguinte diagrama comutativo

OG-

T

G- —= PH(wg ® L)*.

O dual gbc(D)v é um ponto de PHY(C,we ® L) dado pelo subespaco de H(C,we ® L)
de dimensao 1 que gera o anulador do hiperplano ¢,(D). Isto define uma aplicacao s :

C9 ! — PHY(C,we ® L), dada por D qﬁ,;(D)v, que é a aplicacao secante dualizada.

Analogamente, compondo a aplicagao s" com a aplicacao norma N, se tem uma aplicacao
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SV C7' - PHO(C,we @ £) dada pelo seguinte diagrama comutativo

OG-

o~

oG- —=% PH(wg ® L).

Uma vez que H(C,wz) ~ H(C,we) ® HY(C,we ® L), entdo PHO(C,we) é um (g —
1)-plano de PHO(C,wg), enquanto que PH(C,we ® L) é um (g — 2 + §/2)-plano de
PHO(C, wg). Deste modo, pode-se definir uma aplicagao h : PHO(é’,wa) — PH(C,we ®
L), que é a aplicagao projecao com centro em PH?(C,wc) (cf. [53, pag. 98]). Por duali-
dade, define-se a projecao h¥ : PHO(C,wg)* — PH(C,we ® L)* com centro PH(C, we)*.

O diagrama seguinte é comutativo

P ~
C >~ PH'(wg)*
W\L hvl

& *

Mais geralmente, o diagrama seguinte ¢ comutativo

GG PH(wg)*

v e ]

OG- —=2 PH(ws ® L)".

Pelo Lema 4.3, pode-se supor =" < 67;‘5,;]1. Identificando (J,©) com (Pici}(C), Wi_1),

~ o~

e identificando (Py, Z) com (P, Z), a aplicagdo de Gauss sobre o divisor Prym-Theta cor-
responde a aplicacao secante dualizada SV restrita ao conjunto =" dos divisores regulares

D € C@D tais que N, (D) ~ we ® L, logo
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O diagrama seguinte ¢ comutativo:

Wons
j :
én C—> C’/‘gg 2 ]P)HO (wé)

] e

Gz

Dado D € 2", a imagem Gz(D) é a projecio por h de Gg s(D D), logo G=(D) determina o
hiperplano de PH° (ws ® L)* que intercepta o modelo semicanonico nos pontos do divisor
Nﬂ(ﬁ). Se Gz se degenera sobre D entdo a aplicagao de Gauss Gg também se degenera.

Disto e do Lema 2.3 segue o seguinte Teorema.

Teorema 4.1. Seja 7 : C = (C,L,B) — C um recobrimento duplo ramificado tal que a
fibragao linear wc®L é globalmente gerada. A aplicagio de Gauss Gz : 2" — PH(wc®L)
se degenera sobre os pontos E+7 € E" tais que ou T € uma ramificagao ou o(T) € E,
ou seja, sobre os pontos E +x € =" tais que K& — E — 2% ¢ linearmente equivalente a

um divisor efetivo.

Demonstragio: Cada E+7 € 2™ étal que hO(C, E+%) = 1e Ké—E—E ~ oE+0o(%).
Se a aplicacao de Gauss Gz se degenera sobre o ponto E+7 € =™ entdo a aplicagao de
Gauss Gg também se degenera. Pelo Lema 2.3, o divisor Kz — E—27 ~oE + o(z) -7
é linearmente equivalente a um divisor efetivo, logo h°(C,oE + o(Z) — Z) > 1. Por outro
lado, uma vez que h°(C,0E + o(F)) = 1, entdo h°(C,0E + (%) — %) = 1. Segue que
7 € Bs|oE + o(%)|. Isto significa que todo divisor efetivo de |oE + o(F)| contém o ponto

Z. Portanto ou o(Z) =% ou 7 € oE.
U

O Teorema 4.1 indica a possibilidade de uma relacao mais estreita entre as ramificagoes
de 7 e os hiperplanos do espago das secoes de we ® L dados pelos divisores D e =ns
que definem o lugar onde a aplicagao de Gauss Gz se degenera. Convém eliminar a
possibilidade de o divisor D conter mais que um ponto de ramificagao e pontos involutivos

entre si. Para tanto é suficiente que a curva C nio contenha pontos bitangentes. De fato,
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as fibragoes lineares M € P sao caracterizadas pela condigao
oM @ M = wg,

onde ¢ é a involucao associada ao recobrimento duplo. Disto segue que, dados dois pontos
T e 7y que sejam ou ambos ramificados ou involutivos entre si, se F + 1 + y € P, entao
K&z —E — 27 — 2y ~ ok, logo é um divisor linearmente equivalente a um divisor efetivo,

o que significa bitangéncia em = e i (cf. pag. 31).

Corolario 4.2. Seja 7 : C = (C,L,B) — C um recobrimento duplo ramificado tal que
C ¢ livre de bitangentes e a fibragao linear we ® L é globalmente gerada. A aplicacao de
Gauss Gz : E™ — PH(we ® L) se degenera sobre os pontos E+af € ", onde T ¢ uma
ramificacdo de ™ e o divisor E € livre de ramificagoes e pontos involutivos entre si. Mais
ainda, o lugar dos ramos Bg. da aplicacao de Gauss Gz € dual ao lugar dos ramos da
aplicagcao ¢p o . Em particular, se a fibragao linear we @ L € muito ampla, entao B

consiste de & hiperplanos distintos.

Demonstra¢ao: Uma vez que C é livre de bitangentes, os divisores de P nio possuem
mais que duas ramificagoes e nao possuem dois pontos involutivos entre si. Disto, e
do Teorema 4.1, segue que os divisores D € E" onde G= se degenera sao os que nao
contém pontos distintos involutivos e que contém uma unica ramificacao. Isto demonstra a
primeira parte enunciada. Para provar a afirmagao sobre ‘B_ basta ver que o dual de cada
G=(E + o), onde 7 é uma ramificacio de 7, é um hiperplano em |we @ £(—7(F))| + 7(Z).
Para provar a ultima parte, seja y uma outra ramificagao e suponha que |we® L(—n(7))|+
7(Z) e |we @ L(—7(y))| + 7(y) nao sdo distintos, entao m(y) € Bs|lwe @ L(—7(T))|, o que

implica que a fibracao linear we ® £ nao é muito ampla.
O

Pelo Corolario 4.2, com as mesmas hip6teses, o conjunto dos hiperplanos (de hiperplanos)

que definem o lugar dos ramos B¢ da aplicagao de Gauss Gz é dado por

{lwe ® L(—2z))|+z ; = € B}.

Os conteidos do Teorema 4.1 e do Coroldrio 4.2 estao essencialmente em [52, se¢. 4],
onde um resultado analogo foi demonstrado partindo da escolha de um recobrimento duplo

genérico, que garante as hipdteses dos resultados enunciados. Argumentacao similar pode
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ser encontrada em [34] no contexto de recobrimentos duplos nao-ramificados. A distingao
dos resultados acima estd na descricao explicita dada para os divisores cujas fibracoes

lineares associadas definem o lugar onde a aplicacao de Gauss Gz se degenera.

As Fibras da Aplicagao de Gauss G= e os Semigrupos de Weierstrass

Seja m : C = (C, L, B) — C um recobrimento duplo com variedade de Prym associada
P e divisor Prym-Theta associado =. Nesta secao sera demonstrada a existéncia de uma
conexao entre a cardinalidade das fibras da aplicagao de Gauss G= com os semigrupos de

Weierstrass das ramificacoes e dos ramos do recobrimento duplo.

Se o recobrimento 7 € livre de bitangentes e a fibragao semicanonica w ® L é globalmente
gerada, entao, pelo Coroldrio 4.2, existe uma dualidade entre os ramos de 7 e o lugar dos
ramos da aplicagdo de Gauss G=z. Com isto em vista, convém considerar o conjunto de
inteiros

A(m)y:={aeN; IE+a7 €= e i & E}.

Os inteiros a € A(7), sao tais que sobre algum E+4aZ e é”s, tal que = ¢ E , a aplicacao
de Gauss Gz se degenera. Os Lemas seguintes sao o ponto de partida para o resultado

principal desta tese, seus contetidos tratam acerca das paridades das dimensoes dos espacos
das secoes (cf. [34, 35]).

Lema 4.4 ([29]). Seja L uma fibragdo linear sobre C. Dados dois divisores efetivos e dis-
juntos D, E € Div(C), se h°(C, L) = h°(C, L(—D)) entao h°(C, L(—E)) = h°(C, L(—D —
E)). Em particular, se p & Bs|L| e p & D entao p ¢ Bs|L(D)|.

Demonstracao: Por hipétese H°(C,L) = H°(C,L(—D)). Como D, E sao disjuntos,
entao H*(C, L(—(D+E)) = H*(C,L(—D))NnH*(C, L(—F)) = H°(C, L)NH*(C, L(—E)),
logo H°(C,L(—(D + E)) = H°(C, L(—E)), pois, sendo E e D efetivos, ambos 0s espagos
estao contidos em H°(C, L).

O

Lema 4.5. Dados M € P, e p € C, entio p ¢ Bs|M| se, e somente se, o(p) €
Bs|M(o(p))]

Demonstragao: Se M € P entdo oM ®@ M ~ wg. Pelo Teorema de Riemann-Roch,
p & Bs|M| < p € Bslwz @ M~'(p)| & p € Bs|(eM)(p)| & o(p) € Bs|M(a(p))|.
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O

Coroldrio 4.3. Dados M € P, e p € C um ponto ndo ramificado de 7, entio p & Bs| M|
se, e somente se, h°(C, M(o(p) —p)) = h°(C, M) — 1.

Demonstragdo: (=) Suponha que o ponto p ¢ Bs|M|. Pelo Lema 4.4, uma vez que
p nao é um ponto de ramificagao, p & Bs|M(o(p)|. Pelo Lema 4.5, o(p) € Bs|M(c(p))|.
Logo, h°(C, M(a(p) —p)) = h°(C, M((p))) — 1 = h*(C, M) — 1. (<) Se h(C, M (o (p) —
p)) = h%(C,M) — 1, entdao h°(C, M(c(p))) > h°(C,M) > hO(C,M(c(p) — p)), logo
hO(C, M(o(p))) = h°(C, M). Daf que o(p) € Bs|M(c(p))|. Pelo Lema 4.5, p & Bs|M]|.

O

O Teorema seguinte, que é o Teorema A dado no capitulo de introducao, é o resultado
principal desta tese e descreve uma conexao entre a cardinalidade das fibras da aplicagao
de Gauss Gz e os semigrupos de Weierstrass das ramificagoes e dos ramos do recobrimento
duplo. Dado um ramo 7(z) = x, dois elementos dos semigrupos H(Z) e H(x) devem
ser destacados, a saber, a primeira ndo-lacuna impar v de H(7) e a primeira ndo-lacuna
nao-nula ¢ + 1 de H(z).

Teorema 4.2 (A). Seja 7 : C= (C, L, B) — C um recobrimento duplo ramificado tal que
C ¢ livre de bitangentes e a fibracao linear we ® L € globalmente gerada. Dado um ramo
7(Z) = x, sejam vy a primeira nao-lacuna impar de H(Z) e ¢ + 1 a primeira nao-lacuna

nao-nula de H(x). Entao

A(m)e ={a e N; a<min{y—1,2c+ 1} e 20+ 1 ¢ H(T)}.

Demonstragao: Seja = o divisor Prym-Theta associado ao recobrimento duplo 7. O
Teorema serd demonstrado por contra-inclusao dos conjuntos na ordem em que estao

enunciados.

(C) Dado « € A(),, existe um divisor efetivo D = E + a7 € =ns tal que o ponto T & E.
Uma vez que h°(C, 5) = 1, todo ponto do divisor E éum ponto base do divisor D. Logo,
1 = 1%(C,D) = h°(C,D — E) = h°(C,0(ai)) = h°(C, Oc(la/2)x)) + h(C, L~ [(a +
1)/2]z)). Isto implica que h°(C, Oc([a/2]x)) = 1 e hO(C, L7 ([(o + 1)/2]x)) = 0, dai que
[a/2] < cel(a+1)/2] <[y/2],logo a < 2c+1ea < vy—1. Portanto o < min{y—1,2c+1}.

Como T ¢ E, o ramo correspondente z ¢ N,,(E). Segue que o divisor N, (E) é um

divisor de |we ® L(—ax)| que ndo contém o ponto z, isto implica a inclusao prépria
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H(C,we ® L(—azx)) 2 HY(C,we @ L(—(a + 1)x)), portanto 2a + 1 ¢ H(T) (cf. Lema
3.6).

(D) Seja o € N tal que « < min{y—1,2c+1} e 2a+1 ¢ H(Z). Uma vez que 2a+1 ¢ H(T)
entao H(C,we @ L(—ax)) 2 H'(C,we @ L(—(a + 1)z)), logo existe um divisor efetivo
E € |we ® L(—az)| tal que o ponto = € E. Seja E um divisor efetivo tal que Ny(E) = E e
considere o divisor D = E +aZ. Entdo N;(D) € |we® L], daf que D = E+aZ € Z, sendo
que o ponto T & E. Basta mostrar a possibilidade de se supor que o divisor D é um divisor
regular. Para isto uma argumentacao similar & demonstracao de [35, Cor. 2.2| pode ser
utilizada (cf. tbm [34, sec. 3]). Suponha que ho(é, 15) > 2, entao algum ponto p € E ndo é
ponto base de D. De fato, caso contrario 2 < h%(C, D) = h%(C, D—E) = i%(C, Og(af)) =
ho(C, Oc([a/2]z))+h°(C, L7 ([(a+1)/2]x)) = 1, 0 que é uma contradicao (cf. Lema 4.4).
Seja o ponto p € E que nao é um ponto base do divisor D. O divisor D ja é suportado
pela ramificacao =, assim sendo, o ponto p nao é uma ramificacao de m, pois C ¢ livre de
bitangentes. Pelo Corolario 4.3, h°(C, D + o(p) — p)) = h%(C, D) — 1. Uma vez que o
ponto p € D, o divisor D + o(p) — p é efetivo. Logo, se h°(C, D + o(p) — p)) = 1 entéo
D+ op)—pe =ns. Caso contrério basta aplicar o mesmo procedimento para este divisor.
Deste modo, pode-se supor diretamente que ho(é , E) = 1. Por definicao de D segue que
a € A(rm),.

O

O Teorema 4.2 mostra que os conjuntos A(7)"s sdo completamente determinados pelos
semigrupos das ramificacoes dos recobrimentos. Isto sugere que estes conjuntos podem
ter propriedades aritméticas. De fato, em vista do Teorema 4.2, um andlogo do con-
junto A(m), pode ser definido no contexto da teoria de semigrupos numéricos, onde tais
propriedades podem ser estudadas. Tal é o conteiido do préximo capitulo. Buscando
estabelecer aplicagoes, casos especiais, tais como semigrupos simétricos, serao tratados.
De posse de algumas propriedades aritméticas, no Capitulo 6 algumas consequéncias e

aplicagoes do Teorema 4.2 poderao ser enunciadas.



Semigrupos Numéricos e A(H)

Os semigrupos de recobrimento sao definidos por analogia com os semigrupos de Weier-
strass que aparecem nas ramificagoes dos recobrimentos duplos de curvas (cf. pag. 49). A

vantagem ¢ a possibilidade de trata-los apenas sob um ponto de vista aritmético.

Um conjunto A(-) pode ser definido por analogia com o descrito no Teorema 4.2. Um
aspecto de abordagem trata do problema de caracterizar, a partir deste conjunto, as nao-
lacunas fmpares que aparecem no semigrupo do recobrimento associado. Este capitulo
trata desta questao tendo este ponto de vista. Com o objetivo de submeté-lo a aplicagoes,

o caso especial acerca de semigrupos simétricos serd considerado. Algumas referéncias
auxiliares sao [64, 71, 73, 74].

Semigrupos Numéricos e Recobrimentos

Semigrupos de Weierstrass motivam o estudo de subsemigrupos H de Ny. Quando
o complemento G := Ny \ H é um conjunto finito, de cardinalidade (género) g, tais
subsemigrupos sao chamados de semigrupos numéricos. Os elementos ¢ < ... < l, € G
sao chamados de lacunas, enquanto que os elementos de H sao chamados de nao-lacunas.

A multiplicidade do semigrupo H é a primeira nao-lacuna nao-nula de H.

Por ser fechado pela soma, propriedades aritméticas do semigrupo H podem ser obtidas.
Para que exista alguma lacuna ¢; deve-se supor g > 0. Neste caso, tém-se sempre /1 =1 ¢
ly < 2g—1. Dada uma nao-lacuna m € H, entao ¢;—m € G. Seja m; a i-¢sima nao-lacuna

de H. Se m; =1 entao g = 0. Se my; = 2 entao m; = 2i. Suponha m; > 3, entao

m; > 2i+1 (i=1,...,9—2);
29 —2;

3
g
Y

3
Il

g 2g.
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Estas propriedades aritméticas sao bem conhecidas e estarao sendo usadas sem maiores

comentdrios ao longo do que segue (cf. [71, 73, 74]).

Um semigrupo numeérico H que caracteriza o semigrupo H pela condicao
H={neNy; 2ne H},
é chamado semigrupo de recobrimento de H (cf. [64]). Por definicao,
meHoneH ¢ 2neG@aned.

Ambas as equivaléncias estao de acordo com o Lema 3.6. O ntimero de lacunas pares em

G é precisamente o género g de H.

Conforme [73, Lemma 2.4] , H éum semigrupo g-hipereliptico. Parte do esforco na teoria
de semigrupos de recobrimento tem em vista as possibilidades de caracterizar semigrupos
g-hiperelipticos por semigrupos de Weierstrass nas ramificacoes dos recobrimentos duplos
de curvas de género g. Pela férmula de Riemann-Hurwitz, por exemplo, é necessario que
o género g de H seja tal que g > 2g. Em [73], um outro critério foi dado dependendo
apenas do género: cada semigrupo de Weierstrass g-hipereliptico H de género g > 6g +4,
é o semigrupo de Weierstrass da ramificagao de um recobrimento duplo de uma curva de
género g. As descrigoes para os semigrupos de Weierstrass nas ramificagdes dos recobri-
mentos duplos permitem a construcao de semigrupos numéricos que nao sao semigrupos
de Weierstrass (cf. [37, 38, 41, 43]).

Uma vez que 2g +1¢ € H para todo ¢ € Ny, entao

{4g+2i; i e Ny} C H.

A partir desta propriedade é possivel descrever o nimero de nao-lacunas impares de H
que sao menores que 2¢g. Este é o conteudo do préximo Lema, que é a versao aritmética
do Corolario 3.4.

Lema 5.1. Ewistem exatamente g nao-lacunas impares vi,...,7, em H menores que 2g.

Demonstracao: Existem exatamente g nao-lacunas entre 0 e 2g — 1. Destas, sejam
H, o conjunto das nao-lacunas pares e H; o conjunto das nao-lacunas impares. Dai que
#H;, = g — #H, Uma vez que existem exatamente g nao-lacunas em H menores que

2¢, existem exatamente g nao-lacunas pares em H menores que 4¢g. Sao dois os casos que
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devem ser considerados. 12) Suponha que 2g < g. Neste caso 4g < 2g — 2 e entre 4g e
2g — 2, contando ambos, existem g — 2¢g nao-lacunas pares. Dai que #Efp =g+ (g —29),
portanto #f[i = ¢. 22) Suponha que g < 2g. Neste caso 2g — 1 < 4g e entre 27 e 4g — 2,
contando ambos, existem exatamente 2g—¢g nao-lacunas pares. Dai que #ﬁp =9—(29—79),

portanto #]:li =g.

Pelo Lema 5.1,

H=2HU{m,...,v}U{2g,—},
onde 7, < ... < 7, sao todas as nao-lacunas impares de H menores que 2g. Esta descricao
garante que para obter o semigrupo H a partir do semigrupo H, basta conhecer as nao-

lacunas fmpares ~;’s. Em vista do Lema seguinte, a primeira nao-lacuna impar de H,

Y =71,

pode ser destacada.

Lema 5.2. Seja v a primeira nao-lacuna impar de H. Eriste um tnico subconjunto de

lacunas N C{m —~v € G ; m € H} tal que
H = {2H + 4N} U {2N + {7}}.

Mais ainda, os géneros g de H e g de H comparam-se com a cardinalidade de N pela
wgualdade
§:2g—1+VT—H—#N.

Demonstragao: (cf. [64]) Uma vez que toda nao-lacuna par de H é um elemento do
conjunto 2H, basta definir /N em termos das nao-lacunas impares. De fato, cada diferenca
~" —~, onde 4" é uma nao-lacuna impar de H maior que v, é um par positivo 2a, onde ou
a € H ou a € GG, pois o conjunto dos nimeros naturais é precisamente a uniao disjunta
desses dois conjuntos. Se a € H entao 7' € 2H +~N. Defina N como sendo o subconjunto
dos elementos a € G obtidos pela condi¢do 7' — v = 2a. Cada a € N é tal que a+v € G,
pois se a + v € G, uma vez que v +v = 2(a+ ), deve-se ter v+ € é, o que ¢ absurdo.
Portanto N é um subconjunto do conjunto {m—~ € G ; m € H}. Para provar a igualdade

que descreve o género g basta observar que o conjunto das lacunas G é a unido disjunta
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dos conjuntos 2G, {1,3,...,7—2} e 2(G\N)+{v}, cada qual com respectivamente g, 15+
e g — #N elementos.

O

A cardinalidade do conjunto {m € H ; m —~ ¢ H} é precisamente 7 (cf. [64]). Mais

ainda, este conjunto contém a nao-lacuna nula, portanto #N <~ — 1.

Na teoria de recobrimentos duplos de curvas, o indice de ramificacao é a diferenca que
relaciona ou graus dos divisores canonicos das curvas dado pela féormula de Riemann-
Hurwitz. Por analogia, define-se o indice de ramifica¢ao de H sobre H como sendo o
inteiro

0:=2g—4g + 2.

A primeira nao-lacuna impar v de H e o indice de ramificagdo § podem ser comparados

em termos da cardinalidade do conjunto N descrito no Lema 5.2:
d =7+ 1—2(#N).

O Corolario seguinte segue disto imediatamente.

Corolario 5.1. O indice de ramificacao 6 e as g primeiras nao-lacunas impares vi, ..., %,

de H sao relatados pelas desigualdades
0—1<v%—-2i+2 e <29+0+2i—3, i=1,...,9.

Mais ainda, v = 6 — 1 se, e somente se,

H=2H+ (6 — 1)N.

Demonstragdo: Uma vez que 6 = v+ 1 — 2(#N), entao § — 1 < ~. Para provar a
primeira desigualdade basta observar que ~v; < 7,21 — 2 e usar indugao para provar que
v < 7;—2i42. Para provar a segunda desigualdade, uma vez que vy, < 2g—1ey; < 741 -2,
basta usar a definicao e indugao. Para provar a equivaléncia, basta notar que ambas as

condigbes sao equivalentes a condigao #N = 0 (cf. Lema 5.2).
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Pelo Corolario 5.1, para que se tenha v = § — 1 é necessario e suficiente que se tenha
§—1€eH.

O Conjunto A(H)

Dado um semigrupo H que é um recobrimento duplo do semigrupo H, sejam v a primeira

nao-lacuna impar de Hec+1la multiplicidade de H. Pelo Lema 5.1,

H:2HU{’71,,"YQ}U{2§7_)}5

onde v = 71 < ... < 7, sao todas as nao-lacunas impares de H menores que ou iguais a

2g — 1. O contetudo desta secao trata do conjunto
AH):={aeN; a < min{y—1,2c+1} e 20+ 1 ¢ H}.

As condigbes impostas sobre os elementos de A(ﬁ ) estao de acordo com o Teorema 4.2.

O propdsito é obter propriedades aritméticas. Por definicao,

A(H) C{1,...,min{2c+ 1,7 — 1}}.

Lema 5.3.

AGH) = {1, min{y —1,2c+ 13} 0 {’mpm; de G

Em particular, dada uma sequéncia de inteiros B < ... < B; < min{y —1,2c+ 1}, entdo
2014+ 1 < ... < 28; + 1 sao as © primeiras nao-lacunas impares de H se, e somente se,

p1 < ...< f; sdo precisamente os i primeiros elementos nao pertencentes a A(H).

Demonstragao: Segue da definigao: por uma lado A(H) C {1,..., min{2c+1,v—1}};
por outro lado, todo a € A(H) é tal que 20 + 1 € G, logo a € [{impares de G}/2].

O

O conteido do préoximo Lema mostra que o conjunto A(ﬁ ) possui certas propriedades

aritméticas herdadas dos semigrupos.
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Lema 5.4. Dados m < «; tais que oy € A(H) e m € H, existe a; € A(H) tal que

o — Q; =M.

Demonstragao: Seja a € A(H). Uma vez que m < o < min{y — 1,2c + 1}, entdo
0<a—m < min{y—1,2c+1}. Se 2(a—m)+1 € H, entdo 2a+1 = (2(a—m)+1)+(2m)
é a soma de duas nao-lacunas de H , dai que 2a+ 1 € H , 0 que ¢ absurdo. Portanto
a—me A(H).

Pelo Lema 5.3, se

IH)={yv=m<...<7%}

¢ o conjunto das ¢ primeiras nao-lacunas impares de H tais que

[%] < min{y —1,2c+ 1},
entdo um impar 28 + 1 € I(ﬁ) se, e somente se, [ ¢ A(ﬁ) e f < min{y — 1,2¢c + 1}.
Isto mostra que, possivelmente, conhecendo a multiplicidade ¢+ 1 de H, o conjunto A(f[ )

determina e é determinado pelo conjunto Z(H).

Uma vez que 2¢ + 2 é a primeira nao-lacuna par de H , a multiplicidade ¢+ 1 de H é
determinada por H. Além disso, deve-se ter ¢ < g, pois caso contrario g+ 1 < c+ 1 e
(G teria no minimo g + 1 lacunas, o que é uma contradi¢ao. Para efeitos de computacao,
convém ressaltar ainda algumas outras relacoes aritméticas entre as nao-lacunas impares
~is, o inteiro ¢ e a primeira ndo-lacuna impar 2m + 1 de H. Uma vez que HCH , entao

~ ¢ uma nao-lacuna impar de H, logo ¢+ 1 < 2m + 1 <, dai que

c<2m <~ —2i+ 1.

Se v; = 26; + 1 entao

Mais ainda, uma vez que v; + 2(c+ 1) € H entdo 741 < 7 +2(c+ 1). Daf que, em termos

da primeira nao-lacuna impar -,

2m+1 <~ <~v+2(i—1)(c+1).
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Pelo Lema 5.3, se 5; < min{y — 1,2c + 1}, entao ; < ... < f; sdo precisamente 0s i

primeiros elementos nao pertencentes a A(f[ ). Em particular,

{1,...[(c+1)/2 = 1,....m—1} C A(H).

Isto motiva o estudo de subconjuntos {1,2,...,a} C A(H), tendo em vista a descri¢io
daqueles que o + 1 ¢ A(ﬁ)

Lema 5.5. O conjunto {1,...,a} C A(H) se, e somente se, « < min{(y—3)/2,2c+1}.
Mais ainda, se o < min{(y —3)/2,2c+ 1} entdo a +1 € A(H). Em particular,

1) A(H) = {1,...,2c} se, e somente se, v = 4c+ 3. Neste caso, I(H) = {7}
2) A(H) ={1,...,2c+ 1} se, e somente se, v > 4c+ 3. Neste caso, T(H) = 0.

Demonstragao: (=) Suponha que {1,...,a} C A(H), entdo o < 2c+1. Por outro lado,
todo inteiro a € {1,...,a} étal que 2a+1 & f[, logo 2a+3 < . Portanto a < min{(y —
3)/2,2c¢ + 1}. (<) Se a < min{(y — 3)/2,2¢ + 1} entdo todo elemento a € {1,...,a} é
tal que a < o < min{(y — 3)/2,2c + 1} e satisfaz 2a + 1 < 2a+3 < 7, logo 2a + 1 & H.
Uma vez que a < min{y — 1,2c+ 1}, entdo {1,...,a} C A(H). A primeira equivaléncia
enunciada no lema esta demonstrada. Suponha que o < min{(y — 3)/2,2¢ + 1}, entao
2a+1)+1=2a+3 < 7, logo 2(a+1)+1 & H. Uma vez que a+1 < min{y—1,2c+1},
entao a +1 € A(I:T ). Isto prova a segunda afirmagao do Lema. Para provar os itens (1) e
(2) basta observar que, pela primeira parte, o conjunto {1,...,2c} C A(H) se, e somente

se, 4c + 3 < 7. Pela segunda parte, se 4c + 3 < v entao 2c + 1 € A(f[)

O

Corolario 5.2. Suponha que o < 2¢ + 1, entdo A(f[) ={1,2,...,a} se, e somente se,
v =2a+ 3. Neste caso, mais ainda, se o < § < min{y —1,2c+ 1} entdo 26+ 1 é uma

nao-lacuna de H.

Demonstragao: A primeira parte segue do Lema 5.5. A segunda parte segue do Lema
5.3.

O

Convém buscar propriedades dos conjuntos A(H) descritas em termos do indice de

ramificacao ¢ do semigrupo H em relacao ao semigrupo H.
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Corolario 5.3. 1) Suponha que 6 > 4c + 4, entdo A(f[) ={1,...,2¢c+ 1}. Neste caso,
I(H) = 0.
2) Suponha que 4 < § < 4c+ 4, entio A(H) D {1,...,6/2 —2}.

Demonstragdo: Para provar (1), se § > 4c+ 4 entao 4c+3 < 6 — 1 <, e o resultado
segue do Lema 5.5. Para provar (2), se 4 < § < 4c¢+ 4, uma vez que 6 — 1 < ~, entdo
§/2 —2 < min{y — 1,2c + 1}. Logo, todo a < §/2 — 2 ¢ tal que a € A(H), pois
2a+ 1< & —1<+~. Portanto, A(H) D {1,...,6/2 — 2}.

O

Pelo Corolario 5.3, para todo § > 4g+4 o conjunto A(ﬁ ) fica completamente determinado

pela multiplicidade ¢ + 1 de H. O caso d < 4¢ + 4 pode ser tratado circunstancialmente.

O Semigrupo 2H + (§ — 1)N

Semigrupos do tipo 2H + (6 — 1)N sao frequentemente estudados na teoria de semigrupos
(cf. [43]). Por defini¢do, trata-se de um semigrupo que é um recobrimento duplo do
semigrupo H, sendo ¢ o indice de ramificacdo e § — 1 sua primeira nao-lacuna fmpar (cf.
Cor. 5.1). O contetdo do préximo Coroldrio mostra que semigrupos do tipo 2H + (6 — 1)N
guardam estreitas relagdes com o conjunto A(2H + (6 — 1)N).

Corolario 5.4. 1) Suponha que 4 < § < 4c+4. Entao H = 2H + (6 — 1)N se, e somente
se, /2 —1¢ A(H).

2) Suponha que 2¢ + 4 < § < 4c+ 4. FEntao H = 2H + (6 — 1)N, se, e somente se,
A(H) ={1,2,...,2c+1}\ {6/2 — 1}.

Em ambos os casos, v =6 — 1.

Demonstragdo: 1) Se 6 < 4c+4 entao /2 —1<2c+ 1. Uma vez que 6 — 1 < 7 entdo
também /2 — 1 < v — 1. Portanto, 6/2 — 1 < min{y — 1,2¢ + 1}. Agora basta notar
que, nessas condigoes, §/2 — 1 & A(ff) se, e somente se, d — 1 € H. Pelo Corolario 51,0

resultado segue.

2) Pelo item (1) basta supor que H = 2H+(5—1)N e mostrar que §/2—1 é o tinico elemento

menor que 2¢ + 1 nao pertencente ao conjunto A(?[ ). Pelo Lema 5.3, basta mostrar que
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a nao-lacuna fmpar v, de H ¢é tal que [12/2] > 2¢ + 2, isto ¢, que [y2/2] é maior que todo
elemento de .A(f[ ). De fato, a primeira nao-lacuna impar de H é v =0 —1 e asegunda
nao-lacuna impar escreve-se como v, = 2m + a(d — 1), onde m é uma nao-lacuna de H e
a é um impar positivo. Uma vez que 2(c+ 1) + (6 — 1) € H, deve-se ter 2m + a(6 — 1) <
2(c+1)+(0—1),isto &, 2(m—(c+1)) < (1—a)(d—1). Se m = 0 entdo v = a(d —1) onde
a é um inteiro positivo impar maior que 1. Dai que a(6 — 1) < 2(c¢+ 1)+ (d — 1), o que
implica § —1 < ¢+1, o que contradiz as assercoes da hipotese acerca do indice ramificagao.
Logo m # 0. Como ¢+ 1 é a multiplicidade de H entdo m — (¢c+1) > 0. Daiquea=1¢
m = c+ 1, portanto o, =6 — 1 +2(c+1) =2(6/2+¢) + 1, isto ¢, [12/2] = /2 + c. Uma
vez que 0 > 2¢ + 4, segue, conforme afirmado, que [y,/2] > 2¢ + 2.

Corolario 5.5. 1) Suponha que 4 < § < 4c+ 4. Entao

ACH+ (6 —1)N) D {1,...,6/2 —2}.
2) Suponha que 2c+4 < § < 4c+ 4. Entao

AQH + (- 1)N) = {1,2, .20+ 1}\{%-1}.

Demonstragao: O item (1) segue do Corolario 5.3. O item (2) segue do Corolario 5.4.
0

Por um lado, o Lema 5.5 mostra que em geral, a partir do conjunto A(fl ), ndo é possivel
determinar as nao-lacunas impares de H. No entanto, se «; € o0 i-ésimo elemento de A(I:T ),
e o; # i, entdo ao menos a primeira nao-lacuna impar v é determinavel. Por outro lado,
o Lema 5.5 mostra que sob certas hipéteses pode-se determinar o inteiro c. Isto sugere
algumas questoes: 12) Quando A(H) determina a multiplicidade ¢+ 1 de H? 22) Quando
A(H) determina a primeira nao-lacuna fmpar v de H? 32) Quando A(H) determina o
semigrupo H? 42) Quando A(f[ ) determina o semigrupo H? 52) Dado um conjunto tipico
A, existe H tal que A(H) = A?
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Recobrimentos e Semigrupos Simétricos

Um semigrupo numérico H é simétrico se £, = 2g — 1. Os semigrupos simétricos
correspondem aos semigrupos de Weierstrass dos pontos subcanonicos (cf. [10]). Para que
um semigrupo numérico H seja simétrico é suficiente que 2g — 1 € G. Em particular, sao

caracterizados pela condicao
leGe(2g—1)—C€e€H.

De fato, para cada nao-lacuna m € H tal que ¢; — m > 0 deve-se ter {; — m € G, logo
existem exatamente g — 1 lacunas menores que 2g — 1 da forma 2g — 1 —m, portanto todas

as lacunas sao deste tipo.

Dado um semigrupo H que é um recobrimento duplo de um semigrupo H, algumas
relagoes de simetria também podem ser dadas. Por exemplo, 49 — 2 & H se, e somente se,

2g — 1 € G, o que ocorre se, e somente se, o semigrupo H é simétrico.

O contetido do que segue trata do conjunto A(ﬁ[ ) nos casos em que H ou H sio semigrupos
simétricos. Por defini¢ao, g = 2g—1+44/2, ou seja, pode-se descrever o género g em termos
de g e 9. Convém que alguns enunciados sejam dados em termos desses elementos, uma
vez que o ponto de vista parte da descricao dos semigrupos de recobrimentos a partir do

semigrupo recoberto.

Lema 5.6. Suponha que H é um semigrupo simétrico. Entao, o € A(ﬁ) se, e somente
se,2g—2+4+6/2—a€ Hel <a<min{y—1,2c+ 1}. Em particular, os elementos do

congjunto A(f[) sa0 o0s inteiros positivos dados no centro das desigualdades abaizo:

1<29g—2+46/2—h <min{y—1,2c+ 1}, onde h € H.

Demonstragao: Seja o tal que 1 < a < min{2¢+ 1,7 — 1}. Se H é um semigrupo
simétrico, entdo a € A(H) & 20+1€G < (29—1)—(2a+1)e He2G—a—1) €
Hoej—a—-1eHe2—2+6/2—ac H.

O

Lema 5.7. Suponha que g < min{~y,2c+2}. Entiog—1 € A(f[) se, e somente se, H ¢

um semigrupo simétrico. Neste caso, 6 = 2,4 ou 6.

Demonstragao: Suponha que g < min{vy,2c+ 2}. Entao g — 1 € A(ﬁ) se, e somente

se,2g—1 € G. Esta condicao é equivalente a condicao de simetria do semigrupo H. Para
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provar a segunda parte, note que uma vez que ¢ < g, deve-se ter que g — 1 < 2c+1 <
20+1=29—2+6/2+(3—-6/2)=9—1+(3—15/2), logo § = 2,4 ou 6.

Lema 5.8. Dentre as condigoes a sequir, duas implicam a terceira:
1) H € simétrico;
2) H ¢é simétrico;

3) H=2H + (6§ — 1)N.

Demonstragdo: Primeiro deve-se notar que (2g—1) —2(2g — 1) = § — 1, ou equivalente,
2§ —1=2(2g—1)+ (6 —1). Suponha que H ¢ H sao ambos semigrupos simétricos. Uma
vez que H é simétrico, entdo 29 — 1 € G, logo 2(2g — 1) € G. Uma vez que H também é
simétrico, se tem que 6 —1 € H, logo H = 2H + (6 —1)N (cf. Cor 5.1). Isto mostra que (1)
e (2) implicam (3). Agora suponha que H = 2H + (6 — 1)N. Basta provar que 2§ —1 € H
se, e somente se, 2g — 1 € H. De fato, se 29 —1 € H entdo 2g — 1 =2(2g — 1)+ (§ — 1)
é a soma de duas nio-lacunas de H , portanto 2g — 1 € H. Reciprocamente, suponha que
2 —1 € H mas que 2g — 1 € G. Uma vez que (25 — 1) — (6 — 1) = 2(2¢g — 1), entdo
2g — 1 € N (cf. demonstragao do Lema 5.2). Mas #N = 0. Portanto, 29 — 1 € H.

O

Corolario 5.6. Suponha que 4 < § < 4c+4. Dentre as condi¢oes a sequir, duas implicam
a terceira:

1) H € simétrico;

2) H ¢ simétrico;

3)6/2—1¢ A(H)

Neste caso, H = 2H + (6 — 1)N. Se, mais ainda, 2c +4 < § < 4c+ 4, entio A(H) =
{1,2,...,2¢+ 1\ {§ — 1}

Demonstragao: Segue do Lema 5.8 e do Coroldrio 5.4, uma vez que duas quaisquer

condigoes implicam que H=2H + (6 — 1)N.
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O Teorema Principal e Aplicacoes

Neste capitulo apresenta-se reunido o discutido nos demais, e trata de algumas conse-
quéncias do Teorema 4.2 e das propriedades aritméticas obtidas no capitulo precedente.
Os demais Teoremas enunciados na introdugao serao demonstrados, sendo alguns deles
resultados consequentes da aritmética desenvolvida no Capitulo 5. Dois casos particu-
lares serao estudados. O primeiro trata das descrigoes explicitas dos conjuntos A(P, Z)’s
quando g = 2 e 0§ > 6, que sao as hipdteses minimais sobre o género g e o indice de
ramificagdo 0 para a aplicagdo do Teorema 6.1 e seus Corolarios. A segunda aplicacao
trata de recobrimentos duplos cujas ramificacoes sao pontos subcandnicos. A partir de
curvas bielipticas é possivel construir tais recobrimentos, fornecendo exemplos explicitos

satisfazendo as hipdteses dos enunciados.

O Teorema Principal: consequéncias

Seja 7 : C = (C,L,B) — C um recobrimento duplo ramificado tal que C 6 livre
de bitangentes e a fibracao semicanonica associada é globalmente gerada. Seja Gz a
aplicacao de Gauss sobre o divisor Prym-Theta = da variedade de Prym correspondente ao
recobrimento duplo. Dado um ramo 7(z) = x, por defini¢do, A(n), = {a € N; 3 E+a7 €
= exd E} Pelo Teorema 4.2, este conjunto pode ser descrito a partir dos semigrupos

de Weierstrass de = e . Com as notacgoes do capitulo precedente,

O conjunto A(m), possui propriedades aritméticas, as mesmas do conjunto A(H()).
Pelo Lema 5.3, se

I(m)e ={v=m<... <7}

77
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é o conjunto das i primeiras nao-lacunas impares de H(7) tais que

[%] <min{y —1,2c+ 1},
onde ¢ + 1 é a multiplicidade de H(x), entao um impar 23 + 1 € Z(7), se, e somente se,
B & A(m), e 8 <min{y—1,2c+ 1}. Em particular, conhecendo a multiplicidade ¢+ 1 de

H(z), o conjunto A(m), determina e é determinado pelo conjunto Z(r),.

Defina
A(m) .= {A(n), ; = € B}.

A aplicacao de Gauss G= coincide com a restricao ao conjunto =ns da aplicacao secante
no espago de segoes da fibragao linear semicandnica (cf. pag. 60). Dado E + a7 € 2™ tal
que T & E, se tem que

#GEI(GE(E +a7)) = 929—2+6/2—a

Isto permite descrever os inteiros a € A(m), em termos de g, 6 e do lugar em R dado
pelos divisores da forma E + oF. De fato, este é o conteido do préximo resultado, que é

um Corolario que sintetiza o que foi discutido.

Corolario 6.1. Seja 7 : C = (C,L,B) — C um recobrimento duplo de uma curva de
género g ramificado em & pontos. Suponha que C € livre de bitangentes e a fibracao
semicanonica we Q@ L € globalmente gerada. Seja G= a aplicacao de Gauss sobre o divisor
Prym-Theta = da variedade de Prym correspondente ao recobrimento duplo. Para cada

ramo w(T) = z,
A(m)e ={29-2+6/2 - lOQQ#Gil(GE(E)) ;TeDeGz(D) e B}
Em particular, A(m) é determinado pelo par (P,=Z).

Demonstragdo: Por definigdo, o € A(m), se, e somente se, existe E + a7 € ™ tal
que 7 € E. Uma vez que #GZ'(Gz(E + X)) = 2297210/272 entao a = 29 — 2+ §/2 —
logo#G= 1(GE(E +ax)). O conjunto dos hiperplanos (de hiperplanos) que definem o lugar
dos ramos B, da aplicagao de Gauss Gz é dado por {Jwe ® L(—x))| +x ; € B} (cf.
pag. 60), onde os hiperplanos de |we ® L(—z)| + 2 no espago semicandnico sao dados,
precisamente, pelos divisores do tipo NW(E + ax). Para provar a tltima afirmacao do
enunciado, basta notar que as cardinalidades das fibras de G'= sobre cada hiperplano onde

se degenera, dependem apenas do par (P,Z) (cf. Lema 2.1).
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O

Dada uma variedade de Prym polarizada (P, Lp), nao é possivel distinguir canonicamente
um divisor = tal que Lp ~ Op(Z), pois h°(P, Lp) = 29 (cf. Teo. 2.2). Entretanto, dado
=, é possivel considerar a érbita Orb(Z) dos divisores que sao translagoes de = (cf. pag.
27). A cardinalidade das fibras da aplicagdo de Gauss Gz sobre B_ sdo invariantes nesta
érbita (cf. Lema 2.1). Mais ainda, no conjunto dos pares (X, Z), onde X é uma variedade
abeliana e = é um divisor que define uma polarizacao, pode-se definir uma relacao ~ onde
(X1,Z1) ~ (X3, Es) se existe um isomorfismo f : X; — X tal que os divisores f(Z1) e =5

diferem por uma translagao. O conjunto das classes pode ser denotado por

p (X,Z2) ; (X,0x(2)) é uma variedade abeliana /
5 = ~
g1t D com tipo D e dimensao g — 1 + %

Isto define uma aplicagao
P:Rys — Py 15y o (€75 C)— (Prip, ©).

Note que nao trata-se da aplicagao de Prym que associa um recobrimento duplo (5 - 0)

a variedade de Prym polarizada (Pr, Op(ip ©)) (cf. pag. 48).

No que segue pretende-se aplicar o Teorema 4.2 nas ramificagoes dos recobrimentos duplos
de uma fibra de P. Para isto é preciso garantir que tais recobrimentos duplos sejam livres
de bitangentes e que a respectiva fibragao semicanonica associada seja globalmente gerada.
Em outras palavras, tais propriedades devem ser invariantes quando o recobrimento duplo

percorre uma fibra P~(P, =).

Lemas de Invariancia das Fibras de P

Os resultados dessa secao tratam de hipdteses sobre g e § que possam garantir que os
recobrimentos duplos ramificados em ¢ pontos sejam livres de bitangentes e tais que a

fibracao semicanonica associada seja globalmente gerada.

Parte da demonstracao do Lema seguinte é uma aplicacao da teoria de semigrupos de

Weierstrass no contexto de recobrimentos duplos.
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Lema 6.1. Seja 7 : C — C um recobrimento duplo ramificado em § pontos. 1) Suponha
que g > 2, entao C € livre de bitangentes se, e somente se, C nao é hipereliptica. 2)

Suponha que § > 6 e g > 2 entdo C' ndo é hipereliptica e € livre de bitangentes.

Demonstragdo: 1) Uma vez que g > 2 e § > 2 entdo g > 4. Neste caso, o resultado
segue do Lema 2.2. 2) Suponha agora que § > 6, entao [g/2] > g + 1. Isto implica que
toda ramificacdo = do recobrimento duplo 7 é um ponto de Weierstrass. De fato, caso
contrario G(z) = {1,...,g}, dai que os [g/2] impares do conjunto {g+1,...,2g — 1} sdo
precisamente as ¢ primeiras nao-lacunas fmpares 71, ...,7, de H(Z), isto é, g = [g/2] (cf.
cor. 3.4). Desta contradigdo segue que = é um ponto de Weierstrass. Segue disto que, se
Cé hipereliptica, entao 2 € H(z), logo 1 € H(w(x)), dai que g = 0. Portanto C ndo é

hipereliptica. Pela primeira parte, C é livre de bitangentes.

O

Lema 6.2. A fibracao linear we @ L € globalmente gerada se § > 4 e € muito ampla se
0> 6.

Demonstracao: Uma fibracao linear sobre uma curva de género g é globalmente gerada
sempre que seu grau for maior que ou igual a 2¢; e serd muito ampla sempre que seu grau
for maior que ou igual a 2g 4+ 1. Uma vez que deg(we ® L) = 2g — 2+ §/2, as condigoes

na hipétese sobre o indice de ramificagao ¢ implicam a conclusao do lema.
O

Pelos Lemas 6.1 e 6.2, se g > 2 e 6 > 6 entao nao s6 o recobrimento duplo é livre de

bitangentes como a fibragao semicanonica associada we ® £ é muito ampla.

O Teorema Principal e as Fibras de P

Em vista dos Lemas precedentes, pode-se aplicar o Teorema 4.2 nas ramificacoes dos
recobrimentos duplos que percorrem uma mesma fibra P~(P,Z). Isto permite enunciar

o seguinte Teorema, que é o Teorema B dado no capitulo de introducao.

Teorema 6.1 (B). Suponha que § > 6 e g > 2. Dado (P,Z) € P(R,s), o conjunto A(m)

¢ 0 mesmo, qualquer que seja ® € P71(P,Z).
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Demonstragao: Pelos Lemas 6.1 e 6.2, todo 7 € P7'(P,Z) é livre de bitangentes e a
respectiva fibracao semicanonica é uma fibracao linear muito ampla. Pelo Coroléario 6.1,

para cada tal 7, o conjunto A(7) pode ser obtido do par (P, Z).
UJ

Acerca do conjunto A(m), quando 7 percorre a fibra de (P, Op(Z)) pela aplicacao de

Prym, nada pode-se afirmar.

Em vista do Teorema 6.1 e do Coroldrio 6.1, se 6 > 6 e g > 2, dado (P,Z) € P(Rys),

pode-se considerar o conjunto

onde 7 é qualquer recobrimento duplo na fibra P~1(P,Z). Dados dois recobrimentos
7, € P71(P,Z), por uma troca de indices, pode-se sempre supor que A(m),, = A7)

Em particular, pode-se escrever
AP,E)={AP,E);; j=1,...,0},

onde dado um recobrimento duplo = € P~1(P, E), existe um ramo 7(7;) = x; tal que

As ramificagoes de outro recobrimento duplo escolhido na fibra P~!(P,Z) determinam,

por uma troca de indices, os mesmos conjuntos A(P, Z)’s.

Corolario 6.2. Suponha que § > 6 e¢ g > 2. Dados (P,Z) € P(R,s) e um isomorfismo
f: P — P entio A(P', f*Z) = A(P,t:=Z), para todo x € P. Em particular, A(P,E) =
A(P,t:=) para todo x € P.

Demonstragao: Segue do Teorema 6.1, uma vez que (P, t:Z) ~ (P', f*=).
0

O Corolério 6.2 mostra que, fixado um divisor Prym-Theta =, os conjuntos A(P,Z’) sao

invariantes quando Z' percorre a 6rbita Orb(Z).
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Semigrupos Prescritos

Dado um elemento o € A(P, Z);, ainda que se possa afirmar a desigualdade o < 2¢; + 1,
nao é possivel afirmar que o conjunto A(P,Z); determina a nao-lacuna ¢; + 1. Natural-
mente, a partir de casos circunstanciais que restringem as possibilidades, pode-se esperar
que algumas caracterizagoes possam ser dadas. Pode-se, por exemplo, considerar um con-
junto C de atribuicoes e curvas pontuadas em pontos admitindo os atributos de C. Em
particular, interessa considerar recobrimentos duplos tais que esses pontos sao precisa-

mente os pontos que definem o divisor dos ramos do recobrimento.

Seja C = {Hj, ..., Hs} um conjunto de d semigrupos numéricos prescritos e considere o
conjunto das curvas C' admitindo divisores efetivos e reduzidos B tais que C(B) = C, isto
é, tais que os semigrupos de Weierstrass de cada ponto do divisor B é um dos H/s. Seja

¢; + 1 a multiplicidade de H;. Fixado um conjunto tipico C, a partir do conjunto
Rys(C)={(C.L,B) e Rys ; C(B)=C},
é possivel definir a seguinte restri¢ao de P,

Pe: Rys(C) — Py 15 o (C—5C)— (Pr,ip, ©).

O Teorema seguinte, que é o Teorema C dado no capitulo de introdugao, é uma conse-
quéncia do Teorema 6.1 e dos comentarios subsequentes. Nesta versao, a énfase é sobre
a descricao das nao-lacunas impares das ramificacoes dos recobrimentos em termos das

primeiras nao-lacunas prescritas dos ramos e do par (P, Z).

Teorema 6.2 (C). Suponha que 6 > 6 e g > 2. Dado (P,Z) € Pe(R,6(C)), existem 6

conjuntos de inteiros impares

11:{”)/11 < ... <’)/1i1},...,15:{”)/51 < ... <’75Z'6},
dependentes do par (P,Z), onde os ’y;k,s sao tais que
) < minfy = 1,20 +1) e [2] g AP.E);,

com I; vazio se, e somente se, A(P,Z); = {1,...,2¢; + 1}, e tais que, para cada ramo

7(Z;) = x; de um recobrimento duplo = € P;'(P,E), por uma troca de indices, se tem

que I(W)xj = 1I;, ou seja, os impares de I; correspondem precisamente as i; primeiras
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nao-lacunas impares da ramifica¢do x; de .

Demonstragdo: Pelo Teorema 6.1, A(m) é o mesmo para todo recobrimento duplo
7 € P,'(P,Z). Dados 7 € P;'(P,Z) e um ramo 7(%) = z, sejam ¢ + 1 a multiplici-
dade de H(x) e Z = {71 < ... < 7} o conjunto das primeiras nao-lacunas impares de
H(7) tais que [v;/2] < min{y — 1,2¢ + 1}. Uma vez dado C, o conjunto Z é comple-
tamente determinado pelo conjunto A(H(Z)). Pelo Corolario 5.3, o conjunto Z é vazio
se, e somente se, A(H(7)) = {1,...,2¢; + 1}. Uma vez que A(m) é o conjunto de todos
os A(H(7)) tomados nas ramificagdes de m, considerando as d§ ramificagoes, existem o

conjuntos Zy, . ..,Zs do tipo descrito, cada qual correspondendo uma ramificacao.

6.1 Aplicacoes e Estudo de Casos

Nesta secao serao considerados alguns casos particulares sobre os quais serao aplicados
alguns resultados obtidos. Sao dois os casos de interesse. No primeiro serao dadas as
descrigoes explicitas dos conjuntos A(P,E)}s quando g = 2 e § > 6. O segundo trata
de recobrimentos duplos cujas ramificagoes sao pontos subcanonicos. A partir de curvas
bielipticas é possivel construir tais recobrimentos, fornecendo exemplos explicitos satis-

fazendo as hipoteses dos enunciados.

)>6eg=2

Nesta primeira aplicagao serao dadas as descrigoes dos conjuntos A(P, E);s quando g = 2
e 0 > 6. Os casos se dividem em vista das possibilidades do indice de ramificacao 6. O
Corolario 5.6 sera utilizado para demonstrar que as condigoes de simetria dos semigrupos
de Weierstrass das ramificacoes do recobrimento podem ser estabelecidas a partir dos

conjuntos A(P, Z)’s.

Caso1l: 6>6eg=2

Suponha que § > 6 e g =2 e seja (P,E) € P(R2;5). Pela férmula de Riemann-Hurwitz,
o género de cada recobrimento duplo 7 : C—Cc¢ P~YP,E) é tal que g = /2 + 3. Seja
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7(Z;) = x; um ramo. Por uma troca de indices pode-se supor
A(P,E); = A(H(%))-

Sendo g = 2, a curva C ¢é hipereliptica. Para o semigrupo de Weierstrass do ramo z;
existem duas possibilidades: 12) H(x;) = {0, 3, —}; caso este tal que z; nao é um ponto
de Weierstrass de C, daf que ¢; = 2. 22) H(x;) = {0,2,4, —}; caso este tal que z; é um
ponto de Weierstrass de C, dai que ¢; = 1.

Sejam 1 e ¥, as duas primeiras nao-lacunas impares de H(7;), entao

H(z;) = 2H(x;) U {n,72}

{m,72} C{0—-1,0+1,6+3,6+5}.

Alguns resultados podem ser obtidos consequentes da aritmética do capitulo precedente.
De fato, uma vez que v + 2(c+ 1) € H(z;) entdo v < 71 +2(c+ 1). A partir dessas

propriedades aritméticas dos semigrupos é possivel montar uma tabela.

Possibilidades de {71,72}
Casod >6eg=2
c=1 c=2
{6—1,0+3} | {6—1,0+5}
{(0+1,0+5} | {0+1,0+3}
{64+3,0+5} | {0+1,0+5}
{643,045}

Tabela 6.1: Possibilidades de {~;,72} para o caso d > 6 e g = 2.

Corolério 6.3. O semigrupo de Weierstrass H(Z;) € simétrico se, e somente se, {v1,72}

¢ um dos conjuntos a sequir
1) {6 — 1,6+ 3}; caso este tal que x; é um ponto de Weierstrass.
2) {0+ 1,0 + 3}, caso este tal que x; nao é um ponto de Weierstrass.

Em particular, H(z;) e H(Z;) sio ambos simétricos se, e somente se, {y1,72} = {0 —

1,6+ 3}.

Demonstracao: De fato, uma vez que 2g — 1 = § + 5, entdo H(Z;) é simétrico se, e

somente se, 0 +5 é uma lacuna de z,;. A equivaléncia segue ao se eliminar as possibilidades
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na Tabela 6.1. Para provar a segunda parte, basta notar que se H(Z;) é simétrico, segue

do Lema 5.8 que H(z;) é simétrico se, e somente se, 6 — 1 € H(z;).
0

O contetdo do que segue trata das possibilidades de A(P, =), em termos das possibilidades

de 71 e 2. O seguinte Lema restringe os caso que devem ser analisados.

Lema 6.3. Se z; ndo é um ponto de Weierstrass, entio d > 12 se, e somente se,
A(P,2); ={1,2,3,4,5}. Se x; € um ponto de Weierstrass, entdo 6 > 8 se, e somente se,
A(P,2); ={1,2,3}.

Demonstracao: Basta ver que ¢; é 1 ou 2 conforme o ponto x; é ou nao ¢ um ponto de

Weierstrass, dai aplicar o Corolario 5.3.
O

Para o caso tal que H(z;) = 2H (z;)+(6—1)N, a tabela seguinte, que segue dos Coroldrios

5.3 e 5.4, descreve as possibilidades de A(P, =), em termos do indice ramificacao 9.

Casog=2ed>6
H(z;) = 2H(z;) + (0 — 1)N
A(P7 E)j

) c=1 c=2
>12 | {1,2.3} (123,45}
12 [ {123} {1234}
10 | {1.2,3} {1,2,35}
8 {1,2} {1,2,4,5}
6 {1,3} {1,3,4}

Tabela 6.2: Possibilidades de A(P, =), em termos de 9.

Pelo Lema 6.3, os casos a serem analisados sao
2)d=6,g=2cc=1ou?2
3)0=8g=2ec=10u?2
4)§=10,g=2ec=2
5)0=12,g=2¢e¢c=2

Os casos serao tratados separadamente. As possibilidades de A(P,Z); em termos das

possibilidades de v; e 7, serao descritas em tabelas. Subsequente a cada tabela, um
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Corolario serd enunciado descrevendo as possibilidades de simetria dos semigrupos de
Weierstrass de z; e ;. O que se tem em vista com estes resultados é a possibilidade de

resgatar, a partir do conjunto A(P, Z);, informacoes sobre os semigrupos de Weierstrass.

Caso 2: 6=6,9g=2ec=1o0ou?2

Neste caso {v,72} C {5,7,9,11} e 29 — 1 = 11.
determinado por A(P, Z);.

Pela Tabela 6.3, o par {71,792} é

] Caso g=2e0=6 ‘

c=1 c=2
{11, %} [ A(PE); {11, %} [ A(PE);
{5,9} {1,3} {5,11} {1,3,4}
{711} | {1,2} {7,9} {1,2,5}
{9,11} | {1,2,3} {711} {1,2,4}
{9,11} {1,2,3}

Tabela 6.3: Possibilidades de A(P, =), para o caso g =2 e § = 6.

Corolario 6.4. O semigrupo H(x;) € simétrico se, e somente se, das duas uma

1) A(P,Z); ={1,2,5}; caso este tal que x; nao € um ponto de Weierstrass de C.

2) A(P,Z); = {1,3}; caso este tal que x; € um ponto de Weierstrass de C'.

Em particular, H(z;) e H(z;) sdo ambos simétricos se, e somente se, A(P,=); = {1, 3}.
Demonstragao: Pelo Corolario 6.3, o semigrupo H(z;) é simétrico se, e somente se, 0
conjunto {v1,72} ou é {5,9} ou é {7,9}, respectivamente se z; é ou ndo é um ponto de
Weierstrass. A equivaléncia segue ao se eliminar as possibilidades na Tabela 6.3. Para

provar a segunda parte, basta notar que se o semigrupo H (CL'j) € simetrico entao o ponto

x; € um ponto de Weierstrass.
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Caso 3: 6=8,9g=2ec=1o0ou?2

Neste caso {71,72} C {7,9,11,13} e 29 — 1 = 13.

] Casog=2e =38 ‘

c=1 c=2
{71, 72} \ AP, E); {71, 72} \ A(P E);
{7,11} {1,2} {7,13} | {1,2,4,5}
{9,13} {1,2,3} {9,11} {1,2,3}
{11,13} | {1,2,3} {9,13} | {1,2,3,5}
{11,13} | {1,2,3,4}

Tabela 6.4: Possibilidades de A(P, =), para o caso g =2e § = 8.

Pela Tabela 6.4, se z; nao é um ponto de Weierstrass, entdo o par {7y1,7.} é determinado
por A(P,=);. Se z; é um ponto de Weierstrass, entao o caso A(P,=); = {1,2,3} nao

determina o par {71,72}, sendo duas as possibilidades, a saber, {9,13} ou {11, 13}.
Corolario 6.5. O semigrupo H(T;) € simétrico se, e somente se, das duas uma
1) A(P,=); ={1,2,3} e xj ndo € um ponto de Weierstrass de C'.

2) A(P,Z); = {1,2}; caso este tal que x; € um ponto de Weierstrass de C'.

Em particular, H(z;) e H(z;) sao ambos simétricos se, e somente se, A(P,=); = {1,2}.

Demonstracao: Pelo Corolario 6.3, o semigrupo H(z;) é simétrico se, e somente se, o
conjunto {vy,72} ou é {7,11} ou é {9,11}, respectivamente se z; é ou nao é um ponto
de Weierstrass. A equivaléncia segue ao se eliminar as possibilidades na Tabela 6.4. Para
provar a segunda parte, basta notar que se o semigrupo H(z;) é simétrico entao o ponto

x; ¢ um ponto de Weierstrass.
O

Note que em contraste com o Coroldrio 6.4, no item (1), ¢ preciso impor que x; nao ¢é

um ponto de Weierstrass.
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‘ Casog=2e0=10 ‘

c=1 c=2
171,72} \ A(P, E)j {71, 72} \ A(P, E)j
{9,13} | {1,2,3} {9,15} {1,2,3,5}
{11,15} | {1,2,3} {11,13} | {1,2,3,4}
{13,15} | {1,2,3} {11,15} | {1,2,3,4}
{13,15} | {1,2,3,4,5}

Tabela 6.5: Possibilidades de A(P, Z); para o caso g =2 e § = 10.

Caso4: 6=10,g=2ec=1o0ou 2

Neste caso {71,7} € {9,11,13,15} e 29 — 1 = 15.

Pela Tabela 6.5, se z; nao é um ponto de Weierstrass entao o caso A(P, =); = {1,2, 3,4}
nao determina o par {7y1,72}, sendo duas as possibilidades, a saber, {11,13} ou {11, 15}.

Se z; ¢ um ponto de Weierstrass, entao nada pode-se afirmar.

Corolario 6.6. Se o semigrupo H(z;) € simétrico entdo das duas uma

1) A(P,=Z); ={1,2,3,4}; caso este tal que o ponto x; ndo € um ponto de Weierstrass de

C.
2) A(P,2); ={1,2,3} ; caso este tal que o ponto x; € um ponto de Weierstrass de C'.

Em particular, se H(x;) e H(z;) sao ambos simétricos, entao A(P,Z); = {1,2,3}.

Demonstracao: Pelo Corolario 6.3, o semigrupo H(z;) é simétrico se, e somente se, o
conjunto {v,7} ou é {9,13} ou é {11,13}, respectivamente se z; é ou ndo é um ponto
de Weierstrass. O resultado segue ao se eliminar as possibilidades na Tabela 6.5. Para
provar a segunda parte, basta notar que se o semigrupo H(x;) é simétrico entdo o ponto

x; ¢ um ponto de Weierstrass.
OJ

Em contraste com os casos anteriores, nao é possivel recuperar a informacao acerca das
simetrias dos semigrupos a partir do conjunto A(P,Z);. O mesmo ocorre com o caso

seguinte.
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| Casog=2ed =12 |

c=1 c=2
171,72} \ A(P, E)j {71, 72} \ A(P, E)j
{11,15} | {1,2,3} {11,17} | {1,2,3,4}
{13,17} | {1,2,3} {13,15} | {1,2,3,4,5}
{15,17} | {1,2,3} {13,17} | {1,2,3,4,5}
{15,17} | {1,2,3,4,5}

Tabela 6.6: Possibilidades de A(P,Z); para o caso g =2e § = 12.

Caso 6: =12, g=2ec=1o0u?2

Neste caso {71,722} C {11,13,15,17} e 29 — 1 = 17.

Pela Tabela 6.6, se x; ndo é um ponto de Weierstrass entao o caso A(P, 2); = {1,2,3,4,5}
nao determina o par {71, 72}, sendo trés as possibilidades, a saber, {13,15}, {13,17} ou

{15,17}. Se x; é um ponto de Weierstrass, entao nada pode-se afirmar.

Corolario 6.7. Se o semigrupo H(x;) € simétrico entdo das duas uma

1) A(P,2); ={1,2,3,4,5}; caso este tal que o ponto x; ndo € um ponto de Weierstrass
de C.

2) A(P,2); ={1,2,3}; caso este tal que o ponto x; é um ponto de Weierstrass de C.
Em particular, se H(z;) e H(Z;) sdo ambos simétricos, entio A(P,Z); = {1,2,3}.
Demonstragao: Pelo Corolario 6.3, o semigrupo H(z;) é simétrico se, e somente se, 0
conjunto {71,7} ou é {11,15} ou é {13,15}, respectivamente se z; ¢ ou nao é um ponto
de Weierstrass. O resultado segue ao se eliminar as possibilidades na Tabela 6.6. Para

provar a segunda parte, basta notar que se o semigrupo H (:L'J) € simeétrico entao o ponto

x; € um ponto de Weierstrass.

Curvas Bielipticas e Pontos Subcandnicos

Um ponto z sobre uma curva C' é subcanonico se we ~ Oc((29 — 2)z) (cf. [10]).

Lema 6.4. Um ponto x é um ponto subcanonico de C se, e somente se, o semigrupo de

Weierstrass H(x) € um semigrupo simétrico.
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Demonstracao: (=) Se x é um ponto subcanonico de C entao h’(C, Oc((29—2)z)) = g.
Por outro lado, pelo Teorema de Riemann-Roch, h°(C, Oc((2g—1)z)) = (29—1)—g+1 = g.
Logo ¢, = 2g — 1. Portanto H(z) é um semigrupo simétrico. (<) A g-ésima nao-lacuna
29 € H(x) é tal que h°(C, O¢(29x)) = g+ 1. Se H(x) é simétrico entdo £, = 2g — 1, logo
H(C,0c((29 —2)x)) = H(C,0c((2g —1)z)) € H°(C,Oc(29)) = g+ 1. Isto mostra que
h(C,O0c((29 —2)x)) = g. Uma vez que (2g — 2)z tem grau 2g — 2 entdo (2g — 2)x ~ K.

Portanto x é um ponto subcanonico de C.
OJ

O propdsito do que segue é construir recobrimentos duplos cujos ramos e ramificagoes sao
pontos subcanonicos das curvas. As construcgoes destes recobrimentos duplos descrevem
um método para obter exemplos explicitos de semigrupos que satisfazem as hipoteses do
Corolario 5.6. A motivacao sao os pontos de Weierstrass sobre as curvas bielipticas que
aparecem no divisor de ramificacao do recobrimento bieliptico. Por esta razao, a descricao
dos semigrupos de Weierstrass desses pontos é o ponto de partida do conteido que sera

tratado a seguir. Algumas referéncias auxiliares sao [4, 5, 10, 61]

Curvas Bielipticas

Uma curva C' é bieliptica se é um recobrimento duplo de uma curva eliptica £. Quando
o género de C' é g > 6 este recobrimento é inico. Curvas elipticas sao caracterizadas pelo
género igual a 1. Pela féormula de Riemann-Hurwitz, o recobrimento bieliptico ramifica-se

precisamente em 2g — 2 pontos, onde g é o género de C.

Lema 6.5. Sejap : C — E um recobrimento bieliptico de género g > 6 com ramo p(x) = e

entao os semigrupos de Weierstrass possiveis do ponto x sao os sequintes:
Tipo I: {4,6,...,29 — 4,29 — 2,29 — 1,—}; caso este tal que (29 — 2)x & |we|.

Tipo 1I: {4,6,...,29 — 4,29 — 3,29 — 2,29, —}; caso este tal que (29 — 2)x € |we|.

Demonstracao: Uma vez que o género de uma curva eliptica é 1 entao o semigrupo
de Weierstrass H(x) contem {4,6,...,2g, —} e existe exatamente uma nao-lacuna impar
v € H(z) tal que v < 2g—1. Uma vez que p ramifica-se sobre 2g—2 pontos entao y = 2g—3

ou 2g—1, logo os dois tipos de semigrupos sao os tinicos possiveis. Resta verificar a condicao
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equivalente sobre a fibra¢ao canonica. Em ambos os casos se tem 2g — 2 € H(x), logo
HO(C,0c((29—2)z)) 2 H(C,Oc((29—3)x)) 2 H°(C,Oc((2g—4)x)). Em qualquer caso
ho(C, Oc(nz)) = [n/2] sempre que 2 < n < 2g—4. Em particular, h%(C, Oc((29—4)))) =
g— 1. Disto segue que v = 2g — 3 se, e somente se, h°(C, Oc((2g —2)x))) = g. Esta tltima

condigao sobre o divisor (2g — 2)z o caracteriza como equivalente ao divisor canénico.
O

Entre os dois tipos, o semigrupo de tipo II é o tnico que é um semigrupo simétrico.
Corresponde, portanto, aos semigrupos de Weierstrass dos pontos subcanonicos sobre a

curva bieliptica.

A partir de curvas bielipticas é possivel construir recobrimentos duplos cujos semigrupos

de Weierstrass dos ramos sao simétricos. O ponto de partida é o seguinte Lema.

Lema 6.6. Seja E uma curva eliptica. Dado um inteiro positivo s, existem s* pontos

distintos ey, ..., e sobre B tais que se; ~ sej, podendo ser ordenados de forma que
aey ~ e+ ez + ...+ e,

para todo 1 < a < s%. Em particular, se a é um mailtiplo de s, entdo
ae; ~e;+ex+ ...+ €q,

para todo 1 < i < s2.

Demonstragao: Existem s? pontos distintos ey, ..., ee sobre E tais que se; ~ se; (cf.

[4, 61]). Prova-se as condigoes exigidas na hipétese por indugao sobre a. Escolha a — 1

a—1

pontos distintos ey, ..., e,_1 sobre E tais que se; ~ se;. O grau do divisor ae; — Zj:1

€;j
é 1, logo, pelo Teorema de Riemann-Roch, existe um tnico e,, dependendo de e;, tal que
aey ~ e1+...+eq,_1+e,. Uma vez que se; ~ sej, segue que se, ~ s(ae;—(e1+...+€4_1)) ~
ase;—(se1+...+se, 1) ~ ase;—(se1+...+sey) ~ ase; —(a—1)se; ~ se;. Isto demonstra
a primeira parte. Para provar a segunda parte, basta notar que se a ¢ um multiplo de s
entao ae; ~ ae;. Pela primeira parte, e, ..., e, sao tais que ae; ~ e; + ...+ ¢4, portanto

ae; ~ e+ ...+ e4.
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Corolério 6.8. Dados g > 6 e s tais que s|g—1 e 2g—2 < 2, existe uma curva bieliptica
C de género g e 2g — 2 pontos x1,...,Taq_o cujos semigrupos de Weierstrass sao do tipo
Il e tais que

2sx; ~ 2515 e (29 —2)x; ~ x4 ..+ Xeg0 ~ Ko,

para todo 1 <1 < 2g — 2.

Demonstracdo: Seja E uma curva eliptica. Pelo Lema 6.6, existem s? pontos sobre
dentre os quais pode-se escolher 2g — 2 pontos ey, ..., ey tais que se; ~ se; e (29 —
2)e; ~ €1+ ...+ eyy_o. A fibragdo linear £L = Og((g — 1)e;) define um recobrimento
duplo p: C = (E,L,e1 + ... + egg_2) — E de género g. Seja x; o ponto de C' sobre e;
por este recobrimento duplo. O divisor canonico sobre uma curva eliptica é trivial, logo
wp® L ~0Op((g—1)ey), dai que we ~ Oc((2g —2)x1). Por outro lado, a ramificacao z; é
tal que Oc(x1 + ...+ 225-0) 2 p*L ~ Oc((29 — 2)x1), logo &1 + ... + X959 ~ (29 — 2) 1.
Como s|g — 1, entdo (g — 1)e; ~ (g — 1)e;, dai que (29 — 2)x1 ~ (29 — 2)x;.

O

Os pontos sobre a curva bieliptica obtidos no Corolario 6.8 sao todos eles pontos sub-
canonicos. Isto mostra que existem curvas bielipticas de género g com um minimo de

2g — 2 pontos subcanonicos para cada g > 6.

Pontos Subcandnicos e Recobrimentos Duplos

O conteido do que segue trata de recobrimentos duplos contendo ramificagoes que sao
pontos subcanoénicos (cf. [10]). O propdsito é obter consequéncias do Teorema principal

em termos das propriedades aritméticas discutidas no capitulo precedente.

Corolario 6.9. Dados g > 6 e um par 0 < 2g — 2, existe um recobrimento duplo de uma

curva bieliptica de género g ramificado em & pontos subcanonicos.

Demonstragcao: Pelo Corolario 6.8, existe uma curva bieliptica C' de género g com 2g —2
pontos subcanonicos xy, ..., Tag—2. Seja B = x1 + ...+ x5 e escolha uma fibracao linear £
tal que B € |£?%|. A terna (C, L, B) define um recobrimento duplo ramificado em § pontos

subcanonicos
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O

Lema 6.7. Seja w : C = (C,L£,B) — C um recobrimento duplo com ramo =(%) = ,

entdo T ¢ um ponto subcandnico de C se, e somente se, we ® L ~ Oc((§ — 1)z).
Demonstracao: Uma vez que o recobrimento duplo m é ramificado, o pullback 7* é
uma aplicacdo injetora. Segue que wz ~ Ox((2g — 2)7)) se, e somente se, ™ (we @ L) ~

m™Oc((g — 1)x), o que ocorre se, e somente se, we @ L ~ Oc((g — 1)x).

O

Corolario 6.10. Seja 7 : C = (C, L, B) — C um recobrimento duplo com ramo 7(%) =
e suponha que T € um ponto subcandnico de C. Sejam (y,... 4y as lacunas de H(x) e

Yis---, Vg aS ndo-lacunas impares de H(x), entao v; = 2(g — lg—it1) — 1.

Demonstragao: Pelo Lema 6.7, o ponto £ é um ponto subcanonico de C se, e somente se,
we®L =~ Oc((g—1)x). Agora basta notar que v; = 2a;+1 € H(T) & h°(C,wRL(—a;z)) =
hY(C,w @ L(—(a; + 1)z) & h°(C,0c((g — 1 — a;)x)) = h°(C,0c((g— 1 —a; — 1)2)) &
g —1—a; € G(z). Uma vez que existem precisamente g nao-lacunas impares 7.s, basta

notar que as g lacunas de G(z) sao todas desta forma.
O

Pelo Lema 6.4, os semigrupos de Weierstrass simétricos correspondem aos pontos sub-
canonicos das curvas. O Teorema seguinte, que é o Teorema D dado no capitulo de intro-

ducao, uma aplicacao das propriedades aritméticas do capitulo 5 e do conteido acima.

Teorema 6.3 (D). Seja 7 : C — C um recobrimento duplo ramificado tal que C € livre
de bitangentes e a fibracao linear semicanonica associada € globalmente gerada. Seja =
o divisor Prym-Theta da variedade de Prym P correspondente ao recobrimento. Seja
7(z;) = x; um ramo tal que a multiplicidade c; + 1 satisfaz 4 < § < 4c; +4. Dentre as

condicoes a sequir, duas implicam a terceira:
1) O ponto x; € um ponto subcanonico.
2) O ponto ; € um ponto subcanonico.
3)6/2—-1¢ A(P,=),.
Neste caso,

H(z;) = 2H(z;) + (6 — 1)N.

Se, mais ainda, 2¢; +4 < 0 < 4c; + 4, entio A(P,Z); ={1,2,...,2¢; + 1}\{% — 1}
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Demonstracao: Por uma troca de indices pode-se supor A(P,=); = A(H(z;)). Uma
vez que os semigrupos de Weierstrass simétricos correspondem aos pontos subcanonicos

das curvas, basta aplicar o Corolario 5.6 e o Lema 5.8.
OJ

Dado um conjunto de semigrupos numeéricos C = {Hj, ..., Hs}, seja R, 5(C) o conjunto
dos recobrimentos duplos cujos semigrupos de Weierstrass dos ramos correspondentes sao
os semigrupos do conjunto C (cf. pag. 82). Seja ¢;+ 1 a multiplicidade de H;. O Teorema
seguinte, que é o Teorema E dado no capitulo de introducao, é uma aplicacao do Teorema

6.3 nos recobrimentos duplos que percorrem uma fibra P, (P =).

Teorema 6.4 (E). Seja C = {Hy,...,Hs} um conjunto de semigrupos numéricos todos
eles semigrupos simétricos. Suponha que g > 2 e § > 6. Dado (P,Z) € Pe(Ry5(C)), as

sequintes assercoes sao equivalentes

1) para cada recobrimento duplo # € P;'(P,Z), existe um ramo w(7;) = x;, cuja

multiplicidade c; + 1 satisfaz 4 < 6 < 4c; + 4, tal que T; € um ponto subcanonico;
2) existe um indice j tal que 6/2 — 1 ¢ A(P,E);.

Neste caso,

H(Z;) = 2H(z;) + (6 — 1)N.

Se, mais ainda, 2¢; +4 < § < dcj + 4, entdo A(P,E); = {1,2,...,2¢; + 1\ {§ — 1}.

Demonstracdo: Pelos Lemas 6.1 e 6.2, todo 7 € P, (P,Z) é livre de bitangentes e a
respectiva fibracao linear semicanonica é muito ampla. Por definicao de C, o semigrupo
de Weierstrass de cada ramo 7(z;) = z; é simétrico. Como na demonstragdo do Teorema
6.3, por uma troca de indices pode-se supor A(P,Z); = A(7),;. Agora basta aplicar o

Corolario 5.6 e o Lema 5.8.
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Torres de Recobrimentos Duplos e Semigrupos Simétricos

Em vista dos resultados precedentes pode-se considerar recobrimentos duplos cujos ramos
e ramificagoes sejam pontos subcanonicos. O conteiddo do segue trata de como construir

tais recobrimentos em algumas situagoes.

Dados um par § > 4 e a tais que 2|9, considere uma curva Cj admitindo um divisor

By =e1+ ...+ es cujos pontos sao tais que

o o

de; ~ep+e+...+e e ﬁeiwgej.

Pelo Corolario 6.8, curvas deste tipo existem. Defina o recobrimento duplo C} = (Cy, Lo, By) —
Co, onde Ly =~ Og,( gei). Seja x1; o ponto de ramificacao deste recobrimento duplo sobre o
ramo ¢;. O divisor Ry = x11+. ..+ 215 sobre C; é o divisor de ramificacao do recobrimento

duplo C1, e seus pontos sao tais que

) )
5:{:1¢~x11+x2+...+x15 e _xliNF

9a—1 L1j-

Uma cadeia de recobrimentos duplos

Co—...—>C,—>Ch1—...>C—C,

todos eles ramificados precisamente em ¢ pontos, pode ser construida indutivamente pelas
5

ternas Cn = (Cn—la‘cn—laBn—l) — C’n—la pondo Bn—l = Rn—l € ‘Cn—l =~ OCn_1(§x(n—1)i)v

onde x(,—1); ¢ o ramo no divisor B,_; cuja ramificacao associada por este recobrimento

duplo é z,,;, sendo que

) )
OLpi ~ Tyl + Tpa + ...+ Xps € ﬁxm ~ Fxnj.

A cadeia de pontos ramificados
Tai F oo > Ty = T(ne1)i F .. > Tp3 > €,
induz uma cadeia de inclusoes dos semigrupos de Weierstrass,
H(xg) C ... C H(wp) € H(xn-1):) C ... C H(x1;) € H(es),

onde H(xy;) é um recobrimento duplo do semigrupo H(z(,-1);). Denote por c,; + 1 a
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multiplicidade de H(x;).

Nao sendo necessario distinguir todas as ramificacoes de um recobrimento da cadeia, usa-
se simplesmente a notacao x, para a ramificacao cujo ramo associado pelo recobrimento
duplo C,, — C},_1 é x,,_1. Correspondentemente denota-se ¢, = c,;. Seja g, o género da

curva C,. Indutivamente mostra-se que

J
gn=2"go— (2" — 1)+ (2" — 1)5 e ¢, =min{d—2,2"co+ (2" — 1)}.

Lema 6.8. Com as notagoes acima.

1) H(x,) = 2H (x,—1) + (6 — 1)N.

2) Se algum H(x,) € simétrico, entdo todo H(x,,) é simétrico.

Demonstragdo: Por definigao, cada recobrimento duplo é tal que C,, = (Cy,_1, L,,—1, Bn_1),
onde B,,_1 = R,_1¢e L, ~ Ocn_l(gxn_l), qualquer que seja x,_1 € B,_;. Uma vez que
deg(L; 1 ([(6—1)/2)zn_1)) <0e L,1,(5/27, 1) = Og,_,, entdo h°(C,, Oc, ((§ —2)z,)) =
ho(Cn-1,0c,_,((0/2=1)z0-1)) € h*(Cr, Oc, ((6—1)z5)) = h*(Cpo1, Oc((6/2—1)zp-1))) +
1, logo d — 1 € H(x,). Isto mostra que H(x,) = 2H (z,-1) + (0 — 1)N. Para provar o item

(2), basta aplicar indutivamente o Lema 5.8.

No que segue, supoem-se sempre que 0 > 6 e g > 2. Seja
A, = A(H(z,)).

Se for necessario distinguir a i-ésima ramificacao x,; de C, — C,_, entao usa-se a

notacao correspondente A,;.

Os resultados seguintes visam descrever A,, em termos de § dado em relagdo a multipli-

cidade ¢y + 1 do ramo da curva Cj da torre de recobrimentos.

Lema 6.9. Com as notagoes acima. Seja n < a.
1) Se § > 2"2(co + 1) entdo § > 4e, + 4.

2) Se § < 2"%(cy + 1), entdo § < 4c, + 4.

3) Se § > 2" (¢o + 1) + 2, entdo § > 2¢, + 4.

4) Se 2" (g +1) +2 <6 < 2" 2(cy + 1), entdo 2¢, +4 < 6 < 4c, + 4.
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Demonstragao: Uma vez que ¢, = min{d — 2,2"¢y + (2" — 1)}, entdo 4c, + 4 =
min{dd —4,2"2(cy + 1)} e 2¢, + 4 = min{26, 2" (¢y + 1) + 2}. Disto, o resultado segue

por computacao direta.

Coroldrio 6.11. Suponha que § > 2" (cy + 1), entao A, = {1,2,...,2¢, + 1}.
Demonstracao: Basta aplicar o Lema 6.9 e o Corolario 5.3.

0]
Corolério 6.12. Suponha que 6 < 6§ < 2" 2(cy + 1). Dentre as condigées a sequir, duas
delas implicam a terceira:
1) H(x,_1) € simétrico;
2) H(z,) € simétrico;
3)6/2—1¢ A,

Neste caso, se, mais ainda, 2" (co + 1) +2 < § < 2"2(¢ + 1), entdo

Ay ={1,2,.... 2, + 1}\{% Y

Demonstragao: Basta aplicar o Lema 6.9 e o Corolério 5.6.

Torre de Recobrimentos e Curvas Bielipticas

Pelo Corolédrio 6.8, dados g > 6 e a tais que 2%|(g — 1), existe uma curva bieliptica

p: By — E, de género g, e 2g — 2 pontos subcanonicos @1, ..., Ty,_o tais que

29 —2 29 —2
T ~

9a 9a Z; (29-2)1‘1 ~ T+ ...—|—£L‘29_2.

Por analogia com o que foi feito acima, uma cadeia de recobrimentos duplos,

E,—...—-F,—FE,1—...>FE —FE —FE,
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pode ser construida a partir da curva bieliptica p : E; — FE, todos eles ramificados em
2g — 2 pontos subcanonicos. Pelo Lema 6.8, os semigrupos de Weierstrass dos pontos
que aparecem em uma ramificacao x, — x,_; de um recobrimento duplo F, — E,_; sao
relatados por

H(z,) =2H(xp—1) + (29 — 3)N.

Mais ainda,

gn=(2"=1)g—-2"+2 e ¢, =min{29—4,2"" —1}.

Alguns resultados acima podem ser reescritos.
Lema 6.10. Com as notagoes acima. Sejan < a.
1) Se g > 2" + 1, entdo 2g — 2 > 4c, + 4.
2) Se g < 2" 4+ 1, entao 29 — 2 < 4c, + 4.
3) Se g > 2" + 2 entdo 2g — 2 > 2¢, + 4.
4) Se 2"t +2 < g <22 4+ 1, entio 2¢, + 4 < 29 — 2 < 4c, + 4.

Demonstracao: Uma vez que ¢g = 1 e § = 2g — 2, basta aplicar o Lema 6.9.

Corolério 6.13. Suponha que g > 2"*2 + 1, entdo A, = {1,2,...,2""2 — 1}.

Demonstracdo: Pelo Lema 6.10, se g > 2""2 4 1 entdao 29 — 2 > 4c, + 4. Por outro
lado, 2g — 4 > 2" — 1, logo ¢, = 2" — 1. Daf que 2¢, + 1 = 2""2 — 1. Basta aplicar o

Corolério 5.3.

O

Corolario 6.14. Suponha que 4 < g < 224+ 1. Dentre as condicoes a sequir, duas delas

implicam a terceira:
1) H(x,_1) € simétrico;
2) H(x,) € simétrico;
3)6/2—-1¢ A,

Neste caso, se, mais ainda, 2" +2 < g < 22 + 1, entdo

A, =1{1,2,..., 2" —1}\{g - 2}.
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Demonstracao: Se g > 2" 4+ 2 entao ¢, = 2" — 1. Dai, 2¢, +1 = 2"*2 — 1. Por

outro lado, 6/2 — 1 = g — 2. Basta aplicar o Lema 6.9 e o Corolério 5.6.
O

E sempre possivel escolher inteiros positivos g e a tais que 2*|(g—1), satisfazendo qualquer
uma das hipdteses do Lema 6.10. De fato, por exemplo, dado a, para b = 3 ou 4, o niimero
g = 2°b + 1 satisfaz o item (4) para n = a. Isto significa que é sempre possivel construir

recobrimentos duplos de curvas satisfazendo as hipoteses dos resultados enunciados.
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