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ABSTRACT

This work was based on a new way to represent combinatorially the coefficients of several

important series by two-line array. The results presented in this work were obtained by the

use of this new representation. We describe interpretations of unrestricted partitions and the

corresponding bijection between the two respective sets. We also obtain some results for Mock

Theta Functions and relate some distinct Mock Theta Functions.

Resumo

Este trabalho foi baseado em uma nova maneira de representar, combinatoriamente, os coeficientes

de várias importantes séries por meio de matrizes de duas linhas. Os resultados que apresenta-

mos neste trabalho foram obtidos por meio do uso desta nova representação. Descrevemos inter-

pretações para partições irrestritas e a correspondente bijeção entre os dois respectivos conjuntos.

Também obtemos resultados para algumas Mock Theta Functions e relacionamos algumas Mock

Theta Functions distintas.
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INTRODUÇÃO

Em [8], Santos et al introduziu uma nova maneira de representar, combinatoriamente, os co-

eficientes de várias importantes séries por meio de conjuntos compostos por certas combinações

lineares de dois parâmetros. Posteriormente verificou-se que os elementos destes conjuntos po-

deriam ser vistos como matrizes de duas linhas. Interessantes aplicações desta nova forma de

representação foram obtidas em [5], [6] e [7].

Os resultados que apresentamos neste trabalho foram obtidos por meio do uso desta nova

representação.

No primeiro caṕıtulo estão algumas definições e resultados conhecidos que serão usados ao longo

do texto. No Caṕıtulo 2 descrevemos uma interpretação para partições irrestritas dada em [8] e a

correspondente bijeção entre os dois respectivos conjuntos. No último caṕıtulo, obtemos resultados

para algumas Mock Theta Functions, por um processo semelhante ao utilizado no Caṕıtulo 2, e

também relacionamos algumas Mock Theta Functions distintas.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Neste caṕıtulo introduziremos alguns conceitos básicos que serão utilizados ao longo do texto.

Definição 1.0.1. Uma partição de um inteiro positivo n [3] é uma sequência não-crescente de

inteiros positivos (λ1, ..., λk) tal que
k∑

i=1

λi = n. Os termos λi são chamados partes da partição. A

função partição p(n) é o número de partições de n.

Exemplo 1.0.1. p(4) = 5 já que existem cinco partições do número quatro:

4, 3 + 1, 2 + 2, 2 + 1 + 1 e 1 + 1 + 1 + 1.

O gráfico de Ferrers é um modo de representar uma partição graficamente. As partes da partição

são mostradas como linhas de pontos, sempre alinhados a esquerda. Muitos fatos interessantes são

melhores explicados graficamente.

Exemplo 1.0.2. Seja 5 + 3 + 1 uma partição de n = 9. Vamos representar esta partição grafica-

mente. Utizando o gráfico de Ferrers, temos:
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Caṕıtulo 1. Preliminares

Dada uma partição qualquer, podemos obter uma nova partição trocando as linhas com as

colunas, ou seja, o que é linha se transforma em coluna e o que é coluna, se transforma em linha.

Esta operação é chamada conjugação e as partições são ditas conjugadas.

Exemplo 1.0.3. Considere a partição 8+5+3+3+1. Usando os gráficos de Ferrers, temos que

sua partição conjugada é 5 + 4 + 4 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1.

Definição 1.0.2. Uma dada partição tem um quadrado de Durfee de lado s se a s-ésima parte é

≥ s mas a (s+ 1)-ésima parte é < s.

Em outras palavras, chamamos quadrado de Durfee da partição ao maior quadrado posśıvel

dentro do gráfico de Ferrers e encaixado no seu canto superior esquerdo.

Exemplo 1.0.4. A partição 4 + 4 + 2 + 1 + 1 tem um quadrado de Durfee de lado 2.

A função geradora para partições irrestritas, [2], é dada por:

∞∑

n=0

p(n)xn =
∞∏

k=1

(
1

1− xk

)
.
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CAPÍTULO 2

PARTIÇÕES IRRESTRITAS

Em Santos et al, [8], foram dadas três interpretações para partições irrestritas, através de

uma matriz constitúıda por duas linhas, satisfazendo determinadas restrições. Usando duas destas

representações, descrevemos uma nova classe de matrizes e utilizando esta nova estat́ıstica, foi

posśıvel conjecturar e demonstrar alguns resultados.

2.1 Primeira Caracterização

Teorema 2.1.1. O número de partições irrestritas de n é igual ao número de matrizes de duas

linhas da forma:

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
(2.1)

satisfazendo:

cs = 0, ds 6= 0,

ct = ct+1 + dt+1,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(2.2)
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2.1 Primeira Caracterização Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas

Existem 3 conjuntos diferentes de restrições que caracterizam partições irrestritas. Uma bijeção

entre as matrizes que satisfazem o primeiro conjunto de restrições é dada em Brietzke et al [5].

Mostraremos esta bijeção em um exemplo.

Primeira Bijeção: O número k de colunas da matriz corresponde ao número de partes da

partição.

Considere a partição λ = 6 + 5 + 2 + 2 de 15. Vamos associar a λ uma matriz A, 2 × 4, da

forma dada no Teorema (2.1.1) de tal modo que a soma das entradas em cada coluna de A sejam

as partes de λ. Não temos escolha para a quarta coluna, a não ser escolher c4 = 0 e d4 = 2. Como

c3 deve ser 2 e a soma da terceira coluna deve ser 2, devemos ter d3 = 0. Pelo mesmo argumento,

devemos ter c2 = 2 e d2 = 3. Também, c1 = 5 e d1 = 1. A representação é, portanto,

λ = 6 + 5 + 2 + 2 =

(
5 2 2 0

1 3 0 2

)
.

Para ir da matriz para a partição, temos somente que somar as entradas em cada coluna.

Essa representação tem a interessante propriedade de, não só representar a partição dada, como

também descrever sua conjugada na segunda linha. No exemplo, a segunda linha (1, 3, 0, 2) indica

que λ′ contém uma parte 1, três partes 2, nenhuma parte 3 e duas partes 4.

Vejamos isto usando os gráficos de Ferrers. O gráfico de λ = 6 + 5 + 2 + 2 é:

Conjugando, temos λ′ = 4 + 4 + 2 + 2 + 2 + 1:

Observe que o número de partes iguais a 1 na partição conjugada é a diferença entre o número

de pontos das duas primeiras colunas, que corresponde à diferença entre as duas primeiras partes

na partição original. Vamos olhar para a matriz (2.1) e as restrições (2.2), com s = 4.
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Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas 2.1 Primeira Caracterização

Para t = 1, temos c1 = c2 + d2 e então:

(c1 + d1)− (c2 + d2) = c2 + d2 + d1 − c2 − d2 = d1.

O número de partes iguais a 2 na partição conjugada é a diferença entre o número de pontos

das segunda e terceira colunas da partição conjugada, que corresponde à diferença entre a segunda

e terceira partes da partição original, ou seja, para t = 2 em (2.2), temos c2 = c3 + d3 e então:

(c2 + d2)− (c3 + d3) = c3 + d3 + d2 − c3 − d3 = d2.

O número de partes iguais a 3 na partição conjugada é a diferença entre o número de pontos

das terceira e quarta colunas da partição conjugada, que corresponde à diferença entre a terceira

e quarta partes da partição original, ou seja, para t = 3 em (2.2), temos c3 = c4 + d4 e então:

(c3 + d3)− (c4 + d4) = c4 + d4 + d3 − c4 − d4 = d3.

Por fim, o número de partes iguais a 4 na partição conjugada é a quarta coluna da partição

conjugada, que é a última linha da partição original, igual a d4.

Baseado nas observações acima, é posśıvel perceber que a segunda linha nos informa que a

partição conjugada possui 1 parte igual a 1, três partes iguais a 2 nenhuma parte igual a 3 e 2

partes iguais a 4, ou seja, a partição conjugada de λ é

λ′ = 4 + 4 + 2 + 2 + 2 + 1.

De modo geral, d1 é o número de partes iguais a 1 na partição conjugada, d2 é o número de

partes iguais a 2 e assim por diante.

Para cada matriz do tipo (2.1) vamos associar uma outra matriz (2 × 1) que será formada

somando-se as linhas da matriz. Calculamos todas as matrizes de um dado n, somamos as linhas

de tais matrizes, contamos o número de matrizes segundo a soma na segunda linha e colocamos

em uma tabela, obedecendo a ordem crescente na segunda linha, da direita para a esquerda. Para

fazer isso, utilizamos o software Matlab R2012b. E depois, utilizamos o software Maple 15 para

conferência dos resultados.

Por exemplo, para n = 5 temos as seguintes matrizes:
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2.1 Primeira Caracterização Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas

(
1 1 1 1 0

0 0 0 0 1

)
,

(
1 1 1 0

1 0 0 1

)
,

(
2 1 0

0 1 1

)
,

(
1 1 0

2 0 1

)
,

(
2 0

1 2

)
,

(
1 0

3 1

)
,

(
0

5

)
.

Vamos contar estas matrizes de acordo com a soma na segunda linha. Temos 1 matriz com

soma igual a 1 na segunda linha, 2 matrizes com soma igual a 2, 2 matriz com soma igual a 3, 1

matriz com soma igual a 4 e 1 matriz com soma igual a 5. Fazendo isto para cada n, organizamos

os valores obedecendo a ordem crescente da soma na segunda linha e alinhando da direita para a

esquerda obtemos a seguinte tabela.
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Sheet1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

1 1

2 1 1

3 1 1 1

4 1 1 2 1

5 1 1 2 2 1

6 1 1 2 3 3 1

7 1 1 2 3 4 3 1

8 1 1 2 3 5 5 4 1

9 1 1 2 3 5 6 7 4 1

10 1 1 2 3 5 7 9 8 5 1

11 1 1 2 3 5 7 10 11 10 5 1 ,

12 1 1 2 3 5 7 11 13 15 12 6 1

13 1 1 2 3 5 7 11 14 18 18 14 6 1

14 1 1 2 3 5 7 11 15 20 23 23 16 7 1

15 1 1 2 3 5 7 11 15 21 26 30 27 19 7 1

16 1 1 2 3 5 7 11 15 22 28 35 37 34 21 8 1

17 1 1 2 3 5 7 11 15 22 29 38 44 47 39 24 8 1

18 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 40 49 58 57 47 27 9 1

19 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 41 52 65 71 70 54 30 9 1

20 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 54 70 82 90 84 64 33 10 1

21 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 55 73 89 105 110 101 72 37 10 1

22 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 75 94 116 131 136 119 84 40 11 1

23 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 76 97 123 146 164 163 141 94 44 11 1

24 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 99 128 157 186 201 199 164 108 48 12 1

25 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 100 131 164 201 230 248 235 192 120 52 12 1

26 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 133 169 212 252 288 300 282 221 136 56 13 1

27 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 134 172 219 267 318 252 364 331 255 150 61 13 1

28 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 174 224 278 340 393 434 436 391 291 169 65 14 1

29 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 175 227 285 355 423 488 525 522 454 333 185 70 14 1

30 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 229 290 366 445 530 598 638 618 532 377 206 75 15 1

Page 1

F
igu

ra
2.1:

T
ab

ela
p
ara

p
artições

irrestritas
-
1
a
caracterização.
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2.1 Primeira Caracterização Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas

Notação: Usaremos a notação

{
j

n− j

}
para representar matrizes cuja soma na primeira linha

é igual a j e a soma na segunda linha é igual a n − j. E, #

{
j

n− j

}
para representar a cardi-

nalidade de tais matrizes.

Devido ao fato de que a segunda linha da matriz em (2.1) descreve a partição conjugada asso-

ciada, temos que o número que aparece na segunda linha de

{
j

n− j

}
após a soma é exatamente

o número de partes da partição conjugada (d1 + d2 + . . .+ ds).

Por exemplo, olhando na linha 5, da esquerda para a direita, temos:

• 1, que é o número de partições de 5 em exatamente 5 partes.

• 1, que é o número de partições de 5 em exatamente 4 partes.

• 2, que é o número de partições de 5 em exatamente 3 partes.

• 2, que é o número de partições de 5 em exatamente 2 partes.

• 1, que é o número de partições de 5 em exatamente 1 partes.

Notação: Chamaremos p(n, k) o número de partições de n em exatamente k partes.

Ao construir a tabela, observamos que até certo ponto na linha, da esquerda para a direita,

os números vão se repentindo de acordo com o que estava na linha anterior e a cada duas linhas

aumenta um valor à sequência (valores em vermelho), que é a sequência do número de partições

irrestritas de n:

1, 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22, . . . .

Olhando para a linha 10 e coluna 5 (observe que as colunas são numeradas a partir de 0)

temos, da direita para a esquerda, p(10, 5) = 7. Olhando da esquerda para a direita este número

é p(5) = 7. Na linha 14, coluna 7, temos por um lado p(14, 7) = 15 e por outro lado, temos

p(7) = 15. Baseado nestas observações a tabela nos sugere que para todo n ≥ 1, p(2n, n) = p(n).
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Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas 2.1 Primeira Caracterização

Exemplo 2.1.1. Considere n = 5. Queremos verificar que p(10, 5) = p(5).

Tome as partições de 5 e para chegar nas partições de 10, fazemos uma operação de soma no

seguinte sentido: adicionaremos a partição composta de 5 partes iguais a 1, alinhando as partes à

esquerda e somando parte a parte. Logo, teremos:

(5) + (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 6 + 1 + 1 + 1 + 1,

(4 + 1) + (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 5 + 2 + 1 + 1 + 1,

(3 + 2) + (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 4 + 3 + 1 + 1 + 1

(3 + 1 + 1) + (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 4 + 2 + 2 + 1 + 1,

(2 + 2 + 1) + (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 3 + 3 + 2 + 1 + 1,

(2 + 1 + 1 + 1) + (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 3 + 2 + 2 + 2 + 1,

(1 + 1 + 1 + 1 + 1) + (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 2 + 2 + 2 + 2 + 2,

que são todas as partições de 10 com exatamente 5 partes.

Reciprocamente, dada uma partição de 10 em cinco partes, basta subtrair 1 de cada parte, de

modo análogo ao feito para a soma, para chegarmos a uma partição de 5.

6 + 1 + 1 + 1 + 1− (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 5,

5 + 2 + 1 + 1 + 1− (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 4 + 1,

4 + 3 + 1 + 1 + 1− (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 3 + 2,

4 + 2 + 2 + 1 + 1− (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 3 + 1 + 1,

3 + 3 + 2 + 1 + 1− (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 2 + 2 + 1,

3 + 2 + 2 + 2 + 1− (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 2 + 1 + 1 + 1,

2 + 2 + 2 + 2 + 2− (1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Mostramos no próximo teorema que este fato, embora simples, observado neste ińıcio da tabela,

na realidade ocorre sempre.

Teorema 2.1.2. Para todo n ≥ 1, p(2n, n) = p(n).

Demonstração. Dada uma partição de 2n, em exatamente n partes, subtráımos 1 de cada parte,

conforme feito no exemplo anterior. Então, obtemos uma partição de n.

Inversamente, dada uma partição de n, somamos a partição constitúıda de n partes iguais a 1,

como no exemplo, obtendo uma partição de 2n em exatamente n partes.

Olhando para a coluna 7 da tabela, vemos que a partir da linha 14, os valores continuam iguais.

E isto se repete para cada coluna, para todos os valores que satisfazem a sequência do número de

11



2.1 Primeira Caracterização Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas

partições irrestritas. Dado que estamos no ponto (2n, n), percorrer esta coluna significa computar

os valores p(2n + i, n + i), para i ≥ 0. Como foi observado que o valor da coluna se mantém

inalterado, a tabela nos sugere que p(2n+ i, n+ i) = p(n).

Veja por exemplo a linha 14, coluna 7, se descermos nessa coluna teremos:

p(14, 7) = p(15, 8) = p(16, 9) = p(17, 10) = . . . = 15.

Isto vale em geral, como mostramos no próximo teorema.

Teorema 2.1.3. Para todo n ≥ 1 e i ≥ 0, p(2n+ i, n+ i) = p(n).

Demonstração. Dada uma partição de 2n+ i, em exatamente n+ i partes, subtráımos a partição

composta por n + i partes iguais a 1, como foi feito no Exemplo (2.1.1). Então, obtemos uma

partição de n.

Inversamente, dada uma partição de n, somamos a partição constitúıda de n+ i partes iguais a 1,

como feito no Exemplo (2.1.1), obtendo uma partição de 2n+ i em exatamente n+ i partes.

A partir do ponto em que, na linha, a sequência para de representar o número de partições

irrestritas de n, é posśıvel observar outra relação. Olhando para a linha 16 e coluna 10, temos

p(16, 6) = 35. Se olharmos para a linha 15 e coluna 10, temos p(15, 5) = 30. Fazendo a diferença,

obtemos p(16, 6) − p(15, 5) = 35 − 30 = 5, que é o valor de p(4). Olhando na linha 18, coluna

11, temos p(18, 7) = 49. Se olharmos para a linha 17, coluna 11, temos p(17, 6) = 44. Fazendo a

diferença, obtemos p(18, 7)− p(17, 6) = 49− 44 = 5, que é o valor de p(4). Observações como estas

nos levaram ao resultado provado no teorema seguinte.

Teorema 2.1.4. Para todo n ≥ k, p(k + 2n, n)− p(k + 2n− 1, n− 1) = p(k).

Demonstração. Vamos considerar a equação p(k + 2n, n) = p(k + 2n− 1, n− 1) + p(k).

Dadas as partições de k+2n−1 em exatamente n−1 partes, ao acrescentarmos uma parte igual a

1, escrevemos todas as partições de k+2n, com n partes, sendo que a partição possui menor parte

igual a 1. Ficam faltando as partições de k + 2n com n partes que não têm parte 1. Para isto,

basta tomar todas as partições de k e somar a partição 2+ 2+ . . .+2, em que o número de partes

iguais a 2 é igual a n, cuja soma seja menor do que k + 2n. Assim, teremos todas as partições de

k + 2n que não possuem parte 1, o que conclui a primeira parte.

12



Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas 2.1 Primeira Caracterização

Reciprocamente, dadas as partições de k + 2n que possuem parte igual a 1, retiramos esta parte

e teremos as partições de k + 2n− 1 em exatamente n− 1 partes. As partições que não possuem

parte igual a 1, retiramos a partição 2 + 2 + . . . + 2, sendo que o número de partes iguais a 2 é o

maior posśıvel que seja menor do que k + 2n e portanto obteremos p(k).

Exemplo 2.1.2. Tomando n = 4 e k = 3, teremos a relação p(11, 4) = p(10, 3) + p(3).

Dadas as partições de 10 em exatamente 3 partes, vamos acrescentar uma parte igual a 1 e teremos

as partições de 11 em 4 partes, com uma parte igual a 1.

8 + 1 + 1 + 1 = (8 + 1 + 1) + 1

7 + 2 + 1 + 1 = (7 + 2 + 1) + 1

6 + 3 + 1 + 1 = (6 + 3 + 1) + 1.

5 + 4 + 1 + 1 = (5 + 4 + 1) + 1.

6 + 2 + 2 + 1 = (6 + 2 + 2) + 1.

5 + 3 + 2 + 1 = (5 + 3 + 2) + 1.

4 + 4 + 2 + 1 = (4 + 4 + 2) + 1.

4 + 3 + 3 + 1 = (4 + 3 + 3) + 1.

Ficam faltando as partições de 11 em exatamente 4 partes que não possuem parte igual a 1.

Para obtê-las, vamos somar 2 + 2 + 2 + 2 à todas as partições de 3.

5 + 2 + 2 + 2 = 3 + (2 + 2 + 2 + 2)

4 + 3 + 2 + 2 = (2 + 1) + (2 + 2 + 2 + 2)

3 + 3 + 3 + 2 = (1 + 1 + 1) + (2 + 2 + 2 + 2) .

Inversamente, dadas as partições de 11 em exatamente 4 partes, primeiramente olhamos as que

possuem parte igual a 1. Destas, subtráımos uma parte igual a 1, obtendo as partições de 10 em

exatamente 3 partes.

8 + 1 + 1 = (8 + 1 + 1 + 1)− 1

7 + 2 + 1 = 7 + 2 + 1 + 1− 1

6 + 3 + 1 = 6 + 3 + 1 + 1− 1.

5 + 4 + 1 = 5 + 4 + 1 + 1− 1.

6 + 2 + 2 = 6 + 2 + 2 + 1− 1.

5 + 3 + 2 = 5 + 3 + 2 + 1− 1.

4 + 4 + 2 = 4 + 4 + 2 + 1− 1.

4 + 3 + 3 = 4 + 3 + 3 + 1− 1.

13
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Agora, das partições que não possuem parte igual a 1, subtráımos 2+2+2+2 de cada partição,

obtendo as partições de 3.

3 = 5 + 3 + 2 + 2− (2 + 2 + 2 + 2)

2 + 1 = 4 + 3 + 2 + 2− (2 + 2 + 2 + 2)

1 + 1 + 1 = 3 + 3 + 3 + 2− (2 + 2 + 2 + 2) .

Continuando a observar a tabela, percebemos outro padrão. Olhando para a linha 8 e coluna

4, temos o número p(8, 4) = 5. Na linha 5 e coluna 4 temos o número p(5, 1) = 1. Ao computar

a diferença p(8, 4) − p(5, 1) = 5 − 1 = 4, que pode ser escrito como p(0) + p(1) + p(2). Agora,

olhando para a linha 12 e coluna 6, temos o número p(12, 6) = 11. Na linha 8 e coluna 6 temos o

número p(8, 2) = 4. Ao computar a diferença p(12, 6)− p(8, 2) = 11− 4 = 7, que pode ser escrito

como p(0) + p(1) + p(2) + p(3). Continuando a fazer diferenças assim, conseguimos conjecturar e

demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.1.5. Para todo n ≥ 1, temos que

p(2n, n)− p(2n−
⌊n
2

⌋
− 1, n−

⌊n
2

⌋
− 1) =

⌊n

2 ⌋∑

i=0

p(i).

Demonstração. Vamos mostrar que

p(2n, n) = p(2n−
⌊n
2

⌋
− 1, n−

⌊n
2

⌋
− 1) +

⌊n

2 ⌋∑

i=0

p(i).

Olhando para o lado direito da igualdade, na primeira parcela, considere as partições de 2n−
⌊
n
2

⌋
− 1 em n −

⌊
n
2

⌋
− 1 partes. Acrescentando n − (n −

⌊
n
2

⌋
− 1) =

⌊
n
2

⌋
+ 1 partes iguais a 1

obtemos uma partição de 2n em n partes.

Na segunda parcela da soma, considere as partições de i, com 0 ≤ i ≤
⌊
n
2

⌋
. Para cada i, vamos

associá-las às partições de 2n com exatamente i partes iguais a 1, acrescentando 2n − i = n + r,

r ≤ n, parcelas iguais a 1, de forma que teremos uma linha com n parcelas iguais a 1 e uma

linha com r parcelas iguais a 1. A operação será da seguinte forma: a primeira linha será formada

pela partição dada. A próxima linha será formada por n parcelas iguais a 1 e a última linha será

composta de r parcelas iguais a 1. Alinhamos as linhas à esquerda e somamos coluna a coluna.
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Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas 2.1 Primeira Caracterização

Observe que n− r = i, que pela operação descrita garante i partes iguais a 1.

Exemplo 2.1.3. Para n = 6 teremos, para a primeira parcela, as partições de 8 em 2 partes, que

serão associadas às partições de 12 em exatamente 6 partes, acrescentando 4 partes iguais a 1. Ou

seja:

7 + 1 ↔ 7 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1;

6 + 2 ↔ 6 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1;

5 + 3 ↔ 5 + 3 + 1 + 1 + 1 + 1;

4 + 4 ↔ 4 + 4 + 1 + 1 + 1 + 1.

Na segunda parcela, teremos p(0) + p(1) + p(2) + p(3), que será associado da seguinte forma:

• i = 0, então teremos que acrescentar 12 partes iguais a 1 de forma que a partição tenha

exatamente 6 partes:

0

1 +1 +1 +1 +1 +1

1 +1 +1 +1 +1 +1

2 +2 +2 +2 +2 +2

• i = 1, então teremos que acrescentar 11 partes iguais a 1 de forma que a partição tenha

exatamente 6 partes:

1

1 +1 +1 +1 +1 +1

1 +1 +1 +1 +1

3 +2 +2 +2 +2 +1

• i = 2, então teremos que acrescentar 10 partes iguais a 1 de forma que a partição tenha

exatamente 6 partes:

1 +1

1 +1 +1 +1 +1 +1

1 +1 +1 +1

3 +3 +2 +2 +1 +1
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2.1 Primeira Caracterização Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas

2

1 +1 +1 +1 +1 +1

1 +1 +1 +1

4 +2 +2 +2 +1 +1

• i = 3, então teremos que acrescentar 9 partes iguais a 1 de forma que a partição tenha

exatamente 6 partes:

1 +1 +1

1 +1 +1 +1 +1 +1

1 +1 +1

3 +3 +3 +1 +1 +1

2 +1

1 +1 +1 +1 +1 +1

1 +1 +1

4 +3 +2 +1 +1 +1

3

1 +1 +1 +1 +1 +1

1 +1 +1

5 +2 +2 +1 +1 +1

Reciprocamente, considere as partições de 2n em n partes.

Se a partição possui
⌊
n
2

⌋
+1 partes iguais a 1, vamos associá-la a uma partição de 2n−

⌊
n
2

⌋
− 1

em n−
⌊
n
2

⌋
− 1 partes, retirando

⌊
n
2

⌋
+ 1 parcelas iguais a 1.

Se a partição possui i partes iguais a 1, ela será associada a uma partição de i, retirando

2n− i = n+ r, r ≤ n parcelas iguais a 1, de forma que teremos 1 linha com n parcelas iguais a 1

e uma linha com r parcelas iguais a 1. A operação será da seguinte forma: a primeira linha será

formada pela partição dada. A próxima linha será formada por n parcelas iguais a 1 e a última

linha será composta de r parcelas iguais a 1. Alinhamos as linhas à esquerda e subtráımos as

últimas 2 linhas, coluna a coluna, da partição dada.

Exemplo 2.1.4. Tomando n = 6, vamos pegar as partições com 4 partes iguais a 1 e vamos

associá-la às partições de 8, com 2 partes, retirando as 4 partes iguais a 1.
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7 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 ↔ 7 + 1;

6 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 ↔ 6 + 2;

5 + 3 + 1 + 1 + 1 + 1 ↔ 5 + 3;

4 + 4 + 1 + 1 + 1 + 1 ↔ 4 + 4.

No segundo caso, as partições restantes serão associadas da seguinte forma:

• 2+2+2+2+2+2 está associada à partição de zero, pois não possui parte igual a 1. Assim,

teremos que retirar 12− 0 = 12 partes iguais a 1.

2 +2 +2 +2 +2 +2

−1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1 −1

0

• 3 + 2+ 2+ 2+ 2+ 1 está associada à partição de 1, pois possui uma parte igual a 1. Assim,

teremos que retirar 12− 1 = 11 partes iguais a 1.

3 +2 +2 +2 +2 +1

−1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1

1

• 3+3+2+2+1+1 está associada à partição de 2, pois possui duas partes iguais a 1. Assim,

teremos que retirar 12− 2 = 10 partes iguais a 1.

3 +3 +2 +2 +1 +1

−1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

1 +1

• 4+2+2+2+1+1 está associada à partição de 2, pois possui duas partes iguais a 1. Assim,

teremos que retirar 12− 0 = 10 partes iguais a 1.

4 +2 +2 +2 +1 +1

−1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

2

• 3+3+3+1+1+1 está associada à partição de 3, pois possui três partes iguais a 1. Assim,

teremos que retirar 12− 3 = 9 partes iguais a 1.
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3 +3 +3 +1 +1 +1

−1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1

1 +1 +1

• 4+3+2+1+1+1 está associada à partição de 3, pois possui três partes iguais a 1. Assim,

teremos que retirar 12− 3 = 9 partes iguais a 1.

4 +3 +2 +1 +1 +1

−1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1

2 +1

• 5+2+2+1+1+1 está associada à partição de 3, pois possui três partes iguais a 1. Assim,

teremos que retirar 12− 3 = 9 partes iguais a 1.

5 +2 +2 +1 +1 +1

−1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1

3

Portanto temos uma bijeção entre as partições de 2n em n partes e as partições de 2n−
⌊
n
2

⌋
−1

em n−
⌊
n
2

⌋
− 1 partes somadas com as partições de i, 0 ≤ i ≤

⌊
n
2

⌋
. Ou ainda,

p(2n, n) = p(2n−
⌊
n
2

⌋
− 1, n−

⌊
n
2

⌋
− 1) +

⌊n

2 ⌋∑

i=0

p(i).

Observando novamente a tabela, vemos que na linha 4 e coluna 1 temos p(4, 3) = 1 e na linha

3 e coluna 1 temos p(3, 2) = 1. Também temos na linha 4 e coluna 0 temos p(4, 4) = 1 e na linha

3 e coluna 0 temos p(3, 3) = 1. Mas se olharmos para os valores restantes nas respectivas linhas,

temos na linha 4 e coluna 2 o valor p(4, 2) = 2 e na linha 3 e coluna 2 temos p(3, 1) = 1 e por fim

na linha 4 e coluna 3 temos p(4, 1) = 1 e na linha 3 e coluna 3 não temos nenhum valor. Então,

temos que p(4, 3) = p(3, 2), p(4, 4) = p(3, 3), p(4, 1) ≥ p(3, 0) e p(4, 2) ≥ p(3, 1) Portanto, fazendo

considerações assim, conseguimos a seguinte conjectura.
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Corolário 2.1.1. Para n ≥ 1,

p(n) = p(4n, 2n)− p(3n− 1, n− 1)− p(4n− 4, 2n− 2) + p(3n− 4, n− 2).

Continuando as observações na tabela, vamos olhar a linha 6 e comparar com a linha 5. Ob-

servamos que p(6, 6) = p(5, 5), p(6, 5) = p(5, 4), p(6, 4) = p(5, 3) e p(6, 3) > p(5, 2). Também vemos

que p(6, 2) ≥ p(5, 1) e p(6, 1) ≥ p(5, 0), pois este último não está definido. Logo, podemos mostrar

o seguinte resultado.

Demonstração. Basta tomar a diferença p(4n, 2n)− p(4n− 4, 2n− 2) no Teorema (2.1.5).

Teorema 2.1.6. Sejam n um inteiro positivo e k =
⌊n
2

⌋
+ 1. Então,

1. p(n, j) = p(n− 1, j − 1) para k ≤ j ≤ n.

2. p(n, j) > p(n− 1, j − 1) para 1 ≤ j < k.

Demonstração.

1. Como k ≤ j ≤ n, cada partição com exatamente j partes possui 1 como menor parte. De

fato, se toda parte fosse maior do que 1, o número particionado seria maior do que ou igual

a 2j ≥ 2(
⌊
n
2

⌋
+ 1) = n + 2 (caso n par) ou 3 + 2(j − 1) ≥ 3(

⌊
n
2

⌋
) = n + 2 (caso ı́mpar), o

que seria um absurdo. Agora, uma partição de n em j partes é transformada em uma de

n − 1 em j − 1 partes e vice-versa, removendo-se uma parte 1 ou acrescentando uma parte

1, respectivamente. Logo, p(n, j) = p(n− 1, j − 1).

2. Sendo 1 ≤ j < k, as partições enumeradas por p(n, j) têm menor parte não necessariamente

iguais a 1. Então, p(n, j) > p(n− 1, j − 1) para 1 ≤ j < k.

Teorema 2.1.7. Sejam n um inteiro positivo e k = ⌊n
2
⌋+ 1. Então,

p(n)− p(n− 1) =

⌊n

2
⌋∑

i=1

[p(n, i)− p(n− 1, i− 1)].
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Demonstração. Reescrevemos a igualdade como

p(n) = p(n− 1) + p(n, 1) +

⌊n

2
⌋∑

i=2

[p(n, i)− p(n− 1, i− 1)]

= p(n− 1) + p(n, 1) + p(n, 2)− p(n, 1) + · · ·+ p(n− 1, ⌊n
2
⌋)− p(n− 1, ⌊n

2
⌋ − 1).

Iniciamos com as partições de n− 1, cujo total é p(n− 1), e vamos obter o número de partições de

n. Acrescentando uma parte 1 às partições de n−1 obtemos partições de n com menor parte igual

a 1. Agora acrescentamos a partição de n com uma única parte, o que corresponde a p(n, 1) = 1.

Precisamos agora acrescentar as partições de n com mais do que uma parte e cuja menor

parte é maior do que 1. Com 2 partes temos p(n, 2) − p(n − 1, 1) partições, com 3 partes temos

p(n, 3)−p(n−1, 2), ..., com ⌊n
2
⌋ partes temos p(n, ⌊n

2
⌋)−p(n−1, ⌊n

2
⌋−1). Note que, pela identidade

anterior, as partições de n com mais do que ⌊n
2
⌋ partes têm menor parte 1.

Somando todas essas contribuições temos

p(n) = p(n− 1) + p(n, 1) + p(n, 2)− p(n− 1, 1) + · · ·+ p(n, ⌊
n

2
⌋)− p(n− 1, ⌊

n

2
⌋ − 1).

2.2 Segunda Caracterização

Outra maneira de representar partições irrestritas, descrito em Brietzke et al [5], é dada no

seguinte teorema.

Teorema 2.2.1. O número de partições irrestritas de um inteiro positivo n é igual ao número de

matrizes de duas linhas na forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (2.3)

em que:
cs 6= 0,

ct ≥ 2 + ct+1 + dt+1, ∀t < k,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(2.4)
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Demonstração. A prova deste teorema é bijetiva e associa, a cada k ≥ 1 fixado, uma partição

irrestrita de n com quadrado de Durfee de lado k a uma matriz com as restrições (2.4), contendo

exatamente k colunas de forma que d1 é o número de partes iguais a 1 abaixo do quadrado de

Durfee, d2 é o número de partes iguais a 2 abaixo do quadrado de Durfee e assim por diante.

Por exemplo, uma partição λ = λ1+λ2+ . . .+λr (suponha λt ≥ λt+1) com quadrado de Durfee

de lado 3 é completamente caracterizada, uma vez que for declarado quantas vezes cada um dos

números 1, 2 e 3 aparece como parte de λ, e se também forem conhecidas as três maiores partes

λ1, λ2 e λ3 de λ. Deve ser associada à partição λ uma matriz 2× 3 que nos diz esses seis números.

Seja (
c1 c2 c3

d1 d2 d3

)
, (2.5)

uma matriz. Por (2.4) é posśıvel escrever

c3 = 1 + j3,

c2 = 3 + j2 + j3 + d3

c1 = 5 + j1 + j2 + j3 + d2 + d3,

(2.6)

com j1, j2, j3 ≥ 0. Portanto, a matriz (2.5) pode ser escrita como

(
5 + j1 + j2 + j3 + d2 + d3 3 + j2 + j3 + d3 1 + j3

d1 d2 d3

)
, (2.7)

ou, ainda, como a soma

(
5 3 1

0 0 0

)
+

(
0 0 0

d1 0 0

)
+

(
d2 0 0

0 d2 0

)
+

(
d3 d3 0

0 0 d3

)
+

(
j1 0 0

0 0 0

)
+

(
j2 j2 0

0 0 0

)
+

(
j3 j3 j3

0 0 0

)
. (2.8)

Da discussão anterior, segue que a partição λ pode ser caracterizada pelos números

d1 → o número de vezes que 1 é uma parte de λ

d2 → o número de vezes que 2 é uma parte de λ

d3 → o número de vezes que 3 é uma parte de λ, não contando aqui eventuais partes iguais a

3 contidas no quadrado de Durfee.

j1 → λ1 − λ2, i.e., o número de vezes que 1 é uma parte da partição conjugada λ′
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j2 → λ2 − λ3, i.e., o número de vezes que 2 é uma parte de λ′

j3 → λ3 − 3, i.e., o número de unidades que λ3 excede o lado do quadrado de Durfee.

Observe que as primeiras três partes são completamente determinadas: λ3 = 3 + j3, λ2 =

3 + j2 + j3 e λ1 = 3 + j1 + j2 + j3.

Exemplo 2.2.1. Considere a partição λ = 5 + 4 + 4 + 2 + 2 + 1 de n = 18.

É feita a decomposição do gráfico de Ferrers de λ como mostrado na

figura, considerando o tamanho do quadrado de Durfee e o número

de vezes que 1, 2 e 3 são partes de λ e da partição conjudada λ′. No

exemplo, d1 = 1, d2 = 2, d3 = 0, j1 = 1, j2 = 0 e j3 = 1. Esta

decomposição sugere a soma das matrizes abaixo:

(
5 3 1

0 0 0

)
do quadrado de Durfee,

(
0 0 0

1 0 0

)
+

(
2 0 0

0 2 0

)
=

(
2 0 0

1 2 0

)
pois 1 aparece uma vez e 2 aparece duas vezes

como parte de λ e(
1 0 0

0 0 0

)
+

(
1 1 1

0 0 0

)
=

(
2 1 1

0 1 0

)
desde que 3 aparece duas vezes como parte de λ′,

mas aparece somente uma vez fora do quadrado de Durfee e 1 é parte de λ′ somente uma vez.

Portanto, a matriz correspondente à partição λ é

(
5 3 1

0 0 0

)
+

(
2 0 0

1 2 0

)
+

(
2 1 1

0 0 0

)
=

(
9 4 2

1 2 0

)
.

Existe um caminho fácil de obter a matriz que representa a partição.

Não é necessário escrever primeiro a soma das matrizes como feito

acima. Na verdade, no exemplo, note que a soma das colunas, 10, 6

e 2 são o tamanho dos ganchos mostrados na figura ao lado.

Na segunda linha, as entradas 1 e 2 indicam o deslocamento vertical do gancho correspondente

com respeito ao anterior, e 0 indica o deslocamento vertical do último gancho com respeito ao final
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Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas 2.2 Segunda Caracterização

do quadrado de Durfee.

A matriz

(
5 3 1

0 0 0

)
corresponde ao quadrado de Durfee. Note que as entradas 5, 3 e 1 na

primeira linha são precisamente o número de elementos que cada gancho tem em comum com o

quadrado de Durfee.

Novamente, calculamos todas as matrizes para um dado n, usando um processo semelhante ao

descrito para a montagem da primeira tabela. Na tabela a seguir são representados os coeficientes

relativos à representação acima.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

1 1

2 1 1

3 1 1 1

4 1 1 1 2

5 1 1 1 2 2

6 1 1 1 2 3 3

7 1 1 1 2 3 4 3

8 1 1 1 2 3 5 5 4

9 1 1 1 2 3 5 6 6 5

10 1 1 1 2 3 5 7 8 8 6

11 1 1 1 2 3 5 7 9 10 10 7

12 1 1 1 2 3 5 7 10 12 13 13 9

13 1 1 1 2 3 5 7 10 13 15 17 16 10

14 1 1 1 2 3 5 7 10 14 17 20 22 20 12

15 1 1 1 2 3 5 7 10 14 18 22 26 28 24 14

16 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 24 29 34 35 29 17

17 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 25 31 38 43 43 35 19

18 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 33 41 49 55 53 42 23

19 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 34 43 53 63 68 64 50 26

20 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 45 56 69 80 84 78 60 31

21 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 46 58 73 88 100 103 94 71 35

22 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 60 76 94 112 124 126 114 84 41

23 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 61 78 98 120 140 153 153 136 99 46

24 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 80 101 126 152 175 188 186 164 116 54

25 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 81 103 130 160 191 216 229 225 194 135 61

26 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 105 133 166 203 238 266 280 271 231 158 70

27 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 106 135 170 211 254 295 326 339 325 272 183 79

28 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 137 173 217 266 317 364 398 411 389 321 212 91

29 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 138 175 221 274 333 393 446 484 495 462 375 245 102

30 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 177 224 280 345 415 485 546 588 595 548 440 283 117

31 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 178 226 284 353 431 514 595 665 710 710 647 512 325 131

32 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 179 228 287 359 443 536 634 729 808 855 848 762 597 374 149

33 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 179 229 289 363 451 552 663 779 888 977 1026 1005 894 692 428 167

34 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 179 230 291 366 457 564 685 818 953 1079 1180 1227 ### 1048 803 490 189

35 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 179 230 292 368 461 572 701 847 1003 1161 1307 1417 ### 1403 1223 927 559 211

36 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 179 230 293 370 464 578 713 869 1042 1227 1412 1578 ### 1736 1652 1427 1071 637 239

37 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 179 230 293 371 466 582 721 885 1071 1277 1495 1709 ### 2028 2054 1937 1659 1231 724 266

38 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 179 230 293 372 468 585 727 897 1093 1316 1561 1816 ### 2278 2415 2426 2270 1926 1416 823 299

39 1 1 1 2 3 5 7 10 14 19 26 35 47 62 82 107 139 179 230 293 372 469 587 731 905 1109 1345 1611 1900 ### 2484 2723 2865 2856 2650 2230 1622 932 333

F
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Olhando para cada linha temos que, após fazer a soma, a segunda linha da matriz nos diz o

número de partes abaixo do quadrado de Durfee. Por exemplo, olhando para a linha 5, da direita

para a esquerda, temos:

• 2, que é o número de partições de 5 com 0 partes abaixo do quadrado de Durfee.

• 2, que é o número de partições de 5 com 1 parte abaixo do quadrado de Durfee.

• 1, que é o número de partições de 5 com 2 partes abaixo do quadrado de Durfee.

• 1, que é o número de partições de 5 com 3 partes abaixo do quadrado de Durfee.

• 1, que é o número de partições de 5 com 4 partes abaixo do quadrado de Durfee.

Uma simples observação desta tabela nos leva a algumas conjecturas. A primeira diz respeito

a diagonal em amarelo.

Proposição 2.2.1. A primeira entrada à esquerda na n-ésima linha é o número de partições de

n em que as partes são congruentes a ±1 mod 5.

Demonstração. A primeira entrada na n-ésima linha é o número de partições do tipo n = c1+ c2+

...+ ck, para todo 1 ≤ j ≤ k, com ck 6= 0, ct ≥ 2+ ct+1, t < k, ou seja, as partições de n em partes

distintas da forma c1 + c2 + · · ·+ cs, em que ci − ci+1 ≥ 2. Portanto, pela Primeira Identidade de

Rogers-Ramanujan [3], segue o resultado.

Antes de apresentarmos sobre a segunda conjectura, precisamos de uma definição.

Definição 2.2.1. Dada uma partição λ, seja l(λ) a maior parte de p, w(λ) o número de 1′s em λ

e m(λ) o número de partes maiores do que w(λ). Define-se [4] crank de uma partição λ ao número

dado por l(λ) se w(λ) = 0, ou m(λ)−w(λ) caso contrário. Dado n denotemos por cp(n) o número

de partições com crank positivo.

Observando cada linha, percebemos que até certo ponto, os valores repetem os da linha anterior

até um determinado ponto e que a cada duas linhas é acrescentado um valor novo à sequência (a

parte azul da tabela). Esta é a sequência (veja [11]) que retrata, para cada n, o número de partições

com crank positivo. Para provar tal resultado são necessários os próximos lemas que caracterizam

o crank positivo de uma partição através do tamanho do seu quadrado de Durfee.
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2.2 Segunda Caracterização Caṕıtulo 2. Partições Irrestritas

Lema 2.2.1. Seja n inteiro positivo e λ uma partição de n com quadrado de Durfee de lado k ≥ 1.

A partição λ tem crank positivo se, e somente se, o número de partes iguais a 1 em λ é menor do

que k.

Demonstração. Seja λ uma partição do inteiro positivo n, com quadrado de Durfee de lado k ≥ 1

e crank positivo. Considere w(λ) o número de partes iguais a 1 de λ e m(λ) o número de partes

de λ maiores do que w(λ).

Suponhamos, que o número de partes iguais a 1 seja maior do que ou igual a k, ou seja, w(λ) ≥ k.

Como o tamanho do quadrado de Durfee é k então λ possui, no máximo, k partes maiores do que

k. Assim teremosm(λ) ≤ k, o que implica que o crank de λ será dado porm(λ)−w(λ) ≤ k−k = 0,

o que é um absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que o número de partes iguais a 1 em λ é menor do que k. Então

w(λ) < k. Como o tamanho do quadrado de Durfee é k, teremos m(λ) ≥ k, o que implica o que

crank de λ será dado por m(λ)− w(λ) > k − k = 0, e portanto λ tem crank positivo.

Lema 2.2.2. Seja n inteiro positivo e λ uma partição de n com crank positivo e quadrado de

Durfee de tamanho k ≥ 1. Então λ tem um número menor do que n−4 partes abaixo do quadrado

de Durfee.

Demonstração. Considere n, um inteiro positivo, e λ uma partição de n com crank positivo e

quadrado de Durfee de tamanho k ≥ 1. Se k = 1 nada temos a fazer pois para que λ tenha crank

positivo, a mesma deve ter somente uma parte; ou seja; nenhuma parte abaixo do quadrado de

Durfee.

Considere k ≥ 2. Como n − k2 ≤ n − 22 = n − 4, além do quadrado de Durfee de tamanho

k, resta um número menor do que ou igual a n − 4 de pontos na partição λ de n. Observemos

que mesmo que todas as partes restantes de λ fossem tomadas iguais a 1, ainda assim teŕıamos

um número menor do que n − 4 partes abaixo do quadrado de Durfee, uma vez que a igualdade

somente poderia ocorrer no caso de k = 2, e pelo Lema (2.2.1), tem-se, no máximo, uma parte

igual a 1.

Portanto, o número de partes de λ, abaixo do quadrado de Durfee, é menor do que n− 4.

Usando o Lema (2.2.1) e a notação (a; q)n = (1− a)(1− aq) . . . (1− aqn−1), a função geradora

para as partições de n com crank positivo é dada por:
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∞∑

n=0

(1 + q + . . .+ qn−1)qn
2

(q2; q)n−1(q; q)n
=

∞∑

n=0

(1− qn)

(1− q)
.

qn
2

(q2; q)n−1(q; q)n

=
∞∑

n=0

(1− qn)qn
2

(1− q) . . . (1− qn)(q; q)n

=
∞∑

n=0

qn
2

(q; q)n−1(q; q)n
.

Por outro lado, temos a função geradora para as partições em que o coeficiente tmqn representa

o número de partições de n com m partes abaixo do quadrado de Durfee:

∞∑

n=1

qn
2

(q; q)n(tq; q)n
.

Lema 2.2.3. Sejam n inteiro positivo, λ uma partição de n com crank positivo e quadrado de

Durfee de tamanho k ≥ 1. Se quebrarmos as partes iguais a k abaixo do quadrado de Durfee em

partes de tamanho 1 obtendo uma nova partição λ′ de n, então λ′ tem um número menor do que

ou igual a n− 4 partes abaixo do quadrado de Durfee.

Demonstração. De fato, considere n um inteiro positivo e λ uma partição de n com crank positivo,

quadrado de Durfee de tamanho k ≥ 1, j partes abaixo do quadrado de Durfee de tamanho k e p

o número de partes abaixo do quadrado de Durfee maiores do que ou iguais a 2 e menores do que

ou iguais k.

Para k = 1 nada temos a fazer pois se λ tem crank positivo e quadrado de Durfee de tamanho

1 não é posśıvel haver partes iguais a 1 abaixo do quadrado de Durfee. Suponha, então, k ≥ 2.

Suponha que quebramos as j partes de λ iguais a k abaixo do quadrado de Durfee em partes

de tamanho 1, obtendo uma nova partição λ′ de n. Então w(λ′) = jk+w(λ). Sabemos, pelo Lema

(2.2.2), que w(λ) + j + p ≥ n− 4. Temos que mostrar que w(λ) + jk + p = w(λ′) + p ≤ n− 4.

Mas n ≥ k2 + jk + w(λ) + p = k2 + jk + w(λ′)− jk + p.

Como k ≥ 2, n ≥ k2 + w(λ′) + p ≥ 4 + w(λ′) + p,

e portanto n− 4 ≥ +w(λ′) + p,

seguindo o resultado.

Baseado no lema anterior, foi posśıvel encontrar uma prova bijetiva para o seguinte teorema.
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Teorema 2.2.2. O número de partições de um inteiro positivo n com crank positivo (negativo) é

igual ao número de matrizes de duas linhas na forma

(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,

em que
ck 6= 0,

ct ≥ 2 + ct+1 + dt+1, t < k

k∑

i=1

ci + di = 2n− 4;

k∑

i=1

ci = n;

k∑

i=1

di = n− 4.

Demonstração. Seja n inteiro positivo e λ uma partição de n com crank positivo e quadrado de

Durfee de tamanho k ≥ 1. Os Lemas (2.2.1), (2.2.2) garantem que é posśıvel introduzir n − 4

pontos a esta partição λ de modo a se chegar à uma partição de 2n − 4 com n − 4 partes abaixo

do quadrado de Durfee de tamanho k.

Vamos dividir a demonstração em dois casos:

1o Caso: Todas as partes abaixo do quadrado de Durfee são menores do que k.

Deslocamos as partes abaixo do quadrado de Durfee uma posição para a direita e completamos

com uma coluna de tamanho n− 4.

2o Caso: A partição possui partes de tamanho k abaixo do quadrado de Durfee.

Neste caso, tomamos todas as partes de tamanho k e transformamos em partes de tamanho 1.

Feito isso, pelo Lema(2.2.3), procedemos como no caso anterior.

Desta forma constrúımos uma partição de 2n − 4 que, pelo Corolário C de [5], tem associada

uma matriz de duas linhas da forma dada uma matriz na forma

(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,
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em que

ck 6= 0,

ct ≥ 2 + ct+1 + dt+1, t < k

k∑

i=1

ci + di = 2n− 4.

Observemos que como as partições de n assumem um número menor do que n−4 partes abaixo

do quadrado de Durfee sempre é posśıvel colocar os n− 4 pontos e ter a restrição

k∑

i=1

di = n− 4.

estabelecida.

Reciprocamente, vamos associar à partição de 2n− 4 com exatamente n− 4 partes abaixo do

quadrado de Durfee de tamanho k, a partição de n também com quadrado de Durfee de tamanho

k retirando n− 4 pontos, um ponto de cada parte abaixo do quadrado de Durfee na representação

de Ferrers da partição de 2n− 4.

Caso reste um número maior do que ou a igual a k partes iguais a 1, rearranjamos as partes

1 em partes de tamanho k até restar menos do que k partes de tamanho 1. Pelo Lema (2.2.1), a

partição de n resultante terá crank positivo.

Observemos que a operação é bijetiva e não gera ambiguidade pois para que duas partições

de 2n − 4 gerassem a mesma partição de n, elas já deveriam ser iguais uma vez que é retirada a

primeira coluna abaixo do quadrado de Durfee, o que não altera a estrutura das partes.

Exemplo 2.2.2. Para j = 6, pelo teorema, temos que dada uma partição de 6 com crank positivo,

é posśıvel associá-la a uma partição de 6 + 2 = 8, com 2 partes abaixo do quadrado de Durfee.

Partições de 6 Partições de 6 com 2 partes

com crank positivo abaixo do quadrado de Durfee

1o Caso
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2o Caso

Olhando para a linha 8 e coluna 6 da tabela, temos 2 partes abaixo do quadrado de Durfee.

Continuando nesta coluna, vemos que o número 5 se repete. Logo,

5 = p(8|2 partes abaixo do quadrado de Durfee)

= p(9|3 partes abaixo do quadrado de Durfee)

= p(10|4 partes abaixo do quadrado de Durfee)

= · · · .

Isso acontece para todos os valores que satisfazem a sequência do número de partições com

crank positivo.

Dado que temos p(2j − 4|j − 4 partes abaixo do quadrado de Durfee), percorrer esta coluna

significa computar os valores de

p(j + 4|k partes abaixo do quadrado de Durfee),

para k ≥ j − 4. Como observado que o valor da coluna se mantém inalterado, a tabela nos sugere

p(2j−4|j−4 partes abaixo do quadrado de Durfee) = p(j+4|k partes abaixo do quadrado de Durfee).

Corolário 2.2.1. Fixado j, temos p(2j − 4|j − 4 partes abaixo do quadrado de Durfee) = p(j +

4|k partes abaixo do quadrado de Durfee) para k ≥ j − 4.
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Demonstração. Segue do teorema, observando que temos a bijeção entre as matrizes da classe dada

pela soma (subtração) em uma unidade no termo d1.

Exemplo 2.2.3. Olhando para a linha 23 e coluna 6, encontramos o valor 5. Esse valor corres-

ponde a:

• partições de 6 com crank positivo;

• partições de 23 com 17 partes abaixo do quadrado de Durfee;

• Pelo Teorema (2.2.2), partições de 8 com 2 partes abaixo do quadrado de Durfee.

É posśıvel construir uma bijeção direta entre partições de j com crank positivo e partições de

n com n− j partes abaixo do quadrado de Durfee (n− j > j − 4). Procedemos como no teorema,

colocando e/ou tirando n− j partes. Para o primeiro caso, a primeira e terceira colunas, temos as

partições de 6 com crank positivo e na segunda e quarta colunas, partições de 23 com 17 partes

abaixo do quadrado de Durfee. No segundo caso, a primeira coluna é a partição de 6, com crank

positivo, a segunda coluna é o passo intermediário, em que transformamos a parte de tamanho k

em k partes de tamanho 1 e a última coluna é a partição de 23 com 17 partes abaixo do quadrado

de Durfee.

1o Caso
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2o Caso

No que segue, qj(n) denota o número de partições de n com exatamente j partes abaixo do

quadrado de Durfee.

Teorema 2.2.3. Sejam n um inteiro positivo e k =

{
n−5
2
, n ı́mpar

n−4
2
, n par

. Então,
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1. qj(n) = qj−1(n− 1) para todo k < j ≤ n− 1.

2. qj(n) > qj−1(n− 1) para todo 1 ≤ j ≤ k.

Demonstração.

1. Primeiramente observemos que se k < j ≤ n − 1 então cada partição enumerada por qj(n)

possui menor parte igual a 1. De fato, se fosse maior do que 1 a menor parte, então abaixo

do quadrado de Durfee teŕıamos ao menos 2j pontos no diagrama de Ferrers e, além disso,

no quadrado de Durfee teŕıamos no mı́nimo 4 = 22 pontos se n for par, e 5 = 3 + 2,

se n for ı́mpar. Logo, como j > k, o número particionado seria maior do que n, pois

5 + 2j > 5 + 2k = 5 + 2n−5
2

= n (caso n ı́mpar) e 4 + 2j > 4 + 2k = 4 + 2n−4
2

= n (caso n

par).

Agora que sabemos que todas as partições enumeradas por qj(n) têm menor parte igual a 1,

basta removermos tal parte para obter uma partição de n− 1 com exatamente j − 1 partes

abaixo do quadrado de Durfee. Reciprocamente, dada uma partição de n − 1 com j − 1

partes abaixo do quadrado de Durfee, acrescentando-se uma parte 1 obtemos uma partição

de n com j partes abaixo do quadrado de Durfee.

2. Como 1 ≤ j ≤ k a menor parte de uma partição enumerada por qj(n) não necessariamente é

igual a 1. Além disso, adicionando-se uma parte 1 a cada partição enumerada por qj−1(n−1)

obtemos uma partição de n com exatamente j partes abaixo do quadrado de Durfee.

Teorema 2.2.4. Seja n um inteiro positivo. Então,

p(n)− p(n− 1) = q0(n) +
k∑

i=1

[qi(n)− qi−1(n− 1)],

onde k =

{
n−5
2
, n ı́mpar

n−4
2
, n par

.

Demonstração. Começamos com o número de partições de n − 1, p(n − 1), e vamos obter p(n)

somando certos números de partições. Acrescentando uma parte 1 em cada uma dessas partições,

obtemos partições de n com pelo menos uma parte abaixo do quadrado de Durfee. Note que as

partições assim obtidas têm 1 como menor parte. Depois, devemos acrescentar aquelas partições
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de n com nenhuma parte abaixo do quadrado de Durfee, cujo total é q0(n). Devemos agora acres-

centar o número de partições de n com exatamente j partes abaixo do quadrado de Durfee, sendo

a menor parte maior do que 1. Pela identidade anterior temos que 1 ≤ j ≤ k.

Note que existem qj(n) partições de n com exatamente j partes abaixo do quadrado de Durfee. No

entanto, devemos desconsiderar aquelas já contadas por p(n− 1), que foram obtidas ao acrescen-

tarmos uma parte 1. Assim, o total de partições de n com exatamente j partes abaixo do quadrado

de Durfee, todas maiores do que 1, é igual a qn(j)− qn−1(j − 1). Portanto,

p(n)− p(n− 1) = q0(n) +
k∑

i=1

[qi(n)− qi−1(n− 1)],

Exemplo 2.2.4. n = 9, k = 2 e p(9) = p(8) + q0(9) + q1(9)− q0(8) + q2(9)− q1(8).

j qj(n) j − 1 qj−1(n− 1)

0 9, 7 + 2, 6 + 3, 5 + 4, 3 + 3 + 3

1 8 + 1, 6 + 2+ 1, 5 + 3+ 1, 5 +

2 + 2, 4 + 4 + 1, 4 + 3 + 2

0 8, 6 + 2, 5 + 3, 4 + 4

2 7+1+1, 5+2+1+1, 4+3+

1+1, 4+2+2+1, 3+3+2+

1, 3 + 2 + 2 + 2

1 7 + 1, 5 + 2+ 1, 4 + 3+ 1, 4 +

2 + 2, 3 + 3 + 2

3 6 + 1 + 1 + 1, 4 + 2 + 1 + 1 +

1, 3+3+1+1+1, 3+2+2+

1 + 1, 2 + 2 + 2 + 2 + 1

2 6+1+1, 4+2+1+1, 3+3+

1+1, 3+2+2+1, 2+2+2+

2, 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

4 5 + 1 + 1 + 1 + 1, 3 + 2 + 1 +

1+1+1, 2+2+2+1+1+1

3 5 + 1 + 1 + 1, 3 + 2 + 1 + 1 +

1, 2 + 2 + 2 + 1 + 1

5 4 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, 2 + 2 +

1 + 1 + 1 + 1 + 1

4 4 + 1 + 1 + 1 + 1, 2 + 2 + 1 +

1 + 1 + 1

6 3 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 5 3 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

7 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 6 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

8 1+1+1+1+1+1+1+1+1 7 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

Voltando à tabela (2.2) pode-se observar que a partir de um certo ponto os números não

pertencem à sequência de partições com crank positivo.
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Pela construção da tabela, o número correspondente à linha n e coluna j é o número de matrizes

(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,

em que

ck 6= 0,

ct ≥ 2 + ct+1 + dt+1, t < k

k∑

i=1

ci + di = n

k∑

i=1

di = j.

Observamos na mesma que os elementos da linha n e coluna j podem ser vistos como partições

com crank positivo até a coluna j = ⌊n/2 + 2⌋. A partir dessa coluna, o número de elementos

listados pela tabela é menor do que o número de partições com crank positivo. Ou seja, algumas

das partições com crank positivo de j não podem mais serem associadas a partições contadas pela

tabela.

Por exemplo, olhando para a linha 14 e coluna 10, o valor 17 corresponde ao número de matrizes

que estão associadas à partição de 14 com 4 partes abaixo do quadrado de Durfee, e o total de

partições de 10 com crank positivo é igual a 19.

Olhando para as partições de 10 com crank positivo, pegando como exemplo as partições

2+2+2+2+2 e 3+2+2+2+1, é posśıvel perceber que elas não podem ser transformadas pelo

mesmo tipo de bijeção apresentada no teorema, pois as 4 partes que precisam ser completadas não

cabem abaixo do quadrado de Durfee.

Seguindo este racioćınio foi posśıvel encontrar um teste para saber se a partição dada pode ou

não ser associada ao número de partições com crank positivo.

Proposição 2.2.2. Seja n um inteiro positivo e λ um partição de n, com quadrado de Durfee de

tamanho k. Sejam d o número de partes abaixo do quadrado de Durfee, yi o número de pontos na

coluna i abaixo do quadrado de Durfee e xi o número de pontos que serão acrescentados na coluna

i seguindo o método descrito pelo Teorema (2.2.2), para 1 ≤ i ≤ k. Então
k∑

i=1

yi ≤ (k − 1)d.
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Demonstração. Temos, por hipótese, que y1+x1 = d e yi+xi ≤ d, para 2 ≤ i ≤ k. Assim, obtemos

o sistema





y1 + x1 = d

y2 + x2 ≤ d
...

yk−1 + xk−1 ≤ d

yk + xk ≤ d.

Somando as desigualdades obtemos a desigualdade
k∑

i=1

yi ≤ (k − 1)d.

Portanto, se
∑k

i=1 yi > (k − 1)d, a partição descrita no Lema (2.2.2) não é contada.

Observação: É posśıvel observar algumas cores na tabela. Cada cor representa alguma observação

que ainda não foi posśıvel demonstrar.

• As células marcadas em verde, logo acima da parte azul, significam que a primeira célula

acima da parte azul difere em uma unidade a menos do que o valor da sequência do crank

positvo e a segunda célula acima, em verde, difere em duas unidades.

• As células marcadas em lilás, logo acima das verdes, apresentam uma diferença de 4 unidades

em relação à sequência do crank positivo.

• As células marcadas em laranja, logo acima das de cor lilás, diferem em 6 unidades

E a cada coluna, vão aparecendo novos valores, em que a diferença vai aumentando e que

possibilitam observações deste tipo, mas que ainda não foram demonstradas.
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CAPÍTULO 3

MOCK THETA FUNCTIONS

Neste caṕıtulo, usando um processo semelhante ao do caṕıtulo anterior para construir todas

as tabelas, apresentamos resultados para as Mock Theta Functions ψ(q), χ(q), qω(q), ν(q), f0(q),

f1(q), γ(q), S0(q), S1(q), f(q), Φ(q), ρ(q), σ(q), U0(q),
1
2
(1 + V0(q)) e φ(q), cujas representações

como matrizes de duas linhas que vamos usar podem ser encontradas em [7].

3.1 Mock Theta Function ψ(q)

A função geradora para ψ(q) é

ψ(q) =
∞∑

n=1

qn
2

(q; q2)n

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + 2dt+1, cs = 1.

Dado n, quando calculamos todas as matrizes de duas linhas que representam cada função, é

posśıvel observar que, para gerá-las, é suficiente calcular todas as partições posśıveis, em partes

ı́mpares distintas, para todom ≥ n, colocá-las na primeira linha e para fazer a segunda linha, basta
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3.1 Mock Theta Function ψ(q) Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions

completar seguindo as restrições que caracterizam a matriz. Então, considerando que a primeira

linha da matriz, após somada, nos fornece o valor de m, podemos montar a tabela correspondente

à Mock Theta Function ψ(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 ## 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 1 0

3 1 0 0

4 1 0 0 1

5 1 0 0 1 0

6 1 0 0 1 0 0

7 1 0 0 1 0 1 0

8 1 0 0 1 0 1 0 0

9 1 0 0 1 0 1 0 0 1

10 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0

11 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0

12 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0

13 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0

14 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0

15 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 2 0 0

16 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 0 0 1

17 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 0 1 1 0

18 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 0 2 1 0 0

19 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 0

20 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 0 0

21 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 1 3 1 0 1 0

22 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 1 1 2 0 0

23 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 1 2 2 0 1 0

24 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 1 3 2 1 2 0 0

25 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 2 2 3 0 0 1

26 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 2 3 3 0 2 1 0

27 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 2 4 3 1 3 1 0 0

28 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3 2 4 1 1 1 0

29 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3 3 4 2 3 1 0 0

30 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3 4 4 3 4 1 1 1 0

31 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 4 4 5 1 3 2 0 0

32 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 4 5 5 2 5 2 0 1 0

33 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 4 6 5 3 6 2 2 2 0 0

34 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 5 6 5 4 7 3 4 3 0 1 0

35 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 5 6 5 5 7 4 6 3 1 3 0 0

36 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 5 6 5 6 7 5 7 3 4 4 0 0 1

37 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 5 6 6 6 7 6 8 4 6 5 1 2 1 0

38 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 5 6 6 6 7 7 8 5 8 5 3 4 1 0 0

39 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 5 6 6 6 7 8 8 6 9 6 6 5 1 2 1 0

40 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 4 4 5 6 6 6 8 8 8 7 10 7 8 6 3 5 1 0 0

F
igu

ra
3.1:

T
ab

ela
p
ara

ψ
(q)
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3.1 Mock Theta Function ψ(q) Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions

Baseado nestas observações, vemos que até certo ponto da linha, os valores vão se repentindo

e a cada três linhas, dois novos valores são acrescentados nesta sequência (sequência em laranja).

Então podemos conjecturar o seguinte.

Teorema 3.1.1. Para todo n ≥ 7, o número de partições de m em partes ı́mpares distintas tendo 1

como parte é igual ao número de matrizes cuja soma é

{
m

n−m

}
, para 1 ≤ m ≤

(
2

⌊
n− 7

3

⌋
+ 7

)
.

Demonstração. Considere m = c1 + c2 + · · ·+ cs Dada uma matriz da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.1)

com as restrições:
cs = 1,

ct = 2 + ct+1 + 2dt+1,

n =
∑
ct +

∑
dt

(3.2)

podemos associar a partição c1 + c2 + · · · + cs de m em partes ı́mpares menores do que ou iguais

a 2m+ 1 de n−m. Reciprocamente, dada uma partição λ1 + · · ·+ λj em partes ı́mpares menores

do que ou iguais a 2m+ 1, em ordem não-crescente, podemos construir a matriz

(
λ1 λ2 . . . λj 1

d1 d2 . . . dj dj+1

)

em que dj+1 =
λj − 3

2
, di+1 =

λi − λi+1

2
e d1 = m−

j+1∑

h=2

dh.

Observando apenas a diagonal mais a direita, vemos que só aparece o valor 1 para valores de

n que são quadrados perfeitos. Assim, temos a seguinte proposição.

Proposição 3.1.1. O número de matrizes em que m = n é igual a

{
1, se n é quadrado perfeito

0, caso contrário.

Demonstração. Pela restrição da matriz ct = 2 + ct+1 + 2dt+1. Logo, quando temos
∑
di = 0,

aparecem todos os ı́mpares primeira linha da matriz. Como
n∑

i=1

(2i − 1) = n2, só teremos o valor

1 para n quadrado perfeito.
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Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions 3.2 Mock Theta Function χ(q)

3.2 Mock Theta Function χ(q)

A função geradora para χ(q) é

χ(q) =
∞∑

n=0

(−q; q)nq
n2

(−q3; q3)n

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = it + ct+1 + 2dt+1, it ∈ {2, 3}, 3|dt, cs ∈ {1, 2}.

O peso associado é (−1)
1

3

∑
s

t=1
dt .

Conside a tabela da Mock Theta Function χ(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

1 1

2 0 1

3 0 0 0

4 -1 0 0 1

5 0 -1 0 0 1

6 0 0 0 0 0 1

7 1 0 0 -1 0 0 1

8 0 1 0 0 -1 0 0 0

9 0 0 0 0 0 -1 0 0 1

10 -1 0 0 1 0 0 -2 0 0 1

11 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 1

12 0 0 0 0 0 1 0 0 -2 0 0 2

13 1 0 0 -1 0 0 2 0 0 -2 0 0 1

14 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 1

15 0 0 1 0 0 -1 0 0 2 0 0 -3 0 0 1

16 -1 0 0 1 0 0 -2 0 0 3 0 0 -2 0 0 1

17 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 2 0 0 -2 0 0 1

18 0 0 0 0 0 1 0 0 -2 0 0 4 0 0 -4 0 0 1

19 1 0 0 -1 0 0 2 0 0 -3 0 0 3 0 0 -3 0 0 2

20 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -2 0 0 2 0 0 -3 0 0 2

21 0 0 0 0 0 -1 0 0 2 0 0 -4 0 0 5 0 0 -4 0 0 2

22 -1 0 0 1 0 0 -2 0 0 3 0 0 -4 0 0 4 0 0 -4 0 0 2

23 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 2 0 0 -3 0 0 4 0 0 -4 0 0 2

24 0 0 0 0 0 1 0 0 -2 0 0 4 0 0 -6 0 0 7 0 0 -4 0 0 1

25 1 0 0 -1 0 0 2 0 0 -3 0 0 4 0 0 -5 0 0 6 0 0 -5 0 0 2

26 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -2 0 0 3 0 0 -4 0 0 6 0 0 -5 0 0 2

27 0 0 0 0 0 -1 0 0 2 0 0 -4 0 0 6 0 0 -8 0 0 8 0 0 -4 0 0 1

28 -1 0 0 1 0 0 -2 0 0 3 0 0 -4 0 0 6 0 0 -7 0 0 8 0 0 -7 0 0 2

29 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 2 0 0 -3 0 0 5 0 0 -7 0 0 8 0 0 -7 0 0 2

30 0 0 0 0 0 1 0 0 -2 0 0 4 0 0 -6 0 0 9 0 0 -11 0 0 8 0 0 -5 0 0 3

F
igu

ra
3.2:

T
ab

ela
p
ara

χ
(q)
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Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions 3.2 Mock Theta Function χ(q)

Observe que aparecem sinais negativos na tabela. Isto ocorre pelo fato de que a caracterização

da função possui um peso, que gera um sinal para cada matriz, e aqui ele é considerado. Os dois

lemas seguintes, embora simples, nos foram sugeridos pela tabela acima. Observamos que existem

diagonais com valores iguais a 0.

Lema 3.2.1. Dado n > 0, o número de matrizes cuja soma é do tipo

{
n− k

k

}
, 0 ≤ k ≤ n − 1,

k ≡ 1, 2 (mod 3), e é da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.3)

com as restrições:
cs = {1, 2}

ct = it + ct+1 + dt+1,

it ∈ {2, 3}

3|dt
∑
dt = k,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.4)

é igual a 0.

Demonstração. De fato, para que exista matriz na forma (3.3), devemos ter 3|dt, para todo 1 ≤

t ≤ s, e portanto
∑
dt = k ≡ 0 mod 3, seguindo o resultado.

Lema 3.2.2. Dado n > 0, o número de matrizes cuja soma é do tipo

{
3

n− 3

}
, e é da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.5)

com as restrições:
cs = {1, 2}

ct = it + ct+1 + dt+1,

it ∈ {2, 3}

3|dt
∑
dt = n− 3,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.6)

é igual a 0.
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3.3 Mock Theta Function qω(q) Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions

Demonstração. A afirmação segue pelas restrições (3.6) da matriz uma vez que temos somente as

possibilidades:

•
∑
ct = 1, com matrizes cuja soma é da forma

{
1

n− 1

}
,

•
∑
ct = 2, com matrizes cuja soma é da forma

{
2

n− 2

}
,

e nos demais casos
∑
ct > 3, pois ct = it + ct+1 + dt+1, com it ∈ {2, 3}.

3.3 Mock Theta Function qω(q)

A função geradora para qω(q) é

qω(q) =
∞∑

n=0

q2n(n+1)+1

(q; q2)2n+1

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = ct+1 + 2dt+1, cs = 1.

Considere a tabela da Mock Theta Function qω(q), constrúıda levando em consideração a

quantidade de matrizes de determinada soma.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 1 1

3 1 1 1

4 1 1 1 1

5 1 1 1 2 1

6 1 1 1 2 2 1

7 1 1 1 2 2 2 1

8 1 1 1 2 2 3 3 1

9 1 1 1 2 2 3 4 3 1

10 1 1 1 2 2 3 4 4 3 1

11 1 1 1 2 2 3 4 5 5 4 1

12 1 1 1 2 2 3 4 5 6 6 4 1

13 1 1 1 2 2 3 4 5 6 7 7 4 1

14 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 9 8 5 1

15 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 10 9 5 1

16 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 11 12 10 5 1

17 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 14 14 11 6 1

18 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 16 16 13 6 1

19 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 17 19 19 14 6 1

20 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 21 23 21 15 7 1

21 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 25 26 24 17 7 1

22 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 26 29 30 27 18 7 1

23 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 31 34 35 30 20 8 1

24 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 36 40 40 34 22 8 1

25 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 37 43 46 45 38 23 8 1

26 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 45 50 53 52 42 25 9 1

27 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 52 58 62 58 46 27 9 1

28 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 53 61 68 70 65 51 29 9 1

29 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 63 72 78 80 74 56 31 10 1

30 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 74 83 90 91 82 61 33 10 1

31 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 75 86 96 103 103 91 67 35 10 1

32 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 88 100 111 118 116 102 73 37 11 1

33 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 102 116 128 134 131 113 79 40 11 1

34 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 103 119 134 146 153 147 124 86 42 11 1

35 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 121 138 154 168 173 164 138 93 44 12 1

36 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 140 159 178 191 195 184 151 100 47 12 1

37 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 141 162 184 203 217 220 204 165 108 49 12 1

38 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 142 164 188 211 232 247 247 227 182 116 52 13 1

39 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 142 165 190 216 242 265 279 277 252 198 125 55 13 1

40 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 142 165 191 219 248 277 301 314 310 278 216 134 57 13 1

F
igu

ra
3.3:

T
ab

ela
p
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qω
(q)
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3.3 Mock Theta Function qω(q) Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions

Observamos que na tabela, até determinado ponto, os valores vão satisfazendo uma sequência,

que de acordo com Sloane [11], é a sequência do número de partições em partes ı́mpares(sequência

em azul). Quando calculamos todas essas matrizes, observamos que a primeira linha de cada

matriz é constitúıda de partições em partes ı́mpares e a segunda linha é completada, segundo a

restrição. Baseado nestas observações, temos o seguinte resultado.

Lema 3.3.1. Dado n > 0, o número de matrizes cuja soma é

{
n− j

j

}
, j ≥ 1, e é da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.7)

com as restrições:
cs = 1,

ct = ct+1 + 2dt+1,
∑
di = j,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.8)

é igual ao coeficiente de xn−j na expansão de

1

(1− x)(1− x3)(1− x5) · · · (1− x2j+1)
.

Ou ainda, fixado j ≥ 1, seja P2j+1(k) o número de partições de k em partes ı́mpares menores

que do que ou iguais a 2j + 1, então

P2j+1(n− (j + 1)) = ao número de matrizes cuja soma é

{
n− j

j

}
, n > j.

Demonstração. De fato, dada uma matriz da forma (3.7) podemos associar a partição c1 + c2 +

· · · + cs−1 em partes ı́mpares menores do que ou iguais a 2j + 1 de n − (j + 1). Reciprocamente,

dada uma partição λ1 + · · ·+ λj em partes ı́mpares menores do que ou iguais a 2j + 1, em ordem

não-crescente, podemos construir a matriz
(
λ1 λ2 . . . λj 1

d1 d2 . . . dj dj+1

)

em que dj+1 =
λj − 1

2
, di+1 =

λi − λi+1

2
e d1 = j −

j+1∑

h=2

dh.

Exemplo 3.3.1. j = 6 e n = 20
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18 = #

{
14

6

}
= p13(20− 7).

Exemplo 3.3.2. j = 5 e n = 19

17 = #

{
14

5

}
= p11(19− (5 + 1)).

Proposição 3.3.1. Dado m ≥ 1, considere pd(m) o número de partições de m em partes distintas.

Então

pd(m) = #

{
m+ 1

w

}
, com w ≥

⌊
m−1
2

⌋
.

Demonstração. Considere m ≥ 1, para cada partição de m em partes distintas existe uma partição

c1 + c2 + · · · + cs−1 em partes ı́mpares correspondente. Como demonstrado no Lema (3.3.1) esta

partição pode ser associada à matriz
(
c1 c2 . . . cs−1 1

d1 d2 . . . ds−1 ds

)

com
s∑

i=1

di = w,w ≥

⌊
m− 1

2

⌋
.

Do mesmo modo, dada uma matriz cuja soma é

{
m+ 1

w

}
, ela pode ser associada, pelo Lema

(3.3.1), a uma partição de m em partes ı́mpares menores do que ou iguais a 2w + 1.

Se m é ı́mpar então

⌊
m− 1

2

⌋
=

m− 1

2
e portanto 2w + 1 ≥ m. Caso contrário, teremos

⌊
m− 1

2

⌋
=
m− 2

2
e então 2w+ 1 ≥ m− 1, e como m é par, segue em ambos os casos, que temos

partições em partes ı́mpares irrestritas. Mas como para cada partição de m em partes ı́mpares

temos uma partição em partes distintas segue o resultado.

Observando a sequência marcada em verde, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.1. Dado n > 1, o número de matrizes da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.9)
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com as restrições:

cs = 1,

ct = ct+1 + 2dt+1,
∑
di = 1,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.10)

é igual a

⌊
n+ 1

3

⌋
.

Demonstração. Considere s o número de colunas da matriz. Sabendo que
∑
di = 1 e di é um

inteiro positivo, para algum 0 ≤ j ≤ s, teremos dj = 1 e di = 0, i 6= j. Assim, como cs = 1 então

ci = 1 para todo j ≤ i ≤ s e ci = 3 para todo 1 ≤ i ≤ j − 1.

Para s = 3, n = 6, j = 2, temos a possibilidade:

(
3 1 1

0 1 0

)
.

Afirmamos que: #

{
3k

1

}
= k, ou ainda, o número de matrizes com as restrições (3.12) e com

a soma dos c′is sendo múltipla de 3 é igual a k.

De fato, observemos primeiramente que como cs = 1 e
∑
ci é múltipla de 3, teremos que pelo

menos cs−2 = cs−1 = cs = 1, podendo existir mais entradas c′is = 1, com i < s − 2. Então as

matrizes podem ser constrúıdas da seguinte forma:

• todos os c′is iguais a 1;

• c1 = 3 e ci = 1 para 2 ≤ i ≤ s;

• c1 = c2 = 3 e ci = 1 para 3 ≤ i ≤ s;

...

• c1 = c2 = . . . = cs−3 = 3 e cs−2 = cs−1 = cs = 1.

Ou seja, existem k matrizes satisfazendo as condições descritas na afirmação.

Exemplo 3.3.3. Tome k = 3, então #

{
9

1

}
= 3. São elas:

48
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(
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

)
,

(
3 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 0

)
,

(
3 3 1 1 1

0 0 1 0 0

)
.

Analogamente, temos que:

• #

{
3k − 1

1

}
= k. Neste caso, colocamos cs−1 = cs = 1 e procedemos como o caso anterior.

• #

{
3k − 2

1

}
= k. Neste caso, colocamos cs = 1 e também procedemos como o primeiro caso.

Para as matrizes cujas somas são apresentadas acima, n é escrito como 3k + 1, 3k ou 3k + 2,

respectivamente. Logo n+ 1 é da forma n+ 1 = 3k, n+ 1 = 3k + 2 ou n+ 1 = 3k + 1. Portanto,⌊
n+ 1

3

⌋
= k.

3.3.1 Conjecturas

Baseado nas observações feitas na tabela, vemos que em cada linha, existe um valor máximo

e depois disso, a sequência não oscila. É a sequência marcada em amarelo, na tabela. A partir

disso, conseguimos uma conjectura, que aqui deixamos registrada.

Definição 3.3.1. A sequência {x1, . . . , xn} é unimodal se existe um t tal que

x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xt e xt ≥ xt+1 ≥ . . . ≥ xn.

Teorema 3.3.2. Considere a sequência dada por xi = #

{
i

n− i

}
, n ≥ 10, como definida no Lema

(3.3.1). Então, para t = n− (
⌊
n−10

7

⌋
+ 3) = n− (

⌊
n+11

7

⌋
), a sequência x1, x2, . . . , xn é unimodal.

Demonstração. A sequência xi, para 1 ≤ i ≤ 5 é constrúıda da seguinte forma:

• Para todo n ≥ 10, x1 = 1, com a única matriz associada e soma

{
1

n− 1

}
;

• Para todo n ≥ 10, x2 = 1, com a única matriz associada e soma

(
1 1

n− 2 0

)
;
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• Para todo n ≥ 10, x3 = 1, com a única matriz associada e soma
(

1 1 1

n− 3 0 0

)
;

• Para todo n ≥ 10, x4 = 2, com as matriz associadas

(
1 1 1 1

n− 4 0 0 0

)
;

(
3 1

n− 5 1

)

• Para todo n ≥ 10, x5 = 2, com as matriz associadas

(
1 1 1 1 1

n− 5 0 0 0 0

)
;

(
3 1 1

n− 6 1 0

)

Observe que isso se deve ao fato das restrições matriciais cs = 1 e ct = ct+1 + 2dt+1, t < s.

Além disso, caso d1 ≥ 1, (d1 ≥ (n−(n−1))), para todas as matrizes com soma

{
i

n− i

}
, obtemos

matrizes com soma

{
i+ 1

n− (i+ 1)

}
apenas adicionando a coluna

(
1

0

)
à direita e retirando 1 de

d1. Esta operação não mexe com o restante da matriz e altera a apenas a soma, ou seja, a matriz

seja contada em outra coluna da tabela. De modo bijetivo, sempre que tivermos uma matriz cuja

primeira coluna é

(
1

0

)
podemos retirá-la pois cs = cs−1 = 1 e adicionar 1 ao d1, fazendo com

que a mesma mude o valor da soma. Logo segue que, nessas condições, xi ≤ xi+1. Isto significa que

o número de matrizes com soma na primeira linha igual a xi é menor do que ou igual ao número

de matrizes com soma na primeira linha igual a xi+1.

Exemplo 3.3.4. Seja n = 10. Temos x6 = #

{
6

4

}
= 3. São elas:

(
1 1 1 1 1 1

4 0 0 0 0 0

)
;

(
3 1 1 1

3 1 0 0

)
;

(
5 1

3 2

)

e portanto obtemos as matrizes com soma

{
7

3

}

(
1 1 1 1 1 1 1

3 0 0 0 0 0 0

)
;

(
3 1 1 1 1

2 1 0 0 0

)
;

(
5 1 1

1 2 0

)
.
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Observe que a o número de matrizes cuja soma é

{
7

3

}
poderá ser maior do que 3 matrizes e

portanto segue que x6 ≤ x7.

Agora, tome por exemplo matrizes com soma

{
8

2

}
, que tem cardinalidade 4 e cujas matrizes

são
(

1 1 1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0 0 0

)
;

(
3 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0

)
;

(
5 1 1 1

0 2 0 0

)
;

(
3 3 1 1

1 0 1 0

)
.

Note que não podemos aplicar a operação descrita na matriz

(
5 1 1 1

0 2 0 0

)
. Então não temos

uma matriz deste tipo com soma

{
9

1

}
e, além disso, nenhuma matriz com essa soma pode ser

associada, pela operação inversa, a

(
5 1 1 1

0 2 0 0

)
.

Conjectura 1: Afirmamos que dado n ≥ 10, para

t = n−

(⌊
n− 10

7

⌋
+ 3

)
= n−

(⌊
n+ 11

7

⌋)
,

as matrizes cujos representantes têm soma

{
t

n− t

}
possui matrizes com d1 = 0 e/ou d1 = 1.

As próximas conjecturas foram obtidas por [11].

Observando a sequência marcada em vermelho, temos a seguinte conjectura.

Conjectura 2: Dado n > 1, o número de matrizes da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.11)

com as restrições:
cs = 1,

ct = ct+1 + 2dt+1,
∑
di = 2,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.12)

é igual ao número de partições de n em partes ı́mpares menores do que ou iguais a 5.
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3.4 Mock Theta Function ν(q)

A função geradora para ν(q) é

ν =
∞∑

n=0

qn(n+1)

(−q; q2)n+1

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + dt+1, cs = 0.

O peso associado é (−1)n.

Considere a tabela da Mock Theta Function ν(q).
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(q)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41

1 -1 0

2 1 0 1

3 -1 0 -1 0

4 1 0 1 0 0

5 -1 0 -1 0 -1 0

6 1 0 1 0 1 0 1

7 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0

8 1 0 1 0 1 0 2 0 0

9 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -1 0

10 1 0 1 0 1 0 2 0 1 0 0

11 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -1 0

12 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 2 0 1

13 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -2 0 -1 0

14 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 2 0 0

15 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -3 0 -1 0

16 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 3 0 2 0 0

17 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -3 0 -1 0

18 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 4 0 2 0 0

19 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -4 0 -3 0 -1 0

20 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 4 0 2 0 1

21 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -5 0 -4 0 -1 0

22 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 5 0 5 0 3 0 0

23 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -6 0 -4 0 -1 0

24 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 6 0 2 0 0

25 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -7 0 -7 0 -4 0 -1 0

26 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 8 0 8 0 6 0 3 0 0

27 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -8 0 -9 0 -8 0 -5 0 -1 0

28 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 8 0 9 0 9 0 7 0 2 0 0

29 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -8 0 -10 0 -10 0 -9 0 -5 0 -1 0

30 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 8 0 10 0 11 0 11 0 7 0 3 0 1

31 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -8 0 -10 0 -11 0 -12 0 -10 0 -5 0 -1 0

32 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 8 0 10 0 12 0 13 0 12 0 9 0 3 0 0

33 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -8 0 -10 0 -12 0 -14 0 -14 0 -11 0 -6 0 -1 0

34 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 8 0 10 0 12 0 14 0 15 0 14 0 9 0 3 0 0

35 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -8 0 -10 0 -12 0 -15 0 -16 0 -16 0 -13 0 -6 0 -1 0

36 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 8 0 10 0 12 0 15 0 17 0 18 0 16 0 10 0 3 0 0

37 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -8 0 -10 0 -12 0 -15 0 -17 0 -19 0 -19 0 -14 0 -6 0 -1 0

38 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 8 0 10 0 12 0 15 0 18 0 20 0 21 0 18 0 10 0 3 0 0

39 -1 0 -1 0 -1 0 -2 0 -2 0 -3 0 -4 0 -5 0 -6 0 -8 0 -10 0 -12 0 -15 0 -18 0 -21 0 -23 0 -21 0 -15 0 -7 0 -1 0

40 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 8 0 10 0 12 0 15 0 18 0 21 0 24 0 24 0 19 0 12 0 3 0 0

F
igu

ra
3.4:

T
ab

ela
p
ara

ν
(q)
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Observamos que aparecem sinais negativos na tabela. Isto ocorre pois a caracterização possui

um peso, que gera um sinal para cada matriz. Aqui, este sinal foi considerado.

Quando calculamos todas as matrizes de um dado n, observamos que na primeira linha apare-

cem partições em partes pares, em que todo inteiro par, de 2 até a maior parte posśıvel, aparece.

Baseado nesta construção, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4.1. O número de partições de um inteiro positivo n, em que todo inteiro par, de 2

até a maior parte, aparece como parte exatamente uma vez e o as partes ı́mpares são menores do

que ou iguais a 1 mais a maior parte par, é igual ao número de matrizes da forma

(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,

em que

ck = 0,

ct = 2 + ct+1 + 2dt+1, t < k

n =
∑k

i=1 ci + di;

(3.13)

com k sendo o número de partes pares na partição de n.

Demonstração. A prova deste teorema segue de modo análogo ao Corolário C em [5]. É suficiente

construir uma bijeção do conjunto de partições de n com as restrições descritas no Teorema (3.4.1)

e o conjunto de matrizes da forma (3.13).

Associa-se uma partição de n na qual todo inteiro par, de 2 até a maior parte, aparece como

parte exatamente uma vez, com k partes pares; a uma matriz com as restrições (3.13), com k + 1

colunas, de forma que d1 é o número de partes iguais a 1, d2 é o número de partes iguais a 3 e

assim por diante.

Por exemplo, considere uma partição de n, λ, com 3 partes pares 2, 4 e 6, cada uma aparecendo

apenas uma vez. Tal partição é completamente caracterizada uma vez que for declarado quantas

vezes cada uma de suas partes ı́mpares 1, 3, 5 e 7, aparece em λ. Seja

d1 → o número de vezes que 1 é uma parte de λ

d2 → o número de vezes que 3 é uma parte de λ

d3 → o número de vezes que 5 é uma parte de λ,

d4 → o número de vezes que 7 é uma parte de λ.

Então teremos a matriz associada dada por
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(
6 4 2 0

0 0 0 0

)
+ d1

(
0 0 0

1 0 0

)
+ d2

(
2 0 0 0

0 1 0 0

)

+d3

(
2 2 0 0

0 0 1 0

)
+ d4

(
2 2 2 0

0 0 0 1

)

ou ainda

(
6 + 2d2 + 2d3 + 2d4 4 + 2d3 + 2d4 2 + 2d4 0

d1 d2 d3 d4

)
, (3.14)

matriz nas restrições (3.13), com 1 =

(
0 0 0 0

1 0 0 0

)
, 3 =

(
2 0 0 0

0 1 0 0

)
, 5 =

(
2 2 0 0

0 0 1 0

)

e 7 =

(
2 2 2 0

0 0 0 1

)
.

Observemos que se a maior parte é 6 então d4 deverá ser zero. Reciprocamente, dada a matriz
(
c1 c2 c3 c4

d1 d2 d3 d4

)
, (3.15)

com as restrições (3.13), é posśıvel escrever

c4 = 0

c3 = 2 + 2d4

c2 = 4 + 2d3 + 2d4.

c1 = 6 + 2d2 + 2d3 + 2d4.

(3.16)

Assim obtemos a matriz
(

6 + 2d2 + 2d3 + 2d4 4 + 2d3 + 2d4 2 + 2d4 0

d1 d2 d3 d4

)
, (3.17)

igual a soma

(
6 4 2 0

0 0 0 0

)
+

(
0 0 0

d1 0 0

)
+

(
2d2 0 0 0

0 d2 0 0

)

+

(
2d3 2d3 0 0

0 0 d3 0

)
+

(
2d4 2d4 2d4 0

0 0 0 d4

)
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Disto segue que a partição λ associada tem partes pares 2, 4 e 6 aparecendo apenas uma vez e

pode ser caracterizada pelos números

d1 → o número de vezes que 1 é uma parte de λ

d2 → o número de vezes que 3 é uma parte de λ

d3 → o número de vezes que 5 é uma parte de λ

d4 → o número de vezes que 7 é uma parte de λ,

como queŕıamos demonstrar.

Exemplo 3.4.1. Dada a matriz

(
6 2 0

1 1 0

)
, temos

(
6 2 0

1 1 0

)
=

(
4 2 0

0 0 0

)
+

(
2 0

0 1

)
+

(
0

1

)

correspondente a partição 4 + 3 + 2 + 1.

Observação: O Teorema (3.4.1) pode ser reescrito da forma: O número de partições de um in-

teiro positivo n, com maior parte k < n, em que todo inteiro par de 2 até k, aparece como parte

exatamente duas vezes, e todo inteiro ı́mpar de 1 até k − 1, aparece como parte pelo menos duas

vezes é igual ao número de matrizes da forma (3.13).

Teorema 3.4.2. Dado um inteiro positivo n, o número de partições de m, 1 ≤ m ≤ n, em partes

pares distintas com parte 0 é igual ao número de matrizes cuja soma é

(
m

n−m

)
.

Demonstração. De fato, dada uma matriz da forma
(
c1 c2 c3 . . . ck

d1 d2 d3 . . . dk

)
, (3.18)

com as restrições:
ck = 0,

ct = 2 + ct+1 + 2dt+1,

m =
∑
ct

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.19)

podemos associar a partição c1+ c2+ · · ·+ ck = 2(d2+ · · · dk+1)+ · · · 2(dk+1)+0 de m em partes

pares distintas, com 0 como parte, de m. Reciprocamente, dada uma partição λ1 + · · · + λj + 0
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em j partes pares distintas de m, em ordem não-crescente, podemos determinar d2, · · · , dj inteiros

positivos através do sistema posśıvel e determinado





λj = 2 + 2dj

λj−1 = 2 + 2dj + 2dj−1

...

λ1 = 2 + 2d2 + · · ·+ 2dj + 2dj−1

e d1 = n−

(
j∑

i=1

λi +

j∑

l=2

dl

)
.

Assim, teremos a matriz

(
λ1 λ2 . . . λj 0

d1 d2 . . . dj dj+1

)

com as restrições (3.19).

Observação: Através dos Teoremas (3.4.1) e (3.4.2) segue que existe uma relação biuńıvoca entre

as partições de um inteiro positivo n, em que todo inteiro par, de 2 até a maior parte, aparece

como parte exatamente uma vez, e as partições de m, 1 ≤ m ≤ n, em partes pares distintas com

parte 0.

3.4.1 Conjectura

Observando a sequência em lilás, na tabela, e usando [?], temos a seguinte conjectura.

Conjectura: Para todo n, o número de partições de n com partes do tipo 4k+2 é igual ao número

de matrizes com soma

{
m

n−m

}
, para 0 ≤ m ≤ 2

(⌊
n− 2

3

⌋
+ 1

)
.

3.5 Mock Theta Function f0(q)

A função geradora para f0(q) é

f0(q) =
∞∑

n=0

qn
2

(−q; q)n
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e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + dt+1, cs = 1.

O peso associado é (−1)
∑

s

t=1
dt .

Considere a tabela da Mock Theta Function f0(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 -1 0

3 1 0 0

4 -1 0 0 1

5 1 0 0 -1 0

6 -1 0 0 1 -1 0

7 1 0 0 -1 1 0 0

8 -1 0 0 1 -1 1 0 0

9 1 0 0 -1 1 -1 0 0 1

10 -1 0 0 1 -1 1 -1 0 -1 0

11 1 0 0 -1 1 -1 1 0 1 -1 0

12 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 0

13 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -1 2 0 0

14 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 1 -2 1 0 0

15 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -1 2 -2 1 0 0

16 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -2 2 -2 0 0 1

17 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 2 -2 3 -1 0 -1 0

18 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 2 -3 2 -1 1 -1 0

19 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -2 3 -3 2 -1 1 -1 0

20 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -3 3 -3 2 -1 2 -1 0

21 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 3 -3 4 -3 2 -2 2 0 0

22 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 3 -4 4 -3 2 -3 2 0 0

23 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -3 4 -5 4 -3 3 -3 1 0 0

24 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -4 5 -5 4 -4 4 -3 1 0 0

25 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 4 -5 6 -5 5 -4 4 -3 0 0 1

26 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5 5 -6 6 -6 5 -5 5 -2 0 -1 0

27 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -5 6 -7 7 -6 6 -6 4 -1 1 -1 0

28 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5 6 -6 7 -8 7 -7 7 -6 4 -2 1 -1 0

29 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -6 6 -7 9 -8 8 -8 7 -6 4 -1 2 -1 0

30 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5 6 -7 7 -9 9 -9 9 -9 8 -7 3 -2 2 -1 0

31 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -6 7 -7 9 -10 10 -10 10 -9 9 -6 3 -3 3 0 0

32 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5 6 -7 8 -9 10 -11 11 -11 11 -11 9 -6 4 -4 2 0 0

33 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -6 7 -8 9 -10 12 -12 12 -12 13 -11 9 -6 5 -4 2 0 0

34 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5 6 -7 8 -10 10 -12 13 -13 13 -15 13 -12 10 -7 5 -5 1 0 0

35 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -6 7 -8 10 -10 12 -14 14 -14 16 -15 14 -13 10 -7 7 -4 1 0 0

36 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5 6 -7 8 -10 11 -12 14 -15 15 -17 17 -17 16 -14 10 -9 7 -4 0 0 1

37 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -6 7 -8 10 -11 12 -14 16 -16 18 -18 19 -18 17 -14 12 -9 8 -3 0 -1 0

38 -1 0 0 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5 6 -7 8 -10 11 -13 14 -16 17 -19 19 -21 21 -20 18 -16 12 -11 7 -2 1 -1 0

39 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -6 7 -8 10 -11 13 -14 16 -18 20 -20 22 -23 23 -21 20 -16 14 -11 7 -2 1 -1 0

40 1 0 0 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -6 7 -8 -10 11 -13 15 -16 18 -21 21 -23 25 -26 24 -24 21 -18 15 -12 6 -2 2 -1 0
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Observe que aparecem valores negativos na tabela. Isto ocorre devido ao peso da função, que

gera um sinal para cada matriz. E ao gerar a tabela, este sinal é considerado.

Quando calculamos todas as matrizes posśıveis e fazemos seu gráfico de Ferrers, observamos

que cada partição não possui pontos à direita do quadrado de Durfee, e além disso, para cada

inteiro 2n− 4, existem exatamente n− 4 partes abaixo do quadrado de Durfee. Isto nos sugere o

seguinte resultado.

Teorema 3.5.1. O número de partições de um inteiro positivo 2n− 4 que não possuem pontos à

direita do quadrado de Durfee e possuem exatamente n− 4 partes abaixo do quadrado de Durfee é

igual ao número de matrizes de duas linhas na forma
(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,

em que

ck = 1,

ct = 2 + ct+1 + dt+1, t < k
∑k

i=1 ci + di = 2n− 4;
∑k

i=1 ci = n;
∑k

i=1 di = n− 4.

(3.20)

Demonstração. A prova deste teorema segue de modo análogo ao Corolário C em [5]. É suficiente

construir uma bijeção do conjunto de partições de 2n− 4 com as restrições descritas no Teorema

(3.5.1) e o conjunto de matrizes da forma (3.20), em que associa a cada k ≥ 1 fixado, uma partição

de 2n − 4 com nenhum ponto à direita do quadrado de Durfee de lado k a uma matriz com as

restrições (3.20), contendo exatamente k colunas de forma que d1 é o número de partes iguais a 1

abaixo do quadrado de Durfee, d2 é o número de partes iguais a 2 abaixo do quadrado de Durfee

e assim por diante.

Por exemplo, uma partição λ = λ1+λ2+ . . .+λr (suponha λt ≥ λt+1) com quadrado de Durfee

de lado 3 é completamente caracterizada, uma vez que for declarado quantas vezes cada um dos

números 1, 2 e 3 aparece como parte de λ. Seja

(
c1 c2 c3

d1 d2 d3

)
, (3.21)

uma matriz. Por (3.20) é posśıvel escrever
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c3 = 1

c2 = 3 + d3

c1 = 5 + d2 + d3,

(3.22)

Portanto, a matriz (3.21) pode ser escrita como

(
5 + d2 + d3 3 + d3 1

d1 d2 d3

)
, (3.23)

ou, ainda, como a soma
(

5 3 1

0 0 0

)
+

(
0 0 0

d1 0 0

)
+

(
d2 0 0

0 d2 0

)
+

(
d3 d3 0

0 0 d3

)

Da discussão anterior, segue que a partição λ pode ser caracterizada pelos números

d1 → o número de vezes que 1 é uma parte de λ

d2 → o número de vezes que 2 é uma parte de λ

d3 → o número de vezes que 3 é uma parte de λ.

Exemplo 3.5.1. Dada a matriz

(
13 3 1

5 8 0

)
, podemos associá-la ao gráfico de Ferrers com

quadrado de Durfee de tamanho 3 e tendo 8 partes de tamanho 2 e 5 partes de tamanho 1.

(
13 3 1

5 8 0

)
=

(
5 3 1

0 0 0

)
+ 8.

(
1 0

0 1

)
+ 5.

(
0

1

)
=
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Observamos que até um certo ponto os valores vão se repetindo de uma linha para outra na

tabela e a cada duas linhas um valor é acrescentado nesta sequência (sequência em azul). De

acordo com Sloane [11], esta é a sequência das partições balanceadas de n.

Definição 3.5.1. Uma partição balanceada de um inteiro positivo n é aquela em que a última

parte é igual ao número de partes.

Lema 3.5.1. Seja n inteiro positivo e λ uma partição de n balanceada com quadrado de Durfee de

tamanho k ≥ 1. Então a partição conjugada de λ tem um número menor do que ou igual a n− 4

partes abaixo do quadrado de Durfee.

Demonstração. Considere n um inteiro positivo, e λ uma partição balanceada de n,com quadrado

de Durfee de tamanho k ≥ 1.

Se k = 1 nada temos a fazer, pois somente para n = 1 é posśıvel ter uma partição balanceada.

Considere k ≥ 2. Como n− k2 ≤ n− 22 = n− 4, além do quadrado de Durfee de tamanho k2,

resta um número menor do que ou igual a n− 4 de pontos na partição conjugada de λ.

Baseado na observação e no lema anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.5.2. O número de partições balanceadas de um inteiro positivo n ≥ 7 é igual ao

número de matrizes de duas linhas na forma

(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,

em que ck = 1,

ct = 2 + ct+1 + dt+1, t < k

k∑

i=1

ci + di = 2n− 4;

k∑

i=1

ci = n;

k∑

i=1

di = n− 4.
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Demonstração. Seja n ≥ 7 inteiro positivo e λ uma partição balanceada de n com quadrado de

Durfee de tamanho k ≥ 1. Então conjugamos a partição λ, deslocamos as partes abaixo do

quadrado de Durfee uma posição para a direita e completamos com uma coluna de tamanho n−4.

Observe que é posśıvel completar, pois o Lema (3.5.1) garante que existe um número menor do

que n − 4 partes abaixo do quadrado de Durfee e nenhuma dessas partes é igual ao tamanho do

quadrado, pela definição de partição balanceada. Desta forma constrúımos uma partição de 2n−4,

sem pontos à direita do quadrado de Durfee, que pelo Teorema (3.5.1) está associada a uma matriz

do tipo (3.20).

Reciprocamente, dada uma matriz da forma (3.20), podemos associar a partição de 2n−4 com

exatamente n − 4 partes abaixo e sem nenhum ponto à direita do quadrado de Durfee, a uma

partição de n também com quadrado de Durfee de tamanho k. Primeiro retiram-se n− 4 pontos,

um ponto de cada parte abaixo do quadrado de Durfee na representação de Ferrers da partição de

2n − 4 e depois conjuga-se a partição. Portanto o número de partes é exatamente o tamanho do

quadrado de Durfee e é igual à menor parte, o que resulta numa partição balanceada de n.

Observação: Nas restrições da matriz, é associado o sinal (−1)
∑

k

t=1
dt . Este sinal não interfere na

bijeção, pois não mexemos no sinal da matriz. Ele permanece o mesmo.

Exemplo 3.5.2. Para n = 17, pelo teorema, temos que dada uma partição balanceada de 17, é

posśıvel associá-la a uma partição de 2n− 4 = 30, com 13 partes abaixo do quadrado de Durfee.

Portanto, temos as matrizes:

(
16 1

0 13

)
,

(
13 3 1

5 8 0

)
,

(
12 4 1

6 6 1

)
,

(
11 5 1

7 4 2

)
,

(
10 6 1

8 2 3

)
,

(
9 7 1

9 0 4

)
,

(
8 5 3 1

12 1 0 0

)

e vamos associá-las com as partições balanceadas de 17:

15 + 2, 11 + 3 + 3, 10 + 4 + 3, 9 + 5 + 3, 8 + 6 + 3, 7 + 7 + 3 e 5 + 4 + 4 + 4.
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Partições balanceadas de 17 Partições de 30 com 13 partes

abaixo do Quadrado de Durfee
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No que segue, q(n, i) denota o número de partiçõoes de n com exatamente i partes abaixo do

quadrado de Durfee e cuja maior parte, λ1, aparece no mı́nimo λ1 vezes.

Teorema 3.5.3. Seja n um inteiro positivo. Se
⌊
n−9
2

⌋
< i ≤ n− 1, então

q(n, i) =





q(n− 1, i− 1), se n é ı́mpar

q(n− 1, i− 1), se n é par e i 6=
⌊
n−9
2

⌋
+ 3

1 + q(n− 1, i− 1), se n é par e i =
⌊
n−9
2

⌋
+ 3

Demonstração. Inicialmente consideremos o caso n ı́mpar. É claro que q(n−1, i−1) ≤ q(n, i), pois

basta acrescentar uma parte 1 às partições enumeradas por q(n−1, i−1) para obter uma partição

enumerada por q(n, i). Verifiquemos agora que q(n− 1, i− 1) ≥ q(n, i). Para tanto, notemos que

cada partição contada por q(n, i), para
⌊
n−9
2

⌋
< i ≤ n− 1, possui ao menos uma parte 1. De fato,

se todas as partes fossem maiores do que 1, então n ≥ 2i+s2, para algum ı́mpar s > 1 (s é a maior

parte da partição) e, então, n ≥ 2i + s2 ≥ 2i + 32 > 2
⌊
n−9
2

⌋
+ 9 = n, o que seria um absurdo.

Logo, removendo uma parte 1 de cada partição, obtemos uma partição contada por q(n− 1, i− 1).

Assim fica estabelecido que q(n− 1, i− 1) ≥ q(n, i) e, portanto, q(n− 1, i− 1) = q(n, i).

Suponhamos agora n par. Claramente, como no caso anterior,

q(n−1, i−1) ≤ q(n, i). Vamos mostrar agora que para
⌊
n−9
2

⌋
< i ≤ n−1, com i 6=

⌊
n−9
2

⌋
+3 = n−4

2
,

todas as partições contadas por q(n, i) têm ao menos uma parte 1, enquanto, para i =
⌊
n−9
2

⌋
+3 =

n−4
2

existe exatamente uma partição de n que não possui parte 1. Feito isto, conclui-se, similar-

mente ao caso anterior, que q(n, i) ≤ q(n− 1, i− 1) removendo-se uma parte 1.
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Seja
⌊
n−9
2

⌋
< i ≤ n − 1 e i 6=

⌊
n−9
2

⌋
+ 3 = n−4

2
. Logo i =

⌊
n−9
2

⌋
+ j = n

2
− 5 + j, donde

2i = n− 10 + 2j. Logo n ≥ 2i+ s2 = n− 10 + 2j + s2, isto é, s2 = 10− 2j, para algum inteiro s

par. Mas a única escolha para j de modo a termos um quadrado perfeito em 10 − 2j é j = 3, o

que não é posśıvel, pois neste caso teŕıamos i =
⌊
n−9
2

⌋
+ 3. Então, neste caso, todas as partições

enumeradas por q(n, i) têm ao menos uma parte 1.

Suponhamos agora i =
⌊
n−9
2

⌋
+ 3 = n−4

2
, isto é, 2i = n − 4. Logo, n = 22 + 2i. Assim, vemos

que existe uma partição de n onde a maior parte s aparece ao menos s vezes e com exatamente i

partes maiores do que 1 abaixo do quadrado de Durfee, qual seja, n = 2 + · · ·+ 2.

Teorema 3.5.4. Seja n um inteiro positivo. Se p∗(n) = p(n|maior parte, λ1,

aparece no mı́nimo λ1 vezes), então,

p∗(n)− p∗(n− 1) =





⌊n−9

2 ⌋∑

i=0

[q(n, i)− q(n− 1, i− 1)], se n é ı́mpar

1 +

⌊n−9

2 ⌋∑

i=0

[q(n, i)− q(n− 1, i− 1)], se n é par

Demonstração. É claro que se acrescentarmos uma parte 1 às partições enumeradas por p∗(n− 1)

vamos obter partições de n contadas por p∗(n). As demais partições de n com maior parte, λ1,

aparecendo ao mesno λ1 vezes e exatamente i partes abaixo do quadrado de Durfee são enumeradas

por q(n, i)−q(n−1, i−1), pois devemos retirar de q(n, i) o total, q(n−1, i−1), daquelas partições

que têm 1 como menor parte, uma vez que estas já foram obtidas anteiormente. Logo,

p∗(n) = p∗(n− 1) +
n−1∑

i=0

[q(n, i)− q(n− 1, i− 1)].

O resultado segue pela Identidade 6 acima.

3.6 Mock Theta Function f1(q)

A função geradora para f1(q) é

f1(q) =
∞∑

n=0

qn
2+n

(−q; q)n
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e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + dt+1, cs = 2.

O peso associado é (−1)
∑

s

t=1
dt .

Considere a tabela da Mock Theta Function f1(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 0

2 0 1

3 0 -1 0

4 0 1 0 0

5 0 -1 0 0 0

6 0 1 0 0 0 1

7 0 -1 0 0 0 -1 0

8 0 1 0 0 0 1 -1 0

9 0 -1 0 0 0 -1 1 0 0

10 0 1 0 0 0 1 -1 1 0 0

11 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 0 0 0

12 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 0 0 1

13 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 0 0 -1 0

14 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 0 1 -1 0

15 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 0 -1 1 -1 0

16 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 2 0 0

17 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -2 1 0 0

18 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 -1 2 -2 1 0 0

19 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 1 -2 2 -2 0 0 0

20 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 -2 2 -2 3 -1 0 0 1

21 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 2 -2 2 -3 2 -1 0 -1 0

22 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -2 3 -3 2 0 1 -1 0

23 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 2 -3 3 -3 1 -1 1 -1 0

24 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 3 -3 4 -2 2 -1 2 -1 0

25 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -3 3 -4 3 -3 1 -2 2 0 0

26 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -3 4 -4 4 -2 2 -3 2 0 0

27 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 -3 -4 3 -4 4 -5 3 -3 3 -3 1 0 0

28 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 4 -4 6 -4 4 -3 4 -3 1 0 0

29 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -4 4 -6 5 -5 4 -4 4 -3 0 0 0

30 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -4 6 -6 6 -5 5 -5 5 -2 0 0 1

31 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 -2 -3 -3 -4 4 -5 4 -6 6 -7 6 -6 5 -6 4 -1 0 -1 0

32 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 2 3 3 4 -4 5 -5 6 -6 8 -7 7 -6 7 -6 4 -1 1 -1 0

33 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 -2 -3 -3 -4 4 -5 5 -6 6 -8 8 -8 7 -8 7 -6 3 -1 1 -1 0

34 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 2 3 3 4 -4 5 -5 7 -6 8 -9 9 -8 9 -8 8 -6 3 -1 2 -1 0

35 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 -2 -3 -3 -4 4 -5 5 -7 6 -8 9 -10 9 -10 9 -9 8 -6 2 -2 2 -1 0

36 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 2 3 3 4 -4 5 -5 7 -7 8 -9 11 -10 11 -10 11 -10 9 -5 3 -3 3 0 0

37 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 -2 -3 -3 -4 4 -5 5 -7 7 -8 9 -11 11 -12 11 -12 11 -11 8 -5 3 -4 2 0 0

38 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 2 3 3 4 -4 5 -5 7 -7 9 -9 11 -12 13 -12 13 -13 13 -11 9 -5 5 -4 2 0 0

39 0 -1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1 -2 -2 -3 -3 -4 4 -5 5 -7 7 -9 9 -11 12 -14 13 -14 14 -15 13 -12 8 -6 5 -5 1 0 0

40 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 2 2 3 3 4 -4 5 -5 7 -7 9 -10 11 -12 15 -14 15 -15 17 -15 15 -12 9 -7 7 -4 1 0 0

F
igu

ra
3.6:

T
ab

ela
p
ara

f
1 (q)
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Obsever que na tabela aparecem sinais negativos. Isto ocorre devido ao peso da função, que

gera um sinal para cada matriz. Aqui, este sinal foi considerado.

Quando calculamos todas as partições de um dado n e fazemos seu gráfico de Ferrers, obser-

vamos que todo valor de n, de 1 até a maior parte, aparece pelo menos uma vez. Isto nos sugere

então o seguinte resultado.

Teorema 3.6.1. O número de partições de um inteiro positivo n, com maior parte k < n, em que

todo inteiro de 1 até k aparece como parte pelo menos duas vezes é igual ao número de matrizes

da forma

(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,

em que

ck = 2,

ct = 2 + ct+1 + dt+1, t < k
∑k

i=1 ci + di = n;

(3.24)

Demonstração. A prova deste teorema segue de modo análogo ao Corolário C em [5]. É suficiente

construir uma bijeção do conjunto de partições de n com as restrições descritas no Teorema (3.6.1)

e o conjunto de matrizes da forma (3.24), em que associa a cada k ≥ 1 fixado, uma partição de n

com todos os inteiros de 1 até k aparecendo como parte pelo menos duas vezes a uma matriz com

as restrições (3.24), contendo exatamente k colunas de forma que d1 é o número de partes iguais

a 1 além das duas obrigatórias, d2 é o número de partes iguais a 2 além das duas obrigatórias e

assim por diante.

Por exemplo, considere uma partição de n, λ, com maior parte igual 3, em que as partes 1, 2 e

3 aparecem pelo menos duas vezes. Tal partição é completamente caracterizada uma vez que for

declarado quantas vezes cada uma das partes 1, 2 e 3 aparecem em λ. Sejam

d1 → o número de vezes, menos 2, que 1 é uma parte de λ

d2 → o número de vezes, menos 2, que 2 é uma parte de λ

d3 → o número de vezes, menos 2, que 3 é uma parte de λ.

Então teremos a matriz associada dada por
(

3 + 3 2 + 2 1 + 1

0 0 0

)
+ d1

(
0 0 0

1 0 0

)
+ d2

(
1 0 0

0 1 0

)
+ d3

(
1 1 0

0 0 1

)
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ou ainda (
6 + d2 + d3 4 + d3 2

d1 d2 d3

)
, (3.25)

matriz nas restrições (3.24), com 1 =

(
0 0 0

1 0 0

)
, 2 =

(
1 0 0

0 1 0

)
e 3 =

(
1 1 0

0 0 1

)
.

Reciprocamente, dada a matriz

(
c1 c2 c3

d1 d2 d3

)
, (3.26)

com as restrições (3.24) e k = 3 colunas, é posśıvel escrever

c3 = 2

c2 = 4 + d3

c1 = 6 + d2 + d3.

(3.27)

Assim temos que (
6 + d2 + d3 4 + d3 2

d1 d2 d3

)
, (3.28)

igual a soma
(

6 4 2

0 0 0

)
+

(
0 0 0

d1 0 0

)
+

(
d2 0 0

0 d2 0

)
+

(
d3 d3 0

0 0 d3

)
.

Disto segue que a partição λ associada tem como maior parte k = 3 e pode ser caracterizada

pelos números

d1 → o número de vezes, menos 2, que 1 é uma parte de λ

d2 → o número de vezes, menos 2, que 2 é uma parte de λ

d3 → o número de vezes, menos 2, que 3 é uma parte de λ,

como queŕıamos demonstrar.

Exemplo 3.6.1. Dada a matriz

(
14 4 2

5 8 0

)
, temos

(
14 4 2

5 8 0

)
=

(
6 4 2

0 0 0

)
+ 8.

(
1 0

0 1

)
+ 5.

(
0

1

)

correspondente a partição 3 + 3 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.
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Lema 3.6.1. O número de matrizes da forma

(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,

em que

ck = 2,

ct = 2 + ct+1 + dt+1, t < k

n =
∑k

i=1 ci;

(3.29)

é igual ao número de matrizes com soma
{
n

0

}
=

{
1, se n é par obtido pela soma de k pares consecutivos anteriores a ele

0, caso contrário.

Demonstração. Pelas restrições (3.29) segue que para existir matriz, n deve ser escrito na forma

2 + 4 + 6 + ....+ 2k, k < n. E portanto segue o resultado.

3.6.1 Conjectura

Utilizando [11], temos.

Conjectura: Para m ≥ 0, #

{
m+ 6

m

}
é igual ao número de partições de m + 10 com partes

maiores ou iguais a 8.

3.7 Mock Theta Function γ(q)

A função geradora para γ(q) é

γ(q) =
∞∑

n=0

(q; q)nq
n2

(q3; q3)n

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = it + ct+1 + dt+1, it ∈ {2, 3}, 3|dt, cs ∈ {1, 2}.

O peso associado é (−1)1+c1+
∑

s

t=2
dt .

Considere a tabela da Mock Theta Function γ(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 0 -1

3 0 0 0

4 1 0 0 1

5 0 -1 0 0 -1

6 0 0 0 0 0 -1

7 1 0 0 1 0 0 1

8 0 -1 0 0 -1 0 0 0

9 0 0 0 0 0 -1 0 0 1

10 1 0 0 1 0 0 2 0 0 -1

11 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1

12 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0

13 1 0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 0 1

14 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

15 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 -1

16 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0 1

17 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 0 0 0 -1

18 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

19 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

20 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 0 0 0 -1 0 0 0

21 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -2 0 0 2

22 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 0 2 0 0 0

23 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 -2 0 0 0 0 0 0

24 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 -1

25 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 0

26 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 -2 0 0 0 0 0 -1 0 0 0

27 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

28 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 0

29 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 -3 0 0 -1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 0

30 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 1

31 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 3 0 0 0 0 0 1

32 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 -3 0 0 -1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 0 0 0 1

33 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 2 0 0 -2 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1

34 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 3 0 0 1 0 0 4 0 0 2 0 0 1 0 0 -1

35 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 -3 0 0 -2 0 0 -3 0 0 -2 0 0 -2 0 0 1 0 0 -1

36 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 0 0 0 -2 0 0 1

37 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 3 0 0 2 0 0 4 0 0 3 0 0 2 0 0 0 0 0 -1

38 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0 -1 0 0 -3 0 0 -2 0 0 -3 0 0 -2 0 0 -3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

39 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 -2 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1
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Observamos que aparecem valores negativos na tabela. Isto ocorre devido ao peso da função,

que gera um sinal para cada matriz, e este sinal é considerado. Notamos também que na tabela

existem diagonais com valores igual a 0 (sequência em rosa). Tais diagonais podem ser caracteri-

zadas como segue.

Lema 3.7.1. Dado n > 0, o número de matrizes com soma

{
n− k

k

}
, 0 ≤ k ≤ n − 1, k ≡ 1, 2

(mod 3), e da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.30)

com as restrições:
cs = {1, 2}

ct = it + ct+1 + dt+1,

it ∈ {2, 3}

3|dt
∑
dt = k,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.31)

é igual a 0.

Demonstração. De fato, para que exista matriz na forma (3.31); devemos ter 3|dt, para todo

1 ≤ t ≤ s, e portanto
∑
dt = k ≡ 0( mod 3), seguindo o resultado.

Lema 3.7.2. Dado n > 0, o número de matrizes com soma

{
3

n− 3

}
, e da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.32)

com as restrições:
cs = {1, 2}

ct = it + ct+1 + dt+1,

it ∈ {2, 3}

3|dt
∑
dt = n− 3,

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.33)

é igual a 0.
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Demonstração. A afirmação segue pelas restrições (3.33) da matriz uma vez que temos somente

as possibilidades:

•
∑
ct = 1, com matrizes da forma

{
1

n− 1

}
,

•
∑
ct = 2, com matrizes da forma

{
2

n− 2

}
,

e nos demais casos
∑
ct > 3, pois ct = it + ct+1 + dt+1, com it ∈ {2, 3}.

Observação: Temos que a caracterização de γ(q) e χ(q) são iguais a menos de sinal. Para as

matrizes geradas por γ(q) temos associado o sinal (−1)1+c1+
∑

s

t=2
dt , e para χ(q) temos o sinal

(−1)
1

3

∑
s

t=1
dt .

Para as matrizes com soma

{
n

0

}
, teremos dt = 0 para todo t e, portanto, as matrizes dessa

forma na caracterização de χ(q) têm sinal atribúıdo positivo e não se cancelam. Diferentemente

das matrizes dessa forma na caracterização de γ(q) que têm o sinal (−1)1+c1 , e portanto são as

matrizes de χ(q) que se cancelam ou se somam.

3.8 Mock Theta Function S0(q)

A função geradora para S0(q) é

S0(q) =
∞∑

n=0

qn
2

(−q; q2)n
(−q2; q2)n

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são ambos pares;

cs ∈ {1, 2}

2 |dt

O peso associado é (−1)
1

2

∑
s

t=1
dt .

Considere a tabela da Mock Theta Function S0(q).
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ṕ
ıtu

lo
3
.
M
o
ck

T
h
eta

F
u
n
ctio

n
s

3
.8

M
o
ck

T
h
eta

F
u
n
ctio

n
S
0 (q)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 0 1

3 -1 0 0

4 0 -1 0 1

5 1 0 0 0 1

6 0 1 0 -1 0 0

7 -1 0 0 0 -1 0 1

8 0 -1 0 1 0 -1 0 1

9 1 0 0 0 1 0 -2 0 1

10 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1

11 -1 0 0 0 -1 0 2 0 -2 0 0

12 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 1

13 1 0 0 0 1 0 -2 0 3 0 -1 0 1

14 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -2 0 1

15 -1 0 0 0 -1 0 2 0 -3 0 2 0 -2 0 1

16 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -3 0 3 0 -3 0 1

17 1 0 0 0 1 0 -2 0 3 0 -3 0 3 0 -2 0 2

18 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 3 0 -3 0 4 0 -3 0 1

19 -1 0 0 0 -1 0 2 0 -3 0 3 0 -4 0 3 0 -4 0 1

20 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -3 0 4 0 -5 0 5 0 -3 0 1

21 1 0 0 0 1 0 -2 0 3 0 -3 0 5 0 -4 0 6 0 -4 0 1

22 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 3 0 -4 0 5 0 -6 0 6 0 -3 0 1

23 -1 0 0 0 -1 0 2 0 -3 0 3 0 -5 0 5 0 -7 0 6 0 -4 0 1

24 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -3 0 4 0 -6 0 7 0 -8 0 6 0 -4 0 2

25 1 0 0 0 1 0 -2 0 3 0 -3 0 5 0 -6 0 8 0 -8 0 8 0 -4 0 2

26 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 3 0 -4 0 6 0 -7 0 9 0 -9 0 7 0 -4 0 2

27 -1 0 0 0 -1 0 2 0 -3 0 3 0 -5 0 6 0 -9 0 9 0 -11 0 8 0 -5 0 1

28 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -3 0 4 0 -6 0 8 0 -10 0 11 0 -11 0 8 0 -6 0 2

29 1 0 0 0 1 0 -2 0 3 0 -3 0 5 0 -6 0 10 0 -10 0 13 0 -12 0 10 0 -5 0 2

30 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 3 0 -4 0 6 0 -8 0 10 0 -12 0 14 0 -12 0 10 0 -7 0 1

31 -1 0 0 0 -1 0 2 0 -3 0 3 0 -5 0 6 0 -10 0 11 0 -14 0 15 0 -15 0 10 0 -6 0 2

32 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -3 0 4 0 -6 0 8 0 -11 0 13 0 -16 0 16 0 -15 0 13 0 -7 0 2

33 1 0 0 0 1 0 -2 0 3 0 -3 0 5 0 -6 0 10 0 -12 0 15 0 -17 0 20 0 -16 0 13 0 -7 0 2

34 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 3 0 -4 0 6 0 -8 0 11 0 -13 0 17 0 -19 0 20 0 -18 0 14 0 -7 0 2

35 -1 0 0 0 -1 0 2 0 -3 0 3 0 -5 0 6 0 -10 0 12 0 -16 0 18 0 -23 0 21 0 -20 0 14 0 -8 0 2

36 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -3 0 4 0 -6 0 8 0 -11 0 14 0 -18 0 21 0 24 0 24 0 -22 0 17 0 -8 0 2

37 1 0 0 0 1 0 -2 0 3 0 -3 0 5 0 -6 0 10 0 -12 0 17 0 -19 0 25 0 -26 0 27 0 -23 0 17 0 -8 0 3

38 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 3 0 -4 0 6 0 -8 0 11 0 -14 0 18 0 -22 0 27 0 -29 0 28 0 -26 0 18 0 -8 0 2

39 -1 0 0 0 -1 0 2 0 -3 0 3 0 -5 0 6 0 -10 0 12 0 -17 0 20 0 -26 0 29 0 -33 0 31 0 -27 0 18 0 -10 0 2

40 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -3 0 4 0 -6 0 8 0 -11 0 14 0 -19 0 23 0 -29 0 33 0 -35 0 35 0 -31 0 20 0 -9 0 3

F
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Observe que na tabela aparecem sinais negativos. Isto ocorre devido ao sinal da função, que

gera um sinal para cada matriz, e este sinal é considerado.

Lema 3.8.1. Dado um inteiro n > 0, o número de matrizes com soma

{
n− k

k

}
, 0 ≤ k ≤ n − 1,

k ı́mpar, de e da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.34)

com as restrições:

cs = {1, 2}

ct = 2 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos pares;

2|dt
∑
dt = k,

n =
∑
ct +

∑
dt

(3.35)

é igual a 0.

Demonstração. De fato, como 2|dt, para todo 1 ≤ t ≤ s, segue que dt é par e portanto
∑
dt = k

deve ser par para que exista matriz da forma (3.35), seguindo o resultado.

3.8.1 Conjectura

Baseado na tabela e utilizando [11], temos a conjectura.

Conjectura: Dado n > 0, o número de matrizes com soma

{
n

0

}
, e da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.36)

com as restrições:
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cs = {1, 2}

ct = 2 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos pares;

2|dt
∑
di = 0,

n =
∑
ct.

(3.37)

é igual ao coeficiente da expansão da Mock Theta Function φ0(q), ou ainda, é igual ao número de

particões de n em partes ı́mpares tal que cada parte ocorre até duas vezes e se k ocorre como parte

então todos os inteiros ı́mpares positivos menores do que k ocorrem também.

3.9 Mock Theta Function S1(q)

A função geradora para S1(q) é

S1(q) =
∞∑

n=0

qn(n+2)(−q; q2)n
(−q2; q2)n

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são ambos pares;

cs ∈ {1, 2}, ds ≥ 2

2 |dt

O peso associado é (−1)1+
1

2

∑
s

t=1
dt .

Considere a tabela da Mock Theta Function S1(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 0

2 0 0

3 1 0 0

4 0 1 0 0

5 -1 0 0 0 0

6 0 -1 0 0 0 0

7 1 0 0 0 0 0 0

8 0 1 0 0 0 1 0 0

9 -1 0 0 0 0 0 1 0 0

10 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0 0

11 1 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 0

12 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 0

13 -1 0 0 0 0 0 1 0 -2 0 0 0 0

14 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 0 0 0

15 1 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 -1 0 1 0 0

16 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -1 0 1 0 0

17 -1 0 0 0 0 0 1 0 -2 0 2 0 -1 0 0 0 0

18 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 1 0 -1 0 1 0 0

19 1 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 -2 0 2 0 -1 0 1 0 0

20 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 2 0 -2 0 1 0 0

21 -1 0 0 0 0 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 1 0 -2 0 1 0 0

22 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -2 0 2 0 -3 0 0 0 0

23 1 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -2 0 3 0 -2 0 1 0 0

24 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 4 0 -2 0 2 0 0

25 -1 0 0 0 0 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -3 0 3 0 -3 0 1 0 0

26 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -4 0 4 0 -3 0 0 0 0

27 1 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 4 0 -4 0 5 0 -3 0 1 0 0

28 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -4 0 5 0 -5 0 6 0 -2 0 1 0 0

29 -1 0 0 0 0 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -5 0 4 0 -6 0 5 0 -3 0 1 0 0

30 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 4 0 -5 0 5 0 -8 0 4 0 -3 0 1 0 0

31 1 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 5 0 -5 0 7 0 -7 0 6 0 -3 0 1 0 0

32 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -4 0 6 0 -6 0 9 0 -7 0 6 0 -3 0 2 0 0

33 -1 0 0 0 0 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -5 0 6 0 -7 0 8 0 -9 0 6 0 -4 0 1 0 0

34 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 4 0 -6 0 6 0 -9 0 9 0 -9 0 5 0 -4 0 1 0 0

35 1 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 5 0 -6 0 8 0 -9 0 11 0 -9 0 7 0 -4 0 2 0 0

36 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -4 0 6 0 -7 0 10 0 -10 0 12 0 -9 0 8 0 -5 0 2 0 0

37 -1 0 0 0 0 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -5 0 6 0 -9 0 9 0 -12 0 12 0 -11 0 8 0 -5 0 1 0 0

38 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 4 0 -6 0 7 0 -10 0 10 0 -14 0 12 0 -11 0 8 0 -6 0 1 0 0

39 1 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 5 0 -6 0 9 0 -10 0 13 0 -14 0 15 0 -12 0 10 0 -5 0 2 0 0

40 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -4 0 6 0 -7 0 11 0 -11 0 15 0 -15 0 16 0 -12 0 12 0 -6 0 2 0 0
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Observe que na tabela aparecem sinais negativos. Isto ocorre devido ao sinal da função, que

gera um sinal para cada matriz, e este sinal é considerado.

Lema 3.9.1. Dado um inteiro n > 0, o número de matrizes com soma

{
n− k

k

}
, k = 0, 1 e da

forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.38)

com as restrições:

cs = {1, 2}

ct = 2 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos pares;

2|dt, dt ≥ 2

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.39)

é igual a 0.

Demonstração. De fato, como dt ≥ 2 então toda matriz satisfazendo o conjunto de restrições (3.39)

tem
∑
dt 6= 0 e

∑
dt 6= 1.

Lema 3.9.2. Dado um inteiro n > 0, os números #

{
3

n− 3

}
,#

{
4

n− 4

}
e #

{
5

n− 5

}
de matrizes

da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.40)

com as restrições:

cs = {1, 2}

ct = 2 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos pares;

2|dt, dt ≥ 2

n =
∑
ct +

∑
dt.

(3.41)

são iguais a 0.
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Demonstração. Segue diretamente das restrições da matriz, uma vez que dt ≥ 2.

Lema 3.9.3. Dado um inteiro n > 0, o número #

{
n− k

k

}
, 0 ≤ k ≤ n− 1, k ı́mpar, de matrizes

da forma

(
c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

)
, (3.42)

com as restrições:

cs = {1, 2}

ct = 2 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 ambos pares;

2|dt, dt ≥ 2
∑
dt = k,

n =
∑
ct +

∑
dt

(3.43)

é igual a 0.

Demonstração. De fato, como 2|dt, para todo 1 ≤ t ≤ s, segue que dt é par e portanto
∑
dt = k

deve ser par para que exista matriz da forma (3.43), seguindo o resultado.

3.10 Mock Theta Function f (q)

A função geradora para f(q) é

f(q) =
∞∑

n=0

qn
2

(−q; q)2n

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct ≥ 2 + ct+1 + dt+1, cs ≥ 1.

O peso associado é (−1)d1−c1+1.

Considere a tabela da Mock Theta Function f(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 -1 -1

3 1 1 1

4 -1 -1 -1 0

5 1 1 1 0 0

6 -1 -1 -1 0 -1 -1

7 1 1 1 0 1 2 1

8 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0

9 1 1 1 0 1 1 0 0 1

10 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -2

11 1 1 1 0 1 1 1 1 2 2 1

12 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -1 -1

13 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 2 2

14 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -2 -2 -2

15 1 1 1 0 1 1 1 0 2 2 2 2 2 2 2

16 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -2 -3 -3 -1

17 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 1 1 2 3 3 1 1

18 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -2 -2 -1 -3 -3 -3 -1 -2 -3

19 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 2 3 3 3 2 4 4 2

20 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -3 -2 -4 -4 -2 -1

21 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 2 2 3 2 4 3 2 3 3

22 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -2 -4 -4 -4 -4 -4 -3

23 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 3 4 2 4 4 5 5 4 3 2

24 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -4 -4 -5 -4 -4 -4 -4 -2

25 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 2 3 1 4 4 5 4 5 5 4 3 3

26 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -5 -4 -5 -4 -6 -6 -5 -3 -4 -4

27 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 2 4 2 5 4 5 4 7 6 5 5 6 5 3

28 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -5 -3 -5 -4 -7 -6 -6 -5 -7 -5 -4 -3

29 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 2 4 1 4 3 5 4 7 5 6 6 7 6 5 5 4

30 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -5 -3 -6 -4 -7 -5 -7 -6 -8 -7 -8 -6 -5 -5

31 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 2 4 1 5 4 6 4 7 5 8 7 9 8 8 7 6 7 5

32 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -5 -3 -6 -3 -7 -5 -8 -6 -9 -8 -9 -6 -8 -9 -6 -3

33 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 2 4 1 5 3 5 3 7 5 8 5 9 8 9 8 9 10 6 4 5

34 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -5 -3 -6 -3 -8 -5 -8 -5 -10 -9 -11 -8 -11 -10 -8 -7 -8 -7

35 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 2 4 1 5 3 6 4 8 5 8 5 11 9 11 9 11 11 9 11 11 7 5

36 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -5 -3 -6 -3 -8 -4 -8 -5 -11 -8 -11 -8 -12 -11 -12 -10 -11 -9 -7 -5

37 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 2 4 1 5 3 -6 3 7 4 8 5 11 7 11 9 13 12 12 12 11 11 11 8 6

38 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -5 -3 6 -3 -8 -4 -9 -5 -11 -7 -12 -9 -14 -12 -14 -11 -14 -14 -14 -10 -7 -7

39 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1 2 1 3 2 4 1 5 3 -6 3 8 5 9 5 11 7 13 9 14 12 14 13 15 16 14 12 12 10 7

40 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -2 -1 -2 -1 -3 -2 -4 -1 -5 -3 6 -3 -8 -4 -9 -4 -11 -7 -13 -8 -14 -12 -16 -12 -17 -15 -16 -13 -15 -14 -9 -6
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Observe que na tabela aparecem sinais negativos. Isto ocorre devido ao sinal da função, que

gera um sinal para cada matriz, e este sinal é considerado.

Quando procuramos o significado da sequência composta pelo último número de cada linha em

[11], obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.10.1. O número de matrizes de duas linhas que representam f(q) em que a soma da

segunda linha é 0 é igual ao coeficiente da Mock Theta Function f0(q).

Observação: O sinal da função não interfere na bijeção.

Demonstração. Dada uma matriz da Mock Theta function f0(q), somamos cada coluna, colocamos

o resultado na posição ci correspondente e fazemos os d′is iguais a zero para obter uma matriz da

Mock Theta function f(q), com os d′is iguais a zero.

Reciprocamente, dada uma matriz da Mock Theta function f(q) com os d′is iguais a zero,

montamos uma matriz de f0(q) seguindo a restrição ct = 2 + ct+1 + dt+1, cs = 1.

Exemplo 3.10.1. Considere n = 10. Vamos começar com as matrizes de f0(q) e chegar nas

matrizes de f(q), apenas somando as colunas, colocando a soma no ci correspondente e fazendo

di = 0.(
1

9

)
→

(
10

0

)
;

(
3 1

6 0

)
→

(
9 1

0 0

)
;

(
4 1

4 1

)
→

(
8 2

0 0

)
;

(
5 1

2 2

)
→

(
7 3

0 0

)
;

(
6 1

0 3

)
→

(
6 4

0 0

)
;

(
5 3 1

1 0 0

)
→

(
6 3 1

0 0 0

)
;

Reciprocamente, pegamos as matrizes de f(q) e seguindo a restrição ct = 2+ct+1+dt+1, cs = 1,

chegamos nas matrizes de f0(q).
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(
10

0

)
→

(
1

9

)
; como c1 = 1, temos que d1 = 10− 1 = 9.

(
9 1

0 0

)
→

(
3 1

6 0

)
; como c2 = 1, temos que d2 = 1− 1 = 0; logo c1 = 1 + 0 + 2 = 3, pela

restrição e dáı temos que d1 = 9− 3 = 6.

(
8 2

0 0

)
→

(
4 1

4 1

)
; como c2 = 1, temos que d2 = 2− 1 = 1; logo c1 = 1 + 1 + 2 = 4, pela

restrição e dáı temos que d1 = 8− 4 = 4.

(
7 3

0 0

)
→

(
5 1

2 2

)
; como c2 = 1, temos que d2 = 3− 1 = 2; logo c1 = 1 + 2 + 2 = 5, pela

restrição e dáı temos que d1 = 7− 5 = 2.

(
6 4

0 0

)
→

(
6 1

0 3

)
; como c2 = 1, temos que d2 = 4− 1 = 3; logo c1 = 1 + 3 + 2 = 6, pela

restrição e dáı temos que d1 = 6− 6 = 0.

(
6 3 1

0 0 0

)
→

(
5 3 1

1 0 0

)
; como c3 = 1, temos que d3 = 1− 1 = 0; logo c2 = 1+0+2 = 3,

pela restrição e dáı temos que d2 = 3 − 3 = 0. Repetindo o processo, c1 = 3 + 0 + 2 = 5, pela

restrição e dáı temos que d1 = 6− 5 = 1.

Uma interpretação combinatória para f(q) pode ser encontrada em [10], em termos do rank de

uma partição.

Definição 3.10.1. O rank de uma partição λ, denotado por r(λ), é definido como a maior parte

menos o número de partes.

Observação: Assumimos que o rank da partição vazia é zero.

Assim, sendo P o conjunto de partições, a Mock Theta Function f(q) pode ser escrita como

f(q) = 1 +
∑

λ∈P

(−1)r(λ)q|λ|. (3.44)
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Teorema 3.10.2. O coeficiente de qn em (3.44) é igual ao número de matrizes de duas linhas de

n, satisfazendo a restrição

ct ≥ 2 + ct+1 + dt+1, cs ≥ 1,
∑

dt +
∑

ct = n, e peso (−1)d1−c1+1.

Demonstração. Para mostrar esse resultado, precisamos apenas mostrar que a paridade do rank é

a mesma que a das matrizes geradas pela restrição. Dada uma matriz satisfazendo as restrições

acima, ela pode ser decomposta como no Teorema (2.2.1), onde acrescentamos variáveis de folga

j1, j2, . . ., em que j1 representa o número de partes iguais a 1 na partição conjugada, j2 representa

o número de partes iguais a 2 na partição conjugada, e assim por diante.

Vamos ver como o sinal dessas matrizes se relaciona com o rank. Para n = 3, a matriz pode ser

escrita da seguinte forma:

(
c1 c2 c3

d1 d2 d3

)
, (3.45)

Acrescentando as variáveis de folga e usando a restrição, temos que:

c3 = 1 + j3,

c2 = 3 + j2 + j3 + d3,

c1 = 5 + j1 + j2 + j3 + d2 + d3,

(3.46)

com j1, j2, j3 ≥ 0. Assim, a matriz obtida é:

(
5 + j1 + j2 + j3 + d2 + d3 3 + j2 + j3 + d3 1 + j3

d1 d2 d3

)
. (3.47)

O sinal desta matriz é dador por (−1)d1−c1+1 = (−1)d1−(5+j1+j2+j3+d2+d3)+1.

Observe que 3 + j1 + j2 + j3 é a maior parte da partição e 2 + 1 + d1 + d2 + d3 é o número

de partes da partição. Logo, r(λ) = j1 + j2 + j3 − (d1 + d2 + d3). Temos que o inteiro que

aparece em c3 é sempre ı́mpar, logo a diferença entre esse ı́mpar e 1 é um número par. Agora,

(d1 − j1 − j2 − j3 − d2 − d3) tem a mesma paridade que (j1 + j2 + j3 − (d1 + d2 + d3)). Portanto, a

paridade do peso da matriz é igual à paridade do rank. Note que é necessário acrescentar o 1 no

peso, pois o primeiro ponto do gráfico de Ferrers é contado na maior parte e também no número

de partes.

Logo, o coeficiente de 1 +
∑

λ∈P (−1)r(λ)q
|λ|

é igual ao número de matrizes dadas pela restrição

anterior.
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Observação: Notamos que no começo de cada linha os valores se repetem até um certo ponto, e

a cada duas linhas um valor é acrescentado à sequência (sequência em azul). Esta sequência não

foi localizada em [11] e por isto ainda não temos nenhum resultado sobre ela.

3.11 Mock Theta Function Φ(q)

A função geradora para Φ(q) é

Φ(q) =
∞∑

n=0

(−1)n(q; q2)nq
n2

(−q; q)2n

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = it + ct+1 + dt+1, it ∈ {1, 2} se t é ı́mpar;

ct = ct+1 + dt+1, se t é par,

cs = 0 e s par.

O peso associado é (−1)c1+d1 .

Consideremos a tabela da Mock Theta Function Φ(q).
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ṕ
ıtu

lo
3
.
M
o
ck

T
h
eta

F
u
n
ctio

n
s

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 -1

2 1 1

3 -1 0 0

4 1 0 -1 1

5 -1 0 0 -1 -1

6 1 0 0 2 0 0

7 -1 0 0 -1 0 0 -1

8 1 0 0 1 -1 1 1 1

9 -1 0 0 -1 0 -1 -1 1 -1

10 1 0 0 1 0 2 0 0 1 1

11 -1 0 0 -1 0 -1 0 0 -3 0 0

12 1 0 0 1 0 1 -1 1 2 0 -1 1

13 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -2 1 -2 -1 -1

14 1 0 0 1 0 1 0 2 1 0 2 2 0 1

15 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 0 -3 1 -1 -1 -1

16 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 2 0 1 3 -1 1

17 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -2 1 -4 -1 0 -1 -2

18 1 0 0 1 0 1 0 1 1 2 1 0 3 1 -1 4 1 1

19 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 0 -4 1 -2 -3 -1 1 -1

20 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 3 0 2 4 -2 3 1 1

21 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -3 1 -4 -1 -1 -3 -3 1 -1

22 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 2 2 0 3 2 1 6 -1 2 1 1

23 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 0 -4 0 -4 -3 0 -2 -5 0 -1

24 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 3 1 3 3 -2 7 1 1 0 2

25 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -3 0 -5 -1 -2 -5 -2 0 -5 0 -2

26 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 2 2 1 4 2 2 7 -2 6 3 2 1 2

27 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -2 -1 -5 0 -4 -3 -1 -5 -4 2 -6 -1 -1

28 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 1 2 4 1 3 4 0 9 -2 4 5 3 -1 2

29 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -2 -2 -4 0 -5 -2 -4 -6 -1 -4 -9 3 -4 -2 -2

30 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 3 3 1 4 3 3 7 -2 10 3 2 4 6 -1 1

31 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -2 -2 -3 -1 -5 -1 -5 -4 -2 -7 -4 -1 -11 1 -3 -1 -2

32 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 4 2 4 5 1 10 -1 9 5 2 2 7 0 2

33 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -2 -2 -3 -2 -4 -1 -6 -3 -4 -6 -3 -7 -7 2 -13 -2 -3 0 -2

34 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 3 3 2 5 4 3 8 1 12 0 7 9 4 0 8 1 2

35 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -2 -2 -3 -2 -3 -2 -6 -2 -5 -5 -5 -8 -3 -6 -13 4 -11 -4 -4 0 -2

36 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 2 3 5 3 4 6 3 10 -1 13 4 4 9 8 -2 8 0 2

37 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -2 -2 -3 -2 -3 -3 -5 -2 -6 -4 -6 -7 -4 -10 -7 -2 -17 3 -10 -6 -5 0 -3

38 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 4 4 3 5 5 5 9 2 14 1 12 9 4 9 13 -3 8 2 2

39 -1 0 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -2 -2 -3 -2 -3 -3 -4 -3 -6 -3 -7 -6 -5 -9 -5 -9 -12 1 -21 0 -6 -7 -8 1 -2

40 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 3 4 5 4 6 7 3 12 2 15 3 10 13 5 4 18 -2 6 1 3

F
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Observamos que existem valores negativos na tabela. Isto ocorre devido ao peso da função,

que gera um sinal para cada matriz e este sinal é considerado.

Quando procuramos o significado da sequência composta pelo último número de cada linha em

[11], obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.11.1. O número de matrizes de duas linhas que representam Φ(q) em que a soma da

segunda linha é 0 é igual ao coeficiente da Mock Theta Function Φ0(q).

Demonstração. Dada uma matriz da Mock Theta Function Φ(q), com os d′is = 0 primeiro somamos

os c′is, dois a dois, obtendo uma matriz com a metade do número de colunas. Isto pode ser feito

pois o número de colunas é sempre par. Depois disso, constrúımos uma matriz da Mock Theta

Function Φ0(q), apenas observando a sua restrição ct = 2 + ct+1 + 2dt+1, dt ∈ {0, 1}, cs ∈ {1, 2}.

Reciprocamente, pegamos uma matriz da Mock Theta Function Φ0(q) e somamos os valores em

cada coluna, para obter os d′is = 0. Depois disso, fazemos uma divisão nos c′is, de forma que, para

cada valor de n, ci =

{
ci
2
+ 1, se n é par

⌈
ci
2

⌉
+
⌈
ci
2

⌉
, se n é ı́mpar,

1 ≤ i ≤ s − 2 e como o cs = 0, já obtemos

o cs−1 como o próprio número resultante da soma. Assim obtemos uma matriz da Mock Theta

Function Φ(q).

Exemplo 3.11.1. Considere n = 10. Vamos começar com as matrizes de Φ(q) e chegar nas

matrizes de Φ0(q), somando os c′is dois a dois e depois usando a restrição ct = 2+ct+1+2dt+1, dt ∈

{0, 1}, cs ∈ {1, 2}.(
4 2 2 1 1 0

0 0 0 0 0 0

)
→

(
6 3 1

0 0 0

)
→

(
5 3 1

1 0 0

)
.

Reciprocamente, pegamos as matrizes de Φ0(q), somamos suas colunas, para obter os d′is = 0 e

efetuamos a divisão dos c′is como na demonstração.(
5 3 1

1 0 0

)
→

(
6 3 1

0 0 0

)
→

(
4 2 2 1 1 0

0 0 0 0 0 0

)
. Observe que 6 = 4 + 2, 3 = 2 + 1 e

como c6 = 0, segue que c5 = 1.

3.12 Mock Theta Function ρ(q)

A função geradora para ρ(q) é
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ρ(q) =
∞∑

n=0

(−q; q)nq
(n+1

2 )

(q; q2)n+1

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = it + ct+1 + 2dt+1, it ∈ {1, 2}, cs = 0.

Consideremos a tabela da Mock Theta Function ρ(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41

1 1

2 1 1

3 1 1 1

4 1 1 1 1

5 1 1 1 2 1

6 1 1 1 2 2 1

7 1 1 1 2 2 2 2

8 1 1 1 2 2 3 3 1

9 1 1 1 2 2 3 4 3 1

10 1 1 1 2 2 3 4 4 4 2

11 1 1 1 2 2 3 4 5 5 4 2

12 1 1 1 2 2 3 4 5 6 6 5 2

13 1 1 1 2 2 3 4 5 6 7 8 5 2

14 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 9 8 6 2

15 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 10 10 7 2

16 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 11 13 11 7 3

17 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 14 14 13 9 3

18 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 16 17 15 9 3

19 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 17 20 20 16 10 3

20 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 21 23 23 19 11 3

21 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 25 27 26 21 12 4

22 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 26 30 31 30 24 13 4

23 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 31 34 37 34 26 15 4

24 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 36 41 42 38 30 16 4

25 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 37 44 47 48 45 32 17 5

26 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 45 50 55 56 49 36 19 5

27 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 52 59 64 63 56 40 20 5

28 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 53 62 69 73 72 62 44 22 6

29 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 63 72 80 84 81 70 48 23 6

30 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 74 84 92 96 93 77 53 26 6

31 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 75 87 97 106 110 103 87 59 27 7

32 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 88 100 113 122 124 118 96 63 30 7

33 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 102 117 130 139 142 131 106 70 32 7

34 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 103 120 135 149 160 159 147 118 75 34 8

35 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 121 138 156 172 181 181 164 129 83 37 8

36 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 140 160 180 196 206 203 183 143 89 39 9

37 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 141 163 185 206 224 233 229 203 157 97 42 10

38 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 142 164 188 213 236 255 264 255 226 173 105 45 10

39 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 142 165 190 217 244 270 290 296 287 250 188 115 48 10

40 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 142 165 191 220 249 280 308 327 336 319 276 208 123 51 11

41 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 76 89 104 122 142 165 192 221 252 287 320 349 372 375 356 307 225 133 55 11

F
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Quando procuramos o significado da sequência composta pelo último número de cada linha em

[11], obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.12.1. O número de matrizes de duas linhas que representam ρ(q) em que a soma da

segunda linha é 0 é igual ao coeficiente da Mock Theta Function ψ1(q).

Demonstração. Dada uma matriz da Mock Theta function ψ1(q), primeiro acrescentamos uma

coluna de zeros, à direita da matriz, pois na restrição da ρ temos que ter cs = 0, depois somamos

cada coluna, colocamos o resultado na posição ci correspondente e fazemos os d′is iguais a zero

para obter uma matriz da Mock Theta function ρ(q), com os d′is iguais a zero.

Reciprocamente, dada uma matriz da Mock Theta function ρ(q) com os d′is iguais a zero,

primeiro exclúımos a última coluna e depois montamos uma matriz de ψ1(q) seguindo a restrição

ct = 1 + ct+1 + dt+1, cs = 1, dt ∈ {0, 1}.

Exemplo 3.12.1. Considere n = 16. Vamos começar com as matrizes de ψ1(q) e chegar nas

matrizes de ρ(q), apenas acrescentando uma coluna de zeros, somando as colunas, colocando a

soma no ci correspondente e fazendo di = 0.(
5 4 3 2 1

1 0 0 0 0

)
→

(
6 4 3 2 1 0

0 0 0 0 0 0

)
;

(
6 4 2 1

1 1 1 0

)
→

(
7 5 3 1 0

0 0 0 0 0

)
;

(
6 4 3 1

0 1 0 1

)
→

(
6 5 3 2 0

0 0 0 0 0

)
;

Reciprocamente, pegamos as matrizes de ρ(q) com os d′is iguais a zero, retiramos a última

coluna e seguindo a restrição ct = 1 + ct+1 + dt+1, cs = 1, dt ∈ {0, 1}, chegamos nas matrizes de

ψ1(q).(
6 4 3 2 1 0

0 0 0 0 0 0

)
→

(
5 4 3 2 1

1 0 0 0 0

)
; como c5 = 1, temos que d5 = 1 − 1 = 0; logo

c4 = 1 + 0 + 1 = 2, pela restrição e dáı temos que d4 = 3 − 3 = 0. Repetindo o processo,

c3 = 2 + 0 + 1 = 3, pela restrição e dáı temos que d3 = 3 − 3 = 0. Seguindo o mesmo racioćıcio,

c2 = 3+0+ 1 = 4, pela restrição e dáı temos que d3 = 4− 4 = 0. Por fim, c1 = 4+0+ 1 = 5, pela

restrição e dáı temos que d1 = 6− 5 = 1.
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(
7 5 3 1 0

0 0 0 0 0

)
→

(
6 4 2 1

1 1 1 0

)
;

(
6 5 3 2

0 0 0 0

)
→

(
6 4 3 1

0 1 0 1

)
;

3.12.1 Conjectura

De acordo com [11], temos a conjectura(sequência em lilás).

Conjectura: Dado m ≥ 5, considere pd(m) o número de partições de m em partes distintas.

Então

pd(m) = #

{
m

w

}
, com w ≥

⌊
m−2
2

⌋
.

3.13 Mock Theta Function σ(q)

A função geradora para σ(q) é

σ(q) =
∞∑

n=0

(−q; q)nq
(n+2

2 )

(q; q2)n+1

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = it + ct+1 + 2dt+1, it ∈ {1, 2}, cs = 1.

Consider a tabela da Mock Theta Function σ(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 1 0

3 1 0 1

4 1 0 1 1

5 1 0 1 1 0

6 1 0 1 1 1 1

7 1 0 1 1 1 2 1

8 1 0 1 1 1 2 1 1

9 1 0 1 1 1 2 2 2 1

10 1 0 1 1 1 2 2 3 2 1

11 1 0 1 1 1 2 2 3 2 3 1

12 1 0 1 1 1 2 2 3 3 4 3 1

13 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 4 3 2

14 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 4 5 4 1

15 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 6 6 3 2

16 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 7 6 5 2

17 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 7 8 8 5 1

18 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 9 10 8 6 2

19 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 11 11 10 6 2

20 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 11 13 13 10 7 2

21 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 14 15 14 13 7 3

22 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 16 17 18 13 8 3

23 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 16 19 21 18 16 9 2

24 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 20 23 22 23 17 9 3

25 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 24 25 28 24 19 11 3

26 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 24 27 31 30 28 21 11 3

27 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 38 33 34 36 31 23 13 3

28 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 34 37 41 39 36 26 13 4

29 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 34 39 44 45 46 39 27 15 4

30 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 40 46 49 54 50 44 32 15 4

31 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 47 52 59 59 58 50 33 17 5

32 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 47 54 62 65 69 65 53 38 18 4

33 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 48 55 64 69 77 77 73 61 40 19 5

34 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 48 56 65 72 82 86 88 82 66 45 21 5

35 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 48 56 65 74 85 92 99 98 91 74 48 22 5

36 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 48 56 66 75 87 96 107 111 112 102 80 53 24 6

37 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 48 56 66 76 88 99 112 120 128 125 112 91 56 26 6

38 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 48 56 66 76 88 101 115 126 139 142 140 127 96 62 28 6

39 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 48 56 66 76 89 102 117 130 147 155 162 158 137 109 67 29 7

40 1 0 1 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 10 12 15 17 21 25 29 35 41 48 56 66 76 89 103 118 133 152 164 178 182 174 156 117 72 32 7

F
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Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions 3.13 Mock Theta Function σ(q)

Quando procuramos o significado da sequência composta pelo último número de cada linha em

[11], obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.13.1. O número de matrizes de duas linhas que representam σ(q), em que a soma da

segunda linha é 0 é igual ao coeficiente da Mock Theta Function ψ0(q).

Demonstração. Dada uma matriz da Mock Theta function ψ0(q), somamos cada coluna, colocamos

o resultado na posição ci correspondente e fazemos os d′is iguais a zero para obter uma matriz da

Mock Theta function σ(q), com os d′is iguais a zero.

Reciprocamente, dada uma matriz da Mock Theta function σ(q) com os d′is iguais a zero,

montamos uma matriz de ψ0(q) seguindo a restrição ct = 1+ ct+1+dt+1, dt ∈ {0, 1}, cs = 1 e ds =

0.

Exemplo 3.13.1. Considere n = 15. Vamos começar com as matrizes de ψ0(q) e chegar nas

matrizes de σ(q), apenas somando as colunas, colocando a soma no ci correspondente e fazendo

di = 0.(
5 4 3 2 1

0 0 0 0 0

)
→

(
5 4 3 2 1

0 0 0 0 0

)
;

(
6 4 2 1

0 1 1 0

)
→

(
6 5 3 1

0 0 0 0

)
;

Reciprocamente, pegamos as matrizes de σ(q) e seguindo a restrição ct = 1 + ct+1 + dt+1, dt ∈

{0, 1}, cs = 1 e ds = 0, chegamos nas matrizes de ψ0(q).(
5 4 3 2 1

0 0 0 0 0

)
→

(
5 4 3 2 1

0 0 0 0 0

)
; temos c5 = 1 e d5 = 0, pela restrição, logo c4 =

1+1+0 = 2, pela restrição e dáı temos que d4 = 2−2 = 0. Repetindo o processo, c3 = 1+2+0 = 3,

pela restrição e dáı temos que d3 = 3 − 3 = 0. Novamente, c2 = 1 + 3 + 0 = 4 e d2 = 4 − 4 = 1.

Por fim, c1 = 1 + 4 + 0 = 5 e d1 = 5− 5 = 0.(
6 5 3 1

0 0 0 0

)
→

(
6 4 2 1

0 1 1 0

)
; temos c4 = 1 e d4 = 0, pela restrição, logo c3 = 1+1+0 =

2, pela restrição e dáı temos que d3 = 3 − 2 = 1. Repetindo o processo, c2 = 1 + 2 + 1 = 4, pela

restrição e dáı temos que d2 = 5− 4 = 1. Por fim, c1 = 1 + 4 + 1 = 6 e d1 = 6− 6 = 0.
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3.14 Mock Theta Function U0(q) Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions

3.13.1 Conjectura

De acordo com [11], temos a conjectura(sequência em rosa).

Conjectura: Dado m ≥ 6, considere pD(m) o número de partições de m em partes distintas

maiores do que ou iguais a 2. Então

pD(m) = #

{
m

w

}
, com w ≥

⌊
m−3
2

⌋
.

3.14 Mock Theta Function U0(q)

A função geradora para U0(q) é

U0(q) =
∞∑

n=0

qn
2

(−q; q2)n
(−q4; q4)n

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + dt+1, se ct, ct+1 são ambos pares;

cs ∈ {1, 2}

4 |dt

O peso associado é (−1)
1

4

∑
s

t=1
dt .

Consider a tabela da Mock Theta Function U0(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 0 1

3 0 0 0

4 0 0 0 1

5 -1 0 0 0 1

6 0 -1 0 0 0 0

7 0 0 0 0 0 0 1

8 0 0 0 -1 0 0 0 1

9 1 0 0 0 -1 0 0 0 1

10 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

11 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0

12 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 1

13 -1 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 1

14 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1

15 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1

16 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -2 0 0 0 1

17 1 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -2 0 0 0 2

18 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 1

19 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1

20 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 3 0 0 0 -2 0 0 0 1

21 -1 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 8 0 0 0 -4 0 0 0 1

22 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 1

23 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -2 0 0 0 1

24 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 3 0 0 0 -3 0 0 0 2

25 1 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 5 0 0 0 -4 0 0 0 2

26 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 4 0 0 0 -3 0 0 0 2

27 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0 -2 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 1

28 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 3 0 0 0 -4 0 0 0 4 0 0 0 -4 0 0 0 2

29 -1 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 3 0 0 0 -6 0 0 0 6 0 0 0 -5 0 0 0 2

30 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -4 0 0 0 5 0 0 0 -4 0 0 0 1

31 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 4 0 0 0 -3 0 0 0 2

32 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 4 0 0 0 -5 0 0 0 6 0 0 0 -6 0 0 0 2

33 1 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 6 0 0 0 -7 0 0 0 9 0 0 0 -6 0 0 0 2

34 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 4 0 0 0 -6 0 0 0 7 0 0 0 -4 0 0 0 2

35 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 3 0 0 0 -4 0 0 0 5 0 0 0 -5 0 0 0 2

36 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 3 0 0 0 -4 0 0 0 6 0 0 0 -7 0 0 0 9 0 0 0 -7 0 0 0 2

37 -1 0 0 0 1 0 0 0 -2 0 0 0 3 0 0 0 -6 0 0 0 8 0 0 0 -11 0 0 0 10 0 0 0 -7 0 0 0 3

38 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -4 0 0 0 6 0 0 0 -9 0 0 0 7 0 0 0 -6 0 0 0 2

39 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 5 0 0 0 -6 0 0 0 8 0 0 0 -6 0 0 0 2

40 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0 0 -3 0 0 0 4 0 0 0 -6 0 0 0 8 0 0 0 -11 0 0 0 12 0 0 0 -8 0 0 0 3

F
igu
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3.15 Mock Theta Function 1
2
(1 + V0(q)) Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions

Observe que na tabela aparecem sinais negativos. Isto ocorre devido ao sinal da função, que

gera um sinal para cada matriz, e este sinal é considerado.

Quando procuramos o significado da sequência composta pelo último número de cada linha em

[11], obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.14.1. O número de matrizes de duas linhas que representam U0(q) em que a soma da

segunda linha é 0 é igual ao coeficiente da Mock Theta Function Φ0(q).

Demonstração. Dada uma matriz da Mock Theta function Φ0(q), somamos cada coluna, colocamos

o resultado na posição ci correspondente e fazemos os d′is iguais a zero para obter uma matriz da

Mock Theta function U0(q), com os d′is iguais a zero.

Reciprocamente, dada uma matriz da Mock Theta function U0(q) com os d′is iguais a zero,

montamos uma matriz de Φ0(q) seguindo a restrição ct = 2 + ct+1 + 2dt+1, dt ∈ {0, 1}, cs ∈

{1, 2}.

Exemplo 3.14.1. Considere n = 15. Vamos começar com as matrizes de Φ0(q) e chegar nas

matrizes de U0(q), apenas somando as colunas, colocando a soma no ci correspondente e fazendo

di = 0.(
7 5 1

1 0 1

)
→

(
8 5 2

0 0 0

)
;

Reciprocamente, pegamos as matrizes de U0(q) e seguindo a restrição ct = 2+ct+1+2dt+1, dt ∈

{0, 1}, cs ∈ {1, 2}. chegamos nas matrizes de Φ0(q).(
8 5 2

0 0 0

)
→

(
7 5 1

1 0 1

)
; Note que temos o c3 = 2 satisfaz a restrição, mas se usarmos

a restrição para gerar a matriz, vemos que a construção é diferente da que temos. Portanto,temos

c3 = 1 e dáı d3 = 2− 1 = 1, pela restrição, logo c2 = 2 + 1 + 2 ∗ 2 = 5, pela restrição e dáı temos

que d2 = 5− 5 = 0. Por fim, c1 = 2 + 5 + 2 ∗ 0 = 7 e d1 = 8− 7 = 1.

3.15 Mock Theta Function 1
2(1 + V0(q))

A função geradora para 1
2
(1 + V0(q)) é

1

2
(1 + V0(q)) =

∞∑

n=0

q(n)
2

(−q; q2)n
(q; q2)n
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Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions 3.15 Mock Theta Function 1
2
(1 + V0(q))

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + 2dt+1, se ct, ct+1 são ambos ı́mpares;

ct = 3 + ct+1 + 2dt+1, se ct, ct+1 são um ı́mpar e outro par;

ct = 4 + ct+1 + 2dt+1, se ct, ct+1 são ambos pares;

cs ∈ {1, 2}

Calculamos todas as matrizes de um dado n e montamos a tabela.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 1

2 1 1

3 1 1 0

4 1 1 0 1

5 1 1 0 1 1

6 1 1 0 1 1 0

7 1 1 0 1 1 1 1

8 1 1 0 1 1 1 2 1

9 1 1 0 1 1 1 2 1 1

10 1 1 0 1 1 1 2 2 2 1

11 1 1 0 1 1 1 2 2 3 2 0

12 1 1 0 1 1 1 2 2 3 2 1 1

13 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 2 2 1

14 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 3 2 1

15 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 3 3 3 1

16 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 4 2 1

17 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 5 3 3 2

18 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 5 4 5 4 1

19 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 5 6 6 3 1

20 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 7 7 6 4 1

21 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 7 8 8 6 3 1

22 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 9 9 8 6 4 1

23 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 10 9 9 8 4 1

24 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 10 10 11 11 7 4 2

25 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 11 12 13 11 8 4 2

26 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 13 14 14 12 8 5 2

27 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 13 15 16 15 12 10 6 1

28 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 16 17 17 16 15 10 5 2

29 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 18 18 19 20 15 10 7 2

30 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 18 19 21 23 20 16 13 6 1

31 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 20 22 25 24 21 18 13 7 2

32 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 23 26 27 26 24 20 14 7 2

33 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 23 27 29 29 29 27 22 14 7 2

34 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 24 28 30 31 33 33 27 23 17 8 2

35 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 24 29 31 32 36 38 35 31 26 17 8 2

36 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 24 29 31 33 38 41 40 38 35 27 18 8 2

37 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 24 29 32 34 39 43 44 44 42 38 31 18 8 3

38 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 24 29 32 35 40 44 47 49 49 47 42 31 20 10 2

39 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 24 29 32 35 40 45 49 53 54 55 52 43 34 22 9 2

40 1 1 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 5 6 6 8 10 11 12 14 17 19 21 24 29 32 35 41 46 50 54 58 61 60 55 49 37 21 10 3

F
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Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions 3.16 Mock Theta Function φ(q)

Quando procuramos o significado da sequência composta pelo último número de cada linha em

[11], obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.15.1. O número de matrizes de duas linhas que representam 1
2
(1 + V0(q)) em que a

soma da segunda linha é 0 é igual ao coeficiente da Mock Theta Function Φ0(q).

Demonstração. Dada uma matriz da Mock Theta function Φ0(q), somamos cada coluna, colocamos

o resultado na posição ci correspondente e fazemos os d′is iguais a zero para obter uma matriz da

Mock Theta function 1
2
(1 + V0(q)), com os d′is iguais a zero.

Reciprocamente, dada uma matriz da Mock Theta function 1
2
(1 + V0(q)) com os d′is iguais a

zero, montamos uma matriz de Φ0(q) seguindo a restrição ct = 2 + ct+1 + 2dt+1, dt ∈ {0, 1}, cs ∈

{1, 2}.

Exemplo 3.15.1. Considere n = 15. Vamos começar com as matrizes de Φ0(q) e chegar nas

matrizes de 1
2
(1 + V0(q)), apenas somando as colunas, colocando a soma no ci correspondente e

fazendo di = 0.(
7 5 1

1 0 1

)
→

(
8 5 2

0 0 0

)
;

Reciprocamente, pegamos as matrizes de 1
2
(1 + V0(q)) e seguindo a restrição ct = 2 + ct+1 +

2dt+1, dt ∈ {0, 1}, cs ∈ {1, 2}. chegamos nas matrizes de Φ0(q).(
8 5 2

0 0 0

)
→

(
7 5 1

1 0 1

)
; Note que temos o c3 = 2 satisfaz a restrição, mas se usarmos

a restrição para gerar a matriz, vemos que a construção é diferente da que temos. Portanto,temos

c3 = 1 e dáı d3 = 2− 1 = 1, pela restrição, logo c2 = 2 + 1 + 2 ∗ 2 = 5, pela restrição e dáı temos

que d2 = 5− 5 = 0. Por fim, c1 = 2 + 5 + 2 ∗ 0 = 7 e d1 = 8− 7 = 1.

Observação: A sequência descrita no começo de cada linha, marcada em cinza, não foi encontrada

em [11].

3.16 Mock Theta Function φ(q)

A função geradora para φ(q) é

φ(q) =
∞∑

n=0

qn
2

(−q2; q2)n
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3.16 Mock Theta Function φ(q) Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions

e a restrição que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct = 2 + ct+1 + dt+1, 2|t, cs = 1.

O peso associado é (−1)
1

2

∑
s

t=1
dt .

Quando calculamos todas as matrizes de um dado n, seguindo o que foi feito no Caṕıtulo

1, observamos que todas as matrizes são constrúıdas do mesmo modo: na primeira linha estão

partições em partes ı́mpares de m, m ≥ n e a segunda linha é sempre composta de números pares.

Ao fazermos os gráficos de Ferrers dessas partições, notamos também que só temos partes menores

do que o tamanho do quadrado de Durfee. Então, considerando que a segunda linha da matriz,

após ser somada, conta o número de partes abaixo do quadrado de Durfee, temos a tabela da Mock

Theta Function φ(q).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

0 1

1 1

2 0 0

3 -1 0 0

4 0 0 0 1

5 1 0 0 0 0

6 0 0 0 -1 0 0

7 -1 0 0 0 0 0 0

8 0 0 0 1 0 -1 0 0

9 1 0 0 0 0 0 0 0 1

10 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 0

11 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0

12 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 0 0 0

13 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0

14 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0

15 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 0

16 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 1

17 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 0 0 0

18 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0

19 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 1 0 0 0 0

20 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 -1 0 0

21 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 1 0 0 0 0

22 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 0

23 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -2 0 0 0 0 0 0

24 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -1 0 0

25 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -1 0 0 0 0 0 1

26 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 0 0 0

27 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 2 0 -1 0 0 0 -1 0 0

28 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -1 0 2 0 -3 0 2 0 0 0 0

29 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 2 0 0 0 1 0 -1 0 0

30 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 1 0 -2 0 3 0 -3 0 1 0 0 0 0

31 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -3 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 0

32 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 2 0 -3 0 4 0 -3 0 1 0 0 0 0

33 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 4 0 -2 0 2 0 -1 0 2 0 -1 0 0

34 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -2 0 3 0 -4 0 4 0 -3 0 0 0 0 0 0

35 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -4 0 3 0 -3 0 1 0 -2 0 2 0 -1 0 0

36 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 4 0 -5 0 5 0 -2 0 0 0 0 0 1

37 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -3 0 4 0 -4 0 4 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 0 0 0

38 0 0 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -4 0 5 0 -6 0 4 0 -1 0 0 0 -1 0 0

39 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 -2 0 2 0 -3 0 3 0 -4 0 4 0 -5 0 3 0 -3 0 3 0 -4 0 2 0 0 0 0

40 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 2 0 -2 0 3 0 -4 0 4 0 -5 0 7 0 -6 0 4 0 -1 0 1 0 -1 0 0

F
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3.16 Mock Theta Function φ(q) Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions

Observe que na tabela aparecem sinais negativos. Isto ocorre devido ao sinal da função, que

gera um sinal para cada matriz, e este sinal é considerado.

Baseado na forma como as matrizes foram constrúıdas, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.16.1. O número de partições de um inteiro positivo n com quadrado de Durfee de

tamanho k, em que nenhuma parte excede o tamanho do quadrado de Durfee e um número par de

vezes é igual ao número de matrizes da forma

(
c1 c2 c3 · · · ck

d1 d2 d3 · · · dk

)
,

em que

ck = 1,

ct = 2 + ct+1 + dt+1, t < k
∑k

i=1 ci + di = n

2 | dt;

(3.48)

Demonstração. A prova deste teorema segue de modo análogo ao corolário C em [5]. É suficiente

construir uma bijeção do conjunto de partições de n com as restrições descritas no Teorema (3.16.1)

e o conjunto de matrizes da forma (3.48), em que associa a cada k ≥ 1 fixado, uma partição de

n com quadrado de Durfee de tamanho k e as partes abaixo dele aparecendo um número par de

vezes a uma matriz com as restrições (3.48), contendo exatamente k colunas de forma que d1 é o

número de partes iguais a 1 abaixo do quadrado de Durfee, d2 é o número de partes iguais a 2 e

assim por diante, além das partes que estão no quadrado de Durfee.

Por exemplo, uma partição λ = λ1 + λ2 + . . . + λr (suponha λt ≥ λt+1) com tamanho do

quadrado de Durfee igual 3 é completamente caracterizada, uma vez que for declarado quantas

vezes cada um dos números 1, 2 e 3 aparece como parte abaido do quadrado de Durfee de λ. Seja

(
c1 c2 c3

d1 d2 d3

)
, (3.49)

uma matriz. Por (3.48) é posśıvel escrever

c3 = 1

c2 = 3 + d3

c1 = 5 + d2 + d3,

(3.50)
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Caṕıtulo 3. Mock Theta Functions 3.16 Mock Theta Function φ(q)

Portanto, a matriz (3.48) pode ser escrita como

(
5 + d2 + d3 3 + d3 1

d1 d2 d3

)
, (3.51)

ou, ainda, como a soma

(
5 3 1

0 0 0

)
+

(
0 0 0

d1 0 0

)
+

(
d2 0 0

0 d2 0

)
+

(
d3 d3 0

0 0 d3

)

Da discussão anterior, segue que a partição λ pode ser caracterizada pelos números

d1 → o número de vezes que 1 é uma parte de λ

d2 → o número de vezes que 2 é uma parte de λ

d3 → o número de vezes que 3 é uma parte de λ.

Como os di’s são pares, cada parte abaixo do quadrado de Durfee aparece um número par de

vezes.

Exemplo 3.16.1. Considere a matriz

(
13 3 1

6 8 0

)
,

(
13 3 1

6 8 0

)
=

(
5 3 1

0 0 0

)
+ 8.

(
1 0

0 1

)
+ 6.

(
0

1

)
.

Ela pode ser associada a partição 5+3+2+2+2+2+2+2+2+2+1+1+1+1+1+1+1.

Uma interpretação combinatória é dada em [10] para Φ(−q). Seja DO o conjunto de partições

em partes ı́mpares distintas. Temos que:

φ(−q) =
∑

λ∈DO

(−1)
λ1+1

2 q|λ|,

em que λ1 é a maior parte da partição.

Teorema 3.16.2. O coeficiente de φ(−q) é igual ao número de matrizes de duas linhas satizfazendo

a restrição ct = 2+ct+1+dt+1, 2|dt, cs = 1 e tendo sinal (−1)
1

2

∑
s

t=1
dt , se n for par e (−1)1+

1

2

∑
s

t=1
dt ,

caso contrário.
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Demonstração. Dada uma matriz de duas linhas, satisfazendo as restrições dadas, ela pode ser

levada em uma partição em partes ı́mpares distintas apenas somando-se as colunas. Reciproca-

mente, dada uma partição em partes ı́mpares distintas, ela é levada à uma matriz de duas linhas

apenas seguindo a restrição dada, observando que a soma das entradas nas colunas deve ser igual

à parte equivalente. Observe na matriz para n = 3, λ1 = 5 + d1 + d2 + d3. Logo, λ1+1
2

difere

de 1
2

∑s

t=1 dt pelo número de colunas. Portanto, se n é par, o sinal será igual e se n é ı́mpar, é

necessário acrescentar o 1 para que o sinal coincida.

Exemplo 3.16.2. Considere n = 8.

As matrizes de duas linhas satisfazendo as restrições são:

(
3 1

4 0

)
e −

(
5 1

0 2

)
. Somando as

colunas, obtemos as partições 7 + 1, cujo sinal é (−1)
7+1

2 = 1 e 5 + 3, cujo sinal é (−1)
5+1

2 = −1.

Reciprocamente, dadas as partições 7 + 1, que tem sinal 1, e 5 + 3, que tem sinal −1, podemos

construir as matrizes equivalentes, apenas seguindo a restrição:

7+ 1 =

(
3 1

4 0

)
, pois c2 = 1 e d2 = 1− 1 = 0; c1 = 2+ c2 + d2 = 2+ 1+ 0 = 3 e d1 = 7− 3 = 4.

E o sinal é igual a (−1)
1

2

∑
2
t=1

dt = (−1)0+4 = 1.

5+ 3 =

(
5 1

0 2

)
, pois c2 = 1 e d2 = 3− 1 = 2; c1 = 2+ c2 + d2 = 2+ 1+ 3 = 5 e d1 = 5− 5 = 0.

E o sinal é igual a (−1)
1

2

∑
2
t=1

dt = (−1)2+0 = −1.

Teorema 3.16.3. (Vermelho) #

{
n

0

}
=

{
1, se n é quadrado perfeito

0, caso contrário.

Demonstração. Segue direto da restrição da matriz.

3.16.1 Conjecturas

As conjecturas apresentadas a seguir foram feitas com o aux́ılio de [11].

Conjectura 1:(Verde) #

{
2i

n− 2i

}
= (−1)i · p3

(⌊
2i+ 3

2

⌋
+ 3

)
,

em que p3(n + 3) = número de partições de n + 3 em um número ı́mpar de partes, cada parte

> 3,∀i ≥ 1.
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Conjectura 1: (Laranja) #

{
2i+ 1

n− 2i− 1

}
= (−1)i+1 · p4

(⌊
2i+ 8

2

⌋
+ 4

)
,

em que p4(n+4) = número de partições de n em um número par de partes, cada parte ≥ 4, ∀i ≥ 4.

Conjectura 1: (Amarelo) #

{
2i

n− 2i

}
= (−1)i+1 · p̃

(⌊
2i− 9

2

⌋)
,

em que p̃(n) = número de partições de n com igual número de partes congruentes a 0, 2, 3(mod5),

∀i ≥ 4.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este trabalho, baseado na representação combinatória de partições como matrizes de duas

linhas, descreve interpretações para partições irrestritas e a correspondente bijeção entre os con-

juntos envolvidos. São apresentados resultados para algumas Mock Theta Functions e relacionamos

algumas Mock Theta Functions distintas.

Dentre o que foi feito, ainda existe muito com o que se trabalhar. Algumas conjecturas, prove-

nientes das tabelas aqui apresentadas e descritas ao final de cada seção, não foram demonstradas

e são base para continuar trabalhando nesta área. Também existe a possibilidade de gerar tabelas

para outras funções e procurar relações semelhantes.
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