LJ
\"’ Universidade Estadual de Campinas
é 40 Instituto de Matematica, Estatistica e
N

Computacao Cientifica - IMECC
UNICAMP

Dissertacao de Mestrado

TRAJETORIAS SOBRE O GLOBO TERRESTRE:
Um Estudo da Geometria da Esfera nos Mapas Cartograficos

por
Vera Lucia Vieira de Camargo

Mestrado Profissional em Matematica

Orientador: Prof. Dr. Joao Eloir Strapasson

Co-Orientadora: Prof?. Dr?. Sueli Irene Rodrigues Costa

CAMPINAS-SP
2009



TRAJETORIAS SOBRE O GLOBO TERRESTRE:
Um Estudo da Geometria da Esfera nos Mapas Cartograficos

Este exemplar corresponde a redagdo final da
tese devidamente corrigida e defendida por
Vera Liucia Vieira de Camargo e aprovada

pela Comissado Julgadora.

Campinas, 26 de Fevereiro de 2009.

foio> & Staspang
7 Prof. Dr. Jodo Eloir Strapasson
Orientador

) L A~

T

Prof® Dr*. Sueli Irene Rodrigues Costa
Co-Orientadora

Banca Examinadora:

1. Prof. Dr. Jodo Eloir Strapasson (DMAT/UFPR)

2. Prof®. Dr". Sandra Augusta Santos — IMECC-UNICAMP)

3. Prof. Dr. Sérgio Roberto Nobre (IGCE - UNESP/RIO CLARO)

Dissertacdo apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagdo
Cientifica — UNICAMP, como requisito
parcial para a obtencdo do titulo de Mestre

em Matematica.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Miriam Cristina Alves — CRB8a / 5094

Camargo, Vera Lucia Vieira de
Cl4t Trajetérias sobre o globo terrestre: um estudo da
geometria da esfera nos mapas cartograficos/Vera Lucia Vieira de

Camargo -- Campinas, [S.P. :s.n.], 2009.
Orientadores : Jodo Eloir Strapasson; Sueli Irene Rodrigues Costa

Dissertacdo (mestrado profissional) - Universidade Estadual de
Campinas, Instituto de Matematica, Estatistica e Computacio

Cientifica.

1. Geodésia (Matematica) 2. Loxodromia. 3. Geometria da esfera.
4. Cartografia. 1. Strapasson, Jodo Eloir. II. Costa, Sueli Irene
Rodrigues. III. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de

Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica. IV. Titulo.

Titulo em inglés: Trajectories on the earth's surfaces: a study of the geometry of the
sphere in cartographical maps.

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Geodesics (Mathematics) . 2. Loxodrome. 3.
Sphere geometry. 4. Cartography.

Area de concentracdo: Geometria
Titulacdo: Mestre em Matematica
Banca examinadora: Prof. Dr. Jodo Eloir Strapasson (DMAT-UFPR)

Prof. Dr. Sérgio Roberto Nobres (IGCE-
UNESP)

Profa. Dra. Sandra Augusta Santos

(IMECC-UNICAMP)
Data da defesa: 26/02/2009

Programa de Pés-Graduacio: Mestrado Profissional em Matemética

il



iii

Dissertacao de Mestrado Profissional defendida em 26 de fevereiro de
2009 e aprovada pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

%4@ EA45n S—:{M{,W

Prof. {a). Dr (a). JOAO ELOIR STRAPASSON

Prof. (a). lea)'. SANDRA AUGUSTA SANTOS

s di (U

Prof. (a). Dr (a). SERGIO ROBERTO NOBRE |




Dedico este trabalho

ao meu esposo Jocimal,

a minha mde Dona Clotilde

e aos meus filhos Ariadne, Matheus e André Luis

grandes amores de minha vida.



Vil

A Ciéncia € otima
ao contar as sementes
no interior dos frutos,

mas € bem mais reticente
ao contar os frutos latentes
em uma simples semente.

(MACHADO, 1997)



X

AGRADECIMENTOS

A Deus, pela vida e por sempre estar do meu lado.

Ao Prof. Dr. Jodo Eloir Strapasson, pela orientacdo deste trabalho e grande auxilio nas

implementagdes dos programas computacionais.

A Prof®. Dra. Sueli Irene Rodrigues Costa, co-orientadora deste trabalho, profissional e pessoa
admirdvel, pelo grande apoio e atengdo recebida durante o desenvolvimento deste trabalho e
principalmente por ter acreditado em meu potencial e também, pelo grande empenho na

implantacio e desenvolvimento do Mestrado Profissional no estado de Mato Grosso.

Aos Professores Dr. Sérgio Roberto Nobre e Prof*. Dra. Sandra Augusta Santos pela participacao

na banca examinadora deste trabalho e pelas valiosas sugestoes.

Ao meu esposo Jocimal, pelo imenso apoio recebido e pela compreensdo durante minhas

auséncias para cursar este mestrado.

A todos os amigos do mestrado, em especial, a Mara (MA), Vera Graciani (MT) e Lidio (MT),
pelo grande companheirismo e amizade durante esta jornada e, também, pelos inesqueciveis

momentos que vivemos juntos, doces lembrangas que guardarei para sempre.

Ao amigo Cristiano Torezzan, pela amizade, apoio e carinho durante esta jornada.

Ao Prof. Joao Frederico Meyer, pelo apoio e amizade durante o periodo que estivemos estudando

em Campinas.

Ao Prof. Miguel Tadayuki Koga e Prof* Maria Zoraide Soares da UNEMAT pelo apoio e
amizade e também pelo grande empenho no processo de implantacio do Mestrado Profissional

em Matematica no estado de Mato Grosso.



Aos professores da UNICAMP, que lutaram e acreditaram na possibilidade do Mestrado
Profissional acontecer em regides distantes dos grandes centros e que assim possibilitou aos
professores dos estados de Mato Grosso e Maranhdao aprofundarem seus conhecimentos em

Matematica e resultar em melhorias no ensino de Matematica destes estados.

A amiga Darci pelo grande incentivo, torcida e apoio recebido durante a realizagdo deste

mestrado.

Aos chefes de Departamento de Matematica da UNEMAT/Campus Universitario de Sinop Prof*
Celma Evangelista Ramos, Prof. Erico Fernando Martins e Prof. Milton Luis Neri Pereira pela

compreensdo e apoio durante a realizacdo deste mestrado.



X1

RESUMO

CAMARGO, V.L.V. de. TRAJETORIAS SOBRE O GLOBO TERRESTRE: Um Estudo da
Geometria da Esfera nos Mapas Cartograficos. Campinas — SP: Universidade Estadual de
Campinas, 2009. Dissertacdo apresentada como requisito parcial para obtencdo do titulo em

Mestre em Matematica.

Este trabalho buscou explorar os conceitos e propriedades da geometria da esfera no espago usual
e as projecodes cartogréficas cilindricas, em especial, a de Mercator e a eqiiidistante meridiana.
Dentre os vdrios conceitos e aspectos histéricos abordados no trabalho, destacamos o estudo
comparativo entre duas maneiras de caminhar sobre o globo terrestre, uma pela geodésica (curva
de menor distancia entre dois pontos) € a outra pela loxodromia (curva que mantém o angulo
constante com os meridianos e que teve grande importancia nas navegagcdes maritimas e aéreas).
Discutimos as deformag¢des que ocorrem nas projecdes do globo no plano, o que nos possibilitou
estabelecer um comparativo entre o trajeto loxodromico, que se projeta no mapa de Mercator
como uma reta com a curva geodésica entre dois pontos. As representagdes das projecoes
apresentadas no trabalho foram implementadas num programa computacional de célculo
simbdlico e de visualizacdo. O texto contempla vérias possibilidades de abordagem para os
cursos de graduagdo em Matemadtica e dreas afins, em particular, nas disciplinas de Geometria
Analitica e Calculo, pois estabelece uma conexdo entre a Geometria e a Geografia por meio de
um instigante exemplo de como a Matematica pode ajudar na compreensdo do espaco em que
vivemos.

Palavras-chave: Geodésicas, Loxodromia, Geometria da Esfera, Cartografia.
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ABSTRACT

CAMARGO, V.L.V. de. TRAJECTORIES ON THE EARTH’S SURFACE: A Study of the
Geometry of the sphere in cartographical maps. Campinas — SP: Universidade Estadual de
Campinas, 2009. Dissertacdo apresentada como requisito parcial para obtencdo do titulo em

Mestre em Matematica.

Concepts and properties of the sphere geometry are explored here in connection with
cylindrical cartographic projections, specially the Mercator and the equidistant meridian
projections. The approach include some of the historical aspects of the development of maps and
the focus is on the comparison between two paths connecting two different locations on the
Earth: the geodesic (shortest path) and the loxodrome which meets any meridian at constant angle
and has been so important for navigation. We discuss the projection distortions from the globe to
the plane maps. Expressions for the projections and parametrizations and 2D and 3D plottings
were developed within the framework of a symbolic calculus and visualization computer system.
The content explored here may disclosure several possibilities of approaching this subject in
exercises and student research projects for standard Analytical Geometry and Calculus courses as
one more example of how mathematics provide us with tools for understanding the world we
live.

Key words: Geodesics, Loxodrome, sphere geometry, cartography.
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INTRODUCAO

Historicamente, o problema de se representar a superficie terrestre sobre uma superficie
plana é um problema matematico, filoséfico, geografico e sécio-cultural, tendo em vista que
grande parte dos mapas construidos ao longo dos tempos visou atender as mais diversas
necessidades humanas e assim sendo, tem atraido invenc¢Oes das mais variadas formas ao longo
destes dois milénios. [1]

Neste contexto, este trabalho se preocupou em explorar os conceitos matematicos
envolvidos na criacdo de dois mapas cartograficos, o de latitude-longitude e o de Mercator,
buscando compreender como a trajetoria geodésica e loxodromica sobre o globo terrestre sdo
retratadas. A escolha por estas trajetorias deu-se em fun¢do de que a trajetoria geodésica € o
menor caminho entre dois pontos e a loxodromia permite caminhar no globo terrestre numa curva
que mantém o angulo constante com os meridianos, representada no Mapa de Mercator como
uma linha reta, ferramenta que foi muito util para as navegacdes maritimas do século XVI.

Este assunto raramente € tratado nos cursos de graduacdo em Matematica e durante o
desenvolvimento deste trabalho, pudemos perceber o quanto o tema € envolvente e pode ser
tratado como suplemento em cursos de Geometria Analitica e Cdlculo Diferencial e Integral e,
além disso, é um caminho para o desenvolvimento de um trabalho interdisciplinar entre
Matematica e Geografia numa abordagem que permite associar a Matemadtica a contextos praticos
das necessidades humanas.

Este trabalho estd organizado em quatro capitulos assim distribuidos:

No Capitulo 1 apresentamos um breve histérico dos mapas, os referenciais sobre o globo
terrestre e a relacdo do sistema de coordenadas cartesianas com as geograficas (latitude-
longitude). Incluimos também a constru¢do geométrica das interseccdes das superficies da esfera,
planos e cone, que permitem entrelacar o conceito de latitude e longitude com a Geometria
Analitica. No Capitulo 2, apresentamos os conceitos e propriedades da geometria da esfera, a

trajetéria geodésica na esfera (que € a rota Otima para navegacdo aérea e maritima), a

impossibilidade de se planificar o globo terrestre sem distor¢cdes e um exemplo disto por meio da



projecdo estereogrifica. No Capitulo 3, tratamos do mapa de coordenadas latitude-longitude
associado a projecdo cilindrica eqiiidistante meridiana, parametrizamos a curva geodésica nesta
projecdo e implementamos num programa computacional de cdlculo simbdlico e de visualizagdao
os tracados de geodésicas no globo e no mapa. No Capitulo 4, abordamos o Mapa de Mercator,
descrevemos as necessidades praticas do contexto social em que este mapa foi concebido, as
propriedades matemdticas presentes na sua criagdo e sua vinculagdo com os conceitos do Célculo,
as deformacdes de trajetos e de drea no processo de planificacdo neste tipo de projecdo, a
parametrizacio da trajetoria da loxodromia e da geodésica neste mapa e finalizamos fazendo um
comparativo entre as distancias nestes dois tipos de trajetéria. Assim como no Capitulo 3,
implementamos computacionalmente vérias constru¢des envolvendo trajetérias no globo e na
projecdo plana de Mercator. Neste capitulo, foi possivel também, fazer algumas conjecturas a
respeito da rota da navegagdo que conduziu ao “descobrimento” do Brasil.

Nosso propdsito € que este material possa ser utilizado por professores e alunos em aulas,
estudos suplementares e na proposi¢do e desenvolvimento de trabalhos e projetos nas disciplinas

de Calculo e Geometria Analitica.



Capitulo 1

A REPRESENTACAO DO GLOBO TERRESTRE NOS MAPAS E OS
REFERENCIAIS CARTOGRAFICOS

Neste capitulo apresentamos um breve historico sobre a Cartografia, introduzimos os
referenciais utilizados para o globo terrestre e as relagdes trigonométricas para as coordenadas

esféricas e geograficas. As principais referéncias utilizadas foram [3], [4] e [5].

1.1 BREVE HISTORICO

A atividade de confeccionar mapas € uma atividade humana que vem sendo desenvolvida
desde os tempos remotos, mas tornou-se mais intensa a partir de meados do século XV em funcdo
das grandes navegacdes que passaram a exigir mapas cada vez mais confidveis e informativos.
Foi neste contexto que a Cartografia (do grego chartis = mapa e graphein = escrita), que € a arte
ou ciéncia de confeccionar mapas tendo como objetivo expressar informagdes da superficie
terrestre foi se desenvolvendo. Arte porque estd associada a estética, a simplicidade, a clareza e a
harmonia e, ciéncia porque depende dos conceitos da Astronomia e da Matematica.

Na Grécia Antiga surgiram os primeiros fundamentos da Cartografia, com Hiparco (séc. 11
a.C) que para determinar posi¢cdes na superficie da Terra, deu a primeira solu¢do do problema
sobre a representacdo da Terra sobre o plano idealizando uma proje¢cdo conica. Foi junto aos
gregos também que apareceram a concepgao de esfericidade da Terra, os primeiros conceitos de
latitude, longitude, pélos, equador e trépicos, bem como a idealiza¢do dos primeiros sistemas de
projecdo. [4] Este conhecimento da Grécia Antiga se concentra particularmente nos trabalhos do
astronomo, gedgrafo e cartégrafo grego Claudio Ptolomeu (aproximadamente 85-165 d.C).

O Mapa de Claudio Ptolomeu teve vida longa e serviu de inspiracdo a varios cartografos,
navegadores e astronomos do século XV e XVI, construido a partir de informacgdes de
navegadores, mercadores e exércitos que percorriam grandes distancias, bem como das posicoes
geograficas de algumas localidades ja conhecidas da época, como as das cidades de Alexandria,

Siena e outras. Este mapa tinha um formato curioso, pois o Oceano Indico era representado como



um mar no interior rodeado por terra conforme ilustra a Figura 1.1. Aos poucos foi se percebendo
a sua falibilidade em funcao das novas informagdes que surgiam decorrentes principalmente do
alcance cada vez maior das navegacdes. No entanto, muito dos novos mapas confeccionados

posteriormente se iniciavam a partir dele.

Figura 1.1 Representacio do Mapa de Ptolomeu. Extraida de [24]

A navegacdo foi um dos elementos propulsores para que fosse intensificada a confec¢ao
de mapas cada vez mais confidveis e informativos e foi neste cendrio que foi criado um mapa
muito especial, denominado Mapa de Mercator, desenvolvido no século XVI para atender as
necessidades praticas das navegacdes, dotado de propriedades matematicas muito interessantes,
tema este que serd abordado no Capitulo 4 deste trabalho.

Considerando que o objetivo principal dos mapas consiste em representar partes do globo
terrestre em um plano, os cartégrafos passaram muito tempo buscando descobrir um mapa que
pudesse representar as localidades do globo, preservando na mesma escala, as distancias entre
elas. Esta busca perdurou até o século XVIII, quando Euler (1707-1783) prova que tal intento ndo
€ possivel, conforme detalhamos no Capitulo 2. Desta forma, reconheceu-se que nao ha mapas
ideais e a maneira mais proxima de se representar a superficie terrestre com vistas a conservar as
posicdes dos pontos que estdo sobre ela, bem como as dimensdes que estdo em uma escala tnica
€ por meio de globos, no entanto, para isto seria necessario um globo de dimensdes exageradas.
Por exemplo, em um globo de diametro 1,28 metros, a escala € de aproximadamente
1/10.000.000 o que ndo nos permite representar detalhes inferiores a 2 quilometros e, somando-

se as dificuldades de manused-lo por meio de tracados ou plotagem de pontos, isto exclui a

possibilidade da utiliza¢do deste sistema. [3]



Surge entdo a necessidade de se representar a superficie terrestre ou parte dela,
aproximadamente esférica, sobre um papel plano. No entanto, como jd comentamos, neste
processo sempre aparecem deformacdes, decorrentes do fato fundamental que a superficie de
uma esfera (ou de um elipséide) ndo € desenvolvivel no plano.

Atualmente, a Cartografia estd aliada a recursos tecnoldgicos e desenvolve-se com o
auxilio de satélites e computadores que vieram alterar profundamente a forma como os dados
geogréficos sdo adquiridos, processados e representados. Em fun¢do do avango tecnoldgico, a
maioria dos mapas apresenta boa precisdo, pois antes que estes sejam elaborados, o levantamento
¢ realizado de forma minuciosa, envolvendo diversas técnicas e recursos tecnoldgicos, como o
sensoriamento remoto, a cartografia digital e o geoprocessamento. Além disto, as fotografias
aéreas e as imagens obtidas por satélites sao hoje em dia fontes excelentes de informagdes para a
confec¢do de mapas.

Considerando que o nosso trabalho visa estabelecer uma conexdo da Matematica com a
Cartografia, para facilitar a compreensao do assunto abordado por este trabalho, apresentamos a

seguir alguns conceitos cartograficos que dardo sustentacao para o nosso trabalho.

1.2 MAPAS E CARTAS

Na literatura da Cartografia hd uma distincdo entre mapas e cartas, conforme
apresentamos a seguir:
Mapa ¢ a representacdo do globo terrestre, ou de por¢des da superficie terrestre sobre uma
superficie plana numa determinada escala, com indica¢des de fronteiras politicas, caracteristicas
fisicas, localizacdo de cidades e outras informagdes geograficas, sécio-politicas ou econdmicas.
Geralmente o mapa ndo tem um carater técnico ou cientifico especializado, servindo mais para
finalidades ilustrativas ou culturais.
Ja uma carta, também representa o globo terrestre sobre um plano, é construido de forma
sistemdtica, mas especialmente construida para uma finalidade pratica especifica da atividade
humana ou em atividade técnica cientifica, que serve como ferramenta para avaliacdo de
distancias, dire¢des com grau de precisdo compativel com a escala, ou na determinacdo da

posicdo através das coordenadas geograficas (latitude e longitude). Cartas sdo produzidas em



escala média ou grande e constituidas por linhas convencionais (paralelos e meridianos), em

especial, as que sdo utilizadas na navega¢ao sdao denominadas de cartas nduticas. [3]

1.3 O FORMATO DA TERRA

Assume-se historicamente que o homem tenha imaginado a Terra como uma superficie
plana. A idéia de esfericidade nasceu na Grécia Antiga e, no tempo de Cldudio Ptolomeu a forma
da Terra j& era admitida como sendo esférica. Alguns historiadores consideram que a concepg¢ao
da Terra como formato plano volta a prevalecer na Idade Média no mundo ocidental até o século
XV, época em que a Terra como forma esférica volta a predominar.

No século XVII, Newton lanca a idéia do achatamento da Terra, tendo em vista que nao
sendo a Terra um corpo rigido, em funcdo de seu movimento de rotacdo, ela ndo poderia ter um
formato esférico, mas sim o de um elipséide achatado nos poélos, o que desencadeou uma série de
pesquisas pelos franceses no séc. XVIII, que passam a conceber a Terra na forma de um elipséide
achatado nos polos. Na realidade, as pesquisas realizadas no final do séc. XIX e inicio do séc. XX
eliminam de vez a hipétese de que a Terra fosse um elipséide geometricamente regular, pelo
contrédrio, chegou-se a conclusdo de que a superficie da Terra possui muitas irregularidades
exteriores e assim sendo, seu formato ndo tem uma representacdo matematica muito simples.
Buscando contornar esta falta de representacdo matematica explicita para a superficie da Terra,
foi concebido o gedide, que é o sélido formado pela superficie do nivel médio dos mares,
supondo-o recobrindo toda a Terra e prolongando através dos continentes. Apesar disso, o gedide
ainda nio € uma superficie geometricamente definida e, a forma da Terra que mais se aproxima
da real é o de um elipséide de revolucdo. [4] No entanto, foram vérios os valores das medidas
obtidas dos elementos do elipséide na Terra e assim tornou-se

necessario adotar o Elipséide Internacional de Referéncia (de

>
N
Hayford), recomendado pela Conferéncia de Madrid em 1924
cujos parametros de referéncia sdo: /’; \

e Raio equatorial a = 6.378.388,00 metros
e Raio polar b = 6.356.911,52 metros. S

Figura 1.2 Elipséide de Revolucio
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Obtemos assim um achatamento de u= a-b :EEO,OO3367 e excentricidade
a

2 2
a —b
2

a

=0,0819927 . (Ver Referéncia [4])

O valor relativamente pequeno de e permite-nos, com a finalidade didatica, desprezar este

achatamento e adotar a esfera como superficie tedrica da Terra.
1.4 REFERENCIAIS SOBRE O GLOBO TERRESTRE

Uma das questdes fundamentais da Cartografia € o estabelecimento de um sistema de
coordenadas sobre a Terra, de maneira que cada ponto sobre a superficie possa ser relacionado a
este sistema. Inicia com os antigos gregos os primeiros conceitos de meridianos e paralelos bem
como o sistema de coordenadas geogréficas denominados: latitude e longitude1 e assim, os
pontos da superficie da Terra sdo referidos a um sistema de linhas imaginérias (meridianos e
paralelos). O conjunto de paralelos e meridianos representado em uma carta é obtido por um
sistema de projecdo e os pontos da regido a representar sdo localizados por suas coordenadas
geograficas. [4]

Estas coordenadas s@o definidas tendo em vista alguns referenciais, conforme ilustrado na
Figura 1.3. Buscamos caracteriza-los a seguir, tendo como base as referéncias [3], [5] e [6].

p

PARALELO

¢ MERIDIANO

EQUADOR L 4

Figura 1.3 Referenciais sobre o globo terrestre. Extraida de [5, p.88]

" O problema de se determinar a longitude no mar foi um dos maiores desafios cientificos da humanidade que
perdurou até o século XVIII. A busca de soluc¢do para tal problema envolveu expoentes como Galileu e Newton. No
entanto, foi o relojoeiro inglés John Harrison que apresentou uma solu¢do mecénica: um relégio que registrava a
passagem do tempo no mar com precisdo. (Ver referéncia [2])



Eixo da Terra: E a linha em torno da qual a Terra realiza o seu movimento de rotacdo, de
Oeste para Leste.

Poélos: O eixo da Terra intercepta a superficie terrestre em dois pontos, P e P’ que sdo os
pdlos. O ponto P situa-se no hemisfério norte ¢ P’ no hemisfério sul, sendo denominados
respectivamente de P6lo Norte e P6lo Sul. Fazendo o centro do globo terrestre representado
pela esfera de centro O e raio R coincidir com a origem dos eixos cartesianos tridimensionais,
definimos como pélo norte o ponto n = (0,0, R) e o pélo sul como s = (0,0, —R).

Linha do equador: Linha de latitude zero obtida da interseccdo da superficie da Terra
(circulo mdximo) com o plano mediatriz do segmento ns. Divide a Terra em duas “semi-
esferas”, uma € o hemisfério norte e o outro o hemisfério sul.

Meridiano de Greenwich: Linha de longitude zero e é metade do grande circulo obtido da
interseccdo da “esfera terrestre” com o semiplano perpendicular ao plano do equador que tem
por bordo o eixo da Terra e passa por Greenwich (Reino Unido préximo a Londres). O
Meridiano de Greenwich é antipoda de uma regido composta predominantemente por dgua
onde estd localizada a Linha Internacional de Mudanca de Data e que ndo € definida a
longitude (m e — m). Antes de Greenwich outros meridianos foram tomados como referéncia
e em 1767, o Observatério Real da Inglaterra publicou as tabelas de posi¢des lunares mais
completas da época e os navegantes ja usavam Greenwich para calcular longitudes. Essa
pratica tornou-se oficial somente em 1884, quando a Conferéncia Internacional dos
Meridianos em Washington estabeleceu Greenwich como meridiano de referéncia.

Paralelos: Sao circulos paralelos ao equador. Pontos situados no mesmo paralelo possuem a
mesma latitude. O equador também é um paralelo e € o tnico paralelo que é um circulo
maximo. Os demais, tanto no hemisfério norte ou sul, vdo diminuindo suas proporcdes a
medida que se afastam do equador, até se transformarem em um dos pdélos, o norte ou sul.
Existem outros paralelos importantes, como: o Trépico de Cancer (de latitude aproximada
23°27°N), Troépico de Capricornio (de latitude aproximada 23°27°S), Circulo Polar Artico
(de latitude 66°33°N) e Circulo Polar Antartico (de latitude 66°33°S).

Meridianos: sdo semicircunferéncias que ligam os pdlos norte e sul por meio de um arco
maximo, ou seja, sdo arcos contidos em circunferéncias méximas que passam pelos polos. [6]
Linha Internacional de Mudanca de Data (LID): O meridiano de 180° no Oceano Indico

marca esta linha, também chamado de Antimeridiano de Greenwich. Quando se cruza esta


http://www.ucolick.org/~sla/leapsecs/scans-meridian.html
http://www.ucolick.org/~sla/leapsecs/scans-meridian.html
http://www.ucolick.org/~sla/leapsecs/scans-meridian.html

linha h4 uma diferenca de um dia no calendario. Se atravessarmos a LID do leste para oeste, o
calendario deve ser atrasado de um dia e no sentido contrario, a data deve ser adiantada de um
dia.

Ortodromia: E o arco de menor distincia entre dois pontos. Se considerarmos o formato da
Terra como esférico, este serd um arco de circulo maximo que une estes dois pontos sobre a
superficie da Terra, na linguagem matemdtica é chamado de geodésica.

Azimute: E o angulo formado entre a direco norte-sul do meridiano e a dire¢éio considerada,
sendo contado no sentido anti-horério, tendo a linha do pélo norte como referéncia inicial.
Loxodromia ou Linha de Rumo: E a linha que faz um 4ngulo constante com os sucessivos
meridianos (azimute constante).

Milha Nautica: Corresponde aproximadamente ao valor aproximado de 1’ (minuto) de um

), ou seja, ¢ um angulo de 1’ que pode ser medido sobre o equador ou

rande circulo( L
g 60-180

ao longo de um meridiano e equivale a aproximadamente 1852 metros.

Fusos Horarios: Se em Sinop-MT (longitude 55°27°36’’a Oeste) o sol estd em seu ponto
mais alto no céu isto ndo ocorre no mesmo instante em Campinas-SP que estd localizada na
longitude 47°4°59°” a Oeste. Com o intuito de estabelecer um padrao foi dividido o globo em
24 faixas meridionais, aproximadamente iguais, uma vez que a Terra leva 24 horas para
realizar uma volta completa com o movimento de rotacdo e resultaram disto os fusos
horéarios. Cada fuso horario corresponde a uma faixa limitada por dois meridianos, distantes
de 15° um do outro. Disto resulta que paises muito extensos possuem varios fusos hordérios,
como € o caso do Brasil que possui quatro. Ja paises como o Paraguai e Itdlia possuem um
unico fuso hordrio e isto pode ser observado no mapa oficial de fusos horarios da Figura 1.4 a

seguir, onde as faixas sdo seguidas aproximadamente, por determinacao de cada pafs.

N
b

A

BAATOOMM TR VRl o', )

THTELMANCRIAL DATA LINE _~

2 | i
12(-11-10] -9 B| 7| 6|5 |-2[3[2 1|0 [+ [+2] +3 ¢8| 45 +6 |47 | 48 [+9 [+10 411402

Figura 1.4 Mapa de Fusos Horarios. Extraida de [6, p.19]
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e Longitude geografica (0): é a medida do angulo, compreendida entre o Meridiano de
Greenwich e o meridiano onde esta situado o ponto sobre a esfera. A marcacdo vai de 0° a
180° (para Leste) e 0° a -180° (para Oeste) tendo como referéncia o Meridiano de Greenwich,
conforme Figuras 1.5 e 1.6. OBS: As letras E e W sdo comumente utilizadas para localiza¢do
da longitude e sdo abreviaturas das palavras inglesas East e West que em portugués
significam Leste e Oeste, respectivamente.

e Latitude geografica (¢) de um ponto P sobre a superficie terrestre é a medida do dngulo (em
graus) entre o plano do Equador e o segmento de reta que liga o ponto ao centro do globo, ou
também podemos definir como a medida do arco de meridiano que passa pelo ponto P e estd
compreendido entre o equador e o paralelo onde o ponto estd situado, conforme ilustra a
Figura 1.6. A latitude € expressa em graus e varia de 0° a 90° para o norte e de 0 a 90° ao sul

do equador, conforme a posi¢do que esteja localizado o ponto.

Pé6lo Norte

_—

e
LATITUDE ~

=1 CoNGITUDE

Oeste
Figura 1.5 Orientacao da longitude. Extraida de [5, p.88] Figura 1.6 Latitude e longitude no globo terrestre.
E interessante observar que podemos estabelecer uma conexdo com a Geometria
Analitica, onde os paralelos podem ser vistos como as interseccdes de cones com a superficie
esférica terrestre, enquanto que os meridianos sdo interseccoes destas com semiplanos que tem a
reta base no eixo dos polos, conforme ilustra a Figura 1.7. Assim, o paralelo de ¢ € a interseccao
da superficie esférica terrestre com o cone, com eixo de simetria no eixo polar e semi-reta

geratriz formando um angulo ¢ com o plano do equador (plano z = 0). A equagdo cartesiana

deste cone é z =tg ¢/x>+y? e o raio da circunferéncia deste paralelo sobre a Terra é

r(¢) = raio da Terra - cos ¢. Ja o meridiano de 8 é determinado pela intersec¢do imagindria
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da superficie da Terra com um semiplano vertical que contém o eixo polar (x = 0e y = 0) e faz

um angulo 6 com o semiplano que contém o Meridiano de Greenwich.

Figura 1.7 Latitude e longitude como interseccio de superficies.

1.5 SISTEMA DE COORDENADAS E COORDENADAS GEOGRAFICAS

Para a representacdo da Terra em um mapa plano o sistema de coordenadas cartesianas €

usualmente utilizado e desta maneira, nesta subsecdo estabelecemos uma inter-relacao do sistema

de coordenadas cartesianas com o sistema das coordenadas geograficas (longitude-latitude). Os

referenciais para o desenvolvimento apresentado a seguir sao baseados em [7], [8] e [9].

1.5.1 Relacao das coordenadas polares com as coordenadas cartesianas

Seja o par (x,y)das coordenadas cartesianas do ponto P da Figura 1.8 e (r,0) o

correspondente par de coordenadas polares, entao: Y

x =rcos6 y =rsenf

tgd =y/x comx #0 e  1r?=x%+y?

-

» X

0

X

Figura 1.8 Coordenadas polares (r, ) do ponto P.
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Como o enfoque de nosso trabalho envolve os pontos que estdo sobre o globo terrestre,
apresentamos a seguir como matematicamente podemos caracterizar um ponto no espaco em
coordenadas esféricas e a partir disto, como as coordenadas geograficas se relacionam com este

sistema de coordenadas.

1.5.2 Coordenadas esféricas

As coordenadas esféricas (p, 6, ¢) de um ponto P no espaco, estdo indicadas na figura a
seguir, onde p = |OP| € a distancia da origem a P; @ é o mesmo que em coordenadas polares e
@ ¢ o angulo medido entre o eixo z positivo e o segmento OP.

Em conseqiiéncia da defini¢do p > 0, r € [0,0[ , 6 € [0,27] e ¢ € [0, 7]

A relac@o entre as coordenadas retangulares e as coordenadas esféricas pode ser verificada

na Figura 1.9, pois dos tridngulos OPQ e OPP’ temos que z = pcosg.

Z
O o
~
~
M P(yz)
i : P(p,0,p)
z st 1
|
Q |
|
(0] ly
I 7 ¥
X 0 I -7
———————— < /
P'(x,y.0)

X
Figura 1.9 Coordenadas esféricas (p, 8, ¢) do Ponto P.

Por outro lado, das coordenadas polares temos que x =rcosf e y =rsen @ e, desta
maneira, para converter das coordenadas esféricas para coordenadas retangulares temos as

seguintes equagoes:
X = pcosOsenp y = psenfseng Z = pcose p? =x?+y?+2z°

Obtendo: (x,v,z) = (pcosBseng, psenfseng, pcosy)
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1.5.3 Coordenadas geograficas e sua relacao com as coord. esféricas

As coordenadas geograficas ou terrestres no sistema latitude-longitude (6, ¢) utilizadas
para se localizar pontos no globo terrestre, conforme Figura 1.10, estdo associadas com as
coordenadas esféricas. Consideremos as coordenadas xyz com origem no centro da Terra, com
eixo dos z passando pelos pdlos norte e sul, com o pélo norte no eixo positivo. O plano do
equador corresponde ao plano xy com o eixo dos x passando pelo meridiano de Greenwich e o
eixo de z corresponde a linha que passa pelos pdlos. Os meridianos sao metades dos grandes
circulos, conforme abordaremos no Capitulo 2, que passam pelos pdélos norte e sul e sdo
determinados por 6, podendo ser a leste ou a oeste do Meridiano de Greenwich. A longitude &

varia de 0 a + 180°, positivo quando no sentido leste e negativo quando a oeste.

Figura 1.10 Coordenadas geogrificas (6, ¢») de um ponto P no globo terrestre.

Ja as latitudes sdo dadas em graus no sentido norte ou sul a partir do equador. Assim o
angulo ¢ das coordenadas esféricas é medido a partir do p6lo norte, enquanto que o angulo ¢

que corresponde a latitude do ponto é medido a partir do equador. Desta forma ¢ e ¢ sdo
complementares. Entdo, a latitude de um ponto P serd determinada por ¢p(P) = % — @(P). Com

o intuito de padronizar nossas notagdes, utilizamos neste trabalho a letra grega 6 para denotar a

longitude do ponto que varia no intervalo de ]—n,rr[ e ¢ para denotar a latitude do ponto

. -T T
variando de ]7, E['
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Em uma esfera de raio R, os pontos com longitude 6 e latitude ¢ de um ponto P em
coordenadas cartesianas sdo:

(x,y,z) = (RcosBcosp, Rsenbcosg, Rseng), (1.1)
- T
com @ € ]—7‘[,7‘[[ egpeE ]7,5[.
Agora se pretendermos encontrar os valores de ¢ e 6 recorremos as coordenadas

cartesianas, considerando || (x, y)|| > 0, baseado em (1.1) teremos que:
¢ = arcsen(z/R) no intervalo de ];,%[

Jé para se obter um dnico @ entre ]— TT, n[ utilizamos simultaneamente qualquer uma das

equagdes a seguir:

tgl =¥,comx¢0

x
cotgl = ;,comy # 0

X 2 2
c0S0 = ——,comx“ +y“ +# 0
x% + y?
y 2 .2
sen = ————=,comx“ +y“ # 0

Ao longo deste trabalho consideraremos a parametrizacdo da superficie como uma

aplicacdo injetiva com derivadas parciais continuas, §:U c R? - R3, U aberto e tal que
{% (u, v),g—j(u, v)} seja linearmente independente V u,v € U. A imagem de §, portanto é uma

superficie regular. [9] A regido U do plano denominaremos “mapa”. Com um certo abuso,

também denominaremos de mapa a inversa de § restrita a sua imagem.
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Capitulo 2

A GEOMETRIA DA ESFERA

Para o desenvolvimento deste capitulo as principais referéncias utilizadas foram [5], [6],

[8], [9] e [10].

2.1 A ESFERA

Uma esfera € definida a partir de um nimero 7 (denominado raio) nao nulo e um ponto O
(centro) no espago. Se considerarmos o ponto O e r um ndmero real positivo denominamos
superficie esférica ou esfera de centro O e raio r o conjunto de todos os pontos P do espago cuja
distdnciaa O € igual a r.

500,7) ={P|dpp =7}

Os pontos do espaco cuja distancia a O é menor que r sdo interiores e aqueles cuja
distancia a O € maior que r sdo exteriores. Se interceptarmos com um plano uma superficie
esférica a seccao transversal serd sempre uma circunferéncia. Em especial, quando pensamos na
superficie terrestre, o equador € obtido através da interseccdo de um plano que passa pelo centro
O da Terra com a superficie terrestre e perpendicular ao eixo dos pélos. O raio do equador tem
medida igual ao do modelo do globo terrestre e este € a maior circunferéncia da superficie
esférica, assim como todas as demais circunferéncias obtidas da interse¢do da superficie esférica
com um plano que passa pelo centro. Estas circunferéncias sdo chamadas de grandes circulos (ou

circulos maximos).

2.2 A INTERSECCAO DE UM PLANO E A SUPERFICIE ESFERICA

Teorema 2.2.1 - A interseccdo de uma superficie esférica com um plano passando pelo seu

centro é uma circunferéncia de mesmo centro e mesmo raio que a superficie esférica.
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Prova:

Seja uma superficie esférica & com centro O e raio r e um plano a que passa por O. Se
interceptarmos & com o plano @, a interseccdo a N & € o conjunto de todos os pontos de & cuja
distancia a O € igual a r, que é exatamente a definicdo de uma circunferéncia de centro O e de

raio r, completando assim a demonstracao. [

Figura 2.1 Interseccio da esfera $ com o plano a passando pelo centro O. Adaptada de [6, p.3]

Teorema 2.2.2 — Se um plano intercepta um ponto interior de uma superficie esférica, entdo a
intersec¢do do plano com a superficie esférica é uma circunferéncia.

Prova: Seja a o plano que intercepta a superficie esférica, que ndo passa pelo centro O e que
contém no seu interior um ponto qualquer X de @ N &. Seja também C o pé da perpendicular a
tracada a partir de O, mostraremos a seguir que a interseccdo a N & é uma circunferéncia de

centro C.

Figura 2.2 Interseccio da esfera § com o plano « passando pelo centro O. Adaptada de [6, p.4]
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0X < r haja vista que X situa-se no interior de S. No tridngulo retingulo OCX temos que 0X é a
hipotenusa e OC é um cateto e assim, 0C < 0X < r. O AOCX tem um angulo reto em C, pois

0C ¢ perpendicular ao plano & e assim, AOCX é um tridngulo retdngulo. Do Teorema de
Pitdgoras, OC?> +CX* =r?> = CX =r>—0C” . Logo X pertence a circunferéncia de centro C
e raio r’—OC’ e fica provado que @ N & estd contida na circunferéncia de centro C e raio

2 2 . 2 . A s N ~
Vr°—=0C” . Precisamos provar também que todo ponto da circunferéncia pertence a interseccao

do plano com a superficie esférica. Tomemos X um ponto qualquer da circunferéncia em & com

centro em C e raio vr’—OC’ . Utilizando novamente o Teorema de Pitdgoras resulta que
OX*> =0C*+CX?, mas CX>=r>-0C?, entio OX’=0C+r-0X’=0X’=r
.. OX =r e, portanto, X pertence a superficie esférica. [

Quando um plano intercepta a superficie esférica passando pelo seu centro denominamos
de circunferéncia maxima da superficie esférica, tendo em vista que estas sdo as circunferéncias
de maior raio contidas na superficie esférica.

Na Cartografia ¢ muito comum o termo ‘“circulo” ser utilizado para designar
“circunferéncia”, por exemplo, o meridiano e o equador sdo denominados como circulos
maximos. Como este tipo de linguagem € tradicionalmente utilizado na literatura cartografica,
neste trabalho, utilizamos a denominagdo “circulo méximo”, assim como ‘“grande circulo”,

subentendendo que se trata de uma circunferéncia maxima.
2.3 CIRCULOS MAXIMOS E CIRCULOS MENORES

Quando um plano intercepta uma esfera obtemos desta
intersec¢do um circulo maximo ou um circulo menor. Os circulos
sd0 maximos quando o plano intercepta a esfera passando pelo seu
centro C e sdo circulos menores quando este ndo for o caso,

conforme ilustrado na Figura 2.3. O conceito de circulo maximo sera

extremamente util para compreendermos o préximo tdpico, que

tratard sobre distancias e geodésicas na esfera. Figura 2.3 Circulos maximo e
menor. Extraido de [5, p. 82]
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2.4 DISTANCIAS E GEODESICAS NA ESFERA

A distancia entre dois pontos sobre uma superficie € a menor distancia que podemos obter
dentre todos os caminhos (sobre a superficie) ligando estes dois pontos. Sabemos da geometria
euclidiana plana que quando os pontos estdo situados no plano, a menor distdncia € um segmento
de reta que os interliga. Por outro lado, em uma esfera ndo temos segmentos de retas, pois ela é
uma superficie curva em todas as dire¢des. Como entdo medir a distdncia entre dois pontos na
superficie esférica? Mostraremos a seguir que a curva que realiza a menor distancia entre dois
pontos A e B sobre a esfera serd o menor arco do circulo mdximo que contém esses pontos.

Embora, por A e B possamos considerar outros circulos, a distancia entre eles sempre serd
medida ao longo do unico circulo mdximo a que pertencem os pontos A e B, porque por este
caminho encontramos a menor distincia entre estes pontos, esta € uma caracteristica de uma

geodésica, assunto que abordamos a seguir.

2.4.1 Geodésica

A menor curva ligando dois pontos em uma superficie regular é uma geodésica neste
espaco. Na linguagem atual da Geometria Diferencial, geodésica sobre superficies regulares sao
curvas cuja normal principal®, coincide com a normal 2 superficie. [9]

As geodésicas no plano sdo retas. Da esfera sdo os grandes circulos C, pois estes sdo
obtidos interceptando a esfera com um plano que passa pelo centro O e desta forma, a normal
principal em um ponto p € C estd na direcdo da reta que conecta p a O e como se trata de uma
esfera, a normal estd na mesma direcdo. As geodésicas de um cilindro podem ser circulos obtidos

pela interseccao do cilindro com planos normais ao seu eixo ou retas geratrizes ou hélices da

2 Para curvas regulares a(s), com derivadas continuas até segunda ordem e parametrizadas pelo comprimento de
arco, a dire¢io normal principal é dada pelo vetor aceleragio a(s).[9] Se a curva regular F(t),F:1 € R - R3for
dada num parametro qualquer e F’ (t) e F” (t) forem linearmente independente, a dire¢do da normal principal para
F'OF®)
, ) (FOF ®)
F (t) e F (t) (plano osculador a curva). J4 a dire¢do normal a superficie regular parametrizada (x,y,z) = ¥ (u, v),

cada t é dada pelo vetor v(t) = F'(t) — F'(t), que é perpendicular a F'(t) e pertence ao plano gerado por
Y:U c R? > R3 correspondente a cada par (u,v) é dada pelo vetor N(u,v) = 2—3(11, V) X Z—l:(u, v). Portanto
dentro das condi¢des acima e sendo F(t) = W(g(t)), uma curva sobre a superficie ¥ (u, v), (onde (u,v) = g(t) é
curva regular plana contida em U). Uma caracterizagdo de geodésica pode ser dada por (‘;—Z (g(®)) x Z—lf: (g (t))) X
v(t) =0, paratodo t € I.
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forma (cos as, sen as, bs), onde a e b constantes. Em geral para superficies regulares uma curva
sobre uma superficie que minimize a distancia serd uma geodésica. [9] No caso especifico da
esfera este resultado pode ser provado de forma mais direta usando os conceitos de Calculo de
que os trajetos de comprimento minimo na esfera sdo os arcos menores dos grandes circulos,
conforme Teorema 2.4.1.1 a seguir. Assumimos aqui que os trajetos sdo realizados por curvas
parametrizadas com derivada continua e tais que o vetor derivada se anule no mdximo em pontos

isolados. As referéncias aqui sdo [8] e [11].

Teorema 2.4.1.1: O menor caminho entre dois pontos em uma esfera & é um arco de um circulo
maximo.
Prova:

Consideremos dois pontos A e B arbitrdrios em uma esfera. Devemos provar que, de
todas as rotas que conectam estes dois pontos , a de menor distancia serd o arco do circulo
mdximo ou grande circulo contendo os pontos A e B.

Sejar:[a,b] - & uma curva parametrizada sobre S com r(a) = A er(b) = B,
r(t) = (x(t),y(t),z(t)) com fungdes coordenadas continuamente derivdveis. Temos que o
comprimento desta curva é dado por:
comprimento (r) =Ly p = fabllr'(t)lldt (2.1)
b
Lyp = f\/x'(t)z +y ()2 +2(0)? dt

a

Tomemos S como uma esfera de raio R cujo centro estd na origem do sistema de
coordenadas cartesianas e dois pontos de coordenadas geograficas A(61, ¢,) e B(6,, ¢,), sendo
que a latitude ¢ é medida a partir do equador em radianos e a longitude & medida a partir do
primeiro meridiano.

Devemos agora mostrar que qualquer outro caminho conectando os pontos A e B sobre a
esfera terd um comprimento maior ou igual a R(ZAOB) que é o comprimento do arco seguindo
o grande circulo.

Para isso, imaginemos que estejamos viajando partindo de A para qualquer outro ponto
sobre a esfera. Nosso trajeto estd sendo determinado por duas funcdes: ¢ (t) e 6(t), sendo estas a

nossa latitude e longitude, respectivamente, em cada instante .
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Para determinarmos o comprimento de nossa trajetéria integramos a funcdo velocidade
em funcdo do tempo durante o intervalo de nossa viagem.

No tempo ¢ nossa latitude € ¢(t) e a longitude € 8(t). O nosso vetor posicdo no tempo t é
dado por:

r(t) = (Rcos¢(t) cosO(t),Rcosp(t) senb(t),Rsenp(t))

O vetor velocidade em fungdo do tempo ¢ é obtido derivando as coordenadas do vetor

posicdo:
HOENCAORAGRAG)

Resolvendo obtemos:

x (t) = —Rsen ¢(t) Cji—(f cosB(t) — Rcos¢p(t) sen 6(t) ccil_f

do do
y'(t) = —Rsen ¢ (t) Esen 6(t) + Rcos¢(t) cos O(t) It

. do
z (t) = Rcos¢(t) I

A velocidade escalar no tempo t é a norma do vetor velocidade:

Ir Ol = Vx' (O + ¥ (©)? + 2 (£)?

2
[—sen o (t) Ccli—(f cos 0(t) — cos ¢p(t) sen 6(t) Z—f] +

2
Ir @Il =R- [—sen (,b(t)ccll—(fsen O(t) + cos ¢(t) cos 6(t) %] +

+ [cos ¢(t) Z—ﬂz

=

Desenvolvendo temos que:

. [_Sen qb(t)%COS 0(t) — cos p(t) sen 6(t) %]2 -

de z de do do1?
[—sen ¢ (t) Ecos 0(t)| + 2sen¢(t) ’r cos 6(t) cos p(t) sen O(t) I + [cos ¢(t) sen 6(t) E]



. [—sen (p(t)%sen 0(t) — cos ¢(t) cos O(t) lzii_f 2 _
[—Sen ¢ (1) %Sen Q(t)]z ~— 2sen (1) %Sen 6(t) cos $(t) cos 6(t) Z_f *

[cos ¢(t) cos 6(t) %]2

. [cos o (t) (Zi;]z = cos?¢ (%’)2.
Assim temos:

X (O +y O +72 )2 =

21

d¢

2 2 2
R (senzq,’) (%) (sen®d + cos?0) + cos*6 (Z—f) (sen®0 + cos?0) + cos*¢ (E) )

Sendo sen?0 + cos?0 =1

¥ Y @F 20 = R(sen’ () + o0 () +cos’e ()

x'(t)z + y,(t)z + Z’(t)z =R ((59712(]-') + cos?%6) (Z—T)z + 60524) (2—2)2>

x(®24+y )% +2z ()%=R ((%’;)2 + cos?6 <z—f)z>

Por outro lado, a velocidade em funcao do tempo € dada por:

Ir (Ol =R Jx (O + ¥y (0)% + 2 (£)?

Substituindo (2.2) em (2.3) resulta que:

I (Bl = R j (Z—f)z + cos?¢ (%)Z

Retomando em (2.1), temos:

b
Ly = comp (r) = R j Ir (©)llde

: /d_¢)2_|d_¢| _de _ b_
Mas, por outro lado || (¢)|| = (dt =|=z-7 - L ZRfa

(2.2)

(2.3)

d¢
. dt
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Podemos supor que A e B estejam sobre o mesmo meridiano e que
¢(A) = ¢(B), pois caso ndo estejam temos que uma rotagdo (que € isometria no espago) podera
levar o grande circulo passando por A e B em pontos A e B sobre 0 mesmo meridiano.

Teremos [¢(a) — ¢p(b)] = £ BOA = comp(AB) que implica:

Lgs = R[¢p(a) — ¢(b)] = R £ BOA (2.4)

Assim a distincia de A até B em r(t) nunca serd menor que o comprimento da rota que
liga os dois pontos no grande circulo, que no caso é o meridiano, completando assim a prova. =

Um exemplo de geodésica no globo terrestre € apresentado na referéncia [11], conectando
Los Angeles a Londres, que ao longo da trajetéria, atravessa o Canadd, cruza a Groenlandia

(Dinamarca) e chega em Londres (Reino Unido), conforme ilustra a Figura 2.4 a seguir.

Figura 2.4 Geodésica conectando Los Angeles e Londres. Extraida de [11, p.44]

Quanto maior o raio da circunferéncia, mais ela se aproxima de uma reta, ou seja, um
circulo de raio maior tem menor curvatura que um de raio menor, haja vista que a curvatura C de
uma circunferéncia de raio r é C = 1/r, sendo entdo a curvatura inversamente proporcional ao
raio. Como quanto maior o raio, menor serd a curvatura, resulta que as circunferéncias de maior

raio contidas na esfera sdo as circunferéncias maximas e, é razodvel esperar que a menor

distancia sobre a esfera entre dois pontos A e B seja o comprimento do menor arco AB da
circunferéncia mdxima que passa por A e B.

E, de fato, como foi provado pelo Teorema 2.4.1.1, a rota menor entre dois pontos que
estdo sobre a Terra se encontra quando se segue uma a rota no arco de um circulo mdximo, ou

seja, a geodésica (menor curva ligando dois pontos na esfera) que € o menor arco da

circunferéncia mdxima da superficie esférica contendo estes pontos. A escolha do caminho que
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minimize a distancia no globo pode ndo ser tdo significativa para curtas distancias, mas pode
fazer bastante diferenca para longas distancias.

Para encontrar o arco do grande circulo entre dois pontos dados em uma esfera,
precisamos inicialmente determinar o plano determinado por estes dois pontos e o centro da
esfera. A sec¢do transversal obtida quando este plano intercepta a superficie esférica é o grande
circulo ou circulo mdximo que passa pelos pontos iniciais dados. No globo terrestre exemplos de
circulos maximos sdo os meridianos e o equador. Assim, se pretendemos percorrer a trajetoria
entre dois pontos que estdo na mesma latitude ndo nula a menor distancia entre eles ndo € a rota
percorrida no paralelo desta latitude e este fato foge de nossa percepc¢ao intuitiva. Isto € viajando
em pontos de mesma latitude, estamos indo no sentido leste ou oeste, mas este ndo € o menor
caminho, como discutiremos mais a frente. Em geral, percorrer uma trajetéria numa direcdo
constante, é conveniente para a navegacgdo, no entanto, ndo € o menor caminho entre dois pontos,
salvo se estivermos na linha do equador ou na rota de dois pontos que estio em um mesmo
meridiano.

Observamos que pode haver mais de uma geodésica interligando dois pontos. No caso da
esfera, passando pelo polo norte e pdlo sul ha infinitas geodésicas conectando-os e, isto ocorre se
e somente se estivermos considerando pontos diametralmente opostos. Em qualquer outra

situac@o haverd apenas uma geodésica ligando dois pontos da esfera.

2.4.2 CALCULO DA DISTANCIA GEODESICA ENTRE DOIS PONTOS NA
ESFERA

2.4.2.1 Distancia entre dois pontos na esfera situados no equador ou num

mesmo meridiano

Quando se trata de distincia entre dois pontos contidos em um mesmo paralelo ou mesmo
meridiano, quando caminhamos sobre estes € suficiente conhecermos a medida & do dngulo £
AOB, sendo O centro da superficie esférica terrestre e multiplica-lo pela medida do raio da Terra.
Como o comprimento do arco € proporcional a medida do angulo central correspondente, entio

temos:
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360° 2nmR p a°
—_ — e d — ———
a®  dup 4B 7 3600

2R (2.5)

Para pontos que estdao na mesma longitude, a diferenca entre as latitudes pode ser utilizada
para determinar ¢ e, de forma andloga, para os que estdo sobre o equador, a diferenca entre as
longitudes nos permite encontrar o valor de « .

Por exemplo, as cidades de Cuiabd (capital de Mato Grosso) e Alta Floresta — MT estdo
situadas aproximadamente no mesmo meridiano, cuja longitude corresponde a 56°05’ (ao Oeste).
J4 suas latitudes correspondem respectivamente a 15°36° e 9°52’(ao sul). O valor de «
corresponde a diferenca de latitude das cidades, isto é, 5°44° = 5,733°. Tomando o raio da Terra
como 6400 Km, segue de (2.1) que a distancia do trajeto entre estas duas cidades caminhando

sobre o meridiano sera de:

dap =222 - 6400 = 640 km |

O mesmo ocorre com as cidades de Curitiba-PR e Goiania-GO que estdo sobre o
meridiano 49, 25° W(ao oeste) e suas latitudes aproximadas sdo respectivamente 25,4° e 16,7°,
ambas ao sul. As referidas cidades estdo a diferenca de latitude de 8,7° e utilizando (2.5),

obtemos:

o

dpp = 5557 2m - 6400 = 9718 km

J4 as cidades de Quito no Equador e Enteble na Uganda estdo na linha do Equador,
portanto se situam em um circulo mdximo, estdo localizadas nas longitudes 78°35” (oeste) e

32°27° (leste) respectivamente. A diferenga de suas longitudes € de aproximadamente 111°, o que

111°
360°

resulta numa distincia de 2m - 6400 = 12.399 km se nosso trajeto for sobre o equador,

considerando o raio da Terra aproximadamente igual a 6400 km.

Os exemplos apresentados aqui tratam de pontos que estdo situados em circulos mdximos,
ou seja, localizados em um mesmo meridiano ou no Equador.

Agora se tomarmos, por exemplo, duas cidades localizadas no mesmo paralelo, sem ser

no equador, conforme ilustra a Figura 2.5, a distancia mais curta entre elas ndo serd o0 menor arco

AB do paralelo, mas sim o menor arco do circulo mdximo que passa por A e B, conforme

provado no Teorema 2.4.1.1. e neste caso, para se calcular a distancia entre estes dois pontos a
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féormula (2.1) ndo nos servird e para tais situacdes apresentaremos a solucdo na préxima

subsecao.

______ paralelo

circunferéneia maxima

Figura 2.5 Pontos A e B situados no mesmo paralelo. Extraida de [6, p. 38]

2.4.2.2 Distancia entre dois pontos quaisquer na esfera

Vimos no item 2.4.2.1 como calcular distancias entre dois pontos situados em um mesmo
meridiano ou no equador. Com o auxilio da geometria vetorial, mostraremos a seguir como
calcular a distancia entre dois pontos quaisquer em uma esfera. Pela propria definicao de
distancia, a distancia entre os pontos P; e P, na superficie esférica € a distancia geodésica, que €
medida do arco PP, determinado pelo circulo méximo que passa por P; e P».

Para simplificar o desenvolvimento, consideraremos novamente o raio da esfera unitéria e
o centro desta coincidente com a origem do sistema de coordenadas cartesianas.

Tomemos dois pontos A e B com latitudes ¢; e ¢, e longitudes 6; e 8, dadas em
radianos, respectivamente. Como visto no Capitulo 1, as coordenadas tridimensionais dos pontos
na esfera unitdria sdo:

P; = (cos ¢, cos 6;,cos ¢, sen8,, sen¢;) e P, = (cos ¢, cos 6,,cos ¢, sen 0,, sen ¢,)

Com o centro da esfera também é o centro do grande circulo que conecta P; e P,, OP; e

O—PZ) tém origem no centro do sistema de coordenadas adotado e comprimento igual ao raio do
grande circulo. O angulo formado por estes dois vetores (o menor dos dois angulos) indica-nos a
porcdo que teremos que caminhar para ir de um ponto ao outro. Da Geometria Analitica o
cosseno do angulo a entre dois vetores € dado pela razdo entre o produto escalar (ou interno) dos

dois vetores e o produto das normas dos respectivos vetores.
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(OP,, 0P,)

cosqg =———
loPINIOP,II
COMO NO NOSSO caso, o raio € unitario, teremos que:

cosa =(0P;,0P,) = a = Arccos (OP;,0P,)

(OP;,0P,) = (cos ¢1 cos 01, cos ¢, sen 0y, sen ¢,) - (cos ¢, cos 6,,cos ¢, sen 0, sen ¢p,)
(OP;,0P,) = (cos ¢1 cos 01 cos ¢, cos B, + cos ¢, sen 01 cos ¢, sen 0, + sen ¢, sen ¢,)
(OP;,0P,) = (cos ¢1 cos ¢, (cos B;cos 6, + sen 6 sen 0,) + sen ¢, sen ¢;).
Como cos(6; — 08,) = cos 6, cos 8, + sen 6;sen 6,
(OP;,0P,) = (cos ¢1 cos pycos(0; — 0,) + sen ¢ sen ¢p;).

Logo o angulo a formado entre os dois vetores é determinado por:

a = Arc cos (cos ¢ cos ¢pcos(0; — 6,) + sen ¢y sen ¢,). (2.6)

Se considerarmos o raio da esfera unitdrio ocorre que a medida do angulo em radiano é a
propria distancia entre os dois pontos.

Para uma esfera de raio R qualquer, teremos que a distincia entre os pontos P;(61,¢1) e
Py(6,, ¢2) €

distdnciap, p, = RArc cos (cos ¢ cos p,cos( 6, — 0;) +sen ¢, sen ¢,). (2.7)

Resumindo:

Para se obter a distancia entre dois pontos quaisquer P e Q no globo terrestre conhecendo-
se as suas coordenadas geograficas, procedemos da seguinte maneira:
- Obtemos inicialmente as coordenadas correspondentes em coordenadas cartesianas e usando o

produto interno (OP, 0Q), determinamos @ = m( £ POQ). A distancia entdio procurada sera:

dpo = =—=—=2mR
PQ = 360°°"
Exemplo 2.4.2.2.1: Para exemplificar, vamos calcular a menor distancia entre Sinop/MT/Brasil e

Campinas/SP/Brasil:

Em Sinop/MT a latitude vale aproximadamente 11°51°(ao Sul) e longitude 55°30° (ao

oeste). Assim, em radianos, a latitude e longitude de Sinop valem, respectivamente

11,857 _ 55,507
b1 =——5, (8) e b = ————=(W).
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Em Campinas/SP a latitude ¢ aproximadamente 22°54° (ao Sul) e 47°04° (ao Oeste), que

em radianos correspondem respectivamente a

22,97 _ 4706w
2 = ——155(8) e by = ———(W).

Como as cidades estdao localizadas ao sul e ao oeste, entdo as suas coordenadas serdo

negativas.
Para se determinar o angulo entre as duas cidades, considerando o centro da Terra como
origem e utilizando a equacdo (2.7), obtemos que
a = Arc cos(cos ¢, cos ¢p,cos(0; — 0;) +sen ¢, seng,) vale aproximadamente
0,2385 rad.
Considerando o raio da Terra aproximadamente igual a 6400 km obtemos que a distancia
entre as cidades envolvidas serd:
distancidginop campinas = 6400 - 0,2385 = 1526,4 km
Exemplo 2.4.2.2.2: Sejam as coordenadas geogréficas das cidades abaixo:
e Londres - Inglaterra: Latitude: 51,5° (Norte) e 0° de longitude
e (Calgary - Canada: Latitude: 51,5° (Norte) e longitude: 114° (oeste)
e Campinas - Brasil: Latitude: 22°54’ (ao Sul) e longitude: 47°04’ (ao Oeste)

a) Qual das cidades estd mais proxima de Londres: Campinas ou Calgary?

e Distancia entre Londres e Calgary:

_ 4 ( 51,57 51,57 1147w 0) + 51,5@ 51,57‘[)
a = Arc cos | cos 180 cos 180 cos( 180 ) +sen 180 sen 180
a = 1,09859

distanciaondres caigary = R - @ = 6400 - 1,09859 = 7031 km

e Distancia entre Londres e Campinas:

4 ( 51,57 22,91 47,067 0) + 51,57 22,97T>
a = Arc cos | cos 180 cos 180 cos( 180 ) +sen 180 sen 180

a = 1,48457
distanciaongres campinas = R+ @ = 6400 - 1,48457 = 9501 km

Logo Calgary — Canada € mais préxima de Londres do que Campinas — Brasil.
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Simulando estas trajetérias no site http://www.daftlogic.com/projects-google-maps-

distance-calculator.htm, pudemos observa-las em uma projecdo cilindrica eqiiidistante, e, além
disto, constatamos que para ir de Londres até Calgary, a trajetéria do circulo mdximo passa pelo

sul da Groelandia conforme ilustra a Figura 2.6.

irctica

FOWERED BY | 10000 mi
€ Moo km

Figura 2.6 Trajetérias de menor distancia entre Calgary — Londres — Campinas gerada em [18]
b) De quantos quilometros a distancia entre Londres e Calgary pelo paralelo 51,5° excede a do
circulo maximo?
A distancia pelo circulo maximo é aproximadamente 7031 km, como calculado no item

(a). Por outro lado, a trajetéria de Londres a Calgary pelo paralelo 51,5° (N) seré:

= 7927 km

2R =2 cos(¢p) = 6400 - cos(

51,571) 114m
360°

180 180

Portanto, se a rota escolhida for pelo paralelo 51,5° N, a trajetéria serd aproximadamente
896 km mais longa que pelo circulo médximo. Estas mesmas trajetérias serdo abordadas no

Capitulo 4 na perspectiva do Mapa de Mercator.
2.5 ANGULO ESFERICO

Quando estamos trabalhando no plano referimo-nos a angulo entre duas retas. Na esfera,
os circulos mdximos assumem o papel das retas e assim, dois circulos mdximos se interceptam

em dois pontos antipodais e desta maneira, ¢ possivel falar sobre angulo entre dois grandes


http://www.daftlogic.com/projects-google-maps-distance-calculator.htm
http://www.daftlogic.com/projects-google-maps-distance-calculator.htm
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circulos. Considerando que o grande circulo é obtido da interseccdo da esfera com um plano que
contém o centro da esfera podemos definir o dngulo entre dois grandes circulos como sendo o
angulo entre os planos correspondentes.

Para obtermos o angulo entre a intersec¢@o de dois grandes arcos torna-se necessdrio uma
suave adaptacdo. O angulo esférico é definido como sendo a intersec¢do entre dois grandes
circulos e a sua medida ¢ a mesma do angulo plano formado pelas tangentes no ponto de

intersec¢do, conforme ilustra a Figura 2.7.

L

Figura 2.7 Angulo esférico. Extraida de [5, p. 83]

2.6 TRIANGULO ESFERICO

Sejam A, B e C trés pontos distintos na esfera e ndo pertencentes a um mesmo circulo
mdximo, conforme ilustra a Figura 2.8. Um tridngulo esférico ABC sobre a esfera consiste em
um “triangulo” cujos trés vértices estao ligados pelos circulos mdximos que se interceptam dois a

dois.

Figura 2.8 Triangulos Esféricos. Extraida de [5, p. 87]
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2.6.1 Definicao

Um tridngulo esférico em S* é uma terna (x,y,z) de pontos em S* que sdo linearmente

independentes como vetores no R3.

2.6.2 A soma dos angulos internos de um triangulo esférico

Para um tridngulo no plano a soma dos angulos internos € sempre 7 radianos, mas para

um tridngulo esférico a soma dos angulos internos pode ser qualquer nimero entre @ e 37
radianos (exclusive):

t<A+B+(C<3m (2.8)

A justificativa para tal desigualdade pode ser obtida se considerarmos que cada angulo de

um triangulo esférico é formado por dois grandes circulos e desta forma, deve ser menor que 7

radianos e, conseqiientemente a soma destes angulos necessariamente, deve ser menor que 3 77

radianos. A Figura 2.9 a seguir ilustra os angulos de triangulos esféricos de quatro situacdes,

sendo que a dltima trata-se de um triangulo esférico degenerado, pois tem um dos angulos igual a

@ Q

Figura 2.9 Angulos internos de tridingulos esféricos. Extraida de [10, p. 140]

TT.
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2.7 AREA DE UMA DUPLA LUA

Definicao 2.7.1: Dupla lua é a regido de uma esfera que estd entre a intersec¢do de dois grandes

circulos da esfera.

Figura 2.10 Dupla lua com angulo a. Extraida de [10, p. 141]

Se a dupla lua é formada por dois grandes circulos que se interceptaram em um angulo
. - L, L. 2a L, L . L. .
radianos, entdo a drea da lua € igual a 5. vezes o total da drea da superficie esférica de raio R
Vs

que é 4mR?%. Temos entio uma razio de proporcio entre o dngulo a da dupla lua e a 4rea da
superficie esférica.

Area(setor) _ Area(dupla lua) _ 2a

Area(esfera) 4mR? 21
Desta forma obtemos que Area lua dupla = % 4T R?
Area lua dupla = 4aR?, (2.9)

onde @ € o angulo em radianos entre os grandes circulos que definem a dupla lua.

2.8 AREA E A SOMA DOS ANGULOS E DE UM TRIANGULO ESFERICO

Teorema 2.8.1 A soma dos dngulos de um tridngulo esférico de drea A numa esfera de raio R

A
excede de 72 o valor de .
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Seja A a drea de um tridngulo esférico com angulos «, f ey sobre uma esfera de raio R.
A ) . - .
Devemos mostrar que ¢+ f+y =7m+ re onde as medidas dos angulos sdo dadas em radianos e

R € o raio da esfera.
Inicialmente prolongamos os lados do tridngulo esférico ao redor da esfera e assim

obtemos trés grandes circulos, como mostra a Figura 2.11.

Figura 2.11 Tridngulo esférico e o tridingulo antipodal atras da esfera. Extraida de [10, p. 142]

Um tridngulo antipodal idéntico ao inicial € formado atras da esfera. De acordo com a
equagdo (2.9) esta dupla lua de dngulos &, [ e ¥, tem dreas respectivamente iguais a A(AA") =
4aR* A(BB’) = 4BR* e A(CC") = 4yR>.

Quando tomamos as trés luas duplas sombreadas simultaneamente teremos que todas as
partes da superficie da esfera sdo cobertas pelo menos uma vez e o tridngulo e seu antipodal serdao

hachurados 3 vezes, uma vez para cada lua, conforme mostra a Figura 2.12 a seguir:

Figura 2.12 Trés duplas luas sobrepostas. Extraida de [10, p. 145]



33

Como sdo dois tridngulos de dreas iguais, teremos que a soma das dreas das duplas luas
terd quatro vezes a mais a drea do tridngulo esférico de drea A pc para completar a drea total da
superficie esférica, assim:

Agup.esy. = AGAA) + A(BB") + A(CC") — 4Asgc
4mR? = 4aR? + 4BR? + 4yR? — 4A,p¢

Fazendo Appr = A

A
a+ﬁ’+y=n+ﬁ (2.10)

De (2.10) podemos também obter a drea A do tridngulo esférico em funcao de seus
angulos:
A=R*(a+pB+y—m)

Atriang esf. = R*(soma dos angulos — ) (2.11)

A equagdo (2.11) relaciona a soma dos angulos internos de um tridngulo esférico com a
sua drea. De acordo com Weeks (1980), esta equacdo aparece em 1629 no livro Invention
nouvellle em L’Algebre de Albert Girard e traz implicita propriedades muito interessantes.

O valor (soma dos dangulos — 1) € freqiientemente chamado de dngulo em excesso do
triangulo esférico. Se considerarmos um tridngulo esférico no globo terrestre formado por um
dos vértices no pdlo norte e os outros dois no equador separado de 1° de longitude, obtemos um

angulo de excesso de (/2 +m/2 4+ m/180) —m = m/180. A drea deste tridngulo serd entdo

2
A= (%) =~ 71.488,7 Km?, que excede a drea do estado do Rio de Janeiro, que & de

aproximadamente 43.696 km”.

Desta relacao temos que a soma dos angulos do triangulo esférico deve sempre ultrapassar
a m radianos, diferentemente do que ocorre com a soma dos angulos internos de todos os
triangulos no plano que sempre € igual a  radianos. Outra propriedade muito interessante € que
dois triangulos esféricos com mesmos angulos devem possuir a mesma darea, diferentemente do
que acontece com dois tridngulos no plano com angulos congruentes, que embora sejam
semelhantes, ndo necessariamente possuem a mesma area.

Esta distin¢do clara entre as geometrias da esfera e do plano leva a outra questdo crucial

em nossa abordagem: - Quao fiel pode ser um mapa plano da esfera? Ou mais especificamente: -
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Hé4 um mapa plano de uma esfera, ou uma porcao dela que todas as rotas dos grandes circulos
entre dois pontos sejam representados por segmentos de reta e ainda sao preservados os angulos?
Se considerarmos trés pontos A, B e C sobre a esfera, como vimos anteriormente os lados
deste tridngulo sdo arcos de grandes circulos, entdo a imagem deste no plano deveria ser um usual
triangulo plano, com vértices em A, B e C. Mas a soma dos angulos do tridngulo plano serd m ou
180°, enquanto que em um tridngulo esférico a soma dos angulos internos € sempre maior que
180°. Desta maneira nosso mapa plano niao conserva angulo. Uma pergunta similar a esta, foi
colocada por muito tempo pelos cartégrafos: - E possivel construir um mapa plano representando
o globo de forma que a distancia entre dois quaisquer pontos neste mapa, medida em linha reta

seja a mesma correspondente no globo, multiplicada por um fator de escala? Este fator de escala

distancia entre dois pontos no mapa

deveria atender entdo a seguinte razao: = m e, assim

distdncia entre os mesmos dois pontos no globo
estaria garantido que todo ponto do globo teria sua imagem correspondente no mapa plano e os
grandes circulos do globo seriam representados como segmentos de reta.

Na préxima secdo apresentamos a prova dada por Euler que ndo existe tal mapa plano que

conserve simultaneamente drea e angulo.

2.9 EULER FINALMENTE PROVA QUE NAO E POSSIVEL PLANIFICAR A
TERRA

Historicamente os cartdgrafos buscaram encontrar uma forma de representar o globo
terrestre em um mapa planificado de forma que reproduzisse as diferentes localidades do globo
terrestre preservando, na mesma escala, as distancias entre elas. Desta maneira, o mapa estaria
livre de distor¢des. Em outras palavras, procurou-se construir um mapa plano para o qual a
distancia entre quaisquer dois de seus pontos € sempre igual a um multiplo fixo da distancia entre
os pontos correspondentes no globo.

Isto perdurou até o século XVIII , quando um dos maiores expoentes da Matematica de todos os
tempos, o suico Leonardo Euler (1707-1783) demonstrou a impossibilidade desse feito. Foi no
trabalho “Sobre as Representagdes de uma Superficie Esférica no Plano” entregue a Academia
de Ciéncias de St. Petersburg, que Euler provou que este intento era impossivel. Mostraremos a

seguir a prova de que é impossivel planificar a esfera.
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Prova do Teorema de Euler:

Consideremos uma pequena regido ao redor de um

ponto P da esfera de raio R. Seja também um ponto Q sobre

a esfera, com PQ = r. Uma circunferéncia de raio s pode

ser formada por todos os pontos que distam r de P na esfera

conforme a Figura 2.13.

Figura 2.13 Regiao da esfera ao redor
do ponto P.

Raciocinando por absurdo, suponhamos que os pontos da esfera possam ser representados
em um plano por um fator de escala m e assim sendo, o arco de comprimento r ao longo de um
grande circulo da esfera seria transformado num segmento retilineo de comprimento r vezes um
fator de escala m no mapa plano. Assim, todos os pontos que eqiiidistam r de P na esfera

deveriam ser mapeados por pontos que distam de mr de P no plano. A nova circunferéncia obtida

no plano teria comprimento 2mmr. Por outro lado os pontos Q na esfera com PQ =T,

formariam uma circunferéncia de raio s com s < r, pois da Geometria Elementar, temos que r =
a R e observando a Figura 2.13 temos que s =R sen a. Como a > sen(a) resulta que s <.
Desta maneira o comprimento da circunferéncia de raio s representado no plano a um fator de
escala m seria 2mms que € menor que 2rmr. Nao podemos ter uma imagem com circunferéncia
de comprimento igual a 2Zrmr e menor que 2mmr ao mesmo tempo, o que nos conduz a uma
contradicdo e conclui a demonstragao. [

Este resultado € facil de ser imaginado quando se busca tomar uma por¢do de uma bola de
borracha oca e tentamos tornd-la plana. Para isto torna-se necessario esticar uma parte, encolher
outra e neste processo € introduzida uma série de deformagdes, que se reflete sobre os angulos, os
comprimentos e as dreas. Nao se pode elimind-las totalmente, mas € possivel conservar uma ou
outra de suas propriedades.

Ao contrario da esfera, a métrica do cilindro pode ser localmente preservada no plano,
pois se cortarmos um cilindro por uma das geratrizes podemos desenrold-lo sobre uma parte do
plano.

Diante destes resultados, a representacdo da superficie da Terra, seja ela de formato

elipsoidal ou esférica, sobre uma superficie plana ou sobre uma superficie planificdvel provoca
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deformacdes ou distor¢des inevitdveis e, assim, diferentes técnicas sdo utilizadas para se obter
determinadas propriedades desejdveis, sendo necessdrio para isto fazer dilatagdes, compressoes
ou até mesmo “rasgos” para atender propositos especificos. Na proxima se¢do, apresentamos a

projecdo estereografica para ilustrar uma destas possibilidades.

2.10 PROJECAO ESTEREOGRAFICA

Este tipo de projecdo é um exemplo de mapa azimutal’, onde os pontos da superficie da
Terra sdo projetados sobre um plano tangente, de um ponto de vista situado na posicdao
diametralmente oposta ao ponto de tangéncia. Por exemplo, se o pélo sul é o ponto central, entdo

o ponto de vista estd no pdlo norte, como ilustra a figura a seguir:

Figura 2.14 Projecio Estereografica — Mapa do hemisfério sul. Figura 2.15 Projecao Estereografica.
Extraida de [8, p.43]

Vamos obter as coordenadas dos pontos (u, V) que pertencem a proje¢io estereogrifica
em fungdo dos pontos (x,y, z) da esfera. A proje¢io estereografica dos pontos da esfera sobre o
plano partindo do podlo norte, conforme Figura 2.15, é deduzida a seguir. Para isto, vamos

parametrizar a reta que faz este trajeto, passando pelo pélo norte e interceptando o plano XY.

3 . . L .
Mapa que sempre mostra a rota mais curta do ponto central como linha reta, isto € verdade, pois neste mapa as retas
que saem do ponto central correspondem a grandes circulos.
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Consideremos a esfera S? = {(x,v,2) ER3}|x? + y? + (w —1)> =1} de centro O =
(0,0,1) no espago R3. Seja também N = (0,0, 2) € R3 o polo norte desta esfera.

Definimos uma aplicacdo m: S>\{N} = R?, que associa um ponto p € S*\{N} a um ponto
de coordenadas (u, v) = m(x,y, z) pertencente ao plano XY.

A reta que passa pelo pélo norte (ponto N) e pelo ponto p qualquer da esfera é
determinada pelo conjunto:

{Q=N+t(p—n)=1(002)+t(x,y,z—2)},comt € Rou

0 x—0
=(2)+(2-2)
2 z—2

Precisamos de (p) e podemos obté-lo fazendo a reta interceptar o plano xy e neste caso,

n(p) = Q ecomo m(p) € ao plano XY, ele serd da forma (X,Y,0),com X,Y € R.

(5)-()(.2)

Daigualdade resulta: X =tx, Y =ty e t= 22:

Substituindo obtemos que:

2 Y = 2
2—Zx € T 2—z

X = y

Assim,

Xy_<2 2 )
*x.¥) = 2-2"2-7"

Como (X,Y) = (u,v)

2 2
n(x,y,z) = (u,v) = (2 — Zx,my> (2.12)

7 assim definida é denominada de projecao estereografica.

A projecao estereografica tem uma propriedade especial que € a de preservar angulos, ou
seja, ela é conforme. Uma forma de mostrar isto, colocado de maneira bastante resumida, usando

a geometria diferencial € olharmos para a parametrizacao da esfera e calcularmos a matriz de sua
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7z

primeira forma fundamental®, mostrando que esta € mdltipla da matriz identidade (vide a
referéncia [9]).

Isto acontece, porque se tomarmos duas curvas no plano o« (t) e S(t) na regido de
parametrizacdo, teremos que a'(t) e f'(t) sdo retas tangentes a elas e o angulo 6 entre elas, com
a'(t) e B'(t) # 0 é dado por:

(@' (1), B'(1))
lla" OB O
sendo a'() = (a3 (1), ' (1)) e B'(£) = (1 (D), B'(1)).

Quando tomamos a imagem das curvas no espago por uma parametrizacdo 6(u,v) teremos

y(@®) =8(a(t)) e A(t) =8(B(D).

Podemos obter o 4angulo 8 entre ¥'(t) e A'(t) que sdo retas tangentes a estas curvas na

osf =

superficie, com y'(t) e A'(t) # 0 calculando
o O
ly OINAI
sendo y'(£) = (1(1), v2' (), ¥3'(0)) & A'(D) = (1(8), A>(£), A5(1))

Por outro lado, da Regra da Cadeia, temos que o produto escalar
(66 66> (66 a5 ,( )
’ ’ ’ 53 ’ 5 53 ’ . t
YOI =10 © @Ol 55 5 _)] oo
ou’ v v’ av 2

Se calcularmos a matriz da primeira forma fundamental:

E(q) F(q) '<a5 23y (20 20

_|E£(q A _ [Mou’ o’ You’av .

Fi= [F(q) G|~ (@5 9y 05 05 e obtivermos
| ‘ou ’ ov v’ ov

_ [k(u,v) 0 7_ 1 0 . . ~
= [ 0 k(u,v)| = k(u,v) [ 0 1], que € multipla da identidade entdo:

4 Seja y(t) = 6(u(t),v(t)) uma curva numa superficie S, totalmente descrita por um mapa &, a matriz da primeira

as as a5 as
forma fundamental ¢ definida como: F; = <‘;‘g @, ‘;’g @ (glg @ g; (@) - Ib;(q) g(q)],
G, (@, (@) (@5 (@) (@ 6@

sendo q = (u(t), v(t)).
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¥ @©,A(1®) = k(uv) [(1) (1)] [@'(t) B (t)] e neste caso o 4ngulo 6 & igual a 6 e desta

maneira, 0 mapa preserva o angulo, ou seja, é conforme.

Diante do exposto, vamos mostrar que a proje¢do estereografica é conforme.

A funcdo inversa §: R?> - S? é dada por:

u?+v2+4'ul+vi+4'ut+vi+4

N (2u, 2v,u® + v?)
ut+v2+4 wehum T

24 4,2
S(u,v) =n 1 (wv) = (x,y,2) = ( du 4v 2W? +v )>

r Nuv) =

pois Ty~ = (u,v)
Precisamos da matriz da primeira forma fundamental de 7! de S:

Foo |l ) ()
U N mpty (mptmph)
16
(w24+v2+4)2 7
16
(u2+4v2+44)2 2

(1t =0

16 0
(u2+v2+4)2

= 16

0 (u2+v2+4)2

(mt,mt) =

(my,myty =

k(u,v) 0

Fazendo k(u,v) = 0 k(u,v)

1 ] —
m, teremos: FI =

Portanto, a projecao estereografica ¢ conforme.

2.11 AREA DA ESFERA

Para determinar a area de regides sobre uma superficie esférica vamos inicialmente tomar

aequagio z = \/R? — x%2 — y? e calcular o elemento de drea da superficie

A = J(g_;)z + () + 1 dudy.

Calculando as derivadas parciais temos:
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0z —X 0z - ~
= = —yz € entao:

—_— = R
ox /RZ_xZ_yZ dy /RZ_xZ_y

2 2
—x -y x% 4+ y?
dA = + +1dXdy: ﬁ'{‘ldXdy
/Rz_xz_yz /Rz_xz_yz R%—xc—y

x2 4 y2 + R2—x2 — y2 R2
= RT—xZ =7 dxdy = RI 22 " dxdy
dA = dxdy
RZ — x2 — 2

Mudando para coordenadas cilindricas obtemos:

dxdy = rdrdf e r?> = x? + y? e assim:

R
dA = rdrd@

/RZ_xZ_yZ

Integrando o elemento de édrea de superficie na regido que vai do raio interno r =

Rcos(¢ + A¢) ao raio externo r = Rcos¢p com 0 < ¢ <% e angulo polar entre 8 e 6 + 46,

temos:
9+00  r=Rcos(¢) R
freamr [ [ v
2 _ .2
6  r=Rcos(¢p+Ap)) R r
Tomando r = Rcosucom ¢ < u < ¢ + Ag, temos dr = —Rsenu du
0+A8  u=¢
p Rcosu-—Rsenududf
Area = R f f
R senu
0  u=¢+Ad

Area = R%[sen(¢ + Ap) — seng] A6
Esta €, portanto, a drea do setor de esfera entre as latitudes ¢ e ¢ + A¢ e longitudes 6 e

0+460 quando expressas em radianos. Tomando o caso limite em que ¢ = 0 e 4A¢ =§ e 6

variando entre 0 a 27, temos que a drea da semi-esfera é 2mR?.
Apresentado os conceitos da geometria da esfera, nos proximos capitulos apresentamos o
desenvolvimento de um estudo envolvendo as propriedades matemdticas de dois mapas, o de

latitude-longitude e o de Mercator.
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Capitulo 3

O MAPA LATITUDE-LONGITUDE

Consideremos como anteriormente os pontos do globo descritos pelas coordenadas
(p,6,9), com R = p constante, localizados num sistema de linhas imagindrias (meridianos e
paralelos), cujos parametros das coordenadas sdo (6, ¢), isto é, longitude-latitude. O conjunto de
paralelos e meridianos representado em um mapa € obtido por um sistema de projecdo e os
pontos da regido a representar sdo localizados por suas coordenadas geograficas (latitude-
longitude) num sistema de eixos coordenados cartesianos x € y.

Ao se estruturar a representacdo grifica de um mapa da Terra, precisamos do par (4, f)
onde AcSe f:A— R? seja uma funcio injetiva. Portanto, f é uma bijecdo com sua imagem.
Como € necessdrio retratar a geometria da esfera, torna-se necessario que a func¢do f e sua inversa
sejam diferencidveis, isto €, f possua um difeomorfismo sobre sua imagem.

Para ilustrar uma transformacao, podemos referir-nos a projecao estereografica que leva o
conjunto de pontos A = & -{N} da esfera para o plano por meio de uma fungdo injetiva,
conforme j4 abordado em 2.10.

Os conteudos abordados neste capitulo estdo baseados nas referéncias [8] e [12].

3.1 SISTEMA DE COORDENADAS LATITUDE E LONGITUDE

Seja dado um ponto P € & no globo terrestre, cujas coordenadas esféricas sdo (p, 0, ).
Como j4 visto, a latitude ¢p de P é um numero real ¢(P) = % —m(PON) ou ¢(P) = % — @(P).
A latitude € 0 no equador % e —% nos poélos norte e sul respectivamente, conforme ilustram as
figuras 3.1 e 3.2, quando a medida é tomada em radianos.

A longitude 8 de P é o angulo medido entre os vetores 0A e OB onde A = (R,0,0) (Figura

3.1). A longitude quando dada em radianos varia no intervalo de ]-7T, 7T[ e ndo € definida em I’

(Linha Internacional de Mudanca de Data), pois é duplamente determinada nos pontos de

longitude —m e ™ e também nao € definida nos pdlos.



42

Figura 3.1 Latitude ¢ e longitude 0 no globo terrestre. Figura 3.2 Latitude ¢ e co-latitude ¢ do ponto P.

Dado o sistema de eixos coordenados bidimensional (8, ¢) em radianos, definimos mapa

de latitude-longitude como sendo o par (S\I',S™1), onde S~! é dada por S~ = (8(P), p(P)) €
R? cuja imagem é o retingulo |—m, [ X —%,%[ .

Como ja comentado, neste sistema de coordenadas latitude-longitude para representar os
pontos da superficie terrestre num plano, tendo como origem a linha do equador e o meridiano
que passa pelo ponto a = (R, 0,0). Neste sistema as latitudes serdo positivas ao norte e negativas
ao sul, ja as longitudes, serdo positivas a leste e negativa ao oeste. Por exemplo, a cidade de
Cuiabd-MT esta localizada na latitude 15°35°45° ao sul e longitude 56°05°49°° ao oeste. Para

situd-la neste nosso sistema de coordenadas, as coordenadas geograficas correspondem a

~ . L 1 ~ . L 1
0 = —56,097 T80 radianos e ¢ = —15,596 T80 radianos.

Greenwich Linha Internacional de
Mudanc¢a de Data
» P 9/0)
/2
S s
—_— . -
T i g
A g Y
[
-m/2
X

Figura 3.3 Funcao S que leva os pontos do plano para o globo terrestre.
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A transformacdo S que leva os pontos do plano para a esfera de raio unitdrio centrada na
origem € dada pela equacdo:
5(6,¢) = (cosbcosep, senfcosp,seng) € R3,c/ 0 € |-m,n[, ¢ € ]—%,%[ (3.1
As Figuras 3.3 e 3.4 ilustram a transformacgdo S e seu mapa (regido de parametrizacdo ou

imagem da “projecdo” S™1).

Figura 3.4 Tlustraciio da transformacéo dos pontos do mapa para o globo terrestre. Extraida de [19]

Na Cartografia, a proje¢do dada por S™! é denominada Projecdo Cilindrica Eqiiidistante

Meridiana, cujas caracteristicas apresentamos a seguir:

3.2 PROJECAO CILINDRICA EQUIDISTANTE MERIDIANA

A projecao cilindrica descrita acima é desenvolvivel em um cilindro que € tangente no
equador, com seu eixo coincidindo com o da Terra. Ao desenvolvermos a superficie do cilindro
em um plano, o equador serd representado por uma reta e os meridianos de longitude serdo linhas
paralelas entre si, com espagamentos eqiiidistantes e perpendiculares ao equador. Os paralelos
serdo também linhas retas, paralelas ao equador e perpendiculares aos meridianos. Se
considerarmos o equador como paralelo padrdo (verdadeira grandeza), a longitude e a latitude sdo
mapeadas diretamente nos eixos X e y respectivamente, € a projecdo serd um retangulo de
proporcao 2:1 e o quadriculado tem formato quadrado, conforme ilustra a Figura 3.5 (usualmente

este tipo de projecdo € denominado de plate carré ou carta plana).
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Figura 3.5 Projecdo Cilindrica Eqiiidistante. Extraida de [20].

Seja o ponto A na esfera e a’ sua representacdo sobre o cilindro, y a distancia do ponto a
ao equador e ¢ a latitude do ponto A. A seguir, vamos mostrar que S~! é a tinica projecio com as

caracteristicas acima, a menos do referencial (equador e meridiano de Greenwich).

Fator de escala e as Coordenadas de uma Projecio Cilindrica Eqiiidistante

Para encontrarmos as coordenadas deste mapa plano, inicialmente apresentamos oOs
fatores de escala ao longo dos meridianos (M,,) e dos paralelos (M,) que permitem encontrarmos
a lei de formagdo para construir um sistema de coordenadas longitude-latitude de forma que

sejam preservadas as distancias ao longo dos meridianos e ao longo do equador.

a) Fator de Escala (coeficiente de deformacao) ao longo dos meridianos (M,,)

Para uma projecao cilindrica, a representacdo sera retangular com o eixo x representando
as longitudes. Os paralelos de latitude ¢ sdo mostrados no mapa como um segmento de reta
horizontal de equagdo y = f(¢), onde f ¢é uma funcdo especifica. Em um globo de raio unitario
o arco de qualquer meridiano entre as latitudes ¢ e (¢p + t) tem comprimento ¢ enquanto sua
imagem no mapa tem comprimento f (¢ + t) - f(¢). Disto, resulta que
Adistyape = f(¢ +1t) - f(¢) enquanto Adisty,,, = t. Em fungdo disto, o fator de escala M,
ao longo do meridiano no ponto de latitude ¢ ¢ dado por:

M, = limtﬁ0m= f'(¢), que é a derivada da funcdio altura para representar 0s

paralelos.
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b) Fator de Escala (coeficente de deformacio) ao longo dos paralelos (M))

A distancia horizontal entre a representag¢ao das linhas verticais no mapa representando as
latitudes 8 e 6 +t € simplesmente t. J4 no globo, que consideramos de raio unitdrio, a

circunferéncia de latitude ¢ tem comprimento 2mcos¢, entdo o arco do paralelo de longitudes 6

e 6+t ¢€um arcode comprimento % (2mcos p) =tcos P

M, = = sec ¢

_t
t cos¢
No equador temos que ¢ = 0 e assim o fator de escala neste paralelo € 1, assumindo que
nesta projecdo cilindrica o equador ndo tenha deformacdo em relacdo ao globo, e ainda, que a
deformacdo nos paralelos independe de 6, teremos um fator de escala constante ao longo de um
mesmo paralelo, mas que varia ao longo de paralelos distintos.
Resumindo, no mapa cilindrico os fatores de escala sdo determinados por:

M, =f'(p) e M, = sec ¢. Como pretendemos construir um mapa eqiiidistante nos

meridianos, entdo M,, = f (¢) = 1. Considerando o paralelo como um segmento de reta

horizontal de altura y = f(¢) e como f'(¢) = % = 1 se integrarmos ambos os lados obtemos

que f(¢) = +c¢

Como para ¢ = 0° y = 0 entdo a constante de integracdo ¢ também vale zero, e desta

forma:
f@)=¢

Concluimos que esta projecdo consiste no conjunto dos pontos (x,y) = (6, f(¢)) =
0, P).

Assim, numa projec¢do cilindrica eqiiidistante meridiana, a escala sobre o equador e sobre
todos os meridianos € 1. No entanto, nos paralelos a representagdo no mapa é multiplicada pelo
fator de escala sec ¢.

A projegdo cilindrica egiiidistante meridiana que corresponde as coordenadas do mapa
latitude-longitude ndo preserva angulos, ao contrdrio da estereogrifica e da de Mercator. Da
mesma maneira como procedemos anteriormente, usando resumidamente a geometria diferencial,

utilizaremos a parametrizacdo da esfera (3.1) para determinar a matriz de sua primeira forma
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fundamental mostrando que esta ndo ¢ um mdltiplo da matriz identidade. (conforme a referéncia
[9D).
S:R? - R3 é dada por:
S(0,¢) = (cosbcosp, senfcosp,send) € R3,c/0 € |-m,w[, ¢ € —%,%[.
Precisamos da matriz da primeira forma fundamental de S:

—_[0:80) (55.5)
L (S5, Sp)  (Sy,Sg)

(59!59) =1

(Sg,5¢) =0

(Sp,Sp) = cos*¢p

1 0
Fi= ’0 cos? ¢ |

Assim a matriz da primeira forma ndo € mdaltipla da matriz identidade, portanto, a
projecao nao € conforme.

Deduziremos a seguir a representacdo de uma trajetoria geodésica entre dois pontos neste

tipo de proje¢do cartografica, que denominaremos neste trabalho de mapa latitude-longitude.

3.3 PARAMETRIZANDO A CURVA GEODESICA NO MAPA LATITUDE-
LONGITUDE

Para determinar a fun¢@o que descreve a trajetéria geodésica entre dois pontos no mapa
plano latitude-longitude percorremos os seguintes passos: 1) Inicialmente encontramos a
transformacdo S~! dos pontos da esfera para o mapa plano; 2) Determinamos a funcio
parametrizada c(t) que descreve a trajetéria da curva geodésica que interliga dois pontos na
esfera; 3) finalmente fazemos a composi¢do S _1(c(t)).

Posteriormente apresentaremos na sec¢ao 3.4 deste capitulo, algumas geodésicas neste tipo

de projecao que foram construidas num software de calculo simbdlico.
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3.3.1 A funcio inversa S™! que leva pontos da esfera para o plano

Da equacdo (3.1), temos que dado um ponto P com coordenadas geograficas (longitude-
latitude), as coordenadas cartesianas tridimensionais de P na esfera de raio unitario sdo dadas por
S(0,¢) = (x,y,z) = (cosOcosp, senfcosgp, seng) € R3, onde 6 corresponde a longitude
—-nm<0<me ¢ a latitude —% <¢p< % Para simplificar nossos célculos consideramos
inicialmente o raio da esfera unitdrio.

Seja P um ponto na esfera, O o seu centro, OP =7 = (x,y,z) = (ry,1,,73) € OP' a
projecao de OP sobre o plano xy.

Encontramos a seguir expressdes locais para a funcdo inversa parametrizada

§7H(ry,13,13) = (6, 9):
Temos que (x,y,z) = (11,1,13) = (cos 6 cos ¢ ,sen B cos ¢,sen )
Determinando a funcfio da coordenada 6 de S™!:

i) Dividindo r, por rytemos:
/7 = tg6 e conseqilentemente 6 = Arctg (r,/r;), com r; # 0, ou seja, esta fungdo ndo
pode ser utilizada para representar os pontos que estdo no meridiano de longitude 6 = + % ou nos
polos ¢ = i% , situacdes estas em que 1, = cos 8 cos ¢ = 0.

Analisemos agora o intervalo que esta fungdo € valida:
Como a fungdo 6 € a inversa da fungdo tangente (Gréfico 1), torna-se necessdrio definir o
intervalo que vamos trabalhar para que a funcio seja bem definida e injetiva. Tendo em vista as

caracteristicas do sistema de coordenadas latitude-longitude que construimos, optamos

convenientemente ao intervalo — /2 < 6 <m/2,ouseja, r; > 0.
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S,

Grafico 1 — Grafico da funcio tangente

Em especial se 7; < 0, podemos utilizar S~ (ry,7,73) = (—Arc tg (:—j) ,Arc sen r3)
i1) Dividindo 7y por 75y:
Também podemos fazer r;/r, = cotgh que implica em 6 = Arc cotg (r1/13), com 1, # 0.
Como r, = sen 6 cos ¢ esta funcio ndo estd determinada para sen @ = 0 oucos¢p = 0 , isto é,
para os pontos que tenham longitude 8 = +m (Linha Internacional de Mudanca de Data) e,

também para o Meridiano de Greenwich 8 = 0 ou nos pdélos ( ¢ = i§)7 tendo em vista que

nestas condicdes resultariaem 1, = sen 8 cos ¢ = 0.

Além disso, a fung@o 6 € a inversa da funcdo cotangente (Grafico 2) e, de forma similar a 1)
torna-se necessario definir o dominio e neste caso, optamos em trabalhar no que corresponde ao
intervalo 0 < @ < . Mas como veremos a seguir h4 outra expressio local para S~! que inclui o

0 = 0 e, portanto, esta op¢ao € descartada.

Y
"

Grafico 2 — Grafico funcio cotangente
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Determinando a funciio da coordenada ¢ de S~

Resolvendo o sistema temos que ¢ = Arc sen r;. Como a fungdo sen ¢ € invertivel no

. T T . . ~ s . —
intervalo — > < ¢ < > intervalo que nos interessa representar no mapa, entio o dominio de S1,

neste caso, independe de ¢ , diferente do que ocorre com 6.

De i e ii obtemos as seguintes fungdes inversas parametrizadas:

L)

ST (r,1ry,13) = (Arc tg ( ),Arc sen r3>

n

r
S (r, 1y, 13) = (Arc cotg (r—l) ,Arc sen Tg)
2

Diante do resultado encontrado verificamos que encontrariamos algumas limitacdes na

hora de representar trajetdrias entre dois pontos, por exemplo, que partisse da longitude O e fosse
, 2r , .. ~ ~
até a de = encontrariamos pontos de descontinuidade para ambas fungdes. Entdo buscamos
outro possivel caminho para encontrar S~!, deduzido a seguir:
T OP' = 1% + 1,2 0 = ——
emos que =\n“+n> e cosf= Nopt
1 2

que resulta em:

r

\/le + T22

De forma similar a que procedemos anteriormente, a fungdo-coordenada 6 € a inversa da

9=Arccos< >,comr12+r22¢0

funcdo cosseno (Gréfico 3) o que torna necessario definir o dominio para que a fungdo seja

bijetiva. Neste caso, escolhemos o intervalo 0 < 6 < .

cos(x)

1 1 1 1

1 1 L] 1 1

1 | | 1
T TR TR TR T PR TR T________,.F"l__'-_-.: ______ ] TR PR T PR R s

1 1 g . 1 1

1 1 1 1

1 1 i M 1 1

1 1 r N, 1 1

1 1 i LY 1 1

1 . L 1

1 (R A 1

1 14 b 7 1

1 I "\_lr Lo o

L a s, i N
o il ™, q

1 . 4 N 1

1 1 [ 1

1 £ 1 1 * 1

. 8

1 Vi 1 1 LN 1

1 P4 1 1 %, 1

1 & 1 1 1

1 .t 1 1 \‘H 1
Ll 7 e e e e dise e e S | S dvse e e e e

1 [ [ 1

1 1 1 1

1 1 1 1

Grifico 3 — Grifico da Funcao Cosseno
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Constatamos que o dominio desta funcao € parecido com o da fun¢do cotangente, com a
vantagem de inserir o ponto de longitude 0.

Se utilizarmos estas mesmas ferramentas, podemos determinar também a fun¢do da
coordenada ¢. Iniciamos determinando ¢ (das coordenadas esféricas), para posteriormente
chegarmos a ¢ (latitude) fazendo ¢ = n/2 — .

@ representa o angulo formado entre 7(t) e o eixo z e pode ser determinada utilizando o

cosseno do angulo formado entre dois vetores:

_r) : e—3> _ (rler'r3) * (01011) _
171 lesl R

Assim, obtemos: ¢ = Arccosr;. Como ¢ =mn/2—¢, entdo a latitude

cos @ = 3

¢ sera determinada por ¢ = n/2 — Arc cosrs.

¢ = Arc sen s,

—_
onde 73 € a terceira coordenada do vetor OP, ou seja, 13 = sen ¢, o que coincide com a func¢ao-
coordenada ¢ que obtemos no primeiro modo de encontrar a funcio inversa.

Assim, a funcdo S~! também pode ser determinada por:

r
ST (r, 1y m3) = <Arc cos <—1> JArc sen r3>,
\/ T'lz + T'Zz

comr;? + 1,2 #0 (our; = +1).

Note que a restri¢do da fun¢ao ndo se constitui em um problema para nosso estudo, uma
vez que 172 + 1,2 = 0, corresponde aos pontos situados nos pélos.

Diante do desenvolvimento apresentado até agora, obtemos as expressdes para S™! que
levam os pontos da esfera para o plano a seguir, cujos dominios serdo especificados no resumo
organizado na tabela adiante.

Para obtermos a representacdo no plano de pontos que estejam situados na regido onde 6

varia no intervalo ]— T, O], podemos fazer uma reflexdo da funcdo anterior, invertendo o sinal da

primeira coordenada.

T
ST, 1y,13) = (—Arc cos <—1> ,Arc sen r3>, (3.2)

\/rlz + Tzz

comr?+nr?#0er; #+1
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Resumindo as transformacoées:

e Funcio S que leva pontos do mapa latitude-longitude para a esfera de raio unitario:

S(0,¢) = (cosgcosh, cospsend, seng), c/ 0 € |—m, [, ¢ € ]—%%[

e Expressoes locais para S™! que levam pontos do globo para o mapa latitude-longitude:

Sy, ry1r3) = (Arc tg (:—i) ,Arc sen r3) (3.3)

comr1>0(—§<9<§).

r
S Y(ry,1y,13) = (—Arc tg (r_2> ,Arc sen r3> (3.4)
1
comr; <0 (IBI > g)
-1 ri
S (rq,ry,r3) = (Arc cos <—>,Arc sen r3> (3.5)
Y. le + TZZ

comr, 20 (0<6<m),r?+ 1.
-1 _ 1
S (ry,rar3) = (—Arc cos (W) JArc sen 7"3), (3.6)

comr, <0 (-m< 0<0),13%2# 1.

Notamos que S™! nio est4 definida nos pélos, nem na linha de data e estas singularidades
serdo singularidades a serem tratadas com cautela.
Observamos que as expressoes para a transformacio inversa S~ quando o raio da esfera

considerada na parametrizacdo for R, serdo as mesmas em relacdo a primeira coordenada. Na
~ T
segunda coordenada teremos a expressdo Arc sen (53)
Apresentadas as expressoes locais transformacdo da esfera para o plano, o préoximo passo

serd entdo parametrizar a trajetéria geodésica no mapa plano, para posteriormente fazer a

composi¢do com a fungio inversa $~1.
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3.3.2 Parametrizacao da trajetoria geodésica na esfera

Para determinarmos a forma paramétrica que representa a trajetéria de uma particula que
vai de P;e P, pela geodésica (grande circulos) em um mapa plano de coordenadas (6, ¢),

inicialmente desenvolvemos uma estratégia para levar os pontos pertencentes ao arco do grande
circulo }/71?2 da esfera de raio unitdrio para o mapa plano.

Sejam v, e v, os vetores (_)Ff e 5[52 respectivamente. Precisamos encontrar uma base
ortonormal B’ composta por {v;, v, }. Tomando v; = O—Pl) = P; e v,’ como sendo a projecdo de
Vv, = WZ = P e ortogonal a v; teremos que:

Vy = Uy — CVy. (3.7)

Como v, é ortogonal a vy, entdo (vy,v,) = 0 e consequentemente (v1, v, — cvy) = 0

_ <U1, UZ)
(v, v1)
Substituindo em (3.7), resulta que:
v = — (v1,17)
2 2 <U1, Ul) 1,
sendo que 1va) ¢ projecdo de v, na direcao de v .

(v1,v1)
Como o raio da esfera € unitério (v;, v;) = 1 e assim temos:
vy = vy — (v, V)V,
Normalizando v, resulta que
vy — (U1, V) 1y
lv, — vy, v2) - 4l

Tomemos u, = P,;, vy =P; e v, =P, e notamos que P,, pertence ao plano gerado

U, =

por P; e P, que também estd na esfera, pertencendo ao menor arco ;’1?2 do grande circulo que liga
Pl € P2 .

Considerando a base ortonormal determinada por B = {P;,P,,}, a curva c(t) =
(c1(t), c2(t), c3(t)) que compde os pontos do arco do circulo maximo de ;DE na esfera, ou seja,

a equacgdo paramétrica da curva da geodésica serd dada por:

c(t) =Py cost + P,, sent, t €[0,Arccos(P;,P,)]. (3.8)
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22

oy
Figura 3.6 Base Ortonormal.

E) aP, (g, %) esta ilustrada a

A trajetdria geodésica na esfera ligando os pontos Pl(— %, -

seguir:

Figura 3.7 Curva geodésica ligando P, e P,.

3.3.3 Geodésica no mapa latitude-longitude (S‘l(c(t)))

Dados dois pontos P; = (61, ¢1) e P, = (8,,¢,) cujas coordenadas parametrizadas

na esfera sdo:
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P, = (cosO; cos¢q,senb;cosp,, seng,) e P, = (cos8;, cos¢p,, senb,cosp,, seng,),
considerando 0 < t < t; e desta forma, o angulo m(P,0P,) = t; = Arc cos{P;, P,).
Aplicando a inversa S™! em c;(t), obtemos as seguintes expressdes para a trajetoria

geodésica no mapa latitude-longitude, conforme a regido em que c(t) esteja contida.

57 ey(8), c2(8), c3(1)) = (Ar tg <C E i) Arc sen (c3(t))>, (3.9)
seci(t) >0, c3(t) # +1.
S (c1(0), c2(), c3(D)) = ( —Arc tg( E ;) Arc sen (C3(t))), (3.10)

se ¢i(t) <0, c3(t) + £1.

¢y (t)
Ve (®)? + ¢y ()2

s1 ((cl(t), ¢y (1), c3 (t))) = | Arccos ( ) ,Arc sen (c3(D)) |, (3.11)

secy(t) =0, c3(t) # +1.

c,(t)
Jer (O + ¢, ()2

-1 ((cl(t), ¢y (1), c3 (t))) = | —Arccos < > ,Arc sen (c3(D)) |, (3.12)

secy(t) <0 ecs(t) # £1.

Exemplo de uma trajetoria geodésica

Dado dois pontos P, = (6;, ¢) = (o,g) e P, = (62,92) = (3.,5), temos

ﬁﬁ)

P; = (cos6; cos¢p,,senbicosgp,seng,) = (7,0,7

11\/§>

P, = (cos0, cos¢,, senb,cosp,, seng,) = (E'E'?

Para0 <t < t; ,temos que t; = Arc cos(P;, P,) = Arc cos <?+% ) .
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Calculo de P,;:
Como estudado anteriormente:

Py —(Py,P,) - P;

P22 = B, =B, Py - By
11A2) (V2 Va)n 1 V2|2 V2
P_z’z’z 2772 2727 2 2772
Sl @) (V2 V2Y 1 V22 2
2°2° 2 2772 2727 2 2”2
(- |=(-4z LG+2v3), [ (7- 42
Py = - §(7—4 2), ﬁ(5+2 2), §(7—4 2)

Calculo de c(t):

Aplicando (3.8) aos pontos envolvidos na trajetéria obtemos:

c(t) = (£ 0, \/_) cost+ <— \/% (7 — 4\/5), \/% (5 + Zﬁ),\/i (7 — 4\/2)) sent

c(t)=<gcost— /3%(7—4\/7 sent, /%(5+2\/7 sent, gcost+ /314(7—4\/5 sent).

No intervalo de longitude da trajetéria do problema optamos por aplicar (3.11) em c(t):
c1(t)
Va®)? + ¢, (6)?

S7He@®) = ST e (), 2 (8), c3(1)) = <Arc cos < ),Arc sency (t))

VZ 1
/ / =cos t— /—(7—4\/7) sen t \ \
=| Arccos | = i = = [, Arc sen (gcost+ ’3%(7—4\/7) sen t> [ .

\ \\/(‘é—icos t— %(7—4\/2)) +( %(5+2\/f) sen t) / /

A Figura 3.8 mostra a trajetoria geodésica de P;a P, no mapa latitude-longitude,
associada a projecdo cilindrica eqiiidistante meridiana. Esta figura foi construida no Programa
Mathematica em funcao de seus pacotes disponiveis para a constru¢do de mapas cartograficos e o

facil acesso no periodo da elaboracdo deste trabalho.
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45° ; Set =, 24 - - | 45°

0 45°

Figura 3.8 — Trajetoria Geodésica na proj. cilindrica eqiiidistante dos pontos de coordenadas geograficas (0, E) e G, E)

3.4 EXEMPLOS DE TRAJETORIAS GEODESICAS NO MAPA
LATITUDE-LONGITUDE

A) Consideremos a rota geodésica no globo partindo do ponto Pl(—%, —%) para chegar ao

T

4). Para construirmos a curva geodésica no mapa plano verificamos que a

ponto P, (% )

variacdo do intervalo da longitude pertence ao dominio da fungao:

571 (1), c2 (D), c3()) = (Arc tg (CZ(t)) ,Arc sen (c3 (t))) ,comcy(t) #0

c1(t)

T (=
L 7

[

<

Figura 3.9 Trajetéria geodésica de P; a P, na proj. cilindrica eqiiidistante meridiana.
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B) Partindo do ponto P3(O,%) e seguimos pela rota geodésica até P4(7n,—%), verificamos
inicialmente que o intervalo de variacao da longitude estd no intervalo de 0 < 8 < e assim

o1 ~ 1 _ c1(®)
utilizamos a expressio S ((cl(t),cz ®),c3 (t))) = (Arc cos (—W>,Arc sen (c3 (t))) para

construir a representacdo grafica.

=

Figura 3.10 Trajetoria geodésica de P; a P,.

C) Saindo de Ps (27, 5) até Py(0, - 22) , utilizamos

s-1 ((c1 ), c2(b), c3 (t))) = (—Arc cos (%) ,Arc sen (c3 (t))) para obter o tragado da

curva geodésica da Figura 3.11.

Figura 3.11 Trajetoria geodésica de Ps a Py,
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Neste capitulo deduzimos as expressdes para as trajetorias geodésicas no sistema de
coordenadas latitude-longitude correspondentes a uma projecdo cartografica cilindrica
equidistante meridiana. Estas expressoes serdo utilizadas no estudo que apresentamos no préximo
capitulo, onde serd abordado um mapa que revolucionou a Cartografia em seu tempo, com
propriedades muito especiais € que trazia em seu processo de concepc¢do algumas idéias

embriondrias do Célculo, o Mapa de Mercator.
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Capitulo 4

O MAPA DE MERCATOR

Neste capitulo apresentamos a forma como o gedgrafo e cartdgrafo Gerhard Kremer
(1512-1594) nascido na regido de Flandres (hoje Bélgica), conhecido pelo nome latinizado
Gerardus Mercator, utilizou os conceitos matematicos na criagdo de seu mapa que serviu como
instrumento para a navegacao do século XVI, e no auge dos descobrimentos deu suporte para os
navegadores vencerem grandes distancias via oceano. Este mapa possui atributos muito
significativos, pois ao tracarmos a trajetdria entre dois pontos por uma linha reta ele fornece a
orientagdo de como seguir um trajeto no globo terrestre orientados pela agulha da bussola com
direcdo sempre constante sendo que os angulos medidos no mapa sdo os mesmos do globo
terrestre. Estes atributos fizeram do Mapa de Mercator uma forte ferramenta aliada da navegacao.
O que é muito instigante € que além deste mapa envolver as projecdes geométricas, Mercator
utilizou os conceitos intuitivos de integracdo, um século antes da sistematizacdo formal do
Célculo Diferencial e Integral. Num segundo momento apresentamos as parametrizacOes da
loxodromia e da ortodromia no mapa, bem como o cdlculo da distdncia nestes dois tipos de
trajetorias e representacoes gréaficas de algumas destas curvas. Por dltimo, tratamos também das
distorcdes de area que ocorrem neste tipo de projecdo. As principais referéncias utilizadas neste

capitulo foram: [2], [3], [8] e [13].

Figura 4.1 — Representacio de uma porcio do globo no Mapa de Mercator. Extraida de [21].
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4.1 O PROBLEMA DA NAVEGACAO E O MAPA DE MERCATOR

Historicamente os navegadores antes do tempo de Mercator utilizavam o céu para se
orientar, através das constelacdes e também da posicdo do sol, que além da direcdo indicava
também a hora.

Agora imagine um navegador tendo que se deslocar de uma localidade para outra por
meio de um navio, utilizando somente com uma bussola e mapas. Quais propriedades deveria ter
um mapa para que ele chegue ao seu destino? A estratégia de seguir trajetorias sempre na mesma
direcdo, ja era utilizada no tempo de Mercator, tendo em vista que os navegadores poderiam se
orientar com a agulha magnética da bussola com angulo sempre constante e deste modo, eles
cruzariam todos os meridianos do globo terrestre com a mesma inclinacdo.[13] Uma trajetdria
deste tipo é denominada de linha de rumo ou loxodromia ou loxodromes (do latim loxos —
inclinac¢do e dromes - correndo).

Foi buscando atender a este tipo de problema que Mercator elaborou seu mapa, de tal
forma que, tracando uma trajetéria entre duas localidades com uma linha reta, o angulo
permanecesse sempre constante com os meridianos da Terra, conforme ilustrado na Figura 4.2.
Para isto, os angulos medidos na Terra deveriam ser iguais aos do mapa e assim procedendo, a

direcdo de rumo poderia ser determinada diretamente no mapa.
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Figura 4.2 Trajetoria entre dois pontos orientada pela linha de rumo.
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Diferentemente das projecdes cartogrificas que precederam ao Mapa de Mercator de
1569, este ndo usava uma malha de coordenadas aleatdrias, mas apoiava-se na matematizacao da
forma como Mercator concebia a Terra, ou seja, como uma esfera e ndo como uma superficie
bidimensional o que o permitiu tracar um sistema de coordenadas no qual as distor¢des
estivessem matematicamente e antecipadamente controladas. Esta projecdao ndo foi construida
para uma simples representacdo do mundo, mas sim, para finalidades préticas da navegacao [15].
Do ponto de vista da navegacdo, a projecdo de Mercator apresenta uma caracteristica grafica de
utilizacdo incompardvel, uma vez que a loxodromia é representada por uma linha reta, que faz
com os meridianos um angulo constante e igual ao seu azimute, que é o angulo formado com o
norte magnético da Terra e, cuja inclinagdo pode ser medida diretamente no mapa. Assim,
mantendo a mesma dire¢ao na bussola, o navio chega tranquilamente ao seu destino.

Por outro lado, a forma da curva produzida pela loxodromia no globo terrestre é uma
curva tridimensinonal que se continuada, vai sendo espiralada nas proximidades dos pdlos sem,
no entanto, chegar a tocd-los. Na realidade, se considerarmos um navio seguindo uma rota
mantendo sempre a mesma inclinacio com os meridianos a curva obtida serd uma espiral
esférica, que tem um ndmero infinito de revolucdes orbitais, com a distdncia entre elas

diminuindo com a aproximagado da curva a qualquer um dos pdlos, como ilustra a figura a seguir:

Figura 4.3 Espiral esférica. Extraida de [22].
Ressalte-se que a trajetoria da loxodromia no globo terrestre s6 ndo serd um pedaco de
uma espiral esférica nos casos de trajetérias entre dois pontos situados no mesmo meridiano ou

no mesmo paralelo, pois nestes casos, a curva serd o menor arco da circunferéncia do meridiano

. . A ~ T
ou do paralelo que liga os dois pontos. Os angulos constantes nestes casos sdao 0 e 2

respectivamente.
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A Figura 4.4 a seguir ilustra em (a) a loxodromia em b) o arco de loxodromia que une 0s
pontos 1 e 2. Note que os angulos P1A, PAB, PBC sao todos iguais no rumo entre os pontos 1 e
2. A figura (c) mostra a forma espiral no globo terrestre da loxodromia . A Figura 4.5 ilustra uma
trajetéria loxodromica que parte do equador no rumo 60°. Exemplo extraido de [17] Podemos
observar nela que a curva forma com os meridianos dngulos sempre iguais e que, seguindo para

os polos, a curva tem formato de espiral.

Figura 4.4 Trajetoria sobre a Linha de Rumo no globo terrestre. Figura 4.5 Curva loxodromica com direcao de 60°.

Pelo exposto até aqui, podemos concluir que uma exigéncia bdsica para a utilizacdo de um
sistema de projecdo para finalidades nduticas no tempo de Mercator é que este representasse as
trajetdrias por linhas retas e, foi justamente para atender esta necessidade que Mercator idealizou
seu mapa. Mercator publicou em 1569 sua Carta Universal (planisférico).

Por outro lado, para a navegacdo, seja ela ndutica ou aérea, é importante também se
considerar a trajetéria de menor distancia entre dois pontos sobre a superficie da Terra
(geodésica), que se considerada como esférica, é o arco do circulo miximo que os une,
denominada pela Cartografia de orfodromia. No entanto, surge outro problema, pois sobre uma
ortodromia, exige-se mudancas constantes de rumo, ja que os arcos de circulos maximos formam
angulos varidveis com os meridianos, ndo sendo funcional para a navegacao baseada apenas na

bussola, pois o recomendavel neste caso €, sempre que possivel, € seguir pela linha de rumo, pois

esta faz um angulo sempre constante com sucessivos meridianos.
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A Figura 4.6 ilustra duas trajetdrias entre dois pontos no Mapa de Mercator, uma seguindo
pela loxodromia (em azul) e a outra pela ortodromia (em vermelho) e permite observar nesta

ultima, a variagao constante de dire¢ao.

BY

Figura 4.6 Trajetorias sobre a loxodromia (azul) e pela geodésica (vermelho).

No sistema moderno de navegacdo maritima e aérea sio associados dois tipos de mapas
para programar rotas entre localidades, o Mapa Gnomdmico e o de Mercator. A projecao
gnomonica (ver Apéndice 1) tem a propriedade de representar todos os circulos miximos em
linhas retas e assim sendo, permite encontrar a rota de menor distancia entre dois pontos por uma
linha reta, mas tendo o inconveniente do angulo (direcdo) no percurso mudar constantemente.
Para resolver este problema uma solu¢do € associar de forma adequada as duas formas de
projecdes, selecionando convenientemente as intersec¢des com os meridianos ao longo do curso
do grande circulo na projecao gnomonica e posteriormente plotando-se no mapa de Mercator.
Segmentos de reta sdo desenhados entre aqueles pontos como linhas de rumo que sdo facilmente
seguidas e se aproximam da rota do circulo méximo.[13]

No que se refere a classificagdo, a projecdo de Mercator é uma projecao cilindrica

equatorial conforme”. Cilindrica, porque a superficie da Terra é projetada inicialmente em um

> A denominagdo de uma determinada projecdo em Cartografia é dada na seguinte ordem: a) natureza da superficie
de proje¢do adotada (plano, cilindro ou cone); b) situagcdo da superficie de proje¢do em relagdo a superficie da Terra
e ¢) classifica¢do da projec@o quanto a propriedade que conserva.[3]
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cilindro, conforme ilustrado na Figura 4.7, que posteriormente € aberto e desenrolado sobre o
plano. Equatorial, em fun¢do de que o cilindro € tangente a superficie da Terra no equador (ver
figura 4.8) e conforme porque os angulos sdo representados no plano sem deformacdo e em

conseqiiéncia disto a forma de regides de pequenas dreas sdo mantidas.

- TR
o | fﬁ
p2A 'l‘ { )’\
) My
1 ) v
4
Q___,/ § Figura 4.8 Projecao Cilindrica (2). Extraida de [21]

Figura 4.7 — Projecio cilindrica (1).
Extraida de [3].

4.2 AS PROPRIEDADES MATEMATICAS PRESENTES NA CRIACAO DO
MAPA DE MERCATOR

Baseado na referéncia [13], apresentamos a seguir as idéias que nortearam a criacdo do
mapa de Mercator. Para construi-lo, inicialmente tomamos o equador como uma linha de rumo na
direcdo leste-oeste, que no mapa é representado por uma reta horizontal. Os meridianos também
sdo tomados como linhas de rumo, mas na direcao norte-sul que sdo representados no mapa por
uma familia de retas verticalmente espacadas uniformemente. Por outro lado, sabemos que o
angulo que cada paralelo faz com os meridianos é de 90° e, assim sendo, as retas que representam
os paralelos devem ser perpendiculares a familia de retas que representam os meridianos. Até
agora, muito fécil, mas como garantir que a representacdo das outras linhas de rumo sejam retas
no mapa? Precisamos colocar os paralelos das latitudes com tal espacamento que as linhas de
rumo sejam retas no mapa. Para isso, devemos estudar primeiro o alongamento horizontal que

deve ocorrer no mapa.
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4.2.1 Distancias horizontais sao alongadas

As distancias entre os meridianos em todos os paralelos no mapa deverdo ser iguais, pois
os meridianos no globo sdo paralelos. Assim sendo, as distancias entre os meridianos em cada
paralelo no mapa serdo proporcionalmente maiores que as distancias no globo. Vamos entdo
estudar este alongamento horizontal. Seja o globo terrestre representado por uma fatia da esfera
de raio R, conforme mostra a Figura 4.9 a seguir, de maneira que AB e PQ sejam arcos de
paralelos entre dois meridianos, sendo o primeiro, parte do equador e o segundo, parte do

paralelo de latitude ¢.

ferm

 —

A B

Figura 4.9 Fatia do globo terrestre e representacio correspondente no mapa de Mercator.

Temos que A'B’ € o correspondente de AB no mapa plano. Temos ainda a condi¢cdo de
que distancias ao longo do equador devem ser conservadas na constru¢do do mapa plano de

acordo com a escala desejada.
Pela geometria elementar temos que 45 = R6.

Sendo f/’—Q\ de latitude ¢ ao norte, resulta que QT = R cos ¢
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O setor PTQ tem o mesmo angulo central do setor ACB, entdao o comprimento de
@ =QT 0 =R cos¢p 8 =R 6 cos¢p. Como AB = R 0 resulta que
I/D_Q= AB cos ¢. (4.1)
Na representacao do mapa plano temos a correspondéncia AB=A'B e, como nele os
meridianos sdo paralelos, entdo ;E? =AB = PQ"

De (4.1) temos entdo fTQ\ = P'Q'cos¢ e entdo

T |
PQ = PQ COS¢,ouseja
P'Q = PQ seco. (4.2)

De (4.2) podemos perceber que o comprimento de P'Q' no mapa é o comprimento de @
multiplicado pelo fator sec ¢. Como sec ¢ > 1 para valores de ¢ entre 0 e 90°, a representacio
das distancias entre os meridianos vao se expandindo do fator sec¢ e as distor¢des vao
aumentando conforme |cos ¢| tende a zero (préximo aos pélos). O préximo passo serd descobrir

como proceder para determinar a distdncia para locar as linhas dos paralelos ao longo dos

meridianos.
4.2.2 Distancias verticais também sao alongadas

Mercator percebeu que, assim como aconteceu o alongamento da distdncia entre os
meridianos, cada distancia vertical do paralelo de latitude ¢ poderia também ser esticada no
mapa com o mesmo fator sec ¢ e assim, ficariam preservados os angulos.

Como a linha de rumo corta todos os meridianos sob um mesmo angulo na Terra e o
mapa € conforme, denomina¢do dada aos mapas que possuem a propriedade de conservar
angulos, resulta que, as linhas de rumo do mapa deverdo cortar todas as verticais paralelas do
meridiano sob um angulo fixo e a curva que faz isto € a reta. Entao o segredo estava em descobrir

qual o espacamento correto entre as linhas horizontais no mapa que preservasse os angulos.
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4.2.3 O deslocamento é alongado do fator sec ¢

Seja um ponto P com latitude ¢ que se desloca de Az ao longo de uma linha de rumo e
que faz um angulo a@ com o meridiano local e seu complementar seja [ = % — a, conforme

Figura 4.10.

latitude @

Terra

¢ (AZ sen B) sec @
] B ' latitude ®

i .\_ a!nngadg__-f’

(AZ cos B) sec

Figura 4.10 Representacio do mesmo local no globo e no mapa de Mercator.

O que este deslocamento implicard no mapa de Mercator? As componentes horizontal e
vertical de Az sdo respectivamente: AzcosfS e Azsenfs. Como vimos o deslocamento horizontal é
aumentado pelo fator sec ¢ e se os angulos @ e f forem preservados no mapa, a componente
vertical também serd multiplicada pelo fator sec ¢ para preservar o angulo da linha de rumo com
os meridianos. Assim o deslocamento de Az no globo resultard em Az = Az sec ¢ no mapa,
pois:

AZ'? = Az%sen?p sec?¢ + Az? cos? sec?¢
AZ'? = Az%sec®p(sen?f + cos?p)
Resultando que Az = Az sec(¢) (4.3)
Podemos entdo afirmar que a linha de rumo no mapa plano sera retilinea e fard o mesmo

angulo a com as imagens de todos os meridianos.
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Resumindo: para se obter linhas de rumo retas no mapa precisamos preservar os angulos
do globo sobre o mapa e como as distancias horizontais na latitude ¢ no globo sdo alongadas
pelo fator sec ¢ quando transportadas para o mapa, para preservar o angulo devemos alongar os
comprimentos verticais ao longo do meridiano no mesmo fator sec ¢ na latitude ¢, o que serd
feito na proxima se¢ao.

A Figura 4.11 a seguir, extraida da referéncia [3], ilustra o processo desta transformacao
na projecdo. Em A mostra-se verticalmente um fuso do globo terrestre com dois circulos
desenhados em posi¢Oes diferentes. Em B esticaram-se horizontalmente os dois meridianos
exteriores de forma a ficarem paralelos, verifica-se ai que os circulos tornam-se elipses, ficando o
do norte mais distorcido que o do sul. Mas a projecdo é conforme, entdo ela deve conservar as
formas em dreas pequenas e desta maneira, tem se que esticar verticalmente as elipses até que
elas retomem tornem novamente sua forma inicial, ou seja, circular, representada em C. Podemos
notar visualmente que o circulo da parte do norte do setor ficou com didmetro visualmente maior
que o da parte inferior. Assim, na projecdo de Mercator a escala das longitudes € constante, mas a
escala das latitudes varia e, desta maneira, as distncias neste tipo de mapa s6 serdo verdadeiras

se forem lidas na escala das latitudes.

Figura 4.11 Projecio de Mercator e as latitudes alongadas. Extraida de [3].
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4.2.4 Como locar os paralelos no Mapa de Mercator? Prenuncios dos

conceitos do Calculo

Sabemos que quando nos movimentamos ao longo de um meridiano, a latitude muda

continuamente. Entdo o que significa alongar a distancia vertical ao longo do meridiano com o

mesmo fator sec ¢p? Como determinar o comprimento do segmento 4’P’ a partir do arco AB ?
Seja ¢, a latitude do ponto P e D(¢,) a distancia no mapa de Mercator ao longo do
meridiano de longitude 6,. Se conhecermos D (¢,) saberemos como locar este paralelo no mapa,

que corresponde ao comprimento do segmento A'P' da Figura 4.9.

—_

Inicialmente vamos decompor o arco A8 numa soma de deslocamentos elementares
Au = R A¢ com ¢ variando de 0 a ¢,. Como vimos, no mapa, cada um desses deslocamentos
deve ser aumentado pelo fator sec ¢, resultando Ausec¢ = R sec ¢ A¢. Para facilitar o
desenvolvimento, vamos considerar o raio como unitdrio. Podemos observar que conforme ¢
varia ao longo de cada meridiano, o respectivo deslocamento elementar é multiplicado por um
valor diferente de sec ¢ e, desta maneira, o deslocamento A'P' serd aproximadamente igual a
soma de todos os deslocamentos elementares.

Conforme aumenta o valor ¢ e, consequentemente, de sec ¢, as parcelas deste somatdrio
vao aumentando cada vez mais, o que resulta no aumento das distancias verticais de forma bem
mais acentuada do que nas distancias horizontais no mapa.

Se D(¢) € a distancia vertical no mapa do paralelo de latitude ¢ e tomando o maior dos
comprimentos dos subintervalos A¢; — 0, obteremos aproximagdes cada vez melhores de D(¢)

e aplicando o limite temos:

n—0o

onde ¢; € [¢;_1, P;]-

Na linguagem atual do Célculo, sendo d(¢) = sec ¢ continua no intervalo de |— %,%[ 0
limite da soma corresponde a definicao da Integral Definida.
D(¢,) = AP' == liMmax ap,50 =1 S€C P; Ap; = f0¢" secpde. (4.5)

n—oo
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Assim, se quisermos encontrar a distdncia para colocar o paralelo ¢, no Mapa de

Mercator devemos calcular a integral:

¢O
D(¢,) = f sec u du (4.6)

0
4.3 O CONTEXTO HISTORICO DO MAPA DE MERCATOR

Pode-se notar pela expressdo acima que para se plotar os paralelos de latitude no mapa de

PR s
Mercator, era necessdrio saber calcular o valor de [ sec ¢ d¢p para valores de 0 < ¢ < - » mas

como ele procedia antes mesmo de se conhecer o conceito de integral como conhecemos
atualmente? Mercator ndo conheceu o Calculo, mas ele sabia como proceder para colocar os
paralelos em seu mapa. As idéias intuitivas do conceito da integral como limite da soma, que
foram desenvolvidas somente no século seguinte por Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716)
jé estavam ali gravitando no engenho de Mercator. Naturalmente, com os recursos da época, seu
mapa continha pequenos erros na colocacdo dos paralelos € no mapeamento dos rios e
continentes, tendo em vista que sua fonte foram velhos mapas e roteiros de viagens notoriamente
imprecisos. O matemédtico Edward Wright publicou em 1599 a primeira explicagdo do Mapa de
Mercator utilizando o somatério )R sec ¢ A¢p. Por meio de sua obra, Wright forneceu a
navegagio uma tabela das aproximagdes da somatéria da integral R [ sec ¢ d¢ para valores de
¢ entre 0 a 45° em intervalos de 1 minuto.

Os gedgrafos da época que quisessem entender a construcdo de Mercator era necessario
estimar o valor desta somatéria. E muito possivel que estas estimativas partissem de idéias que
seriam sistematizadas depois no conceito de logaritmo (Napier) e nas tabelas de funcgdes
trigonométricas. Em 1620 Edmund Gunter publicou a tabela de logaritmos da tangente. Mais

tarde em 1645, Henry Bond publicou a Epitome of Navigation que trazia sua descoberta para a
integral: f0¢ secu du = —In[tg (%(% —¢)] que a época ndo foi provada, mas que teve

contribui¢cdes de mateméticos como John Collins, Nicolaus Mercator, W. Oughtred e John Wallis
que se basearam na comparacdo de tabelas e graficos. Este resultado parece ser subjacente as
estimativas de ), R sec ¢ A¢ feitas até entdo. Durante a década de 1660 Newton e Leibnitz

desenvolveram suas sistematizacdes do Cdlculo Diferencial e Integral. Em 1668 James Gregory
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provou a integral da secante anteriormente apresentada, utilizando um argumento geométrico
extremamente complicado. Nas proximas décadas ja era possivel encontrar cdlculos mais simples
de [sec¢d¢p e os matemdticos eram bastante conscientes que eles tinham que produzir a
matematica necessdria para prover de precisdo a projecdo de Mercator, considerando esta uma
tarefa importante e relevante.[13] Assim, [ sec ¢ d¢ foi um caso de integral inicialmente tratada
como soma, tendéncia dominante da época e posteriormente podemos encontrar os valores da
integral da secante através de qualquer uma das seguintes antiderivadas:

[secpdep =ln|sec p +tg |+ c
[secpdgp = —ln|tg E(g—d))” +c
[secpdgp = lnltg B(g+q’))]| +c

onde ¢ é uma constante arbitraria. (Apéndice 2)

O mapa de Mercator foi muito importante para a Cartografia e para a navegacao, pois ele
simplificou a tarefa para os navegadores trafegarem nos mares, uma vez que para se projetar a
linha de rumo, bastaria tracar uma simples reta ligando as duas localidades no mapa.

Muitas foram as versdes produzidas para o mapa de Mercator buscando precisio o
suficiente para satisfazer as necessidades das navegagdes e tudo isto foi produzido antes da

invencdo do Célculo. [13]

4.4 DEFORMACOES E OS FATORES DE ESCALA NO MAPA DE
MERCATOR

4.4.1 Ao longo dos meridianos (Mn)

Para uma projecdo cilindrica, a representacdo no mapa € retangular, com o0 eixo X
representando as longitudes e os paralelos de latitude ¢ estdo representados por linhas horizontais
de coordenadas y = F(¢). Em um globo de raio unitdrio o arco de qualquer meridiano entre ¢
e (¢p +t) tem comprimento ¢ enquanto sua imagem no mapa tem comprimento F(¢ +t) —

F(¢). Disto, resulta que
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Adistyqpe = F(¢ +t) - F(¢p) enquanto Adistg,p, = t. Em fungdo disto, o fator de escala, que

serd denotado de M,,, ao longo do meridiano no ponto de latitude ¢ € dado por:

F(¢ +t) —F()
t

= F'(¢),

que € a derivada da func¢ao altura para locar os paralelos.

4.4.2 Ao longo dos paralelos (M)

A distancia horizontal entre a representacdo das linhas verticais no mapa representando
as longitudes 8 e 6 +t é simplesmente 7. J4 no globo, a circunferéncia de latitude ¢ tem

comprimento 2mRcos¢, entdo o arco do paralelo de longitudes 8 e 6+t € um arco de
comprimento i 2rncos(¢) =t cos(¢)

Adist,apa t
M, = lim,_, —p=lim_, —— =sec
P =0 Adistgiop, =0 tcosg ¢

Entdo neste mapa retangular o fator de escala é determinado por:
. F(¢+t)—F(¢)
My, = lim,_g 20 = pr(g)
Considerando que pretendemos construir um mapa conforme, entdo M,, = M, que

F@@+)-F($) _ —
D = F(g) = sec ¢

Se considerarmos o paralelo como um segmento de reta horizontal de altura y = F(¢) e

resulta que lim;_,

dF
dé

F(¢p) = [sec ¢ dep = In|sec¢ + tg ¢)| + c, onde ¢ € uma constante de integragdo.

= F'(¢) = sec ¢ e em seguida integrar ambos os lados obtemos:

Se tomarmos ¢ = 0, teremos h =0 e ¢ = 0 e nestas condi¢des:
F(¢) = In|sec ¢ + tgd| (4.7)

Quando as latitudes estdo se aproximando de i% o fator de escala sec ¢ tende ao infinito.

O mapa a seguir ilustra as deformacOes de drea nas baixas latitudes (Antartida) no Mapa de

Mercator, tema que discutiremos a seguir.
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Figura 4.12 Mapa de Mercator com variacio de latitudes de -89,8° S e 83° N

4.5 PARAMETRIZACOES DA TRAJETORIA GEODESICA E DA
LOXODROMIA NO MAPA DE MERCATOR

4.5.1 Transformacoes do Mapa de Mercator para o mapa latitude-

longitude, para o globo e suas inversas

Com o objetivo de determinarmos as transformagdes parametrizadas da geodésica e da
loxodromia no Mapa de Mercator e no globo, apresentamos a seguir as transformagdes mapa

latitude-longitude — mercator, mercator — globo e suas respectivas inversas.

a) Funcao F que leva pontos do Mapa Latitude-Longitude para o Mapa de Mercator:

F
MAPA LAT-LONG. ——» MERCATOR

(6,9 — (G y)
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Como ja deduzido anteriormente, precisamos alongar as distincias verticais para plotar os

paralelos no Mapa de Mercator e assim a transformacao F sera:

F ¢
6,¢9) - <9,1p = J;) secu du).
Da equacdo (4.7) temos
Y = f:’ secu du = In|sec¢ + tg ¢|.
Logo
F(6,¢) = (0,In|secp + tg ¢|), (4.8)

com ¢ € ]_E'E[ e 0 € |—-m,mnl.

b) Funcio F~1 que leva pontos do Mapa de Mercator para o mapa Latitude -Longitude:

F—l
MAPA LAT-LONG. «— MERCATOR
(6,9) «— By

Temos que determinar F~1(8, ¢) = (8,1), onde 1 depende de ¢.
Partindo de ¢ = In|sec ¢ + tg ¢|

(elp)z — eZlnIsec P+tg ¢l — elnlsec d+tg ¢|?

1 $\?
(e¥)’ = (secop + tgep)? = (COS¢ + S;erlgb)

_ (1 + sen¢)? B (1 + sen¢)(1 + seng)
© cos?¢p 1 —sen?¢

_ (1 + seng)(1 + seng) _ (1 + sen¢)
" (1 +seng)(1 —send) (1 —seng)
e?¥ (1 — seng) = (1 + seng)

e? —e?Yseng = 1 + seng

senqb(ew + 1) =1-—e?

e?¥

e?¥

1—e%¥ 1—e%¥
S€Tl¢ =m = ¢ = Arc Sen (m)
V_ =¥ ¥ po—
Como senhip = —= e cosh == e

2 2 !

resultando que:
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senh Y _e‘l’ — eV _ 1—e?¥
coshpy eV + eV 1+e2¥

tghy =

Assim obtemos:
F71(6,9) = (0, Arc Sen(tgh y)), (4.9)

comlpe] Z[e 0 € l-m,ml.

¢) A composicio M = S(F™1) que leva os pontos do Mapa de Mercator para o globo

esférico:
S(F1H
F1 S
MERCATOR —— MAPA LAT-LONG. —— GLOBO
(6, %) — 6.9 —— SF(Gy))

De (4.9) F~1(0,v) = (6, Arc Sen(tgh())
Seja M(6,%) = S(F71(0,9))
M(6,Y) = (cos(Arc sen(tght/;)) cos 09, cos(Arc sen(tgh 1/1)) sen@, sen(Arc sen(tgh 1/))) )
Podemos simplificar Arc sen(tgh ), conforme segue:
cosyp = i\/m
Como a fun¢do Y = In|sec ¢ + tg ¢| entdo sua imagem estd no 1° e 4° quadrantes e

desta maneira cos Y > 0, entao:

cosyP =,/1—sen®p = \/1 — (sen(Arcsen(tgh l/J)))Z
=1 — (tghy)? =/ (sechy)? = sechp

Substituindo em M (6,), obtemos:
M(6,y) = (sechip cos 8, sechyp sen 8, tghyp), (4.10)

T T
-, =

Coml/)E] 5

[ e 0 €]-mml.



76

d) A composicio M~1 = F(S™1) que leva os pontos do globo esférico para o Mapa do
Mercator:

F(S™1

A

F s-1
MERCATOR «— MAPA LAT-LONG. <«—— GLOBO

FS'6¢) +— 6,9 T (rurams)

Como apresentado anteriormente F(6,¢) = (6, In|sec¢p + tg ¢|).
Desta maneira as composicdes M~ 1(ry,15,73) = F(§™1(ry, 15,13)) serio:

i) Parar, > 0:

M= Y(r,1y,13) = (Arc cos ( ), Insec |(Arc senrs) + tg(Arc sen r3)|>,

"
\/T'lz +T'22
comrier, # 0.

Simplificando sec(Arc senr;) e tg(Arc senrs) de M~1(ry,15,73) obtemos:

-1 _ &1
M= (ry,1y,13) = (Arc cos (m)ln )

comr > +1,2 #0, r3 = +1.

1+r3

Y, 1—7”32

De fato, como mostramos a seguir:

Tomando w = Arc sen 3

cosw = V1 —sen?w , pois w € ]—%%[ que resulta em cosw > 0.

1 1 1
secw = =

_COSW:\/l—(senw)2 _\/

1- (sen (Arc sen r3))2

1
sec(Arc senr;) = ————
v1- (13)?

senw senw senw

cosw _\/1—(senw)2 :\/

tgw =
1- (sen (Arc sen r3))2

senw

tg(Arc senr;) = ————.
RN CE

1+7r3

Logo In|sec(Arcsenry) +tg(Arcsenrs) | =In
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ii) De forma analoga obtemos M~1(ry,7,,73) parar, < 0:

15} 1+ 3
— ), In|l—
\/T'lz +T22 1_7'32

Escrevendo a funcdo M~1(r4, 15, 173) definida por partes, temos:

)

),serz >0

M 1(r,r,13) = (—Arc cos(
(A ( " ) I ‘ 1 +T'3
rcCoS | —= ), IN |——=
\/T'lz +T'22 \/1_7'32
( A ( " ) I 1+T3
—ATrCCO0S | —— |, IN |—=
k \/T'lz +T'22 \/1—7"32

comr?+12#0, 13 #+le 2 + 12 +1r3%=1.

M_l(rl,rz,'r3) = (4‘11)

>,ser2 <0

Lembrando que:
(r1,m5,13) = (x,v,2) = (cosBcosp, senbcosp, seng), c/—% < ¢ <% e—m <6<m.
A transformacdo M~1(r,7,,73) permite-nos encontrar a transformacio dos pontos do

globo para o Mapa de Mercator, com excecdo dos pontos situados no pdlo e na LID conforme

ilustra o esquema a seguir:

Figura 4.13 Extraida de [19]

Agora resta-nos determinar a transformagao dos pontos da curva geodésica no globo para

o mapa de Mercator, tema que serd abordado a seguir.

4.5.2 Trajetoria geodésica no Mapa de Mercator

Tomando os resultados obtidos em (4.11), determinamos a seguir a fun¢do que descreve a

curva geodésica no mapa de Mercator.
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Limitaremos nosso foco a estudar as curvas geodésicas situadas em duas regides do globo,
uma parar, = 0eaoutrar, < 0,queequivalead < <me-mn <6 <0.
Uma parametrizacdo da curva geodésica € determinada por meio da composi¢io
G(t) =F(S _1(c(t)), onde c(t) €é a parametrizagio do grande circulo em
t € [0,Arc cos(P;, P,)].
<Arc cos ( 210 > In ‘—1 10
a@®?+ 60 W1-¢®?

(—Arc cos( a® > In 1+—C3(t)
a2+ W1-c®?

>,se c(t)=0

G(c1(t), ca(t), c3(t)) = , (4.12)

),se () <0

com c;(£)% + c,(t)? #0ecy # 1.

A expressio (4.12) estd bem definida, exceto para ¢; (t)? + c,(t)? = 0 e neste caso sendo
c1(t)? + ¢y ()% + c3(t)? = 1 resulta em c3(t) = +1, ou seja, nos pélos.

Retomando o exemplo tratado na subse¢do 3.3.3.2 das trajetdrias entre Calgary — Londres
— Campinas, utilizamos as func¢des paramétricas deduzidas (4.11) e (4.12) para plotarmos as
curvas geodésicas(vermelha) e a loxodromicas(azul) nos dois trechos e mais a frente

apresentaremos o cdlculo da distancia nos dois tipos de trajetérias € uma comparagao entre elas.

/s
1

Figura 4.14 Curvas geodésica e loxodromica das trajetorias Londres(A) - Calgary (B) e Londres(A) — Campinas(C).
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Nas trajetorias de Londres para Calgary, pode se observar que o caminho pela loxodromia
segue em direcdo constante, cuja representacdo no Mapa de Mercator é uma reta. Ja pela
geodésica o trajeto atravessa o sul da Groenlandia, o nordeste do Canadd e finalmente chega a
Calgary situado no sudoeste deste pais. Qual trajetéria tem a menor distancia? Pelo aspecto
visual, a priori, parece nos indicar pelo primeiro caminho, mas na realidade, a segundo que nos
fornece a menor distancia e isto ocorre em funcdo da deformagdo que a curva sofre no mapa de
Mercator. Na figura a seguir, buscamos tragar as duas trajetorias de Calgary — Londres, a azul € a
loxodromia e a vermelha a geodésica. Na proxima subsecdo apresentamos qual a diferenca entre

as distancias ao percorrermos as duas trajetdrias.

Figura 4.15 Trajetoria geodésica (vermelho) e a loxodromia (azul) de A, a A,.

Com o objetivo de situar no contexto histérico possivel pratica da navegacdo ocorrida
algumas décadas antes do tempo de Mercator, construimos uma trajetéria hipotética pela
loxodromia conforme Figura 4.16 simulando um possivel caminho percorrido pelos navegadores
no descobrimento do Brasil em dois trechos: de Lisboa a Cabo Verde e posteriormente de Cabo
Verde ao Brasil. Fizemos uma descoberta muito curiosa. Constatamos que a inclinacdo da reta
que nos fornece a linha de rumo entre Lisboa e Cabo Verde é de aproximadamente 28°. Ja no
segundo trecho, hd um pequeno desvio de aproximadamente 1°42° em relagdo ao primeiro trecho
e que prosseguindo nesta nova linha de rumo resulta no local que avista Monte Pascoal em Porto
Seguro no Brasil. Acreditamos que isto também mostra indicios de que o “achamento” do Brasil

nao foi ao acaso, conforme apontado por vérios historiadores, pois a rota parece ter sido orientada
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por uma linha de rumo, isto é, uma direcdo constante com os meridianos, o que pode significar
que esta técnica de navegacdo ja era conhecida pelos navegadores antes mesmo da invencao do
mapa de Mercator, pois conforme o relato em [16], o fato da imagem da loxodromia no mapa ser
uma reta ja havia sido observado e estudado antes pelo matemdtico portugués Pedro Nunes

(1502-1578).

Figura 4.16 Trajetéria hipotética percorrida pelos navegadores no descobrimento do Brasil.

Outro trajeto que esbogamos também foi o de Manaus — Brasilia, trecho em que ocorreu o
acidente aéreo em 2006 entre o Boeing 737-800 da GOL linhas aéreas e o Legacy N60OL de uma
companhia americana. Plotamos a ortodromia e a loxodromia entre as cidades e, constatamos que
o ponto onde ocorreu o acidente das aeronaves na Serra do Caximbo no Pard estd praticamente
alinhado com a loxodromia, dando indicios de que os avides estavam voando proximo da linha

de rumo, possivelmente rota do trafego aéreo a diferentes altitudes neste percurso.
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Local da Queda

Figura 4.17 Rota Manaus — Brasilia pela loxodromia e pela geodésica no mapa de Mercator.

Como ja mencionado anteriormente, todo mapa sofre algum tipo de distor¢do, seja no
angulo, na drea ou no comprimento. Em especial, na projecio de Mercator, se tem a vantagem
dela ser uma projecdo conforme, ou seja, sdo preservados os angulos do globo terrestre, no

entanto, o comprimento e a drea nao sao preservados.

4.6 A PROJECAO DE MERCATOR PRESERVA ANGULO

Assim como a projecdo estereografica abordada na secdo 2.10, a projecdo de Mercator,
também € conforme. Da mesma maneira como procedemos anteriormente, para mostrar esta
propriedade usando a geometria diferencial, utilizaremos a parametrizagdo da esfera (4.10) para
determinar a matriz de sua primeira forma fundamental, mostrando que esta é multipla da matriz
identidade. [9]

A funcio paramétrica M: R? — S2 ¢ dada por:

M(6,y) = (sechipcosh, sechpsend, tghy)

Precisamos da matriz da primeira forma fundamental de M (60, v):
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(M(H’IP)BIM(HI 1!’)9) <M(91 lp)e’M(e’lp)lp)

(M(BJ l/))g,M(e, lp)@) = SeChZ ll}
(M(BJ 1/))1/“M(9; l/))lp) = SeChZ ll}
(M(6,9)g,M(6,)y) =0

F[:

P sech* 0 ’

b 0 sech®y |
Fazendo k(1,0) = sech?®1 , temos:
F o= k(p,6) 0 |

= 0 k(y,0)

F=kw.o |

Portanto, a projecdo de Mercator é conforme.

4.7 DEFORMACOES DA AREA NO MAPA DE MERCATOR

No comprimento, o mapa de Mercator sofre deformacao nos meridianos e paralelos do fator
M, = M,, = sec¢, onde ¢ € a latitude do ponto em que estamos fazendo a medida, tomando o
raio do globo como unitario. Comentamos a seguir a deformacdo que ocorre na édrea.

Para determinar a distor¢cdo de drea, tomamos a drea de uma pequena regido no globo e
comparamos com sua drea na imagem da regido no mapa. A razdo entre estas duas dreas € um
razoavel caminho para comparagdo, assim:

Area no mapa

M, = distorc¢ao da area = - (4.13)
Areano globo

Na realidade, estas distorcdes serdo diferentes nas regides que circundam cada ponto do
globo e desta forma, ela deve ser calculada localmente para pequenas regides, por isso &
necessario considerar o elemento de area do globo e do mapa. Para que um mapa represente todas
as dreas corretamente, a razao (4.13) deve ser igual a 1 em todos os pontos, como ocorre nas
projecdes cilindrica e azimutal de Lambert, nos Mapas de Gall-Peters e de Mollweide e na
projecdo sinusoidal. [8] Na pratica, o que ocorre € que se trabalha numa determinada escala para
produzirmos uma versdo menor da Terra e entdo, afirmar que um mapa conserva a drea é dizer

que todas as dreas estdo numa mesma proporgao.
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Elemento de area no globo esférico

Vamos considerar uma regido da superficie esférica coberta por um grande niimero de
blocos bem pequenos (infinitésimos).

Deduzimos anteriormente na equacgao (4.1) que o comprimento de um paralelo é R cos ¢, .
Tomando um elemento de drea de um ponto situado entre dois meridianos de longitude 6 e
0 + A0 e, entre os paralelos de latitudes ¢, e ¢, + Ag, temos a drea:

Apiocogiobo = RAO R cos(¢p, + Ag)
Fazendo A¢p — 0
Apiocoglone = R*cosg, AOAP (4.14)

Elemento de area no Mapa de Mercator

Para determinar a distor¢do da drea num dado mapa, temos que comparar as dreas dos
blocos do globo esférico quadriculado com as imagens das areas destes blocos no mapa. No caso
do Mapa de Mercator, as imagens destes blocos sdo retangulos e, como as linhas dos meridianos

sdo mostradas verticalmente e estdo igualmente espacadas, entdo a largura de qualquer retangulo
¢

. . . . (ot
formado entre dois meridianos é A e a altura € | ¢ sect dt.
o
$o+Ad
Abloco —mercator — A6 f sectdt,
b0

. +A e e
podemos minorar f(:" ¢sec¢ d¢, como estamos trabalhando com infinitésimos, esta
o

minoracdo € também uma aproximacao linear, ja que a diferencial da fungdo f0¢ sec(u)du em ¢,

é dada por d (f:) secu du) (¢,) = sec (¢,) d¢

Abloc o—mercator — S€C ¢o A9A¢ (415)

Diante das areas do elemento de drea (4.14) e (4.15), a deformacgdo de drea no Mapa de

Mercator calculando a razao (4.13) é:

Abloco —mercator — sec d)o A6A¢
Abloco —globo RZ COS¢0 AeAd)

MA=

2
Abloco —mercator sec d)o
MA = =

(4.16)
Abloco —globo R?

Supondo o raio unitdrio entao M, = sec’¢p
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Para exemplificar, no equador onde ¢ = 0 My, = 1, entdo no equador o mapa nao sofre,
no limite, deformacdo de drea, ou seja, dreas de regides pequenas situadas proximas do equador
nao sdo quase deformadas. Seguem na tabela abaixo, valores do fator de deformacao da drea para

alguns valores de ¢.

Latitude ¢ (em graus): Fator de distorcao de area(My):
0 1
+45° 2
+60° 4
+80° 33
+85° 133

Este resultado explica matematicamente as razdes pelos quais neste mapa paises situados
em altas latitudes sofrem tantas deformagdes. Um exemplo freqiientemente citado é o da
Groenlandia que, quando representada em uma projecdo de Mercator, aparece maior que a
América do Sul situada proxima ao equador, apesar desta ultima ter drea oito vezes maior que a

primeira, conforme ilustra a Figura 4.18.

%,

f"“f S

Figura 4.18 Mapa de Mercator com destaque na América do Sul e Groenlandia.
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Observe as regides destacadas no Mapa de Mercator da Figura 4.19 a seguir:

O que se pode dizer ao comparar a drea da Africa e América do Norte? E a da América do
Sul com a Antartida? Visualmente, a América do Norte parece bem maior que a Africa, assim
como a Antartida em relacdo a América do Sul, no entanto, observando os valores da tabela das

areas a seguir, pode se constatar que nao € isto 0 que ocorre.

N
\2/@

et

L1

/’“f AN

Figura 4.19 Mapa de Mercator com destaque a América do Norte e do Sul, Africa e Antértida.

Regiao Area em (milhas quadradas)
Africa 11.687.188
América do norte 9.357.294
América do sul 6.880.638
Antartida 5.100.023

Dados extraidos de [23].
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4.8 DISTANCIAS GEODESICAS E LOXODROMICAS

Na subsecdo 2.4.3.2 mostramos como determinar a distdncia geodésica entre dois pontos
no globo conhecidas suas coordenadas geograficas por meio da equagdo (2.7). Ja para obter a
distancia loxodromica precisamos inicialmente encontrar uma funcdo da reta no mapa de
Mercator:

As coordenadas dos pontos sdo afetadas pela fungdo F(O,¢) = (0,9 = In|sec¢ +
g @) e, assim sendo, a equacdo parametrizada da reta loxodromica passando pelos pontos de

coordenadas (6y,14) e (8,,,)é dada por:
_ Yo—1q
r(6) = (0.52226 + )
Precisamos da fung¢do paramétrica da curva que representa esta reta no globo, entdo

fazemos uma aplicacdo y(6) = S(r(6)).

y(0) =5 (0,520 + ),

Yo=Y
6,—61

y(0) = S(0,p6 + Y1) = (cos 0 cos(pb + Y1),sen 0 cos(pl + Y1), sen(pb + Y,) ).
Fazendo y(0) = (x(60),y(0),z(6)), teremos que y'(6) = (x'(0),y'(6),z'(0)).

chamando p =

x'(0) = sen 6 cos(pf + ;) + cos 6 % (cos(p@ + 1/11))
y'(8) = cos 0 cos(ph + ;) + sen 6;—0 (cos(p@ + 1/)1))

, d
z(0) = @(sen(pe + zpl)).

Obtido y'(#), a distincia entre dois pontos P; e P, no globo na curva loxodrdmica serd
determinada por:
62
b, =R [ @l ao,
01
onde R € o raio da Terra.

Outro modo de encontrar a distdncia na curva loxodromica € o seguinte:
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Seja 7(t) a equagdo paramétrica da reta do Mapa de Mercator que contém os pontos de
coordenadas (x1,11) e (xz,5):
#(6) = (1, 1) + t( (e P2) — (x1,91))
F(0) = (o1 + ¢ (xg — x1), 1 + (P2 — Y1),
com Y = In|sec ¢ + tg ¢|).
Fazendo a(t) = x; +t(xy —x1) e b(t) =y, +t(Y, —P;) teremos que a equacdo
paramétrica da curva no globo sera:
7(8) = S(a(t), b(6))
7(t) = (cosa(t) cosb(t),cosa(t) sen b(t),sen b(t)) .
Determinando 7'(t) e ||]7'(9) ||, podemos determinar a comprimento da curva no globo,

que corresponde a distancia procurada:

LP1P2 =R f()l”y,(t)” dt .
Como as coordenadas da linha de rumo envolvem combina¢des de func¢des logaritmicas e
trigonométricas, para o cdlculo aproximado do trajeto loxodrémico utilizamos o computador.
Implementamos no Mathematica as expressdes para o calculo das distancias dos casos a)

Calgary — Londres; b) Londres — Campinas e obtivemos os seguintes resultados:

Localidade A: Localidade B: Distancia aproximada | Distancia aproximada
pela Ortodromia (km): pela Loxodromia (km):

Londres Calgary (Canada) 7031 7927

(Reino Unido)

Londres Campinas (Brasil) 9501 9531

(Reino Unido)

Para trajetdrias situadas proximas do equador, a loxodromia e a geodésica praticamente se
confundem, no entanto, para grandes travessias, principalmente em altas latitudes, a diferenca de
distancias pode ser significativa. Podemos verificar esta diferenca no primeiro trecho hda uma

diferenca de aproximadamente 896 km.
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Implementamos no Mathematica as situacdes (A) e (B) da Figura 4.20 para plotar os dois
tipos de trajetdrias no globo, onde a geodésica estéd representada em vermelho e a loxodromia em

azul, prolongamos esta tltima em preto para obter a espiral esférica.

(A) (B)

Figura 4.20 Dois exemplos ilustrando as trajetorias pela loxodromia e pela geodésica.

Finalizamos assim nosso estudo sobre a matemadtica envolvida em duas maneiras especiais
de caminhar sobre o globo terrestre, pela geodésica e pela loxodromia e suas respectivas

representacdes no mapa.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho desenvolvemos um estudo buscando compreender a geometria da esfera
retratada nos mapas, focando em especial, as trajetérias no globo terrestre pela geodésica e pela
loxodromia.

Para isto, trouxemos para este trabalho os referenciais cartograficos e geograficos, um
estudo da geometria da esfera e dois tipos de mapas cilindricos, 0 mapa cilindrico eqiiidistante
meridiano, que corresponde ao sistema de coordenadas geografica latitude-longitude e o Mapa de
Mercator. Para este dltimo abordamos seu aspecto histérico, as propriedades, as deformacoes, as
parametrizacOes, sua aplicabilidade e um comparativo entre a loxodromia e a curva geodésica
neste tipo de mapa.

Utilizamos neste trabalho o Programa Mathematica para a implementa¢do computacional
das curvas nos mapas e no globo, embora seja possivel o uso de outros softwares, no entanto, em
funcdo do tempo disponivel para o desenvolvimento deste trabalho, deixamos como uma
perspectiva futura.

Para o desenvolvimento deste trabalho, além dos conceitos e propriedades matematicos e
dos recursos computacionais envolvidos, tornou-se necessario buscar compreender, no limite de
nosso estudo, o contexto de outras areas do conhecimento, como a Cartografia, a Geografia e a
Histéria o que resultou num trabalho interdisciplinar, que para sala de aula é bastante
interessante, pois permite entrelacar as dreas e superar a forma fragmentada como sao tratados os
contetidos nos cursos.

Como perspectivas futuras, pretendemos socializar e divulgar este trabalho em forma de
semindrio e/ou mini-curso em eventos da area e utilizd-lo nas aulas de graduacdo como
motivacdo e aplicacdo do Cdlculo, bem como, nos disponibilizar a orientar trabalhos de
conclusdo de curso na graduacao com foco nesta temdtica. Temos ainda intengdo de participar de
projetos que se proponham a elaborar material para o ensino envolvendo a Geometria do Globo
Terrestre.

Além disso, almejamos realizar um estudo sobre a influéncia da variacdo dos parametros

0 (longitude) e ¢ (latitude) na aproximacao entre as curvas geodésica e loxodromica.
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APENDICES

A - Projecao Gnomonica

Este tipo de projecdo provavelmente ja era conhecida por Thales de Mileto cerca de 600
a.C. A projecdo gnomonica utiliza como superficie de projecdo um plano tangente a superficie da
Terra, cujos pontos sdo projetados geometricamente, a partir do centro da Terra.

Este tipo de projecao apresenta todos os tipos de deformacdes, ela ndo € eqiiidistante, nem
conforme e nem equivalente. As distorcdes sdao grandes, as formas, as distancias e as dreas sdo
muito mal representadas, a ndo ser nas proximidades do ponto de tangéncia. A projecdo
gnomonica tem a propriedade de representar todos os circulos mdximos em linhas retas e assim
os meridianos, aparecem como linhas retas. Ja os paralelos, exceto o equador aparecem como
linhas curvas. Neste tipo de projecdo, como em todas as projecdes azimutais, os azimutes a partir

do ponto de tangéncia sao representados sem deformacoes. [3]

Figura 4.21 Projecao Gnomonica. Gerada no Mathematica. Autor Eric W.Weisstein.



B - Avaliando [ sec¢ d¢

B.1) Provando que

fsecx dx = In|secx + tg x| + ¢

e A Forma Usual

(secx +tg x)
fsecx dx = fsecx — = dx
(secx +tg x)

fseczx + secx + tg x
x

secx +tg x
Fazendo mudanca de variavel:
u=secx +tgx

du tg x + sec?
— = SecXx X Ssec~x
dx 9

Substituindo na integral:

du
il Inlul + c = In|secx + tg x| + ¢

fsecx dx = In|secx + tg x| + ¢

, onde ¢ € uma constante de integracao.

e Por Fracoes Parciais

dx
jsecx dx =J
CcoS X

Multiplicando o numerador e denominador por cos x

f Cos x f COS X cos x p
x=|——— dx= x
cos?x 1— sen?x (1 + senx)(1 — senx)

As fragdes parciais de
1 A B

= +
(1+senx)(1—senx) 1+senx 1-—senx

1=A(1 - senx) + B(1 + senx)
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Para x = -
2
1=2B B L
= —3 = —
2
Parang—n
2

1
1=24 = A=—
2

Substituindo na integral, obtemos:

fsecxdxzfcosx[ 1/2 + 1/2 ldx

1+senx 1-—senx

f J _1j‘ CcoS x P +1f cos x d
XX = Tt senx X7 2) T—semx ¥

Fazendo a mudanca de varidvel:

u=1+senx z=1—senx
du dz
a=cosx a=—cosx
1(du 1(dz 1 1
fsecxdxzi o 3|57 Elnlul—iln|z|+c

1 1
=§ln|1+senx| —Elnll—senxl +c

1 |1+ senx|

= _p—_——"""
2 |1—senx|
1+ senx 1+ senx
==In |+c
2 1—senx 1+ senx

(1 + senx)?
1 — (sen x)?

1 [(1 + senx)?
= ln|——
2 cos x2

(1 + senx)

=1
n (cosx)

jsecx dx =lIn|secx +tg x| =c¢
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B.2) A forma de Gregory(1638-1675)

Buscaremos chegar a

fsecxdxz —Intg E(g—x)] +c

Retomando as relag¢des trigonométricas:

sen(26) = 2 senf cos 6 que resulta sen () = 256’11%9 cos % 0

Por outro lado cos 6 = sen (% — 9)

sen (g — 9) = 25611%(% - 6) cos1

T _9)

2
Entao:
[seorax=[tn= [ —7—- .
secx dx = x = =
T
Ccosx sen (7 - x) 256"7 (7 - x) cos» (7 - x)
Setomarmosy=%(%—x) Z—i=_%
2dy 3 fseczy
seny PR
2_cosy cos®y gy
Chamando u = tg y teremos Z—; = seczy
sec’y T
[ = —tnltg 1+ = ~tnfeg (5-x) +]
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