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INTRODUGCEO

Um dos tépieos mais importantes da Estatistica Multiva-
riada, ¢ apresentado com o titulo de Anidlise Discriminante ou
Discriminacic e Classificagfo, cujo interesse principal ¢ alocar
um individuo{objete) ou um grupo deles em uma das categorlas,
grupns ou  pepulacfes  concorrentes, Também, wovs critérios de
diserimina¢®o adotados, frequentemente, s3c utilizados para a

redugio de dimensioe do prablema estatistico.

A classificag3c consiste na identific2gdo da categoriz
o grupo ao gual pertence © novo indlviduo, levando em
consideracio as =suas garacteristicas observadas. Quando taisz
caracteristicas sio nedl¢des numéricas a designagio acs dgrupos &
chamada discriminagfo = a2 combinag¥o das medig®Bes recebe o nome de
funciic discriminante. Maiz especificamente, na digcriminagcio
tenta-se descrever de maneira grafica (em duas ou trés dimensdes)
ou algebricamente mediante fung@es chamadas diseriminantes, os
agpectos diferenciais dos individucos ou objetosm de varias
popul agdes. Quande alsd fungiol®es) de digeriminagio sdo lineares
o que e tem s%o combinac®es das variaveis originals que,
ezcal hidas convenientemente, podem providenciar infcrmacﬁd
importante. Também, tais combinagBes simplificam a estrutura da

matriz de covariincias facilitando a interpretagio dos dados.

Em muites casosz assume-ge a existéncia de um numero
finito de populagBes a umz das quais pertence o individuo, =zendo
gque cada popul acZ%o & caracterizada pela distribuig¢io de probabili-
dade de suaz medidasg & uma observagfio ¢ um valor amostral de uma
descas populacglies. Portanto, o individuo a ser classificado &

considerado como uma obzervagfo aleatdria de uma das popul agtes.



Cabe notar gque em algumas situagdSes, as distribuiglies de
probabllidade das populac#es s¥o consideradas conhecidas de ini
¢io, em outras situag@es a forma da distribuigico de prababilidade
das populacBes & conhecida mas os parametros s#o desconhecidos,
entio, tomam-se amostras dessas popula¢®es para estimar as quanti-

dades desconhecldas.,

Oz métodos maie utilizades em problemas praticos de dis-
criminacio = claQSIfiqa¢Ea 230 o de Figher (Fisher, 18363, o de ra
z¥o de verossimilhangas e o de Bayes ( Anderson,1958 3, que produ-
zem funeBes de discriminagZc lineares (caso homoscedasticod ou

quadraticas Ccazo heteroscedasticod) nas medigSes do individuo a

ser classificado.

No contexto do problema de discriminagZoc e classificag8o
e tomando a ldéia de Flury (Flury, 19833, o objetive do presente
trabalhe & propor um nove nétodoe de discriminag@o baseado na
comparag®o das matrizes de covariancias para duas populag@es

multivariadas de dimensZe p, que conduz a uma fung3o discriminante

a partir da qual pode-se estabelecer uma regra de classificagio.

0O metodo proposto sempre  fornece duas combinagBes
lineares - das compenentes de individuo a classificar. que podem
zser utilizadas em representac®es graficas e redugfo de dimenszo do
problema, toda vez gque as matrizes de covariancias entre as duas

popul agBes forem diferentes.



A conclusfo do presente trabalho ¢ que, comparado com ©
método de classificacio por quociente de verossimilhangas, no caso
de populagBes com distribuigBes de probabilidade normais de
dimensZe p=3 o método proposto apresenta vantagems e desvantagens,
e, em p=2 eles parecem ser equivalentes. As popul agBes foram

cimul adas pelo método Monte Carlo.

Sugere-se que o método proposto zseja u=ade como
complementar, que poderia ajudar numa melhor classificagiEo & num

mel hor entendimente do problema.

O trabalho estid dividide em 4 capitulos. 0O capituleo 1
contém os resultiados de uma pesquisza bibliografica sobre regras de
classificagiov e as fungSes de diseriminagio em populagdes
homoscedasticas. Além disso, apresentamos o© novo critério de
classificacia baseado nas estruturas de covariinecias das
popul agtes concorrentes. O problema de digseriminagcico e a nova
proposta para popul aclies normalis heteroscedasticas sED
apresentados no capitule 2. No capitulo 3, usande amostras de
popul a¢Bes normais de dimens¥c p=2 e p=3 geradas por processc de
simul acio Monte Carlo e com um exemplo de aplicagZo, avalia-se o
desempenho do métode de discriminagdo proposto.  As  conclusdes
obtidas do estudo de simulacino e do exemplo s3o apresentadas no

capltulo 4.



CAPITULO 1

O PROBLEMA GERAL DA DISCRIMINAGCAO

1.1 INTRODUCAO

Sejam ]’!1 ﬂz as duas populag@ies ou clasces de objetos e

E’“p=(xigh ..... .x:gb, g=1,2 um vetor aleatdrio com valores em
®RF contendo mediéées doe jndividucs de eada uma das populagties. Os
val ores obzervados de gﬁp diferem de uma classe & outra e através
de suas medidas construiremos uma regra para <lassificar um novo

individuo =z de_mp em uma das duas popul ages.

Na construcZe de uma fungE3o de di=zeriminagio, a
suposicio de igualdade das matrizes de covarl Ancias das popul agBies
concorrentes(homoscedasticidade) & uma suposig3o muito forte e as

vezes n¥o satisfeita nas aplicagBes praticas.

Sobh a suposigfo de homozcecdagticidade obtém—-se uma
funcBc linear, no entanto, quando a suposicio de homegeneddade de
matrizes de covariancias nfo pode ser feitalheteroscedacticidade),

a fungio discriminante contém termo quadratieco.



1.2 Regras de Boa Classificagio

Em principio, i ndependent.emente da condl 8o de
homescedasticidade ou  heteroscedasticidade das matrizes de
covariancias das duzs populac@ies, nos preblemas de clazsifica¢io
eztamos sujeltos aocs possivelas erros de classificagio, isto &,
alpcar um individuo a2 certa popul agfo dguando na realidade pertence
a uma outra pepulagio. Portanta, na construgfo do proced) mnto cier .

clazs=ificagio procuramos aquele que minimiza o custo esperado de

m& classificagio.

Podemos pensar de uma observagcfio come um ponto no espagco
de dimen=fo p. Dividimos tal espage em duas regides disjuntas Ez
e R, (R U R, =RF D. Se a observacio # pertence a R &
clas=zificada como procedente de ]’iJt e =e pertence a Rz’ camo

procedente de l‘!z. ou s=ja;

com B UR= RF e R AR =0
i 4 i 2

As popul acBes l'lzl [= !'12 est¥o caracterizadas pelas fungedes

de densidade Tiﬁ 2 e sz #2, respectivamente.

Em tode processo de claszsificagfco temos assoclado o
custom, dado que, gquando alocamos um objeto em 1'[1 sendo que ele
perience a H2 ou alocamos am ﬂz dade gue procede de 1'11. estamos
cometends um erro que tem um determinado cuzsto. Tais custos podem
ger medidos em qualguer unlidade porque o que importa ¢ o gquociente

entre eles.



Claramente, um bom procedimento de classificagio ¢

aguele que minimiza © custe de ma classificacgdo.

' Nos iniciaremes agora o procedimento  do problema de

diseriminacZo e claszificagZo envol vendo duas categortias ou

popul ag&es, para o qual necessitamos da notagHo:

g= 1,8 i=1.,a

Ceisjd

PCisj, RD

rii, B2

i=1,2 i @

Func@es de densidade de probabilidade

correspondente & popul agEo ng,

Regities de classificacic correspondente

A populagio Rg.

Denota uma regra de classificagiEo

particular.

Custo de classificar erradamente a

observagic 2 da popul a¢io 11 em IL.
| -

Probabilidade condicicnal de classificar
uma observagio de ]Ti em HL. segundo a

regra R.

Probabllidade a priori de obter uma obser

vagio da popul agHEo ﬂg-

Risco o©u perda esperada quando uma
obzervag¥o da populagio nj & classiflca

da em TI.
T



P(z ser classificado corretamente)=PCg/g.E)=J fg{:pd:‘c.

R
g

P(ég ser classificado inccrretamente)=PCi/j.E)‘=I I‘j{@dn.
r

i

P
onde, dx =dx die_..dz = J] da,
1z p 0, b
PCz71,F2=1 - P{171, KD PCi-2,B)=1 - Plz-2,RD
<32
rCl1,RB)= Cl2-10PC2-1, KD r{z,RO=CC1/2DPC1r2,RD

DEFIMICAD 1.1 0 custe esperado de ma classi ficag®o

CCEM) da regra R ¢& definido como 2a Soha dos produtes da
probabilidade de uma chservacXZe pertencer a uma determinada

popul agio pela perda esperada da mesma. Cu seja:

O procedimentc que minimiza £4) ¢ chamado Procedimento
de Bayes para d < q2 dados. Tode procedimente de Bayes ¢

admicsaivel, isto &, na classe de procedimentos R n3o evicte outro

mel hor que =le.



DEFINIGAO 1.2 A Probabilidade total de ma classifica-

cagZo (PTM) da regra R & delfinida como:

PTM = PCE cer classificado incorretamente em l'I1 ou sz

= q‘F’czfx y RO + q2P¢1/2 B

= 1[E2f1¢53dn + qugifzchdx

1.3 PROXCEDIMENTOS DE CLASSIFICAGAO EM UMA DE DUAS
FOPULACOES coM DISTRIBUIGBES DE PROBABILIDADES

CONHECI DAS

Quando as distribuig@es de probabili dade =Xo conhecidas

devemos usar tal informagio na  construgdo das regras de

clazsificagio.

Vamos voltar ac problema de escolher as regides Ri e Ez

tais gie o CEM (4D seja minima.

Dada a regra R, de (43 temos:



=CC 2 13 FC 2,4, RO q1+cc 1-23PCar2, R q,

=‘q=l CCzr 1) JR2f1¢£>dx + q, CC1.r2D ngfzcxydx

CEM = q, CC 21D {1 - JE ffg)du ] +q, CC1..2D J-R fztgx:!ae
i 4

= q, Clz-10 +q2 CCar2d Jgifzcgndn - q, CC2-10 J‘R‘i‘icg:dx
CEM = q, Clzs1d + I [qz Cld.722 fzc:p - qfl(zn) I‘ic:rg]dn
|4 (6D
F1

A expressio (6) ¢ minimizada

guando a regiieo E1 &
escalhida de tal maneira que:

iR

&R!. Se & s% Se

q. CCer2d £ ) - q CC2s4) £ C#) =0
2 2 ~ ] 1~

ou equivalentemente:
£ Cad q CCi-23
T~ 2

7
=

f Cxd = g CCzrd
z ™~ i

Assim, a regra que minimiza © custe esperado de mi

classificacZc & dada pele seguinte teorema:



TEOREMA 1.1 - Se q, 49, sdo as probabllidades a priori
de e retirar uma observag®o da populagfo ﬂ1 com densidade f;(g) =
da popul agio ﬂz com densidade f2C£j. e =a o custo de classificar
uma observaglo de l'l1 como de nz & CC2r10 e uma observagio de Hz
como de ﬂi & Clarzd), ent3io as reglBes de classificagio Ri e Ez

definidas por:

E1 f'ic_a:u?.) S q, Clir2d
T Cxd = g CCzeD
2 ~ 1

Ez f1C53 ) q, Cler2Dd
fZCED 9, CCz2r1D

minimizam o custo esperado de m& classificagcEo.

Cutro procediments que conduz ac resultado (7)., ¢ aquele
que aloca x No Jgrupo <om majlor probabilidade a posteriori, onde
consideram-se custos C{i”}) unitarios.

Sejam :

PCHifED : Probabilidade a posteriori da observagio X

pertencer a populaclo n{

Pcnzf£3 : Probabilidade a posteriori da observagfo X
periencer a populagio Hf

10



E pela Regra de Bayes, lLemnos:

PCY e 1D PCY ~ X &1 5

1t

PCIT XD
g Pt

EpPcX e PCY /X el D
E ~ g - ~ g
R

T ca
qg g

T eyt £ coey
C{j 1~ q2 2~

i

c8)

Para um valer observado # minimizaremos a probabilidade
total de mi& claseificacio alocando-o na popula¢io que apresenta

maior probabilidade a posteriori.Ou seja:

T (» £ ta:
qi 3 -~ q2 z
f ¢y + T ¢ £ oceer 4+ f an
q1 t ™~ qz 2~ q! 1=~ qz 2~
) = - {2
“ fi"‘x“) ., I:a-v
casa contrario, alocar em ]'I? ca

Apresenta-se também a regra que esti baseada na maAXima
verossimilhanca, segundo a apresentagcfZo feita por MARDIA, KENT E
BIBBY (197492, mediantie a definigZo 1.4. Freviamente definiremos o

conceito de fungZo de verossimilhanga.

DEFINIGAO 1.3 Seja Ei, U uma amostra aleatdria de

RS

tamanho n da populag¢ic [1 cuja fungio de densidade de probabilidade
& fCx,d=fCad onde & & o vetor de parimetros. A fungio de

verossimilhanga para toda a amostra definida por:

T
LCQ,Ei. . .fzh}f n rc gi.gb & uma fungic do parametro &.
iz 1

11



DEFINIGCAO 1.4 Setam Il1 e Hz duas populagBes p variadas

com funges de densidade f}?g) @ f2F§3 , a regra de discriminag3o

bazeada na maxima verossimilhanga aloca ¥ para uma das popul acBes
n1 ou ﬁz para a qual 2 tem maior fungio de verossimlilhanga, ou

seja:

Alocar » em I'I1 quando
L = L o
1~ z e~
ou seja, quando
f1C§D > 1 €100
T _Cad
zm

casao contrariea, alocar em ﬂ2

e e e et e . Al B b e A TS o e o o e i R e e W B e e i L L e e e S o T

Observamos que & regra (102 & eguivalente a regra gue

minimiza o CEM com custos e probabilidades a priori iguais.

Em algumas situagBes as categorfias ou popil acBes estie
especificadas de antemfio, no sentido de que as distribui ¢ces de
probalilidade sZo completamente conhecidas. Em outros casos, =6 a
forma das distribulg@es de probabilidade s3o conhecidas e tém-ze
que estimar os parametrés popul acionaig, para o que USamos

resul tades amostrals de tais popul agBes.

Antes de fazer a apresentagfio da nova proposta de classificagio,
& conveniente fazer uma recordagio da regra de discriminacio
linear proposta por Fisher (18360, e aprezentaremnos também 2 regra

de discriminacfo para popul ag@es normnais homoscecdasticas.

1z



1.4 METODO DE FISHER PARA DUAS POPULAGOES.
1.4.1 PARAMETROS CONHECIDOS

Considere 1'!1 e I'Iz duas popul agBes em 13 e

X"QECX:mj;gt...,X;QB um vetor aleatério de ﬂg ) f;za

fungdes de densidade de probabilidade associados a Hg. g = 1.2,

A técnica de Fisher (19352 conziste em determinar a
combinacio linear das coordenadas de # que maximiza o quadrado da

distincia entre azs médias das combinaciies dos dois grupoes relativa

A sua varidncia.

Sefam:
[ car ]
m
) 1
M =EZA) = ECX S TR DA . Valor esperado da
Lol P g -~
Cqr variavel aleatdria
m Y,quanda X « I .
p ~ ~ g
L A
€11D
Vg= E(X - %QKEE - gg)' matriz de cavarifncias da

popul agcdo Hg. g=i, 2.

com V1 = Vz = V positiva definida.

A regra de classificagBo de Fisher {(Lachenbruch,975;

Jolhnson & Wichern, 1982 3 ¢& :

Alocar = na popul ag¢aa Hi qgquando:

2’V M - M) -~ L ¢eM + MOV IM -MD> 20
- g n.-z 2 Mi - —~yq .

caso contrario alocar em Hz 12>



1.4.2 PARAMETEQOS DESCONHECI DOS

Se jam:
(g o q?
X X .. X amostra aleatdria de I
~ 4 ~2 ey <1
: g
¥ P9, % g=1,2 i= 4,...,n €13
-1 1% 8 e o
—_— s 1 hg Fre
Y%, = z e’ vetor de médias para a amostra
ng =4 v
do grupce g. E  estimador ndo
viesado de ﬁg.
1 £ et Lo S gy
S = T { ng.,g - n y ey e }
o] n - 1 My oL g ~ o~
g r=1
estimador nEo viezado de V.
g
Cni— 12 51 + an - i3 Sz
5 = Matriz de covarilncias
amosirzal combinada. Egti -
n1 + nz - =2

mador da matriz VY.

Substituindo ﬂx' M, V por fui ¥ e S em c12,

-~ L] s

obtemos a sequinte regra de classificagfo amostral:



1.5 CLASSIFICAGAO EM  DUAS POPULAGDES MULTIVARI ADAS
HOMOSCEDASTI CAS

Vames aplicar as regras apresentadas em (1.2) no caso de
se terem duas popul acBes normais multivariadas homoscedasticas,
ende ﬁg Cg=1,2> & © vetor de médias da g-ésima populagio e v,

positiva definida, ¢ a matriz de covariéncias comum az duas

popul agdes.

Seqgunde a regra de alocagfZo que minimiza o custo ez perado
de ma classificagio, TEOREMA 1.1, a regific de rlageificacio em Hl.

ou seja em Ri. & o conjunto dos # para o qual:

= 1
. LY v 2 oewp [ Ce - MOV Ten - MO
= r ui
i [-1 ]2 V| 2 exp {}1 Cxe - MD'V *Ca - M D}
2 ~ 2 z ~ o~z ~ o~z
q, CCsr2D
b 1%)
q, Clzr12

Tomando logaritme e fazendo simplificagBes chega-se a:

— - . .y q, CCrrzd
2’V (M~ MD — =CM+ M2’V (M- M2 = 1ln r: cie
~ ~y g A S 2 ~4 g q, e rad

Onde o primeiro termo do lade esquerdo da desigualdade

163 recebe o nome de Fungic Linear Discriminanie.

15



Quanco os parametros sZo desconhecidos, o que geral mente
acontece nas aplicagBes praticas, utilizamos (13> para estimar as
quantidades ﬁi. Ez e V e apresentamos 2 seguinte regra de
classiflicagio amostral.

Aloecar » em ni quando:

E,S_ici(l?_i{ik:) _ ici(1)+ )_E(ZJ:)' S—icii:ﬂ_ g(2)3 >

g Clir2)
in ez
g Clzora2
t
caso conbrario, clagssificar em Hz 17D

A expressio :

w=)£ , S"'ic ?-{_“(1}_3“(2)) _ lzc ?;(1?+ %(Z)) , S_ 1c g(i)_ E‘(?_}D

recebe © neme de FUNCAD DE CLASSIFICAGRO AMOSTRAL DE
ANDERSON. '

Anderson €1958) apresenta o seguinte teorema:

16



TEOREMA 1.2 - Seja:

(2> ratt]

w:gg‘s"c gm__ E y - 12( 3‘(1>+ gcz)) vg” 1Q(-;m_ R®
com a2 notacio em C(13):

g“&média da amostra de Hg ~ NC&g,V).

Sg .matriz de covariincias amostral de Hg.
Ent3io a distribuigBo de.:
W=X'S Lo g 2—{“(2).3 _ 52{ i¢1>+ gcz;) rg 1 ,ium' F®y

quando n -—F ® e n, — ®© &

N[ = az. az] se X € ni

}4[—— az. a?] ge X = ﬂz

onde <:x2=(_hii— ]:32} vy e gi— gz), goende o chamada distan-

cia de Mahalanobis.

Considerando :3.2=()'_§m - g_:{:‘z’) * v"‘c }_(—:m - )“{_fm). Anderson

c1973), da a distribuigfc das expressBes:
2 2
(W-a"»r2) a (W+a"2) a

nde conclui que sXEo NCO,10.

17



AL

1.6 CRITERIO DE CLASSIFICAGAO BASEADO NA ESTRUTUEA DE

COVARI ANCI AS DAS POFULAGOES CONCORRENTES

A fungZEo de discrimina¢io mals conhecida apresentada na
secgBo (1.4) e=tid  baseada no pressuposto de estruturas de
covariisncias lguais. No presente item, apresenta—se uma preoeposta
baseada na estrutura de covarisncias diferentes das populagcSes

concorraentes.

\ O entendi mento das diferengas | das matrizes de
covarisncias pode =ser ceonsegulde analisando-se as combinagBes
lineares das variivelig ﬁ‘g}. g=1,2 com quociliente extremo de
varidneias, iste €, analizande aquelas combinag®@es lineares
definidasz com os autovelores associados acs autovalores maximo e
minimoe da matriz \i&Vz CFlury, f983). Ver—s=se-34 dque a comparagio
das matrizes de covariancias analisando certas combilinagBes
lineares, proporciona muito mais informacSes que a simples declaXo

de lgualdade ou nEe daz matrizes Vi =) Vz SCFLury, 19852,

1.6.1 OBTENGQAC DAS COMBINACOES LINEARES VIA COMPARAGAO

DAS MATRIZES DE COVARI ANCIAS

O teste da UniZo e Interzegfo introduzido por Roy {(1657)
& usado para a cblengio das componentes principaig generalizadas
{Flury,1983). Tais componentes =¥o de muita uytilidade para a nova

proposta de discriminagfo, raziio pela qual serd descrito a seguir.

O teste de Roy esti baseado na seguinte considerag3o:

18



Sejam 2{9( Ve Xm‘ 2} Jetores aleatérios independentemente
distribuides com vetores de médias ﬁ: e Ez e matrizes de
covarlancias V1 e \.’z respect] vamente, onde as matrize=s =30

positivas definidas.

Dado gque © Iinteresse & construir uma regra de
discriminaciZe baseada nas estruturas de covariancias Vi = Vz. &

melhor verificar se a suposigdo V‘=V2 & adequada. Isto pode ser

feito testando a hipdtese:

H - V1#V (18>

A solucle de 182 pode-se €1 mplificar analisando ©
comportamento das  varilancias das combi nagfes lineares das

variaveis aleatdrias originais. Portanto, se& definirmos:

(1)

t® = a'x
v a = R
y® %,E{z) ~ 19
entZe, Y ~ C%’ﬁg , a’Vv ad g = 1,2

Para as varidncias das combinagBes lineares de (19D

pode-se construlr a seguinte hiphtese:

H : a'Va = a'Va Vae® C20)

19



Pelo Principlio da UniZo e Interseglio de Roy( 198573 a
hipotese H  de (18 pode ser escrita como a intersecgfio do

conjunto das hipéteses univariadas de (203, ou sejac:

H: Vv =V <==> a'Va=aVa VaeR (213

As matrizes V1 e V2 sio iguais gquando

a‘Vz§
= 1
a'Vv a
L™ 1"\.!
ol a'V a VoA
max ~ e ] _ min ~ 2~ _—
P » F '
2 e R a'va a € E a'Va
— = 4 J — - - c 28}

ou seja, temos que estudar os esxtiremos da fungfio HCad:

HCad = 2T s € R®
2TV, 23

Cado que a fungZEo HC§9=HCC§? para todo c e R Ceadl, =em

perda de generalidade podemos impor %’Viati e mawimizar a fungio:
HCa) = a'V_.a - A (a'va - 12
onde » & multiplicador de Lagrange.

Mas, a solugic do problema conduz a obtengio dos

—4
autovalores e autovetores da matriz V;'Vz.



Entio sem perda de generzalidade, o= autovalores da matriz

-1
v, Vzpodem ser representados por AZ 7\23—“ ------ Z A » © ©OS
o

autovetores assoclados po . . .

POr B Gyl

Se A & autovaler de VW associado ao autovetor “a', com
1 2 ~
Q'Vra“=1 v Ltem—-ge:
2'Va — 3da’Va =0
a“V.a = Ak 24D
II‘\J
A equagdo (240 mostra que, se o veter "a"  =atisfaz a
(Vz—}\_\fi)*—*o, entiv & razfio de varlancias das combinagcBes lineares
o)

a'y € %,Ecz) . & "AY, logo vale:

TV A VD 3 = Q

= 1 1 =
¥ — [ =
‘31\;2@-1 :&1{31\11{31 ©
) = ’ =1 (282
éivzﬁi :’\1 @1V1E1 :
com
[& 3 _ ' [& 3] (2)_ N {2
Yi i Giz—' Y:I. - Eirxu

Ty Stz .
sendo (Y1 .Y1 ’) 2% combinagBes lineares com maior

quociente de variancias,

O pazso seguinte ¢ procurar as combinag¢Bes lineares dJque

tém o maior quociente de variancias entre todas as combilnagies

. ) : (43

lineares %,Em & ?\:':\:‘2) que estio n¥oe correlacionadas com 1"i
(2 .

e Y1 respectivamente. QOu =zeja, deve-se maXximizar HCz) tal

(S (ST=F

=l



; z~
H(a) = — e razio das variincias
a'Va
~ 1= Vae ®F

com as restricdes:

Cid ’ a'Vva =1
C26)

Usando multiplicadores de Lagrange e a2 condigZo

a’CV_ -A Vi =0, s& se tem que maximizar:
~ 2 1 17 Ka

HCad=a'V a - Ala’V a-15-2v (a’'V [ -0D 271
2~~~ ~ 4 17~ 1Ry

onde o vetor de derivadas parciais &

a HZCQ'J .

=& Va-2ZANVa-avV (=isH)
2~ a~ 4 1h

J 2

e o vetor "a" que maximiza (273 deve salisfazer a equagdo (28)

igual a2 zero., Depoli=z de algums cileculos chega-se a

CVE—)\V13§=Q C20)

Pt



A equagio (29) mostra gue os novos valeres ™ X " e Ma”
procurados =atisfazem & mesma equagio (Vzﬁkv9=0. que a solugdo
anteriar Al ] Qi. Dado que hl e seu correspondente autovetor
nio satisfazem Cii) e <(iii> de (86) , o5 candidatos dbvios sZo

3\2 e @2 que satisfazeom

C V; -szib @2 = 0
AN €303
{E;Vifg'i =0 ' E';Vzgm =0
& Se tem
Y;} - @;Eu} Y;m: E'E(m

Ue =30 ¢ segundo par de combinag®es lineares com maior
fuociente cle variidncias entre Ltodas as combi nages nio

. (0 (2
correlacionadas  cam -Yi e '1’3.

0O processo de cbhtengXo das combinagBeg lineares continua
e pode-ze assumir Que s primeiros s pares de combinagGes

lineares (1 £ g < p? padem ser definidas como:

@ ')

onde [gi & o 1i-ésimo autovetor da matriz V;i\fz

assoclade ac autovalor A, , satisfarzendo a:
1

CV, =\, V. D> g =0 €312
[ Varc ¥ =prv =1
LK1 » A
@, _ ., _
[ VarC ¥®) =gtV @ = x,
[ Cove Y:",Y;“ > = EvE =0
«E D o 1 =i < j=q
- IR -5 s _
[ Cove Y P¥T =g v, -0

fu
FE



Agora desejam—se ags (gq+1d)-dsimas combina¢@Bies lineares com

quociente maximo de varidnclas entre todas as comblnag@es lineares

_‘a_"l_"_.‘“'} e rav’ﬁm que estice nXo correlacionadas com Yim )
Y,:m. 1 £i £ ¢, sujeito a E’V_!“afi , ou =sejz, maximizar:
_______ e e et o e et 1 e 2 o £ £ i ot
a'Vv a
HCa> = R raz¥c das varifnciag
'3'\;13 Vae ®rP

il %'vﬁ =1
€322
iid CovCa ¥, ¥ 3= arv 3 =0
Lt I Y] 1 Al F A
1 =i =g
1iid Covia'X®, Y= a'v g=20
i ~ Tz B

Pela condig¥o CV2 _Kivgjﬁi =0 de (312>, (iiid de (32) pode ser

omitida e €6 e val maximizar a fungcEo

q
H 'Wa - 1> -2 Ev.a’v a. (33)
ire 1:1‘” R 8

{ Cadx=a'V¥
qQtd ™~ 0~

a — Aa
(o "] L™

2

com A e A C1%i%q) multiplicadores de Lagrange.

0 vetor de derivadas parciais igual a Zero é :

qrs’® S
52 —=2Va -2\ Va -2 Z’inV1§i =0 €34)

Pré-multiplicande €24 por G" €1 £ j X q, + #7 3 e pela=s
3

condi¢des (iid 2] CiiiD de (32),o08 dois primelros termos
desaparecem, e por “ 2 » de €312 a Ultima soma tambEm
desaparece.

4



Dado que G;V1@1=1 (por « 1 » de (31> conclui-se que vj=o. De

tal maneira que-a equag¥o C34) conduz 2 :

(V. ~AV 2a=20 (35>
2 1~

T e e e o Bk B e . B o e A P Tt o . e e el B e o .

a qual mostra que “A" e “a" procurados satisfazem &

mesma equagio (280 que as selucBes prévias )“i e {3 C(1=2iZq).Dado
T

que o= “q" matores autovalores e seus autovetores asscociados n3o

satisfazem as condigBes (112 & (iiid de (32 pela suposicio « 1 »

de (31), os seguintes candidatos sZe ;kqﬂ e Qqﬂ. com os gquals
definimoz ag (geid-ésimas combinag®es lineares:
1y _ ., 1 (2 . 2
Yq+:l. _"Gq—t-:l. - Yq-l-:. @q-ﬂ. -~
satisfazendo a
(1
C =3~ =
| Var Yqﬂ 2 q+1v1@q-r:l 1
“1 » (26>
2
™y = -+ -
varC Yqu - q+1vzﬁq+1 A'q-t—i
€4 1 . S —
Covt Yq-a-i * Yi = gqﬂriviﬁi o
“ 2 » 1 €1 X g
¢ (D . -
Cav Yqﬂ 'Yt 3= @qﬂ 2 @L = 0



Dado gque \’1 e Vz s¥o matrizes simétricas definidas

positivas , pode-se continuar com o procedimento e no ultimo passo
}\_P e &p seric usadoz para definir as dltimas combi nagBes
i {
lineares Yp”:@;):m =y Y ‘”:g;x"’ Satisfazende 25 mesnmas
L] p ha .

condi¢Bes de (312 com 12 { =p

O= resul tados anteriores,s8o resumi dos no Leorema

apresentade a segulr (Flury, 983,

TEOREMA 1.3.-Dados os vetores aleatérios X° e X°

independentes, com parémetros de locagio e dispersio M, e \ g=1.2
respecti vamente, sendo que Ve Vz sHo positivas definidas,
1

definem-ce az combinagdes lineares -

= e
Y i @vi. ~
1 £ X p
¥y gy
L "U‘l- P
usando o= auvtovetores B=(@,. ... .. 3 da matriz vy
] 1 = 1 2
Entioc :
id vare Y'Y =1
~ P
var¢ Y¥y = A com
o =1 |“' =
1 0 0 A O ©
1 = |01 o e x 0
P Fal
o 0 i O Q0 A
[ | ! o
?L,L i~é=imo avtovalor de V;".’z, izato &, as combinagBes
lineares, Y* @ = (YT’ ______ .ch) oy @ (ch, ______ 'Ytzz)
~ P n~ B P

estdo ndo correlacionadas em ambos o grupos.

=6



., L+ ¥ {2 I} s
iid (Y_L .Y ’) # © 1-ésimc par de combinag®es lineares
1
com maiar quociente de  varifsneias de todas  as  combinagBes

lineares nAo correlacionadas ecom as anteriores.

As combl nagdes; lineares Y ‘: ’ .Y (f>) 1< is D

denominam-se Componentes Principais Generalizadas. CFlury, 1983).

Pado gue 2 nessa atengcSo esta no caso Vl ser diferente
de V2 v ent¥o, a soluglo de (22) conduz & escolha das combinagBes

NRE SO & 1y (2 . ' 2
lineareg Y .Y =3 Y b4 com uccientes de varjisneclias M
i 1 1 ol 9 1

y ¥
P
e .\p, respectivamente. Usaremos +Lais combinag@es lineares para

propor um novo critérico de discriminacXo.

No caso V1=V2 »  as combinagtes lineares nio s5o de
utilidade para a construgfo da regra de discriminagfo, porgque em
tal situagio todos os autovalores da matriz V;’Vz valem um. A
mesma observagfo ¢ valida no casco de proporcionalidade entre V1 e

V.
2

Nas aplicag@es priticas a igualdade entire V‘ e V2 &

facilmente avaliada com © maior e  menor autovalores da matriz

= T A —
s T



1. 6.2 UMA.PROPOSTA DE DI SCRIMINAGCED

Mesmo gque os resultados apresentados em (1.6.13 nZo
sejam essencialmente noves, eles gio  pouco conhecidoz  em

aplircactes praticasz.

{1) (2

A= combhinagfes lineares Y e Y nio =30
correlacionadas em ambos o©os grupos, e para compreender  as
diferengas entre V1 =3 Vz , & mals f&cil analisar as varifnciasz

de taia combinactes.

Seqgundo a demonstragfo do TEOREMA 1.3 , toda informagio

a respeito das diferengas em variabilidade entre os vetores i“)

(2
e X esta expressa nos autovaleres , A" afastados do valor

um, dail o interesse especial nas combinag®es lineares:

Ay, 61} (@) ey (2 L

Yi —@L§ YL Eiﬁ i=1,p 37
e n¥E¢ nas Y;g) g =1,2 . k #i , que nZc contribuam para
ectabel ecer as diferencas entrs Vi e Vz . iztae &, descartam-se

todas as combinag@es linsares que Lém guociente de varidncias

perto de um.

Em muitzs aplicacBSes praticas tem-se observado gue os
autovalores extremos diferem marcadamente de " um ¥, =zendo que os
cutroe estio proxdmos de " um Y, CFlury, 19852, De um mode geral,

se alguns autovalores afastam-se de "um”, os que mals o fazem s8o

o extremos. Portanteo, concentram-se az atengcBez comente nas

=T

combinagBSes lineares com QUOCIENTES DE VARIANCIAS EXTREMOS, sendo

as combinagties:

=8



— i e ey A R B e Ak d B e e e A R A e e A S Y e AAE B TTS MY M ML Ml e s S A M L e 4 S S e

Ma>d mo Mi nimo
(1 ) £3] 1t}
=r3"* Y *X
(38)
¢2) 2 (2 2
=3’ Y = *
Dois ‘f1 @1¥ b @'pﬁ
respectivamente.
(23
Segunda 23 suposig¢Bes iniciais para ;\C'm e X7, o=
parametros popul acionais das combinagBes de (38) sHo :
popul agSo Um:
(1) . By _ o
ECY’_ )" Q’_E:(?:‘, ) (31 g
L3 B 1)
E(Y = f3' = ' M
(= g EQETY = 8 M
(g -y =
\f’ar(‘ff1 = Q’i V’l Q’1 1
L B
v Y = v =1
ar( P ) Ep 1 QP
<43 ¥ . -
Cov('&'i ,Yp )= Q’i .Vl @p O
397
popul aglo Dois:
(2, _ - . @N _
BCY TYy= BIEGLTD = 80 N,
43 @
- > = L] M
E(Y D= BET) = G Y,
) . -
\f‘a.r(':c’1 )= @1 V2 ‘131 2\1
¢ 2
A = ' 8 = A
ar(Yp ) QF z ~p p

2 (20 s -
Cc:l\.ﬁ'(Yi . Yp )= [:!"1 Vz Qp 9]

=g



Paraz simplificar o degenvolvimenio posterior considere-se

a notagio:

Y Y
1 "t X 2
); = = = E
= Yp -J S AN T
R A NI
1 max 2
K{g} _ . < ®
Cgo tg?
L Yp . - Ym'\.n-J
' ) 2
&<1)= Qi'ﬁi _ ;: e [®
1 '
3M, T A0
¥
(2) 23 2
p = e, f = Y [ er
23
g, M,
o 1 c
“a
’ @] 1
N lx 8]
-
M
o P

e tem-se a situacio:
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duas pdpulaqﬁes bivariadas 1'11 € ﬂ2 com parimetros de
locagio. f;zm e ;_3‘2’, parimetros de digpercsio El e Zz e com

Tung@es de densidade de probabilidade f,C}f) e fZCz_"J.

DPeseja-se usar tal informagic para classificar o
ipdividuo 2= & RF. As outras suposi¢BSes com respeito aos custos de
ma classificagio e az probabilidades a priori sic as mesmas gue as

dadas para (1.2) do capitulo 1.

As regiBes de classificagfo que minimizam o custo

esperado de ma cla=szificacio, sZEo dadas pelo

TEOREMA 1.4.- == q1 =3 q2 280 as probabilidades a
pricori das popul agdes 1'!1 = I'l2 com funeBes de densidade fjcxj e
f2Cx} . & g& 0 custo de classificar uma observagfo de Hi como de
I'{g e Clzred e uma observagin de nz comn de Hi & CCi-2D,

entico as regiBes de classificagio Ri e R2 definidas por:

’ 2
e ficlb . q, CCarz
1 =
f2C Y2 q, Cl2r10
Ez .f£CxD ) q, CC1-2D
fZCx) q, Clzr12

minimizam o custa ezsperade de ma classificacio.

De onde obtemoz a 2eguinte redgra:



- % & alocado em I'l1 Ses

f1CxD q2 CCa1r2D

fztx} 9, CCzr 1D C41)

cage contrario ¢ alocado em n2

onde Y & [K & o vetor iLtransformado segundo:

y 3. X e I

'X
@pm

¢
|

@; (=) @ o¥o oz autovebores associados azos autovalores
o

maximo e minimo Ai e kp d= matriz V;‘Vz.



CAPITULC 2

PROBLEMA DE DISCRIMINACRO NO CASO NORMAL
HETEROSCEDASTICO

2.1 INTRODUCAO

Quando o conjuntoe de variancias e covarléncias de uma
popul agic normal multivariada nfoc & o mesmo que o conjunto de
varisncias e covariincias da outra populagdo normal multivariada,
pode-ce apllicar a teoria apresentada para matrizes de covarifinclas

iguais, sé que In(f (ad/0 (ed) & uma fungio quadratica.

Neste capituloe serdco apresentados, o procedimento usadeo
até agora e a nova proposta de discriminagio . considerando as
popul agbes 1'1i =] H2 normals multivariadas com diferentes estruturas
de covarisncias, isto &, Ncgi,\fi) e Ncggz,\’zj. onde Eg ¢ o wvetor de
medias da populacio g, e Vg positiva definida, a correspondente

matriz de covariincias, g=1,2zZ.

A densidades de Hg_é:

fao = £ Cp, M V3 = exXp {-—1 Cx*MJ'V_’Cx—MD}
g~ g g 2 ~g g - ~g

g = 1,2 1)

e
e -

M Ard =t e
Tt L '\IJ.—IU‘Q-J

il

no c:.'.-:p tulc 1 gque as regides Ei e Ez gque
minimizam © custo esperado de ms clazeificacEs =Xo encontradas de

acordo com o guociente de densidades.

22



2.2 CONSTRUGAO DA REGRA DE CLASSIFICAGRO QUADRATICA

Nezte case as regides F?:1 e Rz que minimizam o custo

esperado de mé classificagio consideram a razio:

pr2 1.2 .
o {-Ycw - : Cae - MDD
fi(£> ca2rn |Vz] exp 2(35 Mi) v 2 M, }

= ~ 1
pre tr2 . s
£ cam |V | exp {-2Cax - MD'V (2 - M)} )
F- 1 2~ a4 2 - ~Z
Ivz‘ifz ) ., , _
= —————vexp{wawMDfV Cp — MDD + =Ca = M2V "C2 — L‘}
172
v, |

pelo teorema 1 de (1.12 a regifc B esta definida por:

|V I.t/z
) 2 1 - o L, o 1 - v 4 -
Ry P exp{—if:gg M-V, g MP oz MP v tx 323}
v,
[q C£1/23]
- q, Cl2r10

Aplicando © laogaritmo tem-se:

v 1.2 _
l zl 1 -1 1 —1
In - — MD-V Ca ~ M3 + ZCx — M2V Cx — M2
2 ~ g i ~ g 2 ™~ ~z z o~ ~Z
]V |1/2
i
qz Cl1r722
- .
= 1ln qi-C{zxzb (3
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ou, edquivalentemente:

>

4 -1 -1 -1 ~4 d, CCir2]
z E’cvi - Vz Ja o+ g'C\" ti-:.-— Vz %2:) + C in q1 CC2/12 cé)

|V II./Z

onde € = 1n |[—2 | — 2 ey~ MVIHMD
|V |:!/2 2 ~g 4 ~1 ~7 2 ~Z
1

e com o resultado gbtido, formula-se o sequinte teorema:

TEOREMA 2.1 - Ze= ﬂg, g = 1,2 tem a densidade 1y, a=
regies gque minimizam o custe esperado de mni classificagio sIo
dadas pelos valores de » que satisfazem as seqguintes

desigual dades:

. ) - — q, CCarz)
—_ g . >
V Tox + x'CY M Vz EED + G Z 1n qi EPTE

R:— ZatCV
1 P 1 z o~ ~ i =~
_ _ _y " q, CCar22
R =i revTio vTlye o wrev M- VoD + €< dn
2 z o~ 1 z2 "~ ~ 4 0~ 2 ~z q, CC2r10

De onde surge diretamente a regra de classificagic para

as duas popul agBes normals multivariadas com diferente estrutura

de covariancias, gue & a seguinte
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e e i bk . o o e e e i S T i e e e ekt S A b ek BN T PRSP T T T R W M e A A e e e

N .y —y —y — qz_CC1/zD :
—= 2V "=V Dx + 2V M-V MY +0C2Z1ln

2z ~ 1 2 T ~ 1 "~ 2 A2 q‘ Clzrad
caso contrario alocar ® em Hz {5

Para obter o resultade anterior fol suposto que as duas
distribui¢@es normais tém parimetros conhecidoz. Mas, em muitas
aplicagBes desta teoria, oz parametros nio s¥o conhecidos e tém

ue zer estimadoz com base nos resultados amostrails das popul agGes
q
=1

ni & ﬂz. Substituinde assim, as gquantidades amostrais X7,
i”ﬁs . s em M, M, V., W reaspectivamente,confforme 25
~ ) 2 oy 2 1 2

expraesses (132 do  capitula 1, temos entZEo, a regra de
claszificagcio quadratrica amostral para popul acBes  con

distribuicio normal e diferentes matrizes de variéncias e

covariinecias, que ¢ a seguinte:

Alocar a observagZo » -em l'!l Se:

>+ pees ¥Y- 2780 o+ o2 ln[

Fal
E -
1

I
®
™
in

{
"

caso contrario alocad-lo em 1. com
- |Sz l v i =y, L A(Ey
¢ =1ln |——r — — CY7re X -
2 1~

Que seri chamada de Regra de Classificagioe Quadritica

Amo=stral de Anderson.



|

2.3 CONSTRUCAO DE UM NOVO METODO ?E DI SCRIMINAGAQ

£2.8.1 PARAMETRO= CONHECIDOE

Considerandn o mesmos supostos iniciais de haver duas
popul ag@Bes normals muliivariaclas l'l1 & ﬂz com estrutura de
covarifncias diferentes e usando o= resultados apresentados nos

itens (1.6.1) e (1.6.8) do capitulo anterior, isto &, tem-se:

0 vetor Y@= cx'@ x99 . x'% g = 1.2
= 4 "2 ®
sob Il tem distribui¢Zio N?(gi.\’g e
sab 1. tem distribuigie N (M _,V. D
2 P vz 2

E quer-se estabelecer um critério para classificar um individuo
com medigBes 2 EF come ‘pertencente a I‘Ii ou !'iz. Ent3c, sao

propostos os segulntes passos:

[a) . g
1=2 Transformar as variaveis }:" g normats

multivariadas em univariadas através das combinagBez lineares:

{4
= %% g =12

v

E tomar aguelas com gquocientes extremos de variancias,

que SEO:-



Yi:l} QIZ{._

) max
Y = =
= Ca Ca) < Rz
X
Ymi.r'l Gp’v
{2 {2)
@) Ymux ) ﬁi‘}‘{-’
I’ i (&) ) {2 < [F:z
: X
ani.n @'p"v
. . . . {1y (Z?
com distribuigdes NC(u ,Z2 e N Cu hE 3
. 2~ 1 2 2
respectivamente, onde:
€1 €2
L O 3] P:l [ A pi
K = K =
(1 €z
z z
C7d
1 0 A 0
E = =I E = X
* 0 1 C % o P
?\.1 2 ;\p s maxima =2 minimo autovalores da matriz V:i\’z e
Qi e (3 1 aut.ovetores associados a 7\1 e A conforme o teorema 1. 3.
P



. E ’
2%) Dado que Y ={ *

IQP

(1) _
]1{_ tem distr_ibuiz;m:: Nz(;._: .5_’1—12)

sob N e distribuigfio N (u®

bem alocadoe em l'l1 e nz. sempre que Y vy for em uma das duas

» £) sob IO . © vetor 2 € ®R? sera
popul agBSes transformadas.

Mas, a densidade transformada I‘g N

1

, - - ) PR {- N -
fgcl','f:.‘ .Zg:) 2 S%P { 2 Cy T N Yy i 3}

cem Pz |
€8

E as regldes E1 L) Ez que minimizam o custo esperado de

ma classificacio consideram a razdo:

foyu ey cem B | ex Loy - w5 Ty - w
NS A ¢ |2, exp {—2Xy ~ ¥ Z,x

, pr2 12

f2CX.H(2 £ cam || exp {~icx - u'®

et @
>eE ey - ou D}

E pelo teorema 1.4 tem—ce:

B Ii...’z
2 1 (1) 4™t €1y, 4 £2%, ot (2
R — 2 expf-dey - £V E My - A0y - 6D - M)
12
|E’_[ ’ :
g, CC1r2D
]
' q, CCzr4d
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Aplicando logaritmo:

IR A AR A U

1 @, 1 (2, =1 (D) i |Zz| q2CC1/23
* TE ) 2 1n

-z W - ow TR Rt .

- 1n 2 —_—
{ [ - J
z Ei q1CC 214
oD
i _, -1 . 1) -1 @) -
- = - + -
R, b AL (SRR SR A € W AR T
. |z | q CCarzd
_ 1 (Hm,ym“ gm"ﬂ-iy(m) + 1 oan z £ in z
z ~ z z lel qICCz,M.D
Fesultado que pode ser expresso na forma do seguinte tecrema:
TEOREMA 2.2 - Se ﬂg, g = 1. 2 tem densidades (7)., as

reglides Rl e RZ que minimizam © custo esperado sHo dadas pelos

valores y que satisfazem as seguintes desigual dades:

1 - 1 -1 (2 qzCCL’ZD
Re —z X, - zzl)x L AR T >+ dzln q,CCz/10
R: -1 yrl- 2 Yy + vl W_ T By gy q;CC 1020
z’ z L Mg z X AN PA z £ n q1CC2/13

ot L L, ) @), (@D
onde: d = 2 ln[Zz| sl CUY] uoUL p)
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de onde surge a proposta de classificagiio para duas

popul ag@es normais com diferente estrutura de covariinclas, que &
a seguinte:

Alocar z na popul agio ﬂi quando:

1 -2 Th ~t {2 q2CC1/zD
o, ey A, g d 1f"ﬁ5:ag;;;ﬁy
caco contrario alocar em Hz (102

Z2.3.2 PARAMETROS DESCONHECI DOS

Para apresentar os resultados em (2.3.10 foi admitido
que as duas distribuigBes tem parimetros conhecidoz, -mas, em
muitas aplicac®@es praticas os par&metros tém gue ser estimados com

base nos resul tados amostrals das popul agdies ]'I1 e ﬂ{

Ses jam:

10, %M X Y com distribuigBo NCM, VD e
Y2, x® 2" com distribuigfo NCM_, VD
g ~Z lad a4 ~Z F4

a partir das quals obtém-se as amostras:

41



{1 ¥ B [ ) , (£ B
xt . 12 A | com distribul¢cZo NCH .Eij =
(2} (2 (22 73}
ﬁ‘l[1 , xz NS § com distribuigZoc NCu .223
aonde:
b'X {g?
cen [k Sl 1 2 i1=1, Ryl
Yy 9= e R g €11
~i pryte?
~pl
g=1,2
e h sin autovelcores zssociados ans auvtovalores

b

r e r da matriz S . S
1 = i "2 1

conforme (133 do capfitule 1.

e =
2

foram obtidas

€12

Fazendo
o X 1
H(:l.} - z(i} - :ff{i} ‘_E R
Np- J
y 2y ]
B SAT Y -]?4.':5
g = X =l e [ e R
~pe |
FaN i 1 {)
r = =1
1 z
e 1
~ [ O
= = e
z
| © r
i
-~ 1 3 i [ sty =@ L-1D@
= = Inifrr - = Y Y - Y x7Y

42



Tem-se agora, a seguinte proposta de clazsificag3o
amostral para populag@Bes normazie multivariadas com diferente-

estrutura de covaribncias:

Alocar uma observagio ®2 na papul agio i'l1 quandeo:

~ 1 o= W ST, ~ [ qzCC1/23]

2 - [ rt —_ :t_'__ + st - z M a —_—

R, - X', ;5Z SRR IR S L )+ d lnl q1CC2/13J
e em ﬂz quando:

-~ i S-4 Sy D - qZCC1/2]

Ez: - E x (12_ EZ )x + x (Iz.-YU = Ez z } +d < ln qi(:l: 2]11:)

2.3. 3 AVALIAGQAD DO PROCEDIMENTO DE DI SCRIMINAGAO

Dade que ¢ importante conhecer o desempenho da fungXZc de
digeriminagfo proposta em (2.3.1), apresentamos a seguir as
tentativas feitas gue conduzem a oblengdo da sua distribuicio com

a finalidade de avallar a probabilidade total de maé classificagfo.

Tém=-ze oz seguintes resultades (Rao e Mitra ,I1971D:

LEMA 9.1.2 - B=ja Y ~ NPCH’ I53. Ent¥EHo a estatistica

YAy +EpY+E



tem distribulgio x2Ck.é) se e sd se:

i) A%= A
iidh € BCAY, E = h'b
com k = RCAD e & = CE + HJ*A Cg + H)

TEOREMA 9.2.1 - Seja Y -~ NFFH'E)* cnde Y pode =Ser
eingular. EntZo a estatistica

{-AaY+2py+E
tem distribuigZo x?Ck.éj ce e =29 se:

iIDYS AS AT =% AT ou equivalentemente
¢z A= ¢z A?
iid> 8 [T CAg + b2} € (X A 2D
1iiDCAL + BI-E CAp + b3 = prAp+ 2 bg ¥ E
em tal caso:
k tr{A 20
& CE+AHDfEAZCQ+A53

It

onde #D), ¢ o espago gerado pelas colunas da matriz D.

Agora considerando as duas popul agtes normai s
IR T §) 2 .
transformadas <¢om parametros oo, [T Eﬁ e Em conhecidos,

deseja—se encontrar a distribuigio da variavel aleatdria:

1} -4 {2}

o ! _ . _ “y, W
U= Y'Cr - T DY - aytcr gt BT 4

g F

(2), -1 (2 .
- =, i in Chlk?) (14
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_ _ [ 1 0 1N O ]
A=tz ~ 1
! : t Q ul & 1A J
u
ki— 1
hp— i
c %
p
- e T N T TR
B = X our E
11 2
(i - (94
O -1 H, L O 1/AP H,

i
| 1 | —]
I i
I
EAT T
< Lo
M’
+
P
™ T
LT
=
\\v
> >
Iy
| U
Ll
fr——mmn
Lo
N o
o ~
S Wy
>
™Y
1 ]
R~ B
z o
e

{24 —1 (4

E= g Iy -u MY - ln Cx X D

1 Z LR
- _ [ = e 4 P
aplicande o resultades acima, niEoc e verificam as suposiqleg

BB x® E

-3
=

e nAa 2 pode concluir gue U tem digtribuigEes .
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sob 1 : Y ~ NC T3
z ™ z
A1 o A - 1 o A O
LA EAES 1 , t
0 X - 1 o A -1 o
P 2 P
Ccn - 122 0 A O Aot - 107 o
= 1 i - 4 F
2 2
O Ch - 12 o O A CA -~ 1D
= P rp
A - 1 0 A O A CA - 1) o
EAE = i 4 — 4 3
z z
O A - 1 o o » Ch - 12
P 3 PP

tamhém nZfo =e pode concluir que U tem distribuicio x?_

Continuando com o estude para tentar obter a digstribuigio

de U faz-se a seguinte decomposigio:

U=U+U-1InCA XD onde:
i F4 1 p

1 yp R (L TERQEET Gy ¢ B
Uu=y'z 'Y +2Y C'E1 g o+ ‘

i+

€152

—4 () 2

-1 (2}
= Y'( - Y+ o -
13 Y = Y 2 Y Ez TR I =

F4

Para e obterem os valorez médios & as varianclas e

covarléncias tem—-se:
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¢1d
4 — ! 1L£
7 1H{1> - ,uu}. pm))[ L ] = R'E

E
K s 4 z a4y
2
tem—se que, sob NI
v - 1 {4} CY R e b zZ. .
U=y Yy +2ycE g+ 2 ~ xe,m
N ) ~ 1 1

2 &) 1/1
P
, s Sl
A= i = A
O 1K

14D B =2 i

(2
A
2z P
{2 .U{Z)
3 2
B~ = - + —= =
B N N
1 P

<m’z—1c2>-

47



e por (i) e (CiiD
tenha distribulcgio xz.

niZio se pode concluir

Y ~ N, £, fazendo:

x, © N, © x, © ] xf
£ A LA, - "
0 A o A 0 }kJ 0
o = P
;\"; o 1
TAE =
rd 2 0 >\.2
P
==> TATAEL # T AL
z = 2 z z
el

com ease resul tado,

Sob-ﬂf
U, tem distribuig¥o <.

ainda nio

Agora,

se:
1/&1 o
i> A = -—
O 1-N
fed
{2
- B
B = Ezﬁ:m= [ tz; 1 ]
“z /Kp
E = __H(z),zus. (2Y

48
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que, sob Il

gue



(21 K1 © My h:
z CAH + by = 2 =0
z ~ (ze <
0 b H sA

3

vemos que BCE_Cax“+ BDD  BCEA IO

L
1119 & = Cay®+ T ca® s |= 0

[}
N

por (i) e (ii) tem-se qus sob ﬂzz

Resumindo:
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« . = ‘n;- -% —1 (4 (1}, -1 (D
Dbﬂi.UiY Y+?YC 1-3.3"'&.‘ z, e
Lem distrlbmv;:ac: X CE.O}

=1 (2} —~4 &

. =b-;" »
sob I : U= Y Y+aYczg3+Hz

Ltem diSLI‘ibUJ_z;..:LCJ x Cc! 03
C16d

mas, nic se consegusm obter as distribulgBes de

) 1 o _o—4 (4 PRI SRS
X,}_X+E)\"€21HJ+H Eg e

—4 S - (27, 1 (2
-, K KOTE M

zob H1 = Hz. respecti vamente,

Pelo expeste, & muito dificil avaliar 2 probabilidade

total de ma classificagls (PTM) da regra proposta.

2,24 ESTIMACAD DA PROBABILIDADE TOTAL DE MA
CLASSTFICACAO

Mas no entanto, para dar prosseguimento 2o estude de
avaliacZo, serZo usados os  val ores amostrais gf:}, }’:z}. Sa.' =
& g . ?u,' fz} . na avaliacHo do decempenho da funcio
clagsificadora amosiral, calculande a Raz3c de Erro Real ,{Johnson

e Wichern, 19820,



A Raz3e de Erro Real (RER), & definida como:

RER = qi’(,\ fCy> dy + qz—(‘,‘ Oy dy 172
R R
2 1

onde dy=dyidyz.

Y Ea

F:i < Ez ciey as regiftesz de claszificaciEo amostral

construidas atraveés das amostras e tamanho n1 e nz das
—{1; —(Z) - '
popul agties, usando Y, Y O, 21 , zz Fara eztimar o parametres

na expressZold),

Abalxo se fars uma apresentagcXo resumida dos estimadores da Raz3o

de Erro Aparente

2.3.4.1 Primeiro Estimador (Métado de Re—-substitulgBod

Fxiste um tipo de avaliagifo da fungio de classificagEe
que nido depende da forma das populag@ies de origem, mas pode ser
calcul ade para qualdquer procedimento de classificacio, & & chamado
Raz¥o de Erro Aparente C(READ.

A REA ¢ definida come: 2 fragcio de observages das
amostras que s3%o mal classificadas pela fungio de claszificagdo
amostral. Este estimader ¢ facil de caicular, masz tende a
subestimar a RER, a menos '.que n,oe n, tamanhos amostraise sejam

grancies,

Tomam—se n 4 observagdes de 1] , e n, observagtes de ]I 2
ronstroi—se a fungio de classificag@oe amostral e avalia-se cada
observagfo das amostras na fungaoc. Obitém-se entfe, a szeguinte

tLabela:



POPULAGAQD DECISAG ESTATISTICA

VERDADEIRA = == oo o e e oo
1 ) Hz TOTAL
71 n n = n-mn n
1 1z im i 1¢ 4
€180
I1 1. = n-n n n
2 2m 2 ] 2c Z
onde
N ng de itens de “1 clasgificados corretanente em ﬂ{
nim: nE de fjtens de l'li clacsgificadns incorretamente em Hz
nzC- ng de itens de ﬂz clazsificados corretamentes em Hf
nz : ng de {tens de ]'I2 clas=sificadoes incorretamente em nz
m

A FazEao de Erro Aparente ¢ definida por:

REA = - (193

2.3.4.8 Segundo Estimador (Método HD

Un outro estimador da Razio de Erro Real (REE2? & obtido
dividindo-se as amostras em dois subconjuntos. As duas
sub-amostras do primeire subeonjunto =2Fo usadas para construir a
fungio de digeriminagio amostral, enguanto que as sub-amostras do

segunde =ubconjunto =Xo usadas para avaliar & fungio.

Necste caso, o estimedor da Razfoc de Erro Real e
determinade pela proporgic de membro= do =segundo subconjunto mal
classificadong, C(subconjunto que <serve para 2 avallagciod. Este

procediment.e apresenta deols defeitos principais



~requer amosiras grandes.
-n3o sHo usadas todas as observagfes das amostras para
construir a fungdc, e nessa situaglo perdem-se informages

importantes.

EFesumindo, se n=n +n
i 11 12

n=n +n
2 4 Z2Z

nuf N, sEo usados para construir a fungdo de

discriminaggo, e n_+t n,, s¥o usados para avaliar a fung3o

constrﬁida-

2.3.4. 2 Terceiro Estimador (Método U modificadoe?

Este procedimente foi proposto por Lachenbruch e HMickey,
C1068) e consiste em tomar amostras de tamanhos n, & N, de Hl =

ﬂ? respeclivamentie:

iy Comegamse Tom an  wieeT veglies e 'I’Ii, ol i readny s
observagic desse grupe e construindo a fungfo discriminante
amastiral com as n - i1 e nz obzser vagiies,

iid) Classifica-se & observagdo que ¢ retirada da amostra

de ﬂ1 segundoe a fungdo construida no item i3,

iii) Repetem-se os passos (i) e (iid até que todas as

obhservagdies de Hi sejam classificadas.

iv) Repeleu-se © mesmo procediments com as obser vagties

de 1 .



Seja n, © n? de observactes mal classificadas de n1 e
n,, @ de ﬂz. Entao, as estimativas de PC1-2) e P(2-1) s8o dadas

por:

T ™
~ im ~ Xm
Pl2s1) =—— PCa,23 =———
nl nz

‘= 0 estimador da Raz3o de Erro Real C(RER) é&: LT

n
ECERRY = 1M 2m 200

0 desempenhe da Fungfo de Digcriminagio proposta necte
capitulo serd avaliada com a Razdo de Erro Aparente calculada pelo
Método de Re-substitucio, por ser o mais conhecldo, facil de
{rabalhar e suponds gque para amostras grandes propoercicona uma boa

estimativa da probabilidade total de ma clasclficagia.

s



CAPITULO 3

O DESEMPEHHO DO NOVO METODO: SIMULAGAO E EXEMPLO

3.1. Introdugio

No presente capitule apresenta-se um estuds simul ado com
respeitoc ao critéric de discriminagzo proposto no ftem (2.30 do
capitulo anterior = uma aplicagio pratica com dados de Flury e

Riedwyl(1983>, com a finalidade de mostrar a viabilidade do

método.

Na primeira parte seri apresentade um estudc bazeada em
i mul aches de Monte Carlo ondes, com as amnostras geradas
construiu—se a regra de classificagio amostral (13 do capitulo 2.

Talis amostras, além de ce claseificarem com este método.
também sho classificadas com (62 do capitulo anterier cuja farmul a
consta no pacote estatistice Statistical Analysis System (SAS3. O
gerador de nimeros aleatdrios & o Jque esta implementado no

computador VAX TB5-11VHE da Universidade ELstadual de Campinas

Cunicamnp?.

Parz um melhor entendimenteo do trabalhoe ,na segio (322D

far-se—4& uma apresentacio da geragEc dag amostiras das popul agSes.

Na parte final do capitule serZo apresentados oS

resul tados obtidos da aplicagio.



3.2 SIMULACBES

3. 2.1 GERACRO DAS DUAS POPULAGOES NORMAIS DE DIMENSAO P

Exi=stem vArios geradares de  numeros
pseudo-aleatédrios. Por facilldade e dada a sua ampla divulgagio
ugamoz o gerador RANDU implementade no YAX 785-11, o qual gera
a1

numeros pseudeo-zleatdérios de médule & -1 que ¢ do tipo:

g = k g Cmod m>

n+i n
sugeridoe por lLehmer . Tal algoritmo aparece no artigo de
Pavne, Rabung e Bogyc (19692,
O resultado de uma chamada 2 RANDU ¢ um nUmero uniforme no

intervalo C0Q,13.

Nos programas n> 1 e n- & do apéndice C(em linguagem
FORTRAND, depois da geragfo das varidveis uniformes, pseudo
aleatorias, usou-se o método proposto por Box—Mul ler(19682, que &
uma transformacio direta de variidvels uniformes independentes nd
intervale (0,1), para variaveis normais 1 ndepenﬁientes com media
zero e variancia um. Este precedimento inicial de geragfo de
amostras de populagS@es normals padr@es & igual em ambos o= grupos
para qual qlier nmero de variaAveis até¢ se chegar as variaveis
correl aclonadas, usande as transformag®Bes gque serfo apresentadas a

seguir e que sio muiteo conhecidas na literatura estatistica.

13 A geragfo de vetores pleatdrios normais padroni zados

de dimens3io p (2 ou 3) & feita sob a sequinte suposigdo



2 W N ¢ 1 D g=1.2 i=1,....n onde cada

= ~ iy 9

249 = 29, L. vz 97 _ C1d
~y A% N \p

criando~se assim as matrizes

de dados amostrais de ordem n *p,
que seri denotada por:

{ge () (g2 [ X+ }]
29 = Czig.zzg RS- S g=1,2

A
T

2 A geraglHo de variivels independentezs em cada

popul ac®s, com vetor de médias diferentes de zero e matriz de

covariancias di ferente da jidentidade = feita alraveés da
transformagdo

wwiz D@)ﬁw} + A@} g=1,2
~y - e
Cncle:
el
Fg; ~ N CA@iEfw =L
oy £
oOm
r L L
tg) F tg)
:=.Li : vi o O
A= L. op'= 3
a'ig? o - -2
F 2
] i i

“pxp



3Depois & introduzida a estrutura de correlag@ies enire

as varlavels segundo a transformagio

¥ {9 = R Y g=1,2 Ji=1,....,n C4)
~3 ~ . o

onde Fz“-"’ é um operador que produz uma rolagfo no plano

e no espaco tridimensional segundo p, seja 2 ou 3.

N
~

Cahe lembrar qgue x,‘g’ ~NCHM ., Vg ) com

LY N ( }

M = RIAY e v =pODIPIRE (5
~yg ™~ g

) . L tgo (g
Criam—-se as matrizes de dados w9 =Cx1?. s I

- ~T
- F {gr? (g J
g=1,2 Ccom 5" = O™ ... y ¥ DD
~ b8 e

Nag presentesz simulagBes fol sada, para o caso pTe a matriz de

rotagio:
togr
COSO —Seno
Cgo :
R'Y = |: zeno cosa jl
e para p=3 a matriz: 6>
[
cosd —seno O ¥
(g -
R = sena cosa o

0 0O i

dando origem a:
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[ 2 2 z z 2 2 )
vV eos o + v sen « Cv1 - ¥V _Jsena cosa
z 2., 2 2
Cv1 - vz)sena cosa v sen o + veos o ce p=2
vV = .
9 x 3 z z = 2 tyr
vicos o + v sen o Cv1 - vzbsena coso 0 g
2 2 z z 2 z
Cv -~ v lsena coso vieen a + v cos a 0O
1 z 1 2 se p=3
8 O 1
A transformackEs usada & a mesma ou diferente nes

grupos, dando origem a amostras com a mesma ou diferente estrutura

de covariincias.

Mas simulacgties com p=2 sé foram criadas estruturas de

correl agBas aentre as duas primeiras componentes e

. . -
~ A %]

x"g’=Cxi,x;ix,) NZe obstante com a mesma idéia poderiam
ter sido criadas correlac®es entre as outras ou entre todas elas. O
importante & gerar duas amostras provenientes de distribulgbes

normais com estrutura de covaridncias diferentes.

4) Para a execugZo inicial dos programas n”1 e n2 o=

parfimetros de entrada sio oz segulntes:

Pvec-ofi_ tamanho do g-ésimo grupo. Nestas simulagles n, =
g
n = 100.
2
=4 (<) . {g}
Vl s ¥ , 530 os elementos da matriz D7
r



a‘g> ,a‘g} s%co oz elementos de vetor de médias

que nas simulagBes foram fixados como nulos.

a8
o9 ,sZo os Angulos que produzem as rotag®es nos grupoes um e

dols eriande assim correlag®es entre as varlivels.

5> Depois de cada simulag3o de Monte Carle & usando a teoria

decenvolvida temos a seguintes matrizes de dados:

-l g ; C "
* o x‘H’ ___________ ”“J*
11 i1z ip
g =1,2
(g
YD = b
4 } 4 H { H
g 8 .. g p =2 ou 3
n 1 n 2z LB -]
g =] ]
N J
contendo as chservagBes amostraiz com as p medigles.
Com o=z dados contidos em »'e cbhtemos ovs veteores de
médi as e as matrizes de covarifSinciazs amostrais segundo as
o 4R ¥
rermulas €13 do capitule 1 ,chegande a ebter X'V, X%, s, e
=
2
. . )
E3Neste ponte introduzimes nos  programas n21 e ni2 a

subroutina FOZAEF " da biblicteca "NAG. CNumerical Algorithns

Groups) .

Para clarerza faz-se uma descrigfo resumida da subrotina
" FORAEF Que calcula todos os autovalores = autovetores de AQ=KB§,
ou seja da matriz B A usande a redugBc de Heouscholder e o

algoritmo QL. (Wilkinson, . H, & Reinsch,C., 1971).



Dado que a matriz B A ¢ niu simétrica, o problema

reduz-se primeiro a obtengfio de autovalares e autovetores de uma
matriz simétrica , usando ¢ método de Cholesky para decompor B em

matrizes triangulares , B= LL' onde L & triangular inferior.

comoe Ab =XBb 7
L*AL™ L's = ALTB b implica
~-4 it | .
CL™AL**3CL'b 3 = AL’D

Ee

entio, os autovalores de (7) 2o o de

Pe =Ac ende ¢ = L'b p=L"tAL™" €8

O método de Householder ¢ usado para tridiagonalisar a

matriz P simélrica e obter os seus autovalores com o algoritmo

L.

Um autovetor asscciads & matriz simétirica P oestid

[ H

relaciéonado com o autovetor b da matriz original B *A mediante
c =L'b o

Dado que o© autovetor c ¢ obtido com o algoritmo QL e

normalizado segundo c’c =1 ventEe , oz autovalores do problema
original s¥o obtidos resolvendo o sistema {as, onde b &
normalizade segundo b BEb =1 . Ou seja, o usoc da subrotina

FOZAEF permite calcular os autovalores e autevetores da matriz

S:Sz com A = Sz e B-——S1 , onde S:' & z inversa da maitriz

rle covariincias da amostira do grupo um.



A notagfo usada sera P ,rp para os aulovalores

: ~4
da matriz 515%’ e b’.-.-..b para os autovetores associados.
~ . Mp

3.8.2 CERAGAC DE DUAS POPULAGEBES NORMAIS DE DIMENSAQ

Com o= autovelores B & b acaepeiados aons autovalores

b

rvi N?
r, ® r constroem—se as combinag®Bes lineares de interesse, nio
b=l
correlacionadas em ambos of  grupos |, definidas  por 11> do
capitulo anterior
e e
A G Y S B . d i=3x, n , C5=4,2
i e g
(L= }] (g
= ¢ y,¥, %9 b,b & RF €10
ir iz <z

eriande assim =25 matrizes de dados de ordem n * 2
o

gy (g (e
\l?‘ 3+ o= +
(Y, e p)
r tor i !fg} -
11 }12
(gr _ (g cgy |
5T = ] 7
}21 }22
l(g) (g
Y 4 Yo 2
. g g -

a2



’-x{gr cgr o tgr - rb Ea =
11 12 1p 1 pt
(gl tgr x(g) b B
4 2z Zp 12 pz
e AR KU I
L(g} tgr (g b by
] ngi ngz ngp ] L ip PP ]

1) {1

Y. ~ Nzc g T2
~r

i=1,...,n 11D
o

2 23

Y ~ M X 2

Ji z ~ * 2
o

3.2.3 CONSTRUGAO DA FUNGAO DISCRIMINANTE AMOSTEAL

. , gy .
Com o dados contidos nas matrizes WY conatréi-se a

fungio digseriminante amostiral.

Oht&m—se as estatisticas:

czy cxyr =, 1 -
r T Yen r
r Sis
Y 1
t 1
Sty N (3 3
Y = = A r i
ni 21 Y22
e
—t4
Yz .............
L1} (13
r ar
n 1 noz 1
be -l 1 1 | |

53



r - - AN T .
_ r yli y:z
¢ 2
Y ’ 1
_<2> 1 {2 t2)
Y = = r 1
2] Z1 z2
~ P
Y(z} .............
z
<z tz)
1 z i
i J n, r, J ]
s _ 1 Q _
Zi - - Iz
O O
> = ri o
zZ
& r
D

necessarias para calcular a fung3o discriminante amostral.

Foram calcul ados previamente:

ald, “Termo indepsndente:

XINDT = ¥7°¥7 - 1

bl . ~veltor dos coeficientes do termo linear

it -1
8(121 z

J)., ~Matriz do termo quadratico:

o



d). ~E logo a Fungfo Discriminante Amostral:

. L = o~4 . S -1 iy
Xy) =y (11—21‘ W2y (I?_}: -z 1 » + XINDT c12d

&) . —Assumindo custos de ma elassificac¥o & probabilidades a

priori iguais=.

Entic., o individuo que tem as mesdi ¢Bes yzg}
classificade como:
do grupo um, Se D(yzg)) = O o
Ci32
de grupo daois, e D(y: g‘) > O

Ou seja, para as n_en, ubservagBes de cada simulagio ,

‘ N [—d
(’.E-Lg))' substituimos os valores de cada cobhservagao transformada

¢ %

)]
8]



L otg?
gy _ bra ¥

b’x‘g)

na funcio (182, obhtendo-se assim a tabela (18) do capitule 2.
Com tais wvalores calculou-se a proporgio de itens

-] assificados incorretamente,” ou seja, a Raz8c de Erro Aparente

CREA) com © Método de Re-substitugio

B6




3.2.4 AVALTACRO DA FUNGAO DE DI SCRIMINAGAO AMOSTRAL E
APRESENTAGCAO DOS RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Para fazer um mel hor Julgamento da Fungio de
Discriminacfo Amostral 12) do iftem anterior, ajusta-se aos
conjuntos de dados normais p-variados contides nas matrizes 7
®P, a metedologia implementada no STATISTICAL ANALYSIS SISTEM
CSAS 3, residente no cemputader VAX-UNICAMP. Fortanto, antes de
faver a avaliacHo, €& conveniente apresentar um resumo de tal

meteodologla, (Programas n? 3 e n? 4 de apéndice).

L+ ¥ {2
e X forma—-se & Uum

Com os dados contidos em R
arquive que contém  as variaveis medidas e uma variivel
classificadora identificando os grupos.

0 "PROC DISCRIM" do SAS ajusta uma fung®o diseriminante para
classificar cada ohsarvacio em um dos grupos, assumi ndo
distribuicfio normal com igual ou diferente estrutura de

covarifincias nos grupos.

Opeicnalmente pedimos um teste de homogeneidade para as

matrizes de covarifincias, e e a2 hipdtese de igualdade &
rejeitada, a vlassificacio & feita com a fungio de Discriminagio
(uadrética Amostral de Anderson, ou seja, com a regra (862 do

capitule 2, em caso contrario com a FungZo de Discriminagio Linear

proposta por Fisher-regra (142 do capitulo 1.

&7



Com © método proposto, seja aceitando ou rejeitando o
teste de homogeneidade de variancias, trabalhou-se com (122, =&
que, € de se ssperar gue no caso de homoscedasticidade e dado que
consideramos médi as iguais, vail ser quase impossivel a

discriminagdo.

Em cada simulacioc de Monte Carlo, foram geradas duas
matrizes de dados amostrais normais de dimensfic dois & treés
respect.ivamente, sobre © que devem ser feitas as segulntes

consideragtes:

Dado que, © que inieressa & a diferenga enire os angulos

e nic o quadrante em que estdo localizadas as amostras, e tendo

confirmado isso atraves de simulag@es (ver quadro Al do apéndiced,

ent8o para facilitar o trabalho, foi fixado o angulo de rotagdo do
. . 0 L e . .

primeire grupo em O, e SO [oram feitas rotacles no segundo grupa,

com angulos de rotagdo de o° a @o.

Tais condigBes inicialis para a criag¥o dos grupos estdo

apresentadas nas colunas “PARAMETROS DE ENTRADA" dos gquadros 3.1A

até 2LTA para p - £ € €m 3.18B até R.TB quande p = 3. For

exemplo, para p = &, na execugio. 0ZA temos o seguinte:na
= = == 0 =

poptul agia l'[1 .V, E Y, 1, «o 0, & na populag3o Hz, v, v,

=31, o= 450, ou seja, gue as duas amostras faram retiradas de
popul agles  com distribuigBes circulares. Entdec, simul aram-se
amostras de populagBes esféricas, esféricas versus elipticas,
glipticas versus eliplLicas com varios anguloes entre os respectivos

eixos principais.
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Com a finalidade de avaliar malzs especificamente a
validade do critérie de diseriminacf%o proposto, supostamente
haseads na diferengas das matrizes de covarlincias, as amostras
¢riadas procedem de popul ag®es com vetores de médias iguals a
zero, Entdo, nag simulagBes supde-seé que as distribulgfes eztdo
centradas no veter O e gqualquer diferenga entre elas esta

pud
vontida nas matrizes de ¢ovariancias.

Para maior aproximacfio de situag@es praticas reais, em
alguns casos, foram feitas simulagcies com variancias iguais e em

outros com varisnciazs diferentes.

Dado gque s=seriz impossivel eshogarem-ge todas as
combdnag@es de matrizes de covarifincias, trabalhou-se com al gumas

delas, de tal maneira gue caracterizem gituagcBes de interssse,

Por eaxemplo, hnas execueBes 01 A-0ZA, mantém-se as duas
popul ages com distribul ¢®es circulares, entretanteo, nas execugtes
074, O08A, OBA, perturbaram-se as variincias sobr {ndependéncia em
ambas popul agfies, e nazs execupBes 03A, 10A, 11iA, 144, imptie-se
eztrutura cies correl agles no segundao grupo e mantém—ae

independéneia no primeiro.

Com os dades das amoziras geradas sob as  condig¢Bes
dadas, foram feitos of cilculos expostos nas secglfies 3.2 e 3.3 deo
presente capitule, obiendp-se s resultades apresentados nas
colunas "TESTE DE HOMOGENEIDADE ", YPROFOSTA DE DISCRIMINAGCEO™,
"CORRELACAO AMOSTRALY, & "ZSAS" dos quadros 3.1A até 2. 4B em p = &2
e p = 3.

&9



L

Cabe ressaltar gue em cada execugiio o teste de homogenel dade para
ac matrizes de covariineias, eonduz a rejei¢io ou aceitagdo
do igualdade das matrizes o dqual Tica na celuna “TESTE DE
HCMOGENEIDADE" dos quadros 3.1A até 3.4B.

Para clareza da interpretackdo das tabelas 3.1A até
3.4b.1, faz-se, como exemple, uma pequena deserigfo das tabel as

3.1A = 3.1A.1.

Na tabela 3.1A apresentam-ze quatro execugdes onde em
todas elas a primeira populag¥o € esférica; em tante que , hna
segunda populagic, as duas primeiras execugbez sio esféricas, €
Lem-se introduzido estrutura de correlagBes na terceira execugdo,

e na guarta execugio, as  variaveis sHO independentes.

Sequndo o teste para as matrizes de covarisnciag, do Proc Digerim,
nas duas primeiras ewecusdes & aceita a hipdlese de homogened dade

e nas terceira e gquarta execugBes tal hipdtese & rejeltada.

Para as mesmas exéecugdes, na parte inferior da tabela
apresenta-se o numero de elementos mal clasgificados em cada grupo
Gnﬂ.nﬁg. segundes & proposta e o SAS; com tais  valores
calcul am-se as estimativas das probabilidades de mad classificagZo
(REA), Também moztram-se oz autovalores maximo e minimo da matriz

< tg |
1 z



Entretanto, a tabela 3.1A.1 refere-se exclusivamente 2
execugdo 0lA, onde a parte superior contém o nimera da observagio
mal classificada segundo ambos oz métodos & a parte inferior
contém as observag®es mal classificadas por um dos métodos. Ou
seja, dque dags B2 observagBes mal classificadaz pela proposta e
82 observagties mal clasgsificadas com o SAS, (parte A+B ou pérte
A+C), 70 observagties foram erradamente classificadas pelos dois

métodos, (parte A).

A= conel uses dos resul tados experimentalis serio

apregentadas no dltimo capitulo.
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TABELA N°5.14

ESTIMATIV A4S DAS FROBABLLIDALLS DE MA
CLASSIFICACRD C(READ OBTIDAS COM O NOVO METODO DE  CLASSIFICACAC
FROFPOSTO E COMPARADAS COM AS OBTIDAS FELO SAS
" PARAMETROS DE ENTEADA TESTE
————————————————————————————— CORREL AGKO DE
EXE Fep  um FPop dois AMOSTREAL HOMOGENE I DADE
* » = ., A,‘ i3 g Z} /=
Y v, « ',1 v, @ £ & v . Vz
OLA 1 1 O 1 1 0 0,071 0,089 Aceltar
024 1 1 0 1 1 A5 0,071 £.019 Aveltar
O3A 4 4 Q z 4 45 Q. 071 -0.889 Rejeitar
O4A 4 4 D P 4 980 0,071 -0, 089 Pejeitar
FPRAFOSTA DE DISCREIMINACEO S54%
EXE REA n n Autaoval ores r -r REA n n
im zm 1" p 1T 2m
r r 2D
1 P
Q1A 48 35 57 1383 1.0 1,28 41 4z 40
O2A 42.85 = 56 1.27 1.14 1.1 42.8 4z 43
O3A 2.0 A2 =0 1.27 0. 28n 455 21.0 42 20
Od A .S 45 i1s i.g29 Q. 279 4. 64 3.3 495 1@
Fonte : Simulagles com o Frogramoa n-l (Ver pags. 80, 810,

e



TABELA N°3.2A

LSTIMATIVAS

DAS

CLASSIFPICAGRC CREA> OBTIDAS COM O
FROFOSTO E COMFARADAS COM AS OBTIDAS

FPROBABIL I DADES

DE MA

NOVO MNETODOQ DE CLASSIFICAGAC

PELO £45

PARAMET RGOS DE ENTRADA TESTE
———————————————————————————— CORREL ACKO DE
EXE Fop um Foep dots AMOSTEAL AOMOGENE1 DADE
oy viw | v v e NETEETS ) -
VoV, & v, v, « fel e \1 Vz
OTA 1 1 o 2 s 0 0,071 O, 083 Paejeitar
OfA 1 1 O 2 0.8 B0 0. 071 =il Eejeitar
O74A 2 0.5 0 2 0.5 Q 0.071 0. 089 Aceitar
ORA 2 0.5 0 z 0.5 ao Q.07 -0 08T Rerjeitar
PROFOSTA DE DISCRININACEO EAL
EXE REA n n Autoval ores r -r REA n n
im Zm £ jul im Zm
r r %
1 P
O5A o4 &1 =7 .38 Q. .ars 19.84 =4 £1 =7
OBA 28.5 25 2z 4461 0. 325 13.72 28.8 29 38
O7A 46.0 38 57 1.z288 1,092 1.22 415 42 40
OBA 9.5 = 11 41 . 2830 0.035; 1171. 32 a.5 8 11
Fente (SinulagBes com ¢ Frograno n%1 . {Ver pags. 82, 83



TABELA N°32. 34

MA

ESTIMATIV AS DAS FROEBAEBL L I DADE'S DE
CLASSIFICACAO C(REA> OBVIDAS COM O NOVO METODO DE CLASSIFICACAC
FROFPOSTG E COMPARADAS COM AS OBT1DA4S PELD SA4%
PARAMETROS DE ENTRADA « TESTE
————————————————————————————— CORREL ACRC BE
EXE Pop  wum Pop dots AMOSTRAL HOMOGENE1 DADE
____________________ TR NS _ _
N 1 v 2 & 1 Tz @ e Q vihvz ;
OQA o5 O 0% 3 O |0.071 0. 08g Bejeitar
104 2 0.8 0 0% 05 45 10,071 0. 944 Eejeitar
11 A 2 0.085 & 2 .08 80 00071 —0.93 Rejeitar
124 8 0.05 0 2 D.0s a0 071 -. 0RG Baieitar
PRORPOSTA DE DYSORIMINATARO A5
EXE FEA n g} Autmval ores ST REA n n
1m Zm 1 p 1m 2m
¥ r C %0
1 &
(ala ). = = 8 30648 O, 037 1082 21 g & &
104 125 11 15 2. 06BE8 O 066 IS S 12.58 11 16
11 A 0.0 o O Zlgsiz. s Q0001 132 zl.{}*loﬁ G. 0O O O
1Z2ZA .0 0 o 289308 4 O. OQOl wears, 22l O F 0.0 O O

. oy a
Fonte :SimulagBes com o Programa n-l.
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TABELA N°3. 44

ESTIMATIVAS DAS PROBABIL1DADES DE MA
CLASSIFICAGKD CREAY OBTIDAS COMH O NOVO METODO DE CLASSIFICAGRO
FROPOSTO E COMFARADAS COM AS OBTIDAS PELO SAS

PARAMETROS DE ENTREADA TESTE
————————————————————————————————— CORREL ACRO DE
EXE Fop wn Fop dol s AMOSTRAL MHOMOGENETI DADE
_________________________________ EE 2 "
xi Vz 0k \1 vz o o fa V’~V2
13A e 0.3 0 g8 0.05 © O, Q071 0. 089 Rejeitar
14A 2 0.5 ] 8 .08 45 0. 071 0. 939 Rejeitar
15A Z 0.5 O 8 0.08 650 O.071 C. 8ag Fejeitar
164 2 0.5 &) 8 0.05% ah O.071 0,089 Bejeltar
FPEOFQSTA DE DISCRIMINAGRD SAS
EXFE "EA n n Avutoval ores L o EBEA n I
im 2w 1" p im 2m
r X [
1 P
134 5 g 3 S1.34 0.0109 1958. 8 B =] 3
14A 4 A 151,76 0.0015101. @0 4 7 1
1554 2 3 1 B20. 42 0. 0011 |200. 4%10° 2 3 1
164 0.5 1 0O 293,09  ©.0008 366, 4x10% | o8 1 0
Foente :SimulagBes com o Frogramo nai_ CVer pag. B42.



TABEL A NQB.IB

ESTIMATIVAS bAS PROBABILIDADES bE MA
CLASSIFICAGCKO CREA> OBTIDAS COM O NOVO METODD DE  CLASS)FICAGAD
PROFOSTO E COMPARADAS COM AS OBTIDAS FELO SAS

PARAMETROS DE ENTRADA CORRLL ACAO TESTE
——————— =it ot ettty AMOSTERAL DE
pop. R pPOp.  dots ~(1) ~czs |HOMOGENE!
‘\(!' '\F '\'I a \r '\‘J' \! a p p
1 z 3 1 2 3
O1R 1 1 1 © i 1 1 0 0,043 0. 062 Aceitar
O2B 1 1 1 0O 1 1 1 45 0.0473 -0. 013 Aceitar
O3B 8 4 = 0 3] 4 P 0.043 -0 518 Bejeitar
Q4B 2 4 e O & 4 2 a0 0. 0473 -0, 062 Bejeitar
FPROFPOSTA DE DRISCRIMINAQCRDO 4%
EXE EEA n n Autaoval ares rosT EEA n n
im Zm i P im Zm
x> ¥ C 3o
i P
Ol 42 35 49 1,381 0, 72058 1.8 45 43 45
O2B 40 5z b242] 1,386 O.7050 1.82 41 .5 42 41
O3B =0 34 Pl s HO1E1 O 25RO 12.1 30.5 =34 =7
4B 28,9 31 &5 .03 O 1oy 16.3 &£3. 5 ol Pt
Fente :Sinulagfes com o Frograma nOE- CVer pag. 8952,



TABELA N°3.2B

EST1MATIVAS DAS FROBABILIDADES DE: MA
CLASSIFICAGCKD CREA> OBTIDAS COM O NOVO METODO DE CLASSIFICAGAO
PROFOSTO E COMPARADAS COM AS OBTIDAS PELO SA4S

PARAMETROS DE ENTRADA CORREL ACEO TESTE
-------- T T T e e T T T AMOSTRAL DE
pop. W Pop- - NEE ~(2z) |HOMOGENE]
W v v v v v o 0 fa)
1 z 3 1 P4 3
OER 1 1 1 ¢- 2 1.5 0.5 45 0.043 0. 268 Poejeitar
OBE 1 1 i 0 2 1.5 0.8 B0 0. 043 0. 208 Pejeitar
O7B 5 4 2 0 4 4 4 Qo 0.043 Q. 062 Rejeitar
8215 & 4 2 0 4 4 4 Qo 0. 043 ~0. 082 Eej=itar
FROPOSTA BE DISCRIMINAGAO o
EXE FEEA n n Autoval ores T EEA n n,
im Zm 1 & im im
I r o
1 P
OSHE .5 3= 30 3428 Q. 2800 1z, =228 25.5% 22 30
OER 20.0 32 =5 3,484 O 20806 12,34 26.5 23 20
Q7B g5 19 35 4,784 0. 3848 13,14 2a.5 21 =28
osB 29.0 20 38 4. 769 Q. 3875 12.31 28,0 260 20
Fonte :Zimulagfies com o FPrograna ntz. {Ver pag. 86, 87>.
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TABELA N'5.38

TE

LESTIMAT IV A4S DAS FREOBAE! L1 DADES DE MA
CLASSIFICAQROCREA> OBRTIDAS COM O NOVOQ MNETQDG DE CLASSIFICACRO
FROFOSTO P COMPARADAS COM AS OBRTIDAS PELL SAS

PARAMETREOS DE ENTRADA CORREELACRQ TESTE
T e i T T T T T T T e e e e AMOSTRAL DE
Fap- Peg- e ES) “~e2y | NOMOGENE]T
v W Voo Y \Y \Y o ) Js;
i 2 ) 1 z 3
O9OR 2 0.5 1.5 .0 2 008 1.5 O 0,043 0. OBz2 Bejeitar
10B = .5 1.% 0 g 0.0 1.5 48| 0.043 0. Qg Fejedtar
11B 2 o8 2.0 0 2 008 2.0 BO{ 0043 Q. osg Rejeitlar
128 2] .08 2.0 0 g 0.00 2.0 90! o043 -0,062 FEejeitar
FPROPOSTA DE RISCEIHINACEQ SA4%
EXE FEA n r Autoval mres rooAT EEA n r
im Zra 1 P im 21
r r D
1 P
Q9B 7.8 1= ) 14,108 O 0O0G0 18657, 3 £ 10 Pt
108 2.5 4 1 1177685 O.Q011; 10705%. 4 e 4 O
i1B 8] C 0 IBU36G. 6 0. 0001 338, 71 0° O O _O
188 0.8 O 1 |g235. 878 O.0006 758.5*106 C.S 0 1
Fonte PBlnulacties com © FProgramna nz. Cver pags. ©8)



TABELA N°3. 4B

ESTIMATIVAS DAS PROBABILIDADLS DE MA
CLASSIFICAGCRD CREA> OBTIDAS COM O NOVO METODO DE CLASSIFICACAKO
FROPOSTO E COMPARADAS COM AS QBTIDAS FELO SA45

FARAMETROS DE ENTEADA CORREL ACRO TESTE
———————————————————— R bttt ke AMOSTRAL DE
V‘QOP' Vum v a v pt:p. f\%OLSa E D) ~ozy |HOMOGENET
1 2z 3 ] z 3
138 3 0.80.05 0O 3 0.5 005 O] 0.043 0. 062 | Aceltar
148 2 0.5 0.08 0 3 0.5 005 g| 0.043 0. 06887 Rejeitar
158 3 0.5 ¢.08 ¢© B0 005 2g| 0.043 0O.9272| Bejeitar
16ﬁ 2 0.5 008 0O 32 0.8 005 34 . 043 0.9427 | Rejeitar
178 3 0.5 0.08 2 0.5 0.05 457 0.043 0.9448| Rejeitar
1R 2 0.8 0.05 0 208 0,08 gby 0.043 -0, 0522 Bejeitar
PEODPOSTA DE DISCRIMINACEC SAS
EXE EEA LN L, Autoval ores riﬁrp REA LI
r rp
13E 4z 353 49 1.361 O.7258 1.87 45 45 45
14E 24 44 24 2.311 02508 €. Ba a8 44 32
158 17.5 23 1Z §.919 O.0879 101. 48 18.5 23 14
168 1z 15 16. 13.794 O.0OBEY =43, 28 13.8 16 11
178 12.5 15 10 16,925 0. 0462 366, 34 12 15 08
18R a7 QF o] 71.819 00245 1298, 74 8.5 08 08
Fonte :Simulacles com o FProgramo ngf. Cwver pag. 89).
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QUADRO 3.1A.1 OBSERYACTOES MAL CLASSIFICADAS NA EXECUCAO 01 A

obs de Hl classificada em Hz whs de H2 clagel ficada em Hi
02 37 8é a7 102 185 156 183
673 38 84 104 126 1549 184
13 39 89 1 OF iz2a 161 185
14 48 B7 . 167 130 1653 188
16 50 89 : 111 135 165 180
17 55 =) 112 143 168 io1
&1 59 g2 114 145 167 192
=0 &7 93 118 149 169 1497
34 76 QFs 117 152 172 200
3G = g7 1z1 155 180
FPEOPOSTA (B) SAS (C)
de T em T1 cler ﬂg em Hi e H‘ em nz de ﬂz em ﬂi

41 11 180 & ag 131
44 105 162 (2
75 11@é 164 12
98 112 174 £3

1E87 175 35

138 17& 45

140 179 46

144 195 B3

147 e

148 79

FROFOSTA = A + B
TOTAL DE MAL CLASSIFICADAS

Il
™
+
M

SAS



QUADRO 3.1A.2 OBSERVACOES MAL CLASSIFICADAS NA EXECUCAO Q4A

obs de 1'!1 clagsificada em Hz obs de nz clasgsificada em ﬂi
Oz =20 43 65 82 103 146
0= =26 456 Fi g7 104 i 50
OB 22 47 73 a0 115 153
08 28 48 T4 g3 115 159
10 3 ®S0 TS 97 120 161
11 33 58 7100 124 1 65F3
12 35 54 gs 131 184
14 36 5565 79 134 186
16 37 £31 80 137 1 Q6
17 am (e a1 139
FPROFCETA (B SAS (T
clee T @m T e 71 &em [ cle ﬂi e Uz dee 71 em 11

PROFOSTA = A + B
TOTAL DE MAL CLASSIFICADAS
CAS = A + C
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QUADRO 3. 2A.1  OBSERVACEES MAL CLASSIFICADAS HA EXECUCAO O5A

abs de l'l1 classificada em ﬂz obs  de H2 classificada em ﬂi
Oz 55 100 101 133 174
14 Ba 111 142 121
17 B3 113 i44 182
=7 T4 116 148 183
=g 76 117 152 190 -
37 s 1i9 155 14
38 7& 121 158 200
A7 80 126 162
48 87 187 169
50 g8 125 170
FROPOSTA (B) SAS (T
de I em II de T em I de T em 11 de I1 em Il

FPROFPOSTA = A + B

TOTAL DE MAL CLASEIFICADAS
TAS = A + O

22



QUADRO 3.2A.2 OBSERVACZES MAL CLASSIFI1CADAS NA EXECUCARO O7A

e e S et T e T

0= 37 82 as 102 125 189 184
04 38 B4 104 126 161 i85
13 39 85 106 ie9 163 188
14 48 87 107 130 165 180
16 50 89 111 135 166 191
17 55 80 112 143 167 182
z1 59 oz 114 145 168 197
=0 &Y o3 115 149 172 =00
34 75 Qe; 117 152 180
36 e o7 1=1 155 183
PROPOSTA (B) SAE (2D
de Hiem Hz de 1 em Hi de [T em I de Hz em []

41 101 155 05 og 1321
44 108 160 o8 153
78 116 163 1z
Qs 118 164 &5

127 174 35

1E8 175 45

140 176 4&

144 174 B

147 195 62

148 79

PROPOSTA = A + B
TOTAL DE MAL CLASSTFICADAS

n
ped
+
"

SAS
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QUADRO 3, 4A.1 OBSERYACOES MAL CLASSIFICADAS NA EXECUCAQO 14A

13

FROPOSTA = A + B
TOTAL DE MAL CLASSIFICADAS

SAS A+ C

84



QUADRO 3.1B.1 OBSERYACDES MAL CLASSIFICADAS NA EXECUCAQ 0O1B

segunda a FROPOSTA & © SAS (A)
obs de Hi classificada em nz ohs de ”2 classificada em ”:
o1 4z 75 103 131 166 188
7 45 79 105 134 167
12 55 £ 106 137 1EL
15 54 a8 108 134 182
i8 50 a8y 109 143 184
19 Bl a8 110 150 1&459
&3 £z 113 151 187
&5 67 154 153 18
33 £ 1265 160 191
41 s 167 168 195
FROFPO=TA (B) SAS (T
de Hiem ﬂ2 de 1T em ﬂ1 de 1 em ng cler Hz 234 ﬂi
Fad 1401 149 5 54 107 174
14 102 156 =4 &9 115 175
=2 114 155 =8 = 123 197
=9 116 iva 38 7T 1&8 1949
a2 120 175 1S 82 144
a5 1&= 183 44 ar 145
45 125 1eg 46 =51 146
82 140 200 49 i 164
3 1431 B4 &g 171
147 63 173

PROPOZTA = A + B
TOTAL DE Mal CLASSIFICADAE
EAS = A + C



QUADEC 3. 2ZB.1

OBSERVACHBES MAL CLASSIFICADAS  NA EXECUCAO OB

4 654
7 (&la]
8 B9
10 70
11 T
=8 7
45 721
45 g1
5e
653
PROPOSTA
dee 0 em I
£ 7E
13 a7
17 a8
=3 Q%
&6 =l
=1
=3
43
A
T4

21
=7
44
80

8o

TOTAL DE MAL CLASZSIFICADAS

PROPOSTA = A



QUADRO 3. ZR.2Z - OBSERVACUES MAL CLASSIFICADAS NA EXECUCAO O7B

obs de N1 classificads em Hz obs de Hz classificada em ﬂ:
1 =g 104 423 1556 1665
= 518 105 124 160 187
18 £31 103 1 e85 155 169
=25 57 105 127 165 1 QR
i TH 1 OF 135 170 148
37 B3 108 134 178 199
40 24 110 1349 1795 200
S0 e 116 141 176
Ly | 120 144 180
&7 iz 1485 i
FPROFOETA (B) SAS (S
cler Hlem 1'12 de ﬂq em rI1 de 1 em T1 dee 1 em Tl
15 162 20 151
a1
55

PROFOSTA = A + B
TOTAL DE MAL CLASSIFICADAS
SAS = A+ C



QUADRO 3.3B.1 OBSERVACOES MAL CLASSIFICADAS NA EXECUCAD COSR

PROFQSTA = A + B
TOTAL DE MAL CLASSIFICADAS

it
p>s
+
[}

SAS

a8



QUADRO 3.4B.1 OBSERVACDES MAL CLASSIFICADAS NA EXECUCZEO 1€B

segunde & PROPOSTA o o SASE (4)
obs dae [ classlficada om H2 ahs de Nz classificada em ﬂ1
15 119
45 144
&1 146
ot 154
5a 159
e 1665
169
1B
FEOFOQSTA (BY SAS (O
cde T em T1 de Ho &m ﬂi de I =m IT de ﬂa em 1
1=
255
e

PROPOSTA = A + B
TOTAL DE MAL CLAZSIFI1CADAS



3.3 EXEMPLO DE APLICACKO

3.3.1 INTRODUCRO

Camo aplicagioc da téecnica, usaram-se dados de
digeriminacfo de notas de 1000 Francos Sulgos verdadelroz e
falsows, Jj4 utilizadas em analise efetuada por Flury e Riedwyl

Ccta83y, relacionados, nos gquadre 3,01 e 3.C2.

A seguir apresenta-se 2 descrigBo dos dados usados  para
construir a fungZe de discriminagfo amostral, além de fazer a
avaliagls correspondente pelo calculo da Razido de  kErro Aparente.
Faz—-se também, uma comparagic da estimativa da probabilidade de ma

classificagio com a obltida pelo SAS.

Os programas usados foram: Programa nS 5 e Programa n2 &
ascritos em linguagem FORTRAN e SAS respectivamente e estio no

apéndice.

3.3.8 DESCRICAD DOS DADRDS

Tém—se as madicfes de geism variaveis em 200 notas d=
bance:, 100 das gquais sio verdadeiras (vém de n;) e as oubras 100

afa falzsazs (vém de ﬂzb.

As variaveis medidas foram:

20



X : Comprimento das notas de banceo.

¥ : Largura do lado esquerdo das notas.

X : Largura do lade direitio,

¥ : Largura da margem infericr. ‘

X : lLargura da margem superior.

X : Comprimento da diagonal medida desde © canto

inferior esquerdo até o canto superior diretto.

(opy = Lo (e
caricies: xfg = ( xg. );g, ........ . xgj
i’ 13 12 LS
ooT 4,2 Loz 2,2,. , T
e
n=n= 100
£ 2

¢ o velor gque contém as medig@es da i-ésima nota no

44} 2

g—esimo grupo, resultandoe nae matrizes de dados ¥ Ve e

ficam no quadro 3.1 e 3.C2,
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QUADRO 3. C1

MEDI DAS DE NOTAS DE BANCO

VERDADEIRAS
X, X X, X, X_ X G-OBS
214, 8 131.0 1811 0g. 0 09.7 141.0 1001
2146 129, 7 1289.7 08. 1 09.5 141 1002
£14.8 129, 7 129.7 08,7 0u. 6 142. 8 1003
z214.8 129. 7 120. 6 07. 5 10.4 142. 0 1004
218, 0 129. 6 129, 7 10. 4 07.7 141.8 1005
2157 130. 8 1380. 9 08. O 10.1 141.4 1006
215, 5 129.5 128.7 07.a 0U. & 141.6 1007
214.8 120.6 124 2 o7. & 10.0 141.7 1008
Z214.9 129. 4 189, 7 08. 2 11.0 141.9 1009
215, 2 150. 4 130. 3 og. 10.0 140.7 1010
218, 3 130. 4 130, 3 07.9 11.7 141.6 1011
215.1 129.9 129. 6 07. 7 10.5 148. & 1018
215, 150. 8 129, 6 07. 10.8 1414 10173
E14.7 1847 12a. 7 07.7 10.G 141.7 1014
=151 129,89 189, 7 o7r. 7 10.8 141.8 1C15
E214.5 1208 120, 8 0Q. 3 08. 5 1416 10185
Z14d. 6B 1298 1530.1 8.2 815t 141.7 1¢17
215, 0 129, G 128, 7 0g. O 09. 0 141.Q 1018
2158, 2 129. 6 120.6 07. 4 11.8 141.5 1019
214.7 130. 2 1249. 9 OB, 6 10.0 141.9 1020
215, 0 129.9 129. 3@ 08. 4 10.0 141.4 1021
2156 180. 5 130.0 08,1 10.3 141.6 1028
215, 3 130.6 130. 0 08. 4 10.8 141.5 1023
215. 7 130. 2 130.0 08.7 10.0 141.6 1024
2151 129.7 129. 9 07. 4 10.8 141.1 1025
215. 3 130. 4 130. 4 08. 0 11.0 142. 3 1086
215, 5 130. 8 130.1 081 09. 8 1428. 4 1087
215,41 130.3 130. 3 09. 8 0a. 5 1412 .9 1028
=151 130.0 130.0 O7. 4 .‘105 141.8 1029
oz

UHNICAMP
P ONTECA CFMTRAT



QUADRO 3.C1 Ceont. )

MEDIDAS DE NOTAS DE BANCO

VERDADEIRAS
X, X, X, X, % X G-OBS
2145 129.7 129, 3 O=. 3 09. 0 148. 0 1030
215, 2 130, 1 129.8 o7. 9 10.7 141.86 1031
zZ14. 8 18G.7 129.7 08. 6 oa.t 142. 3 1032
215, 0 130. 0 129. 6 7.7 105 140.7 1033
£15. 6 130 4 1301 08, 4 10. 3 141.0 1034
215, 9 130, 4 130, ¢ 0%, 9 10. 141 .4 1035
2146 130.2 130. 2 0G. 4 09.7 141.8 1036
2155 130. 3 130. ¢ O8. 4 0g. 7 141.8 1037
215, 8 129, G 129, 4 o7. o 1¢.0 142.0 1038
215,53 150.3 1301 0B, & 0Q. 3 1421 1029
z1a.Q 130.3 12490 08. 1 0Q. 7 141.3 1040
£14d. 4 129, 8 1898 OB. g 0a. 4 148, 8 1041
2148 130. 1 120, 6 o8. & OG. 9 140.0 104
Z14. 9 120, 6 129, 4 09. 3 0G. 3 141.7 10473
214.9 130, 4 129. 7 09. 0 0S. 8 140.Q 1044
2149 124, 4 129. 1 oa. 10. 2 141.0 1045
2143 1829, B 129, 4 08. B 10. 8 141.8 1046
214.8 189.9 124.7 08. 3 10. 2 141.5 1047
z14. 8 120. 0 129.7 07.3 10.9 142. 0 1048
214.6 189. 7 129, 8 07.9 10.3 141.1 1049
14, 5 129, 0 129, 6 07, 8 08, & 142. 0 1 050
2446 120. 8 120, 4 Sr = 10.0 141. 2 1081
=215, 2 130. 6 130.0 09. 5 0. 7 141.1 105
2145 150,41 130. 0 07. & 10.9 140.9 1083
=15, 4 130. 2 130. 2 07. & 10.9 1416 1054
2145 189. 4 129.5 07. 9 10.0 141.4 1055
215, 2 1897 129. 4 0g. & 09. 4 1420 1056
2157 130.0 120, 4 0g. = 10.4 141. 2 1087
215, 0 129. 6 189, 4 08. 8 04. O 141.1 1058



QUADREO 3.C1 Ccont.D

MEDIDAS DE NOTAZ DE BANCO

YERDADEIRAS
X, X, X, X, X, X G-OBS
2151 130.1 129. 9 07.9 11.0 141.3 1059
2151 180.0 129.8 08. 2 10.3 141.4 1060
215.1 129.6 129.3 os. 3 0g. 9 141.6 1081
215, 3 129.7 129.4  07.8 10.5 141.5 1062
218, 4 1z20. 8 129. 4 o8, 0 10. 6 141.5 1063
2145 130.0 129.5 o8. ¢ 10. 8 141 . 4 1064
215, 0 130. 0 189. 8 0B. 6 10.6 141.5 1065
215,82 130.6 130. ¢ 08. & 10, 6 140.8 1 OFES
2146 120, 5 120, 2 07,7 10. 5 141. % 1067
z14. 8 129, 7 120, 3 0g. 1 04. 5 141.5 1068
£15. 1 129. 5 129. 8 =N 0G. 8 141.8 1068
z1d.9 130. 2 130. 8 08. O 11.2 139. 5 1070
2138 129.8 189, 5 08. 4 11.1 140.9 1071
=19, 2 129, 9 1295 08. & 10. 3 141.4 1072
215, 0O 1206 130. 2 o8, 7 10.0 141. 2 1073
214. 4 129. 9 124, 6 07.5 10.5 141. 8 1074
2159 8 129, 9 1207 7. & 10.6 142.1 1078
214.1 186. 6 1209, 3 O7. 6 10.7 141.7 1076
214.9 129. 9 130.1 08. 8 10.0 141. 28 1077
Z14.6 129. 8 120. 4 07. 4 10.6 141.0 1078
2185, 2 130. 5 129. 8 07. 9 10.9 140.9 1079
14,6 129.9 129. 4 07.Q 10.0 141.8 1080
24531 120.7 1209.7 08. 6 10. 3 140.6 1081
214.0 1208 129, 6 7.5 10. 3 141.0 1082
215, 2 129, 7 129, 1 08. 0 09. 7 141.9 1083
219, & 130. 1 1200 07.8 10.8 141.3 1084
=15, 4 130.7 130. 2 09. 0 11.1 141 .8 1085
E15. 1 189, O 129. 65 o8. g 10.2 141.5 10865
215, 2 129.9 129.7 08. 7 09. 5 141.6 1087

24



QUADRO 3.C1 C(cont.D

MEDI DA® DE NOTAS DE BANCO

YERDADENRAS
Yi Xz Xg X4 Fﬁ Vd G-OBS
£15.0 129.6 129.2 C8. 4 10.2 142.1 1088
£14.9 130.3 128.9 07. 4 i1.2 141.8 1089
2150 izg. g 129.7 08,0 10.5 142.0 1040
214.7 128.7 129.8 Oz, 6 09.6 141. 6 1031
£15. 4 130.0 1z9.9 08.5 09, 7 141. 4 1092
214.9 1249. 4 129.5 o8 2 0g, g 141.5 1093
E14. 5 129.5 129. 3 07. 4 10.7 141.5 1004
=14.7 128.6 129 .5 o853 10.0 142.0 1085
215,68 129.9 129.9 09. 0 09,5 141.°7 1086
Z15.0 130.4 130.0 0g9.1 10.2 141.1 1097
Ztd. 4 129.7 129.8 05,0 10.3 141.2 108
21501 130.0 129.8 0g.1 10.2 141.8 1089
e14.7 130.0 122, 4 07. 8 10.0 141.2 1100
Fonte : Flury (19833,
G Grupe de notas verdadeiras (13,
QOB=S Nimero de observagcio dentro de cada grupo.

Q5



QUADRO 3. C2

MEDIDAS DE NOTAS DE BANCO

FALSAS
X1 Xz Xg X4 Y5 Xd G-0OBS
214 4 130,14 130. 3 a7 11.7 139.8 2001
=149 130.5 130. 2 11.0 11.5 139.5 2002
=14.9 130.3 130.1 08.7 11.7 140.2 2003
215.0 120. 4 130.6 Oﬁ-Q 16.9 140.3 2004
=147 120.2 130.3 11.8 1¢.9 1397 2005
215, 0 130.2 130.=2 10.8 10.7 139.9 2005
Z15. 3 130.3 1=20.1 09. 3 1=.1 140. 2 2007
=id. s 1501 130. 4 09,8 11.5 139.9 2005
2150 1302 129,89 10.0 11.9 1594 2004
15,2 130.6 130.8 10.4 11. 2 140.3 Z010
=215 2 1304 130.3 08,0 11.8 1z9.2 2011
21501 1305 130.3 10.5 A R 14001 =0ia
=15 4 136.7 131.1 09.7 ii.s 140.6 2013
214,32 136, 4 1za.o 11.4 11.0 139.9 201 4
2151 130.3 1300 1006 10.8 1=29.7 2015
=188 1530. 4 120.0 082 11. & 139.2 2016
=147 130.6 130.1 1i.& 10,5 139.8 2017
2147 130.4 130.1 iz 1 10,4 1309 =018
=l4. 8 1208 i30. 2 11.0 11.¢ 140.0 =019
=14.4 130.2 lzg. g 10.1 12.0 izs. =2 2020
&ild. 8 1303 1304 10,1 121 139. 6 2021
21501 130.86 130. 3 12.3 10.= 139.65 FAR o
215.3 130.8 13.1 11. 6 10.6 140.2 2023
=15.1 130.7 1304 10.8 112 1397 2024
214,77 130.5 120.5 ol g 10.3 140.1 20=5
214.9 130.0 130.3 16.2 11.4 139.6 20265
£215.0 130.4 130.4 09 4 11.6 140.2 =027
215,95 1230.7 130. 3 10.&8 11.8 140.0 2088
2151 130.2 130. = 10.1 11.3 140. 3 =20=4g

o5



QUADED 3.C2 Ccont.D

MEDI DAL DE NOTAS DE BANCO

FRALSAS
X b X X X X G-OBS
1 2 1] 4 i o]
£214.5 130.8 130. 5 09. 8 12.1 130. @ 2030
=143 150, 2 130.0 10,7 10. 8 130. 8 2031
214.5 130. 2 139. & 12. 3 11. 2 139, 8 2038
214.9 130,53 130. 2 10. 6 11.5 130, 9 OB
2146 180, 2 130.4 10. 6 11.8 130, 7 2034
4.2 180. 0 130. 2 11.0 11. 8 139. 5 2035
214, 8 1801 130. 1 11. @ 11.1 139. 5 2036
Z14. 6 1208 130, 2 10.7 11.1 159, 4 2037
=214.49 1307 130, 3 02, 3 118 1263 2038
214,65 130. 4 130. 4 11.3 10. 8 139. 8 2039
2145 1805 180. 8 11.8 10. 2 12496 2040
2148 130, 2 130, 3 10. 0 11.9 139. 3 2041
2147 130. 0 1849, 4 10. 8 11.0 139, & 2048
E1d. 6 130. & 130. 4 11. 2 10,7 153G, 9 20473
£18. 0 1308 130, 4 10,6 11.1 123G a 2044
E14.5 189, 8 129, 8 11.4 10.0 139, 3 2045
s14.0 150. 6 130, 4 11.9 10. 5 150, 8 2046
2150 130.5 130. 4 11.4 10.7 139.9 2047
215. 3 130. 5 130. 3 09. 8 11.3 188.1 2043
214,77 1302 130.1 10.7 13.0 130. 4 2049
=14.9 120, Q 130.0 0u. g 12.3 1539, 4 2080
#14.9 130, 3 1899 11. 8 10.6 139. 8 2051
214, 6 120, 8 1z, 7 11.9 10.1 139. O 2052
146 189, 7 189, 3 10. 4 11.0 139. 3 2053
E214.5 130, 1 180, 1 121 10,3 129. 4 2084
2145 150, 3@ 180.0 11.0 11. 5 130. 8 2OBE
2151 180. 0 130. 3 11. 6 10.5 183G, 7 205
2id. 8 129. 7 125. 6 10,3 11. 4 139. 5 2087
S1d. 4 130, 1 180, 0 11.3 10.7 139. 2 2058



MEDIDAS DE NOTAS DE BANCO

FALSAS
X1 Xz X3 X4 X5 Xd G-0BS
Z14.8 130.4 130.6 12.5 10.0 139. 2 2089
214.6 13C.8 130.1 08.1 iz.1 1237.9 2080
215.8 136.1 129.7 07.4 iz2.2 138. 4 2061
ci4.9 130.9 130.1 09, 2 10.2 1z8.1 (S48 ST
c14.6 130.1 130.0 11.5 10.6 1239.5 20632
214.7 130.1 120.2 11. 6 10.9 1=28.1 20684
£214.3 130.3 130.0 11. 4 10.8 139.8 2065
2181 130. 3 1230.6 10.3 12.0 132.7 20686
216.3 130.7 120. 4 10.0 10.1 138.8 2067
215. 6 130. 4 130.1 09. 6 11. 2 138.6 =068
214.8 1ea.8 i29. 8 09, 6 12.0 139.68 =206
£14.9 130.0 122, 9. 11. 4 10.9 129.7 =070
213.2 130.7 130.8 o8, 7 11.8 137.8 2071
cl4.2 1320.86 1230.4 12. 0 i0.2 139.6 o072
214.8 180.5 130. 2 i1.8 10.5 i394 2073
2148 129.6 130.0 10.4 11.8 1z9.2 074
£14.8 130.1 130.0 11. 4 1.8 i32.6 2075
14,9 130.4 130. 2 11.9 10.7 1330 2076
El4.3 130.1 130.1 11.6 10.5 139.7 2077
214.5 130.4 1320.0 0a. 9 i2.0 138.6 2078
214.8 130.5 130.2 10.2 12.1 139.1 2079
£14.95 130.2 130.4 oB. 2 11.8 137.8 2080
Z215.0 130. 4 130.1 11. 4 10.7 139.1 2081
214.8 120.86 120.6 08. 0O 11. 4 1387 =082
£15.0 130.85 130.1 11. ¢ 11. 4 139.3 083
Z214.8 130.8 130. 4 10.1 11.4 139. 2 084
214.7 136.2 120.1 10.7 11.1 139,95 2085
£14.7 130C. 4 130.0 11.95 10.7 132.4 2080
214.5 130. 4 130.0 08. 0 i1z2.2 138.5 2087
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OQUADRO 3.C2 C(cont. D

_._‘.._._...____.__........—_......._.'-...._4._....________........_.___.........._._...-..__.._.._.——.-.—...-——.—..—.——m.-.-__.—-.—-——

MEDI DAS DE NOTAS DE BANCO
FALSAS

X1 Vz Xa X4 Y5 Yﬁ G5-0OBS
2148 130.0 18297 11. 4 10,6 139 2 2088
=14.8 129.8 130. 2 09. 6 11.9 139.4 2088
Z14.6 130. 3 130,28 1z.0 09,1 189.2 2080
=215.1 150,82 129, 8 . 10,8 12. 0 139.4 2091
215, 4 180.3 130.6 088 11.0 1386 209
214.7 130.3 130.2 10.8 i1.1 1389. & 2003
215. 0 130.5 130. 3 09. B 11.0 138 5 2024
Zi4d4. 9 130.3 150.8 11. 6 10.6 lza. = Z08g
2150 1304 12303 ca.9 1E.1 139. & 2006
2151 130.3 iza.8 10.3 11.5 139.7 2097
£l4d4.8 130.3 130. 4 1.6 11.1 140.0 =098
=14.7 130.7 130.8 11.2 11 & 139. 4 =03
2143 179, 9 1299 10.& 11. 8 139 5 2100
FONTE Flury 01983

G Grupoe de notas falses =2
ORS - Numerea de ohservacies dentro de cada grupo.

Qg
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3.3.3 RESULTADOS ORTIDOS,

Conzi deramos ae

duas

parametrosz populacionals sio desconhecidos.

que sfo as estimativas dos parametroz M

amostras

A= medldas

M
~2

ordes

)9 Seus

deceritivas

V e ¥V obtidas
1 2

atraves dos dados do quadro 3.01 e 3.82 =280 as sequintes:

W
=y
Do»

[N
N
[l

Gii)

L)
W .
]}

—_—ry
X{Z, =

i oy -
Matiriz de covarisincoilas

[ 0. 180372 0. 051 ax 0. 057495
C0.03818s 0. 138803 0. OEDeEs
0, 087405 0. 085952 0. 125420
0. 087130 ¢. 056648 C. 058179
O. 014246 Q. 048035 0. 028673

| 0. 005045 ~0.044810 -0.0&3472

==
LI

=
e = o

100

. 280460
. 415008
R erdalar=e;

. QOS045)

. 0E347E
. ODOBES
. O7TBOE3
. BOOEEE |

Ci42

A AR ™
r T L

—




Matriz de covarifncias da amostra dois: CE;D
r 0.124498 O 031502 0. 024045 =0, 100596 0.019448 0. 01161 9]
0. 031602 0. CB4L730 G. 046783 —0Q.084041 —0.011918 -0, Q049687
©. 024045 G. 046783 O, 088727 ~-0.018574 0. 000134 0., 034221
0. 100805 -0. 024041 -0.018574 1.281313 ~0.49018=2 0. 238489
0.019448 ~0,0114918 0.000134 -0.480192 0. 404455 -0, 022071
L 0.011619 -0.004987 0. 034221 0. 2384809 -0 022071 0. 311162

]

Com a sub-rotina FO2AEF obtemos o= autevalores

r
autovetores da matriz £ 'S que sHo os seguintas:

r o= 0. 283802 r = 0. 545285

& E

ro= O O0BBEE r_= 1.052638

4 3

r o= 1.878315 r = 6120408

€15

ks b b ks b
~e <5 ~4 <3 <z ~1

11 -1, 340457 2.0083232 -1.389171 0. 06280635 0. 9773417
1894453 Z.37E633 0 1. 341897 1.030841 Q. 109882 O. 860427
-0, BG18OR -2.881479 -1.650047 1.910724 1.334968 0. 426138
—-0. 810676 ~0. 248483 ’—0.043216 =, 3623 459081 —Z. 237451

@
L
1
O

-0, 835594 Q. 0En0as -0, 748021 | ~1. 320852 0. 823342 -1.5383401
L 0. 587320 0. 625503 0. Be0247 018421 3 1.834701 -1 0B08RR )
Az comblnagBes com méEximo & minima quoci ente de

vari anclias s%o, respectivamente:

i



yi9= 0.9??5x;w* o.aao4x;m

+ Q. 4261 %'
max 5

- 2.3374xim— 1. 534y ¥- 1.0599x;9

o

C16)

vy = o zaosy ‘Y- 1. 1944y Y-
mLn 1 z

o.aaigx;m

- 0.51\?xiw- o.aaaex;@+ 0.5874x;9

Com as guals obtém-=se 2 amostira de dades transformades

bivariadeos:

tg
.g =l ... !
Lmax g
r b
qu: =
~i tg
y ' §° g = 1,2
LWL
n=n
S z
apresentades no quadre 2. e« 2.D2 reapectivamente
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QUADRO 3.1
TRABALHO DE AFLICACAQO
DADOS TRANSFORMADOS DAZ NOTAZ DE BANCO
YERDADEIRAS C1D

Y Y GRUFO
™ok mLn
1657, BBATET ~-P17. BRESR8 1
167. 783569 —21 4. 51 2863 1
165, 952890 L —21 4. GR7TI7E 1
167, B76447 ~21 4. BESORY 1
165, BRBE5SES —21 4.. 18396555 1
167, 307495 —217. BS3624 1
1 B8, U30063 —214. 665741 1
1657 . 74371 —E1 4. TIT7ES 1
165, 1 35437 ~21 5. 460205 1
166, D1 7567 —217. BGETERY 1
166, 1 48800 —E17.Bio 10 1
166, D416 —E21d. 771698 1
168, 031 628 ~217. 304062 1
1 66, 22550 215 51 8875 1
167, 1936827 —E15. 7riEal 1
1686, 7oEoEE —=1ld. 464447 1
167. 400879 ~21 5. 1 GBSES 1
166. BS0ZE0 —214. 831818 1
166, DE2641 —216. 0BATLY 1
166, 106809 —~215. TTTTLO 1
167, 013763 215, 510956 1
166, 202557 —21 6. GOSBEE 1
18668, 730027 —=217. Zzs0u4d i
167, 311234 —216. 431671 1
168, SROBEL 4 —21 5. 853037 1
166, SOS682 ~216. TETOB1 1
166, 170654 —21 5. 854601 1
164 . QOBEEL —216. 302639 1



QUADRO 3.D1 Ccont.D
TRARBALHO DE APLICACRO
DADOS TRANSFORMADOS DAL NOTAS DE BANCO
YERDADEIRAS (1D

LA Y oo GRUFO
168, 520187 —21%. BuS41 % 1
1657, 812578 -21 3. US3873 1
16H7. 178318 —-Z16, 104853 1
166, BITTUSE -E1d. 159271 1
168, 746628 216, 821 0U6s 1
168, BR3826 -217. 117950 1
166, 480316 ~E17. 470OR4AS 1
165, 004501 =16, OBEG2E 1
168, 1 02654 —R1 5, 051 370 1
167 . BR2AGE -215. 056503 1
1FR, OEaE5 —E1 B, 4406808 1
167, 31 BERE ~E15. 108148 1
165, 168001 -£14. 345734 1
166, 867050 —=1 5. 1 Q45565 1
18%. GORTO7 —214. 847549 1
166, 911850 -21 6, 646652 1
1 66, Q661 4 -2 B O6ERES 1
165, BOOOHE ~21 4. 6TTEGL 1
166, 798798 : ~215. B35 01 1
167, 4809443 —215. 416335 1
167, B7aROS ~E1 6. ABREER 1
167 078693 21 3. S2R0S6E 1
159, 300259 ~E1 4. 717361 1
166, BRGOSS -217. 204559 1
187, 443853 —216. 548111 1
168. 1 79855 -2t 6. B78064 1
1657, BORTAS -214. BE5402 1
165, 516248 -21 4. Q40506 1



DQUADED 3. (cont. )
TRABALHO DE AFLICACAC
DADOS TRANSFUREMADOS DAS NOTAS DE BANCO
YERDGADEIRAT €123

Y o Y GRUPO
165, 61 3373 216, BOODSS 1
1657, 819872 21 4. TEETET 1
167, 188638 ~21 6. B4AB04AE 1
1E7. 376617 ~21 B . UO9E3T 1
167, O7E005 ~£1 4. 930453 1
168, A5E07S ~215. 326317 1
1657, 24731 4 —218. 82285 1
166, 3A0B4E -Z1 6. a72504 1
165, 516376 —&1 3. 3OEHEY 1
166, 7a7TEL -217. TETLGT 1
1657 . BEGEAR ~21 4. TOROLE 1
165, 7831 43 ~E15. OTA40E 1
1 6565, DEEGUS —215. 072464 1
1 68 ABERES —21 8. 01 2863 1
164, BUTELT —216. BOSR1 3 1
167 EB04ET 216, 810373 1
168, TIUGE —21 5. 749008 1
167. 375686 ~&15. 1 0R9EE 1
1 G55, BOET0O4 215, 211746 1
1 5. 330004 —21 4. 8OS01 7 1
166, B7EU14 —Ei 6. OR31TE 1
1856, 33770 —21 5, A97E8R1 1
166, OB7E1S ~21 7 ETT9RG 1

1E7. 360153 —£1 4. QOOGE0 1
167, OBETTE —2i 6. Z78800 1
166, GEE040 215, 487335 1
165, 581 055 ~21 5. 039520 1
1 657, 581 064 -21 6. 517776 1

1 N



TRABALHO DE APLICACAD
DADOS TRANSFORMADOS DAS NOTAS DE BANCO
VERPADEIRAS (1

Ymax Ymu1 GRUFOQ
165, 483927 -218. 2092557 3
165. 707001 ~216. 022491 1
167, 265701 -2lS. 351227 1
165, 783434 —&14.872574 1
167. 721283 -216., 601257 1
166. 674103 ;;815.51?888 1
166, S6E266 ~214. 804932 1
167, 954264 215, 803833 1
167, 166382 -214. 702515 1
167, 315399 —£14. 854093 1
166, 1985435 -214. 704330 1
166, 964752 -215, 674271 1
166, 814172 -217. 1471082 1
187. 028818 215, 274307 1
165. 410736 -216. 318467 1
168, 383606 -215. 360489 1

Fonte : Dados da matriz 2.C1 transformados segundo a proposta

C16D.
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QUADRO 3. D2
TRABALHO DE APLICACAO
DADOS TRANSFOEMADOS DA= NOTAS DE BANCO
FALZAS C2D

Y Y ERUPO
165, 157333 ~&1 6. 00388 &
1651 . CEABEE —HE0. £1 2997 2
165, SOB454 ~21 . B19470 2
164 . 323105 —EE, TABTAL 2
160. 1654694 _21G. BOLBOE 2
1655, 1 BEO0S ~E1 8. TESESS =
1655, RUBS1 G, 6748 2
163, BEB03E _218. G076 2
163. 084803 —21 Q. GETEAT z
163, 1 BEEHS ~E1 O, GEO4ES a
166, GRATEE —El . ao 0n7 =
LG8, ORGTTS —E1Q. TTOSS4 a
165, 870270 —21 0. Gl BELE &
160, 541034 21O, BEGOSE 2
155 SREE0E 219, OTESLO 2
169, 054240 o1 . TBOTTS 2
160. B42072 ~21 0. ] 3CEE =
160, OB7S24 —219. 3ESELE 2
1B1 . TR —E1 9. 4619680 2
162, 832367 Y. EEET7LE 2

162, 424608 _ e gelo13 2
160. H74008 ~21 9. 964340 z
161, BE7468 _za0. 108867 2
163, 366602 —Elg. GTESTT 2
165 1868378 21 8. 3EB363 =
163, 134811 —210.101028 2
164, BESEOE —215. OBOSG &
163, 144333 —EEO. E118a 2
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QUADRO 3.D2 Ccont. 2
TRABALHO DE AFLICACAC
DADOS TRANSFORMADOS DAS NOTAS DE BANCO
FALSAS 2D

Ymﬂ)f Y mir: GRUPO
163, 055406 ~21 8. 835807 =
162. 503806 -21 9. 497361 2
162, BOBAOO —21 5. 361 080 -
188, GO5EE1 ~EE0. 142838 oz
1652, OBSEES ~E1 Q. TTHPES =
1651 . BEIGRE —219. 6E8019 =
161 . OLE7?7 -219. 091 446 Z
159, 781 769 —E1 . 7TES019 2
162, 221 680 —Z1 8. BI06ET =
167, 206356 ~BEO. 073807 =
161 . ROBE0T —E19. 440155 =
161 . BU7EES ~21 Q. 51 904G =
163, 165405 —21 0. 7TosEEE =
1655, GOS123 ~21 6. BI7S4D 2
161 . BE77E0 —218. 007797 z
168, BEIQ7E —E1 o, BEOBESE =z
152, 1 69455 —E1B. 142776 =
160, D461 2 —210. 851 654 =
161 . BG7TORES ~-210. GR4AGH 2
167, 579474 ~220. 11737 =
162, BALTO4 _ . -mlg. @aTes 2
162, 439605 —219. 590210 =
160, BT7B0Q -219. 396057 2
1651 . 352051 —21 8. 7EOR34 2
162, 7031 25 —218. 207352 =
1650, B7TEES 219, 159424 =
160, 976318 —210. 745529 2
161 . 476501 -21 0. 0B2428 2



QUADRO 3.D2 Cecant.D
TRABALHO DE APLICAGAO
DADOS TRANSFORMADOS DAS NOTAS DE BANCO
FALLTAS 20

Ymax Ymm CGEUPO
161 . 836365 -2186. 325720 P
161 . 628932 -219.1a77s2 P
160. 754700 -21 9. 827RIG 2.
168 576157 ~220. 139877 é
169, 965501 ~-218. 220901 2
167, 4806938 2149, 349854 =
161 . 207794 -218_ 048141 2
161 . 129471 -219. BO6L33 2
1611006247 ~2ls. BEe0l7 =
168, 403634 -220. 140320 =
168, 303589 ~219. 800217 2
1 66, 70n06Y -219. 803433 =
163177383 -21 8. 957108 2
160, 9426087 -=14. 092041 &
167. 814957 —Z18. 903sas =
160, 708054 =1 8. 4958865 o
161, 383211 ~218. 840851 2
162. 313873 -21 8. 980057 =
162, 57665 ~21 8. 932755 &
161 . 265564 —220. 177643 2
160675293 S. E1B.817108 z
162, 828342 -219. 662790 e
162, 820308 -220. 538463 =
1685, G80Os67 -219. 5BadAz4 2
162, 333389 ~219. 8EE5E094 =
160, 437469 —219. 292343 2
162, 0050683 -220. 219680 =
1653, 756104 —-219. 742386 =



QUADERO 3.D2 (cont.D

TRABALHO DE APLICACAOC
DADOS TRANSFORMADOS DAS NOTAS DE BANCO
FALSAS: (23

. 434967
. 4585811
LTETTOL
B A=
. 713684
. 365TE3
. B38300
. B893243
. B37848
. BBrdg3
. BO4AB20
. 08Bl 60
L B74451
L AZ0Ea5
. BOB8RL
L1579V 4

219,
-219.
-=1 8.
-219.
-21is.
=19,
-=219.
-214.
219,
—-21 9.
-,
=19,
—214.
-220.
=1 8.

BOB9E0

83532
BEO505
53Us56
G35483
T4ERT7I
450930
0O50E47
ABE5SES
174850
HOO7TS3
Gttt 72

AV I LA

NN

e o o

o

Fonte

Dados da matriz 35C8

L1632,

transformados
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Desta maneira, sob a suposigio de normalidade das
variavelis originais, obLtemos as variavelis normais bivariadas,

cujos parametroz foram apreszentados na gecgfo (2.3.13 do ecapitulo

2.
Com o= dados amostirais transfermados que eztd3o nos
. , 1) 23
cuadros 3. D1 e .02, estimam-sze os paramentros g, n. 2{
Ez. por:
~ - [ 1m7 01e5 | ] O
“m_ . 187.0185% 5 - i O
- 1
~ ~ 215, 7282 o 1
o gz [ 163 0435 ] o /1204 0
:J = ‘1’ = E =
<
~ ~ 219, AZ3R - O 0. 2839
AN D = InCr r 3 = O, 5528
£ p i o
A funcio de dizcriminagio zmostral € portanto:
A ~ g — LY -
Deyy = yo [T 1_ ST, ooy [$TiERC T 1@ -
com
17
- 1 1 (o 5@ @S-G
d*—ln[r-r]——[‘f ¥ 7 ¥ Y
z 12 z i~ o~ o z %
Supeonda prebabilidades a2  priord e cuztos  de nE
clasgificacio iguais, tem—se:
Lyl = 0.8356‘1'2 -z 5684‘1’2, - 280, 7EazsyY - 1114, 368Y - 8a504
Mo mLT max mLn
Cigo
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funcio que ¢ proposta para classificar uma nova not
& :
com medicBes x € R, como verdadelra ou falsa, onde a relagio

ent.re x ey &

— b oz L .,.b e 13
x = . - ~f ,\,p 2
ol 2 r = [R

e X £

A avaliagZo de (18), cria RazZe de Erro Aparente (READ
para estimar a Probabilidade Total de Mi& Classificagfo, ja
apresentado na secgdo (2.3, 3 do capitulo 2, onde cada obzervagHe
transformada deos guadres 3.D1 e 2.D2 foi avaliada em C183, isto

& foram re—-classificadas pelo métodn proposto.

Parzlelamente, fol feita & discriminagio pelo "FROC

GRUPO METODO PROPOSTO SAS TOTAIS
VERDADEIRO n, n, on, n,
ﬂi 1040 o a2 1 100
ﬂz O 100 O 100 100 19>
TOTAIS 100 100 a9 101 200
Segundo (192 pode-se dizer que para of conjuntoes ele

dados dos quadres 3.C1 e 3.02 , este metode & L350 bom quanio &

Regra de Classificacio Quadratica de Anderson com a gue classifica

o SAS, sendo gue o método proposte leve vantagem, J& que o=
-

conjuntos de notas de banco de dimensZfe B e reduzem i dimensi@o 2,

onde a interpretacZo ¢ maic facil, além da representagZo grafica.

1t2



Para malor detalhes ver os quadros AZ, A3, A4, ¢ AD do

apéndice.

Pode-se perguntar se o resultiados serfo semelhantes ce

as transformagBes s¥o oblidas com os auvtovetores da matriz 5 =

em lugar dos autovetcres de S:%%. Aplicando o método para s;%;.

tem—se:
r6= 0.1 5B3383 r5= (. BORRIG
r4= 0, 949089 r3= 1.108748
r?z 1. 833902 r1= 3. 522463
e autovetores amostrals associados:
h b
(—). 2951 34 O, 048603 1. 9macan -2, 102674 -1, 8158260 -0, 732820
-0, EREOER ~0. 0gd4aino 1 004182 ~1 409150 A_BETETE  -2.241777
-0, 1 722E0 -1 0304558 -1 . B823897 1.7382G9 0 -3 499882 —0.679210
0. 804405 O, B6200H5 Q. 3IBE066 0. 0AE3Rs -0, 3364560 -0, 9ge4BE
O, B21al37 -0 40323970 1, 2874032 O, TR4DES O 021280 -1 570138
L 0. 420420 -1 .49%403  -0.1380308  —0, 609433 O, 848543 1.102487 )

Com as varidveis transf{ormadas:

y ‘9= —o.7aagxigt a_a¢1ax;91 o_s7gax;w

Mo

+o.gﬁaéx;9+ 1.5?01x;@+ 1.1oa4x;@

H }

y e = —o.aeaix:g - o.17aax;g’

- 0.z660x% ‘9
min F4

—0.9@44x;@— o.sa1exé”+ o.4aaax;@



Neste caso a tabela de classificagio foi:

GRUPO METODO PROPOSTO SAS TOTALS
VERDADEIRO n, n, n, n
I'I1 ag 1 ag 1 100
n cg O 100 100
Fd
TOTAIS 100 100 == 101 200

ohnde a  estimativa da probabilidade  total cle ma

classificacio fol de 1%

Partants para o conjunto de dados do  exemplo de
aplicacin, vé-ze que o resultados obtidos com oS autovetores da

matriz & 8 «¥0 bem semelhantes aons obtidoz com os auvtovetores da
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CAFITULD 4

CONCLUSZES DOS RESULTADOS EXPPERIMENTALIS E
DO EXEMPLO DE AFPLICACAO

Nos problemas que enveolvem regras de classificagZo & de
fundamental importancia avaliar o erro de mié classificagie
Tfornecida por uma TungiEo diéﬁriminante. Neusle esludoe além =)
apresenta-la{fungfo discriminante), ela também ol avaliada
medi ante simulagBes de Monte Carle e um exemplo de aplicagdo,

HH

seqgundo a apresentagio do capitulo anterior.

Agora as conclus@es de taiz simulagBes para o canosn em

duas & trég dimens#ies separadamente, & também as correspondentes

an exemplo proposto.

Com 1 = 2 observou-S& Jque:

10, —Cuands aceitamos 2 hipotese de homogengidade das
matrizes de covari&nclias V = VZ ;
Sequndo o nove critério de discriminagZc, os autovalores

a

-1, . .
da matriz S’EE est¥o préxXimoes do valor "um', e as estimativas das
probabilidades de m& classificag3o, ou seja, as Razdes de Erro
Aparente estfio proaximos de 0.5, come pode ser chgervada nas

colunas YPROPOSTA DE DISCRIMINACRO" das execugdes OlA, OZA, OT7A.
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Ha situagio evposta para obter oo resultades das colunas
UHBAEY, o parote estatistien SAS, Uta 2 Funeio Diseriminante e
Fisher, cem 4 gal tambem se obtém  probabilidades de  ma

classificacfo procimes de ©.5,

Apmsar das regifies de mi& classificacZo geradas com o
doie  metlodos nBo cerem exatamente as mesmas, come pode ser
observadao nos quadros 3.1A. 1, 3. 2A 2 em geral had uma alta
porcentagem de elementos comunse mal claszsificados  em ambos os
métodeos, a qual fica exprezsa na parte (&) dos ’quadrmz anles
assinal ados e com gquase o meamo ninero de elementos nas partes (B)

<
..

-+
e

2 (C), portanto as RazBies de Erro Aparente sio multo parecid

Cabe mencionar ainda que, quando 2 hipdstese de
homogeneidade & aceita, 2 tranformagcio proposta muda a estrutura

al deoes dados em duas distribulgefies normais bivariadas com

[

inic
matrizes de covariincias iguais 4 identidade, como pode ser viste

nos graficos 1 & 2.

-,

2. Quancs a hipdtese de homogensidade das matrizes &

rejeitacda;

A referida transformagBo muda a estrutura inicial des
dados da seguinte maneira: O primeiro grupo transforma-ze num

venjunto com matriz de covariancizs identidade & o egunde, se

i+

transforma em um conjunto com matriz de covariancias diagonal,
cuja primeira variavel tem como varifncia o maxime auvtevalor e z

. ) -1 .
gegqunda, o minimo autevalor da matriz Vj Vz' Cver grafico 3 e 472
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Segunda & regra proposta, as  estimativas dasg
probabilidades  de ma classifilcagidc decrescem aproximadamente
de 38% no guadro 314 até 1% no quadro 2044, gendo fue Lemos nos
gquadros 3.ZA e 3.3A, 26% e 10% respoectivamente, dependendo da
relacio existente entre o autovalores maximo e minlmo gue em

geral afastam-se da "uni dade".

Nesta situacio, para cbiter os resultados das colunas
"SASY dos guadres apresentadeos, o sistema estatistico ZAS usa a
Fungae Quadratica Amostral de Andercon, ¢ abservou-se entido dgue as

Razfos de Erro Aparente sio semelhantes as geradas <com (122 do

capitulo 3, ou seja, com a proposta deste trabalho.

Come: era de asperar, as regiies de ma classificagio 2dc
as mesmas em ambos oz métodos, como pode Ser ohser vada nos gquadros
3 1A.2 , 3Z.2A.1, 3.4A.1, onde nos subconjuntos (B} & () n3c ha

noenhum @) emento.

Caso pe3 obzervou-—se Jgue:

). ~Toda vez que 2 hipdtese de homogeneidade entre Vi o«

z
. , —~4
Os autovalores maxime e minima da matriz SiSZ estio
rréwimes da unidade e as eatimativas das probabilidades de ma

icacko proximas de 0.5 como pode ser chser vado nas colunas

[

[
w0
]

"

[

L

PPROPOSTA DE DISCRIMINACAD" das execugdes OlR, O2B, 13B.
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bode-ce ressaltar aindis que. e a oblengio dos val ores
A esentacho:s Has col unas e TR IBEASIS RS Y Fungdo Linear

M =criminante ode Fisher.

As regides de classificagdo ger acdas pelos dois melodos
s ey forentes, como pode ser visto no quadro 2.1B.1, mas Lem uma
alta porcentagem de elemenios comuns - parte (A) dos quadros. e ©

numer o de obser vagbes das partes (B) e (C) sio quase iguais dando

origem a RazBes de Erro Aparente muilo praximas.

A% . ~Ouando a hipatese de homogened dade das matrizes V&
1

\"? & rejelrtada;

o

Ternese ewerugites Tals woms as UTE w PRVE, O A T
de DiscriminagSco Quadratica Amosiral de Anderson discrimina melhor
que 3 pfcaposta, resul tado gue se obtém comparando as RPazfies de
Erro Aparente respeclivas. Lrbretanto, nas execugdes O7B. 14B,
18R, 16BB e 18B, este méiodo classifica me:l hor . Também ha situagbes
ande ambos of meLodos geram ast MEnmacs gyl Glers cle classificagdon.

como pode ser observado nos resul Lados das execughes 11B, 1ZB.

Nesta =ituag®o, a transformagdo usada muda a estrutura
inicial dos dados em duas digtribuiciBes normais bi variadas com as
mesmas caracteristicas Jue no caso p=8, come se pode cbhservar no

grafico 5.
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For outroe lade considerando-se o conjunto de dados do
exemplo apresentado, podemos dizer gus ¢ste método classifica L3O
bem come a fungfo discrimnante quadratica de Anderson, com a
possibilidade de se poder escolher a matriz S:EE o 8:31 mes) hor
condicionada, devendo—se ficar com agquela gque <onduz a menores
estimativas das probabilidades de ma classificagdo, como se pocie
abservar nos resultados abtides no item (3.3) do capftula 3. Além
disse, os dols conjuntos de dados de dimensio seig aprescentados
nos quadres 3.C1 e 3.C2 foram transformadoes em outros conjuntos de
cdimensio doig, quadros 3. e 3.D2, onde a visualizagio gréfica &

pem mals facil.(ver o grafico 6.

Das exposicles feitas até agqui, pode-se dizer de maneira
Jur u L

ltades apresan

Ne caso de se  terem amostras de duas popul ag@es
bivariadas, a regra de claseificag¥o conduz is mesmas estimativas
daz probabilidades de ma classificagfo que o SAS, ou seja, oz dos
metodes discriminam igualmente sempre oLl A hipdstese e

homagenel darde dag matrizes & rejeitada.

1T Taele ™~ ™IS Y i
H o =l o

~ ]
" L HE R —r

e
24

yari
ambos o= grupos é Lreés, hi =situagdes nas guaiz os métodos conduzen
a estimativas um pouco diferentes para as probabilidades de ma

claszificagio.
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Vér—ser que nos  casos  estudados, existe um  decréscimo
significativo na estimativa de probabilidade de ma classificagdo e
os métodos se aproximam quando on atastamentos entre as matrizes
de covariincias val-se acentuando, ou seja, quando a diferenga

entre os autovalores maximo e minimé val aumentando.

Consedere-se o precsente trabalho como uma primeira tenta
tiva de abordagem do problema de discriminagio e classificagio,
por oulro ponto de vista, para duas popul ag@es multivariadas com
estrututuras de covariincias diferentes, e que ainda existem

incognitas por responder, tal como a generalizagioc para mais de

duas popul ag@es.
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04005 SIMULADOS TRAWSFORMADOS
EXECUCAC NUMERD L3R
1 OMUMERD OE VAR ORIGINRIS £ DOIS

Yi
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i

| R 1 IR T e e R N S N R R MO o D Co RRD e e G el R 0 ) | e e B g 1 R
-2@ -18 2 12
Y1l

ISR B

r L3
)

I1
'l"




&mﬁm‘ﬂ is

EXERicao NUMERD o
G NUMERD DE VAR uﬂIElHﬂIS £ DOIS

Y12







127 - 170




Do n o

r:

N 0N

&

FROGEAMA 1

FROGKAMA FARA GERAR

AMOSTREAS DE DUAZ POFPUL AGU 5

NORMAl % DE DIMENSAO DOIS E FAZER DISCRIMI NA%'Z/;O.

GEEA DUAS AMOSTRALZ COM DI STREIBUIGAO NORMAL BI VARI ADA

CALCULA O=

UzA A SUBRUTINA FOSIAEFR

AUTOVALORES E

EEALTZA AZ
0% AUTOVALOEES E AUTOVETORES DA

REALIZA O%

TkA

CAL,

VET

OREZ DF MEDIAS AS MATEIZES DE COVAEI ANCL AS
DA NAG  PAREA OBTEE O

A MATEIZ ITNVERCS1Dxs2
VART AVET S GERADAS

MATEIZ ITNVEEC=1D»Z2

AUTOVETORES:

NERORMAGOES:. DAS UZANDO

CULQOS  FARA A FUNGAO DE DISCEIMINAGAO FREOFOSTA

RECLAZZIFICA COM A FUNQAO DE DISCRIMINAGAO PEOFOSTA OS5

ELEMENTOS AMOSTREAL S

DOUEBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOURLE
DOURLE

PRECT 1 ON
PRECI I ON
PRECI SION
FRECISION

PRECTISTOMN

IR S oL WP B % SR WL )

PRECISION

DIMENSION X(Z,30

DIMENESION RCZ2,2D,
DIMENSION =0

SOMAXCE

CERADDSE NO INICIO DO FROSEAMA.

B, ERE, V1, Va2, SOMAX , SOMAY , SOMAL, XMED, YMED, ZMED, ZHED;

SOMAXE, SOMAY S, SOMALE, VARY, VARY , VAR, VARZY, VAEXX
A, B, VECF

Z1,W,W1, W1 T, W1SOM, W2SOM, WIM, WaM, WMED, VARYY
F2,DIF,RES,DIFL,SWI1 SWI2, TI1, TQA

DISC, AV, VEC, DL E
002, Y(Z, 3002, 208, 3002, TETACL0D ,L1C32300D
RECZ,2,20,V1C100,VaC102,A1010d , A2C100
22, SOMAYCED , SOMAZCED L XMEDX 20 | YMED &0, ZMEDI 2D

DIMENSION EMEDACE, 20, NTACZD  XTC300, 2D, YTC200, 22, ZTC 200, &0
DIMENSION SOMAXZ2C(2, 20, SOMAY2CE, &0, SOMAZECE, &0, ZTTCZ, 300, 20
DIMENSION VARXCEZ, 2D, VARY(E, 22, VARECE, 2) \ VARZZEC(Z, 2,20, VARYYC 2, 2,80
DIMENSION ACZ, &) ,BCE, 8D, VARXXCR, 2,80, Ladl , 3000

DIMENSION VECCZ,23, AVCED , DLC2) , ECaD

DIMENSION Z1C300,2), W1(300,2), Wi, 300,20, W1 T2, 3000

DIMENSION Wi1SOMCEd , WIMCED , WaMCEDd , WMEIDX 2, 2D

DIMENSION SWIl(2,2),S8Wiada,2),Fadad (DIFCE, 20



DI MENSTON  TOAC 3000, DLFT.C 2y B 300, 20 THIC 5o
DIMENSTON DISCC300, 29, TNDL 300, &0, TQATC300), VECPCa, )
FARAMETREOS IN1ICGIALS DA 1 MULAGAO

TYPE x,'ENTRE COM O NUMERO DE I’C)PULAG}DESS’

ACCEFT »,NF

TYPE %, 'ENTRE COM O NUMEEO DE 51 MULA?OES.—J MONTE CARLO’
ACCEFT , NMC

TYFE %, 'ENTRE COM DUAS SEMENTES®

ACCEFT »,%1, 52

ENTEADA DO TAMANHO DE AMOSTREA E PAEAMETR’OS DE CADA POPULAGAQ

ACCEFT »,NTAC1D2

TYRE %, 'ENTRE COM 05 PARAMETROS V1,VZ DA FOPL NAGAOY T

s 3 y &

T

ACCEPT %,V1CID>, Vadlo

type %, ENTEE COM OS PAEAMETROS Al, A2 DA POPULAGAQ™,I
accept %, A1C10, ASCID

TYEE %, "ENTEE COM O VALOE DE TETACRADY Da FPOFULAGAG" , 1
ACCERT », TETACTD

END DO

COMEGANDO A SIMULAQXO

DO 1000 IMC=1,NMC

-
-

VARZZ(I,J,K2=0.0
VAEXXCI,J,K2=0.0
VARYY(I,J,KD2=0.0
CONTINUE
AMOSTRANDO NTA UNIDADES DE CADA POPULA(EAO

Do

LA

00 IP=1,NF



o GEREAND)Y O VETORE:  ALEATORL O HOO, 1D

NT=NTACIF2
DO ITA=1,NT
DO I=1,2
XCI,1TAD=0.0
YCI,ITAD=0.0
Z2CI,1ITA>=0.0
XTCITA,I15=0.0
YTCITA,I2=0.0
ZTCITA,ID>=0.0
END DO
END DO

DO ITA=1 ,NT

L1CITAD =1

L=C1 ,1TAD=1

CALL BANDUCEL , &2, U1D

CALL RANDUCSL, =2, UsD

yITAY=SQRTC -2, O=ALOSI UL D D COSCS. 2831 85307xU2D

™
[N

S

S

YCE,ITAY =SQRTC -2, OxALOSC UL DD xE1 NS, 2831 5207 Uz20

DETEEMI NAGAO DD VETOE Y=DasX+A

g}

YC1,1TAX=VICIPI®XCL,ITAY+AICTIPFO >l ,1ITAD
YCE,ITAY=VRCIPIaX(E, ITAY+A2CIPI L2201 ,1ITAD

DETERMI NAGAO DO VETOR  Z=RY
DADO QUE TEMOS DOIS GRUPOS FPRECISAMOS GUARDAR EM DUAS
MATRIZES: ZTTCIP,.ITA,ID
SENO=SINCTETACIP)D
COSENO=COSC TETACIP)D
EC1,12=COSENO
EC1,2)=-1. 0%5ENO
RC2,15=5ENO
RC2, &) =COSENO
DO I=1,2

n N n

N



DO 1TA L N

ZCIL,TTAY-OL0
DO K=1,2
ZCI.ITA)ZZCI.IIAJ*H(],KD*YCK.ITAJ

END IO
ZTTCIP,ITA,I0=2C1,1TAD

END

DO

END DO

Do 1=1,2
D0 1TA=1,NT
}XT(ITA.ID:XCI.ITA)

YTCITA,ID=YCI ,ITAD
2ICITA,LD=ECT, L'TAD

END
END

DO I=1,2

DO

Do

DO J=1,2
RRCIF,1,J0=RCI, D

END
END
C
L CALCULO
c

DO

Do

DO 1I=1,2
SOMAXCID=0. O

XME

JETORES DE MEDIAS DE X .Y ,

S
RN

N IHx=0. 0

s &

SOMAYCID=0.0C
YMED{ID>=0.0

SOMAZ(ID=0.0
ZMED(1ID=0.0

DO ITA=1,NT
SOMANXC T D =SOMAXCID+XCI , ITAD»L.1CITAD
SOMAYC I D =SOMAYCTID+YCT , ITAIXLICITAD
SOMAZC I =SOMAZC I +2C1 , ITAY%L1CITAD

END DO
¥MEDC I D =SOMAXCID . ~C1. OXNT)
YMEDX 13 =SOMAYCID~C1. OXNTI
ZMEDX 1) =SOMAZCID ~C1. OXNTD



SMEDACT  TPY = SMEDL T

END IXD
C
C CALCULANDO AS MATRIZES. DE COVARLI ANCI AS DAS VARIAVELS ORIGINAIE
C
C ad) ZERANDO AS MATRIZES DE COVARI ANCIAS
C
DO I=1,a
PO J=1,a
VARXCI, JD=0.0
VAREYCI, 12=0.0
VAEZCL , TD=0.0 }
END XD
END DO
. :
C B CALCULANDD AS MATRIZES DE SOMA DE QUADRADOS
C
DO I=1,2
Do JI=I,2
SOMAXZ2CT, I =0.Q
SOMAY2CT , J2=0.0
SOMAZZCL,I10=0.0
DO K=1,NT
SOMAXaCL, J2 =SOMAXECT , ID+XCT KD TCK, IO
SOMAYSCT , JD=SOMAYSCT, JD+YCT KDY TCK, IO
SOMAZZCT, 12 =SOMAZZC T, ID+ZCY K2 »ZTCK, I2
END DO
SOMAY2C T, 1D =S0MAX2CT, J2
SOMAYEC T, 1D =S0OMAYZCT, T2
SOMAZZC T, ID=SOMAZ=CT , JD
END DO
END DO
C eYCALCULO DAS MATRIZES DE COVARIANCIAS DOS VET ORES X Y E Z
c
DO I=1,2

DO J=1,a
VARXCI , JD =C SOMAXECT, JD -1 . O%NT»XMEDC I D %XMEDX J3D.~C1. O%CNT-12D
VARYCI, JD=CSOMAYRCI, J) -1 . O%NT»YMEDC I *YMEDC J2D ~C1. O¥CNT-100



I

)

AO0

(

ST

"

n

540

VARZCT, 10 CEOMAT2CT, 10 -1 ONTCIMED T XCIMEDT 1 )0 S0 OXONT 1

VARXC T, TO=VARXCT , 1)
VARYC T, T0=VARYCT , J)
VAEZC T, 10 =VARZCT , 1D

END DO

DO J=1,2
VARYXCIP,I,J3=VARXCL,D?
VARYYCIP,1,J>=VARYCI, D
VAEZZCIF,1,J2=VARZ(TI , JD

END DO

ENDﬁ DO

CONTINUE

CALCULANDO  0OS AUTOVALOEES E AUTOVECTORED
DA MATEIZ INVCVARZC1D%VARZCED
USANDO A SUBROUTINA DA NAG

BRCI, J2=VAREZC01,1,0
ACL, JD=VARZZC(2, 1,2
CONTINUE

i

[

N

\
Y]
by

i
I

L ]

W
v

Iv==2
IFAIL=1
CALL FOSAEFCA,IA,B,IB,N,AV,VEC,IV,DL,E,IFAILD
TYPE 2, 'VOLTOU DA SUBROUTINASY
IF CIFAIL.EQ.C> THEN
TYPE x,' AUTOVALORES?
TYPE 3, AV(ZD
TYFE 2, °
TYFE ¢, AVC1D
WRITECQO, 950 CAVCID , I=1,N2
TYPE 85,CAVCID,I=1,ND
WRITECQQ,97)3CCVECCT, JD,J=1,N2,I=1,ND

N

2



[IN
C

oo OO0

510

IYPE @7,CCVRECCT, T, J-1, N2, 1=1, M
FORMATC1EHO FIGENVALUES - TH, 2Rl 6
FORMATC 1 3HO EIGENVECTORS -(1H,2CEX, F18. 630
ELSE
TYFE 4at, IFALL
W1 TECY0, 96O TFAT L
FOEMATC25H0 ERROKE INA FOZAREF IFAIL= ,12)
ZTOF
END IF

CALCULANDO AS COME1NACOES LINEARES USANDO QS AUTOVETOEES
OBTEN-SE AS VARI AVELS DE INTERRSSE

FEDEFININDD A MATRIZ DE AUTOVETORED

VECPC1,10=VECC1,20
VECPC2,1)=VEC(Z, 2D
VECPC1,22=VEC(1,12
VECFC S, 22 =VEC(Z,10
TYPE ¥, "M 17 AUTOVETORES ORDENADOS!
Do I=1,a
TYFE »,(VECPCI,I>,T=1,20
END DO
DO S50 IF=1,2
NT=NTACIPD
DO 510 I1=1,NT
DO 510 J=1,a
Z1¢1,J2=0.0
wC(IpP,1,J2=0.0
21¢1,J>=ZTTCIP,1,]2
Wic1,J2=0.0C
CONTINUE
DO 511 I=1,NT
Do 511 J=1,2
DO K=1,a
WICTI,ID=WiC1,JD+Z1CI ,KI*VECPCK, JD
END DO

3



WCIP,1,10=WICT,T)
W1TC),I>=wi1Cl,)D

511 CONTINUE
C
C CALCULANDO OS VETOEES DE MEDL AZ DAS VAELAVEI S TREANSFORMADAS

DO Bz0 I=1,8
W1SOMCID=0. 0
WIMCID=0.0
DO 1TA=1,NT
W1SOMCT D =Wl SOMCID+W1 T¢I, TTAI %L1 CITAD
- END DO
WIMCID=WLSOMC LD ~C1 . OxNTD
WMEDX T, TPD =W1MCID

520 CONTI NUE
550 CONTINUE
c
C CALCULANDO A FUNCAO DI SCRIMINANTE
- ?
c a) Inversa das matrizes de covariancias das transformacoes
<

DO 5as I=1,28

DO san J=1,2

SWIidI,J3=0.0
SWIzCI,Jo=0.0
CONTINUE
SWI1C1,10=8SWI1C1,12+1.0
SWILCR,22=8SWI1(&,20+1.0
SWISC1,10=SWIaC1,10+41 0 AVEED

gl
@

o

SWIZCE, 2)=SWIACE, 20 +1 . 0-AVC1D
DO 596 I=1,2
DO 596 J=1,2

DIFCI,J2=0.0
DIFCI,JD=DIFCI, D> +SWI1¢T, J0-SWIaCI, J)

596 CONTINUE

C

C pyCalcul ando os termos constantes da fungao
C

DO I=1.,2



o

W1MCT =00
WaEMCL =0, O
WIMC1DO=WMRIXT,1D
WEMCT D =WMEIX 1, &)
END DO
XINDL=0.0
XINDz=0. O
DO I=1,2
FEC1d=0.0
DIFLCID=0. 0
DO J=1,a
P 1) =PRCI4SWIEC T, TDXWAEMOTD
END D
DIFLCID=WIM(10-PaCID
Y¥INDL =XIND +WiMCID*WIMCID
¥INDE=XINDE+WEMCI %P ID
END DO
XX =AV(1I*AVCED

YINDT=XINDI -XIND2-LOGCXXD

eyCal cul ando os termos quadratico
DO 600 IP=1,8
NT=NTACIFD
O 1=1,NT
I

I

— »

T P =0
4 A et

o J=1.,2
W1C¢I,J3=0.0
W1TCJ,I2=0.0
WiCI,Jo=WCIF,I,JD
W1TCJ,I2=W1CI ., D

END DO

END DO

DO 1=1,NT
DISCCI,IPD=0.0
TQACID>=0.0
TLICIO=0.0
Do J=1,2

e linear



RESCT, 1220, 0
DO K=1,2
RESCL, JD=KESCL, 10 +WI L, K)®DIFCK, JD
END X |
END DO
END DO
DO 1=1,NT
DO I, 2
TQACID = TQAC TI+RESCT , J)XxW1TCJ, 1D
END DX
END DO
DO 1=1,NT
Do J=1, &
TLICTIY=TLIC12+W1CL, JO¥DTFLCID
END DO

END DO

& D Obtencan da fungao de discriminagac
C usando os resultados anteriores

30 I=1,NT
DI=CCI, 1P =TQACI D —axTLICID +X1NDT
1FCDISCCI IR LE.O) THEN
INIDIT,IPD=1
ELEE
INDITI IFD =g
END IF
END DO
BO0 CONTINUE
1000 CONTINUE
STOP
END



N 0N

N on

FROGRAMA &
FROGRAMA PARA GERAE AMOSTREAY DE DD1LE POPULAGCDES NOREMAT &

DE DIMENSAO TRES E Fazbr DI SCKIMIRACARO

GERA DUAS AMOSTEAS  DE DIMENSAO TRES.

CALCULA O VETORES DE MEDIAS E AS MATRIZES DE COVARTANCI AS
FARA AS AMOSTRAS GEEADAS.

USA A SUBROTINA FOZAEF DA ERIBLIOTECA DA NAG FPAERA OBTEE OZ

AUTOVALORES E AUTOVETORES A MATELZ  1ITNVCOS1)%E2

REALIZA OS CALCULOS CONDUCENTES A OBTENCAO DA FUNCAO
DI SCRIMINANTE.

RECLAZEIFICA AZ OBSEREVACOES AMOSTRALIZ  SEGUNDO A PROFOZTA DE
DI SCEIMINACAO.

DOURBLE PEECISION ER, RER, SOMAX |, SOMAY , SOMAZ, XMED, YMED, ZMED, ZMED/
DOUBLE PRECISTON SOMANZ, SOMAYZ, SOMAZE, VARY , VARY , VARZE, VARZZ

DOUBLE FRECISION A, B,=1,K,V,DL, AUTOVE

DOUBLE PREECISION Z1,W,W1,W1T, W1SOM, WaESOM, Wi M, WaM, WMED
DOUBLE FRECISION PZ,DIF,EES,DIFL,SW11, Swla, TLI, TQA
DOUBLE PEECISION DISC

DIMENSION XC3,3002,Y03,3000 , 23,3000, TETAC1 02, L1 C3002
dime C o) - 201

DIMENSION RRC(3Z,3),ERRC(Z,3,30
DIMENSION SOMAXC 3D, SOMAYC3ED , SOMAZC E) , XMEDX 3D, YMEDI 30, ZMEDX 30
DI MENSION ZMEDACH, 23, NTACED , XTC300, 3D, YTC300, 33, ZTC300, 30

mension L

DI MENSION SOMAXZCE, 3D, S0MAYS( 3, 3D, SOMAZ2( R, 3D, ZTTCE, 300, 3D
DIMENSION VARXCE, 38D, VARY(3, 3D, VARZ( R, 3) , VARZZ(=, 3, 30
DIMENSION AC3E,3),BC3,3),RO3D, V03,30, AUTOVECZ, 20

DIMENSION Z21(C300,3,W10300,8),WE, 300,28, W1 T2, 3000
DIMENEION W1S0MC2D , WIMCED , WaMC2d , WMELX 2, 20, Fa02D

DIMENZION =WIldz,3),5WIiala,2),DIFQKS, &), RES(300, 20
DIMENSION TQAC300),DIFLCZ), TLICI00D

DIMENSION DISCC300, 20, INDICAC300, 20



C ENTREADA DE FPABEAMETTRO: [ NLCT AT

TYPE »,*ENTREE COM O NUMEPO DE PORULACORS"
ACCEFT >, NI 1
TYFE 2, 'ENTEE COM O NUMEFEO DR =1 MULA?(S’ES MONTE CARLO®
ACCEFPT 2, NMC
TYPE 2, 'ENTRE COM DUAS SEMENTES!
ACCEPT 2,51 ,52

C
c ENTRADA DO TAMANHO DE AMOSTRA E PARAMETROS DE CADA POPULACAO
s DD I=1,NF
TYFE 2, ’ENTEE COM O TAMANHO (NTAD DA AMOSTREA DA POPULACAD®, 1
ACCEFT %, NTACID
TYPE 3, "ENTEE COM O PARAMETROS V1 ,VE, Vi DA POPULA?AO'.I
ACCERT »,VICID VaClH,ValIo
TYPE ¥, 'ENTRE COM QS FARAMETROS A1, A2, AR DA POPUL.AE:;’:C)’ v
ACCEFT %, A1CID, A=CTD, ABCID
TYFE 2, "ENTEE COM O VALORE DE TETACEADD DA POPULAQA@’.I
ACCEFT », TETACTD
END DO
C COMECANDD 24 SIAULACAE
) 7
C
DO 1000 IMC=1,NMC
C
OB I=1,2
DO S J=1,3
DO & K=1,3
VAEZZ(T ,J,KD=0.0
S CONTINUE
C AMOSTRANDO NTA UNIDADES DE CADA POPULA?Ab
DO 800 IF=1,NF
NT=NTACIFD
C
C GERANDD O VETORES ALEATORIOS NCO,I1D

DO ITA=1,NT
DO I=1,3
XCI,ITAD=0.0



non

™
LI

YC1,1TAX-000
ZC1,ITAD=0.0
XTCITA,ID=0.0
YTCITA,I5=0.0
ZICITALID=0.0
END XD
END DO

DO ITh=1,NT
L1CTITAD =1
Led1 ,ITAd =1
CALL RANDUCEL Sz, W10
CALL EANDUC =D, S22, USD
CALL RaARDUC =L, 52, U

CALL RaNDUCELD =22, 040

XC1,ITAY=SQRTC -2, ONALOQGCIN D2 xCO0 G,
XC2, ITAD=SQETC -2, OXALOGCUL DI XZINCEH
XC3, ITAY =SQETC -2, OxALOSC US) D xCOSCH

DETEEMI NACAO DO VETOE Y:=[)xX

2831 85307xUED

. 2831 85307 »U0

.es3s

fealm)

210

O72xUdAD

YC1 ., ITAY=VAICTPINCL I TAD +ALCIFI*LECL ,TTA?

Y
END DO
DETERMI NAC;.ATO DO VETOR  Z=Rxy

SENQ=SINCTETACIF))
COSENQ=COSCTETACIP) D
REC1,12=COSENQ
REC1 , 23 =-1%ZENQ
RRC1,32=0.0
RER(Z, 13 =SENO
ERC#, 23 =COSENO
ER(Z,30=0.0
RR(3,13=0.0
RRC(3,23)=0.0
RR(3,30=1.0

2, ITAY=VECIFIXNCE, TTAY +AZCI P *Ladl , ITAD

C
YCE, ITAY=VICIPIxY( R, ITAY +£RCI PO %201, ITAD



NN

DO 1+-1,3
DO 17TA=1,NT
ZCL,ITAD=0. 0
DO K=1,3

ZCILVITAD=ACT I TAYHRRCT  RKDRYCK, ITAD

END DO
ZTTCIF,ITA, 12=7C1 , I TAD
END DO
END DO
DO 1:=1,3
DO J=1,3
ERECIP,T, 10=REkCI, 1D
END D
END DO
DO ITA=1,NI
DO I=1,3
MTCITA, ID=XCT,ITAD
YTCITA,ID=YCI,ITAD
ZTCITA,I1D=ZCT , I TA
END DO
END DO

CALCULO DO= VETORES DE MEDI AS

SOMAXCID=0.0
MMEDXID=0.0
SOMAYCID=0. O

DO 1TA=1,NT

DE X

» \'

» = PARA

SOMANCID =SOMANCID+MCT , ITAI¥LICITAD
SOMAYCID=SOMAYCID+YC1 ,ITAIXLICITAD
SOMAZCI 2 =SOMAZCID+2CT , ITAI %L1 CITAD

END DO
XMEDI T2 =SOMAXCID ~C1. O%NTD

CADA

AMOSTRA



oo 0 nNn o

YMEDC 1D - SOMAYCT ) - C L. XD
EMEDC 1) =SOMAZCT ) <01 OMNTD
AMEDACT ,TP) =2ZMEDIT D
END DO

CALCULANDD AS MATRIZES DE COVAKILI ANCI AS PARA AS AMOSTRAZ
ad ZERANDO A5 MATREITZES DE COVART ANCI A

DO I1=1,3
DO J=1,3 +
VAEXCT, JD=0. 0
VAEYCT, J0=0.0
VARZC1, I =0. 0
END DO
“ND DO

BYCALCULANDD AS MATEIZES DE SOMA DE QUADRADOS

SOMANE=CT D=0, 0
SOMAYSCT , J2=0.0
SOMAZECI, 10 =0.0

END DO
END IO
Do I=1,3
DO JI=1,3
X2 K=1,NT
SOMAXECT , JD =SOMAN2CT , I +XC T ,KI®XTCK, JD
SOMAY2CT , JD)=SOMAY2CT , J2+YCI ,KI)*YTCK, JD
SOMAZECT , T =SOMAZECT , I +2ZCT KD »ZTCK, JD
END DO
SOMAXZC T, 1D =SOMAXZCT, TD
SOMAY2C T, I =SOMAY&CT, J2
SOMAZE2C T, 15 =S0MAZaCT, JD
END DO
END DO



C eI CALCULO DAY MATRIZES DE COVARL ANCI A
C

DO I=1,3
DO J=1,3
VARXCT , JD=CSOMAXECT , T3 -1 L ONTXMEDC I DX MEDM DD <01 . O%CNT-12)
VAEYCT , JO=CE0OMAY2C 1, J) ~1 .  OMNT®YMED 1D %YMEDI JD ) (1. O%(NT-100
VARZCT, I =CSOMAZEC T, J0 -1 . OxNTHEMEDC 10 %2ZMEDS 5D #C1 .  OCNT-120
VAEXC T, ID=VAEXCT, )
VAEYC T, ID=VARYCT, JD
VARZC T, 1D =VARZC1 , JD
END DO
DO J=1,73
VARZZCIF, 1, JD=VARLZCT , 0D
END DO
END DO

SO0 CONTINUE

- FEDEFININDD AS MATRIZES DE COVARI ANCIAS DAS DUAS POPULACORS
?

C

DO 850 I=1,5
DO S50 J=1.,3

BCO1,J2=VARZA(1, 1,02

ACT , I =VARZZ2(=,1, 00

550 CONTI1 NUE

n

[
"
>

USANDO A SUBROUTINA DA NAG

00N

N=3Z

TYFE 2, °B(I,JD°

Do I=1,N

TYFE x,(BCI,J>,T=1,N)
END DO

TYPE 2, "ACI,JD°

DO I=1,N

TYPE 2,CACI,J),J=1,ND
END DO

IA=3



ITh:
IV=3
1FATL=1
CALL FORAEFCATAB IR, N, E, VIV, DL, EVTRATLD
TYFE %, 'VOLTOU DA SURBRUTINA®
1IFCIFALL. EQ. O3 THEN
WR1TECSO, 95D CRTID ,I=1 ,N)
TYPE @5, CRCTID, IT=1,ND
WEL TREC80, 97>Vl ,Jd,J=1,ND, [=1,ND
TYPE 97,CCVCT, T2, =1, Ny, I=1,N)
FOEMATCLEHO ELGENVALUES-1H, 315, 60

0
5

FORMATC 1 BHO EfGENVECTORS-C1H, 3CaX , F15. 6200

Uy
J

ELZE
TYPE @G, IFALL
WEITE(80, 621 FALL
96 FOEMATC E58HO ERRPOR IN FO2AER TFATL= 1D
=TOF
END 1F
XX=RCZ3D%RC(1D)
¥ 1=1.3
AUTOVECT , 1D =VC1, 30
AUTOVECT &0 =VCT,10

END DD

TYFE ,'MATRIZ QEDENADA DE AUTOVETORES®
™Y 1 =1 G

TYPE 2, CAUTQVECI, T), J=1,&)
END DO

CALCULANDO AS COMBINACOES LINRARES USANDD OS AUTOVETORES

- A WA 8

@

OBTEN-SE AS VARIAVELS DE INTERESSE

N0

DO 200 IP=1,a
NT=NTACIF)
DO 110 I=1,NT
o J=1,3
Z1¢1,7J3=0.0
21C¢I,Jy=2TTCIP,1,JD



110

=210

0O 0NN

[
[

(
@
0

DO 110 J=1,a
WC1pP,1,02=0.0
WiCl,J3=0.0

DO K=1,3

W1CT,Jo=W1Cl,)0+421¢1,Kd»AUTOVECK, I

END DO
WCTF, T, J2=W1cT, JD
WLTC),10=WI1CT, I)
CONTI NUE
DO 180 I=1,g
W1SOMC1D =0, O
WIMC I =0, O
1O ITA=1,NT

W1SOMCID=WISOMIID+W1TCL , 1TAD %L 1CTTAD

END DO
WIMCTO=W1SOMCID (1. OXNT)
WMEIW T, IPY=WIM(ID
CONTI NUE
CONTINUE
TYFE =10

FORMATC «, 10X, "OS5 VETORES DE MEDIAZ TRANSFOEMADOZ SAO: ', o0

DO I=t,8
TYFPE %, CWMED(T, 1P, IFP=1,8)
END DX

ORTENCAO DA FUNCAQ DISCRIMINANTE

20 Inversa das matrizes de covarianciag

segundo o abjaetivo proposto.

do 8595 |

1
clo HAQ% J=

continue
SWI1C1,10=swild1,10+1.0
SWIlcC2,2)=swil(z,22+1.0



RANE SRS I &
SIS IR T DRI
DIk L, hedifali, jo+=SwWIicl, I -swladl, o

CONT NI
BYCatru) ando G Lermo- comstantes da funcdo
?

DO 1=1,2
WIMCI»=0o 0
WEMCI D=0, 0
WIMCLD=WMEDX 1,12
WEMCL D =WMEIX T, &0
END DD
KINDL=0O. 0

XINDZ=0O. O

PECla=FaCly+5WIac I, D »WEMC D
END DO
DIFLCID=WIMCID-PaCID
¥INDL=XINDI +WIMCLD»WIMCID

XINDEZE=XTINDeE+WaMCT P2l 1)
END DO
Termo independente Lotal

XINDT=XIND1 —XINDZE-ALOSCNXD

TYPE *, ' TEEMOS INDEPENDENTES?
TYFE %, XINDT, XIND1 , XINDZ, ALOSCXXD
edCalcul anda os termos quadraticos e linear
DO 300 IP-1,8
NT=NTACIP?
DO 1=1,NT



200
1000

00

DIEDL O A by iy
Pxy e, e
W1C1, 10000
WiToa, 1200
WICT, 1DoWCEk, 10
WiTC T, Iy=W1C1, 00
END DO
IEND DO
DO I=1, N1
DISCCT, TP =0O. QO
TQAC LD =0, 0
TL1CTID =00
Do J=1,2
RESCT,ID=0.0
DD K=1,2
PESCT, ID=KESCT, 0 +W1 T, KD DI FQIE, I3
END DO
END DD
DO J=1,a
TLICTHY=TLICID+WICT, JDxDIFLCID
TOACT D =TQACT I+ RESC L, Thxw1fod, I
MLy DO
END DO
AYCaleul ands a funcad disariminante com O
anfLeriores

T =
Y

[y

N
I

=
-

A »

DISCCT, IPY=TQACT D ~2xTLICID +XINDT
IFCDISCCI L, IFY. LE. 02 THEN
INDICACT ,IPD=1
ELZE

END IF
END DO
CONTI NUE
CONTINUE
CONTINUE
STOF
END

resul tados



FROGEAMA N 3

DISCRIMINAGCAD GOM O PR

OPTIONE LS=50;
TITLE *ANALISE DI SCEIMINANTE®
DATA SIMUL;
TITLEZ ‘DADOS £1MULADOS EM DUAS VARI AVEIS!
INFILE SIMOOLA. DAT; ‘
TNPUT Y1 S-15% Y& 20-30 ESPEC 47
IF ESPEC=1 THEN TYPO= PRIMEIRA POPULACAOD®
FLSE TIPO= ¢ SEGUNDA FOPULACKO” ;
LABEL Y1='FRIMEIRA VAETAVEL NOEMAL®
SE= SEGUNDA VAEI AVEL NOEMAL' ;
ESPEC = POFULACAO DE PEOCEDENCA®
FROC PRINT,

FPEOZ DISCRIM

(U

MPLE LISTEER POJL=TE?

<
foscE B S0 4 SR

W

o
)

-

-
.

1P

'

C: J.... ,“','_:::::;f

VAR Y1 —-¥>=>.
VAST AL TMAO

147



PROZEAMA N 4

OFTIONS LE=80;
TITLE *ANALISE DISCRIMINANTE?'

DATA SIMUL;
TITLEZ *DADOS STMULADOS ENM TRES VARTAVELS';
INFILE S1MOO1E. DAT;
INFUT ¥1 B-15  X%& 20-30 X3 33-4%5  ESPRC 60
1F ESPEC=1 THEN TIPOs<FREIMELRs POPULAGCRO"
FLoE T PO= CSFGUNDA PORULAGADT
LABEL Y1='PRIMEIRA VARTAVEL NOEMAL',
veo CSEGUNDA VARLAVEL NOEMAL';
yo=TERCELRA VARIAVEL NOEMAL, ;
EOPEC = POPULAGAD DE PROZEDENGA®
FROC PRTNT;
pRoc DISCEIM S1MPLE LISTERRE FOOL=TEST,

R -
'...L.‘-n 3 JIFO.

VAR X1-X3;

148
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PROGEAMA &

PROGEAMA FARA CALCULAR O VEJOERS DE MEDI AZ, MATEICRD DE

COVARI ANCI AZ D05 DADDS CONZIDEEADOZ NA AFLI CAC/:C).
7

3
ARQUIVO FOROLO. DAT CONTEM AS MEDLCOES DAZ NOTAZ VEERDADEIEAS.

AREQUIVO FOROSO. DAT CONTEM ASS MEDICORES DAS NOTAS PALLEAT

CALCULA O AUTOVALOKES F AUTOVETORES DA MATELZ 1NVCZ1D 2,

BPEALI Z4 TREANSFORM

1ACOES COM OS5 AUTOVETORES AZZOCL ADOE AOD

AUTOVALORES MAXIMO E MINIMO DA MATEIZ INVOSI»EZ

APPESEFNTA-SE A FUNCAD DE DISCRIMINACAO SEGUNDD A PREOPOSTA.

RECLAZSIFICA A

FUNCAD PROPOZTA

doulk:le precision

T

doukle precision
double precision

double precision

dimension 1100

ORSERVACOES AMOSTRALS AVALT ANDDAT NA

- - 2 et - hes-}
cuayaE, quadrys,el,82,difl, viinyl,vliinyad

B2, 10,1000, Xx2C100, 82, x8Ld6, 1000
<

dimension somaxl ), somaxSCED , 31 medCED | yEmedd B,11C1000

dimension Y1C100,3),YEC100,5), Y1 TCE, 1000, YETCE, 1000

dimension somayl (£, somayaCEd, ylmedd 2, yEmed( 2D

dimension somagxl (6, 6D, somadgxa(E, 6

dimension varsl OB, 8, varxSC(B, 63, ACTY, 72, BC7,7)  RC 7o, DLLCED

dimension VC7,7),autovel(f, &)

dimension swil(E,2),swia(E,8),difgla, 2D

dimension 1C2),saC2),difl(ad,v1inyl1C1002, vlinyaC1000



ddimenrr,yon ety ST OTO00 et
Adimenzion rnhoh calCl 00 ind) castl oo
dimension dieorimlC1IO0d , di soramaCl O
c LENDO O aARQUINVOZ DE DADO=
cdo I=1,100
readC1Q,20C¥1CI, J2,T=1,6)
end do
cdo 1=1,100
readCS0O,%»0X201, T2, J=1,62
endd oo

- Calculanddo a matriz tranapostaz yi, wt

X140, In=X1C1,
1o=XzC1,

e} cio

= CALCULANDD QF VETOREZ DE MEDI A=

SOMAX1CTI D=0
¥AIMEIDX ID =0
C

[’"‘

¥ACTIH+ATCT , Jo% 10D
I,J0%.1CTD
END DO
¥AIMEIXID>=SOMANX1CID>~C1. 01000
¥Z2MEIX I =50MAX2CID (1. 01 00D
END DO

TOIO0 prady v 100 qua

VviCT OO0,

Lepla Tl Yoy



A

C CALCUL ANDD A% MATETDZES DR covar) anclan
<
< adFerando as matrazes de cervarlanclat
do i=1,6
do j=1,6
varxi¢i, jo=0.0
var»@ci, jo=0.0
end do
end do
=
< ) Cal cul anda a matriz  Soma ce: guachhados
C
Do I=1,6
DO J=1,6
SOMACN1CT, JD=0.0
SOMAQYZCT, J0=0.0
encl o
end do
doe 121,86
do 31,5
DO K=1,100
SOMADN1C1 , JD=S0MAOX1CT, Ja4X1LCT KX K, D
SOMAOXECT , JD =SOoMAX2CT, I 4XEt (T, KD xXECK,
END DO
SOMACN1C T, 12 =S0MAQN1CT, ] 12
SOMAC2C T, 10 =SOMAQYZ 201,712
END DO
END DO
C e CALCULANDO AS MATREIZES DE COVARL ANCI AS
C

DO I=1,6
Do J=1,6

VAEXiCI.JD=CSOMAQX1CI,JD—l.O*lOO*XiMEE(ID*XiMEE{JDD/Ci.0*99.
VAEXECI,JD=CSOMAQXECI.Jb—i.O*iOO*XEMEE&ID*XEMED{JDD/CI.O*QQ.

VARX1CJ,I0=VARX1CT, I
VARXZ(¢ J,1D=VAEX&C(I, JD
END DO

o2

0o



PRI

C
« AIYFFDEFI NINDO A% MATRTZES DI COVARI ANCT AZ DAS DUAL POPULAGOL.
3 PARA Usak A SUBROUTINA FORAEFR DA NAG
DO SB0 I=1,6
DO S0 T=1,6
AC1, JD=VAEY&C1, JD
BC1, J2=VAEX1CT,JD
B350 CONTINUE
C -
C CALCULANDD OF AUTOVALORES E AUTOVETORES DA MATRELZ
C I NVC VAEX1 D %VARXE  USANDD A SUBROUTINA DA NAG
¢
N=6
TYPE %, "BCI,JD°®
DO I=1,N
TYPE »,CBC1,JD,J=1,ND
END DO
TYFE ,’ACI,J D"
Do I=1,H
TYPE %,0CACL,J2,T=1,HD
END DX
TYFE »,’LEU O DADOS®
1A=7
IB=7
1v=7
IFAIL=1
¢ALL FOZAEFCA,IA,B,IEB,N,R,V,IV,DL,E,IFAILD
TYPE 2, 'VOLTOU DA SUBRUTINA’®
IFCIFAIL.EQ. 0> THEN
WRI TEC 33, 980CRCID, I=1,ND
TYPE 95,CRCID,I=1,ND
WRITEC33,972CCVCI,JD,0=1,ND>,I=1,ND
TYPE 97,CCVCI,J>,J=1,N),I=1,ND
1] FORMATC12HO EIGENVALUES-1H,6F18. 62
a7 FORMATC13HO EIGENVECTORS-C1H,6(2X,F15.6222

ELZE
TYPE 96,IFAIL



.Q

I

N

"

C

(8]

EOL SR DS ST I I S
FORMATC SGHO FRREOR PN Fosakk TREATL= 1)
=TOR
END IF
XX=RCGIXRCLD

DO I=1,6

AUTOVECT ,12=VCI , 6D
AUTOVECT , 20 =VC1,1)
END DO

3
CALCULANDD AS COMBINAGOES LINEARES OBTEM-SE AZ
VAR1AVEI S DE INTEEESE USAMNDD O AUTOVETORES

MANIMO E MINIMO

DO 11,100
DO I=1,2
YicCl,10=0.0
Yacl ., Jh=0.0
END DD
END DD

DO I=1,100
DO J=1,2

N K=t 6
DO K=1,68

-

Y1C1,J0=Y1CI,J0+X1C1,K)*AUTOVECK, JD
YZ2C1,J2=Y8CT, T0+Xa01 , KD xAUTOVECK, I2

END DO
END DO
END DO

Calcul ande as matrizes transpostas das variaveis transformadas

do I=1,100
do J=1,2
Y1TCJ3,I2=Y1C(I,JD
YE2TCJ,I2=Y2CT, )
END DO



o SN ES

.
[}

N

220

Caleul ando o velor de moed as clas

LransformadasCYD)

do I=1,2
somaylCI>=0.0
yimed(Id=0.0
szomaysCIH=0.0
yEmed(12=0. 0
¢l J=1,100

comayl CI2 ssomayl C10+Y1 TCT, Jo1CTD

g

SOMAYEC T =SOMAYACT 2 +YETCT, T2 %L1 [

yEmed(iD =somayaC 1D <01 . 0100

end da

das matrizes de covarianoclas

Inversa

segundan O

U}
9
5

)

Ay

[

[N

-

[y

v
I

L0

£

[
v
B
].-\

-
-
d
+
[EEN
(9]
19
s
14

D)
I
U]
i«
i)
[
A
™
v
.
v
[ [
+
[y
o
i
.,
7
~or
=
()

continue

§

clas

VAl AVErL S

combsl nagos

=



L

e
- CALCULANDD A FUNCAO DI SCEIMINANTE
&
« a) Calculando o Termo guadratico em Yy
:
do 1=1,100
do J=1,2
quayl(l.JD=0.0
quaysCl, JD=0.0
do K=1,2
‘*quayJCI,bequayl(l,JD+yl(I,K)*diquK,J)
quayﬁ(l.JbrquayECI,J3+y3(1,k3*diquK,J3
end do
end do
end do
ce 151,100
cquadryl(I2=0.0
quacdry&(Id=0.0
da j=1,2
quaﬂxyl(I)=quadry1(Ij+qualel.JD*ylt(J.ID
quadryECI3=quadry3(13+quay3(1,J)ﬁyELCJ,ID
enc do
eaniel do
< |
C EYCal cul ando o Termo LInear em y da Funcaao Digcriminante
<

de I=1,2
21CID=0.0
s2010=0.0
Aifl1CId=0.0
do J=1,2
ﬁl(li=sl(13+swi1(l,JD*ylmedCJD
SECID=SBCID+SWiE(I,J)*yamedCJD
end do
difl(l)=difl€1)+slc13—38(1)
end do
type ,'Calculou o vetor diferenga’
do I=1,2
Lype *,diflCID



A1

r

—u

o

ry

Calcul ando o produto @xyxdifersencia

do 11,1040
V1inyvlC D=0,
V1inyaCId=0.0

cdo J=1,3

vlinyl(lbﬂvlinyl(13+ﬁxylCI‘J)*diflCJD

vlinyBCID=vlinyECI)+8*yaC1.bediflCJD

end de

indl =0.0
8

1ndE=0.(

indt=0. 0

e Calcul ando o Termo [(ndependente da fun. Disorim nante

indl=ind1+y1medcl)*sl(l)+y1med(8)*slcab

ihd8=ind8+yamedCl)¥SaC1D*yﬁmed(ﬁ)*sa(ab

indt =i ndl =1 nda-1 agl oo
Lype %, TEEMO INDEFENDENTE?

type 3, it , indl , Inds, 1oglxesn

o Cal cul anda a Fundcaca Discriminante e

Elementos das amosiras

A =1 1 0
as 4y 2 VY

o

digerimliCld=0. 0

discrima(Ia=0.0

reclassificandoe os

discriml(l3=di9crim1(13+quadry1CI)-vlininI)+indL

discrim&(l)sdigcrimac13*quadry8(l)—vliny2€1)+indt

ifCdiscrimicid.le. 01 then
indicaldid=1
el se
indicaldid=a
end if{

ifCdiserim2Cid. le. 02 then

indicas(id=1

indicaz(id=2



el 1t

il clo

~
[

ITMPFEIMINDD E GERANDD O FESULTALO=

NN

Lype 10
write(33,100
10 formatc.-,1%x, "matriz ce covariancias da amostra um'D
cdo I=1,6
type 15,Cvarx1Ci, 32, i=1,00
v owriteC 33,1800 varxiCl, 20, j=1, 60D
18 formatd. 7,15, 60010, 6, 200
encl cle
Lype 20

mam

wrrite( 33,200

=20 formatl ., 15, "matriz de covariancias da amosira dois’)
cdo I=1,f
type &5, Cvarxz(i, 2, j=1,62
wrltel 35,880 CvarxaCi, j2, §=1,60
=5 formatd 7 1%y, BCF1O 6B, 2x))
caTicl Cio
Lypé 3
wiritea( 33,310
=1 formatC.~, 15, *matriz dadoes Ltransformados das amostras um e clear 7 0
do 1=1,100
type 35,Cy103i, 30, 3=1,2),CyaCi, §2,3=1,20
write(34,3%90Cy1C1, j2,j=1,8>,CyaCi, j2,3=1,20
=25 formatC s, 10y, 10001515, 6,2y

,tveltores de medias das variaveis  transformadas’)

X
[
h
™
=

7
=
=
i
(o
™
.,
-
[
(1
P

w

end do
Stop

end



PROGRAMA No- &

DI SCRIMINAGAD COM O PROZ DISCEIM CEADD

NOTAS DE BANCO VERDADEI RAS E FALSAS

OPTIONS LE=80;
TITLE ¢ ANALISE DI SCRIMINANTE” ;
DATA SIMUL; '
TITLEZ ‘MEDIDAS DAS NOTAS DE BANCO®
INFILE FLUEY. DAT;
TNPUT ¥1 ¥2 X3 ¥4 X5 ¥6  ESPEC 41 OBS 48-44;
1F ESPEC=1 THEN TIFO=*PEIMEIRA POPULAGAO®;
ELTE T1PO=<SEGUNDA POPULAGRO";

LABEL ¥1=*COMPEIMENTO DAS NOTAZ";

wz=LARGURA DO LADD ESQUERDO'

¥3= t1LARGURA DD LADD DEREITO";

4 LARGUEA DA MARGEM 1INFERIOE’,

WG LARGURA DA MARGEM SUPERIOQR’;

wE= COME. DA DI AG. MED DESDE O CIE ATE CID';

ESPEC =POPULAGAO DE PROIEDENGA’;
OB =¢NUMERO DE OBSERVAGAO'

PROC PRINT;
pPROC DISCRIM SIMPLE LISTERR POOL=TEST;
CLASS TIPO;
VAE Y1 -X8;
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OUADRO A2
ANALISE DI SCHLMINANTE

MEDIDAS DAn NOLAS VERDADE] RAS E FALSAS

DISCRIMINANEL ANALYS1 S TESTE ROMOGENELTY
OF WITHIN COVARFANCE  MATRICES

NOTATION K = NUMBEE OF GROUFS

F = NUMBEER OF VARIABLES

N = T Al NUMEBLR OF OBSERVATIONS

NI = NUMELER 0O OBSERVATIONS IN THE 1'TH GREOVFS

1/ e e e e e e e e e e e e mm e e e o

.
b
-
|
o

e SUMe e e

RRO

i
N
[}

i
] NCID - N-X GCF+EDCE—-1 0
DF =  O.5 (X} —-132FP +1DOF

UNDER NULL HYPOTRESTIS: -2 RRO LN | —mmrmm e

D ETRIBUTED AFFPROXTMATELY AS CHI —SQUARECDED

L]
W
I

hi-sguare volus Le ignificant ot the 0.1000

[P4)
-
w
-
~
m
(3
g
™
™
2

level, the within covariance matrice

n

will be wused in the

drgcriminant function
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QUADRO A3

DA APLITCAGCAD CONET DERANIY) A MATRKRLZ Si =

RESUL TATDT

Vetores de médias das variaveis transformadas

{ 163.0423472 ?

a5, 7aotes |-210. 4pma3e J

-4 ® -
Mot ri1 > A Fearesven lac AR S RS S < it
Malriz cdilerenhnga das lnverrsas 2. 2
H z
Q. 8n6e 21 s O OOO0OOOOOD
QL DOOOOOOO00 -2 BESBEn11 S
R Ut OF ITY T
Vet o o Y velor X ° Y
2

167, 01450

-215. 729l en l-f”/—’ Q12244

557, 183055

[ 140379125
L

INDT (Termo independente)

—Qaho4
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QUADRO A4

OBSERVACDES DAS AMOSTRAS DE NOTAS VERDADETRAS
E FALSAS AVALIADAS  NA FUNGAO DE DISCRIMINAGCAO
PROPPOSTA
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QUADRO A4

OBSERVACDES DAS AMOSTRAS DE NOTAS VERDADEIRAS
E FALSAS AVALIADAS NA FUNCAO DE D1 SCR1IMINACAO

PROPOSTA

GRUPO  NUMERO OBSEREVACAO DECISAO ESTATISTICA

NVEEDA-
DEIEO
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1 038 - 68, 329063 Pertence a populagio
1 0=9 - Be 1 Os0O6R3 Poertence a4 populagio
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QUADEO A4
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QUADRO A4
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ORSERVACOES DAS AMOSTRAS DE NOTAS VERDADEIRAS
E FALSAS AVALTADAS  NA FUNGCAO DE DI SCRLIMYNAGCAO
PROPOSTA

GELIFO  NUMERD OBZEEVACAQ D0y DECISAO  ESTATISTICA

VERDA-

L 8o of

&2 Ol By, 871 506 Pertence a4 popul agin = 2

= OB 205, QR0450 Pertence a popul agico = &

L
X

= QR 20, 020699 Pertence A popul agiEo = 2

,

b O34 5. Q47ra5Edg Fertence a4 papul agio =

"

&l O3S el OF45E4 Fertence a popul agiao = &

popul agd3o = &

5

e QA 4.1 | BE4590 Per-Lence:

o ey 8. 800187 Pertenoce & popul agdo = 2
& DEsEs Fertence i popul agifo = &

O Fertenae a4 populagio = &
= QLD Fertence 4 populagio = =2

Pronul agad T2

b

2 Q€31 13,2841 7% Pertence

b 10, 57234 Fertence a populagio = 2
o2 063 Pertence a4 populagdo = o
P Q834 FPertence & populagia = &)

OOSINS Pertence popul agia = 2

ﬁ,\.

P DEG Za 369274 Pertence 4 popul agio = £

Lo

1= Per Lemrces

popul agia = 2

popul agdo = 2

-

o 14 . Q552 ‘E 20 Pertence
A

fo-

= Qg 24.891947 Pertitence popul agdo = =

popul agia = 2

ﬁ,‘-«

= Q70 47 . 504092 FPertence

s 71 14. 446511 FPertence popul acio = 2

o

o

P o7 03, Hondsa Pertence porul agio = 2

for

= Q7= 48, 0820158 Pertence: popul agiEa = =

v
<
3
N

I
foe

3. 408439 Fertence popul agdo = 2

popul agio = 2

:pr

= Q7S a8, 149601 Pertence



GRUFO
VEEDA-
DEIRO

QUADRO AA

OBSERVACOES

E FALSAS

DAS AMOSTRAS DE
AVAL1 ADAS  NA FUNGAO DE

PROPOST A

NUMEEO OB=ZEEVACAO By

50, 855353
2. (46809
s O0hEA4 3

11, 645033

L1vsarg
Eiergesisiy

3201 a0d

£
A
I

A

Rl . 635766
[F. S sas

45, 187294

31 20785

s
£
~
-
.
e

NOTAS VERDADETRAS

DI SCR1IMI NAGCAO

DECT SAO

Pen Leonces
Fertenoe
Fenr-temncer
Per Cenoe
Fer tence
Fer ternces
Pertence
Fertemaes
Ferd ence

Ferience

Fertence
FPertence
Pertence
Fertence
FPertence
Fertence
Fertence
FPertence
Fertence:

Pertence

e fe i e e

2

m( :L"" B\‘ w‘,

for

“

o

STATIE

STICA

; canl mesSe
& popul agao

popul agEo
popul agio
popul agdo
popul agin
popul agin
popul agzo
popul agFao
popul agfo
popul agiEo
popul agEo
popul agdo
;:v.':»pul ag e
popul agiEo
popul agdo
popul agEo
popul agiEo
jale 3pul agao
popul agdo
popul agio
pc.:pul ag o
popul agiEo
popul agiEo
popul agio

popul agdo

Y

Y
oS

)

By
o

v

A%

Ly

-~

.
\/

n




QUADRO Al

ANAL ] ST D)o HIMINARSD S

FERCERT AGEMS DF (LASSIE] CACAO

NOMERC D OFRSERY AL

S}
~

XL
.""
~

fra il o e dlee Desr v efaes FPetatllistiaa

SRR 1o ]

i o LM 1o
Oy 1O OO0 3O, Oy
£t 101 SO0

P UNT AR ECRER

ey cres F s ¢ - 5'}_(\::1 Ve rcdoe o o
i H N T a4




1

REFERENCT A BIBLIOGRAFICA

1. —ANDERSON, T. W, (1958) An Introduction Eg Multivariate Sta-

tistical Analysis. Wiley & Son New York.

€. ~ANDERSON, T. W. (1973) An asvmptotic expansion of the diz-

Lrabuticon of the SDtudentized Classificaticon SLatys—

o o o o Eaa s
tice. The Arguals of Statretrcse. 190472

3. -BOYX, G. E. P. AND MULLER, M. k. (19%8) A Nate an the Seprer-a-

- ) [ ~ . . .. Sy e
ticm of FEandom NHormal Deviates The annoals of Mo
3 - - - Y . - bt Tu T 01 -
thematical Statistics. 2Q:8H10-11.

4. -FISHER, R. A. (18936) The uze of multiple measurement in La-

sonomlic prablems. In:Atchley, W, B (1975) Mul tivara

ate Statistical  Methods: Among-Groups Covariation
Dowdern, Hurhanson, Stroudshurg, Penmnmevlvania.

f

5. -FLURY, B. AND RIEDWYL, H. (1983) ancewandt e Multivariate

Statictik. Gustay Firsecher,Stat tegart. New York.

o

&. —“FLURY, B. (1983) Some relations betwesn the comparison of

cavariance matrices and princilpal componsent analy-
sis. Computaticonal Statisetics &8 Data Analysis. 1

. ~FLURY, B. N. (1985) Analysis of Linear Combinations with

Extreme Ratios of Variance. Jowrnal of the dmeri-

can Statistical dssociation. Gl h-azz,

3. ~JOHNSON, R. A. AND WICHERN, D. W. (198¢) Applied Multivaria-
te Statistical Analysis. Frentice Hall, Glewood
Clyffs.




9. “KRUSKAL, W, H. AND) TANUE, J. M, (1arg) International  Encoyelo
pedia of Statistros. 1 Besie 35,

10. -ILACHENBRUCH, P. A. (1975) Dizcriminant Analysis. Hayner

“rese, New York.

11. -LLACHENBRUCH, P. A. AND MIKEY, M. R. (1968) Faetimation of
arrar rates in discriminant analvyvsais. Technomnes—

3 trice. 10:1-10.

12, -MARDIA, K. V.; KENT, J.T. AND B1BBY, J.M. (1979) Multivaria-

= 3 - Sy e . -7 - T g N } 7
Le Anal vais, Academio Fress, Loncdon.

AND BOGYO, T. P. (1969} Coding the

b
[y
|
el
»
¥
pr g
M

-
€
-
—
—
s

e
ho
>
o

v
~
.-
Al
~,

»
("
.
"~
H

Lehmer Faeudo-random Number Geonerator. Comuntca-
Liene of the ACH. 1802) . 805-86

14.-RA0O, C. R, AND MITRA, SO K. (1971). Goneral i zec Inverse of

Matrices and its Applications. Wiley & Zons, New

FYork.

15, -ROY, S, N. (1957) Some Aspects of Multivariate Anal vsis,

r

Wilew & sons. New Yo

16, -WILKINSON, J.H. AND REINSCH, C.(1971). Handbaook {or Auto

matic Computation.

Linear dlgebra, Springer—Verlag. Vol 1

1.



