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Abstract

In this work we prove the existence of a global solution for a nonlinear system consisting of
two parabolic equations coupled to two ordinary differential equations. Such a system models
a combustion process in a porous medium with two layers in which compressibility effects are
neglected, but heat transfer between the layers as well as heat conduction are taken into a account.
We obtained a classical solution under the assumptions that the initial data is bounded, Lipschitz
and belongs to some LP space, with 1 < p < oco.

Keywords: Reaction-diffusion equations, Combustion, Monotone method, Parametrix.

Resumo

Neste trabalho provamos a existéncia de solucao global para um sistema nao linear constituido de
duas equagoes parabodlicas acopladas a duas equacoes diferenciais ordinarias. Tal sistema modela
um processo de combustao em um meio poroso com duas camadas, em que os efeitos de compressi-
bilidade sao desprezados, mas a troca de calor entre as camadas, bem como a propagacao de calor
por convecgao sao levadas em conta. Supondo que os dados iniciais sao lipschitzianos, limitados e
pertencentes a algum espago LP, 1 < p < 0o, obtivemos solugao classica para o problema.

Palavras-chave: Equagoes de reacao-difusao, Combustao, Método mondtono, Parametrix.
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Introducao

O estudo de frentes de combustao em meios porosos encontra sua motivagado em processos
de recuperacao de petrdleo que envonvem combustao. Nos tltimos anos varios foram os trabalhos
que contribuiram para o melhor entendimento desses processos. Um dos primeiros modelos, para
tal analise, foi dado por Gottfriend [13] em 1965 e generalizado por Crookston, Culham, Chen e
Gulf [3] alguns anos mais tarde. Trata-se de um sistema nao-linear de reacao-difusao-convecgao
obtido a partir das leis de conservacao e cuja nao-linearidade, o nimero de equacoes e de parametros
no modelo completo, impoem grandes dificuldades a analise.

Uma alternativa para enfrentar tais dificuldades é a busca por solugoes do tipo onda viajante.
Essa abordagem, seguinda por Mota et. al. [4, 5] e Schecter e Marchesin [23, 24], tem dado
bons resultados no estudo de frentes de combusao em reservatorios com duas fases (6leo e gas).
Recentemente, Mota e Schecter [7] propuseram um modelo para a propagagao de uma frente
de combustao em um meio poroso com duas camadas. Sob hipdteses de incompressibilidade e
levando em conta a troca de calor entre as camadas, eles obtiveram um sistema formado por duas
equagoes parabdlicas, que modelam a propagacao do calor, acopladas a duas equagoes diferenciais
ordindrias, que modelam a concentragdo de combustivel em cada camada. Nesse trabalho, Mota e
Schecter provam a existéncia de uma solucao especial do tipo onda viajante, a qual eles chamaram
de onda viajante forte. A relagdo entre o coeficiente de transferéncia de calor entre as camadas
e a existéncia de tais solugoes foi estudada. Além disso, os autores também fizeram um estudo
numérico do modelo. Outros autores, como em [12], vem seguindo essa mesma abordagem.

Numa outra dire¢ao, Mota e Santos [6] iniciaram um estudo do modelo proposto em [7] com
vista a obter solu¢do do problema de Cauchy associado. Para tanto, fizeram uso do método
mondtono para provar que o problema de Cauchy associado ao sistema proposto em [7] possui
uma unica solugao global, desde que as fungoes de concentracao de combustivel sejam conhecidas.
Nosso trabalho continua o estudo iniciado por Mota e Santos. Retiramos a hipdtese de que as
concentracoes de combustivel sdo conhecidas e provamos a existéncia de solugao global empregando
um método consideravelmente diferente daquele empregado por Mota e Santos em [6]. A mudanga
no método empregado se justifica pelo fato de que ao retirarmos a hipétese de que as fungoes
de concentragao de combustivel sao conhecidas, as equagoes envolvidas passam de semilineares
para quasilineares e isso impoe sérias dificuldades a aplicacao do método mondétono. Em nossa
abordagem a obtencao da solugao local estd fortemente apoiada em um estudo detalhado da
solugao fundamental. Tal estudo foi feito a partir do método usado para a construcao da solucao
fundamental chamado de “parametrix” e cujas ideias iniciais devemos a E. E. Levi [16]. O método,
em toda sua generalidade, pode ser encontrado em Friedman [11], Ladyzenskaja, Solonnikov e



Ural’ceva [15] e II'In, Kalashnikov e Oleinik [14]. Com vistas a demonstrar que tal solugao local
poderia ser estendida a uma solugao global, foi necessario estimar tanto as fun¢des que modelam
as temperaturas quanto as suas derivadas. A primeira estimativa foi obtida aplicando o método
mondtono e considerando as sub e supersolugbes obtidas em Mota e Santos [6]. Para obter a
estimativa da derivada espacial, aplicamos o método utilizado em Oleinik e Kruzhkov [17]. Tal
abordagem exigiu que a solucao tivesse um certo decaimento no infinito, que foi obtido exigindo
que o dado inicial pertenga a LP(R), para algum 1 < p < co. Tal imposicao foi uma das sugestoes
dadas pelo professor Dr. Lucas C. F. Ferreira, a quem gostaria de deixar registrado meus sinceros
agradecimentos.

Em linhas gerais, o trabalho esta organizado como segue:

O Capitulo 1 contém os resultados classicos que foram utilizados ao longo do trabalho. As
demonstragoes sao omitidas, mas as referéncias para obté-las sdo indicadas. Apenas nos casos em
que apresentamos alguma observacao ou alguma consequéncia desses resultados a demonstragao ¢é
apresentada. Nesse capitulo também apresentamos um pequeno resumo da construcao da solugao
fundamental pelo método “parametrix”.

O Capitulo 2 contém uma anélise da solugao fundamental obtida pelo método “parametrix”. Tal
analise evidencia a dependéncia da solucao fundamental de uma equacao parabdlica em relagao ao
dado inicial, a funcao de reagao e aos coeficientes da equacao. Estudamos também a dependéncia
com relagdo ao tempo T das constantes que aparecem nas estimativas da solu¢do fundamental
e de suas derivadas. O teorema principal desse capitulo é o Teorema 2.2.1, o qual apresenta as
consequéncias dessa analise ao problema de Cauchy.

O Capitulo 3 contém a prova da existéncia de solucao classica para o problema proposto por
Mota e Schecter [7]. Iniciamos obtendo a soluc¢ao local. Definimos um operador linear em um
espaco de Holder e, usando as estimativas do Capitulo 1, provamos que esse operador deixa uma
bola invariante nesse espaco de Holder, desde que T seja suficientemente pequeno. Embora nao
verifiquemos que esse operador seja uma contracao, a limitagao no espago de Holder, i.e., o Lema
3.2.1, é suficiente para obter a solucao local.

Ainda neste capitulo, provamos que a solucao local pode ser estendida a uma solucao global.
Usando o método monétono e as sub e supersolugdes obtidas por Mota e Santos em [6], provamos
que as fungoes que representam a temperatura sao uniformemente limitadas em relagao a T, v.
Corolario 3.3.2. A fim de obter a estimativa para a primeira derivada da funcdo temperatura,
inicialmente provamos que a solu¢ao possui mais regularidade que aquela inicialmente obtida Te-
orema 3.2.2. Isso possibilita derivar em z o sistema e aplicar a abordagem adotada por Oleinik e
Kruzhkov em [17]. Dessa forma, em certas condigoes, obtemos no Lema 3.3.5 uma limitagdo para
a primeira derivada espacial das fungoes que representam a temperatura. Inspirado no trabalho
de Frid e Santos [10], provamos no Lema 3.3.6 a existéncia de um decaimento uniforme para tais
derivadas. A demonstragao se apoia em resultados sobre convolugao e é o ponto em que verificamos
a necessidade de que o dado inicial esteja em LP, 1 < p < oco. Obtendo uma estimativa para a
derivada espacial da fun¢ao temperatura foi possivel definir a solugdo fundamental em R x [0, 7%,
sendo T™ o tempo maximal de existéncia da solugdo. Usando a representacao integral da solugao
mostramos que ela tem, em 7%, a mesma regularidade que o dado inicial. Isso permite aplicar o
método usado para obter a solucao local para provar que a solugdo existe para um tempo maior
que T*, evidenciando a impossibilidade da existéncia de um tempo maximal finito para a existéncia



da solugao.
No Capitulo 4 fazemos consideragoes finais e apresentamos dire¢des em que pretendemos seguir
em trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos as principais defini¢oes e resultados que serao utilizados ao longo
da tese. A maior parte desses resultados sao apresentados sem as suas respectivas demonstragoes,
mas os textos classicos nos quais tais demonstracoes podem ser encontradas sao indicados. Nosso
principal objetivo é oferecer ao leitor um texto que seja o mais auto-suficiente possivel, sem torna-lo
excessivamente repetitivo. Iniciamos com a construgao e propriedades da solucao fundamental de
uma equacao parabdlica de segunda ordem.

1.1 Solugao Fundamental

A solucao fundamental de equagoes parabdlicas de segunda ordem ocupa um papel de destaque
em nosso trabalho. Nesta secao apresentamos um resumo de sua construc¢ao juntamente com suas
principais propriedades.

Consideramos a equag¢ao

2

U 0“u ou
= E—a(x,t)@+b(x,t)%+c(m,t)U—O, (1.1.1)

onde os coeficientes a, b e ¢ sdo fungoes definidas em Qp = {(z,t); x € R, 0 <t < T'}.

Supondo que
(A1) L é uniformemente parabdlico em {)r, i.e., existem constantes positivas \g e A; tais que

Ao <a(z,t) <X\, (z,t)€Qp; (1.1.2)

Lu

(A2) Os coeficientes de L sio fungdes em Cy 2 (Q7), para algum 0 < a < 1.

Defini¢ao 1.1.1. [11, p. 3] A solucao fundamental de Lu = 0 é uma funcao I'(z, &, ¢, 7) definida
para todo (x,t), (§,7) € Qp com t > 7 e que satisfaz as seguintes condicoes:

1. Para (&, 7) € Qr fixo ela satisfaz, como fungao de (z,t), Lu = 0.

2. Para toda funcdo real e continua f(z), se |f(z)|< Ke"’, para constantes K e h, onde

1 ~
h S INT? entao
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A construcao da solucao fundamental, em toda sua generalidade, pode ser encontrada em
[15], [11] e [14]. Com as hipéteses (Al) e (A2) acima, existe uma tnica solu¢do fundamental

. .. 2 ~ ~ , /.
I' de Lu = 0 tal que I' e suas derivadas parciais % e 375 sao fungoes continuas no dominio

at
{z,£ € R,0 <7 <t <T}; v. [15, §4, Teorema 1]. Em linhas gerais tal construgio é feita da

seguinte forma: Definimos

F<w7£at77—) = Z(JZ‘ - £7€7ta T) + /Tt /R Z('I' - yayata U)¢<y7 67 g, T)dydO' (113>
onde (z,t), (§,7) € Qp com T < t,
1 L @g?
Z(x —€,&,t,7) = T T))%e €nE=—n (1.1.4)
e
¢<£L',£,t,7') = Z (_1)m(LZ>m(x - 5757t7)7 (115>
m=1
com
(L2)rlo—€6t7) = [ [[L2 =yt ED)nly — €€ 0n)dydo (106)

¢ (LZ)y = LZ = (a(&,7) — a(a, 1)) 22 + b2 + cZ.

Esse procedimento para a construcao da solucao fundamental é chamado método parametrix e
¢ devido a E. E. Levi; ver [16, 11, 15]. Na construcao da solugao fundamental sdo determinadas
estimativas tanto para a solucao fundamental e suas derivadas quanto para as fungoes envolvidas
na construgao. As principais propriedades sdo as seguintes, onde (z,t) e (£, 7) denotam pontos
quaisquer em (7, com t > T:

Para a funcdo Z(x — &£,£,t,7) e suas derivadas temos que

1+2r4 (z=8)*
B B =

|DyDZ(x — €,6,t,7)|[< K(t —7) , (1.1.7)

sendo r e s inteiros ndao negativos quaisquer, K = K (g, A1) e C' = C(\1) constantes positivas.
Fixado (§,7), a fungdo Z(x — &,&,t, 1) satisfaz a equagao

ou 0%u
E — a(£77>@ = O

Além disso, temos
/Z(z,g,t,r)dz —1 (1.1.8)

e consequentemente, para 2r + s > 0,
/D;’D;Z(z,g,t,r)dz —0. (1.1.9)

Finalmente, Z e suas derivadas sao Holder continuas em &, i.e.,

K| -¢" e =2

|D;DzZ<Z7 57 t? T) - D:DiZ(Z, 5/7 t, T)’S (t )72r+2s+1 ;, (1110)
-7



CAPITULO 1. PRELIMINARES

sendo K = K(Ao, A, [[alla,2) e C'= C(A1) constantes positivas.
Para a funcao ¢(z,&,t,7), temos as estimativas
K _C(Jiti£>2

|¢(x, &, 1, 7)< me T (1.1.11)

onde K = K (Ao, A1, ||a]la.2, [|6]los ||¢]loos T) € C = C(A1) s@o constantes positivas, sendo que a

7
primeira é continua em 7', e, para 0 < v < «,

Klx —y|” _o=9? _ow=9?
oz, &8, 7) — oy, &, 1, 7)[< (t’)g_g{’_ﬂ (e s ) (1.1.12)
RN = =)

onde K = K (Ao, A1, [lalla,2, [0]la,g, [clla,2,T) e C' = C(A1) sdo constantes positivas, sendo que a
primeira é continua em 7.

Finalmente, para a fungao I'(z, &, ¢, 7), temos

2
K _cE=9
(& t—7
)l+22r+s 9

|D; D31 (, &, 6, 7)|< (1.1.13)

(t—7

onde r e s sdo inteiros ndo negativos tais que 2r +s <2, K = K(Xo, A1, [|lalla,2, [|b]la,2, [¢[la,2, T)
e C'= C(\1) sao constantes positivas, sendo que a primeira é continua em 7.

Além disso, a solugao fundamental é nao negativa. De fato, limitagoes por baixo para a funcao
[(x,&,t,7) podem ser encontradas em [14] e [1].

Consideramos agora o problema de Cauchy

{ Lu(z.t) = f(z.1), em Rx (0.7], (1.1.14)

u(z,0) = up(x), em R,

onde L é definido como em (1.1.1) com coeficientes Holder continuos e |f(z,t)], |uo(z)|< Ke"’,
onde K e h sdo constantes positivas, com h < (4\T)~1.

O Teorema a seguir apresenta uma férmula de representacao da solugdo do problema de Cauchy
(1.1.14) a partir da solucao fundamental.

Teorema 1.1.2. Se, além das condigoes de crescimento exponencial especificadas acima, f(x,t)
e up(x) sao fungoes continuas em Qr e R, respectivamente e se, além disso, f(z,t) é localmente
Holder continua em z, uniforme com respeito a ¢, entao a fungao

¢
uwt) = [ D@ &t 0uo(€)ds + [ [ T(e.gt.7)f(6,7)dsdr
é a tinica solucao de classe C*!(R x (0,7]) N C(R x [0,T]) do problema de Cauchy (1.1.14) dentre

as fungdes com crescimento no maximo exponencial.

A prova de qua a func¢do u(z,t) dada pela formula acima é de fato solugdo do problema de
Cauchy (1.1.14) pode ser encontrada em [11, p. 25]. A unicidade decorre do principio de Phragmen-
Lindelof (ver [21, p.182]).



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Observacgao 1.1.3. No caso particular em que ¢(z,t) = 0, temos
/ D(z, &, 6, 7)dE =1 ¢ / DIDSD(a, &8, 7)dE = 0, 0 < 2r + 5 < 2.
R R

Com efeito, neste caso u(z,t) =t é a tnica solugao (de classe C*! e de crescimento no méximo
exponencial no infinito) do problema

(1.1.15)

Lu(z,t) =1, em R x(0,T],
u(z,0) =0, em R.

Entao, pelo Teorema (1.1.2), temos que

t:/ot/RF(x,é,t,T)d{dT.

Dai obtemos que h(7) = [T'(z,€,t,7)d¢ = 1. Com efeito, suponhamos que exista 75 € [0, T tal
que h(7y) > 1. Da continuidade de h(7) existe um intervalo [a, b] C [0,T] tal que A(7) > 1 para todo
7 € [a,b]. Desse modo b—a = [0 [T(x,&,t, 7)dédT — [& [ T(x, & t, 7)dédT = [P [T(x,&,t, 7)dEdT >
b — a, o que é uma contradi¢do. Supor [I'(z,&,t,79)dé < 1 também acarreta contradigdo seme-
lhante. Concluimos que [T'(x,&,t,7)dé = 1 e segue das estimativas (1.1.13) e do Teorema da
Derivacao Dominada de Lesbegue que [ D D3I'(z,&,t,7)d§ =0, 0 < 2r + s < 2.

1.2 A convolucao e algumas desigualdades uteis

Nesta secao apresentamos algumas propriedades da convolugao entre duas fungoes, juntamente
com desigualdades bastante titeis para o nosso trabalho.
Iniciamos com um resultado que trata da limitagao de um operador em LP.

Teorema 1.2.1. [9, p. 193] Sejam K uma fungdo mensurdvel em R? e 1 < p < oo. Suponhamos
que exista uma constante C' > 0 tal que [|K(z,y)|dx < C para quase todo y € Re [|K(z,y)|dy <
C' para quase todo z € R. Se f € LP(R) entao a integral T'f(x) = [ K(x,y)f(y)dy converge
absolutamente para quase todo x € R, T'f € LP(R) e [|T'f|2o< C|| f|| e-

Teorema 1.2.2. (Desigualdade de Minkowski para integrais, [9, p. 194]) Sejam f uma
fungdo mensurdvel em R? e 1 < p < co. Se f(.,y) € LP(R) para quase todo y € R e a funcio
y+— |If(.,y)|l» pertence a L' entdo f(x,.) € L' para quase todo = € R, a funcao z — [ f(x,y)dy

pertence a L e |/ f (., y)dyllr< JIIf (. 9) || o dy.

Como consequéncia desses teoremas temos os seguintes corolarios.

Corolario 1.2.3. Sejam F' uma fungao real derivavel, com F(0) = 0e [F'|[< K, 1 <p < oce
I'(z,€,t,7) a solugdo fundamental da equagdo (1.1.1). Fixando 0 < 7 < ¢t < T definamos a fungao
na variavel z, G(z,t,7) == [['(x,&,t,7)F(u(&, 7))dE. Se u(.,s) € LP(R) para todo s € [0, T] entao
G(.,t,7) € L*(R).
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Demonstragio. Da estimativa (1.1.13) da solugao fundamental, temos que [|['(z,&,t,7)|d§ < C e
[I0(z, &, t,7)|de < C, para algum C > 0. Temos ainda que | F(u(., 7))||zo= || F(u(., 7)) = F(0)]| 1» <
| F' |loo]|we(., 7)||». Portanto, segue do Teorema 1.2.1 que ||G(.,t,7)||» < CK ||u(., 7)|| e O

Corolario 1.2.4. Nas condi¢oes do Corolario 1.2.3, se u € L>((0,7);LP(R)) e H(x,t) =
JyG(x,t,7)dT entdo H(.,t) € LP, para todo t € (0,T].

IN

Demonstragdo. Pela demonstragio do Coroldrio 1.2.3 temos que sup,¢o[|G(., ¢, 7)|z»
CK sup,¢joqllu(., 7)[[L»< 00, logo, pelo Teorema 1.2.2 vem que || H(.,t)|[z»= I3 G( t,7)dr|| e <
JIG(.,t, )| LrdT < o0, para todo t € (0, T]. O

A seguir apresentamos um resultado referente a convolugao entre duas fungoes. Sejam f e g
fungoes mensuraveis em R. A convolugao de f e g é a fungao definida por fxg(z) = [ f(x—y)g(y)dy
para todo z € R tal que a integral exista.

Teorema 1.2.5. [9, p. 241] Se f € LP(R) e g € LI(R), sendo p e ¢ expoentes conjungados, com
1 < p < oo, entdo (f *g)(x) existe para todo z € R e f* g € Cy(R). Mais ainda, f * g é limitada
e uniformemente continua e ||f * glloo< || f]|ze|lg|lza-

Lema 1.2.6. Sejam F € C'(R), com F(0) = 0, I'(x,&,t,7) a solugao fundamental da equagao
(1.1.1) e t > 7 fixos. Definindo G(z,t,7) := [0 (z,&,t,7)F(u(&,7))dE, s = 0,1. Se u(.,7) €
Co(R) entao Gs(.,t,7) € Co(R).

Demonstragio. Usamos que Cy ¢é o fecho do espago C2° (conjunto das fungoes de classe C*° com
suporte compacto) na topologia do supremo (v. e.g. Proposicao 4.35 em [9]). Seja u,(.,7) € C(R)
uma sequéncia que converge para u(., 7) uniformemente. Para cada n temos que

0 < 1 02Dyt ) Flun(§, 7)1 S e 55 | a6, 7))

(t—7

()2
Como, t e 7 estao fixos e tendo em vista que (t_f){l%s e 9% € LP(R) e |F(un(.,7))|€ LUR),
(@=8)?
0 < p,q < o0, decorre do Teorema 1.2.5 que a convolugio [ —X e~ = F(u, (&, 7))d€ € Co(R).

(t—7)72

Agora observemos que

0 < limsupy o | 05T (2, €, 1,7V F (u(€, 7)dE] < lim supy, o | 05T (2, €, £, 7) F (" (€, 7))+
lsupy ool [ O30 (2, &, 8, 7) (F(w) — F(u?))(§, 7)dE|< || [ 050 (, &, 8, 7) (F(u) = F(u™))(§; 7)dE ] o0
< NOLC 8 )1 (s 7)) = Fun (s 1) oo < (1T (o 8 ) K[l 7) = (5 7) oo

onde K é uma constante que limita |F’| avaliada no conjunto determinado pelas imagens de u e
u,. Como o primeiro fator aqui nao depende de n e o segundo tende a zero quando n tende a

infinito, temos o resultado desejado.
O

1.3 Regularidade

Esta secao tem por objetivo apresentar um importante resultado sobre regularidade de solugoes
de equagoes parabdlicas com coeficientes suaves.
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Teorema 1.3.1. [11, p. 72] Seja L um operador parabdlico, como em (1.1.1), em um dominio

D € assumalmos que
Dai;, Dby, Die, DI'f - (0< m < p) (13.1)

sejam Holder continuas em D. Se u é uma solucao de Lu = f em D entao
DMu, DDfw (0<m <p+2,0<k<p) (1.3.2)

existem e sao Holder continuas em D.

1.4 Meétodo mondétono de sub e supersolucoes para siste-
mas parabdlicos

O método mondtono para equagoes parabodlicas foi estabelecido por David Sattinger em [22].
Mais tarde foi estendido para algumas classes de sistemas parabélicos por Chia-Ven Pao em [20].
Tal método possibilita, entre outras coisas, encontrar solucao classica para sistemas parabélicos
do tipo

{ Liu; = Fy(x,t,uy,us), em R x (0,71, (1.4.1)

ui(z,0) = u;p, em R,

onde, para i = 1,2, L; é definido como em (1.1.1), u;o ¢ uma funcao Holder continua em R, os
coeficientes de L; sao Holder continuos em Qp e F; é Holder continua em Qp X J; X Js, para algum
conjunto limitado J; x J, C R? .

A seguir definimos os principais elementos que possibilitam a obtencao de solugao para o sistema
(1.4.1).

Definigéo 1.4.1. Dizemos que o par U = (@i, ), com i; € C*'(R x (0,T]) N C(Qp), i = 1,2 ¢
|@;(z,t)|< Ke", sendo K e h constantes positivas, é uma supersolucdo para o sistema (1.4.1) se

{ szbz Z E(I,t,ﬂl,ﬂg), em R x (O,jj]7 (1 4 2)

4i(x,0) > w9, em R.

De modo analogo, dizemos que U = (@1y,G2), com 4; € C*Y(R x (0, T)) N C(Qr), i = 1,2 ¢
|d;(,t)|< Ke, é uma subsoluciio se satisfaz a desigualdade inversa de (1.4.2).

Definig¢ao 1.4.2. Dizemos que uma funcao F; = Fj(z,t,u;, us), é quase monétona nao decrescente
se, fixado (z,t,u;), F; é ndo decrescente com respeito a u;, com j # i.

Defini¢ao 1.4.3. Dizemos que uma funcao F = (F1,F2) é quase mondtona nao decrescente em
algum retangulo J; x Jy se tanto Fj, quanto F, sao fungdes quase mondtonas nao decrescentes
para (uq,us) C Jy X Jo.

Definicdo 1.4.4. Dizemos que um par de sub e supersolugdes ¢ ordenado e denotamos por U<U
se 4; < 4;, para todo i = 1,2. O conjunto < U,U >= {(uy,uz) € C(Qr); (U, ) < (ug,uz) <
(1, 15)} é chamado de setor determinado pela sub e supersolugoes.
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Se o setor < U .U > est4 contido em J; x J entdo, na defini¢do de quase monotona, ¢ suficiente
tomarmos J; X Jo =< U, U >.
O teorema a seguir apresenta o principal resultado desse método.

Teorema 1.4.5. [19, p. 393] Sejam U e U sub e supersolugdes ordenadas do sistema (1.4.1),
F = (Fy,F2) uma fungdo quase mondtona nao decrescente e satisfazendo |Fi(.,U) — Fi(.,V)|<
K|U—=V]em <U,U >,i=1,2. Entdo o sistema (1.4.1) tem uma tnica solucdo cldssica no setor
<U,U > .

A demonstragao se baseia na construcao de sequéncias que convergem monotonicamente para
a solucao U.

10



Capitulo 2

Dependéncia com relacao aos
coeficientes

O objetivo deste capitulo é analisar a dependéncia da solu¢ao fundamental com relagdo aos
coeficientes e estabelecer estimativas para a solucao do problema de Cauchy em termos do dado
inicial, da funcao de reacao e dos coeficientes da equacao.

2.1 Solucao fundamental

Nossa analise da dependéncia da solucao fundamental com respeito aos coeficientes da equagao
segue a mesma linha utilizada para a construcao da solugdo fundamental; ver [15] e [11]. O
ingrediente adicional foi o cuidado em explicitar a dependéncia com relagdo aos coeficientes.
Iniciamos com algumas notagoes.

Defini¢ao 2.1.1. Sejam R, A e « reais positivos, com 0 < o« < 1 e A < R. Definimos B(R, \, o) =
{(a(z,t),b(z,t),c(x,1)) € (Ca,%(QT))3; A<a, e HaHa,%v HbHa,%a HCHa,%< R} e, dados

0.0 € BR ), llo =0l 3 =maz{la—al, 510~ Bl g e~ el )

Dado v = (a,b,c) € B(R, \, «), denotamos por

ou 0%u ou
Lyyu = i a(x,t)@ + b(x,t)% +c(z,thu=0 (2.1.1)
¢ ¢
FM(ZIZ’, ga t, T) = Z[v] (IE - 57 L, §7 T) + /T /]RZM(:E - YY, t, U)¢[v] (yv 57 g, T)dydO' (212)

a equacao parabolica e sua respectiva solucdo fundamental.

Lema 2.1.2. Dados v,7 € B(R, \, ), temos que
(2—9)?
D37y — D Zim)(x — &6, 7)< Kl|la—a 15+1e_c @ para s = 0,1,2, onde C < L e
x &[] x4 [7] oo( == 4R
t—7) 2

K = K (R, \) sao constantes positivas.

11
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(z—€)?

Demonstragio. Tendo em vista que Zp (v —&,§,6,7) = — 1 e TaEnE | tanto ela quanto
(dma(g,T)(t—7))2
as suas derivadas com relagao a x dependem do coeficiente a de Ly,|, mas nao dos outros coeficientes

b e c. Calculando diretamente a derivada de DjZ}, com relagao a a, encontramos
_cz=9?
|Do D3 Zp)(x — §,6,1,7)|< ( I)(ile “&, com s =0,1,2,
t—71) 2
onde K e C sao constantes positivas satisfazendo as condi¢oes do lema.

O resultado segue da desigualdade acima e do Teorema do Valor Médio. [

A seguir estudamos o comportamento da fungao ¢, definida em (1.1.5). Para isso, faz-se
necessario um resultado auxiliar sobre a fungdo Gama (I'(x)), apresentado no lema a seguir.

mA™

Lema 2.1.3. Sejam A > 0,0 < a <1 eI'(z) a fungao especial Gama. Entao a série > 0°_, (i
2

¢é convergente.

Demonstragao. Usando a notacao % = b,,, temos

2

lim b1 =1 (m+1)Am+1F (%) = lim Am+1 F(%) )
BT (e AR g
Como, lim,,, mT“ =1le
lim - %> = lim F(%> F(%) = lim B(Ta’%)
TUED(nrag) L (mrag)T(s) e T(s)
i 1t%—1(1—t)%*1dt:0,

o resultado segue do Teste da Razao.
Aqui, B(z,y) = [y t* 11 — t)¥~1dt é a funcao Beta, I'(x) = [°t*le~t é a funcdo Gama e,

I ~  I'(z).D
para todo x e y positivos, vale a relacao F((:)HS)’) = B(z,y) (v. [18, p. 41]).

]

Lema 2.1.4. Sejam ¢, € ¢z definidas em (1.1.5),0 < 3 <1le0 <y <a. Sev,7 € B(R,\ «)

entao K|| H
V= V||a,2 _ =8>
|(¢[v} - ¢m)(x,§,t,7')|§ ﬁ)%ﬁe C== (2.1.3)

|(¢[U] (.CE, fat’ 7—) - ¢[5] (x7£7t77—)) - (¢[v](y,£,t77') - ¢[5](y7€7t77—))‘§ (214)

Ko =712 oz -y =9 (a—£)? (=62
< D) (6_0 et ) 7
t—7)" =2

onde C' < ﬁ e K = K(R,\, a,T) sdo constantes positivas, sendo K continua em relagao a 7T

12
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Demonstra¢io. A demonstragao de (2.1.3) segue da desigualdade abaixo, a qual provamos por
inducao.

m—1

(L20),,~ (LZ0) e €€ m™ (2T ol

rEny™ o1
(5)) e (2.15)

onde L = Ly,. Para m = 1, temos

(L) Zp)1 — (L Zp) 1) (& = &6, 6, 7)< |((a(&, 7) = al(@, 1)) Dpe Zp) + b, )00 Zyy
+ c(x,t) Zp)) — (@€, 1) — a2, 1)) 0pa Zig) + b2, 4)0u Zp5) + (2, t) Zp5)|
<|((a(¢,7) = alz,t)) — (@, ) —a(z,1))))||0z 2]

+ (@& 1) — a2, 1)|000 Zp) — OvaZim|+|b(, 1) — b(x,1)[|02 Z )|
+ b2, |00 Z1) — OnZiy ||, t) — (a, )| 21y |+ [e(2, )] Zp) — Z|= 1.

Do Lema 2.1.2 e da estimativa (1.1.7), apds algumas estimativas, usando e.g.

— 2 @ T— T — 1\ —
|z — §|ae*07(zt?i)2 — <(x 3 ) (t — T)a/2e*$<t32 o (O-) &= K(t—71)% ¢ ==
t—7

C" = {uma nova constante C'}, obtemos

[<K|[v=7]as (e_ =

Kl =l ctoca

= 3—a

(t—71)2

onde C' < ﬁ e K = K(R,\ a,T) sdo constantes, sendo K continua em 7.
Da hipétese de indugdo e da definigdo (1.1.6), e somando e subtraindo termos, obtemos:

13
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(L Zppmtr = (L Za)men) (2 = §,€,4,7))

<1[ [1E0Zute = v.9. 60/ (L Zdnly — €607

— L Zm(r —y,y.t,0) (L Zw)m(y — &, &, 0, 7)dydo|
Sli@umﬂm—Lm%m&—ywmamﬁm%mm@—aamﬂmma

+ [ 10— € €6 Zhnly — €6,07) — (g Zhaly — €.6,0,7) dydo

m—1

- rT—yY 2 & m Y 2
</ / o = Tl UHO‘* ~CLZE e (W (F(?nl) ! € cL dydo
(t—o) = C F(T) (0 —71)

2
-1
(z— 5 rg))™ 1 —6)2
o[ R (Z)° o = Bl g oz e O dydo
T JR t—o ? (

) E ¢ P(*) (o—1)2
m—1
= rg)y)™ rt 1 (z—y)? 1 =62
_ (m + 1)Km+1 (g) H,U . @Ha,% (F(Tgnl) — 6_0%4 — 6—0%
(7) T R(t—O') 2 (0—7') 2

onde usamos que

1
/ ez’ e_C(yU—_sf dy = <7r>§ (t—o)(o—T1)\2 e_ccct—_sf
R C t—7

Co 1 1 D(E)r(me)
/ 2 2= 40 = 2=(mtla 1 [ (mila
FE-0)F (- ()T ()

(v. [15, p. 362]).
Portanto,

|«Lm%mmﬂ—%Lmﬁm 1)@ — &€, 8,7)]

rE)™t v =7olag _ce9?
< (m+ 1K™ ( ) mA1 e € |
CJ (o) (r— )=

Isso conclui a demonstracao da desiguadade (2.1.5).
A desigualdade (2.1.5), (1.1.5) e o Lema 2.1.3 implicam que

[e.e]

(O] — Om)) (2, €, L, 7) Z (L) Zp)m — (L) Zm))m) (@ — &, €, 1, 7))
1

[ [e)

m—1 —
s ™ 2 ( ( ))m H/U_UHCMg —CM
< E K™ (= 2 i—r
— m (C) F( a) 37'mo¢6

2 ) (t—1)>

3

14
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m—1 Qayym m—la ..
onde C < & e K =0 imK™(5) 2 (1223”71“)) T3 sdo constantes positivas. Observamos que

estimamos ¢t — 7 por T'. Isso conclui a demonstragao da estimativa (2.1.3).
Para demonstrar (2.1.4), escrevemos
|(¢[v](w7 £ t, T) - QS[E}(:L" £ t, T)) - (¢[v}(y7 £t T) - Qb[ﬂ (y7 £, T>>|E J=J. e
Usando a estimativa (2.1.3) em J” e a estimativa (1.1.12) em J'=# obtemos a estimativa
desejada e concluimos a demonstracdo do Lema. Notemos que podemos estimar J por |(®p) —
z(xgg 2 7>—|>|+|( (I)[v]>(y €t T)|etambempor|<1>[v (l’ £t T) [U](y7€7t7T>|+’(I)[U]('T7£7t77—)_
y, &8, T O

Lema 2.1.5. Sejam v,v € B(R,\,a) e 0 < 8 < 1. Se I'y e I'y s@o as respectivas solugoes
fundamentais de Ly ju = 0 e Lyu = 0, entao

KHU —@la’g _C(Q*E)Q
(D3l — D3l (2,6, 8, 7)|< ————7 e 77, s=0,1, (2.1.6)
(t—7)>
](&UIFM — 8mf[g])(a:, f, t, 7')| (2.1.7>
_ _ 1 1 _o@=9?
< Ko =g+l — 712.5) S N P2
2 |x — §|1—(0¢—7(1—5))(t — 7—)1 3 (t — 7')2
(&4
](&FM — atr[g])(x,f,t,Tﬂ (2.1.8)
_ _ 1 1 _o@=9?
< K(lo = Tlag +lo — 7l) L e
|ZL‘ — §|1_(0¢—’Y(1—5))(t — 7-) 3 (t — 7')2

onde C' < ﬁ e K = K(R,\, «,T) sao constantes positivas, sendo K continua em 7.

Demonstragio. Iniciamos a demostragao pelo caso s = 0. Neste caso, temos
T = L) (.8, 8, 7)< [(Zp) — Zw) (@ — &, 6,8, 7)1+
+ I Jel 2@ =y vt 0)0 (Y, &, 0,7) — Zim(2 — vy, L 0) 0 (Y, £, 0, 7) | dydo <
< 12wy = Zpil+ J7 Jel 21 = Zim 0|+ Zm || o) — om|dydo.
Aplicando as estimativas (1.1.7) e (1.1.11) e os Lemas 2.1.2 e 2.1.4, segue que
Kla—alo ¢u-o
(T — T (@, 6,4, 7)| € — ——5=e T er

t—T

K|la — @l (@-u)? K ( &)
// || O S —cli=tr = dydo

t—a)% (c—7)72

-2 Kl||lv — 7|y, & (y—©)2
* / / SO o = 0lla 5 L'j‘; 2N dydo.
T R(t—o')§ (g—q—)T

Tendo em vista que

/6*0“;0) = <7r)% <(t_a)(0_7)>§6 s (2.1.9)
R

C t—1T1
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segue que

(P = Ppgp) (2, €2, 7))

T % t e% T % t a [(VHU_UH(Xg —
< — — ) = _ o) 3 —ir Plles
< (1 + <C) /T (0 —1) do + <C) /T (t—o) da) )} e

< Kl = Tlag cuze?
(t—7)2

onde K = K(R,\,a,T) é continua em 7.
No caso em que s = 1, temos

(amr[v] - a:vr[ﬂ])(xa g: t 7—)
= (azZ[v] - axZ[E])(x - 57 éu t T)

(2.1.10)

(2=9)*
Co=

t
+ /T /ach[v} (ZIZ’ - Y,9,1, U)¢[v] (yv 57 g, 7_) - axz[ﬂ (ZL‘ —v,9,1, O')Qb[g] (yv 57 g, T)dydO'

t t
= (02 = 0:Zm) + [ (0201 = 0:Zm)dudydo + [ [ 0,261 — 6m)dydo

= Jl + <]2 + J3.
Aplicando o Lema 2.1.2 em J;, obtemos

K — 0|0 _cE=9?
|J1|= [(02Z[) — 0 Zpm)) (x — £,&,8,7)|< Me o9’

t—T

Aplicando o Lema 2.1.2, a estimativa (1.1.11) e a identidade (2.1.9), obtemos

t
Bl < [ [10:20 = 0:Zm)(@ = .91 0) 1609 €, 0.7l dydo

_ )2 2
<//K||a a||C>o welc= K3_a o=’ 2 o

t—o (o0 —7)5"
Kllo =~ ot ' -
(t—o0)2 T
< Kla— a”oo —ce9® Kla— 5”006—07(“;?2.
(t—7)="

NI

(0 —7)""2do

—«a —

t—T

(2.1.11)

(2.1.12)

Como as constantes vindas do Lema 2.1.2 e da estimativa (1.1.11) dependem continuamente de T,

0 mesmo ocorre para a constante, K = K(R, \,a,T), que aparece na limitagao de Js.
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Finalmente, aplicando o Lema 2.1.4, a estimativa (1.1.7) e a identidade (2.1.9), obtemos

t
Bl < [ [10.Zm(x = y.y.t,0)l (6 = ) (3. &, 0.7l dydo (2.1.13)

s‘/t/ﬁ}(6‘0“532}(wv_‘vmhge—c“€92dydg
T t—o

3—a

(0 —7)2

N

Kl|v—Tlae _,eo? [t
Kl |\1,26_c<t_g>/(t_a)_
(t—r7)2 T

< KHU - @”a,% 670%

(0 —7) " 2do
t—71 ’

sendo K = K(R, A\, a,T) continua em 7.
Das estimativas (2.1.11), (2.1.12) e (2.1.13), concluimos que

K—HU_UH&,g _ C
|(8xF[U] - axr[ﬁ])($’§7ta7)|§ —2¢ =

t—T1 ’

para uma constante K = K (R, A\, «,T') continua em T.
No caso em que s = 2, temos

(aarxr[v} - 8&:1:]:‘[5})(1‘7 ga t T)
= (ammZ[v} - ammZ[ﬂ)(x - 57 57 t T)

t
+ / /8501‘2[11} (IL’ - YY, t, O—)¢[v] (yv 57 g, T) - 8sz[§] (:I: -4, t7 O—)Cb[ﬂ (y> ga g, T>dyd0
t t
= ((%IZM — (%IZW) —l—/ /(@UIZ[U] — amem)(ﬁ[v]dydU —|—/ /axe[§]<¢[v] — ¢[§])dyd0'
= ]1 —f- ]2 —|— Ig.
Do Lema 2.1.2, temos

K — |0 _cE=9?
Klla =@l otz (2.1.14)

|1h|= |(amZ[v] _amZ[i])(x_fafataT”S 3
(t—7)2

Para obter estimativa para Iy, escrevemos

t
L= /T /(%Z[v] — OwaZim))(x — 4, y, t,0) P (y, &, 0, 7)dydo
t+T

tr t
= /T /(E)MZM — amZ[g])gb[v]dydU + /tj /(&mZ[v] — 8112[5])¢[v]dyda
— 1l

Aplicando o Lema 2.1.2, a estimativa (1.1.11) e a identidade (2.1.9) em I}, obtemos
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I < /t“/KHa aHoo o K cuee? 5)2dyd0'
N t—a (c—7)72
Klla— eg? 5 o
< 7”& aHOOe* = ’ (t—o)(o—7)""2do
(t—7)2 T
< Klla —?Usoe_c(xt__?2

T (-

Para estimar I, escrevemos

Jg:ﬁ;/ﬁm%ﬂ—@#%ﬂw—%%tﬂﬁﬂ%émTﬂwa
:ﬂ;/ﬁmaﬂ—@JMﬂx—%%ﬂ@@m@@ﬂﬁf—%wﬁémﬂ+¢M@£JJ»@ﬁT
:ﬁ;/ﬁmzm—amam@—wamX%ﬂwémﬂ—¢m@£ﬁﬁﬁ®ﬁf
+ /t; / ((GMZ[U} — 0 Zm))(x — 4, Y, 1, 0) — (02aZpy) — OpaZim)(x — y, 2, L, U)) o) (7, &, 0, 7)dydo,

tendo em vista que [(0rZp)( — y,,t,0) — OpaZpy(x — y, 2, t,0))dy = 0 (v. (1.1.9)).
Aplicando o Lema 2.1.2 e as estimativas (1.1.10), (1.1.11) e (1.1.12), temos

K|la — a||C>O _ct=w? K|z —y|? _ow=9%  _@=9?
|]//| < / / t — 0_ t—o (0- - 7—7) 37<377) (6 o—17 + e o—T ) dydo-
o g e 1-5 -t
e [l | e || |
(t—o) (t—o)2 (c—7)7
Klla — al|o (=2 1 (y=8)2 (2=
/ / Ha aj“ - t_l‘/’ T 3—(a—7v) (e—C J’f_i' +e - )dydU
(t—o) =R (c—71)" 2
—c = v)? —c“‘ 5)2
[H/Kw—wﬁ s ddo
0) (0 —7)
e,o(z 9?2
B
a4 — Glleot||a —a S EE—
K(la =Tt o = a2)
Finalmente, obtemos
e_C(zt—_s)z
| L] < 1| +15]< K(]la = @l|oo+la — a||§o)(t_7)3—2a~ (2.1.15)
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CAPITULO 2. DEPENDENCIA COM RELACAO AOS COEFICIENTES

De modo semelhante, obtemos uma estimativa para

@:[/mﬂmx

Em virtude de (1.1.9), podemos escrever

= /t/@mZU]
+//amzv]

. ]/ ]Il

— 4,9, t,0) (O — ¢@) (Y, &, 0, 7)dydo.

JT -4, U)[(¢[v] - gb[ﬁ])(:% 57 g, 7_) -

Oua Z15) (%

(¢[v]
RS ta O—))(¢[v]

— o) (2, &, 0,7)|dydo

y7y7t70) - - ¢m)(l’,€,0, T)dydO'

Considerando x # ¢ e aplicando o Lema 2.1.4 e a estimativa (1.1.7) em [}, obtemos

e Ko =25 ale -y (z=6)2 %
|13 </ / R o5 %327(%7(17&)) (6_0 = "'e_C(y"i )dyda
t — O’ 5 (o’ — T)f
=18
t K w2 Ko —UHa,ﬂ _o=8? e 5)2
S/ / 5205 © e ) (e “o - >dyd0
T/ (t—o) 2 (c—71) 2
¢ 1 1 (z—&)? (2= y)
SKU—@BQ/ - e Yo </ —¢ dy)do‘
| ||a,2 : (t—O’)S 10-5) (0—7)3 (e=3(=5))
- t 1 1 _oE=w? (=62
+K||U _U||§7%/ 3_~4(1-B) 3 (a7 (1=5) (/6 ¢ t—o e -C o—T dy) do-
T(t—o) 2 (0—7) 2
— t 1 1 C(CC 5)2
< Kllv - Unyg/ 250-5) e 0 40
T(t—o) 2  (0—71) 2
Klo -7l a - 1
B = do

(t—7)2

2—(a=(1=8))
2

_nB 1 1 —CM
< Kllv-7l,,9 5o T eap | ¢ 77
(t — 7‘) p) |LL’ — £|1—(a—'y(1—6))(t — 7-) 2
KHU _UHg,% 70(2157_)2
(t—7)73"

1

< K]lv —vnﬁ,;(

1_')’(1_6) +
2

|z — g’l—(a—’y(l—ﬁ))(t —7)
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Para estimar IY, usamos o Lema 2.1.4 e a propriedade (1.1.10). Com isso, temos que

ms [ A y’a ottt 0= Vet oty

[e3

t — (7 (0 — 7') 2
t )2 o2
< Ko = vlag / e O ([ ) do
Pr(t—0)2 (6—7)2
¢ 1 1 (z— 2
< K|jo— @||a,g/ R
o) (00T
B ; Tw Tv(l;ﬁ) _C<zf§>2
S KHU - U”a,%/ 2~ (1-5) 3 (a7(1-5) e o—T do‘
T (t-0) T (g - )T
1 ]_ (z— )2
< Ko =g R e P
|z = g-le=-m)(t — )= (t—7)2
Segue que
| I3] < [I5|+] 13 (2.1.16)
1 1 (z—8)?
< K(|[v = 0lla,s +lv = 7[I7 o) 5 + — | e
2 |z — &1 (e=(1=8)) (¢ — 7—)1—T (t—7)72

Das estimativas (2.1.14), (2.1.15) e (2.1.16) segue

|(6x:vr[v] _ax:vr[ﬂ])(xa §7 ta 7—)|

1 1 o @=9)?
Kﬂu—mh%HW—@M%) 5 + | o
|z — &=t —7)="7  (t—7)

onde a contante K = K (R, \,«,T) é continua com respeito a T. Com efeito, as constantes que
aparecem no Lema 2.1.2 e nas estimativas (1.1.7) e (1.1.10) ndo dependem de 7. A constante
que aparece na estimativa do Lema 2.1.4 é apresentada com mais detalhes, sendo constatada a
continuidade com respeito a 7. Nas estimativas (1.1.11) e (1.1.12), as constantes sdo obtidas de
modo analogo ao que é feito no Lema 2.1.4 e, portanto, também sao continuas em 7. Concluimos
assim a demonstracdo da estimativa (2.1.7).

Finalmente, a demonstracao de (2.1.8) segue de (2.1.6) e (2.1.7), ja que

8tFM = aawl“[v] — b@xl“[v] — CFM e 8tFm = aawl“m — E@xl“m — 5Fm.

nje

]

Além das estimativas obtidas acima, também é possivel avaliar o comportamento da solucao
fundamental quando seus parametros convergem pontualmente para determinadas fungoes. Isso é
feito no lema a seguir.

Lema 2.1.6. Sejam v,,v € B(R, A\, «) e I',,; e I as respectivas solucoes fundamentais de
Lyyu = 0 e Ly, u = 0. Se v,(x,t) converge para v(z,t), para todo (z,t) € R x [0,7], entdo
L. (w, & t, 7) converge para 'y (x,&, ¢, 7), para todo (x,t), (£,7) € R x [0,T], com ¢ > 7.
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Demonstragio. Tendo em vista a expressao de I}, dada em (2.1.2), vamos inicialmente estudar
a convergencia pontual de Z,,; € ¢y,
Verificamos diretamente de (1.1.4) que

Di D3 21w,y = DiD; 2 (2.1.17)

pontualmente, sendo r e s inteiros nao negativos.
Para provar que ¢y, converge pontualmente a ¢y,], observamos que

L[vn}(Z[vn]) = (an(f, T) — an(x, t))amZ[vn] + bn(x, t)@xZ[vn] + cn(x, t)Z[vn].
Portanto, segue de (2.1.17) que

L) (Z1o,) = Lp)(Zpw)) (2.1.18)

pontualmente. Além disso, temos

| Li, ) (Zpp,) (2 = €, 6,8,7))[< e (2.1.19)

77‘16
(t—7)"%"

onde K e C sao constantes que nao dependem de n.

Seja (Liy,])m definido em (1.1.6). Por inducdo em m, temos que (Ly,1)m — (Lfw))m, pontual-
mente quando n tende a infinito. De fato, seguindo a construc¢ao da solugdo fundamental em [15,
p. 362], temos

) 1 o @=6?

T\ z ["™(%
Ly )m(Zpp(x = E,6,8,7))|< K™ () —2 —e T . 2.1.20
(o =& &L K™ () 7 by g (2.120)
Assim,
« _clz=w? )? ipmey ,C<y—§>2
[Lton)(Zina (@ = 9,56, 0D L) Zroaly = & & 0 DI e KM (E)™S gy i
e pela hipotese de inducao (L[vn])(Z[vn]>(L[vn])m(Z[vn]) — (L[v})(Z[v])(L[v]) (Z[l,]), pontualmente.

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

(L[vn]>m+1< Q@ =&647)) = [ [ (L) (Zpa) (@ = 99,8 0) (L) (Z) (v — €, € 0, 7))dydo
converge para (L[U])m+1( (T —&,6,1,7)).
A estimativa (2.1.20) garante a convergéncia uniforme de Y07 (=1)™ (L] (Zjp,] )m (=&, &, t, T)

em relacao a (z,§) et —7 > §, para cada § > 0 fixado, e, portanto, ¢y,,] — ¢y, pontualmente.
Para concluir a demonstragao do lema, observamos que

A (@—y)? =82
[Zi0)(& = 9,1, 0)Bp (6,0, )< “ Lge O

6 t—o ﬁe o—T
)2 (O’*T)T

e que Z, P, converge pontualmente para Zy Py Novamente pelo Teorema da Convergéncia

Dominada segue que

2 | Zw,)badydo — 7 [ Zjndpdydo.
Concluimos que I'f,,; — Iy}, pontualmente.
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2.2 O problema de Cauchy

Nesta se¢ao, utilizando as estimativas obtidas na secao anterior, apresentamos estimativas
para a solugoes de um problema de Cauchy em termos do dado inicial, da fun¢ao de reagdo e dos
parametros.

Teorema 2.2.1. Sejam T > 0, v = (a,b,0),7 = (a,b,0) € B(R,\, 1), f,f € CL%(QT) e ug, U
funcoes lipschitzianas e limitadas em R. Se u e @ sdo as respectivas solu¢oes dos problemas

Lyu=f, em Rx(0,7], wu(x0)=uy, z€R, (2.2.1)
e
Lyu=f, em Rx(0,T], u(z,0)=1 zckR, (2.2.2)
entao
lu =@l 3 < Klllo =0l g +llo =T 3 +lwo — ol (2.2.3)

1 — _ _
+ T (1l 3+ DU = Fllyg+llo =l g +lo =207 )],
sendo K = K(R,\, T, ||ug||1), continua em relagao a T

Demonstragio. Segue do Teorema 1.1.2 que

(U - ﬂ)(l’, t) = /R F[v}(x7 67 t 0)”0(5) - F[ﬂ] (ZL’, 57 12 O)QO(f)df

+ AtAF[U](I’f’t’T)f(g’T) — Tp(, &, t,7)F (€, 7)dEdT
= V(z,t) + W(x,1).

Desse modo, basta determinarmos estimativas para V' e W.
Aplicando o Lema 2.1.5 e a estimativa (1.1.13) em V', temos

V(w0 < [ [P (@6, 0)u0(€) ~ Ty, €, £, 0o (€)dg (22.4)
< [ 10T = D) (2, €, £, 0)uo(€) | +Tm (€, £, 0) (o €) — To(€)) g
K Ul e g2
</ ”t” O gl e o = Tl

< K(l[Jo =2y s +lluo = Holloo),

sendo K = K(R,\, T, ||ug|lo) continua em relagdo a T', pois as constantes que aparecem no Lema
2.1.5 e na estimativa 1.1.13 sao continuas em relagao a 7.
Tendo em vista a Observagao 1.1.3, podemos escrever

0,V (,6) = [ 0,T( (.., 0)u0(€) — BTy, €., 0)i(€)d¢
= [ (0uTpy = 00T (., 0) (s (€) — wo(a)) €
+ [ 0uT(e,6,4,0)[(u0(€) — T0(©)) ~ (uole) — To()).
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Aplicando o Lema 2.1.5 e a estimativa (1.1.13), obtemos

Kllv = illuollilz =&l K|uo — - )2
10,V (2, 1)] g/( L2 1 Klluo = Tolls|= 5'>e—0< - de (2.2.5)
R t t
_/ (Klluoll v =72l N KHuol—uOHl) -0t
t3
< K(l[v = vlly, 1 +[[uo — Toll1),
z—£)2 T — z—£)2 z—£)2
onde escrevemos @e‘c( P = 7 |f1_/2| —(c/pe= )e_(c/2)( < const.tl%e_(cm( ol

K = K(R,\T,||luo|l1) é continua em relacao a 7.
Para obter a Holder continuidade com respeito a t, usamos novamente a Observacao 1.1.3 e,
escrevemos

V(z,t) —Vi(x,t)
= /R(F[v](x>tvf> 0) - F[v] (a:,t',ﬁ, 0))%0(5) - (F[i] ($’ t,{, O) - F[ﬂ<x>t,7€a 0))ﬂ0<€)d£

= [ [ 0 5,€.0)u0l€) — Ty o€, o€

= /t,t /R(atfm — 0T ) (2, 5, €,0)u(€) + AT (x, 5, &, 0) (ug — o) (€)deds
= /t,t /R(@FM — 0l'm)(, 5, €, 0)(uo(§) — uo(x))déds

s [ ot s.€0)[(uo ~ To)(€) (o — ) (),
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Portanto, aplicando o Lema 2.1.5 e a estimativa (1.1.13), obtemos
V(z,t) = V(z,t)| (2.2.6)
< / / 0T — O ) (. 5, £, 0) g () — uo(x)|dEds
+AA@%WW@®WmJM@—WrﬂM@W%
! _ _ 1 1) _oe-o?
sg;/Kmv—muwa—MEQWMMx—a( Qﬂmm+¥;>ec " dgds
5 2

|[L‘ — £|’Y(1_/3)3
/ /. Blluo = Tollalr =& o202 ey
t/

T: 1\ ue-e?
</ /RK“'”_“HLHHU—v\lf,;)llu(]\h(8+S)e e

t o K _ )2
+/ / ||U0 uOHlefc%dfds
¢ JR S

(z—6)?2

< K(|[v— @HL%"‘”U - @Hi%‘F”UO — Tol1) /t/ 16_0 déds
SKWU-ﬂh;WU-ﬂIﬁﬂw—uﬂ)/gf@
< K(lJo = lly g Hlv =0l +luo —woll) (¢ — )2,
sendo K = K(R,\, T, |Jug||1) continua em relacao a 7.
Das estimativas (2.2.4), (2.2.5) e (2.2.6), temos
VIl KR XT, fuolh)(lo =0l s +Hlo =Tl s +Hlwo — o), (2.2.7)

sendo K (R, \, T, ||ug||y) continua em relagao a 7.
De modo semelhante, podemos estimar W. De fato,

W(x,t) = /t/ Lz, &, t,7)f(&,7) —F[ﬂ(x,ﬁ,t,T)?(ﬁ,T)dng
—/ / F[v xz 6 t T)f(f,T) +F[§]($a§7ta7)<f —?)(f,T)dde

Aplicando o Lema 2.1.5 e a estimativa (1.1.13), obtemos

Wiz, 1)l </ /| — L) (2,61, 7) (&, T)+T (@, &, 1, 7)(f — f)(&,7)|dédr (2.2.8)

_ - 1 _o=9?
< [ [ B =l ot~ Flloe) e @5 dedr
o Jr ’ (t—7)2

< KR AT)([f ot DT (o = Blly, 3 HILf = fllo)-
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Além disso, temos que
t —
0W (@0 < [ [ 10T = 0.T ) (@, &, .76 DI+ (. € £,7)(F = P& 7ldedr (2:29)
t — 1
< K —v 00 - 00
< ) LE e =2l gl 1 = Fle) =y
< KR AT fllootD)T2 ([0 =0l 1+ 1f = flloo)
Para obter a Holder continuidade em ¢, escrevemos

W, t) — W, t)
= /OtA[(F[vl(xa€at77)]f(§,f) — Tp(x, &, 7)F (&, 7)dedr

- /Ot/ /R[(F[v}(% &, f(ET) — Dyl &, ¢, 7)F(E, 7)dedr

- /t/t /R(F[vl<$> ELDNET) = Trla, & t,7)F (& 7))dédr

i /ot/ /R[(FM (#,6:4,7) = Ty (2,6, ¢, 7)) (6, 7) = T (2,6, t,7) = Ty (2,6, ¢, 7)) f(&, 7)]dgdr
- /t’t /]R((F[U] =T (@, & 67 (€ 7) + T, &6, 7)(f = F)(E, 7)) dédr

+ /tt /R (D@, &, t,7) = D@, &8, 7)) F(6,7) — D@, & t,7) — Ty, &, ¢, 7)) F (&, 7)]dédr

_o==82
e O dedr

+ /Ot/_6 /R /t/t[(‘?tlj[v} (,&,5,7)f(§,7) = Ol (2, &, s,7)f(€,7)]|dsdédT
= W1 + W2 + W3

Aplicando o Lema 2.1.5 e a estimativa (2.1.13) em W;, obtemos

(z=&)
t p— e_c t—1

Wil < [ [0 =l g flaot KIS~ Flloe) S - dedr (22.10)
t JR 2 (t—T)2

< KRN Flloat DT (J =0l s+ = Flloo) (E = ¥)?

Aplicando a estimativa (2.1.13) em W5, obtemos

¢ K (@-8)2 K (z-6)° -
W S/ / ( R e > oot fllo)dédT 2.2.11
Wel < ), S \Goi -, (1l F ) (2.2.11)

< K([[flloot I lloo)e.

Considerando a Observacao 1.1.3, podemos escrever

Ws = /Ot —E/R/t/t[ﬁtf[v}(x,ﬁ,S,T)f(f,T) — Ol (x, &, s, 7) f (&, 7)]dsdEdT

— /Ot’e /t/t/R[(&sF[v} — 0l (2, &, 5, 7)(f(&, 1) — flz, 7))
+ O (z, &, s, 7)((f — [)(& 1) — (f = f)(z,7))]dEdsdT
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Aplicando, novamente, o Lema 2.1.5 e a estimativa (2.1.13) em W3 e denotando por K; =
K(llo = vlly s +lo = oI} )lIf ] 3 temos

t'—e ot 1 1 N
(W3 < K — + e sg 2212
2—vy(1-8)
0 v JR |z — EPA-A(s — 1)z (s—1)

K _cee? -
Fare T M Tlhgle - cldedsar

< K[ f b Dllle =l g +lv = UHB;

' ] A ek { I WeTES i
+ Hf le / /t’/ ( 2 “/(1 8) + (S—T)% ¢
SKa+wm%nm—vmgﬂw—mh%

vl ()

< KU+ 11l )l =l y+Hlv =17,
t/
1 =Tl +) [ L@S_T Fdedsdr
o t'—e pt 1
< KA Il p)lllo = 0l g llo =05 41 =Tyl [ [ ———pdsar
2 2 2 27 Jo v (s—1)2

< KU+ (£l =Bl g +Hlo = ol +IF = Tl )7 = )3,

Nl

dedsdr

dedsdr

Como a estimativa (2.2.11) vale para todo € > 0, concluimos, de (2.2.10), (2.2.11) e (2.2.12),
que

(W (z,t) = Wiz, t)|< K([[f ], s +D)(lo = olly 1 +lv - WHf%Jer —fli)T2(t-t)2,  (2.2.13)

sendo K = K(R, \,T) continua em relagdo a 7'
Segue de (2.2.8), (2.2.9) e (2.2.13) que

Wl 1< KR ADT( 1l g+ 1)Ul =0l g +llv =l 3+ = Flly ). (2.2.14)
Finalmente obtemos de (2.2.7) e (2.2.14) que
o —lly 1< IV g +IW ]y < (2.2.15)

_ _ _ 1 - _ _
K(llo = vlly s +lo =0l s Hlluo = aolli+T2 (1 £l g+ DU = Flly g +Hllo =l s+ o =27 1),
sendo K = K(R,\, T, ||uo|l1), continua em 7. O

Em particular temos a seguinte estimativa para uma solugao de (2.2.1)
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Corolario 2.2.2. Nas condi¢oes do Teorema 2.2.1, se u é solucao de (2.2.1) entao
1
lully, 1< K (B, AT fuolh) (lJuol i +T72 (LAl s + D 2)s (2.2.16)

sendo K (R, \, T, ||up||1) uma constante positiva e continua em relagao a 7T

Demonstragcdo. A demonstragdo segue do Teorema 2.2.1 fazendo 7 = v, f = 2f e 1y = 2uy. m
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Capitulo 3

Combustao em um meio poroso com
duas camadas

O objetivo deste capitulo é estudar um sistema que modela a propagacao de uma frente de
combustao em um meio poroso com duas camadas. O modelo proposto por Schecter e Mota em
[7] foi estudado com vista a obtencao de solugbes do tipo onda viajante. Em seguida Santos e
Mota em [6] provaram a existéncia de solucdo global para o problema de Cauchy associado a
esse sistema, mas com a condicdo de que as fungoes de concentracao fossem conhecidas. Neste
trabalho abordamos o problema sem a hipdtese de concentracao conhecida. Em linhas gerais,
fazemos inicialmente uma breve apresentacdo do modelo, provamos a existéncia de solugao local
e, em seguida, a existéncia de solucao global.

3.1 O modelo

Em um meio poroso unidimensional sdo consideradas duas camadas paralelas. Cada camada
contém uma concentragdo de combustivel inicial. Como é de costume denotamos por z € R
a variavel espacial, enquanto que ¢t > 0 denota a variavel temporal. O sistema, formado por
equacoes parabdlicas nao lineares acopladas a equacoes diferenciais ordinarias, é deduzido a partir
das Leis de conservagao, da Lei de Darcy e de uma versao da Lei de Arrhenius que descreve a taxa
de consumo de combustivel na reagdo quimica. O modelo leva em conta a transferéncia de calor
entre as camadas e impoe a hipotese de incompressibilidade do fluido. Denotamos por u; = u;(x, t)
e y; = yi(x,t), i = 1,2, a temperatura e concentragdo de combustivel em cada camada. Nessas
condigbes o sistema obtido em [7] é dado por

((ai + biyi)ui)e + ¢i(ui), = diyi f (us) + (=1)°q(ur — ua) + Xi(s) 4 (3.1.1)
(Wi)e = — Ay f (wi),
sendot >0,0<z </, a;b; c;,d;, A, Ni,q, 1 = 1,2, sdo constantes positivas,
e, seu >0
= o 1.2
ro=f oz (3.12)
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e I/ uma constante positiva.

Dentre as constantas que aparecem no modelo destacamos a constante g: o coeficiente de
transferéncia de calor entre as camadas. Em [7], resultados sobre a existéncia de solugdo do tipo
onda viajante foram obtidos tanto para ¢ suficientemente grande quanto para ¢ suficientemente
pequeno.

O problema de Cauchy para o Sistema (3.1.1) é escrito da forma

i
(ui)e — m(ul)xw +

(%’)t = _Aiyif(ui)a
(ui(,0),yi(x,0)) = (%,o(@»%,o(@)-

A analise desse problema é o nosso principal objetivo.

&

a; + biy;

a; + biyi

U — Uz

(W), = vif (w:) +(=1)'q

@ + biyi (3.1.3)

3.2 Solucao local

Nesta secao provamos a existéncia de solugao local para o problema (3.1.3). Seja A(uy,us) =
(wy,ws), onde (wq,wsy) é a solu¢do do problema

Ly (wi) = Fi(ur,u, y;), em R x (0,71,
(Yi)e = —Awyif(w), em R x (0,77, (3.2.1)
(wi(xv())ayi(x70)) = (ui,ﬂ(z)ayi,0($))v z € R,

com w9 € Y>>0 sendo fungdes lipschitzianas e limitadas, f(u) definida em (3.1.2),

)

t
yi(w) = yio(z)e ™ Jo f(wies)ds (obtida reszlx;{endo da segunda equacdo em  (3.2.1)),
; ¢ i Aty + d ;UL — U
viui) = (ai+22(ui)7 az‘+y:(ui)’0) e Fi(uy, us,y;) = m%‘f(ui) +(=1) CIm Observe que

dado (u1,us), tanto os coeficientes de Liy(,) quanto Fj(u,us,y;) ficam determinados. Assim, w;
é obtida como a solugao do problema de Cauchy para uma equagao linear.

O lema a seguir mostra que o operador A deixa uma bola invariante no espago das fungoes
Holder continuas, desde que T seja suficientemente pequeno.

Lema 3.2.1. Sejam 0 < T < 1, R; = % (1 + %bl”yon ) K(R
tante dada no Coroldrio 2.2.2, K; = supgcp< K(R

“m T, Huon ) a cons-
“m T, |Juiplli), M; > Ki||uioll e

2
Y= {(u,uy) € (C’L%(R X [O,T])) Pl < M;}, i = 1,2. Nestas condigdes o operador
A Y — ¥ estd bem definido desde que T seja suficientemente pequeno.

Demonstragdo. Inicialmente observamos que dado (uj,us) € 3 podemos obter y;(u;) explicita-
mente resolvendo (y;); = —A;y; f(u;). Segue que

yi(w, 1) = yio(z)e ™ Jo st enis (3.2.2)
e, portanto, 0 < y; < ||9i0llocs ¢ = 1,2.
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Calculando a norma de Holder de y;, obtemos

*Ai ¢ ui(x,s S
lyally 1 < Nlyiolla|| =4 o Stz | (3.2.3)
3
—A; tf(ui(ms ds _ —A; (u;(z,s))ds
_ Hyi,OHl Sup (6—Ai fot f(ui(z‘,s))ds) + Sup e I fo |
(z,t)€Qr (2,£),(F,H)€Qr |z — f\+|t — t|§
—A; f fui(z,s))ds e—Ai fot f(ui(f,s))ds’
< lyioll, sup —
:rt) (Z1)EQr |£L’—I"
‘e—A fof(ulms ds Afo ul:vs)ds‘
sup
(zt (Z,t)eQr ’t—t’i

fui(z, s u; (T, s
< lysoll ( )Sup ) (Al/ | ’$_I|( ( )|ds
(z,t),(Z,t)EQr

sup (A |ft (u;(m, s))ds|>
(:J:t ),(@,t)EQr |t_t|

t o1
SMwM<H%)pr<&AHﬂ&WM%$)+(fw @mmﬂr%wﬁ
x,t),(T,t) e it),(T

() z,t),(Z,0) eQr
1
< giolli (1 4+ TAil[uilly 1 [ f ]l +T2 As)
1
< yiolli (1 + TAM|| f'lloo+T2 As) < 2||yiollrs

desde que Tz + TA; M| /]| < 1.

Além disso, v;(u;) € B (Ri, m, 1) (v. Definigao 2.1.1). De fato,

(1) = Ai Ci
como v;(u;) = (a#biyi(ui), ai+biyi(ui),0), temos

Ai ~ s Ai b sup aﬁmy?(%(z,t)) — ai+biy;\(§ti(fi))‘
a; + biyi(w;) 11 (@near |Gt biyi(wi) | (2a),@he0r |z — Z|+|t — 1|2
§&+@y< . M@mm—%m@ww
@i G\ (a0), (7 )0y |z —Z|+|t — 12
< 2 g By y< 2 g 2ol
Ta; a7 g ai

onde usamos a estimativa (3.2.3).
. z . . . 2b . .
De maneira analoga, podemos verificar que m < &+ Bicillyiolls e, portanto,

1,% @i @
i C; < Ai + ¢ 14 20;||yi0llx _R,
a; + biyi(u;) 1,1 a; + biyi(u;) 1,1 a; @;
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a;+billyiollec — aitbiyi(u:)’

Somando-se a essas observagoes o fato de que 0 < concluimos que v;(u;) €

A
B (R“ a;+billyi,o0lloo 1)'
Com as observacoes acima, segue do Teorema 1.1.2 que o problema

(3.2.4)

L[”l(ul)] (w1> = Fi<u17 Uz, yZ)J em R X (07 T]a
wi(x,0) = uip(r), x€R,

possui solugao tinica no espago das fungoes C*H(R x (0,7]) N C(R x [0,T]) com crescimento no
maximo exponencial no infinito.
Aplicando o Corolério 2.2.2, temos

Ai
" a; + billyi0lloo
< K, [l TE O F o, 2,5 DIV, 2,33 s
< KillJuso |1+ T K (My, Ma, |lysoll1)] < M,

1
lwillyy < K (R, T usolls) [l ol T3 (1, ez, )y 340 [ B,z i) o

desde que T seja suficientemente pequeno.

[]

Teorema 3.2.2. Se T ¢é suficientemente pequeno entdo o problema (3.1.3), para u;, ¥;0 positivas,
limitadas e lipschitzianas, possui uma solucao (uy, us, y1(u1), y2(us2)), com u; € C*1(R x (0,T]) N
CL%(R x [0,7]),i=1,2.

e A: Y — ¥ o operador definido

(n) . (n)

Demonstragio. Sejam X, o conjunto definido no Lema 3.2.1
),wgn)) definida por, (w;",wy"”) =

em (3.2.1). Dado (wy,wz) € ¥ consideramos a sequéncia (w
A"V wg™) e (i, ws) = (w1, wa).
Para T suficientemente pequeno, segue do Lema 3.2.1 que (w%n), wgn)) € X, para todo n € N; isto

gn

é, wan)HL%g M; para todo n € N, onde M; é a constante definida no Lema 3.2.1. Do Teorema de

Arzela-Ascoli (v. [8, p. 635]), existe (uq,uz) continua em R x [0, 7] e subsequéncia (w§”>, wén)) tal
que (w§”>, wén)) converge para (uj, us) uniformemente em compactos.

Em virtude do Teorema 1.1.2 podemos escrever

w" V(1) = (3.2.5)
fr[vz(w(n))] (IE, 5) t, O)uz,ﬂ(g)dé + fg f F[vi(w(n))] (ZL’, 57 t T)-Fz(wgn)v wg’l)7 Yi (wz(n)>>(§7 T)ddeu
com ' \
v (w™) :( o —— ,o) (3.2.6)
a;i +yi(w;”) a; + yi(w;”)
e
™
yi(wl(n))(x, t) = yijo(x)e_A’ Jo ™ @)ds. (3.2.7)
Como w'™ converge para u;, i = 1,2, temos que yi(wgn)), vi(wi(n)) e E(w§”),w§”),yi(w§"))) con-

vergem para y;(w;), vi(u;) e Fi(uy,us,y;(u;)), respectivamente. Tal convergéncia é unifome em
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compactos, tendo em vista que wz(”) converge desta maneira e que f’ é limitada em R e VF; é

limitado em [0, M;] x [0, Ms] x [0, ||yio0lloc]- Além disso, como ||w§”)\|1,%§ M;, para todo n € N,
temos que ||ui||17%§ M; e portanto, vi(wgn)),vi(ui) €B (R — 1), i = 1,2 (v. Definigao

3 i
v a;+bi||lyiollco?

2.1.1).
Aplicando o Lema 2.1.6, temos que F[v_(w(n))] converge pontualmente para I'j, ()
e
Como |F[vl(w(">)} (SL’, EJ tv O)ui,O (f)‘g t%e_c< tg)
e
n n n _oE=9?
P oty (22 &t DV E (0" 0, i) (€ 7)< e,

sendo K e C constantes independentes de n, segue entao, pelo Teorema da Convergéncia Domi-
nada, que

U’i(x7t) = /F[Ui(ui)](xagataO)ui,ﬁ(g)dg+/Ot/F[Ui(ui)](x7§7t7T)Fi(uhu%yi<ui))(§a7—)d§d7—' (328>

Tendo em vista o Teorema 1.1.2, seque que (uy, ug, y1(u1), ya(uz)) é solucdo do sistema (3.1.3), com
u; € C*HR X (0, 7)) NC (R x [0,T]), i =1,2. O

Isso conclui a demonstragio da existéncia de solugao local do sistema (3.1.3) em C%!'(R x
0,77) N C’L%(QT). Com vista a obter solu¢do global vamos exigir que u;o € LP, para algum
p € (1,00). Neste caso, demonstramos que existe 7', possivelmente menor do que aquele j& obtido,
para o qual u;, i = 1,2, pertence a L>((0,T); LP(R)), isto é, u;(.,t) € LP(R) para todo t € [0,T] e
0 supg<;<p||u(., )| zr@)y< 0o (Notamos que aqui “para todo t € [0,T]” é equivalente a “para todo
t € (0,T)7, visto que u é uma funcdo continua).

Lema 3.2.3. Sejam 7' > 0 e ¥ C (C’L%(R X [O,T]))Q, como no Lema 3.2.1, p € (1,00) e Ao
operador definido em (3.2.1). Se (uy,uz) € %, (u1,0,u2p), (ui(.,t),us2(.,t)) € (LP(R))?, para todo
t € 10,7, e A(uy,ug) = (wy,wy), entdo (wy(.,t),ws(.,t)) € (LP(R))?, para todo t € [0,T]. Além
disso, existem T < T e R, positivos, tais que se ||u;(.,t)]|z»< R, para todo t € [0,T] entdo

|lw;(.,t)]|»< R, para todo t € [0, T].

Demonstrag¢io. Como em (3.2.5) podemos escrever

wi(x7 t) = f F['Uv.(uz)] (:Ca €. t, O)uz,o(f)dé + fg f F[Uz(ul)] (l’, £t T)E<u17 uz, yl(ul))dng
Decorre do Corolério 1.2.3 que, fixados t > 7, [Tu;od§ e [TF;(u1,us)dé pertencem a LP(R), onde
abreviamos a notacao escrevendo I' = I', ) € Fi(ur, uz) = F(ur, ug, yi(u;)).
Do Corolario 1.2.4 segue que [5 [ T'Fi(uy, up)dédr pertence a LP(R), para todo ¢t € [0,T]. Isso
conclui a demonstracao da primeira parte do lema.

Para demonstrar a segunda parte do lema observamos que
K ,C@

t—
16 T Y

(t—r71)2

D(x, & t,1) <
sendo K = K(T'), continua em T' (v. (1.1.13)). Denotamos por K = sup,.7. K(T). Segue que
(z=6)?

K —
/F(x,f,t,T)dx < /71670 = dr < K,
(t—7)2
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C (W*QZ

/F<x7£7t77)d£ < /(75—}(7'>é€_ =T dé— Sfa

sendo K uma constante positiva que nao depende de T. Vamos tomar R > ?maxi:m{HuwH L}
Usaremos o simbolo V., F; para representar o gradiente de F; nas duas primeiras coordenadas
e [[VuFilloo= Supjo,nm)x(o,ms)x[0,lysolloo) | Va i (U1, u, 4:)], jé que (ur,u2) € ¥ e 0 < gy < ||Yi0loo-

Tomamos entdo M = max;—1 2{||VF;||«}. Deste modo, aplicando os Teoremas 1.2.1 e 1.2.2, temos
que
Jwi (-, )| o< (3.2.9)
< Tt 0o ©ellis ] [ [ Tt ) Ei, s, i) (€, 7)1
<[ T &t 0o @dellt [ Tt Fius )€ )]l

_ ot
< Rllusollio+K [ 15 2, 3i(w) 7)o

IN
=l

|qu',oHLp+K/0tH(Fz(ul,Uz, yi(ui)) = Fi(0,0, yi(ui))) (. 7) || odr

=l

ot
< Klusollrt K [ (T3 () (1) dr

=

_ t
< IIUi,oIILmLKM/0 (lur (., D)l o+ [ua(, 7) | Le)dT

S ?HUZ,()HLIJ—F?MQRT S R,
desde que T seja suficientemente pequeno. O

Lema 3.2.4. Nas condi¢oes e notagoes do Lema 3.2.3, se u;, ¢ = 1,2, sao as fungoes obtidas no
Teorema 3.2.2, entdo ||u;(.,t)||»< R, para todo t € [0,77], i = 1,2 (diminuindo 7" se necessério).

Demonstragao. Para ¢ = 1,2, seja u]' a subsequéncia obtida na demonstracao do Teorema 3.2.2, a
qual converge a u; uniformemente em compactos. Do Lema 3.2.3 temos que ||u|| zoo((0,1);Lr@) < R
e portanto, pelo Teorema de Banach-Alaoglu (v. [2, p. 130]), existe w; € L*>((0,7T); LP(R))
e uma subsequéncia u} tal que u! — w;. Como u]' converge pontualmente para u; temos que
u; = T,; e portanto ||u;(., )| @< R, para todo t € [0,7] (notando que u; é continua, logo,
\|23]| Lo (0,720 )) < R é equivalente a [|u;(.,t)| L)< R para todo t € [0,T). O

3.3 Solucao global

O objetivo desta se¢do é mostrar a existéncia de uma solugao global para o problema (3.1.3).
Mais precisamente, sob a condi¢ao de que os dados iniciais u; ¢, ¢ = 1,2, sejam funcoes lipschitzi-
anas, limitadas, ndo-negativas e pertencentes a algum espaco LF, 1 < p < 0o, e y;0 € C?, i = 1,2,
com y; o € y; o limitadas, mostraremos que o problema possui uma solugdo U = (uy, u2) no espaco
X := (C?*H(R % (0,00)))2N (C11, (R X0, 00)))?2N(L%_((0,00); LP(R)))?, satisfazendo a condicao

loc
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0 < u;(z,t) < (t),i=1,2, para todo (z,t) € R x R, onde ¢(t) = (|Ju1ollcct||uz0llcotB)e™ — B,
sendo o = maxlzm{/‘il’i”aw} e B = max;_12{;%}. A expressio “loc” na notagdo acima
quer dizer localmente em Zrelagéo ao tempo, ou Sef]'alu, Ul[0,T] pertence ao espago Xp, sendo
Xr = (C* (R x (0,71))* N (Cp 1 (R x [0, T]))* N (L>((0,T); LP(R)))?, para qualquer T' € (0,00).
Um célculo direto mostra que as funcées U = (0,0) e U := (p(t), () (¢ definida acima)
constituem um par de sub e supersolucao do sistema parabdlico em (3.1.3), para quaisquer fungoes
y;, Holder continuas, limitadas e ndo-negativas, em qualquer dominio R x [0,7] em que estas
fungoes estejam definidas [6]. Aplicando o Teorema 1.4.5, mostramos que a solu¢ao dada no
Teorema 3.2.2 pertence ao setor < U U >r, sendo T > 0 o mesmo obtido no Teorema 3.2.2, e
<U,U>p=<U,U > (v. Definigao 1.4.4). Mais precisamente, obtemos o seguinte teorema

Teorema 3.3.1. Sejam u;p, ;0 limitadas, lipschitzianas, nao negativas, 7' > 0 e (uq, u2, Y1, Y2),
com u; € C*(R x (0,T]) N Cy 1 (R x [0,T]), i = 1,2, a solucdo do problema (3.1.3) obtida no

Teorema 3.2.2. Entao, U = (uy, us) €< U,U >, onde U e U sdo as funcoes definidas acima.

Demonstragio. Seja (uy,us, yi,ys) a solugao dada no Teorema 3.2.2 em C*1(R x (0,7])N Cy1 (R x
[0,77). Consideremos o problema dado por

{ L[v(ui)](wi) = -Fz'(wlaw%yi)a em R X (O,T], (3.3,1)

wi(z,0) =wo(z), zekR

Tomemos M = M; + My, sendo M;, i=1,2, as constantes definidas no Lema 3.2.1,
a = maXi:LQ{%} e f = maXi:LQ{ﬁ}. Nessas condi¢oes V = (=M, —M) e V =
(o(t), d(t)), com @(t) = (M + )e* — 3, formam um par ordenado de sub e supersolugoes para o
sistema (3.3.1). Como (us, up) é solugao do sistema (3.3.1) em C*(R x (0,7]) N Cy 1 (R x [0, T]),

V< (uy,up) < Ve F = (F,F,) é quase mon6tona ndo decrescente, segue do Teorema 1.4.5,
que U = (uy,uy) é a tnica solucio do sistema (3.3.1) no setor < V,V >p. Por outro lado, U
e U também formam um par ordenado de sub e supersolucoes do sistema (3.3.1). Entao, o Te-
orema 1.4.5 garante também a existéncia de uma solugdo no setor < U .U >7. Como o setor
< (7, U >rC< V, V >; e temos unicidade nesse setor maior, concluimos que U €< U, U>p. O

Seja [0,7%), 0 < T* < oo, um intervalo maximo no qual existe uma solugao U* em Xp+N < U ,
U >+, ou seja, se U é uma solucdo de (3.1.3) em X7N < U, U>rcomT >T* que coincide com U*
em [0,77) entdo T'=T™. (A existéncia de T* pode ser obtida da forma padrao usando o Lema de
Zorn: ordenamos o conjunto dos pares (U, XTﬂ < U U >r),emque U € XTﬂ < U U >qpé solugao
de (3.1.3), T > 0, pela relagao (U, XrN < U0 >T) < (U, XN < U,0 >p)se T < T el
restrita a [0, T] coincide com U. Todo subconjunto C desse conjunto que seja totalmente ordenado
tem a cota superior (U, XzN < U,U >=), onde o intervalo [0,T) é a unido dos intervalos [0, T)
tais que (U, X7N < U,U >7) € C e U|[0,T) := U, qualquer que seja (U, XrN < U,U >r) € C.
Entao, pelo Lema de Zorn, o conjunto de todos os pares acima (U, X7N < U,u >7) tem um
elemento méximo, ou seja, existe um par (U*, XN < U, U >7) tal que se (U, XrN < U,U >7))
¢ outro par tal que (U, XrN < U, U >7) > (U*, XpeN < U, U >p+) entdo (U, XpN < U, U >7)) <
(U*, Xp-N < U,U >p.), ie. T < T* e Ul[0,T%) = U*.) O contetido dessa secio consiste em
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mostrar que 7% = oo, qualquer que seja o intervalo maximo [0,7™). Faremos isso (como usual)
supondo que T < oo e obtendo uma contradigao.

A estrutura de nossa demonstracao é a seguinte: inicialmente provamos que as solugoes funda-
mentais para as equagoes parabélicas que aparecem em (3.1.3) existem em R x [0, T*], verificando
que os coeficientes de tais equagoes pertencem a C' %(R x [0,7*]); em seguida, fazemos uso da
férmula (3.2.8) para obter a regularidade da solugdo em T™*. No que se segue denotamos por U,
(ug,uz) ou (uy,us,y1,y2) uma solucdo maxima do sistema (3.1.3), i.e. uma solucdo do sistema
(3.1.3) em X7« onde [0,7*) é um intervalo maximo, i.e. com 7™ definido acima.

Comecemos mostrando a limitagao da solucgao.

Corolario 3.3.2. A solugao méxima é limitada, i.e. existe uma constante K (7*) tal que |u;(z,t)|<
K(T*) para todo (z,t) € R x [0,7%), 1 =1, 2.

Demonstragao. Da definicao da solugdo maxima, temos que U €< U, U >7-. Portanto, 0 < u; <
o(t) < p(T"), i =1,2. 0

Lema 3.3.3. Sejam 0 < T < T*, (uy,us,y1,y2) solugio do problema (3.1.3), com u; € C*!(R x
0,7 N C’L%(R x [0, T) N L*>([0,T]; L*(R)), e p, q expoentes conjugados, com 1 < p < co. Entao
dado t € (0,T] temos que d,u;(.,t) € Co(R), i = 1,2. Além disso, se y;o € C?, i = 1,2, entdo dlu;
e 0y0,u; existem em R x (0,7].

Demonstrag¢io. Para provar a primeira parte, fixamos ¢ € (0,7 e, usando (3.2.8), escrevemos
Opui(z,t) = [ 0,1 (2,&,t, 0)uio(€)dE + 3 [ 0.1 (x, &, t, 7)Fi(€, T)dédr =V (z,t) + W (x,1).
Agora observamos que
(z=9)?

0 < |[V(z,t)]= IS 0uL (2, &, ¢, 0)uin(§)de|< [ Fe T uio(€)de.

. ()2 .
Tendo em vista que u; o € LP, com 1 < p < oo e e 7 € L%, sendo ¢ o expoente conjugado de p,

decorre do Teorema 1.2.5 que V(.,t) pertence a Cy(R).
Fixando também 7, com 7 < ¢, 0 mesmo argumento acima prova que G(.,t,7) € Cy(R), onde

Gz, t,7) = [0, I(x,&,t, 7)Fi(&, 7)dE. Tendo em vista que |G(x,t,7)|< . K)l e que esta ultima
—7r)2

funcao ¢é integravel em [0, ], segue do Teorema da Convergéncia Dominada que W (.,t) € Cy(R).
Para provar a segunda parte, observamos que, fixado T', u; € € 1 (Rx[0,T]) e w; = u; satisfaz a

equagao paraboélica L,y (w;) = Fi(uy, u2,y;) em R x (0,T]. Tendo em vista que os coeficientes da
equacao acima e Fj sao fungoes Holder continuas, decorre do Teorema 1.3.1 que 0,u; é localmente
Holder continua. Por outro lado, o fato de d,u; ser localmente Holder continua implica que os
coeficientes da equacao acima tém derivada com relacdo a x localmente Holder continuas e que
(F};), também é localmente Holder continua. Entao, aplicando novamente o Teorema 1.3.1 obtemos
a existéncia tanto de d2u; quanto de 9,0, u;. O

Nosso objetivo a seguir ¢ mostrar que existe uma constante K tal que, para todo T" < T™,
tenhamos |(u;),|< K em R x (0,7].

Observagao 3.3.4. Uma vez fixado T} < T™, a existéncia de uma constante K que limita 0,u;
em R x (0,7}] decorre diretamente do fato de u; € Cy 1 (R x [0,T1]). Assim, é suficiente obter uma

limitacao para a derivada na faixa R x (T}, T], com T} < T < T*, que seja independente de T.
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Vale ressaltar que o argumento acima nao implica na limitagdo da derivada em (0,7™*) tendo
em vista que [Jugll; 1, em R x [0,71], poderia tender a infinito quando T} se aproxima de ™.

O lema a seguir estabelece uma limitagao para d,u;(z,t), i = 1,2, para (z,t) € [a,b] X [¢,T],
onde —00 < a < b < oo e e >0, que independe do intervalo [a,b] e de T', mas isso no caso em que
os maximos de J,us(x,t) e Oyuz(x,t) ocorrem simultaneamente em (a, b) x (¢,7] ou o maximo de
Jyu; ocorre em (a,b) X (e, 7] e Oyu; ¢ limitada em R x (0,7%), 7,7 = 1,2 com 7 # j.

Lema 3.3.5. Sejam 0 < T < T*, p € (0,00), u; o € L? positiva, limitada e lipschitziana, y; o € C?,
positiva, com y; o e y; o limitadas, e (u1, u2,y1,¥2) a solugdo de (3.1.3), com u; € C*H(R x (0,T]N
CL%(R x [0,7] N L>([0,T]; L*(R)), ¢ = 1,2. Dados —00o < a < b < o0el <e<T,seos
pontos de maximo de |0 u1| e |Oyus| em [a,b] x [¢,T] ocorrem apenas em (a,b) x (¢,T] ou se
o ponto de maximo de |0,u;| ocorre apenas em (a,b) x (¢,T] e O,yu; é limitada em R x (0,77,
onde i,7 = 1,2,47 # j, entdo existe uma constante K, independente de [a,b] e de T, tal que
|0pui(x,t)|< K em [a,b] x [e,T].

Demonstragio. Motivados por [17], fazemos a substituicdo u; = h;(v;), onde

hi(v;) = K(T") (—2 +3e fyie " ds), sendo m; uma constante a ser escolhida, para i = 1,2, e
K(T*) a constante dada no Corolario 3.3.2. Tendo em vista que 0 < u; < o(T') < ¢(T™), a definigao
acima implica que v; estd bem definida pela equacao u; = h;(v;) e, além disso, % < <T<1,
quaisquer que sejam os numeros positivos m;, ¢ = 1,2. De fato,

0 <wu; <p(T)

0 < K(T") (—2 n 36/0

CH

esmids) < o(T)

L p(T)
0< -2 3/ s < <1
= + oe ; e S_K(T*)

(1)
AR
3

Tomando 7 = , temos

-2+ 36/ e ds > -2+ 36/ e tds =
0 0
e portanto, v; < ¥. Por outro lado,
—2+3e/ T Mds < —2+36/ “ds = 0.
0 0

2
Segue que 5~ < v;.
Com essa substituicdo, temos que v; satisfaz a seguinte equacgao
Ai i by Ry 2 _ Fi(hi(v1),ha(v2))
GO (ari-biyi) (Vi) + (ai+biyi) (vi)z — (ai+biyi) E(Uz)x o hi(vi) ’
Derivando com relacao a x, temos

)\ibi(yi)x
(a; + biy;)?

C;

Ai Cibi(yi)x
( )x:cat (Uz)x @Z+bzyz

(U )t + (U ) a; + bzyz v (ai + bzyz)2 (U ) ( )
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Abi(yi), B AN 2\, h Fi(hy(v1), h
), T MY = 2 ) (), = (P Rty
(a; + biyi)? b ai + by \ I ai + biyi I hi(v;) x
Tendo em vista que (v;), é continua em Rx (0, 7], podemos tomar p; = max{|(v;).|} em [a, b]x[e, T'].
Em virtude da definigdo de v;, temos que se o ponto de maximo de |(u;).| em [a,b] X [e, T] ocorre
apenas em (a,b) x (¢,7] entdao o mesmo vale para (u;)z| e, como consequéncia, também

1
3eK (T*)
serd verdade para |(v;).|. Com efeito,

|(w3) (2, 1)|= 3eK (T*)e~ v @D™ | (v;), (2, )], assim, para todo (z,t) € [a,b] x [¢, T], temos

evi (@)™
m](ui)x(x,t)\—|(vi)x(x t)\‘ ?,eT(T*)‘( Us)a (x,t)|—m!(ui>x(x,t)\
<1 enom muui)x(;p,m
T 1
<|1-e m!\(uz)x\lm,

onde ||(¢;)z]|oo € 0 méximo de |(u;).| em [a, b] X [¢, T]. Logo, |(v;).| converge para ﬁm](uz)x(x, )],
uniformemente em (x,t), quando m; tende a infinito. A convergéncia uniforme juntamente com
o fato de o méximo de |(u;),| ocorrer apenas em (a,b) x (¢,T] garante que o maximo de |(v;).|
também ocorrerd apenas em (a,b) x (¢, T], desde que m; seja suficientemente grande.
Considerando que os maximos de |(v;).|, ¢ = 1,2, em [a, b] X [¢,T], ocorrem em (a,b) x (¢, T,

temos que existem pontos (z;,t;) € (a,b) X (¢, T], i = 1,2, tais que |(v;)(x;, t;)|= ps, i.e., no ponto
de méaximo (z;,t;) € (a,b) x (€, T], temos (v;)z(x;, t;) = £p;.

Fazemos inicialmente o caso em que (v;).(x;,t;) = p;, ¢ = 1,2. No caso em que p; = 0,
podemos tomar K = 0. Supondo entdo p; > 0, temos que (v;), (:132, ti) > 0, (v;)pe(xsyt;) = 0 e
(Vi) zza (T4, t;) < 0, logo, calculando (3.3.2) em (x;,t;) € (a,b) x (¢,T], obtemos

ot

IN

cibi(yi),  Aibiyi), hi o Ai <h§’>/

(@it bz‘yi)2pl (a; + biys)? Epi ai by \ B

<F(h1(v1()7;27)12( ))>; (3.3.3)

Da defini¢ao da funcao h;, temos

R =3eK(T*)e~
h! = —3eK (T*)mv™ite """,

};T%,, — —mivmfl, (334)
1// /
(77) = —m;(m; — 1)v™i 2

Segue de (3.2.2) que
t t t
(e = gia)e o TN g gy o TNy 7 i) i) (), 5)d), (3.3
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Logo, no ponto (x;,t;) € (a,b) x (¢,T], obtemos a estimativa
[(4i)e| < K (14 3T*eK(T")p;) < K1(1 + pi), (3.3.6)

onde a constante K; nao depende da escolha particular do intervalo [a, b], nem de T.
Da defini¢ao de F; em (3.2.1) segue que

E(hl (Ul), hg(’l)g))x _ (biAihi(vi)eri)yif(fzil(;i)b)i;()gnlq(hl(v1)7h2(v2))bi( z):c+
+ bi Aihf(v) (V) oy f (hi (V) +(bs Aihi (V) +di) [(Ye) o f (Vi) Fyi f (hi(Ve)) B (Vi) (Vi) 2]+ (= 1) q(h] (v1) (V1) 2z —hf (v2) (v2)=)
a;+biy;

e portanto
|Fi(hy(v1), ha(v2))2|< K(1+p; +pj), sendo i#j
e K independe da escolha particular do intervalo [a,b] e de T

F; _ (Fy)ah(vi)=Fih (vs) (vi)
Como (h;(vi)):n = CACHE , segue que

‘(FE)‘ﬁKﬂmm””“”mwmmwm*SKu+m+mx sendo i£j  (33.7)

hi(vi) (hi(vi))?
Substituindo (3.3.4), (3.3.6) e (3.3.7) em (3.3.3), temos

_CibiKl(l +Di) - Aibi KA (1 +pi)mivzmi_lp? Aimi(m; — 1o
(ai + bzyz)2 ' ((li + bzy2)2 v a; + bzyz

p; < K(1+p;+pj)

ou

cibiBa (1 + pi) NibiKymio™ 2 biv; Ky Ao 2 3
- i~ P | (= 1) - L pf < K (L4 i+ py).

Como 0 < y; < ||yiolleo € % <w; <1, temos que

e R (R

a;

PP < K(1+pi+pj).

biKl ) )\imiv;"i_Q

a; (a; + biy;)

7 a;

Lembramos que Kj, na desigualdade (3.3.6), nao depende de m;. Assim, podemos tomar m;
suficientemente grande, de modo que p; e py satisfazem

aps — Bps —yp2 — 1 <p

onde a, 3,7,@, 3 e 7 sdo positivos e independem da escolha de [a,b] e T. No primeiro quadrante
(i.e. pr > 0e py > 0), a regido determinada por (3.3.8) ¢é limitada. Portanto existe uma constante

K(T*), tal que 0 < p; < K(T*).

De modo anédlogo podemos demonstrar que o mesmo ocorre quando d,vy(x1,t1) = p; e
Opo(2,t9) = —po ou Opvq(x1,t1) = —p1 € Opva(x9,ty) = —po. De fato, suponhamos agora que
81U1<J]1,t1> = p1 € aa;UQ((IIQ,tQ) = —P2. Neste caso, temos que (U1>rt(l‘1,t1) Z O, (Ul)xa:(xl’tl> =0
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e (V1)zzz(71,t1) < 0. Enquanto que no ponto (x9,t5), temos (vg)z(22,t2) < 0, (vV2)ze(z2,t2) =0 e

UQ)xmx<x27t2) Z 0
Calculando (3.3.2) em (z;,t;), obtemos

_ abh),

Abi(y1), MY 2 . Y Fy (ha(v1) hz(vz
@by 2P T Garbay)? h' a1+b1y1 (hl) < ( Ry (v1) )m (3.3.9)
cab2(y2), + A2b2(y2),, hfg 2 ( ) (F (h1(v1) h2 (v2) ) e
(az+bay2)? (az+b2y2)? hj az+b2y2 P hy(v2) z
CabiKi(4p) . AbiK(Lbp)mae! T o dma(my =10 7?4
(artbiyn)? P1 (a1+b1y1)? ' . pr T artbiyr pi < K(1+pi+ps) (3.3.10)
c2bo K1 (1+p2) A2bo K1 (14p2)mavy 2~ 9 Agma(me—1)vg 2™~ 3 o
2(a22+1bzy2)22 + (ag+bay2)? ? by — a2+bay2 P2 Z _K(l +p1+ p2)
Novamente, para m; suficientemente grande, temos que p; e py satisfazem
ap; — ﬁPQ Fp2 —1 <

e, portanto (p1, p2) encontra-se numa regiao limitada do plano.

Finalmente suponha que (vy),(z1,t1) = —p1 e (v9)z(x2,t2) = —po. Neste caso, em (x;,t;),
temos que (v;)z (i, ;) <0, (V) e (i, t) = 0 € (V) zaa(T4,t;) > 0.
Calculando (3.3.2) no ponto (z;,t;), obtemos,

b (y; Nbi (i) . R i R\’ Fi(hy(vy), ha(v
(a; + biy;)? (ai + biyi)? b ai + biyi \ g hi(v;) .
c;ib; i Aibi K i )11 mi 2 /\ i (1T — “2p?
sy P o ML 2 MRt > K (L4t )
Novamente, para m; suficientemente grande, temos
3 2
apy — Bpy —p1 — 1 < pa,
_ - _ 3.3.13
{api—ﬁpé—vm—lépl, ( )

e assim, (p1, p2) encontra-se numa regiao limitada do plano.

Observe que se 0,vy € limitada em R x (0,7™), a primeira desigualdade em (3.3.8) é suficiente
para limitar d,v;. Do mesmo modo que se 0,v; é limitada em R x (0,7*), a segunda desigualdade
em (3.3.8) é suficiente para limitar 0,vs.

Como (u;), = hi(v;)(v;). e h., dada em (3.3.4), é limitada, a limitagdo de (v;), por uma
constante que independa da escolha do intervalo [a,b] e de T nos assegura a limitagdo (u;),,
também por uma constante que independe da escolha do intervalo [a,b] e de T O

O lema a seguir serd usado para justificar a limitagao de d,u; em R x (0, 7).

Lema 3.3.6. Sejam [7,f] C (0,7*) e ¢ > 0. Se (u1,u2,y1,%2) é a solugdo de (3.1.3), com wu; €
C*' (R x (0, 7] N Cp (R X [0,7] N L>([0, T); LP(R)), i = 1,2 e 0 < t < T, entdo existe um

intervalo [a,b] e uma constante K = K(T) tal que |Oyu;(z,t)|< Ke2, para i = 1,2, e para todo

(z,t) € [a,b]¢ x [T,1].
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Demonstragio. Sejat € [t,t]. Da formula de representacio da solucio, dada em (3.2.8), temos que
Opui(x,t) =
= /(%F s ()] (2, &, 1, 0)u 0(&) d{—l—/t/@zf[vi ) (@, &, t, T) F5 (u, ug, yi(ug) ) (€, 7)dEdT
—/ar xgtmmO(%+/”/anvumgtﬂ (un, g, yi(w)) (€, 7)dEdT
[ [ Ot 7) P, i) 6, )l

e portanto, usando a estimativa (1.1.13), obtemos

uue 1)) < [ SO e e + [T ] e R, w7 e

t—
+/t e/t—T
/76 Z% |uio(§) |d§+/t E/—e o tg Fi(uy, ug, yi(u;)) (€, 7)|dédT
+/t e/t_T i(ur, ug, yi(ui))(€, 7)|dédr.

A limitagao de u; dada no Corolario 3.3.2, garante que (uq,us,¥;), @ = 1,2, pertence a uma
regiao limitada em R3. Seja || F}||« 0 supremo do |F}|, nessa regido. Segue que

i, ug, yi(wi) ) (€, 7)|dEdr

K o K (@ 5)2
meﬂ</ (7zmm\&+// SO R (s g, ya(us)) (€, 7) | dédr
t 1

t—c (t —7)2
K (i i K _ @ 1
< [T @l + [ [T T IR ua, i) (€7 dedr + Kb

+ K||Fi|| o dr

Em virtude do Teorema 1.2.5, as duas integrais que aparecem do lado direito da desigualdade
acima pertencem a Cy e nao dependem de ¢ € [{,t]. Dessa forma, tomando [a,b] um intervalo
para o qual essas integrais sejam menores que €2 em [a, b]¢, teremos |0 u;(z,t)|< K ¢z para todo
(x,t) € [a,b]® x [t,T]. A constante K é essencialmente a mesma que aparece na estimativa (1.1.13).

[
Finalmente provamos a limita¢ao de d,u;(z,t) em R x (0,7%).
Lema 3.3.7. Se (uy,uz,41,y2) é solugdo maxima de (3.1.3) em Xp«N < U, U >T* entao existe
uma constante K > 0, tal que |0,u;(x,t)|< K para todo (z,t) € R x (0,7%),i=1,2.
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Demonstragio. Fixemos Ty € (0,T*). Seja K > 0 uma constante estritamente maior que o maximo
entre a constante obtida no Lema 3.3.5 e a constante dada na Observagao 3.3.4. Inicialmente, vamos
supor que tanto (uy), quanto (us), sdo ilimitadas em Rx (0, 7). Deste modo, existe T' € (0,7*) tal
que |(uy)z|> K em algum ponto de Rx (0, 7T]. Sejam ¢ = inf{¢t; |0,ui(z,t)|> K, para algum x € R}
e (Zn, t,) uma sequéncia de pontos para os quais |9,u; (2, t,)|> K, com t,, \, t. Temos que t > Tj.
Sejam K a constante presente no enunciado do Lema 3.3.6 e € > 0 tal que K ¢2 < K. Em virtude
do Lema 3.3.6 existe um intervalo [a, b] tal que |0,u;(x,t)|< K para todo (z,t) € [a,b]® x [t, T+ €].
Desse modo, tomando N suficientemente grande de modo que t, — ¢ < € para n > N, temos
z, € [a,b] para todo n > N. Portanto existe T € [a, b] e uma subsequéncia de (x,,) tal que x, — 7.
Segue da continuidade de [9,u1 | em Rx (0, T] que |9,uy (Z,1)|= K é o méximo de |9,u;| em Rx (0, ).
De modo anélogo, supondo d,us ilimitada, obtemos um ponto (Z,7) tal que |9,u2(T,?)|= K é o
maximo de |0, us| em R x (0,¢]. Temos que ¢ > T} e sem perda de generalidade vamos supor ¢ < ¢
(caso contrario, trocamos u; por us).

Se t = t entdo tomando (A, B) um intervalo que contenha os pontos T e T obtemos uma
contradigao ao Lema 3.3.5, tendo em vista que tanto o ponto de maximo de |0,u;| quanto o ponto
de méximo de |9,us| ocorrem em (A, B) x (%,1] e ambas ndo sao limitadas pela constante dada no
Lema 3.3.5. ~

No caso em que t < t o Lema 3.3.6 garante a existéncia de um intervalo (A, B) para o qual
|0,u1|< K em [A, B]° x [t,7]. Dessa forma, obtemos que tanto o ponto de méximo de |9 u;| quanto
o ponto de méximo de |9, uz| em [A, B] x [£, 7] ocorrem em (A, B) x (£, ], e os respectimos méximos
nao sao limitados pela constante dada no Lema 3.3.5. Assim, concluimos que, supor d,u;, i = 1,2,
ilimitadas em R x (0,7%] leva a uma contradicao do Lema 3.3.5.

Vamos supor agora que 0, u; ¢ ilimitada e 0,uz é limitada em Rx (0, 7*). Repetindo o argumento
inicial para 0,u;, obtemos que o ponto de maximo (Z, t) de |0,u;| em R x (0, ] ocorre em (A, B) x
(5,1 e 0o maximo |0,uq(T,7)|= K ¢é maior que a constante dada no enunciado do Lema 3.3.5.
Juntando a isso o fato de que J,uy é limitada em R x (0,7*), temos, novamente, uma contradigao
do Lema 3.3.5.

Concluimos que a constante K limita |0,u;| em R x (0,7%), 1 =1, 2.

O

Lema 3.3.8. Se (uq,us,¥1,y2) uma solugdo maxima de (3.1.3) em Xp:N < U,ﬁ >7«. Nessas
condigdes, os coeficientes de (3.1.3) podem ser definidos em 7™ de modo a pertencerem a C; 1 (R x

[0,T%]).
Demonstragio. Como os coeficientes das equagoes parabdlicas em (3.1.3) sdo da forma

i [ _ —A; ¢ u;(x,s))ds .
i) = (s iz ) com ), 0) = profle T ¢ 1,5, temos

t t
Opyi(x,t) = (yio(x) — Aiyi,o(iﬁ)/o I (ui(x, 8))0puy(, s)ds) oA o Fui(e,s))ds (3.3.14)

e segue das hipdteses sobre y; o, da limitacao de f’ e do Lema 3.3.7 que limita (u;), que

|()e (2, )< KU+ T [(wi)alloc),  (2,8) € R x(0,T7) (3.3.15)
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Além disso,

t t/
() — ()] < aoa)e I FuteDas - [} stutoas (3:3.16)
t/

< K| [ flutr, s — [ Sl s))ds]

< K| [ flule,s))dsl< Kt~ 1)
< K(T3(t—t)2,  (x,t) e Rx (0,T%).

i (@, )< [[iolloo (3.3.17)

Concluimos assim que y; € CL%(R x [0,7%)) e, dessa forma, podemos definir y;(z,T*) :=
limy_p+ y;(z,t), ¢ = 1,2, obtendo y; € CL%(R x [0,7%]). Como os coeficientes das equagdes para-
bolicas sao dados pela composi¢do de y; com uma funcao de derivada limitada, concluimos que
tais coeficientes também pertencem a C’L%(R x [0,7*]). Definindo y;(x,T*) como acima, temos
que vi(u;) € (Cp 1 (R x [0,T%]))3. O

Em virtude do Lema 3.3.8, temos que os coeficientes da equagao parabdlica (3.1.3) pertencem
aCy (R x [0,7T*]), com a observacao de que y;(x,T*) é definida como o limite de y;(x,t), quando
t tende a T*. Vamos denotar por I';(z,£,t,7) a solugdo funtamental de (3.1.3) em R x [0,7%] e
continuamos usando 'y, ) (%, €, t,7) para a solucdo fundamental de (3.1.3) em R x [0,77], com
0 <T < T*. Seguem algumas observacoes a respeito dessas solugoes fundamentais.

Observagao 3.3.9. A solugao fundamental T';(z,&,t,7), (x,t),(&,7) E R [0,T*], 7 < t,i=1,2,
de (3.1.3) é continua nas varidveis =, ¢, £ e 7 (v. [14, p. 67]). Além disso, a solugdo fundamen-
tal é tUnica (v. [14, Teorema 1, p. 67]). Segue que I';(z,&,t,7) = I, (, &, t,7), para todo
(x,t),(§,7) € R x [0,T%), t > 7. Assim,

lim T2, 8T, 7) = Fi(x,§,T77,7)

T—T*

|F[vz(uz)} (I, 57 t7 7—) | S

para todo (x,t), (&, 7) € R x [0,T], t > 7, para uma constante K que nao depende de T

Vamos agora provar a existéncia de solugao cldssica global para o problema (3.1.3). No que se
segue, por solucdo cldssica global queremos dizer de classe C*!(R x (0,00)) e CL%JOC(R x (0,00))
denota o espago das fungoes em C’l’%(R x [0, T]) para todo T" > 0.

Teorema 3.3.10. Sejam u;p, ¢ = 1,2, funcoes lipschitzianas, limitadas, nao-negativas e perten-
centes a LP(R) para algum p € (1,00) e ;0 € C* e ndo-negativa, i = 1,2, com y; e y;, funcoes
limitadas, entdo o problema (3.1.3) admite solug¢ao em X.
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CAPITULO 3. COMBUSTAO EM UM MEIO POROSO COM DUAS CAMADAS

Demonstragio. Segue do Lema 3.3.8 que os coeficientes das equacoes parabdlicas que aparecem em
(3.1.3) pertencem a C 1 (R x [0,77]). Isso garante a existéncia da solugdo fundamental associada

a equacio em R x [0, T*]. (E importante notar a solucio fundamental j4 existia para todo 7' < T*.
No entanto, a constante que aparece nas estimativas da solucao fundamental poderiam tenter a
infinito quando 7' se aproximasse de T™, tendo em vista que tal constante depende da norma de
Holder dos coeficientes.)

Da definicao de T, no inicio da segao, segue que, para todo T" € (0,7*), o problema (3.1.3)
admite solugdo (uy,us,y1,¥2), com u; € C*H(R x (0,7]) N Cy 1 (R x [0,T]) N L>([0, T]; LP(R)),
t = 1,2. Usando o Teorema 1.1.2 podemos representar u; na forma integral, isto é,

i) = [ Tiouon(e, 6 10)usol@de + [ [ Tiouon(e, &), ) 6, ) (3.3.15)

Como u; ¢ limitada, segue da Observacao 3.3.9 que

(z—8)2
| s s (2, €, 8, Tz 0() | < —5 e O , para todo (z,t),(§,7) € R x [0, T*), t > 7.

(t—r)3

Além disso, temos que
(2=9)?
|F[/U/L(U/l)](‘r7€7t7 T)E(u17u27 yl<ul)>(§7 7—)|S K I e*C tj— , para todo (.T, t)? (57 7-) € R x [OvT*)v >

t—7)2
7. Pois, F;(z,y, z) é uma fungao continua(na )regiéo [0, |21 || oo X [0, [[22]]00] X [0, [|y(ui)|ls] & qual é
limitada em virtude da defini¢ao de y; em (3.2.2) e da limitacao de u;, i = 1,2, dada no Corolario
3.3.2. Lembramos que, neste caso, a constante K independe de T'.
Com isso, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada para passar o limite quando ¢

tende a T™ e obter

wi(z, T") = (3.3.19)
= tl_Ig}* (/ F[Ui(ui)} (SL’, 57 t O)Ui,o (£)d£ + /Ot / F[Ui(ui)] ($, 57 i 7—)}?2'(“17 U2, Yi (uﬂ)(&, T)d§d7->

T*
= /Fz(xvgaT*ao)uz,O(g)d£+/o /Fi<$,£,T*,7)E(U1,U2,yi<ui>>(£,7—)d§d7.

Vamos denotar por
. iz, t), (x,t) e R x [0,T%)
uile, 1) = { w(e.T"), z € R,

T* .
e provar que y;(x, T*), obtido no Lema 3.3.8, é dado por y;(z, T*) = yme*Ai Jo Ti@s)ds 1y fato,
da Holder continuidade de y; em R x [0, 7], temos que

yi(z,t) — K(T* — )2 < yi(x,T*) < y;(z,t) + K(T* — t)2
yi’g(x)e_Ai Jo f(ui(zs)ds _ K(T* —t yi(z, T") < yiyo(x)e_Ai Jo f(ui(@,s))ds + K(T* — t)%
yw(x)eﬂ‘li o i (zs)ds _ K(T* — i

Nl
IN

t
3 < g, T7) < gig(w)e A Jo i @Nds e _ gy
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T* .
Fazendo t — T*, segue y;(z, T*) = yioe” Jo flsi(@s)ds

Dessa forma, podemos escrever

(7% = [ T, &, 00uio(de + [ [ Tiouon (€6, 7)Filus, s, )€, )l
(3.3.20)
para todo (x,t) € R x [0,T"].
De agora em diante, vamos suprimir o asterisco de u] e escrever simplesmente u;(x,t) definida em
R x [0,77]. Nosso préximo passo é mostrar que u;(x,t) converge a u;(x,T*), uniformemente. De
fato,

w(x, T*) —u(z,t) = / (F[vv(u,)] (2,6, 7%,0) — F[Ui (us) (x,g,t,())) u;.0(€)d€ (3.3.21)
/ / T oy (20 €T 1) Fiuy sz s us) ) (€, 7)ddr — / / o) (0 € 1, TV Pty g, (i) (€, 7)€
= /(F[v~ u')](x7§>T*70) F i ()] (CL‘ &t 0))u20 d§+/ /F[U (us )] 2,8 T, ) Fi(un, ug, yi(uq)) (€, 7)dEdr

/O / (@ €T 7) — Ty (€, £,7)) i, 1z, i) (€, 7)dEdr
=11 + I + Is.

Considerando % <t <T* temos

120 = | | (a6 T,0) = T (2,61, 0) o (€)1 (3.3.22)
= /atr[vl(uz)]<x7 £ s, 0)(T* - t)uz70(§)d§|

K _@-9? K. . 2K,
S/ie T~ tJuiolloed = — [T — t]< T —
Sz S T

=1 Tietuon (o6 T 7) P s, i) 6, )it (3.3.23)

T*
< [ e O R e
t (T* — 7')5

T*
< [ KllFledr = K| Fll(T" = 1
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13| = ’/0 / (F[Ui(uz‘)] (2,1, 1) — Do (ua)] (2, ¢, T)) E(ur, uz, yi(ui) (€, 7)dédr]| (3.3.24)
t T*
= ’/0 / /t 8tr[vi(ui)] (Q}, 57 S, T)E(ula Ug, yz(uz))<£7 T)dede’
t T
=1 [ [ ot & .7 Fun, s, () (€, T)dedsdr
t T
=1 [ ] Ol & s, ) (Filan, a3 ()€ 7) = Bl (), 7)) dElsdr]|

to T K _~(@—8)?
<[ [ [ =3 IV @)alloot el oot | ()l o) = €ldsr
0 Jt

(s —7)2

t T* K . (z— 2 t T* 1
- / / / e dedsdr < K / / — dsdr
o Jt S—T o Jt (3 — 7)5

_ K/Ot[(T* - (t—7)Hdr < K/Ot(T* —#)kdr

< KT*(T* - t)2.

As desiguadades (3.3.22), (3.3.23) e (3.3.24) mostram que a convergéncia de u;(x,t) para w;(z, T*)
é uniforme.

Vejamos agora mais algumas propriedades de u;(x,T™*). Inicialmente vemos que w;(x,T*) é
limitada em virtude do Corolario 3.3.2 e é lipschitziana devido ao Lema 3.3.7. Aplicando, na
equagao (3.3.20), os Teoremas 1.2.1 e 1.2.2, temos

(e t) 1
< T 6t i€t | [ Ty, € ) Filun, i) €, 7)o

<O+ /OtH/F[Ui(Ui)]<x7§7taT)Fi<u17u27yi(ui))(£7T)d€‘|LpdT
< Cut [ Dy €8, 7) (B 2, () = F2(0,0,94())) (€ 7S | ol
<Ot [ Dhngun 627 Vi (€, 7), wal€ 7)1

t
e +02/0 (s P | o+, 7) | o), G = 1,2.
Logo, fur(,t)|lzotluz(,t)leo< C1 + Co fo([lua (., )l Lot uz(., 7)l|ze)dr.  Fazendo  o(t) =
(., 0) || 2o+l ua (., £)] v, temos que ¢(t) < Cy + Cy f3 ¢(7)dT. Segue da desigualdade de Gronwall
para integrais (ver [8, p. 625]) que ¢(t) < Cy(1 + Cate®?!), para todo t € [0,T*) e, portanto,
wi(., )| r < C1(1 + CyT*eC?TT), para todo t € [0, T™).

Segue do Lema de Fatou que u;(x,T*) € LP. Com isso, temos que u;(x,T*) e y;(z,T*), i = 1,2,
estao nas mesmas condigoes que os dados iniciais u;o € y;0, ¢ = 1,2, no Teorema 3.2.2 e no
Corolario 3.2.4. Isso permite aplicar o Teorema 3.2.2, juntamente com o Corolario 3.2.4, para
obter a existéncia de solu¢do do problema (3.1.3) em R x [0,7* + ¢, i.e., com u; € C*(R x
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(0, T+ €e[)NCy 1 (R x [0, T +€]) N L=([0, T +€]; LP(R)), i = 1,2, contrariando o fato de que T~ ¢

maximal. O argumento para conluir que (uy, us) €< U, U >7+4c é 0 mesmo utilizado no Teorema
3.3.1, sendo M; = [|usl|; 1 em R x [0, 7" + €], i = 1,2. Concluimos que 7™ néao ¢é finito e portanto
o Teorema esta provado. O
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Conclusao

A busca por uma solucao global para o problema de Cauchy associado a um sistema composto
de duas equagoes parabdlicas nao lineares acopladas a duas equagoes diferencias ordinarias, dado
em (3.1.3), foi a diretriz deste trabalho. A abordagem escolhida levou em conta os trabalhos [7] e
[6], publicados anteriormente. Principalmente o trabalho [6], onde Mota e Santos impoem que as
fungoes de concentracao sejam Holder continuas e limitadas (Teoremas 2 e 3 em [6]). As condigdes
impostas as func¢oes de concentracao determinam as propriedades dos coeficientes das equagoes
parabdlicas do sistema (3.1.3) e nos indicaram que o espago das fungoes Holder continuas seria
adequado a busca de uma solucao para o problema geral.

A escolha do espacgo das funcoes Holder continuas possibilitou-nos trabalhar com a férmula
integral de representagao da solucao (Teorema 1.1.2) e mostrou a necessidade de obter propriedades
a respeito das solugoes fundamentais envolvidas.

No Capitulo 1, fizemos um estudo das propriedades da solucao fundamental que nos seriam
uteis: estimativas para a solucao fundamental que evidenciaram a dependéncia com relagao aos
coeficientes (Lema 2.1.5), dependéncia continua em 7' das constantes envolvidas em tais estima-
tivas, resultado sobre convergéncia pontual da solugdo fundamental em termos da convergéncia
pontual dos coeficientes da equagao (Lema 2.1.6) e as consequéncias desses resultados no problema
de Cauchy (Teorema 2.2.1).

Iniciamos o Capitulo 2 utilizando as propriedades obtidas no Capitulo 1 para provar a existéncia
de solugao local para o problema (3.1.3) (Teorema 3.2.2), embora nossa expectativa, com relagao
a essas estimativas obtidas no Capitulo 1, fosse a de provar que o operador definido em (3.2.1) era
uma contracao em Cl,% (R x [0,T]), para T suficientemente pequeno, nés nao conseguimos verificar
esse fato. Nesse ponto nosso maior prejuizo foi a falta de unicidade para a solucao obtida. No
Teorema 3.3.1 provamos que a solugao local pentence a um setor determinado pelos dados iniciais,
fato importante para obter a limitacao da solugdo maximal; Coroléario 3.3.2.

A sequéncia do Capitulo 2 é dedicada a demonstrar a existéncia de solucado global para o
problema (3.1.3). Supondo a existéncia de um tempo maximal de existéncia da solugao, T, foi
necessario encontrar uma estimativa uniforme para a derivada espacial da solu¢ao em R x (0,7%).
Nesse ponto, usamos a mesma abordagem usada por Oleinik e Kruzhkov [17] e introduzimos a
hip6tese de que os dados iniciais pentencem a algum espaco LP(R), 1 < p < co. O papel dessa
nova hipdtese, nessa abordagem, foi o de controlar a derivada espacial quando |z|— oc.

Finalmente, consideramos que a abordagem utilizada neste trabalho foi adequada e bastante
produtiva, tendo em vistas os resultados obtidos. No entanto, alguns pontos ainda nos chamam a
atencao e serdo, certamente, temas de trabalhos futuros. Entre essas questoes estao:
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A prova da unicidade de solugao.

A obtengao de solugao com dados menos regulares.
O estudo do comportamento assintético da solugao.
O estudo do problema em dominios limitados.
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